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RESUMO 

Esse trabalho descreve um modelo matemático desenvolvido para de - 

terminar a solução de menor custo em um projeto de redes de esgo - 

tos sanitários. 

O modelo é composto de uma função objetivo definida a partir dos 

custos de construção de uma rede, e de um conjunto de restrições 

hidráulicas e normativas impostas pela ABNT. 

As variáveis do modelo são as cotas das geratrizes inferiores 

dos coletores a montante e jusante e seus respectivos diâmetros. 

As informações necessárias são o traçado da rede e as vazões es- 

timadas nos trechos da rede. 

Na solução do problema é utilizado um algoritmo de programação 

Inteira Mista, onde as variáveis inteiras são binárias e utiliza - 

das para escolher o diâmetro comercial de cada trecho. 



ABSTRACT 

This work describes a mathematical model developed to find the 

least cost solution for the design of sanitary sewers. 

The model is composed by an objective function obtained from 

construction cost data and a set of hydraulic and normative 

constraints imposed by ABNT. 

The variables of the model are the invert elevation at upstream 

and downstream o£ the pipe, and its respective diameters. 

The informations needed are the network layout and the estimated 

quantities of flow in the pipes. 

To obtain the solution of the problem is used a Mixed Integer 

Programming algorithm, where the integer variables are binaries 

and used to choose the comercial diameter for each pipe. 
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1.1 - O PROBLEMA DE REDES DE ESGOTOS SANITARIOS 

O atendimento às populações carentes de redes de esgotos 

sanitários vem sendo bastante dificultado devido ao alto 

custo das obras envolvidas. Estudos do Banco Mundial dg 

monstram que a implantação de redes coletoras de esgotos 

custam, por habitante, nos diversos países entre Cr$ .... 
14.900,00 e Cr$ 49.000,OO. A população brasileira aten- 

dida por redes de esgotos é estimada em apenas 15%. 

Por outro lado, os métodos tradicionais utilizados para 

a elaboração de projetos de redes de esgotos não empre- 

gam nenhum conceito de otimização visando minimizar cus- 

tos. A análise econômica nos cálculos hidráulicos efe- 

tuados fica ao encargo do bom senso do projetista, que 

muitas vezes não dispõe de dados suficientes para faze- 

la. 

d 

O critério básico adotado para o cálculo da rede e não 

aprofundar a tubulação, localizando-a sempre que possí- 

vel paralela ao terreno. Quando o aprofundamento da re- 

de é inevitável, o cálculo do projeto torna-se crítico. 

Parte-se do principio de que os custos de escavação são 

maiores que os de fornecimento da tubulação, e assim as 

canalizações são projetadas com a menor declividade pos- 

sível, não se buscando outras alternativas com o objeti- 

vo de reduzir custos. 

Por esses motivos torna-se necessário o desenvolvimento 

de tecnologias que, reduzindo o custo de implantação de 

redes coletoras de esgotos, permitam um atendimento a 

uma parcela mais ampla de população. 



Para que se possa entender melhor o desenvolvimento do 

modelo, apresenta-se nesse item alguns conceitos e carac - 

teristicas principais associados ao problema de esgota- 

mento sanitário. 

Apresenta-se também, algumas simplificações que normal- 

mente são feitas. 

1.2.1 - Conceitos Gerais 

- Coletor de Esgoto 

"I3 a tubulação que, funcionando como conduto livre, 

recebe contribuição de esgoto em qualquer ponto ao 

longo do seu comprimento". 

- Coletor Predial 

"E o coletor de propriedade particular que conduz o 

esgoto de um ou mais edifícios até a rede coletora". 

- Profundidade do Coletor 

"Representa a diferença de nível entre a superfície 

do terreno e a geratriz inferior da tubulação". 

- Recobrimento do Coletor 

"Representa a diferença de nível entre a superfície 

do terreno e a geratriz superior da tubulação". 



- Poço de Visita 

"E uma câmara visitável através de uma abertura exis - 

tente na sua parte superior, destinada a permitir a 

reunião de dois ou mais coletores, e a permitir a 

execução de trabalhos de manutenção desses coleto- 

res" . 

- Trecho de Coletor 

"E o comprimento de coletor compreendido entre dois 

poços de visita sucessivos". 

- Rede Coletora de Esgotos 

"E o conjunto de coletores de esgotos e de seus po- 

ços de visita". 

- período de Projeto 

Uma rede de esgotos sempre é projetada para atender 

à demanda existente durante um determinado período, 

denominado período de projeto. 

1.2 .2  - ~aracteristicas de uma Rede de Esgotos 

O liquido flui nos coletores por gravidade, sendo enca - 

minhado para um destino determinado: uma estação de 

tratamento, um interceptor etc. 

Dessa forma, pode-se destacar uma das características 

de uma rede de esgotos que é a de que um trecho da re- 



de admite contribuições de um ou mais trechos a montan - 

te, mas só contribui para um trecho a jusante. Pode- 

se conceituar uma rede de esgotos como sendo uma "árvo - 
4 

re" orientada dos nós para a raiz, onde cada nó e um 

poço de visita e a cada arco um trecho da rede. 

Uma rede de esgotos é determinada pelo seu traçado e 

perfil. Este Último é definido pelo diâmetro de tubu- 

lação e pelas cotas das geratrizes inferiores da tubu- 

lação, em cada trecho da rede. 

1.2.3 - - ~implificações -- Efetuadas 

As simplificações a serem efetuados no problema são as 

seguintes: 

- os coletores prediais não são considerados no proble - 

ma, já que o custo dessas ligações pode ser admitido 

como invariável em função dos diversos perfis possi- 

veis para a rede. 

- considera-se o esgoto fluindo uniformemente na tubu- 

lação, isto é, a altura da lâmina d'água não se alte - 

ra em nenhum ponto de um trecho. 

- as vazões em cada trecho são consideradas como con- 

tribuições no início do trecho. 
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1.3 - OBJETIVOS DO TRABALHO 

O objetivo desse trabalho é apresentar um modelo matemá- 

tico que permite a obtenção da solução de menor custo pa - 

ra o projeto de rede de esgotos sanitários. O modelo é 

baseado em uma função objetivo que exprime os custos ne- 

cessários à implantação de uma rede, e de um conjunto de 

restrições que retratam as diversas relações hidráulicas 

e normativas a que estão sujeitas as variáveis do mode- 

lo. 

O capitulo I1 desse trabalho descreve o modelo matemáti- 

co e suas variáveis. No capitulo I11 apresenta-se o de- 

senvolvimento do modelo e o método de solução adotado. O 

capítulo IV contém uma aplicação do modelo e finalmente, 

no capítulo V, apresenta-se algumas conclusões sobre o 

trabalho. 



CARACTERIZAÇÃO DO PROBLEMA 

11.1 - DESCRIÇÃO DAS VARIAVEIS 

A seguir apresenta-se uma relação das variáveis e cons- 

tantes do problema. 

cota da geratriz inferior da tubulação a montan - 

te do trecho i. 

cota da geratriz inferior da tubulação a jusan- 

te do trecho i. 

diâmetro da tubulação no trecho i. 

declividade da tubulação no trecho i. 

velocidade de escoamento no trecho i, no início 

do período de projeto. 

velocidade de escoamento no trecho i, no final 

do período de projeto. 

YIi - altura da lâmina d'água, ou tirante, na seção 

da tubulação do trecho i, no início do período 

de projeto (ver fig-1). 



YFi - 

TRIi - 

TRF, - 

altura da lâmina d'água, ou tirante, na seção 

da tubulação do trecho i, no final do período 

de projeto (ver fig-1) . 

tirante relativo na seção da tubulação do tre- 

cho i, no início do período de projeto, igual a 

tirante relativo na seção da tubulação do tre- 

cho i, no final do período de projeto, igual a 

área molhada da seção da tubulação do trecho i 

(ver fig-1). 

perímetro molhado da seção da tubulação do tre- 

cho i (ver fig-1). 

ângulo interno, em radianos, que circunda a 

área molhada (ver fig-1) . 



As constantes do problema são: 

- 
Gi 

- cota do terreno no poço de visita a montante do 

trecho i. 

G. - cota do terreno no poço de visita a jusante do trg 
-1 

cho i. 

QIi - vazão no trecho i, no início do período do proje- 

to. 

QFi - vazão no trecho i, no final do período de projeto. 

Li - comprimento do trecho i. 

M - Recobrimento mínimo da rede. 
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11.2 - DESCRIÇÃO DO MODELO 

O modelo desenvolvido se propõe a determinar o perfil 

de uma rede de esgotos. Para isso, considera-se como 

informações básicas: 

- o traçado da rede, incluindo a localização dos poços 
de visita, o sentido do fluxo e o comprimento de ca- 

da trecho 

- as vazões de inicio e fim do período de projeto 

- as cotas do terreno em cada poço de visita. 

A partir desses dados calcula-se, para cada trecho, o 

diâmetro (Di) e as cotas de montante e jusante da gerg 

triz inferior da tubulação (Ei e Ei respectivamente). 

A função objetivo do modelo é expressa em função da 

profundidade média de escavação ' X '  e do diâmetro 'D'. 

As restrições do modelo são: 

Recobrimento Mínimo: 

A tubulação, em toda a sua extensão, deve estar a 

uma certa distância da superfície, denominada reco- 

brimento mínimo. Essa restrição visa evitar danos 

à tubulação devido ao movimento de cargas na super- 

f ície. 



progressão de Cotas: 

A cota de jusante de qualquer trecho não pode ser 

menor que a cota de montante do seu sucessor (tre- 

cho a jusante) . 

progressão de ~iâmetros: 

O diâmetro de qualquer trecho não pode ser maior 

que o do seu sucessor. 

o Os diâmetros a empregar são os existentes no comér- 

cio. A tabela de diâmetros comerciais é a seguin- 

te : 

0,15; 0,20; 0,25; 0,30; 0,40; 0,50; 0,60; OITO; 

0,80; 0,90; 1,OO; 1,20 (m). 

a As vazões de inicio e fim de período de projeto em 

cada trecho, para efeitos de cálculo, devem ser su- 

periores a 2,2 l/~, mesmo que as vazões médias se- 

jam menores que esse valor. Essa restrição deve-se 

à suposição de que, pelo menos em um determinado 

instante, passe pela tubulação uma vazão de 2,2 l/s 

que corresponde à vazão fornecida por um vaso sani- 

tário de tamanho normal. 

A velocidade de escoamento de inicio de projeto de- 

ve ser superior a 0,5 m/s, enquanto que para o fi- 

nal de projeto, a velocidade deve ser inferior a 



e O tirante relativo no inicio de projeto deve ser 

superior a 0,2 para velocidades no intervalo p,5 

O . Essa restrição garante que, para velocidades 

de escoamento pequenas, não hja depósito de sóli- 

dos na tubulação, permitindo a sua auto-limpeza. O 

tirante relativo no final de projeto deve ser infe- 

rior a 0,75, permitindo espaço para os gases que se 

formam naturalmente na tubulação, e impedindo ainda 

que a rede funcione sob pressão em algum trecho. 

N ~ O  deve haver formação de remanso entre dois tre- 

chos para o final de projeto, isto é, não se deve 

permitir a possibilidade de mudança no sentido do 

fluxo. 

a O modelo deve prever a existência de trechos já 

construidos na região em que se pretende implantar 

a rede. 

a As variáveis do modelo estão sujeitas 2s seguintes 

equações : 

Q = V A  (equação da continuidade) 

- v = -  ' 2 / 3  (equação de Manning) 
i1 R~ 



onde : 

Q - vazão (m3/s) 

V - velocidade de escoamento (m/s) 

q - coeficiente de rugosidade de Manning 

(= 0,013) 

RH - raio hidráulico (m) 

I - declividade (m/m ) 

A - área molhada 2 
(m 

P - perímetro molhado (m) 
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CAP~TULO 111 

MODELO MATE~TICO 

111.1 - FUNÇÃO OBJETIVO 

O custo por metro linear de implantação de uma rede 

de esgotos pode ser definido como função linear do 

diâmetro da tubulação (D) e da profundidade média da 

escavação (X). A escolha de uma função linear deve- 

se além da facilidade para a modelagem, ao fato de 

que o ajuste obtido através de uma regressão linear, 

com base nos dados mensais dos boletins da EMOP, ter 

apresentado um bom resultado. Dessa forma, tem-se: 

onde : 

'ML - custo por metro linear de tubulação im- 

plantada (Cr$/m) 

D - diâmetro da tubulação (m) 

X - profundidade média de escavação (m) 

a, b, c - coeficientes da regressão 

O custo de um trecho é: 



onde : 

CT - custo do trecho (Cr$) 

L - comprimento do trecho (m) 

O custo de implantação de uma rede pode ser expressa en- 

tão como: 

onde : 

C = custo total da rede (Cr$) 

N - nGmero de trechos 

Seja agora a profundidade média de escavação X expres- i ' 
sa como função das variáveis Ei e E -i 

(Gi - Ei) + (Gi - E.) - -1 Xi - 
2 

Substituindo (2) em (1) e efetuando o somatório em i pa- 

ra todos os termos, temos: 



N N 
C 

N 
C = a  C L i + b  C L i D i + -  C Li (Ei + G.) - 

2 i=l -1 
i=l i=l 

N - 
c C (Ei C E . )  - -1 
2 i=l 

O l? e 30 termos são constantes e portanto vamos substi- 

tui-los por a 

Seja agora uma variável 6 tal que: ik 

onde 

Dik 

'ik 

'ik 

'ik 

E (Diâmetros ~omerciais) 

E ( O ,  11 , onde 

= 1 se o diâmetro Dik é o escolhido para o tre- 

cho i 

= O, em caso contrário 

A introdução da variável 6ik permite que sejam considera - 

dos no modelo somente os diâmetros comerciais. 



Substituindo (4) em (3), obtemos: 

N 12 
C 

N 
c = a + b C Li C Dik 6ik - - L (Ei + E.) 

2 i=l -1 
i=l k=l 
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111.2 - RESTRICÕES DO MODELO 

- Recobrimento ~ í n i m o  

a) montante 

onde : 

M - recobrimento mínimo 

b) jusante 

- Escolha de um diâmetro para cada trecho 

- progressão de Cotas 

i = 1, .... N - 1 
j - sucessor de i 



- ~ r o ~ r e s s ã o  de Diâmetros 

i = 1, .... N - 1 

j - sucessor  de i 

a s  r e l ações  e n t r e  a velocidade e a l t u r a  do t i r a n t e  e a s  
- 

v a r i á v e i s  do modelo ( 6 i k ,  E .  e  E . )  não são l i n e a r e s .  Des 
1 -1 - 

s a  maneira, co locar  a s  r e s t r i ç õ e s  de l i m i t e s  de velocida-  

des e t i r a n t e s  como r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  no modelo é bas- 

t a n t e  d i f í c i l .  Torna-se necessár io  por tan to  s u b s t i t u i r  

e s s a s  r e s t r i ç õ e s  por o u t r a s  l i n e a r e s  e que guarantam aque - 
las re lações .  A maneira encontrada para  f a z e r  i s s o  é de- 

f i n i r ,  para  cada t r echo  e diâmetro comercial ,  um conjunto 

de soluções t a l  que: 

- todo elemento nesse conjunto s a t i s f a ç a  à s  r e s t r i ç õ e s  de 

velocidade e a l t u r a  do t i r a n t e .  

- nenhum elemento f o r a  d e l e  s a t i s f a ç a  a e s sas  r e s t r i ç õ e s .  

Esse conjunto é def in ido  por uma decl iv idade  mínima 

('ikmin ) e uma 

s e  segue, para 

'ikmin 

Passo 1: 

Passo 2: 

máxima (Iikmax ) calculadas  da maneira que 

cada t r echo  i e diâmetro Dik: 

* * *  
Calcula-se a s  dec l iv idades  Iik e Iik t a l  que 

* ** 
Se Y I  > 0,2 para  Iik e Iik , vá para  o Passo -ik 

Dik  * 
3 .  Caso c o n t r á r i o ,  ca lcula-se  Iik com V I i k  t a l  



que YIik = 0,2. 

Dik 

- * 
Passo 3: Se zik< 0,75 então Iikmin - 'ik 

Dik 

- * 
Caso contrário, 'ikmin - 'ik tal que Zik = O  ,75 

Dik 

Calculado com VFik = 4.0 m/s 

Com base nessas declividades, pode-se então definir dois 

conjuntos de restrições, que permitem eliminar do modelo 

as restrições de velocidade e tirante. são elas: 

- Declividade maior que a mínima 

- Deolividade menor que a máxima 

- Formação de Remanso 

A restrição de formação de remanso pode ser expressa pe - 
la seguinte inequação: 

j - sucessor 
de i, 



No entanto, é impossivel reduzir essa inequação a uma 

forma linear, para inclui-la no modelo. Sendo assim, 

esse problema é corrigido após a obtenção da solução 

Ótima, abaixando a rede verticalmente a partir do tre - 

cho em que houver formação de remanso, de um valor 

tal que seja inibido o remanso. 

- Trecho já construido a montante 

(progressão de Cotas) 

onde, 

* 
Eim 

- menor cota de jusante dos trechos já construi - 

dos 

(progressão de ~iâmetros) 

onde, 

* 
Dim - maior diâmetro dos trechos já construidos 

- Trecho já construido a jusante 

(progressão de Cotas) 

onde, 

* 
Ei j 

- cota de montante do trecho ja construido 

(progressão de ~iâmetros) 



onde 

* 
Di j 

- diâmetro do trecho já construido. 



O modelo, da forma como está formulado, é um problema 

típico de programação Inteira Mista, onde as variá- 

veis selecionadoras de diâmetro (fjik) devem assumir 

os valores O ou 1, podendo as demais variáveis assumi - 

rem quaisquer valores. 

No entanto resta ainda um problema, no que diz respei - 

to à dimensão do modelo. Se tomarmos uma rede coleto - 

ra de 50 trechos, que pode ser considerada uma rede 

de pequeno porte, teremos 600 variáveis inteiras (50 

trechos x 12 diâmetros comerciais), o que torna difí- 

cil a obtenção da solução Ótima. Deve-se portanto de 

finir uma forma de reduzir o número de diâmetros a se - 

rem considerados para cada trecho, para tornar possí- 

vel a resolução do modelo. 

Quando do cãlculo das declividades minimas, na com- 

paração entre dois diâmetros D1 e D2 (Dl < D2), 

dois casos podem ocorrer: 



Il - declividade mínima para o diâmetro D1 

I2 - declividade mínima para o diâmetro D2 

No primeiro caso, o menor diâmetro está associado à 

menor declividade mínima, isto é, a tubulação com 

menor diâmetro (D ) pode ser colocada nas mesmas po 1 - 

sições que o maior diâmetro (D2), podendo aindale- 

var a inclinações menores e, consequentemente, a mg 

nores profundidades. Como o custo é diretamente 

proporcional ao diâmetro e à profundidade, não tem 

sentido considerarmos o diâmetro D2 no modelo. 

~á no segundo caso, o menor diâmetro está associado 

a uma declividade mínima maior e portanto, não pode - 

mos determinar a priori qual o "melhor" diâmetro, 

pois temos duas alternativas a considerar: aumentar 

a declividade da tubulação, diminuindo o custo do 

diâmetro e aumentando o da profundidade ou vice-ver - 

sa. Desta maneira, os dois diâmetros devem ser con - 



siderados no modelo. 

O algoritmo para a determinação dos diâmetros candi - 

datos de um determinado trecho i é o seguinte: 

Passo O: Sejam duas listas Ll (ordenada) e L2 tal 

que : 

Ll inicialmente contém todos os diâmetros 

comerciais e L2 a lista de diâmetros 

candidatos, inicialmente vazia. 

* 
Passo 1: Seja D o diâmetro tal que: 

* 
= mínimo {limink 1 ,  k = 1 ,  ..... 12. 

Iimin 

Retire de L1 todos os diâmetros maiores 

* 
que D . 

* * 
Passo 2: Coloque D em L2. Se D f 0.15 (menor 

diâmetro comercial) vá para o Passo 3. Cg 

so contrário PARE. 

Passo 3: Seja D' o próximo diâmetro em L1 tal que 
* 

D' D . Se L1 está vazia PARE. Caso 

contrário vá para o passo 4. 

Passo 4: Coloque D' em L2. Se 'imin ITi e L1 

# g ,  coloque o próximo diâmetro de Ll em 
* 

L2 e PARE. Caso contrário faça D = D' e 

vá para Passo 3. 



Ao final da seleção de diâmetros para os trechos da 

rede, deve-se percorrer as listas L2 de todos os 

trechos, excluindo os diâmetros que não atendam às 

restrições de progressão de diâmetros. 

A inclusão da declividade do terreno no algoritmo 

de seleção de diâmetros é para considerar a alterna - 

tiva de instalação da tubulação com um diâmetro D i 

paralela ao terreno, embora esse diâmetro possa ofe - 

reter declividades maiores que os demais. 

Para os trechos que tenham trechos construidos a 

montante ou jusante, deve-se verificar ainda se to- 

dos os diâmetros da lista de candidatos satisfazem 

à restrição de progressão de diâmetros para aqueles 

trechos. Caso isso não aconteça, deve-se eliminar 

diâmetros ou, se necessário, selecionar outro diâme - 

tro. Com isso, pode-se retirar a restrição de pro- 

gressão de diâmetros para os trechos já construi- 

dos. 



111.4 - MODELO COMPLETO 

Podemos agora apresentar o modelo completo. Sejam: 

N - conjunto de trechos 

N1 - conjunto de trechos para os quais selecionou- 

se apenas 1 diâmetro 

N2 - conjunto de trechos para os quais selecionou- 

se mais de 1 diâmetro 

k - número de diâmetros considerados para o trecho i 

i E N2 

C - conjunto de trechos de cabeceira (trecho sem 

trecho a montante) 

U - Último trecho da rede 

Tm - conjunto de trechos que tenham trechos já cons 

truidos a montante 

T - conjunto de trechos que tenham trechos já cons 
j - 

truidos a jusante (este conjunto é vazio ou 

contém um elemento que é o Último trecho U). 



O modelo passa a ser: 

k 
i min c =  a + b  C L i D .  + b  C Li C D~~ 6ik - 

j sN1 I j &N2 k=l 

sujeito a: 

- 
- Ei - E  >/Li -i 'ikmin 6 

k=l ik 



~ E N - U  

j - sucessor de 

i 

a) os dois primeiros termos da função objetivo são cons- 

tantes. 

b) a restrição de recobrimento mínimo a montante do tre- 

cho só é necessária para os trechos de cabeceira e 

aqueles com mais de um diâmetro. Para os demais, o 

recobrimento mínimo a montante é garantido pelas res- 

trições de progressão de cotas e recobrimento mínimo 

a jusante dos trechos a montante. 

c) a restrição de progressão de diâmetros só é necessá- 

ria entre trechos com mais de um diâmetro. 

d) como as declividades máxinas, via de regra, são muito 

maiores que as mínimas, as restrições de declividade 

menor que a declividade máxima podem ser relaxadas, 

na maioria dos casos, já que o modelo naturalmente 

tentará colocar a tubulação com a declividade mais 

próxima possível de declividade mínima. 



VALIDAÇÃO DO MODELO 

O modelo desenvolvido foi testado para uma rede de 30 trechos, 

cujo traçado está apresentado a seguir. ~ambém estão apresenta - 

dos a solução calculada pelo método tradicionalmente empregado 

pelos projetistas, e a solução obtida pelo modelo. 

Em todos os trechos da rede, o diâmetro selecionado foi o de 

0,15 m. 

A função de custos utilizada foi a seguinte: 

c = -  3558,70 + 21208,OOD + 3181,50 X, com X e D em me- 

tros. 

Essa função foi obtida com dados reais dos boletins mensais da 

EMOP . 

A comparação entre as duas soluções mostra uma economia de - + 

5% no perfil encontrado pelo modelo. 
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D a d o s  

* C O T A  F I N A L  7 3 , 5 0  



solução Tradicional 



~ o l u ~ ã o  d o  M o d e l o  



Os resultados apresentados no capitulo anterior demonstram a 

eficiência do modelo no cálculo do projeto de uma rede de esgo- 

tos a custo mínimo. Nos diversos testes efetuados, a redução 

de custos situou-se entre 5 e 15%. 

Entre as vantagens que o modelo apresenta sobre o método tradi- 

cional de cálculo, pode-se enumerar: 

- a análise que o modelo faz para a rede no seu conjun- 

to, e não trecho a trecho como usualmente é feito 

- a sensibilidade que o modelo tem a variações nos cus- 
tos associados as variáveis do problema na função obje - 

tivo, possibilitando sempre a escolha da melhor alter- 

nativa "diâmetro vs. profundidade" para um trecho. 
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Tabela  [ C  .2 )  - Caso 2A 
k e f f  

(.CITATION) = 1,13346 

SINTESE ERRO % NUMERO DE PROCESSADOR MEMORIA 
k e f  f ITERAÇÕES ( s 1 ( Kwd 1 

D e s c o n t ~ n u a  

Di  f e r e n c i  a1 
1,13612 2 ,34639~1  O-I 54 

Des con t i n u a  

M a t r i  c i a l  
1 ,13635 2 , 5 4 7 5 4 ~ 1  O-' 55 

Con t r n u a  

D i f e r e n c i a l  
1,13205 1 , 2 4 2 7 9 ~ 1 0 - ~  63 

Con t inua  
1 ,13289 5 ,05909~1  

M a t r i  c i  a1 
6 3 

Pseudo- 

Con t i n u a  

Tabe la  ( C .2 )  - Caso 2B k e f f  
(CITATION) = 1,13094 

ERRO % NUMERO DE PROCESSADOR MEMÓRIA 
ITERACÕES ( s )  (Kwd) 

Descon tTnua 

D i f e r e n c i a l  1 ,13376 2,4981 0x1 O-' 54 11 245 

Descon t l n u a  

M a t r i c i a l  1,13302 1,8421 0x1 O-' 5 5 16 586 

Con t?nua 

D i f e r e n c i a l  1 ,I 2886 1 , 8 3 8 4 4 ~ 1  O-' 64 2 9 806 

Con t inua  

M a t r i c i a l  . 1 ,1301 O 7,3781 2x1 6 4 

Pseudo- 

Cont ínua 1 ,13064 2,6601 2x1 5 8 1 7  49 7 



Tabela [C'.2) - Caso 3A 
kef f 

(CITATION) = 1,05516 

- --- 

SÍNTESE k ERRO % 
NÚMERO DE PROCESSADOR MEMORIA 

e f f  I TERAÇÕES ( s ( Kwd ) 

D i  fe renc i  a1 1 ,O8ZOO 2,54327 

~ e s  cont inua 

M a t r i  c i a l  

Cont inua 

D i f e r e n c i a l  
1,05628 1,05347~1 O- 1 O 

Continua 

M a t r i  c i  a1 
1,05262 2,40870~1 O-' 1 O 

Pseudo- 

~ o n  t í n u a  
1,05262 2 , 4 1 1 1 8 ~ 1 0 - ~  12 

Tabela ( C  .2) - Caso 3B (TWODIM) = 1,0501 0 k e f f  

ERRO % NOMERO DE PROCESSADOR MEMÓRIA 
I TERACÕES ( s )  ( K W ~  ) 

D i f e r e n c i a l  
1,07435 2,30897 

~ e s c o n  t?nua 

M a t r i  c i a l  
1,06861 1,76229 

Continua 

D i f e r e n c i a l  
1,04706 2,89252~1 O- 10 

Pseudo- 

Con t i n u a  



Tabela ( C  .2 ]  - Caso 4A 
k e f f  (.CITATION) = 1 ,01409 

ERRO % NUMERO DE PROCESSADOR MEMÕRIA 
ÍTERAÇ~ES ( s >  ( K W ~ )  

Descont inua 

D i f e r e n c i a l  1  ,O1 574 1 ,62394~1 O-' 1  03 

Descon t r n u a  

M a t r i  c i a l  
1  , O1 468 5,84273~1 1 04 

ContTnua . 
1,01466 5,62295x10-~ 

D i  f e r e n c i  a1 
1  O7 

Pseudo- 

Cont inua 
1 ,O1 348 6 $01 732x1 1 05 

Tabela ( C .2 )  - Caso 4B k e f f  (CITATION) = 0,01361 

ERRO % 

DescontTnua 

D i f e r e n c i a l  
1  ,O1 457 9,4541 4x1 102 

Descon tTnua 
1 ,O1 421 5,49006~1 

M a t r i c i a l  
1  O3 

con t i nua  

D i f e r e n c i a l  
1  ,O1 349 1 ,17236~1 1 06 

Pseudo- 
1  ,O1 337 2,35983~1 1 03 

Con t i n u a  



Tabela (-C .2)  - Caso 5A 
k e f f  

(-TMODIM) -= 0,993CB 

ERRO % NUMERO DE PROCESSADOR MEMORIA 
ITERAÇÕES ( S )  ( Kwd 

D i f e r e n c i a l  
1,00874 1,57584 57 7 157 

~ e s c o n  t í n u a  

M a t r i c i a l  
1,00750 

Contínua 
9,93835~1 O- '  7 ,50059~1 8 9 

D i f e r e n c i a l  

Contínua 

M a t r i  c i  a1 9,92945~1 owi 1 ,46264~1 8 6 

Pseudo- 

Contínua 

Tabela ( C .2)  - Caso 5B k e f  f (TWODIM) = 0,99257 

ERRO % NÚMERO DE PROCESSADOR MEMÓRIA 
ITERACÕES ( s ( Kwd ) 

---- - 

Descon t í n u a  

D i f e r e n c i a l  
1,00720 1,47400 

~ e s c o n  t i n u a  

M a t r i c i a l  
1,00689 1,44275 5 5 19 468 

Cont inua 

D i f e r e n c i a l  
9,92569~1 O- '  7,621 33x1 O-' 8 6 39 1304 

Contínua 

M a t r i c i a l  
9,92350~1 O-' 2,21684~1 85 48 - 1414 

Contínua 



T a b e l a  (-C . 3 )  - V a r i a ç ã o  do  A u t o v a l o r  com a  C o n s t a n t e  d e  N o r m a -  

l i z a ç ã o  p a r a  a  S y n t e s e  D e s c o n t y n u a  D i f e r e n c i a l  

C a s o  2A k e f f  
( C I T A T I O N )  = 1 , 1 3 3 4 6  

CONSTANTE DE 

~IORMALIZAÇÃO 
ERRO % N'UMERO DE 

I TERAÇÕES 



- 1 0 0  - 

T a b e l a  ( C  .4) - ~ a r s m e t r o s  M a t e r i a i s  e F u n ç õ e s - T e s t e  para os Ca- 

sos 6 A ,  7A e 8 A  

P a r â m e t r o s  Materiais 

REGIÃO 

MALHA 
EM X 

N Q  DE MALHAS 
EM X EM Z D IMENSÕES 

F u n ç õ e s - T e s t e  - 

CASO 6 A  
- - - 

C a s o  7A 
H 

Caso 8 A  
H 

(~m-~s'l) (cm-2s-1) 



Tabela ( c  .5)  - Caso 6A k e f f  (TWODIM) = 9,42780~10- ' 

SÍNTESE ERRO % NUMERO DE PROCESSADOR MEMÕRIA 
k e f f  ITERAÇÕES ( s )  C K W ~ )  

Descont inua ,42745x1 1 3,72788~1 0- 14 
Di f e r e n c i  a1 

Descontínua ,42722xl 1 6,18497~1 0- 14 
M a t r i  c i a l  

Contínua 9,42646~10- ' 1 ,i 896x1 38 
D i f e renc ia l  

9,42579~1 O - '  2 ,13202~1 o-' 96 
M a t r i c i a l  

Pseudo- 
9 ,43348~1 0- ' 6,021 59x1 O-' 12 

, Contínua 
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Li7 1 

991 

EPE 
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PÇ L 
a6~a~uo3 oeu ..., 

28 
a6~a~uo3 oeu - 
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EEE 
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T a b e l a  ( C  . 8 )  - V a r i a ç ã o  n a s  D i m e n s õ e s  d o s  C o d o m i n i o s  d a  S í n t e s e  

P s e u d o - C o n t í n u a  

C a s o  2A 
k e f f  ( C I T A T I O N )  = 1 , 1 3 3 4 6  

NUMERO DE MALHAS 

COD. 1  COD. 2  COD. 3  k e f f  ERRO % NUMERO DE 

I T E R A Ç ~ E S  



Tabela ( C  . 8 )  - Variação  nas Dimensões dos Codorn?nios da S y n t e s e  

Pseudo-Cont?nua 

Caso 2 A ( 1 / 8 )  k e f f  ( T V O D I M )  = 2 , 9 0 0 2 0 ~ ~ 1 0 -  

N O M E R O  D E  M A L H A S  

COD.  1 C O D .  2  C O D .  3 k e f f  E R R O  % NOMERO DE 
ITERAÇÕES 



T a b e l a  (.C . 8 )  - V a r i a ç ã o  n a s  D i m e n s õ e s  dos  C o d o m í n i o s  d a  S í n t e s e  

P s e u d o - C o n t í n u a  

Caso 4A k e f f  ( C I T A T I O N )  = 1 , 0 1 4 0 9  

NUMERO DE MALHAS ERRO % NUMERO DE 
C O D .  1  C O D .  2 C O D .  3 k e f f  I TERAÇÕES 



T a b e l a  C C . 8 )  - Y a r i a ç ã o  n a s  D i m e n s õ e s  d o s  Codom7'nios da S T n t e s e  

P s e u d o - C o n t t n u a  

1 

Caso 4 A ( 1 / 4 )  k e f f  (TWODIM) = 6 , 2 3 3 4 0 ~ 1 0 -  

N O M E R O  DE MALHAS 

C O D .  1  C O D .  2 C O D .  3 k e f f  
E R R O  % NUMERO DE 

ITERAC~ES 



T a b e l a  ( c  - 8 )  - V a r i a s ã o  n a s  D i m e n s õ e s  d o s  CodomTn ios  d a  S T n t e s e  

P s e u d o - C o n t y n u a  

Caso 4 A ( 1 / 8 )  k e f f  
(TWODIM) = 2 , 8 8 8 1 0 ~ 1 0 - ~  

NOMERO. DE MALHAS ERRO % NÚMERO DE 
( e f f  COD.1 COD. 2  COD. 3 ITE RAÇÕES 
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