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'RESUMO -- 

A f i n a l i d a d e  d e s t e  t r aba lho  f o i  apresentar  uma co - 

laboração d i d á t i c a  sobre  modelos de otimização de c o r t e s  de  chapas 

Dentre t a i s  modelos, fixamos mais a nossa atenção 

naqueles que u t i l i z a m  programação Linear.  ~ l g m  d i s s o ,  incluimos a 1  - 

guns exemplos de  apl icações .  



ABSTRACT 

The purpose o f  t h i s  work i s  t o  make a  t u t o r i a 1  

p r e s e n t a t i o n  a n  models of c u t t i n g  s tock  problems o t i m i z a t i o n .  

Among t h e  model s t u d i e d  w e  concen t r a t ed  o u r  a t e n  - 
t i o n  on t h e  one t h a t  u se s  t h e  Linear  Programming. W e  have included, 

i n  a d d i t i o n ,  examples o f  a p p l i c a t i o n s .  
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No problema de  c o r t e  procura-se a tender  um pedido 

a cus to  mínimo de  um número especi f icado de comprimento a ser cor  - 

tado  de m a t e r i a i s  estocados cujos  cus tos  são conhecidos. 

Na formulação como um problema de programação li v 

near  i n t e i r a ,  a grande número de  v a r i á v e i s  geralmente envolvido 

torna  o problema computacionalmente inv iáve l .  

Esta  mesma d i f i c u l d a d e  ainda p e r s i s t e  mesmo quan - 

do o problema é t r a t a d o  como um problema de programação l i n a r .  

Neste t r aba lho  formulamos o problema de c o r t e  co - 

mo um problema de  programação l i n e a r  e descrevemos métodos para  su - 

perar  e s t a  d i f i cu ldade .  

A_.dif icu ldade  ' surgida  com o grande número d e  colu -- 

nas nos problemas de  c o r t e ,  pode s e r  superada u t i l i z a n d o  o método 

que :será d e s c r i t o  n e s t e  t raba lho .  

O método c o n s i s t e  basicamente no seguin te :  quando 

no método simplex revisado buscamos a coluna que entrando na ba - 

s e  melhora a solução,  o fazemos resolvendo um problema a u x i l i a r ,  

que é um problema Knapsack, ver  r e f e r ê n c i a  (1). 

Es te  problema Knapsack pode s e r  r e so lv ido  por vá 
I - 

r i o s  métodos ver  r e f e r ê n c i a  (3), nós descreveremos um método de 

dinâmica baseado na r e f e r ê n c i a  ( 4 )  . 



O problema de  c o r t e  em duas dimensões cons idera  

um estoque de re tângulos  de  l a rgura  W e comprimento L ,  indicado 

W x L, e uma demanda de Ni re tângulos  de  l a rgura  wi e comprimento 

i = 1, . . . , m ,  então o problema é c o r t a r  o mínimo de retângu i' - 

10s de estoque nos re tângulos  menores pedidos. 

Trataremos o problema como um problema de  progra - 

mação l i n e a r .  A d i f i cu ldade  do grande número de  colunas p e r s i s t e  

aqu i ,  não podendo em g e r a l  s e r  superada p o i s  não há método e f i c i e n  - 

t e  para  r e so lve r  o problema Knapsack general izado que surge na so  - 

lução do problema de c o r t e  de  duas ou mais dimensões. 

Es tes  problemas aparecem na produção i n d u s t r i a l  

do v id ro ,  chapas metá l icas ,  g r a f i t e ,  f i lmes  fo tográ f i cos ,  p l á s t i  - 

COS, e t c .  

Algumas considerações sobre o problema de c o r t e  

quando os retângulos menores são a jus tados  de  maneira a r b i t r á r i a  

no re tângulo  W x L ,  são  f e i t a s  na r e f e r ê n c i a  ( 9 ) .  

Em muitas s i tuações  i n d u s t r i a i s  o poblema que 

aparece 6 o de c o r t a r  o m a t e r i a l  de uma extremidade a o u t r a ,  cor  - 

tando-se novamente a s  peças menores ob t idas ,  sendo permitido a i n  - 

da um t e r c e i r o  c o r t e  conseguindo-se então os  re tângulos  menores pe - 

didos,  resu l tando problemas ainda complexos mas t r a t á v e i s .  

No c a p í t u l o  I1 enunciamos o problema de c o r t e  e m  

uma dimensão, formulamos como um problema de  programação l i n e a r  i; 

te i ra ,  enumeramos a s  d i f i c u l d a d e s  r e s u l t a n t e s  d e s t a  formulação. De - 

p o i s  formulamos o problema como um problema de  programação l i n e a r  



(PPL) e apresentamos um método de  solucão. Em seguida apresentamos 

o u t r a s  formulações do mesmo problema. 

No c a p í t u l o  I11 descrevemos um algori tmo pa ra  re - 

s o l v e r  o problema de  c o r t e  em uma dimensão que pode ser usado tam - 

bém na solução do problema em duas dimensões. Descrevemos também 

um algorítmo de  programação dinâmica para  o problema Knapsack. A - 

presentamos em seguida d o i s  exemplos i l u s t r a t i v o s .  

Iniciamos o c a p í t u l o  I V  revisando o problema em 

uma dimensão, usando para  gerar  colunas o problema Kna-psack v i s t o  

em 111. 

Emitimos a formulação usual  do problema de c o r t e  

em duas dimensões. Formulamos o mesmo como um problema de programa - 

ção l i n e a r  e observamos que o método de geração de  coluna, ceonduz 

a problemas Knapsack general izados para  os  qua i s  nenhum método eco - 

nõmico de solução é conhecido. Algumas c l a s s e s  e s p e c i a i s  de proble  - 

mas em duas dimensões são so lúve i s .  

Vemos que para ge ra r  colunas no problema de  c o r t e  

em duas dimensões, podemos usar  o método de decomposição de 

D a n t z i j  e Wolfe ( 5 ) .  

Analizamos e m  seguida problema de  c o r t e  de gui lho  - 

t i n a  em d o i s  e s t á g i o s .  

No c a p í t u l o  V concluimos anal isando ou t ros  a lgo  - 

r i tmos usados na solução dos problemas de c o r t e ,  v e r  r e f e r ê n c i a  (9). 



CAPÍTULO II 

O PROBLEMA DE CORTE EM UMA DIMENSÃO 

Suponhamos um estoque de chapas de  comprimentos 

L , , L , ,  ..., Lr, todas  com a mesma l a rgura ,  sem l imi tação  no n h e r o  

de peças d i spon íve i s  de  cada comprimento. O problema s e r á  c o r t á  - 

l a s  de maneira que o pedido de  pe lo  menos Ni peças de comprimento 

li (i = 1, 2 , . . . , m )  s e j a  a tendido,  minimizando o cus to  t o t a l  de  

chapas cor tadas .  Portanto,  s e  houver perda em cada chapa cor t ada ,  

estaremos minimizando a perda t o t a l .  

2 . 1  - ~ormulação  do Problema 

O problema de c o r t e  s e r á  da forma: 

minimizar z = C c . x  
j J j 

s u j e i t o  a :  

x h O ,  e i n t e i r o  para  V 
j j 

onde, 

x = n h e r o  de  vezes que o j-ésimo modelo de  c o r t e  é usado para  
j 

c o r t a r  uma chapa, ( j  = 1, 2 ,  ...) 

c = cus to  da chapa cor tada  pe lo  j-ésimo modelo de c o r t e ,  ( j  = I., 
j 

2 ,  ... ) 

a = n b e r o  de per;as de comprimento Li produzido cada vez que o 
i j 



j-ésimo modelo de c o r t e  é usado (i = 1, 2 ,  ..., m) e ( j  = 1, 

2 ,  ... ) 

Ni = número pedido de  peças de  comprimento .ei. 

Definimos o j-ésimo modelo de c o r t e  como sendo 

a peças de  comprimento li, produzidas de Lk. 
i j  

Um pedido pode ser atendido enquanto 1 i não exce - 

der  o máx { L ~  Ik = 1, 2 ,  . . ., r ) .  
k 

Consideremos o caso e m  que os  c o r t e s  são f e i t o s  

segundo l i n h a s  v e r t i c a i s ,  i s t o  é, cada chapa deverá s e r  cor tada  e m  

comprimentos 1 (i = 1, 2 , . . . , m) . i 

Um modelo de c o r t e  é i l u s t r a d o  na Figura 11-1, on - 

de são  produzidas duas pecas de comprimento 1 1 ,  t rês pecas de  com - 

primento 1 2 ,  uma peça de  comprimento L3 e a p a r t e  hachuriada 6 a 

perda.  

perda 

Fig .  11-1 



No problema formulado surgem duas d i f i cu ldades :  

i) o s  x são i n t e i r o s  e o grande número de v a r i á v e i s  torna  o p rg  
j 

blema computacionalmente i n t r a t á v e l .  

ii) impossibi l idade de enumerar antecipadamente todos os  métodos 

de  c o r t e .  

P .C.  Gilmore e R.E. Gomory (1) superaram e s t a s  d g  

f icu ldades  da seguin te  maneira: 

i) relaxaram a condição de  x s e r  i n t e i r o ,  resu l tando um Problema 
j 

de  programação Linear  (PPL) e arredondaram a solução Ôtima de  

maneira apropriada.  

ii) ao invés de  enumerar todos os  modelos de  c o r t e  antecipadamente, 

um modelo é considerado somente s e  melhorar a soluqões do 

(PPL) . 

O procedimento u t i l i z a d o  por P .C.  Gilmore e R.E. 

Gomory (1) é um a1gor"imo do Simplex Revisado, no qual  a coluna 

que e n t r a  na base é encontrada resolvendo ou mais problemas K n a ~  

sack. 

2.1.1 - solução do Problema de Corte  

Consideremos o (PPL) 

n 
minimizar z = C C .x  

j= i  I j 

s u j e i t o  a :  
n 
C a i j x j  >. Ni, ( i = l , 2  ,... , m )  e ( j = l f 2 , . . . f n )  

j=l  



x >, O ,  para  V 
j j 

Introduzindo a s  v a r i á v e i s  de fo lga ,  x ~ + ~ , . . . , x ~ ~ ,  

não negat ivas ,  ( 2 )  poderá s e r  s u b s t i t u í d o  por:  

Numa i t e r a ç ã o  qualquer do ~ é t o d o  Simplex, conside - 

remos : 

B = ( P 1 ,  ...I P.., . P uma base ,  onde, Pi é um ve to r  coluna 

de  m l i n h a s ,  (i = 1, 2 ,  . . . , m) . 

C~ = ( C  C , ,  ..., C ,  c o e f i c i e n t e s  da funçzo o b j e t i v o  associados 

aos ve to res  P , ,  P , ,  ..., Pm. 

Da t e o r i a  da programacão Linear ,  um modelo de Cor - 

t e  j (ou coluna) ,  e n t r a r á  na base se seu cus to  reduzido, 

f o r  p o s i t i v o  (problema de  minimização) , onde 

é o ve to r  que rep resen ta  o número de peças de comprimento li (i = 

= 1, 2, ..., m ) ,  gerado pe lo  modelo j . Neste ponto, os  elementos 

de P .  não são conhecidos, i s t o  é, o novo modelo de c o r t e  não f o i  
1 

ainda determinado. A coluna que e n t r a r á  na base s e r 2  aquela  que 

fornece  o maior v a l o r  de  Z - C den t re  todos os  poss íve i s  mode 
j  j - 

10s não bás icos .  I s t o  é equiva lente  a r e so lve r  o 



Problema Knapsack 

maximizar v  = Wiaij 
i=l 

s u j e i t o  a :  

a  3 0  e  i n t e i r o  ( i =  1, 2 ,  ..., m) 
i j 

onde, 

-1 

'i 
= i-ésimo elemento de  C B 

B 

O problema s e r á  r e so lv ido  para L , ,  L , ,  ..., Lr,o; 

de  r 6 0 nfimero t o t a l  de chapas disponzveis .  

Seja  pk a  soluâão ótima de  cada problema e  

- 1 w =  c B = ( W i ,  W,, ..., W m ) .  ~ n t ã o  se, 
B 

k  
WP - Ck 6 O pa ra  cada k., 

j 

a  solução bás ica  c o r r e n t e ,  

e  Ó t i m a ,  onde N = ( N 1 ,  N i r  ..., N,). Caso c o n t r á r i o ,  a  coluna que 
k  

produz o  maior va lo r  p o s i t i v o  de WP - Ck,  s e r á  in t roduzida  na ba 
j - 

se .  Ck é O cus to  da chapa de  comprimento Lk,  po r t an to  é o cus to  da 

k coluna P . 
j 

A solucão dos r problemas Knapsack para  g e r a r  um 

modelo de c o r t e  pode se r  muito t raba lhosa  do ponto de  v i s t a  compu v 



t a c i o n a l ,  então s e r á  u t i l i z a d o  o pr imeiro  modelo que produz 

A coluna que deverá de ixa r  a base é escolh ida  - a 
-1 k pós c a l c u l a r  B -P  , segundo o pivoteamento usual .  Uma nova coluna 

j 

não bás ica  (modelo de  c o r t e )  s e r á  encontrada resolvendo problemas 

Knapsack e o (PPL) e s t a r á  r e so lv ido  quando ( 4 )  f o r  s a t i s f e i t a .  

A e f i c i ê n c i a  do algor?.tmo depende de  quantos p r o  - 

blemas Knapsack deverão s e r  r e so lv idos .  Se e x i s t i r  um Único compri - 

mento, somente um problema s e r á  r e so lv ido  em cada i t e r a ç ã o .  Uma 

solução bás ica  i n i c i a l  pode s e r  ob t ida  pe lo  método das  duas f a s e s .  

2 .2  - Outras ~ o r m u l a ç õ e s  do Problema - de  Corte  

Lasdon (5 )  formula o problema considerando o s  c u s  

t o s  u n i t á r i o s  

minimizar Z = C x 
j j 

s u j e i t o  a:  

x 3 O e i n t e i r o  
j 

O c o e f i c i e n t e  de cus to  da v a r i á v e l  x não-básica 
j 

se rá :  



onde, Wi são os  mul t ip l icadores  de  Lagrange da r e s t r i ç ã o  ( 2 ) .  

TAHA ( 6 ) ,  formula o problema de c o r t e  consideran - 

do C como perda associada a cada modelo de  c o r t e  minimizando a 
j 

perda t o t a l .  Em condições Õtimas, um modelo j c o r t a r á  uma peça Lk 

de  modo a produzir  menor perda p o s s i v e l  e C deve s e r  e s t r i t a m e n t e  
j 

menor do que mín {Li} (i = 1 2 ,  ..., m ) .  
i 

Por tanto  o problema s e  tornará :  

minimizar Z = C C.x 
j 

J j 

s u j e i t o  a :  

x 3 O e i n t e i r o  para V 
j j 

onde, 

E poss íve l  que a i j  = 0 ,  para  algum i = 1, 2 ,  ..., m. 

2 . 2 . 1  - Exemplo I l u s t r a t i v o  - 

Se ja  uma máquina que c o r t a  r o l o s  de  papel de 6 0  

polegadas de l a rgura .  Desejamos cor tá- los  de  maneira a a tender  um 

pedido de 30 r o l o s  d e  28 polegadas, 60 r o l o s  de  20 polegadas e 48 

r o l o s  de  15 polegadas de  l a rgura .  



Consideremos o quadro, 

Larguras Pedi - 
das em Polega - x1 x z  

15 O O 

PERDAS 4 1 2  

A va r iáve l  x3 representa  o número de vezes que 

r o l o  de  6 0  polegadas é cortado em um r o l o  de 28 polegadas e do i s  

de 15 polegadas com uma perda de 2 polegadas. Logo o problema será: 

minimizar 4x1 + 12x2 + 2x3 + 5x5 + 10x6 

s u j e i t o  a :  

2x1 + x2 + x3 

x2 + 3x4 + 2x5 + X6 

Uma solução ótima obt ida  por inspecão se rá :  

x l  = 15,  x4 = 20 e x7 = 1 2 ,  com uma perda t o t a l  de 6 0  polegadas. 

A s  va r iáve i s  de  fo lga  serão  igua i s  a zero, o que indica  que não há 

superprodução. Esta  solução s i g n i f i c a  que cortamos 15 ro lo s  de 6 0  



polegadas, cada um, e m  2 r o lo s  ,de 28 polegadas e 1 de 4 polegadas. 

Outra solução Ótima se r á  xl = 3, x3 = 2 4  e xs = 20 com perda t o  - 

t a l  igua l  a 6 0 .  



M ~ E  CORTE E DO PROBLEMA KNAPSACK 

3.1 - ~ e s c r i ç ã o  do Algoritmo para Resolver o Problema de  Corte  

Consideremos o problema de  c o r t e ,  

minimizar c l x l  + c 2 x 2  + ... c x n n 

s u j e i t o  a :  

a i ,xl  + ai2x2 + ... 
+ ainxn - x = N n+i  i 

x > / O  para  ( j  =1 ,  2 ,  ..., n+m) 
j 

Sejam x , ,  x,,  ..., x uma solucão bás ica  v i á v e l ,  m 
- Pi - ( a l i ,  a,i ,  ..., a 1 ,  ci o ve to r  e o cus to ,  associados a va m i  - 

r i á v e l  xi. Se xi f o r  uma v a r i á v e l  de  f o l g a ,  então ci  = O ,  e p ve - 

t o r  t e r á  a coordenada não nula -1. Consideremos P = ( a l ,  a , ,  ...., 
a ) um novo modelo de  c o r t e  de L ,  com cus to  c e s e j a  A ,  uma matr iz  m 

cu jas  colunas são P , ,  P , ,  ..., Pm. Como e s t a s  colunas são  l i n e a r  - 

mente independentes, e x i s t e  um ve to r  coluna U sa t i s fazendo  a equa - 

ção 

e o nosso modelo poderá s e r  u t i l i z a d o  em uma solucão melhor que a 

a n t e r i o r  s e ,  e somente se: 



onde C = ( c l  , c, ,  . . . , cm) . Fazendo 

podemos conc lu i r  de  ( 4 )  e  (5 )  que um modelo de c o r t e  L s e r á  mais 

vantajoso s e ,  e  somente s e ,  ex i s t i r em i n t e i r o s  não-negativos a , ,  

a 2 1  a 
sa t i s fazendo  m 

Uma maneira de v e r i f i c a r  s e  existem i n t e i r o s  não 

negat ivos,  sa t i s fazendo  ( 6 )  e  ( 7 )  s e r á  r e so lve r  o  segu in te  proble  - 

ma Knapsaek 

maximiaar 

s u j e i t o  a :  

A s e g u i r  descreveremos o algori tmo conforme (1). 

1) Determinar m modelos e  seus cus tos  como segue: 

i) para  cada i, escolher  um Lk t a l  que, Lk > Ri 

ii) d e f i n i r  o  i-ésimo modelo de  c o r t e  como sendo o que fornece  



peças de comprimento L de  Lk. O cus to  do i-ésimo modelo 
i 

será c de  Lk. Sendo [x] maior i n t e i r o  ,< x.  k 

2 )  Cons t ru i r  a mat r iz  B,  de  ordem m + 1 

onde, a é o número 
ii 

c u s t o  é c , .  

de  pegas de  comprimento Li no modelo i ,  c u j o  

- Marcar os  modelos correspondentes a s  m Últimas c o l i n a s  de B. 

- Formar os  ve to res  coluna S I ,  S 2 ,  ..., S de dimensão m + 1 ,  cor  m - 

respondentes a s  v a r i á v e i s  de  fo lga .  Es tes  ve to res  possuem -1 na 

(i + 1 ) -ésirna l i n h a  e zero nos demais. 

- Formar o ve to r  coluna N '  d e  dimensão m + i com zero na pr imeira  

l i n h a  e Ni na i-ésima l i n h a .  

- Calcular  B-I 



- 1 
Conhecidos B e o v e t o r  coluna P (novo modelo cu ja  pr imeira  li - 

nha é menos o cus to ,  e a s  demais m l i n h a s  a no caso da i-êsima 
i j  

v a r i á v e l  de  fo lga  P e S i ) ,  pa ra  v e r i f i c a r  s e  a presente  solução po - 

derã  s e r  melhorada fazendo uso de  P ,  s e r á  necessár io  c a l c u l a r  so - 

mente o primeiro elemento de B-'P. Se f o r  p o s i t i v o  a solução melho - 

r a ,  caso c o n t r á r i o ,  não. 

3 )  Uma v a r i á v e l  de  f o l g a  que não aparece na presente  so lução ,  f o r  - 

necerá uma soluqão melhor s e ,  e somente s e ,  o (i + 1)-ésimo e l e  - 

mento da  pr imeira  l i n h a  de  B-' f o r  ne ia t ivo .  

4 )  Se nenhuma va r i áve l  de fo lga  melhorar a soluqão c o r r e n t e  s e r á  

necessá r io  v e r i f i c a r  s e  a introdução de  um novo modelo melhora 

a solução, determinando s e  e x i s t e  um L com cus to  c pa ra  o qual  

a s  desigualdades ( 6 )  e ( 7 )  tem soluqão, onde w, , w, , . . . , w são m - 1 
os Últimos m elementos da pr imeira  l i n h a  de B . 



- Se a s  desigualdades não t iverem soluqão para L ,, L 2 ,  . .., Lk 

com cus tos  respectivamente c , ,  ..., ck ,  então a solução a t u a l  

é mínima. 

- A soluqão a t u a l  e seu c u s t o  6 obt ido  pe lo  N a t u a l ,  onde a p r i  - 

meira l i n h a  d e s t e  v e t o r ,  6 o c u s t o  e a s  m l i n h a s  r e s t a n t e s s ã o  

em ordem o s  va lo res  das  v a r i á v e i s  correspondentes a s  m co lu  - 
- 1  

nas de  B . 

- Se o novo modelo melhorar a solução c o r r e n t e ,  formar o seu ve - 

t o r  coluna P = (-c , a i ,  . . . , am) . 

5) A introdução de  uma v a r i á v e l  de fo lga  ou novo modelo melhora a 

solução a t u a l ,  faça  P o ve to r  coluna da v a r i á v e l .  

- 1 
Para determinar os novos B e N ,  que fornecem - u 

ma soluqão melhor e os  r e spec t ivos  cus tos  e que permita r e a l i z a r  

3 )  , 4 )  e 5) , procede-se da seguin te  forma: 

- 1 - Calcular  B P ,  sejam y , ,  ..., ymr ym+l o s  elementos d e s t e  ve to r  

e x l , x  ,,..., x x m m+, os elementos de N .  

a - Determinar i, i 2 para  o qual y > O ,  xi > O e xi/yi e mínimo 
i 

e s e j a  i = k.  

- Se a razão f o r  zero,  teremos degenerajão e t ra taremos da maneira 

usual .  Se f o r  d i f e r e n t e  de zero,  o k-ésimo elemento de P ,  i s t o  é, 

yk s e r á  o elemento pivõ.  

- O pivoteamento s e r á  f e i t o  na matr iz  G ( m + i ) x ( m + 3 )  formada de  B , 



-1 
acrescentando as  novas colunas N e B P respectivamente.  A s  primei - 

r a s  (m + 1 )  colunas de  G' formarão a nova E-' e a coluna (m + 2 )  -6 - 

sima de G ' ,  formará a nova N .  

Para  e v i t a r  c i c l o s  acrescentaremos a G uma nova 

1 
coluna N de  elementos x i ,  ..., x' independente de N ,  e o novo m r  

elemento pivÔ s e r á  o m i n  x;/yicom x' > O e procede-se o p ivotea  
i - 

mento em G .  A coluna a d i c i o n a l  s e r á  mantida em G a t é  encont rar  i 

para  o q u a l  xi/yi é p o s i t i v o  e f i n i t o ,  depois  poderá s e r  abandona - 
1 

da.  Se não at ingirmos e s s a  s i tuaqão,  com o acréscimo de  N , a d i c i o  - 
2 

naremos uma coluna N de elementos p o s i t i v b s  independentes de  N' e 
1 

N que deverá ser usada no pivoteamento a t é  que N ou N possa s e r  

usada. Desde que t a i s  colunas permanecem independentes após o pivo - 

teamento, não necessitamos i n t r o d u z i r  mais do que m de t a i s  colu - 

nas. Cada coluna in t roduzida  de f ine  . um novo (PPL) prevenindo c i  - 

cios, caso  não ocorra  degenerência ( 2 1 )  . 

Knaps ack 

Uma das  maiores d i f i c u l d a d e s  na solução de  um pro - 

blema de c o r t e  como um (PPL) ,  é o número muito grande de colunas 

no problema. Es ta  d i f i c u l d a d e  pode s e r  superada resolvendo um pro  - 

blema Knapsack em cada passo do pivoteamento simplex. 

Sejam w l ,  w z I  ..., wm o s  mul t ip l icadores  de  La - 

grange ou "preqos sombra", associados a uma soluqão bás ica  do 

(PPL) de f in ido  por (1) , ( 2 )  e ( 3 ) ,  então teremos o segu in te  proble  - 

ma Knapsack. 



maximi zar  w,a, + w,a2 + ... + w a m m 

s u j e i t o  a :  

Nas r e f e r ê n c i a s  (1) e ( 2 ) ,  P . C .  Gilmore e R.E. Go - 

mory, descreveram d o i s  métodos de  recor rênc ia  para  a solução do 

problema acima. Na r e f e r ê n c i a  ( 3 )  , os mesmos au to res  desenvolveram 

um método de programação dinâmica mais e f i c i e n t e  do que o s  a n t e r i o  - 

r e s .  O método c o n s i s t e  em d e f i n i r ,  

F (x)  = máx Z wiai 
S i=l 

s u j e i t o  a :  

i, 
e usar  a r ecor rênc ia  

para s > 1 

I s t o  segue do f a t o  de  que no c á l c u l o  do va lo r  de  F, (x)  para s > 1, 

usamos ou não, a s-ésima v a r i á v e l .  Se f o r  usada então:  

Fazendo F,  (x)  = w, x/L, , Fs ( O )  = O para  todo s, I 
calculamos Fs (x )  em termos de  F s - l ( ~ )  e F s ( x l )  para  x1  < x ,  i s t o  

4 

e ,  usando funções já conhecidas.  ~ n t ã o ,  Fm(L) fornece o melhor va - 



l o r  para  o problema Knapsack . 

Agora teremos que achar um modelo que forneqa o 

va lo r  Ótimo, procedendo da segu in te  maneira: associamos a F,  (x)  o 

í n d i c e  1 s e  x > L1 e zero,  caso c o n t r á r i o .  Como Fs (x)  para  s > 1 é 

calculado para  cada x ,  associamos a Fs (x) o índ ice  S. s e  Fs (x)  = 

- - Ws + Fs-i (x  - 1,) e caso c o n t r á r i o ,  o í n d i c e  associado com 

Fx- 1 (x)  . 

Como consequência, o í n d i c e  associado com Fs(x)  

para qualquer s e x,  s e r á  o maior í n d i c e  r para o qual  ar é p o s i t i  - 

vo no modelo que fornece Fs (x)  . Por tanto ,  para  achar o modelo 

F,(L), examinamos in ic ia lmente  o í n d i c e  associado. Se  e s t e  f o r  

r > Q ,  então a e s t á  no modelo pe lo  menos uma vez. Consideramos e m  r 

seguida Fm (L  - Ir , s e  o í n d i c e  associado f o r  r '  > 0 ,  então a p e ~ a  

de  comprimento e,, , f o i  usada em Fm(L - 1,) e por tan to  em F,(L). 

Continuando d e s t e  modo, obteremos todos os  modelos. 

No c á l c u l o  de  (8 )  , usaremos somente Fs-, (x )  para 

c a l c u l a r  Fs (x )  , e no re to rno  necessitaremos somente de  F,(x) . Logo 

todos os v a l o r e s  de  Fs-, (x)  poderão s e r  abandonados a n t e s  d e  i n i  - 

c i a r  o c á l c u l o  de  F, (x)  . 

E s t e  método requer  menos c á l c u l o  a r i t m é t i c o  do 

que os  métodos das r e f e r ê n c i a s  (1) e ( 2 )  por um f a t o r  aproximado 

a ,  onde 



Es te  método poderá s e r  comparado com o método 16 - 

xico  g r á f i c o  d e s c r i t o  com "Knapsack Method" na re fe rênc ia  ( 2 )  ,cjuag 

t o  a rapidez de  execução. Contudo ao c o n t r á r i o  dos métodos l êx ico  

g r á f i c o s  não pareça s e r  adaptável  aos problemas, onde o número de 

f a c a s  de c o r t e  é l imitado.  

3 .2.1 - Exemplo de ~ p l i c a ç ã o  do ~ é t o d o  -- 

Um pedido de  20 peças de comprimento 2 ,  1 0  peqas 

de comprimento 3 e 20 peGas de  comprimento 4 deverá s e r  a tendido 

cortando chapas de  comprimento 5,  6 e 9 com cus tos  respectivamente 

6 ,  7 e 1 0 .  

Dados : 

Tomando L = 5,  teremos: 



Logo, W1 = 3 ,  

Tomando a chapa de  comprimento L,  = 9 e c u s t o  c = 

10, podemos d e f i n i r  um maior n h e r o  de modelos de c o r t e .  Determina - 

remos um novo modelo resolvendo o problema Knapsack, 

maximizar w = 3al + 6a2 + 6a3 

s u j e i t o  a :  

2a, + 3a2 + 4a3 < 9 

a ,  > O e i n t e i r o  i = 1 , 2 , 3  

usando o método 3.2, teremos: 



- - -  

Tabela 1 

Fs (0 )  = O p a r a  todo s 

F~ (x)  = w l  [x/ej 

[1/2] = o 

[2/2] = 3 

[3/2] = 3 

[4/2] = 6 

[5/2] = 6 

[6/2] = 9 

[7/2] = 9 

[8/2] = 1 2  

[9/2] = 1 2  

F (x)  = máx Iws + F~ (x - e r ) ,  F ~ - ,  (x) I para  s 
S 



F, (1) = máx 16 + F, (1 - 3 ) ,  F 1  (1) 1 = F 1  (1) = O 

F, ( 2 )  = máx 16 + F, ( 2  - 3 ) ,  F ,  ( 2 )  = F ,  ( 2 )  = 3  

F, ( 3 )  = máx 16 + F 2  ( 3  - 31, F, ( 3 ) )  = 6  

F, ( 4 )  = rnáx 16 + F, (4 - 3 1 ,  F,  ( 4 )  = 6  

F,  ( 5 )  = máx 16 + F, ( 5  - 3 ) ,  F ,  ( 5 ) )  = 9  

F, ( 6 )  = máx 16 + F, (6  - 3 ) ,  F ,  ( 6 ) )  = 1 2  

F, ( 7 )  = máx 16 + F, ( 7  - 31,  F ,  ( 7 )  = 12 

F, ( 8 )  = máx 16  + F, ( 8  - 3 ) .  F ,  ( 8 )  1 = 1 5  

F, ( 9 )  = máx 16  + F, (9  - 3 ) ,  F ,  ( 9 )  = 1 8  

F ,  (x)  = miix {w, + F, (x  - R , ) ,  F, (x)  } 

F , ( x )  = máx 16  + F , ( x  - 41, F, ( x ) )  

F ,  (1) = F, (1) = O 

F ,  ( 2 )  = F, ( 2 )  = 3  

F,  ( 3 )  = F, ( 3 )  = 6  

F, ( 4 )  = máx 16 + F, ( 4  - 4 ) ,  F, ( 4 )  ) = máx 16 + 0 , 6 )  = 6  

F, (5 )  = máx 1 6  + F,  ( 5  - 4 ) ,  F 2 ( 5 ) }  = mãx 16 + 0 , 9 )  = 9  

F 3  ( 6 )  = máx 16  + F 3  (6  - 4 )  , F2 ( 6 ) )  = máx 16  + 3 ,12)  = 1 2  

F, ( 7 )  = máx 1 6  + F,  ( 7  - 4 ) ,  F, ( 7 ) )  = rnáx ( 6  + 6 ,121  = 1 2  

F,  ( 8 )  = máx 16  + F, ( 8  - 4 ) ,  F, ( 8 ) )  = máx 16  + 6 , 1 5 1  = 15  

I?, ( 9 )  = rnáx 1 6  + F , ( 9  - 4 ) ,  F 2 ( 9 ) )  = rnáx 16  + 9 / 1 8 }  = 1 8  

O valor ótimo será F, ( 9 )  = 1 8 .  



Para determinar os va lo res  de  a l ,  a 2  e a construiremos a Tabela 
3 

2 de  acordo com o método de  3.2. 

Tabela 2 

Temos então o va lo r  2 assoc iaco  com F3 ( 9 ) ,  o que 

s i g n i f i c a  que a segunda peca 1 2  = 3 s e r á  usada pe lo  menos uma vez.  

Associado com F3 ( 9  - 3) = F3 (6)  temos 2 e novamente a segunda peça 

s e r á  usada pe lo  menos uma vez e m  F3 ( 6 ) .  Associado com F 3  (6 - 3) = 

= F3 (3)  temos 2 ,  por tanto ,  usaremos novamente a peca R2 . Associado 

a F3 ( 3  - 3) = F3 (0 )  temos zero,  por tanto :  

a1 = O ,  a2 = 3 I a3 = O que s a t i s f a z  

3ai + 6a2 + 6a3 = 3.0 + 6.3 + 6.0 = 18 > 1 0 .  

A s s i m ,  



e apõs o pivoteamento, teremos: 

e w3 = 6 são não-negativos, a introdução de Como w i  = 3,  w2 = - 3 

uma var iáve l  de fo lga  não melhorará a solucão. Teremos então um no - 

vo problema Knapsack 

1 0  maximizar 3al + - a2 + 6a3 
3 

s u j e i t o  a: 

2a1 + 3a2 + 4a3 < 9 .  

Usando o método de 3.2, obteremos: 

a i  = 4 ,  a2 = O e a3 = 0 ,  logo P = ( -10,  4 ,  0 ,  0 )  



Novamente a introdução de uma var iáve l  de fo lga  

não melhora a solução. Resolvemos então o seguinte problema Knap 

sack. 

5 minimizar a1 + - a 2  , +  6a3 
3 

sujei ' to  a :  

2a1 + 3a2 + 4a3 6 9 

Obteremos a solução a1 = O ,  a2 = O e a3 = 2 ,  P = ( - 1 0 ,  0 ,  0 ,  2 )  



solução. Poderemos 

ma Knapsack. 

introdução da v a r i á v e l  de  f o l g a  nao melhora a 

experimentar L2 = 6 e teremos o seguin te  p r o b l g  

5 1 0  maximizar 2 a l  i - a2 i . 5 a 3  
3 

s u j e i t o  a :  

2a,  i 3a2 i 4a, 4 6 

que t e r á  como solução, a ,  = 3, F., = O e a ,  = 0 ,  logo P = ( -7 ,  3, 

0, O )  e 



A in t rodução  da  v a r i á v e l  d e  f o l g a  não melhorará  o 

c u s t o ,  logo teremos o s e g u i n t e  problema Knapsack: 



7 a, + 5a, maximizar 3 a, + - 
3 

sujeito a: 

2a, + 3a2 + 4a, 4 6 

cuja solução será, a, = 1. a, = O e a3 = 1 e P = (-7,1,0,1) 

A introdução da variável de folga ainda não melho - 

ra a solução. Resolveremos agora simultaneamente os problemas Knap - 

sack, 

10 maximizar 2a1 + - a2 + 5a3 
3 



s u j e i t o  a: 

teremos : 

O 2 1 0 / 3  5 1 6 / 3  7 25 /3  1 0  3 1 / 3  

T a b e l a  3 

T a b e l a  4 

L o g o ,  F 3 ( 5 )  = 5 1/3 , F 3 ( 6 )  = 7 



Como F 3 ( 5 )  = 5 1/3 d 6 ,  F3(6) = 7 ,< 7 ,  deverão 

s e r  abandonados pois não verificam a condicão, 

Como F 3 ( 9 )  = 1 0  1/3 > 1 0 ,  s a t i s f az  a condição acima e teremos a 

solução, a ,  = 1, a, = 1, a,  = 1 e P = ( -10 ,  1, 1, 1). 

Novamente a introdução da variável  de folga não 

melhora a solução. Resolvendo o problema Knapsaek, 

maximizar 2a, + 3a2 + 5a3 



s u j e i t o  a :  

2al + 3a2 + 4a3 < 9 

encontraremos, Fg(5)  = 5, F 3 ( 6 )  = 7 e F 3 ( 9 )  = 1 0 ,  po r t an to  nenhum 

resu l t ado  s a t i s f a z  a condicão 

Logo, a solução ótima s e r á  c o r t a r ,  1 0  peqas de 

comprimento 6 em 1 peça de  comprimento 4 e uma peqa de comprimento 

2 ;  10 peças de  comprimento 9 em uma peca de  comprimento 2 ,  uma pg 

ça de  comprimento 3 e uma de comprimento 4 .  O cus to  s e r á  170. 

3.2 .2 - Exemplo Il'us t r a t i v o  

Consideremos um pedido de  20 peGas de comprimento 

2 ,  de 1 0  pecas de  comprimento 3, de 20 peqas de comprimento 4 a s e  - 

rem cor tadas  de  pecas de  comprimentos 5 ,  6 , e  9 ao c u s t o  r e s p e c t i v a  - 

mente de 6 ,  7 e 1 0 ,  segundo os modelos: 

Modelo 1 

Modelo 2 Modelo 3 



solução: Temos a matr iz  

na qua l  a s  colunas são os modelos dados. 

Fazendo: 

x, = n? de pecas cor tadas  pelo  modelo 1. 

x, = n? de peças cor tadas  pelo  modelo 2 .  

x, = n? de peças cortadas pelo modelo 3. 

Para atender  o pedido a cus to  mhimo devemos: 

minimizar z = 6x, + 7x2 + 10x3 

Su je i t o  a :  

Acrescentando a s  va r i áve i s  de fo lga  f i c a :  



minimizar z = 6x + 7x2 + 10x3 
1 

s u j e i t o  a :  

x ,  4- x, + X 3  - X q  

Resolvendo o PPL obtemos 

x, = O ,  x2 = 1 0 ,  x 3  = 10, i s t o  é, devemos c o r t a r  

zero peças de  comprimento 5, 1 0  peças de  comprimento 6 e 1 0  peqas 

de comprimento 9 para atender  o pedido. O cus to  é 170. 

Quando os  modelos são  e x p l i c i t a d o s  o problema t o r  - 

na-se re la t ivamente  simples podendo s e r  r e so lv ido  por código de 

computador j á  e x i s t e n t e s  t a n t o  para programação l i n e a r  como para  

programa l i n e a r  i n t e i r a .  



CAPÍTULO IV -- 
O PROBLEMA DE CORTE EM DUAS DIMENSÕES - 

Neste c a p i t u l o  analisaremos o problema g e r a l  de 

c o r t e  em duas dimensões e o problema de c o r t e  de gu i lho t ina  em 

d o i s  e s t á g i o s .  

Para t o r n a r  mais c l a r o  o desenvolvimento i n i c i a r e  - 

mos com um problema de programação l i n e a r  de c o r t e  em uma dimensão. 

4 . 1  - Problema em Uma ~ i m e n s ã o  - 

Uma chapa de l a rgura  L s e r á  cor tada  e m  peqas de 

l a rgura  li, para  atender  a demanda Ni ,  i = 1, . . . ' por clual 

quer n h e r o  de  peças de l a rgura  li, t a l  que a soma do comprimento 

t o t a l  s e j a  pe lo  menos Ni.  

A s  demandas se rão  a tendidas  decidindo sobre os  vá - 

r i o s  modelos de  c o r t e  da chapa de l a r g u r a  L ,  conforme i l u s t r a d o  na 

Figura I V - 1 .  O j-ésimo modelo de c o r t e  é uma maneira de  d i v i d i r  a 

l a rgura  L,  e m  l a r g u r a s  menores li, (i = 1, . . . , rn) , apl icado a um 

comprimento x da chapa. 
j 



Modelo de c o r t e  j l  Modelo de c o r t e  j 2  

Fig.  I V - 1  

, Nesta formulação a  matr iz  A do programa l i n e a r  

t e m  m l i n h a s  e  um grande número de  colunas,  uma para cada um dos 

poss ive i s  modelos de  c o r t e .  ~ n t ã o  cada conjunto {a , ,  a , ,  ..., a i' 

..., a 1 de  i n t e i r o s  sa t i s fazendo.  m 

e l a l  + L2a2 + ... + l iai  i- ... + Imam X L 

é uma coluna da matr iz .  Teremos então o seguin te  (PPL) . 

minimizar 1 .x 

s u j e i t o  a :  

onde, 

x = ve to r  coluna das  v a r i á v e i s ,  uma para  cada coluna da m a t r i z  A 

1 = (1, . . . , 1) é um v e t o r  l i n h a  de elementos todos i g u a i s  a um. 

N = ( N , ,  N , ,  . . ., Nm) é o ve to r  coluna das  demandas Ni.  



A = matr iz  de  m l i n h a s  cu j a s  colunas ( a , ,  a ,, . . . , am) são os  pos - 

s í v e i s  modelos de c o r t e .  

a = é o n h e r o d e p e p a s  Li, (i = 1, 2 ,  ..., m )  que ocorre  nomode . i - 

10. 

Se acrescentarmos a s  r e s t r i ç õ e s  x e Ni i n t e i r o s ,  
j 

teremos um Problema de  ~ rogramação  I n t e i r a  ( P . P I )  . Na p r á t i c a  r e  - 

solvemos o (PPL) e arredondando os r e s u l t a d o s  poderemos o b t e r  uma 

soluqão s a t i s f a t õ r i a  para  o ( P P I )  . 

4 . 2  - Problema Geral de  Corte  em Duas ~ i m e n s õ e s  

Neste problema o mate r i a l  de estoque usado cons i s  - 

t e  de  uma ba r ra  d e  secqão t r a n s v e r s a l  r e t angu la r  WXL, que s e r á  cor  - 

t ada  fornecendo uma quant idade Ni de  uma b a r r a  de  secção t r ansver  - 

s a l  r e t angu la r  menor, wi x Li,  (i = 1 ..., m ) .  A quantidade Ni pg 

de s e r  a tendida  por qualquer número de b a r r a s  wi x Li. 

O c o r t e  será executado do seguin te  modo: escolhe  - 

mos um c e r t o  número de modelos de c o r t e  r e t a n g u l a r ,  cada modelo de - 

f i n i d o  como uma maneira de a j u s t a r  re tângulos menores wi x li den - 

t r o  de  um re tângulo  maior W x L.  O j-ésimo modelo descreve como a 

ba r ra  deverá s e r  co r t ada  em um comprimento x para  produzir  ba r ras  5 
menores conforme s e r á  mostrado na Figura IV-2 .  

O ob j e t i v o  do problema s e r á  a tender  a s  demandas, 

usando o mínimo de  m a t e r i a l  de estoque.  



Modelo de corte j, Modelo de corte j, 

O problema g e r a l  de  c o r t e  em duas dimensões pog 

s u i  formulação semelhante ao  de uma dimensão, logo teremos o (PPL). 

minimizar 1 X  

s u j e i t o  a :  

A X  >,N 

onde, 

- 
A = matr iz  de  m l i n h a s  c u j a s  colunas ( a , ,  a , ,  ..., an)  sao  o s  pos - 

s í v e i s  modelos de  c o r t e  r e t angu la r  do re tângulo  W X L .  

ai = número de  re tángulos  wi x li, (i = 1, 2 ,  . . . , m )  que ocorre  

no modelo. 

x = ( x l I  x 2 ,  x ...), é um ve to r  coluna c u j a s  componentes i n d i  
3 

- 

cam os  comprimentos onde a b a r r a  deverá s e r  cor tada  para  pro - 

d u z i r  b a r r a s  menores. 

N = (N,, N , ,  ..., N m ) ,  v e t o r  coluna das demandas. 



1 = (1, 1, . . . ) ve to r  l i n h a  cu j a s  componentes são todas i g u a i s  

a  1. 

Na f i g u r a  IV-3, i lustramos um modelo de  c o r t e  

r e t angu la r  , no qua l  ocorrem 

l r e t â n g u l o  W, x R ,  

2 re tângulos  W, x 1, 

1 retângulo  W, x R ,  

3 re tângulos  W ,  x R ,  

1 retângulo  b76 x R6 

Fig .  IV-3  

Por tan to  s e m  = 10 para  um problema com e s t e  

poss íve l  modelo de c o r t e ,  uma das  colunas de A s e r á  (1, 0 ,  2 ,  l, 

o ,  1, o, 3 ,  o ,  O ) .  

Como no caso de uma dimensão, a  d i f i c u l d a d e  pa - 

r a  r e so lve r  o  problema em duas dimensões é o grande número de 

colunas que pode ocorrer  na matr iz  A. Se anlicarmos métodos de  

geração de coluna para  e s t e  t i p o  de problema, teremos o  seguin - 



t e  problema Knapsack : 

maximizar r , a 1  + n,a, + . . . + 7Tmam 

s u j e i t o  a:  

( a l ,  a 2 ,  . . . , a m ) correspondendo a condiqão de um 

modelo de  c o r t e  r e t angu la r  do re tângulo  W X L .  

'r 
i (i = 1 . . . , m é um mul t ip l icador  de  Lagrange ou "preço 

sombra", correspondente a i-ésima equação de  uma soluqão bás ica  

v i á v e l .  

Na p r á t i c a  aparecem problemas p a r t i c u l a r e s  de 

c o r t e  e m  duas dimensões r e s u l t a n t e s  da u t i l i z a q ã o  de c e r t a s  m á  - 

quinas que cortam o m a t e r i a l  em l i n h a  r e t a  de uma extremidade a 

ou t ra ,  como por exemplo o Cortador Gui lhot ina ,  usado para  co r  - 

t a r  papel.  Em seguida analisaremos problemas de c o r t e  de gu i lho  - 

t i n a .  

Corte de Gui lhot ina  

É o c o r t e  executado num m a t e r i a l  em l i n h a  r e t a  

de um extremo a ou t ro .  

Um exemplo de c o r t e  de  gu i lho t ina  s e r á  mostra - 

do na Figura IV-4 ,  onde os c o r t e s  se rão  numerados na ordem em 

que foram f e i t o s .  



Fig.  IV-4 

O modelo da Figura IY-3, não poderá s e r  produzi - 

do por c o r t e  de gu i lho t ina .  O c o r t e  de gu i lho t ina  l i m i t a  muito 

o s  modelos de  c o r t e  em duas dimensões, apesar  d i s s o  modelos bas - 

t a n t e  g e r a i s  podem s e r  obt idos ,  como o  i l u s t r a d o  na Figura I V - 5 .  

Fig.  IV-5 



Um problema envolvendo c o r t e s  de g u i l h o t i n a  po - 

derã  s e r  r e so lv ido  usando a métodos de  ~rogramação ~ i n â m i c a .  

Uma fórmula de recor rênc ia  usada para  e s t e  fim 

é fornec ida  pe la  r e f e r ê n c i a  ( 4 )  . 

porém, nos limitaremos a subclasses  e s p e c i a i s ,  

menos d i f i c e i s  de modelar e que correspondem aos métodos de cor  - 

t e  usados em c e r t a s  i n d ú s t r i a s .  

4.3.1 - Cortes  de  Guil'hòtina em Do'is' ~ ' tá 'g ' ios  

Uma subclasse  importante de  modelos envolvendo 

somente c o r t e s  de  gu i lho t ina  é aquela em que os  c o r t e s  são  con - 

s iderados  em d o i s  e s t ág ios .  s e r ã  i l u s t r a d o  na Figura IV-6, um 

modelo produzido d e s t a  forma, onde o re tangulo  W x L é cor tado 

segundo o comprimento em t i r a s  e cada uma d e s t a s  t i r a s  co r t adas  

segundo a l a rgura .  A s  vezes um t e r c e i r o  e s t â g i o  ê considerado 

como i l u s t r a d o  na Figura IV-7. 

O s  re tângulos  produzidos nos d o i s  pr imeiros  e s  - 

t á g i o s  se rão  cor tados  segundo o comprimento para  atender  os  t a  - 

manhos pedidos.  



Fig.  IV-7 

4 

O problema Knapsack que aparece nes te  caso  e 

mais complicado que ãquele,  no caso de d o i s  e s t á g i o s .  

4 . 3 . 2 - ~ o r . m u & ~ ã o  'Usúa,l do' P'ròbl'ema Erivo'l'v'erido C'oYte's' 'de ' Gui- 

l h o t i n a  em 'Dois' ~ ~ t ~ g i s s  - 

Para r e so lve r  o problema de c o r t e  de g u i l h o t i n a -  

em do i s  e s t á g i o s ,  b a s t a  resolvermos o problema, 

maximizar r i a i  + r2a2 + . . . + r a m m 

s u j e i t o  a:  

( a i ,  an, . a correspondendo a um modelo de  cor  - 

t e  de g u i l h o t i n a  em d o i s  e s t á g i o s  do re tângulo  W x L .  

Es te  problema poderá s e r  resolv ido  em d o i s  está - 

g i o s  : 

i) Para toda l a rgura  wi,  c a l c u l a r  n;, o va lo r  Õtimo obt ido  a j u s  - 

tando re tângulos  w x R onde w < w de extremo a extremo 
j j r j i' 

em uma t i r a  de l a rgura  wi e comprimento L .  Para cada i temos 

um problema Knapsack do t i p o  v i s t o  em 3.1. 



ii) O va lo r  ótimo da função o b j e t i v o  

é obtido resolvendo o problema Knapsack 

maximizar 8; b l  + ... + bm 

s u j e i t o  a :  

Wlbl + .. . 
+ wmbm < W. 

O s  problemas Knapsack de  (i) poderão s e r  r e s o l  - 

vidos ,  usando o método desenvolvido em 3 .2 .  Ordenando os  re tângu - 

10s de  forma que wl < w2 < . . . wm, sendo n'i = F i ( L ) ,  quando 
1 

calculamos !?,(L) obteremos para  todo i. Por tanto  o aroblema 

Knapsack do c o r t e  de  g u i l h o t i n a  de d o i s . e s t á g i o s  s e r á  soluciona - 

do resolvendo d o i s  problemas Knapsack do t i p o  t r a t a d o  em 3.1. 



4 . 4  - ~ormulação  do Probleina de  Corte  de  Guilhot ina coino (P .P .L .) 

E poss íve l  formular o problema de c o r t e  de  g u i  - 

l h o t i n a  em d o i s  e s t á g i o s  como um (PPL) e resolvê- lo  pe lo  método 

v i s t o  em 111. ou pe lo  método de  decomposição de  Dantzig e Wolfe. 

O problema é t r a t a d o  como um (PPL) em d o i s  está - 

g i o s .  O pr imeiro e s t á g i o  corresponderá ao  c o r t e  do re t ângu lo  

W x L em t i r a s  com la rguras  i g u a i s  à s  l a rguras  dos r e t ângu los  

Wi x li, i = 1, . . . , m )  pedidos. O segundo e s t á g i o  corresponde - 

r ã  ao c o r t e  das  t i r a s  em comprimentos i g u a i s  aos comprimentos 

dos re tângulos  pedidos.  

Consideremos a matr iz  A com ( 2 m )  l i n h a s  p a r t i  - 

cionada ver t ica lmente  em (m + 2 )  mat r izes  A,. Seja  um v e t o r  co - 

luna par t ic ionado horizontalmente de acordo com a matr iz  A e m ,  
- - - 

(Xo xl r . . . , x U )  , onde Ü, é o ve to r  coluna das v a r i á v e i s  de  m'  

f o lga .  Se ja  N um v e t o r  coluna de  2m l i n h a s ,  par t ic ionado em um 
- 

v e t o r  nulo de  dimensão m e um v e t o r  do número de  re t ângu los  

pedidos, ordenados em tamanhos de  l a rguras  c rescen tes .  

A s  colunas de  A correspondem aos modelos que 

cortam os re tângulos  W x L em t i r a s .  Especificamente,  na j - ési  - 

ma coluna que corresponde ao j - ésimo modelo de  c o r t e  de  t i r as ,  

o s  pr imeiros  m elementos são: ( b , ,  b,,  ..., bm) i n t e i r o s  não ne - 

ga t ivos  sa t i s fazendo  a desigualdade, 



e  os  Últimos m elementos são todos nulos.  

Para cada conjunto de i n t e i r o s  {b , ,  . . . r bml s a  - 

t i s f azendo  ( I ) ,  corresponderá um modelo de c o r t e  do re tângulo  

W x L em b i . t i r a s  de  l a rgura  wi, (i = 1, . .., m ) .  As, (s = 1, . . , 
m )  s e r á  o  conjunto de modelos que toma a s  t i r a s  de  l a rgura  ws e  

co r t a -as  em re tângulos .  A s  colunas de As contém zero nas m pr imei  - 

r a s  l i n h a s ,  exceto na s-ésima l i n a ,  onde aparece o  elemento - 1. 

Existem ai i n t e i r o s  não-negativos nas l i n h a s  ( m  + i ) ,  (i = I r  . . ., 
s) e zero,  abaixo dessas  l i n h a s ,  com os i n t e i r o s  sa t i s fazendo  a  

igualdade,  

Para cada conjunto de i n t e i r o s  sa t i s fazendo  ( 2 ) ,  

e x i s t e  uma coluna de  As correspondendo ao modelo que c o r t e  uma 
\ 

t i r a  de  l a rgura  ws em a  re tângulos  de comprimento li, (i = 1, 2 ,  i 

Finalmente Amti , s e r á  uma matr iz  2m x  m com a s  

pr imeiras  m l i n h a s  nulas  e a s  Últimas m l i n h a s  i g u a i s  a  - I (ma - 

t r i z  i d e n t i d a d e ) ,  formado pe los  c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  de  

f o l g a  das m Últimas equaqões. Teremos então o  segu in te  (PPL) 

minimizar C x  
j j 

s u j e i t o  a:  

onde , 



o o 
x1 , xp, . . .., são O número de  vezes que cada um dos v á r i o s  modelos 

para  c o r t a r  t i r a s  de  W x L são usados. 

s S x1 , x2 , . . . , são  O número de  vezes que cada um dos v á r i o s  mode - 

10s de  c o r t e  de  t i r a s  de  l a rgura  ws são usados. 

Definindo A:, como a s  m pr imei ras  l i n h a s  de  A , ,  

A: como sendo a s  l i n h a s  m + i ,  ..., m + s de As,  ) s  = 1, ..., m) 
podemos escrever  ( 4 )  da seguin te  maneira 

Às pr imeiras  m equações estabelecem que a s  t i r a s  

produzidas no pr imeiro  e s t á g i o  são usadas exatamente no segundo 

e s t á g i o .  O segundo conjunto de  equações e s t abe lece  que o número 

de  re tângulos  pedidos wi x li deve ser atendido cortando a s  ti - 

r a s .  



Podemos reso lve r  o problema d e f i n i d o  por (3)  e 

( 4 )  pe lo  método v i s t o  em 3.1 ou pe lo  método de decomposição de  

Dantzig e Woife. 

No método 3.1, para  achar a coluna melhorada de 

A usamos o s  "preços sombras" de  uma solução i n i c i a l ,  resolvendo 

wri problema Xnapsack. Para achar  a coluna melhorada e n t r e  todas  

As, 1 < s m + 1 ,  poderemos reso lve r  os  v á r i o s  problemas Knap - 

sack simultaneamente, usando 3.2. O tratamento dado a s  v a r i á v e i s  

de  f o l g a  s e r á  o mesmo de  3.1. No cá lcu lo  de uma coluna melhorada 

de  A o ,  teremos uma matr iz  inve r sa  m x m,  no caso de As teremos - u 

ma matr iz  inversa  2m x 2m e ,  provavelmente o dobro de pivÔs. Uma 

mat r iz  inversa  menor poderá s e r  o b t i d a  p e l a  decomposiç~o de  

Dantzig e Wslfe, que p a r t i c i o n a  a matr iz  A em uma p a r t e  super io r  

A , ,  cons is t indo das m pr imei ras  l i n h a s  e uma i n f e r i o r  A 2 ,  formada 

p e l a s  m Últimas l i n h a s .  A s s i m  trabalharemos com uma matr iz  inve r  - 

s a  m x m.  Contudo para cada pivoteamento no problema com a matr iz  

A , ,  t e r á  que ser reso lv ido  um problema de c o r t e  de  programação li - 

near para a mat r iz  A , .  

4 .5 - Outros Problemas .de Cor te  'em Duas' D-ime'nSõ'es 

Trataremos agora de subclasses  de c o r t e  de g u i  - 

l h o t i n a  em d o i s  e s t á g i o s  que aparecem especialmente i n d ú s t r i a s  do 

v i d r o  e do aço. Es tas  subclasses  são aquelas  nas qua i s  o segundo 

e s t á g i o  deve s e r  r ea l i zado  simultaneamente em algumas das chapas 

r e s u l t a n t e s  dos c o r t e s  do pr imeiro  es t ág io .  Por exemplo, podemos 

r e u n i r  a s  chapas em do i s  grupos e c o r t a r  simultaneamente todas a s  

chapas de um dos grupos. Na f i g u r a  I V - 1  temos um modelo onde ocor + 

rem exatamente d o i s  grupos, 



Fig .  IV-1 

e na Figura IV-2 um modelo de exatamente um grupo. 

Fig.  IV-2 

Em g e r a l  teremos exatamente p-grupo de chapas pa ra  um p determina - 

do. O problema de  d o i s  e s t á g i o s  d i s c u t i d o  anter iormente,  pode s e r  

considerado como o caso onde p é i l i m i t a d o ,  e  s e r á  r e f e r i d o  como 

um problema de d o i s  e s t á g i o s  l iv re . :  

4.5.1 - O problema de 1 - Grupo 

A c l a s s e  dos problemas 1-grupo, i s t o  é, para  P = 

1 é muito mais r e s t r i t a  que a  c l a s s e  de d o i s  e s t á g i o s  l i v r e s .  

Chamaremos de problema não exato  aquele em que 

um t e r c e i r o  e s t á g i o  de  c o r t e  é permit ido e  de problema exato  aque - 

l e  e m  que não é permit ido.  



Se o c o r t e  é ou não exato a f e t a  muito a d i f i c u l  - 

dade de  solução dos problemas d e s t e  t i p o .  Num problema não exato ,  

um re tangulo  w x Ri pode s e r  cor tado de qualquer re tângulo  w x R i 

cu jas  dimensões sat isfazem a s  condições w g w i e R 3 Ri. Por exem - 

p lo ,  no caso não exato,  a chapa da f i g u r a  I V - 3  fo rnece r i a  3 r e t â n  - 
gulas de dimensões wi x R I ,  w 2  x R, e  w, x R , .  No caso exato  e l a  

f o r n e c e r i a ,  somente, um retângulo ws x R 3 .  

Fig.  I V - 3  

O s  problemas Knapsack no caso não exato são  mais 

d i f í c e i s  que aqueles  do caso exato.  Considerando Ri f R se i # j, 
j 

en tão  usamos somente a l a rgura  em qualquer modelo. Se wi # w j ,  i; 

p l i c a  Li f R .  o problema permanece f á c i l .  Neste caso podem a ten  
3 - 

d e r  comprimentos d i f e r e n t e s  usando a mesma l a rgura  como i l u s t r a d o  

na f i g u r a  I V - 5 .  

F ig .  I V - 5  



Para r e so lve r  o problema Knapsack n e s t e  caso  ava - 

l i a - s e  o va lo r  vi da chapa de  l a rgura  wi por qualquer método d i s  - 
ponível  usando somente os  R ' s  associados.  O va lo r  t o t a l  do r e t â n  - 

gulo s e r á  então .  

max vi 
i 

Em g e r a l  tem que r e s o l v e r  mais do m problemas 

Knapsack do t i p o  v i s t o  em 3.2 um para  cada wi, porém o número de  

v a r i á v e i s  no problema, não excede m.  

4.5.2 - O problema de  2-Grupos - 

Este  problema é encontrado na i n d ú s t r i a  do vidro, 

Sendo uma combinação de  d o i s  problemas do 1-grupo parece s e r  m a i s  

d i f í c i l  do que 4.5.1 no caso não exato .  Se para  todo i e j w f i 

$ wj implica Ri f R o problema é t r a t á v e l .  Associa-se vi com ca 
j - 

da chapa de l a rgura  wi para  todo i, resolve-se o problema Knap 

sack somente para  d o i s  wi d i f e r e n t e s ,  resu l tando o modelo da f i g .  

I V - 1 .  

4.5.3 - Corte  de  Guilhot ina em 3 e s t á g i o s  

Num t e r c e i r o  e s t á g i o  do c o r t e  de g u i l h o t i n a  r e  - 

torna-se a l a rgura  co r t ada ,  para  c o r t á - l a  novamente. I s t o  f o i  f e i  - 

t o  a n t e s  no processo de  c o r t e  nos problemas não exa tos ,  m a s  não - a 

f e t o u  fundamentalmente os métodos de solução. Com c o r t e s  em três 

e s t á g i o s  em g e r a l  permit idos os  metodos a n t e r i o r e s  de solução não 

são muito a p l i c á v e i s .  Problemas d e s t e  t i p o  são encontrados nos 

c o r t e s  de f o l h a s  de papel e chapas de  v idro .  Na f i g .  TV-6 damos 



um exemplo de um modelo de c o r t e  de  gu i lho t ina  em 3 e s t á g i o s .  

F ig .  IV-6 

O modelo f o i  obt ido  cortando o re tângulo  W x L 

nos pontos indicados pe las  s e t a s ,  cortando em seguida a s  chapas 

r e s u l t a n t e s  S , ,  S 2  e S e tomando os retângulos de S e cortando 
3 - 

os novamente, obtendo os retângulos pedidos.  Note que num proces - 

s o  de c o r t e  d e s t e  t i p o ,  a s  l a r g u r a s  das  chapas r e s u l t a n t e s  dos 

c o r t e s  do re t ângu lo  W x L podem s e r  dados por 

sendo ai  i n t e i r o s  não negat ivos.  

Para r e s o l v e r  modelos de  c o r t e  d e s t e  t i p o  é ne - 
c e s s á r i o  r e so lve r  um problema de c o r t e  de gu i lho t ina  de d o i s  e s t á  - 

g i o s  para  cada re t ângu lo  W x L ,  onde O & w 4 W ,  para  o b t e r  o va - 

l o r  ~ ( w )  associado com cada w.  Resta ainda reso lve r  um problema 

Knapsack no qual  o número de l a r g u r a s  w 6 b a s t a n t e  grande para  d e  

terminar que chapa s e r i a  cor tada  do re tângulo  W x L .  



Quando o c o r t e  do t e r c e i r o  e s t á g i o  é l imi tado ou 

pe lo  número de c o r t e s ,  ou por  modelos envolvendo somente uma l a r  - 

gura a solução é mais f á c i l .  



5.1 - Outros ~ lgor i ' tmo ' spa ra '  - - - O' Prob-lema' 'de. 'Cor'te 

J . C .  HERZ ( 1 0 )  desenvolveu um algorztmo recurs ivo  

que aumenta a velocidade da solução dos problemas de c o r t e s  em 

duas dimensões. 

Quando o c o r t e  é de  gu i lho t ina  mostra que a so lu  - 

ção ótima é encontrada mais fac i lmente  por programa~ão recurs iva  

do que pe los  métodos convencionais, p o s s i b i l i t a n d o  economia de  me - 

mória no aspecto  computacional. 

Compara o algorztmo recurs ivo  com d o i s  algoritmos 

i t e r a t i v o s  desenvolvidos anter iormente por GILMORE-GOMORY(7). Dian - 

t e  a s  l imi tações  dos algorí tmos e ex ibe  re su l t ados  numéricos. 

NICOS CHRISTOFIDES e CHARLES WHITLOCK (11) apre - 

sentam um algori tmo de busca em á rvore  para problemas de c o r t e  em 

duas dimensões, no qua l  há uma r e s t r i q ã o  no número máximo de  cada 

t i p o  de  peça produzido. O a lgori tmo l i m i t a  a busca em á rvore  e s t a  - 

belecendo e impondo condições para  o t imiza r  o modelo de  c o r t e .  

Um procedimento de  programação dinâmica para a so  - 

lução dos problemas não r e s t r i t o s  e um método de ava l i acão  de  um 

nó baseado num problema de t r a n s p o r t e  são usados para  e s t a b e l e c e r  

os l i m i t e s  super io res  durante  a busca. 



O desempenho computacional do algori tmo é t e s t a d o  

em um grande número de problemas gerados aleator iamente.  O s  r e s u l  - 
tados indicam que o algorxtmo é e f i c i e n t e  para r e s o l v e r  problemas 

de c o r t e  de  tamanho médio. 

Relacionamos ou t ros  problemas estudados por GILMO - 
RE e GOMORY ( 4 )  . 

O problema em três e s t á g i o s  é considerado como - u 

ma extensão do de  d o i s  e s t á g i o s .  Consideram também v á r i o s  i t e n s  de 

estoque, ou uma das dimensões do estoque variando continuamente. 

~ambém uma chapa pode não ser uniforme e apresen - 

t a s  d e f e i t o s  ou var iação  de espessura ou densidade. Concluem com 

uma ap l i cação  dos métodos a produção de  ca ixas  corrugadas,  na q u a l  

há problemas de planejamento de  máquinas. 

O método de programação l i n e a r  ( 4 )  com a t é c n i c a  

de HERZ ( 1 0 )  ap l icada  ao problema Knapsack a u x i l i a r  é o mais poten - 

t e  a lgori tmo para o problema de c o r t e  e m  duas dimensÕes(9). 

Segundo HINXMAN ( 9 )  o s  melhores método para  p r g  

blemas de c o r t e  são os  de  programação l i n e a r  de GILMORE e GOMORY, 

r e f e r ê n c i a s  (1) e ( 4 ) ,  adaptados a métodos melhorados para r e s o l  - 

ver  o problema Knapsack. Contudo são computacionalmente dispendio - 
sos .  ~ l é m  do mais e s t e s  métodos são des t inados  somente a minimiza 

ção das perdas.  



Nos casos p r á t i c o s  ou t ros  cus tos  devem s e r  consi  - 

derados. R .  S.  STAINTON ( 9 )  c i t a  15 f a t o r e s  p r i n c i p a i s  que influem 

vantajosamente muito dos quais  não são faci lmente q u a n t i f i c á v e i s .  

Outra l imi tação  é a necessidade de r e s o l v e r  o  pro  - 

blema Knapsack. 

O s  métodos d i spon íve i s  para  r e so lve r  o  problema 

Knapsack exigem r e s t r i ç õ e s  de ordem geométrica. 

Para superar  e s t a s  l imi tações  poderão s e r  usados 

métodos h e u r í s t i d o s  . 

Alguns aspectos  comuns aos métodos h e u r l s t i c o s  são 

os seguin tes :  

(i) o estabelecimento de  um n i v e l  desejado para saber  s e  o mode - 

10 encontrado pode ser usado. 

(ii) redução da repe t i ção  exaus t iva .  

(iii) o uso de v a l o r e s  h e u r í s t i c o s ,  para  l e v a r  em conta f a t o r e s  

t a i s  como máquina e cus tos  .de quebra de 'produção. 

No a t u a l  es tado da a r t e  de modelagem de  um proble  - 

ma de c o r t e  é razoável  desenvolver um método própr io ,  a  menos que 

o s  métodos de GILM0RE.e GOMORY sejam a p l i c á v e i s .  Ta i s  métodos se 

limitam quase sempre a  métodos h e h r í s t i c o s .  

Contudo métodos h e u r í s t i c o s  tem a tendência  de ba - 
searem-se em problemas p a r t i c u l a r e s ,  e problemas semelhantes reque - 



rem métodos h e u r i s t i c o s  d i f e r e n t e s .  

A c r i a ç ã o  de  novos a l g o r ~ s t m o s  depende do desen - 

volvimento da formulação matemática que modelaria a complexidade 

dos problemas e b a r a t e a r i a  o s  cus tos  computacionais. 
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