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" RESUMO

A finalidade deste trabalho foi apresentar uma co

laboragao didatica sobre modelos de otimizagdo de cortes de chapas.

Dentre tais modelos, fixamos mais a nossa atencdo
naqueles que utilizam Programagao Linear. Além disso, incluimos al

guns exemplos de aplicagdes.
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" ABSTRACT

The purpose of this work is to make a tutorial

presentation an models of cutting stock problems otimization.

Among the model studied we concentrated our aten
tion on the one that uses the Linear Programming. We have included,

in addition, examples of applications.
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CAPTTULO T

INTRODUCAO

No problema de corte procura-se atender um pedido
a custo minimo de um nlmero especificado de comprimento a ser cor

tado de materiais estocados cujos custos sao conhecidos.

Na formulacdo como um problema de programagao 1i
near inteira, a grande nimero de variaveis geralmente : envolvido

torna o problema computacionalmente inviavel,

Esta mesma dificuldade ainda persiste mesmo quan

do o problema & tratado como um problema de programagao linar.

Neste trabalho formulamos o problema de corte co
mo um problema de programacao linear e descrevemos métodos para su

perar esta dificuldade.

A _dificuldade‘surgida com o grande nimero.de colu
nas nos problemas de corte, pode ser superada utilizando o método

que 'serda descrito neste trabalho.

O método consiste basicamente no seguinte: guando
no método simplex revisado buscamos a coluna que entrahdo - na ba
se melhora a solugao, o fazemos resolvendo um problema auxiliar,

gue & um problema Knapsack, ver referéncia (1).

Este problema Knapsack pode ser resolvido por va
rios métodos ver referéncia (3), nds descreveremos um método de

programagao dindmica baseado na referéncia (4).



O problema de corte em duas dimensSes considera
um estoque de retadngulos de largura W e comprimento L, indicado
W x L, e uma demanda de Ni retangulos de largura Wi e comprimento
Ki’ i=1, ..., m, entao o problema & cortar o minimo de retangu

los de estoque nos retangulos menores pedidos.

Trataremos o problema como um problema de progra
magao linear. A dificuldade do grande nimero de colunas persiste
aqui, n3o podendo em geral ser superada pois nao ha método eficien
te para resolver o problema Knapsack generalizado que surge’na so

lucio do problema de corte de duas ou mais dimensoes.

Estes problemas aparecem na produgao industrial
do vidro, chapas metdlicas, grafite, filmes fotograficos, plasti

cos, etc.

Algumas considerages sobre o problema de corte
quando os retangulos menores sao ajustados de maneira  arbitraria

no retingulo W x L, sdo feitas na referéncia (9).

Em muitas situacoes industriais o problema que
aparece & o de cortar o material de uma extremidade a outra, cor
tando-se novamente as pecas menores obtidas, sendo permitido ain

da um terceiro corte conseguindo~se entao -os retangulos menores pe

didos, resultando problemas ainda complexos mas trataveis.

No capitulo II enunciamos o problema de corte em
uma dimensdo, formulamos como um problema de programagao linear in
teira, enumeramos as dificuldades resultantes desta formulagao. De

pois formulamos o problema como um problema de programagao linear



(PPL) e apresentamos um método de solucao. Em seguida apresentamos

outras formulagoes do mesmo problema.

No capitulo III descrevemos um algoritmo para re
solver o problema de corte em uma dimensao que pode ser usado tam
bem na solugao do problema em duas dimensdes. Descrevemos também
um algoritmo de programacdo dinamica para o problema Knapsack. A

presentamos em seguida dois exemplos ilustrativos.

Iniciamos o capitulo IV revisando o problema em
uma dimensao, usando para gerar colunas o problema Knapsack visto

em III.

Emitimos a formulagao usual do problema de corte
em duas dimensdes. Formulamos o mesmo como um problema de programa
cao linear e observamos que o método de geragao de coluna, «:conduz
a problemas Knapsack generalizados para os quais nenhum método eco
nomico de solugao & conhecido. Algumas classes especiais de proble

mas em duas dimensoes sao solluveis.

Vemos que para gerar colunas no problema de corte
em duas dimensOes, podemos usar o método de decomposicao de

Dantzig e Wolfe (5).

Analizamos em seguida problema de corte de guilho

tina em dois estagios.

No capitulo V concluimos analisando outros algo

ritmos usados na solugdo dos problemas de corte, ver referéncia (9).



CAPITULO II

O PROBLEMA DE CORTE EM UMA DIMENSZO

Suponhamos um estoque de chapas de compr imentos
LysLyy «v.r L., todas com a mesma largura, sem limitagao no mimero
de pecas disponiveis de cada comprimento. O problema sera corta
las de maneira que o pedido de pelo menos Ni pecas de comprimento
ﬂi(i =1, 2, ..., m) seja atendido, minimizando o custo total de

chapas cortadas. Portanto, se houver perda em cada chapa cortada,

estaremos minimizando a perda total.

2.1 - Formulacdao do Problema

O problema de corte serad da forma:

minimizar =z = ¥ c.X

sujeito a:

Toaggxg oy N, (1 =1, 2, ..., m
J
Xj > 0, e inteiro para Vj
onde,
xj = nimero de vezes gue o j-&simo modelo de corte € usado para
cortar uma chapa, (j = 1, 2, ...)
cj = custo da chapa cortada pelo j-ésimo modelo de corte, (j = 1,
2, «..)

aij = nimero de pecas de comprimento Ki produzido cada vez que o}



j-ésimo modelo de corte & usado (1 =1, 2, ..., m) e (j =1,
2, «..)
Ni = numero pedido de pegas de comprimento Ki'
Definimos o j-ésimo modelo de corte como sendo

aij pecas de comprimento Ki’ produzidas de Lk.
Um pedido pode ser atendido enguanto Ki nao exce
der o max {Lk lk =1, 2, ..., r}.
k
Consideremos o caso em que OS cortes sao feitos
segundo linhas verticais, isto é, cada chapa devera ser cortada em

comprimentos Ki (1 =1, 2, vue., m).

Um modelo de corte & ilustrado na Figura II-1l, on

de sao produzidas duas pecgas de comprimento L1, trés pecas de com

primento £2, uma pega de comprimento L3 e a parte hachuriada & a
perda.
perda
/@1 ’61 ’62 £y £y L3
‘?r 7
J— L

Fig. ITI-1



No problema formulado surgem duas dificuldades:

i) os Xj sdo inteiros e o grande nimero de variaveis torna o pro

blema computacionalmente intratavel.

ii) impossibilidade de enumerar antecipadamente todos os métodos

de corte.

P.C. Gilmore e R.E. Gomory (1) superaram estas di

ficuldades da seguinte maneira:

i) relaxaram a condigao de xj ser inteiro, resultando um Problema
de Programagdo Linear (PPL) e arredondaram a solugdo Otima de

maneira apropriada.

ii) ao inves de enumerar todos os modelos de corte antecipadamente,
um modelo & considerado somente se melhorar a solugoes do

(PPL) .

0 procedimento utilizado por P.C. Gilmore e R.E.
Gomory (1) @ um algoritmo do Simplex Revisado, no qual a coluna
gue entra na base & encontrada resolvendo ou mais problemas Knap

sack.

2.1.1 - Solucao do Problema de Corte

Consideremos o (PPL)

n
minimizar z = L C.x. (1)

sujeito a:

n
T a,.X. > Ni,(i=l,2,...,m) e (3=1,2,...,n) (2)



X > 0, para Vj (3)

Introduzindo as wvariaveis de folga, Xn+1""’xnﬁﬂ
nao negativas, (2) poderad ser substituido por:
? alj 3 - X 4y = Ni , (i =1, 2, ..., m)
(J =1, 2, ..., n-+m)

Numa iteragao qualquer do Método Simplex, conside

remos:

B = (Pl, ceos Pi’ ooy Pm) uma base, onde, P, & um vetor coluna
de m linhas, (i =1, 2, ..., m).

CB = (Cyy Chy veey Cm), coeficientes da fungao objetivo associados
aos vetores Pi' P2,..., Pm.

Da teoria da Programacao Linear, um modelo de Cor

te j (ou coluna), entrara na base se seu custo reduzido,

)T
7 « s oy amj

@ o vetor que representa o numero de pecas de comprimento Ei (1 =

=1, 2, ..., m), gerado pelo modelo j. Neste ponto, os elementos
de Pj nao sao conhecidos, isto &, o novo modelo de corte nao foi
ainda determinado. A coluna que entrara na base serad aquela que
fornece o maior valor de Zj - Cj, dentre todos os possiveis mode

los nao basicos. Isto & equivalente a resolver o



Problema Knapsack
maximizar v =y W.a,.

sujeito a:

j=1 1 13 k
aij % 0 e inteiro (i =1, 2, ..., m)
onde,
- . ~1
Wi = i-esimo elemento de CBB
O problema sera resolvido para L;, L,, ..., L_,on

de r @ o nimero total de chapas disponiveis.

Seja pk a solugdo Otima de cada problema e
-1 ~
W = CBB = (Wi, Wa, eee, Wm). Ent;o se,
k ,
WPj - Ck < 0 para cada k, (4)

a solugao basica corrente,

= B

XB N
e Otima, onde N = (N;, Nuo, ..., Nm). Caso contrario, a coluna que
produz o maior valor positivo de Wij - Ck’ sera introduzida na ba

se. Cp @ o custo da chapa de comprimento L, portanto & o custo da
coluna ij.

A solucao dos r problemas Knapsack para gerar um

modelo de corte pode ser muito trabalhosa do ponto de vista compu



tacional, entdo sera utilizado o primeiro modelo que produz

A coluna que deverada deixar a base @ escolhida a

- -1_ k . :
pOs calcular B Pj , segundo o pivoteamento usual. Uma nova coluna
nao basica (modelo de corte) serd encontrada resolvendo problemas

Knapsack e o (PPL) estarad resolvido quando (4) for satisfeita.

A eficiéncia do algoritmo depende de guantos pro
blemas Knapsack deverao ser resolvidos. Se existir um TUnico compri
mento, somente um problema serd resolvido em cada iteragao. Una

solugdo basica inicial pode ser obtida pelo método das duas fases.

2.2 - Outras Formulacoes do Problema de Corte

Lasdon (5) formula o problema considerando os cus

tos unitarios

minimizar 2 = ¥ Xx.
. J
J
sujeito a:
; aijxj > Ni (i=1, 2, ..., m)
J _
xj'z 0 e inteiro

sera:
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onde, W, sdao os multiplicadores de Lagrange da restrigao (2).

TAHA (6), formula o problema de corte consideran
do Cj, como perda associada a cada modelo de corte minimizando a
perda total. Em condig¢des Otimas, um modelo j cortara uma pega Ly
de modo a produzir menor perda possivel e C, deve ser estritamente
J
menor do que min'{ﬂi} (i =1, 2, «ve., m).

1

Portanto o problema se tornara:

minimizar Z = ¥ C.xX.
. J 3]
J
sujeito a:
; aj Xj > Ni (i =1, 2, ..., m)
J
Xj > 0 e inteiro para Vj
onde,
m
C.=L, - % [L.a >0
Jj k i=1 1+ 1]
E possivel que aij = 0, para algum i = 1, 2, , m

2.2.1 = Exemplo Ilustrativo

Seja uma maquina que corta rolos de papel de 60
polegadas de largura. Desejamos corta-los de maneira a atender um
pedido de 30 rolos de 28 polegadas, 60 rolos de 20 polegadas e 48

rolos de 15 polegadas de largura.



11

Consideremos o quadro,

Larguras Pedi Numero de
das em Polega X1 X2 X3 Xy | X5 | Xe X7 rolos
das. pedidos

28 2 1 1 0 0 0 0 30

20 0 1 0 3 2 1 0 60

15 0 0 2 0 1 2 4 48
PERDAS 4 12 2 0 5 10 0

A variavel xj3; representa o nimero de vezes que O
rolo de 60 polegadas & cortado em um rolo de 28 polegadas e dois

de 15 polegadas com uma perda de 2 polegadas. Logo o problema sera:

minimizar Ay + 12x, + 2x3 + 5x5 + 10xs

sujeito a:

2x1 + X2 + X3 > 30
Xo + 3xy + 2x5 + Xe > 60
2X3 + x5 + 2xg + 4x7 > 48
X1, X2, X3, Xy, X5, Xg, X7 2 0
Uma solugao otima obtida por inspegdo sera:
x1 = 15, x4y = 20 e x7 = 12, com uma perda total de 60 polegadas.

As variaveis de folga serao iguais a zero, o que indica que nao ha

superprodu¢ao. Esta solug¢ao significa que cortamos 15 rolos de 60
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polegadas, cada um, em 2 rolos :de 28 polegadas e 1 de 4 polegadas.
Outra solugdo Otima sera x:1 = 3, x3 = 24 e x, = 20 com perda to

tal igual a 60.
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" CAPITULO TIT

METODOS DE_SOLUCAO DO PROBLEMA DE CORTE E DO PROBLEMA KNAPSACK

3.1 - Descricdo do Algoritmo para Resolver o Problema de Corte

Consideremos o problema de corte,

minimizar C1X; + CpX, + ... C X (1)

sujeito a:

X, +a..,x, + ... +a. x_ -x_,. =N, 2
8i1%1 iz2™2 in"'n n+i i (2)
(i=1, 2, ..., m)
xj >0 para (3 =1, 2, ..., ntm) (3)
Sejam X,;, Xy; eees X, uma solugao basica viavel,
Pi = (ali, Bpgr voer ami)’ cy o vetor e o custo, associados a va

riavel X;. Se x; for uma variavel de folga, entao c; = 0, eo ve
tor tera a coordenada nao nula -1. Consideremos P = (a1, @z, essey
am) um novo modelo de corte de L, com custo ¢ e seja A, uma matriz
cujas colunas sao P,, P,, ..., P_. Como estas colunas sao linear

mente independentes, existe um vetor coluna U satisfazendo a equa

cao
AU =P (4)

e o nosso modelo poderad ser utilizado em uma solucao melhor que a

anterior se, e somente se:

CU > ¢ (5)
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onde C = (cl, Cor aner cm). Fazendo
cees W)

2! m

podemos concluir de (4) e (5) que um modelo de corte L sera mais

vantajoso se, e somente se, existirem inteiros nao-negativos ais
a, ..., a_ satisfazendo
2 m
Lia, + L,a, + ... + a 6
189 28 Km - (6)
e
wa, +wsa, + ... +wa_ ~cC 7
121 28 2 i (7)

Uma maneira de verificar se existem inteiros nao
negativos, satisfazendo (6) e (7) serad resolver o seguinte proble
ma Knapsack
maximizar wid; t weap, + ... + W oa

sujeito a:

Klal + Kzaz + ... + ,@mam g L

A seguir descreveremos o algoritmo conforme (1).

1) Determinar m modelos e seus custos como segue:

1) para cada i, escolher um Lk tal que, Lk > Ki

ii) definir o i-ésimo modelo de corte como sendo o que fornece

aii 7 [Lk/ Ki]



pecas de comprimento £y de L

sera c
k

de Lk'

2) Construir a matriz

onde, a..
ii

custo e c, -

Sendo[x]maior inteiro g x.

B,

15

K

de ordem m + 1

=Ca2 .o

az2

O custo do i-ésimo modelo

& o nimero de pegas de comprimento Ki no modelo i,

cujo

-~ Marcar os modelos correspondentes as m Gltimas colinas de B.

- Formar os vetores coluna S,, S,, ..., S de dimensao m + 1,

cor

respondentes as variaveis de folga. Estes vetores possuem -1 na

(i + 1)-ésima linha e zero nos demais.

- Formar o vetor coluna N'

linha e Ni na i-eésima linha.

- Calcular B—1

de dimensao m + 1

com zerOo na

primeira
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1 c,/a,, : cz/a22 ... cm/amm
0 l/a11 0 .o 0
5™ =
= 0 0 l/a22 e 0
0 0 0 0 l/amm

-1
- Fazer N = B N'

Conhecidos B_1 e o vetor coluna P (novo modelo cuja primeira  1i
nha & menos o custo, e as demais m linhas aj47 no caso da i-ésima
variavel de fdlga P e Si), para verificar se a presente solugao po
derda ser melhorada fazendo uso de P, serd necessario calcular so
mente o primeiro elemento de B_iP. Se for positivo a solugao melho
ra, caso contrario, nao. |

3) Uma variavel de folga que ndo aparece na presente solugao, for

necerda uma solucdo melhor se, e somente se, o (i + 1)-&simo ele

-1 .
mento da primeira linha de B for negativo.

4) Se nenhuma variavel de folga melhorar a solugado corrente  sera
necessario verificar se a introdugado de um novo modelo melhora
a solugao, determinando se existe um L com custo ¢ para o qual
as desigualdades (6) e (7) tem solugao, onde W,, Wys «+«¢ mhlsao

- . ) ; , ~1
os Ultimos m elementos da primeira linha de B .
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- Se as desigualdades nao tiverem soluga@o para L, L,, ..., Ly
com custos respectivamente ¢, ..., Cp, entao a solugao atual

& minima.

- A solugao atual e seu custo & obtido pelo N atual, onde a pri
meira linha deste vetor, @ o custo e as m linhas restantes sao
em ordem os valores das variaveis correspondentes as m  colu

-1
nas de B .

- Se o0 novo modelo melhorar a solugao corrente, formar o seu ve

tor coluna P = (=C , @l, «.s, am).

5) A introducao de uma variavel de folga ou novo modelo melhora a

solugdo atual, faga P o vetor coluna da variavel.

-1
Para determinar os novos B e N, que fornecem u
ma solucao melhor e os respectivos custos e gue permita realizar

3), 4) e 5), procede-se da seguinte forma:

-1
- Calcular B P, sejam Vi, «.+, V.

n! Yme1r ©OS elementos deste vetor

€ Xy, Xgy eeey X 4 X os elementos de N.

m m+1

- Determinar i, i » 2 para o qual Yy > 0, x.

0 e x./v. € minimo
iz 1/y1

e seja i = k.

- Se a razado for zero, teremos degeneracao e trataremos da maneira
usual. Se for diferente de zero, o k-ésimo elemento de P, isto &,
Vi sera o elemento pivo.

-l
- O pivoteamento sera feito na matriz G formada de B ,

(m+1)x (m+3)
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-1 . : . )
acrescentando as novas colunas N e B P respectivamente. As primel
. ~ -1 ) -
ras (m + !) colunas de G' formaraoc a nova B e a coluna (m + 2)-e

sima de G', formara a nova N.

Para evitar ciclos acrescentaremos a G uma nova
coluna N' de elementos X7 eoer xﬁ, independente de N, e o novo
elemento pivo sera o min xi/yi com xi > 0 e procede-se o pivotea
mento em G. A coluna adicional serda mantida em G até encontrar i
para o qual xi/yi & positivo e finito, depois podera ser abandona
da. Se ndo atingirmos essa situagdo, com o acréscimo de N, adicio
naremos uma coluna N2 de elementos positivos independentes de N e
N que devera ser usada no pivoteamento até gue N ou N1 possa ser
usada. Desde que tais colunas permanecem independentes apds o pivo
teamento, nao necéssitamos introduzir mais do que m de tais colu
nas. Cada coluna introduzida define um novo (PPL) prevenindo ci

clos, caso nao ocorra degeneréncia (21).

3.2 - Um Método de Programacao Dinamica para Resolver o  Problema

Knapsack
Uma das maiores dificuldades na solugao de um pro
blema de corte como um (PPL), @ o nimero muito grande de colunas

no problema. Esta dificuldade pode ser superada resolvendo um pro

blema Knapsack em cada passo do pivoteamento simplex.

Sejam Wi, W2, «-.; W, OS multiplicadores de La
grange ou "precos sombra", associados a uma .solucao basica do
(PPL) definido por (1), (2) e (3), entao teremos o seguinte proble

ma Knapsack.
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maximizar w;a; + wpa, + ... + Woan

sujeito a:

Nas referéncias (1) e (2), P.C. Gilmore e R.E. Go
mory, descreveram dois métodos de recorréncia para a solugao do
problema acima. Na referéncia (3), os mesmos autores desenvolveram
um metodo de programagao dindmica mais eficiente do que os anterio

res. O método consiste em definir,

w.a.

I ™Mn

Fs(x) = max

i=1

sujeito a:

e usar a recorréncia

F (x) = max {w +F_(x = L), Fs_l(X)} (8)

para s > 1

Isto segue do fato de que no calculo do valor de F (x) para s > 1,

usamos ou nao, a s-esima variavel. Se for usada entao:

Fs(x) = w, + Fs(x - KS), se nao, Fs(x) = Fs-l(X)'
Fazendo F, (x) = W, [g/KJ » F (0) = 0 para todo s,
calculamos Fs(x) em termos de Fs_l(x) e Fs(x') para x' < x, isto

e, usando fungoes ja conhecidas. Entao, Fm(L) fornece o melhor va
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lor para o problema Knapsack.

Agora teremos que achar um modelo que forneca o]

o)

valor o0timo, procedendo da seguinte maneira: associamos a F,; (x)

indice 1 se x » £1 e zero, caso contrario. Como Fs(x) para s > 1 &

calculado para cada x, associamos a Fs(x) o indice s, se Fs(x)

=wg +F__ (x - L,) e caso contrario, o indice associado com

Como consequéncia, o indice associado com Fg (x)
para qualgquer s e x,.seré o maior indice r para o qual a. e positi
vo no modelo gque fornece Fs(x). Portanto, para achar o modelo
Fm(L), examinamos inicialmente o indice associado. Se este for
r > 0, entao a, estd no modelo pelo menos uma vez. Consideramos em
seguida Fm(L - Kr), se o Indice associado for r' > 0, entao a pega
de comprimento Kr" fol usada em Fm(L - ﬂr) e portanto em Fm(L).

Continuando deste modo, obteremos todos os modelos.

No calculo de (8), usaremos somente Fs_l(x) para
calcular Fs(x), e no retorno necessitaremos somente de Fm(x). Logo
todos os valores de FS_Z(X) poderao ser abandonados antes de ini
ciar o calculo de F(x).

Este método requer menos calculo aritmético do

gue os métodos das referéncias (1) e (2) por um fator  aproximado

o, onde
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Este método poderda ser comparado com o método 1lé
xico grafico descrito com "Knapsack Method" na referéncia (2),quan
to a rapidez de execugdo. Contudo ao contrario dos métodos léxico

graficos nao parecga ser adaptavel aos problemas, onde o nimero de

facas de corte e limitado.

3.2.1 - Exemplo de Aplicacao do Método

Um pedido de 20 pecgas de comprimento 2, 10 pegas
de comprimento 3 e 20 pecas de comprimento 4 devera ser atendido

cortando chapas de comprimento 5, 6 e 9 com custos respectivamente

6, 7 e 10.
Solucgao
Dados: N1 = 20 £, = 2
N3 = 20 Ly = 4

Tomando L 5, teremos:

wlu

| I——
Il
=
0]
o))
w
w
I
¥ ¥
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1 -6 -6 -6 0
0 2 0 0 ]. 20
B = N' =
0 0 1 0 10
0 0 0 1 20
1 3 6 6 P40
0 1/2 0 0 ' 10
— -1 )
B 1= N = N =
0 0 1 0 10
0 0 0 1 20
Logo, w; = 3, w, = 6 e w, = 6.
Tomando a chapa de comprimento L, = 9 e custo c =

10, podemos definir um maior nimero de modelos de corte. Determina

remos um novo modelo resolvendo o problema Knapsack,

maximizar w = 3a, + 6a, + 6a3 (9)

sujeito a:

2a, + 3a2 + 4a3 <9 A (10)

a, > 0 e inteiro i =1,2,3

usando o método 3.2, teremos:
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F_(0)
F(x)
F, (1)
F, (2)
F,(3)
F, (4)
F, (5)
F,(6)
F (7)
F ()
F (9)

FS(X)

Il

Tabela 1

0 para todo s

W, [x/zﬂ

3 [1/9 =0
3 [2/79 =3
3 [3/79) =3
3 [4r2] =6
3 [5/2] =6
3 [6/2] =9
3 [772] =9
3 [sr2] =12
3 [or2] = 12

max {ws + Fs(x - £r), Fs-1(X)} para s > 1.



max

max

max

max

max

max

max

= max

.

{6

{6
{6

{6

{6

{6

'{6

{6

{6

{6

{6

0 valor Otimo seria F,(9)

4),

4),

4),
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KZ), Fl(X)}

3), F (1)}
3), F,(2)}
3), F,(3)}
3), F,(4)}
3), F,(5)}
3), F,(6)}
3), F,(7)}
3), F,(8)}

3), F,(9)}

Ly), F,(x)}

4), F, (x)}

4), 7, (4)}
F, (5)}
F, (6)}
4), F,(7)}
4), F, (8)}

F2(9)}

il
o

= 12

= 12

= 15

= 18

max

max

max

max

max

max

6
{6
{6

{6

{6

{6

18.

i

12

12

15

18
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Para determinar os valores de a, ra, ea, construiremos a Tabela

2 de acordo com o método de 3.2.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
s

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1

2 0 2 2 2 2 2 2 2 2

3 0 1 2 2 2 2 2 2 2

Tabela 2

Temos entao o valor 2 associaco com Fj3(9), o que
significa que a segunda peca £, = 3 sera usada pelo menos uma vez.
Associado com F3(9 - 3) = F3(6) temos 2 e novamente a segunda pecga
sera usada pelo menos uma vez em Fj3(6). Associado com Fj3(6 - 3) =

= F3(3) temos 2, portanto, usaremos novamente a pe¢ga £,. Associado

a F3(3 - 3) = F3(0) temos zero, portanto:
ar = 0, as = 3 ' a; = 0 que satisfaz
3a; + 6as + 6as; = 3.0 + 6.3 + 6.0 = 18 > 10.

Assim,
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1 3 6 6 240 8

0 1/2 0 0 10 0

e apos o pivoteamento, teremos:

1 3 10/3 6 640/3 0
0 1/2 0 0 10 0
G'=
0 0 1/3 0 10/3 1
0 0 0 1 20 0
10 ~ ~ . , ~
Como w1 = 3, wz = =3 e ws = 6 sao nao-negativos, a introdugao de

uma variavel de folga nao melhorard a solucdo. Teremos entdo um no

vo problema Kﬁapsack

s 10
maximizar 3a; + 7;-a2 + 6as

sujeito a:

2a1 + 3a»> + 4a; < 9.

Usando o método de 3.2, obteremos:

Il
|
'_l
o

~
KN

~
o

~
o

ar = 4, a» =0 e as = 0, logo P
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2 1 3 10/3 6 640/3 2

2 0 1/2 0 0 10 (:)
B P = e G =

0 0 0 1/3 0 10/3 0

0 0 0 0 1 20 0

1 5/2 10/3 6 610/3 0
0 1/4 0 0 5 1
G' =
0 0 1/3 0 10/3 0
0 0 0 1 20 0
Novamente a introducdo de uma variavel de folga

ndo melhora a solugdo. Resolvemos entdo o seguinte problema Knap

- sack.

+ 10 a, '+ 6as

Nj 1
o

minimizar

sujeito a:

2a; + 3az + 4as £ 9

Obteremos a solugao a; =0, a =0 e as; =2, P= (-10, 0, 0, 2)
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2 1 5/2 10/3 6 610/3 2

0 0 1/4 0 0 5 0
B_IP = . ’ G:

0 0 0 1/3 0 10/3 0

2 0 0 0 1 20 (:)

e
1 5/2 10/3 5 550/3 0
0 1/4 0 0 5 0
G' =
0 0 1/3 0 10/3 0
0 0 0 1/2 10 1 )

A introducao da variavel de folga nao melhora a
solugao. Poderemos experimentar L2 = 6 e teremos o seguinte proble

ma Knapsack.

. 10
maximizar = a; + 3 ar, +.5aj3

sujeito a:

2a1 + 3a, + 4a, ¢ 6

que tera como solugao, a, = 3, a, =0 e a,; =0, logo P = (-7, 3,

0, 0) e



29

1 5/2 10/3 5 ~7 1/2
o 1/4 0 0 3 3/4
-1
B P = =
0 0 1/3 0 0 0
0 0 0 1/2 0 0
1 5 /2 10/3 5 = 550/3 1/2
0 1/4 0 0 5 GII}
G =
0 0 1/3 0 10/3 0
0 0 0 1/2 10 0
e
1 7/3 10/3 5 540/3 0
0 1/3 0 0 20/3 1
G' =
0 0 1/3 0 10/3 0
0 0 0 1/2 10 0

A introducdo da variavel de folga nao melhorara o

custo, logo teremos o seguinte problema Knapsack:
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- 7
maximizar 3a t 5 a, t S5a,

sujeito a:

2a; + 3a, + 4a, < 6

cuja solugao sera, a; =1, a,=0 e a, = 1 eP = (-7,1,0,1)
1/3 1 7/3 10/3 5 540/3 1/3
1/3 0 1/3 0 0 20/3 @
B P =] , G = )
0 0 0 1/3 0 10/3 0
1/2 0 0 0 1/2 10 1/2
e
1 2 10/3 5 520/3 0
0 1 0 0 20 1
G' =
0 0 1/3 0 10/3 0
0 -1/2 0 1/2 0 0

A introdugao da variavel de folga ainda nao melho
ra a solugao. Resolveremos agora simultaneamente os problemas Knap

sack,

.. 10
maximizar 2a; + Tf'az + 5aj
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sujeito a:
2a, + 3a, + 4a,
2a; + 3a,; + 4a3 £ 6

2a; + 3a, + 4a4 <€ 5

teremos:
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S
1 0 2 2 4 4 6 6 8 8
2 0 2 10/3 4 16/3 20/3 22/3 26/3 10
3 0 2 10/3 5 16/3 7 25/3 10 31/3
Tabela 3
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 1 2 1 2 2 2 2 2
3 0 1 2 3 2 3 3 3 3
Tabela 4

Logo, F_(5) =51/3 , F_(6) =7 e F_(9) = 10 1/3
3 3 3
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Como F;(5) = 51/3 <6, F,(6) =7 <% 7, deverao

ser abandonados pois nao verificam a condigao,

2a, + %g a, + 5a, > c

Como F,(9) = 10 1/3 > 10, satisfaz a condig¢ao acima e teremos a

solugao, a, =1, a, =1, a, =1 e P= (=10, 1, 1, 1).

1/3 1 2 10/3 5 520/3 1/3
1 0 1 0 0 20 1
B p = , G=
1/3 0 0 1/3 0 10/3 1/3
0 0 -1/2 0 1/2 0 0
1 2 3 5 170 0
0 1 -1 0 10 0
G' =
0 0 1 0 10 1
0o -1/2 0 1/2 0 0

Novamente a introducdo da varidvel de folga  nao

melhora a solugao. Resolvendo o problema Knapsack,

maximizar 2a1 + 3a2 + 5a3
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sujeito a:

2a. + 3a + 4a < 9
1 2 ~

3

encontraremos, F3(5) = 5, F3(6) = 7 e F3(9) = 10, portanto nenhum

resultado satisfaz a condicao

2a. + 3a_ + 5a. > c
1 2 3

Logo, a solucgao otima serad cortar, 10 pecas de

comprimento 6 em 1 peca de comprimento 4 e uma peca de comprimento

2; 10 pecas de comprimento 9 em uma peca de comprimento 2, uma pe

ca de comprimento 3 e uma de comprimento 4. O custo sera 170.

3.2.2 - Exemplo Tlustrativo

Consideremos um pedido de 20 pegas de comprimento

2, de 10 pecas de comprimento 3, de 20 pegas de comprimento 4 a se

rem cortadas de pecas de comprimentos 5, 6,e 9 ao custo respectiva

mente de 6, 7 e 10, segundo os modelos:

,61:2 ,62:3
- : !
Modelo 1
,€1=2 ,63:4 ,61_2 £2= ,63"4

Modelo 2 Modelo 3
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Solugao: Temos a matriz

1 1 1
A = 1 0 1
0 1 1

na qual as colunas sao os modelos dados.

Fazendo:

x, = n? de pegas cortadas pelo modelo 1.
X, = n? de pegas cortadas pelo modelo 2.

X3 = n? de pecgas cortadas pelo modelo 3.

Para atender o pedido a custo minimo devemos:

minimizar z = 6x, + 7x, + le3

Sujeito a:

1 1 1 X 20

1 0 1 X > 10

0 1 1 X 20
X, Z 0, x,6 >0, x, >0

Acrescentando as variaveis de folga fica:
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minimizar z = 6x1 + 7x2 + le3

sujeito a:

X, + X, + X, - X, = 20
X, + X, - X = 10
X, + x - x_ = 20

10, isto e, devemos cortar

x. =0, X, = 10, X,
zero pegas de comprimento 5, 10 pecas de comprimento 6 e 10 pecas

de comprimento 9 para atender o pedido. O custo & 170.

Quando os modelos sao explicitados o problema tor
na-se relativamente simples podendo ser resolvido por cddigo de
computador ja existentes tanto para programagao linear como para

programa linear inteira.
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CAPTITULO IV

O PROBLEMA DE CORTE EM DUAS DIMENSOES

Neste capitulo analisaremos o problema geral de
corte em duas dimensoes e o problema de corte de guilhotina emn

dois estagios.

Para tornar mais claro o desenvolvimento iniciare

mos com um problema de programag¢do linear de corte em uma dimensao.

4.1 - Problema em Uma Dimensao

Uma chapa de largura L sera cortada em pec¢as de
largura Ei’ para atender a demanda Ni’ (i =1, ..., m) por qual
guer numero de pegas de largura ﬁi, tal que a soma do comprimento

total seja pelo menos N, .

As demandas serdo atendidas decidindo sobre os va
rios modelos de corte da chapa de largura L, conforme ilustrado na
Figura IV-1. O j~ésimo modelo de corte & uma maneira de dividir a
largura L, em larguras menores Ei, (i=1, ..., m), aplicado a um

comprimento Xj da chapa.
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_ Modelo de corte j; Modelo de corte j,
£y
/ea
163
2 ts
L waraissskrarassmsesssacsiccrs SALIMINININENINIIIIERIERARIIERIIL

Fig. IV-1

~ Nesta formulagao a matriz A do programa linear
tem m linhas e um grande nimero de colunas, uma para cada um dos

possiveis modelos de corte. Entdo cada conjunto {a , a

2’ .7 ai’
.oy am} de inteiros satisfazendo.
Klal + Kzaz + ... + Kiai + ... + Kmam < L

@ uma coluna da matriz. Teremos entao o seguinte (PPL).

minimizar l.x

sujeito a:

onde,

vetor coluna das variaveis, uma para cada coluna da matriz A

b
il

1 = (1, ..., 1) & um vetor linha de elementos todos iguais a um.

N = (N,, N,; ..., Nm) & o vetor coluna das demandas Nj. .
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A = matriz de m linhas cujas colunas (al, Aoy sesy am) sao os pos
siveis modelos de corte.
a; = € o numero de pec¢as Ki, (1 =1, 2, ..., m) que ocorre no mode

lo.

Se acrescentarmos as restricoes xj e Ni inteiros,
teremos um Problema de Programa¢ao Inteira (P.PI). Na pratica re

-solvemos o (PPL) e arredondando os resultados poderemos obter uma

solucao satisfatdria para o (PPI).

4.2 - Problema Geral de Corte em Duas Dimensoes

Neste problema o material de estoque usado consis
te de uma barra de secgdao transversal retangular WXL, gque sera cor
tada fornecendo uma quantidade N, de uma barra de sec¢ao transver
sal retangulér menor, w; X ﬂi, (i =1, «.., m). A quantidade Ni po

de ser atendida por gqualquer numero de barras W, X ﬂi.

O corte serd executado do seguinte modo: escolhe
mos um certo numero de modelos de corte retangular, cada modelo de
finido como uma maneira de ajustar retangulos menores w; X ﬂi den
tro de um retangulo maior W x L. O j-ésimo modelo descreve como a
barra devera ser cortada em um comprimento xj para produzir barras

menores conforme sera mostrado na Figura IV-2.

O objetivo do problema sera atender as demandas,

usando o minimo de material de estoque.
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Modelo de corte j, Modelo de corte j,

Z = ez

<
\/ J / X:I
Pan . >< e
Fig. Iv-2

O problema geral de corte em duas dimensoes pPos

sui formulacao semelhante ao de uma dimensao, logo teremos o (PPL).

minimizar 1X

sujeito a:

AX 2N
X 20
onde,
A = matriz de m linhas cujas célunas (al, By7 ooy an) sao os pos

siveis modelos de corte retangular do retangulo W X L.

a; = nimero de retangulos W, X ﬂi, (i =1, 2, ..., m) que ocorre
no modelo.
X = (xl, X1 X 4 ...), @ um vetor coluna cujas componentes indi

cam os comprimentos onde a barra deverad ser cortada para pro

duzir barras menores. °*

N = (N,, Ny, ..., Nm), vetor coluna das demandas.



40

1 = (1, 1, ...) vetor linha cujas componentes sao todas iguais

Na figura IV-3, ilustramos um modelo de corte

retangular, no qual ocorrem

1 retangulo W, x £, -

2 retangulos W, x £,

1 retangulo W, x £,

3 retdngulos W, x {4

1 retangulo W x 4L
NI L —
< N
%K N N
N N
(1) N N
N (6) R
W 72 2 7. 72 2 07 77 7777077 = :
(4) N
(3) (3) N
X
(8) 8) (8) N
§& ( N

Fig. IV-3

Portanto se m = 10 para um problema com este

possivel modelo de corte, uma das colunas de A sera (1, 0, 2, 1,

Como no caso de uma dimensao, a dificuldade pa
ra resolver o problema em duas dimensOes & o grande nimero de
colunas que pode ocorrer na matriz A. Se aplicarmos métodos de

geragao de coluna para este tipo de problema, teremos o seguin
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te problema Knapsack:

maximilzar m,a, + m,a, + ... F ﬂmam

sujeito a:

(a1, @2y ooy am) correspondendo a condigao de um

modelo de corte retaﬁgular do retadngulo W X L.

T (=1, .l m) & um multiplicador de Lagrange ou "prego
sombra", correspondente a i-@sima equagdo de uma solugao basica

viavel.

Na pratica aparecem problemas particulares de
corte em duas dimensGes resultantes da utilizagdo de certas ma
quinas que cortam o material em linha reta de uma extremidade a
outra, como por exemplo o Cortador Guilhotina, usado para cor
tar papel. Em seguida analisaremos problemas de corte de guilho

tina.

4.3 - Corte de Guilhotina

E o corte executado num material ém linha reta

de um extremo a outro.

Um exemplo de corte de guilhotina sera mostra
do na Figura IV-4, onde os cortes serao numerados na ordem em

que foram fejtos.
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(1)
*gprte 1
(3) Corte 4
(2) (2)
(3)
A A
Corte 2‘ Corte 3
Fig. IV-4

O modelo da Figura IV-3, nao podera ser produzi
do por corte de guilhotina. O corte de guilhotina limita muito
os modelos de corte em duas dimensoes, apesar disso modelos bas

tante gerais podem ser obtidos, como o ilustrado na Figura IV-5.

/ ZR /
/| 1
/|
[ /L T T77 7T 77777777 772777777
/| N/
/

/ N/

N
N/
N/
~\/
Y/
77 777777 N4
1
Ny

AARNNNNNSNNS
d INSSNSDIENINNSINENTIIININNSININ. ////7/////////4//
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Um problema envolvendo cortes de guilhotina po

dera ser resolvido usando a métodos de Programagao Dindmica.

Uma formula de recorréncia usada para este fim

@ fornecida pela referéncia (4).
Porém, nos limitaremos a subclasses especiais,
menos dificeis de modelar e que correspondem aos métodos de cor

te usados em certas industrias.

4.3.1 - Cortes de Guilhotina em Dois Estagios

Uma subclasse importante de modelos envolvendo
somente cortes de guilhotina @ aquela em que os cortes sao con
siderados em dois estagios. Serd ilustrado na Figura IV-6, um
modelo produzido desta forma, onde o refangulo W x L & cortado
segundo o comprimento em tiras e cada uma destas tiras cortadas
segundo a largura. As vezes um terceiro estagio & considerado

como ilustrado na Figura IV-7.

Os retdngulos produzidos nos dois primeiros es
tagios serao cortados segundo o comprimento para atender os ta

manhos pedidos.

LLLL LI 7777077777 77 i Z LLLLLL

Fig. IV-6
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a.

T T T I I T TIT T I 77N L L/

NSNS N

/]

AN NN N NN NN NN N

.

VAT AT AN AN NSNS NTNENNIINEEEE NSNS IIIIaN,

N
I\

Fig. IV-7

O problema Knapsack que aparece neste caso e

mais complicado que aquele, no caso de dois estagios.

4.3.2 - Formulacao Usual do Problema Envolvendo Cortes de =~ Gui-

lhotina em Dois Estagios

Para resolver o problema de corte de guilhotina-

em dois estagios, basta resolvermos o problema,

maximizar Tiay + Toas + ... + ﬂmam

sujeito a:

(a1, @2, eooy am) correspondendo a um modelo de cor

te de guilhotina em dois estdgios do retdngulo W x L.

Este problema poderd ser resolvido em dois esté

gios:

i) Para toda largura LA calcular ﬂ;, o valor otimo obtido ajus
tando retangulos Wj X Kj, onde Wj < Wi de extremo a extremo
em uma tira de largura W, e comprimento L. Para cada i temos

um problema Knapsack do tipo visto em 3.1.
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ii) O valor otimo da fungao objetivo

T,a; + Toa, + .. + a
149 a8z ﬂm m

& obtido resolvendo o problema Knapsack

maximizar ™ b, + ... + 7% b
1 1 m m

sujeito a:

Wb, + ... + mem < W.

Os problemas Knapsack de (i) poderado ser resol
vidos, usando o método desenvolvido em 3.2. Ordenando os retdngu
los de-forma que w; < ws < ... < W sendo ﬁi = Fi(L), guando
calculamos Fm(L) obteremos ﬂ; para todo i. Portanto o problema
Knapsack do corte de guilhotina de dois estagios sera soluciona

do resolvendo dois problemas Knapsack do tipo tratado em 3.1.
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E possivel formular o problema de corte de guil
lhotina em dois estagios como um (PPL) e resolvé-lo pelo metodo

visto em III. ou pelo método de decomposicao de Dantzig e Wolfe.

O problema & tratado como um (PPL) em dois estd

gios. O primeiro estdgio correspondera ao corte do retdngulo
W x L em tiras com larguras iguais as larguras dos retangulos
Wi bl ﬂi’ (i =1, ..., m) pedidos. O segundo estagio corresponde

ra ao corte das tiras em comprimentos iguais aos comprimentos

dos retangulos pedidos.

Consideremos a matriz A com (2m) linhas parti
cionada verticalmente em (m + 2) matrizes Ag. Seja X um vetor co
luna particionado horizontalmente de acordo com a matriz A em,
(Rpr Xir oees Eh, u), onde u, & o vetor coluna das variaveis de
folga. Seja N um vetor coluna de 2m_linhas, particionado em um

vetor nulo de dimensdo m e um vetor N do niimero de retangulos

pedidos, ordenados em tamanhos de larguras crescentes.

As colunas de A correspondem aos modelos -que
cortam os retangulos W x L em tiras. Especificamente, na j — ési
ma coluna que corresponde ao j - eésimo modelo de corte de tiras,
os primeiros m elementos sao: (b,, b,, ..., bm) inteiros nao ne

gativos satisfazendo a desigualdade,
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e os Ultimos m elementos sao todos nulos.

Para cada conjunto de inteiros'{bl, . ooy bm} sa
tisfazendo (1), corresponderada um modelo de corte do retangulo
Wx L em bi-tiras de largura W (i =1, ..., m). AS, (s =1, «ou

m) serd o conjunto de modelos que toma as tiras de largura W e
corta-as em retdngulos. As colunas de A contém zero nas m primei
ras linhas, exceto na s—ésima lina, onde aparece o elemento - 1.
Existem ay inteiros nao-negativos nas linhas (m + i), (1 =1, ...

s) e zero, abaixo dessas linhas, com os inteiros satisfazendo a

igualdade,

L akl, £L (i =1, ..., m) (2)

ii

Para cada conjunto de inteiros satisfazendo (2),

existe uma coluna de AS correspondendo ao modelo gue corte uma
\
tira de largura w, em a; retangulos de comprimento ﬂi, (i = 1, 2,
t

eeey S).

Finalmente Am+1’ sera uma matriz 2m X m com as
primeiras m linhas nulas e as Gltimas m linhas iguais a - I (ma
triz identidade), formado pelos coeficientes das varidveis de

folga das m Gltimas equagdes. Teremos entdo o seguinte (PPL)

minimizar Y X, (3)

.

sujeito a:

onde,
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0 0 -~ - - A
X, r X,; ...y 530 O nuUmero de vezes que cada um dos varios modelos

para cortar tiras de W x L sao usados.

s ~ - - .
X, ¢+ X,; ..., S30 O nuUmero de vezes que cada um dos varios mode

los de corte de tiras de largura w sdo usados.

Definindo A}, como as m primeiras linhas de A,
A; como sendo as linhas m + i1, ..., m + s de AS, )s =1, ..., m)

podemos escrever (4) da seguinte maneira

| : l | I : I
-1 ... -1 0 I | | %,
' ! ,' ’ |

ax | 1 1! '
| -1 ... -1, | 1 0. 0

|
| 0 ' | |
I ! I | |
| | o | | -1 ... -1 X,
: ' | l
———————— —_———— l-——~=—4—— - =~
l A* ‘ '
| 1 | . ! |
! ar 1 s
_______ | | |
' ! | | ' —
D e l
! : . | ! oflw
| l | ' X
| ' | ' I "
0 0 ' 0 | I ax I-T
| | I m 0

l | ' 1
| | | | |
| | I | | u
| [ ! ' |
' | b e - J

As primeiras m equagOes estabelecem que as tiras
produzidas no primeiro estadgio sao usadas exatamente no segundo
estagio. 0 segundo conjunto de equacdes estabelece que o nimero

de retangulos pedidos w, X ﬂi deve ser atendido cortando as ti

ras.
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Podemos resolver o problema definido por (3) e
(4) pelo método visto em 3.1 ou pelo método de decomposigao de

Dantzig e Wolfe.

No método 3.1, para achar a coluna melhorada de
A , usamos Os "precos sombras" de uma solugao inicial, resolvendo
um problema Knapsack. Para achar a coluna melhorada entre todas
Ay 1 <s <m+ 1, poderemos resolver os varios problemas Knap
sack simultaneamente, usando 3.2. O tratamento dado as variaveis
de folga sera o mesmo de 3.1. No cadlculo de uma coluna melhorada
de A, teremos uma matriz inversa m x m, no caso de AS teremos u
ma matriz inversa 2m x 2m e, provavelmente‘o dobro de pivos. Uma
matriz inversa menor podera ser obtida pela decomposigao de
Dantzig e Wolfe, que particiona a matriz A em uma parte superior

A consistindo das m primeiras linhas e uma inferior Az, formada

1'

pelas m Gltimas linhas. Assim trabalharemos com uma matriz inver
sa m X m. Contudo para cada pivoteamento no problema com a matriz

A,, terd que ser resolvido um problema de corte de programagao 1li

17

near para a matriz A,.

4.5 - Outros Problemas de Corte em Duas Dimensoes

Trataremos agora de subclasses de corte de gui
lhotina em dois estigios que aparecem especialmente indlstrias do
vidro e do ago. Estas subclasses sao aquelas nas quais o segundo
estagio deve ser realizado simultaneamente em algumas das chapas
resultantes dos cortes do primeiro estagio. Por exemplo, podemos
reunir as chapas em dois grupos e cortar simultaneamente todas as
chapas de um dos grupos. Na figura IV-1 temos um modelo onde ocor

rem exatamente dois grupos,
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NN

¥—————arupno 1

L

L—————grupo 2

L

L L L L L L L L ld ke dodelnde L L L 7Tl L L L Ll

Fig. IVv-1

e na Figura IV-2 um modelo de exatamente um grupo.

L L Ll

NN

y A i o o st 2 24

N7/ L LI L

NN
L7777 7 7772 7777777222 220 2 22070 LLLLL

Em geral teremos exatamente p-grupo de chapas para um p determina
do. O problema de dois estagios discutido anteriormente, pode ser
considerado como o caso onde p e ilimitado, e serad referido como

um problema de dois estagios livre.

4.5.1 - O problema de 1 = Grupo

A classe dos problemas l-grupo, isto &, para p =

1 @ muito mais restrita que a classe de dois estagios livres.

Chamaremos de problema nao exato aquele em que
um terceiro estagio de corte & permitido e de problema exato agque

le em que nao € permitido.



51

Se o corte € ou nao exato afeta muito a dificul
dade de solucao dos problemas deste tipo. Num problema nao exato,
um retangulo W, X Ki pode ser cortado de qualquer retangulo w x £
cujas dimensoes satisfazem as condigoes w w, e oy L. Por exem
plo, no caso nao exato, a chapa da figura IV-3 forneceria 3 retég
gulos de dimensoes w; x £,, wy, x £, e wy X £45. No caso exato ela

forneceria, somente, um retangulo ws x £3.

£, £, £,
W\ ’
s Wo W3 Wi Wy £ Wy
Fig. IV-3

Os problemas Knapsack no caso nao exato sao mais
dificeis que aqueles do caso exato. Considerando Ki # Kj se i # 3,
entao usamos somente a largura em qualquer modelo. Se W # Wj’ im
plica Ki # Kj o problema permanece facil. Neste caso podem aten
der comprimentos diferentes usando a mesma largura como ilustrado

na figura IV-5.

£ £ £, £3
Wy 1 w1 = w2 = w;
Wy n
W, 21 £ L2 < L4

(A

T T I7 7777 777777 JT7 73l 7 77 (l L2011 07Y

Fig. IV-5
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Para resolver o problema Knapsack neste caso ava
lia-se o valor Vi da chapa de largura w,; por qualquer método dis
ponivel usando somente os £'s associados. O valor total do retan
gulo sera entao.

max v, [W/w.]
i i

Em geral tem que resolver mais do m problemas
Knapsack do tipo visto em 3.2 um para cada w,, porem o nimero de

varidveis no probléma nao excede m.

4.5.2 - O problema de 2-Grupos

Este problema & encontrado na indistria do vidro.
Sendo uma combinacao de dois problemas do l-grupo parece ser mais
dificil do que 4.5.1 no caso nao exato. Se para todo i e jJ W, #
# wj implica Zi ¢‘zj o0 problema & t;atével. Associa-se v; com ca
da chapa de largura w, para todo i, resolve-se o problema Knap
sack somente para dois W, diferentes, resultando o modelo da fig.

Iv-1.

4.5.3 - Corte de Guilhotina em 3 estagios

Num terceiro estégio do corte de guilhotina re
torna-se a largura cortada, para corta-la novamente. Isto foi fei
to antes no processo de corte nos problemas ndo exatos, mas nao a
fetou fundamentalmente os métodos de solugao. Com cortes em trés
estdgios em geral permitidos os métodos anteriores de solugao nao
' s3o muito aplicaveis. Probleﬁas deste tipo sao encontrados nos

cortes de folhas de papel e chapas de vidro. Na fig. IV-6 damos
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um exemplo de um modelo de corte de guilhotina em 3 estagios.

W 5
// AN
1 S2
k\ . \//////f///
W2 N ‘Q
LLL T T I2T7T T 777777 AN NN N\ \
N s,
VS FEEININEN L7
Fig. IV-6

O modelo foi obtido cortando o retdngulo W x L
nos pontos indicados pelas setas, cortando em seguida as chapas
resultantes S, , S e 5, e tomando os retangulos de S e cortando
os novamente, obtendo os retangulos pedidos. Note que num proces

so de corte deste tipo, as larguras das chapas resultantes dos

cortes do retangulo W x L podem ser dados por

sendo a; inteiros nao negativos.

Para resolver modelos de corte deste tipo & ne
cessario resolver um problema de corte de guilhotina de dois esta
gios para cada retangulo W x L, onde 0 ¢ w ¢ W, para obter o va
lor w(w) associado com cada w. Resta ainda resolver um problema

Knapsack no qual o nlimero de larguras w & bastante grande para de

terminar gque chapa seria cortada do retdngulo W x L.
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Quando o corte do terceiro estagio & limitado ou
pelo nimero de cortes, ou por modelos envolvendo somente uma lar

gura a solugao & mais facil.
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 CAPITULO V

" CONCLUSAO

5.1 - Outros Algoritmos para o Problema de Corte

J.C. HERZ (10) desenvolveu um algoritmo recursivo
que aumenta a velocidade da solugao dos problemas de cortes em

duas dimensoes.

Quando o corte & de guilhotina mostra que a solu
¢3o Otima & encontrada mais facilmente por programagao  recursiva
do que pelos métodos convencionais, possibilitando economia de me

moria no aspecto computacional.

Compara o algoritmo recursivo com dois algoritmos
iterativos desenvolvidos anteriormente por GILMORE-GOMORY (7). Dian

te as limitacodes dos algoritmos e exibe resultados numéricos.

NICOS CHRISTOFIDES e CHARLES WHITLOCK (11) apre
sentam um algoritmo de busca em arvore para problemas de corte em
duas dimensoes, no qual ha uma restrigado novnﬁmero maximo de cada
tipo de pecga produﬁido. O algoritmo limita a busca em arvore esta

belecendo e impondo condigdes para otimizar o modelo de corte.

Um procedimento de programagao dinamica para a so
lucdo dos problemas ndo restritos e um método de avaliagao de  um
no baseado num problema de transporte sao usados para estabelecer

os limites superiores durante a busca.
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O desempenho computacional do algoritmo & testado
em um grande nimero de problemas gerados aléatoriamente. Os resul
tados indicam que o algoritmo & eficiente para resolver problemas

de corte de tamanho meadio.

Relacionamos outros problemas estudados por GILMO

RE e GOMORY (4).

O problema em trés estagios € considerado como u
ma extensao do de dois estagios. Consideram também varios Itens de

estoque, ou uma das dimensoes do estoque variando continuamente.

Também uma chapa pode nao ser uniforme e apresen
tar defeitos ou variacao de espessura ou densidade. Concluem com
uma aplicacgao dos métodos a producdo de caixas corrugadas, na qual

ha problemas de planejamento de maquinas.

O método de programacao linear (4) com a técnica
de HERZ (10) aplicada ao problema Knapsack auxiliar & o mais poten

te algoritmo para o problema de corte em duas dimensoces (9).
5.2 - Conclusao

Segundo HINXMAN (9) os melhores método para  pro
blemas de corte sao os de programacao linear de GILMORE e GOMORY,
referéncias (1) e (4), adaptados a metodos melhorados para resol
ver o problema Knapsack. Contudo sao computacionalmente dispendio
sos. Alem do mais estes métodos sao destinados somente a minimiza

cao das perdas.
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Nos casos praticos outros custos devem ser consi
derados. R.S. STAINTON(9) cita 15 fatores principais que influem

vantajosamente muito dos quais nao sdo facilmente quantificaveis.

Outra limitagao & a necessidade de resolver o pro

blema Knapsack.

Os métodos disponiveis para resolver o  problema

Knapsack exigem restrigoes de ordem geométrica.

Para superar estas limitagoes poderao ser usados

métodos heuristicos. .

Alguns aspectos comuns aos métodos heuristicos sao

Os seguintes:

(1) o estabelecimento de um nivel desejado para saber se o mode

lo encontrado pode ser usado.
(ii) redugado da repeticao exaustiva.

(iii) o uso de valores heuristicos, para levar em conta fatores

tais como maquina e custos de quebra de produgao.

No atual estado da arte de modelagem de um proble
ma de corte & razoavel desenvolver um método prdprio, a menos que
os métodos de GILMORE. e GOMORY sejam aplicaveis. Tais métodos  se

limitam quase sempre a métodos heuristicos.

Contudo métodos heuristicos tem a tendéncia de ba

searem-se em problemas particulares, e problemas semelhantes reque
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’

rem metodos heuristicos diferentes.

A criagao de novos algoristmos depende do  desen
volvimento da formulagdo matematica que modelaria a compleéxidade

dos problemas e baratearia os custos computacionais.
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