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Estudaremos um problema p a r t i c u l a r  em Progra- 

mação N ~ O - L i n e a r ,  (Problema a ~ í n c u l o s  Pos i t ivos )  e sua re l ação  

com o Método das Penalidades Ex te r io res .  

Desenvolveu-se m a  t e o r i a  de Dualidade para 

Problemas a ~ i n c u l o s  P o s i t i v o s ,  buscando-se ob te r  condições 

mais f r a c a s ,  que garantam a igualdade dos va lo res  Õtimos dos 

problemas Prima1 e Dual. 

O s  r e su l t ados  dessa t e o r i a  de Dualidade se rão  

usados para g a r a n t i r  a convergência do Método das Penalidades 

Ex te r io res .  

d 

A t e o r i a  g e r a l  de Dualidade, e apresentada 

usando-se a abordagem adotada por Geoffrion 1 7 1 1  sem h ipó teses  

de convexidade. 



A s p e c i a l  c i a s s  of Non-Linear Programming 

Problems (Problems w i t h  P o s i t i v e  C o n s t r a i n t s )  and i t s  

r e l a t i o n s h i p  t o  t h e  E x t e r i o r  P e n a l t y  Funct ion Method i s  

cons idered .  

A Dua l i t y  Theory f o r  problems w i t h  p o s i t i v e  

c o n s t r a i n t s  i s  deveboped, i n  o r d e r  t o  o b t a i n  weaker s u f f c i e n t  

c o n d i t i o n s ,  f o r  t h e  e q u a l i t y  of t h e  op t imal  v a l u e s  of t h e  

Prima1 and Dual Problems. 

The converyence of t h e  E x t e r i o r  P e n a l t y  

Funct ion Method, i s  a s su red  a s  r e s u l t  of t h e  a p p l i c a t i o n  of 

such D u a l i t y  Theory. 

The General  Dua l i t y  Theory, i s  p r e s e n t e d  

fo l lowing  t h e  approach proposed by Geoffr ion f 711 , wi thou t  

convexi ty  assumptions.  
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO 

Estudaremos a teoria geral de Dualidade em 

programação Não-~inear, usando a abordagem adotada Por 

Geoffrion 1711, porém sem o uso de hipóteses adicionais (conve- 

xidade) . 
Restringiremos no entanto nosso estudo, a uma 

classe particular de problemas, em que a função vínculo é posi- 

tiva ou nula em todo o seu domínio (Problema a vínculos Positi- 

vos - P.V.P.) . 
Embora o estudo se restrinja a essa família 

particular de problemas, deve-se salientar que qualquer proble- 

ma de ~rogramação Não-~inear pode ser transformado em um Proble - 

ma a ~ínculos Positivos equivalente. 

Desenvolveremos uma teoria de Dualidade para 

P.V.P., e estudaremos a sua relação com o ~êtodo das Penalida- 

des Exteriores. 

A interrelação entre esses dois métodos será 

explicitada quando da definição de um método de penalidades ex- 

teriores, obtido 5 partir do P.V.P.. 

O método de penalidades exteriores, pode ser 

vizualiaado como um mêtodo Dual, 

Nesse caso, o peso da função penalidade é um 

multiplicador de Lagranye para o problema Dual. 



A resolução do proBlema Prima1 pelo método de 

penalidades exteriores corresponde a buscar-se uma solução para 

o problema Dual. 

Espera-se que a aplicação de um método de pe- 

nalidades exteriores, gere uma sequência de soluções convergente 

a uma solução do problema Prima1 (P), e além dissc,que a sequên - 

tia de valores Õtimos dos sub-problemas desvinculados, convirja 

para o valor Õtimo do problema Primal. 

A teoria de Dualidade desenvolvida para pro- 

blema a ~ h c u l o s  Positivos, permite obter-se condições que ga- 

rantam a igualdade dos valores Õtimos dos problemas Primal (P )  

e Dual (D), e a partir daí assegurar-se a convergência do méto- 

do das penalidades exteriores. 

A busca dessas condições envol~e~,~ basicamente 

propriedades da função perturbação. 

Mostra-se que, a menos de condições razoaveis 

de viabilidade, que a semi-continuidade inferior dessa função 

na origem 6 suficiente para garantir a igualdade dos valores 6- 

timos dos problemas Primal (Pj e Dual CD) , mesmo na ausência 

de estabilidade, e mesmo que o problema Dual não tenha solução. 

A definição dos problemas Primal (P) e Dual 

(D), e a interpretação desses problemas em termos de condições 

de Ponto de Sela serão vistas no capítulo 11. 

R partir dessa interpretação, apresentaremos 

um tesrema que garante a equivalência entre condições de Ponto 

de Sela, adotadas por Lasdon 1681,  e condições de Otimalidade 

adotadas por Gesffrion 1711, com as quais iremos trabalhar. 



Neste capítulo, reapresentaremos ainda a teo- 

ria geral de Dualidade, sem hipóteses adicionais. 

O capítulo I11 aborda o Problema a ~inculos 

Positivos. 

Estudaremos estabilidade, as propriedades da 

função perturbação associada a esse tipo de problema, e veremos 

que a igualdade dos valores Ótimos pode ser obtida 5 partir de 

hipóteses menos restritivas. 

Finalmente estudaremos o ~étodo das Penalida- 

des Exteriores e a sua relação com o Problema a ~inculos Positi - 

vos. 

No Ultimo capitulo são expostas algumas con- 

clusões, e no apêndice apresentam-se alguns resultados de Pro- 

gramação ~atemática úteis ao longo desse trabalho. 



Para cada inteiro - n denotamos por Rn o espaço 

euclidiano - n dimensional, cujos elementos são n-uplas ordenadas 

de números reais, que nós consideramos como vetores colunas. 

Se x R ~ ,  então para i=1,2,. . . . ,n, x denota a i-ésima componen i - 

Se x, ~ E R ~  denotamos o produto escalar por: 

A norma de um vetor x E Rn é denotada por: 

Se x, y E Rn, então usaremos a notação x< y para indicar que, 

para i=1,2, . . . . ,n x. < y 
1 i' 

~nálogamente, x_L y (x zy) significa que, para i=1,2,. . . . ,n 

O conjunto dos naturais e reais são denotados respectivamente 

por R e N. 

Acrescentaremos ainda, algumas observações sobre as referências. 

Os capítulos são numerados em algarismos romanos; as expressões 

e os parágrafos em algarismos arábicos. 

Com algarismo arábico entre parênteses indicamos uma referência 

a uma expressão ou parágrafo no mesmo capítulo. 

Para referenciar expressões em outro capitulo, colocamos a nume - 

ração do capítulo, seguida da numeração da expressão 

(Ex - (11-20) ) . 



A s  r e fe rênc ias  ao apêndice são f e i t a s  a t ravés  da l e t r a  A,  segui - 

da do número da expressão. Exemplo - (ver A-2) 

A b ib l i og ra f i a  é apresentada no fim do t rabalho,  em ordem a l f a -  

bé t i ca  por nome do au tor .  A referência  b ib l i og rá f i ca  é apresen - 

tada en t r e  bar ras  e indica  a data  de publicação do t rabalho.  

Exemplo : Geof f r i o n  1 7 1  1 . 



C A P I T U L O  I1 

TEORIA GERAL DE DVP;LIDADE 

O ob j e t i v o  bás ico  des te  c a p i t u l o  é apresen - 

t a r  os  resul tados  de Dualidade obt idos por  Geoffrion 1 ' 1  , sem 

hipóteses  ad ic iona i s .  

Veremos in ic i a lmen te  na seção 2 ,  a  d e f i n i ç ã o  

dos problemas Prima1 ( P )  e Dual (D) ,  e a i n t e r p r e t a ç ã o  desses  pro - 

blemas em termos de condições do Ponto de S e l a  e da função Lan - 

grangeana de ( P )  . 
Na seção 3 ,  apresentaremos um conjunto de 

def in ições  b á s i c a s ,  necessár ias  para  desenvolver os r e su l t ados  

dos demais c a p í t u l o s  . ~ l é m  d i s s o ,  estudaremos a equiva lência  en - 

t r e  condições de Ponto de Se la  e condições de Otimalidade, equi  - 

valência  e s t a  que s e r á  va l iosa  na obtenção dos resul tados  acima 

menci onados . 
s e r ã o  v i s t o s  ainda os  concei tos  de e s t a b i l i  - 

dade e função perturbação que s e r ã o  usados exaustivamente no de - 

c o r r e r  des te  t raba lho .  

Finalmente, na seção 4 ,  apresentaremos OS 

p r i n c i p a i s  r e su l t ados  de Dualidade, resumidos nos t rês  teoremas 

bás icos ,  Otimalidade , Dualidade Fraca e Dualidade Forte .  

A prova dos teoremas de Otimalidade e Duali - 

dade F o r t e ,  bem como a apresentação de  alguns lemas ~ e l e v a n t e s  

e s t ã o  na seção 5 .  



çeçã-0 - 2 - DEFINIÇÃO DE (P )  E ( D )  

DEFINIÇÃO DE PONTO DE SELA E LAGRANGEANA-IN?IERPE@TA@ 

Nesta seção s e r ã o  apresentadas as de f in ições  

de (P )  e ( D )  ; a de f in ição  do ponto de s e l a  e sua re l ação  com a s  

soluções &timas de ( P )  e ( D ) .  A in t e rp re tação  de ( P )  e ( D )  s e r á  

v i s t a  à p a r t i r  d e s t a  def in ição .  

1 - ~ e f i n i ç ã o :  def ine-se o problema primal da seguin te  maneira : 

(P )  Enconkrar s e  e x i s t i r ,  um ve to r  5 E t . q .  

onde 
- 
x = Cx E X I g ( x )  L - O), 

g I i = 1 , 2 , . . . , m s ;o funções de va lo r  r e a l  

n def in idas  em X 5 R . 

Frequentemente (P )  é enunciado simplesmente : 

Existem muitas maneiras de d e f i n i r  o dual  de 

um determinado primal .  Como nosso t r aba lho  t e r á  por  base os r e  - 

su l t ados  obt idos por  Geof £ r i  on 1 ( para  prob lemas convexos, - u 

saremos a de f in ição  adotada por  e s t e ,  
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2 - ~ e f i n i ç ã o :  O problema dua l  de ( P )  com re l ação  as  restr içcões 

onde 

Max { in f  f  ( x )  
u > O , U E ~  - X E X  

i n f  f  (x )  + <u ,g 
xex 

) > = w(u) é a função ob j e t i  

vo de ( D )  

m 
O v e t o r  u E R é chamado v e t o r  de v a r i á v e i s  dua is .  Vale o b s e r  

v a r  aqui  que o maximando de (D) é uma função côncava e m  u .  

3 - ~rcposiqão: w função obrje ti vo de ( D  ) é c Ônc ava . 
1 2 

Prova: Sejam u -  e u E R ~ ,  u1 - - > 0 ,  u2 2 - 0 e h E Q0, l J .  

Podemos e sc reve r  que : 

Mult ipl icando 4 por  X ,  5 por  ( 1 - h )  e somando 

t e m - s e  : 

2 + ( i - h )  w(u ) J x E x 

Tomando agora o ínf imo e m  x E X do l ado  esquerdo da desigualda-  

de vem: 



OU s e j a :  

provando 3 1 1 .  

Veremos a  s e g u i r  a  de f in i ção  de ponto  de s e  - 

l a  e um teorema de ot imal idade.  

n  6 - ~ e f i n i ç ã o :  Sejam Ü 2 - O ,  u  E Rm e  L = R x Rm -r R a  função 
- - 

4 

Lagrangeana d e  ( P )  L (x ,u )  = f ( x )  + . < u , g ( x ) >  . O p o n t o  ( x , u )  e 

ponto de s e l a  de L ( 4 , ) s e  : 

Na r e a l i d a d e  todo o problema d a  d u a l i  dade 
- - 

c o n s i s t e  e m  e n c o n t r a r  um p a r  ( x , u )  que s a t i s f a ç a  ao mesmo tempo 
- 

( 7 )  e ( 8 ) .  Ou s e j a ,  encon t ra r  ( x , u )  @a1 que: 

- - 
Se ( x , u )  s a t i s f a z  ( 9 )  pode-se e sc reve r  que: 

- - 
Max L(X,u) = L ( x , u )  = Min L ( x , Ü )  

XEX 
- - 

O r e s u l t a d o  ( 1 0 )  é uma consequência imedia ta  de (x ,u )  s a t i s f a  - 

z e r  ( 9 )  . 
Analisando ( 1 0  ) conclue-se que ( 9 )  pode ser 

e s c r i t a  de uma maneira mais compacta, ou a inda ,  e m  vez de t e n  - 

t a r - s e  r e s o l v e r  ( 7 )  e ( 8 )  separadamente ( o  que equ iva le  a  r e s o l  - 

ver  ( 9 )  ) . Pode-se pensa r  em r e s o l v e r  um dos segu in te s  problemas : 



Min Sup L(x ,u )  
XEX u>O 

Max I n f  L ( x , u )  
ULO - xeX 

O problema (11) equiva le  a  r e s o l v e r  ( 9 )  da 

esquerda pa ra  a  d i r e i t a ,  ou s e j a ,  encontra-se  o  Sup L(x ,u)  no 

m conjunto das u ' s  2 - O ,  u  E R e m  seguida minimiza-se e m  x  E X. 

Em ( 1 2 )  o  procedimento é exatamente o  inve r -  

s o ,  acha-se o  ínf imo e m  x  E X e e m  seguida  maximizamos e m  u  2 - O ,  

u  E R ~ .  E ev iden te  que r e s o l v e r  ( 1 2 )  equiva le  a  r e s o l v e r  o  p r g  

blema dua l ,  ou s e j a  : 

( D )  Max i n f  {-.f ( x )  + < u , g ( x )  ? I  
u>O - X E X  

Analisemos agora o  problema (11) 

Min Sup L ( x , u )  
X E X  u10 - 

Façamos h ( x )  = Sup - ( f ( x )  + <u,g:,(x) >} 
u10 - 

Sup {f  (x )  + < u , g ( x )  > ]  6 obt ido  fazendo-se u  = 0 .  
u10 - 

Para  x  não v i á v e l  ( g ( x )  A O ) ,  h ( x )  = + a. ES - 

t e  r e su l t ado  é ev iden te  p o i s  b a s t a  f aze r :  

onde K > O pode ser +ornado t ã o  grande quanto  se q u e i r a .  Com i s  - 

t o  dx não v i á v e l  h ( x )  = + a. Logo pode-se d i z e r  que: 



ou s e j a ,  r e so lve r  (11) equivale  a r e s o l v e r  (P) . 
Obteve-se assim a p a r t i r  das condições de 

ponto de s e l a  os problemas (11) e ( 1 2 )  que s ã o  equiva lentes  r e s  - 

pectivamente a ( P )  e ( D )  . 
Veremos a s e g u i r  que a in te r - re l ação  e n t r e  o 

problema ( 9 )  e os problemas (11) e ( 1 2 )  é t a l  que s e  pode garan - 
- - - 

t i r  que um p a r  (x ,u )  é solução de ( 9 ) ,  s e  e somente s e ,  x r e s o l  - 
- 

ve (P), u resolve  ( D )  e f (x )  t= w(Ü). Es te  r e s u l t a d o  c a r a c t e r i z a  

bem a i n t e r p r e t a ç ã o  de ( P )  e ( D )  em termos de condições de pon 

t o  de s e l a .  

- - 
1 4  - Teorema: O p a r  (x ,u )  é ponto de s e l a  de L s e  e somente s e ,  
- - 
x resolve  ( p ) ,  uc.resolve ( D )  e  £(x) = ~(6). 

Prova: (=Y) Seja (2,Ü) sa t i s fazendo  ( 7 )  e ( 8 ) .  De ( 8 )  temos que: 

u E R ~ ,  ou ainda 

Fazendo 

- 
u = u . ,  + 1 s e g u e q u e :  

j  7 

Variando j de 1 a t é  m obtém-se 



g(x) 5 O ,  ou  s e j a  Z é v i á v e l .  

Como Ü 2 O e g(x) 5 O segue que: - - 

- 
< u ,  g ( X ) >  5 o .  

Fazendo em (15)  u = O r e s u l t a :  

De posse de (17)  e (18) conclue-se enbão que:  

D e  ( 7 )  temos 

f (x )  + <uI g ( x )  > 2 f (x )  + <Ül g ( x ) >  J x E X 

Em v i s t a  de ( 1 9 )  segue que: 

- 
Para x E X t a l  que g ( x )  5 O temos <u ,  g ( x )  > 5 O .  Logo 

provando que Z r e so lve  ( P ) .  

Mos traremos agora que Ü r e s o l v e  ( D )  . Sabe-se 
- - 

que w (Ü) = L(x ,u )  p o i s  

Mas 

- - 
w(Ü) = i n f  L(x,Ü) = L ( x , u ) .  (de  ( 7 ) ) .  

X E X  



Logo w(u) - < w(Ü)  4 u 1 - 0 ,  provando que Ü r e so lve  ( D ) .  

De ( 2 1 )  segue que: 

w ( Ü )  = f (X)  + xü, g ( X ) >  

E m  v i s t a  de ( 1 9 )  vem: 

w (Ü) = f (2) encerrando a pr imeira  p a r t e  da 

prova . 
- 

(<=) Suponha que 5 resolve  ( P ) ,  u resolve  ( D )  e f ( x )  = w(Ü). 

Sabe-se que: 

Como <u, g (x) > O ( J  u 1 - 0 )  (x é v iáve l  por  h ipó tese )  , pode-se 

e sc rever  que : 

Fazendo em (23) u = Ü r e s u l t a :  

- 
provando ( 7 ) .  Ainda em (23) fazendo x = x tem-se 

provando ( 8  ) 1 ( . 
Obtivemos as  s i m  com e s t e s  r e s  ul tados , uma i n  - 

t e rp re tação  c l a r a  de (P) e (D) em termos de condições de ponto 
- - 

de s e l a ,  e um teorema que garante  a ot imalidade do p a r  (x ,u )  p a  



- 
r a  os  problemas ( P )  e  ( D ) ,  quando (x ,u)  é um ponto de s e l a  da 

~ u n ~ ã o  Lagrangeana de ( P )  (L(x ,u )  = f ( x )  +<u, 'g(xb) .  

Na seção segu in te ,  se rão  v i s t a s  algumas de - 

f  iniçÕes e  resul tados  pre l iminares  que s e r v i r ã o  de  base 

pa ra  desenvolver a  t e o r i a d e d u a l i d a d e n a s e ç ã o 4 .  

se rão  in t roduzidos  os concei tos  de Condi - 

çÕes de Otimalidade e  Es tabi l idade  . 
O pr imeiro  s e r á  usado em s u b s t i t u i ç ã o  as  

condições de ponto de  s e l a  por  f a c i l i d a d e  de formalização e  i n  - 

t e rp re tação .  O segundo ( e s t a b i l i d a d e )  é fundamental p a r a  os  

p r i n c i p a i s  resul tados  de d u a l i  dade. A h ipó tese  de convexidade 

não s e r á  usada em nenhum momento. 

seção 3 - DEFINIÇÕES ( RESULTADOS PRELIMINARES ) 

Antes de in ic iarmos  a  d iscussão  dos r e s u l t a  - 

dos prel iminares  , s e r ã o  apresentadas algumas def in ições  b á s i  - 

tas , necessár ias  p a r a  uma melhor compreensão dos mesmos. 

2 5  - ~ e f i n i ~ ã o :  O - va lo r  &imo de (P)  é o ínfimo de 

{ f ( x )  I X E X ,  g ( x )  5 01.  

O va lo r  ótimo de ( D )  é o 

Sup {w(u) / u > O ,  - U E  ~ ~ 1 .  

O s  problemas (P)  e  ( D )  sempre possuem valo  - 

r e s  Ótimos po i s  convencionamos que sup ( i n f )  de um conjunto va - 

z i o  é -m (+ a). 



26 - ~ e f i n i ~ ã o :  O ve to r  u  6 essencialmente inviáke11 em ( D )  s e  

w ( u )  = - m. Se todo u  2 - 0 G essencialmente i n v i á v e l  em ( D )  , 
- 

então  ( D )  é d i t o  ser essencialmente i n v i á v e l .  S e  ( D )  não e  

essencialmente i n v i á v e l  , então (D) é essencialmente v i á v e l .  

- - 
27 - ~ e f i n i ç ã o :  O p a r  (x ,u)  s a t i s f a z  a s  condições de Otimalida 

de  (C .O. )  pa ra  ( P )  s e :  
7 

i) minimiza f  + <Ü, g> em X 

- 
ii) <u, g ( x ) >  = O 

iii) Ü L O 

i v )  g ( 3  2 0 

1s t o  pos to ,  passemos a  alguns resul tados  prel ini inares  . 
A equiva lência  d i r e t a  e n t r e  Ponto de Sela  e  

condições de Otimalidade, é garan t ida  p e l a  proposição seguin te  : 

- - 
28 - ~ r o p o s i ç ã o :  O p a r  ( x , u )  é ponto de s e l a  da função Lagrag 

geana L de ( P )  , s e  e somente s e ,  (2,Ü) s a t i s f a z  a s  condições de 

Otimalidade pa ra  ( P )  . 
- - 

Prova: ( = > I  S e j a  (x ,u )  um ponto de s e l a  de L. De ( 7 )  vem: 

f (X)  + <Ü, g ( X ) > ~  f ( x )  + <üI g ( x ) >  J x E x 

- 
ou s e j a ,  x  minimiza f + <EIg> em X (condição i ) .  A condição 

iii) é vá l ida  p o i s  Ü 2 - O po r  h ipó tese .  A obtenção das condições 

ii) e  i v )  é i d ê n t i c a  a s  das expressões ( 1 6 )  e  ( 1 9 )  no Teorema 

(13). 



- - 
(<=) Seja  (x ,u)  sa t i s fazendo as C.O. para  (P) . A expressão ( 7 )  

r e s u l t a  d i r e t o  da condição i) , ou s e j a :  

Como Z é viáve l  (g(x)  ( O ) ,  para  todo u L O ,  u  E: - - vem 

<u I g ( x ) >  I - O .  

Pode-se escrever  então  que: 

provando ( 8 )  1 I . 
De agora em d i an t e ,  condições de Otimalidade 

se rão  usadas em subs t i t u i ção  a  condições de Ponto de Sela.  A r a  - 

zão para i s t o  é que Condições de Otimalidade são fo~mal izadas  

de uma maneira mais f á c i l  de serem usadas e  i n t e rp re t adas .  Esta  

formalização permite desenvolver uma t e o r i a  sobre Dualidade de 

uma maneira bas tante  simples e  ob je t iva .  

Um resul tado imediato da proposição (28) é o 

seguinte:  

- - 
31 - coro lá r io :  O pa r  (x ,u)  s a t i s f a z  as  condições de Otimalida- 

de para  (P )  , s e  e  somente se ,  x é a solução de ( P )  , Ü é solução 

de (D) e f ( x )  = w(Ü). 

Prova: A prova 6 imediata em v i s t a  do Teorema ( 1 4 ) e  da equivalên - 

tia dada p e l a  ~ r o p o s i ç ã o  ( 2 8 ) .  



32 - ~ e f i n i ç ã o :  O v e t o r  Ü E Rm é um ve to r  mul t ip l icador  &imo 
- - 

(v.  rn.o.1 p a r a  ( P ) ,  s e  o p a r  ( x , u )  s a t i s f a z  as  condições de 

Otimalidade p a r a  algum r X. 

Da de f in ição  de v.m.0. e  da proposição (28) 

vê-se que a  e x i s t ê n c i a  de um v e t o r  mul t ip l icador  ótimo, presu  - 

põe a  e x i s t ê n c i a  de uma solução Õtima para  ( P )  . ~ l é m  do mais , 
- 

s e  u  é um v.m.0. pa ra  ( P )  , e l e  s a t i s f a z  junto com toda so lução  

Ótima de ( P )  , a s  condições de Otimalidade como veremos e m  

(11-52) . 
N ~ O  s e  pode af i rmar  e n t r e t a n t o ,  que a  ex i s  - 

t ê n c i a  de uma solução ótima para  ( P )  implica na e x i s t ê n c i a  de 

um vetor  mul t ip l icador  Õtimo. Mesm no caso convexo, e s t e  r e  - 

s u l t a d s  exige condições ad ic iona i s .  Algumas dessas condições enl - 

voAvem a  função perturbação de ( P )  que passaremos a  e s tudar .  

33  - ~ e f i n i ç ã o :  A função perturbação de  ( P )  , é a função 

v: Rm + R dada por :  

y E Rm é chamado ve tor  per turbação.  

O conjunto das per turbações v i á v e i s  de (P )  

Y = { y  E I g ( x )  5 - y para  algum x E x}. 

S e j a  y E Y e  consideremos o  problema 

(P ) Min f ( x )  s . a .  g ( x )  2 y 
X E X  



O problema (P  é o problema ( P )  per turbado 
Y 

por  y .  A única d i fe rença  e n t r e  e l e s ,  e s t á  no conjunto de pon - 

t o s  v i á v e i s  que no caso  de ( P  ) é 
Y 

Se f é l imi tada  infer iormente  ( P  ) é l i m i t a  
Y - 

do p a r a  qualquer per turbação y E Y .  

Em v i s t a  da Definição (33 )  o va lor  de v em y 

é o v a l o r  do problema ( P  ) . A menos do caso  t r i v i a l  ( X  = ($1) , 
Y 

Y é não vazio,  e  como f é l i m i t a d a  infer iormente ,  o  ínfimo e x i s  - 

t e .  Observe-se também que s e  y = O 

ou s e j a  v ( o )  é exatamente o va lo r  ótimo do pr imal .  

34 - Definição: Se ja  Z c R". A função h :  Z -+ R é c r e s c e - n t e  s e  

h é decrescente  s e  -h é crescente .  --. -. - - 

1 35 - ~ e m a :  s e  y l ,  y2  E Y e  y 
- y então 

Prova: Temos 
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2 S e j a  E X (y ) , en tão  pode-se e s c r e v e r  que: 

p r ime i ra  p a r t e  do lema. Sabe-se a inda que: 

2 1 Como X(y ) c X(y ) ,  a desigualdade v a l e  e m  p a r t i c u l a r  

2 Tomando o ínf imo de f ( - )  em X(y ) vem 

ou s e j a  

a 

para  

encerrando a prova I I .  
No s e n t i d o  do  Lema 35 dizemos que a funçao 

per turbação  é decrescente .  

E m  g e r a l  a função per turbação  v não é d i f e  - 

r enc iãve l  e m  todos os pontos do seu  domínio. Um conce i to  i m  - 

por t an te  que amplia a i d é i a  de d i f e r e n c i a b i l i d a d e  será v i s t o  

a s e g u i r .  

m 
36 - ~ e f i n i ç ã o :  Se ja  U c R um conjunto qua lquer  e t: U -t R 

m uma função qualquer .  Um v e t o r  y E R é um subgrad ien te  de  t 

e m ;  E U se: 

t ( u )  - > t ( ü )  + <y, (u-ü) ,  ( J  u E U )  



Exemplo: - 

A e x i s t ê n c i a  de um subgradiente  garante  que 

o g r á f i c o  da função e s t á  todo acima da  forma l i n e a r  de f in ida  

por  e s t e  subgradiente .  

37 - ~ e f i n i ç ã o :  S e j a  U E um conjunto qualquer  e  t :  U -+ R 

uma função qualquer .  

O conjunto de subgradientes  - de t em Ü E U é 

Dizemos que t: U -t R é - subd i fe renc iáve l  e m  
- 4 

u E U s e  6 t (ü )  é não vazio.  Evidentemente nem toda função e  

subdi  f e renc iáve l  .  unções e s t E i  tamente côncavas p o r  exemplo , 

não admitem subgradientes  em nenhum ponto do i n t e r i o r  do seu 

d o d n i o .  Em p a r t i n u l a r ,  subgradientes  da função per turbação na 

origem s ã o  importantes nesse t r aba lho ,  p o i s  como veremos mais 



ad ian te ,  e s t e s  subgradientes  são s imé t r i cos  dos ve tores  mult i -  

p l icadores  Ótimos p a r a  ( P ) ,  s e  ( P )  tem solução.  A s s i m ,  s e  ( P )  

tem solução Ótima, condições que garantem que v é subdiferencká - 

v e l  na origem, implicam diretamente na e x i s t ê n c i a  de um v.m.0. 

para  ( P ) .  

Em v i s t a  da importância acima mencionada, , 

se rão  v i s  t a s  agora algumas propriedades dos subgradientes  de v. 

38 - ~ r o ~ o s i ~ ã o :  Subgradientes da função perturbação s ã o  nega - 

t i v o s .  

Prova: S e j a  y E um subgradiente  de v em y E Y .  ~ n t ã o  

y = y + e J  r e s u l t a  

Como v é decrescente  segue que : 

fazendo j  v a r i a r  de 1 a t é  m obtemos 

< o Y = provando (38) ( I .  

O r e s u l t a d o  segu in te  apresenta  a r e l a ç ã o  e n  - 

t r e  a e x i s t ê n c i a  de subgradientes  de v e a v iab i l idade  do prg  

blema dual .  

39 - ~ r o p o s i ç ã o :  Se v admite um subgradiente  em algum y E Y , 

então  (D) é essencialmente v iável .  
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Prova: Se ja  y E um subgradiente  de v em algum y E Y ,  então 

£a zen do 

Mas 

ou ainda 

Tomando o ínf imo em X do l ado  esquerdo da 

des i  gdaldade vem: 

ou s e j a  w ( - y )  - > v(?) - <y,y> provando ( 3 9 )  1 1 .  
Es ta  proposição s e r á  usada largamente no c a  - 

p i t u l o  s e g u i n t e ,  como h ipó tese  p a r a  obtenção de uma s é r i e  de 

r e su l t ados  importantes.  Ela  é vá l ida  no s e n t i d o  c o n t r á r i o  sem 

convexidade , e s t e  r e su l t ado  porém, não s e r á  aqui demonstrado . 
Daremos agora duas def in ições  do que s e r á  

chamado de e s t a b i l i d a d e  do problema primal .  A pr imeira  de las  

( e s t a b i l i d a d e  g loba l  ou simplesmente e s t a b i l i d a d e )  é mais r e s  - 

t r i t i v a  e  garante  uma s é r i e  de resul tados  importantes.  A segun - 

da,  que 6 a de f in ição  de e s t a b i l i d a d e  adotada por Ceoffrion 1 7 1  1 é 

menos r e s t r i t i v a  e  p r e c i s a  da h ipó tese  de convexidade p a r a  gg 

r a n t i  r resu l t ados  mais f o r t e s  . 



40 - - ~ e f i n i ç ã o :  Suponha v ( 0 )  f i n i t o .  O problema ( P )  é e s t á v e l  

s e  a  função perturbação v ,  a  e l e  associada ,  admite um subgra- 

d iente  e m  y  = 0 . 

4 1  - -- ~ e f i n i ç ã o :  O problema ( P )  é e s t á v e l  segundo Geoffrion s e  

v ( 0 )  é f i n i t o , ,  e  e x i s t e  um e s c a l a r  M > O t a l  que: 

O r e su l t ado  abaixo re l ac iona  as duas d e f i -  

n ições .  

42 - Teorema: Se (P )  é e s t á v e l ,  en tão  (P) é e s t á v e l  segundo 

Geoffrion. 

Prova: Se ja  y E um subgradiente  de v em y = O .  ~ n t ã o ,  

Em p a r t i c u l a r  (43) é v á l i d a  p a r a  y # O .  Lo - 

go poderse escrever  que : 

Como p e l a  desigualdade de Cauchy-Schwartz 

<-yry> L - II y l l  I l  Y l l  en tão  

----- - V ( Y )  < 1 1  y 1 1  y # o concluindo a  

I I  Y II 

prova I  I .  

A s s i m ,  s e  v  admite um subgradiente  na o r i -  

gem, v e r i f i c a - s e  pe lo  teorema ( 4 2 ) ,  que e s t a  não pode decrescer  



inf in i tamente  rápido  em nenhuma d i r e ç ã o  de p=turba@o, ou seja, 

e x i s t e  um e s c a l r  M > O t a l  que a expressão da  Def. ( 4 1 )  é verda - 

d e i r a  qualquer  que s e j a  a per turbação considerada.  

A implicação d e s t e  teorema no s e n t i d o  con - 

t r á r i o ,  não é verdadeira em g e r a l ,  como podemos ve r  no seguin - 

t e  exemplo g rá f i co :  

Neste exemplo (P)  é e s t á v e l  segundo Gzoffrim, 

porém a função perturbação a e l e  associada não admite subgradi  - 

e n t e  em y = 0 .  

~ l é m  dessas  duas def in ições  de es t ab i l idade ,  

e x i s t e  o concei to  de "localmente e s t á v e l "  . 

4 5  - ~ e f i n i * :  ( P )  é . localmente e s t á v e l  s e  v ( 0 )  é f i n i t o  e 

3 6  > O e M > O ( 6 , M  E R)  t a i s  que: 

Na f i g u r a  segu in te  s ã o  apresentadas a s  r e l a  - 

çÕes e x i s t e n t e s  e n t r e  os três concei tos  de e s t a b i l i d a d e ,  e as  

h ipóteses  necessá r i a s  p a r a  que sejam vá l idas  as implicações - a 



presentadas . 

A implicação de (A)  -t ( B )  é j u s t i f i c a d a  p e l o  

teorema ( 4 2 ) .  De ( B )  -t ( C )  é uma decorrência  imediata das d e f i n i  - 

çÕes. A implicação de ( C )  -t (B)  e  de ( B )  -t (A)  com a h ipó tese  de 

6anvexiidade de v, é jcstificada pelos lemas 1, 2 .e 3 do ~ p ê n d i c e  A. 

Como vemos, o  concei to  de e s t a b i l i d a d e  g l g  

b a l  ou simplesmente e s t a b i l i d a d e  é o mais r e s t r i t i v o .  E l e  &mplg 

ca diretamente em e s t a b i l i d a d e  segundo Geoffrion e  e s t a b i l i d a d e  

l o c a l .  Basta a  convexidade de v para  que a s  implicações segam 

vál idas  no s e n t i d o  con t rá r io .  

Mais ad ian te  veremos como e s t a b i l i d a d e  é um 

conce i to  r e l evan te  para  os p r i n c i p a i s  r e su l t ados  de dual idade.  

Voltamos a d i s c u t i r  e s se  quadro no c a p í t u l o  

Na próxima seção  s e r ã o  d i scu t idos  os p r i n c i -  

p a i s  resul tados  de  dualidade . 



DUALIDADE - 

Antes de passarmos a  d i s c u ~ k ã o  dos d o i s  t eo  - 

remas bás icos  de dualidade , apresentaremos um teorema de  otima - 

l i dade  que fornece a  base necessá r i a  para  c a r a c k e r i z a r  e i n t e r  - 

p r e t a r  os  ve tores  mul t ip l icadores  Ótimos . Dos teoremas apresen - 

tados n e s t a  seção ,  veremos somente a  prova do teorema de Duali - 

dade Fraca.  A s  provas dos demais teoremas s e r ã o  v i s t a s  na p r 4  

xima seção.  

59: - --- Teorema (otima#idade) : Suponha que (P )  tem uma solução  

Ótima. ~ n t ã o ,  e x i s t e  um ve to r  mul t ip l icador  Ótimo, s e  e  somen- 

t e  s e  ( P )  é e s t á v e l ;  e  u  é um ve to r  mul t ip l icador  Ótimo p a r a  

(P) s e  e  somente s e  -u é subgradiente  de v e m  y = 0 .  

O p r imei ro  r e su l t ado  des te  teorema, apresen - 

t a  e s t a b i l i d a d e  como uma condição necessá r i a  e  s u f i c i e n t e  pa ra  

m a  e x i s t ê n c i a  de um ve to r  u  E R t a l  que o p a r  (x ,u )  s a t i s f a z  

a s  condições de Otimalidade p a r a  ( P )  com algum x E X. Qual  - 

quer  condição de q u a l i f i c a ç ã o  de vínculos impl ica  uma e s  t a b i l i  - 

dade e  consequentemente na e x i s t ê n c i a  de um v.m. o. como obser- 

vou Geoffrion 1 7 '  1 .  
A condição de qual id icação  de S l a t e r  por  - e 

xemplo, supõe a  e x i s t ê n c i a  de algum 2 E X t a l  que g(x) < O .  E s  - 

t e  r e su l t ado  é s u f i c i e n t e  pa ra  g a r a n t i r  que ( P )  é e s t á v e l  no 

caso convexo. 

Se ( P )  não f o i  convexo, condições de  q u a l i -  

f icação  de v h c u l o s  s ã o  d i f i c e i s  de serem encontradas e  em a 1  - 

guns casos impossível.  porém, s e  f  f o r  suf icientemente bem com - 

portada,  o  problema poderá s e r  e s t á v e l  independentemente do 



compoxtamento dos vínculos (por  exemplo, 5 aons t a n t e )  . 
Caso ( P )  tenha solução,  condições que garan - 

tam e s t a b i l i d a d e  s ã o  re l evan tes  p o i s  implicam pelo  teorema (501 

na e x i s t ê n c i a  de um ve to r  mul t ip l i cador  ótimo para  ( P )  , e con 

sequentemente em condições de Otimali dade. 

A segunda p a r t e  do teorema, nos permite  i n  - 

t e r p r e t a r  e  c a r a c t e r i z a r  um ve to r  mul t ip l icador  ótimo. 

Suponhamos que Ü é um v.m.0. p a r a  (P) , e 

que o problema f o i  per turbado com uma ~ e r t u r b a ~ ã o  8y onde 6>0 

e  y E ( 0  E R) . ~ n t ã o  o problema perturbado p o r  6y s e r á :  

fin: f  (x)  s u j e i t o  a  g  ( x )  BY 
XEX 

Como Ü é um v.m.0. pa ra  ( P ) ,  pe lo  teorema 

(501, temos que: 

V ( B Y )  2 V ( O )  - e<Ü,y>, J e 1 - 0 ,  

- 4 

ou s e j a ,  -u é subgradiente  de v em y = O .  porém como v(0y)  e 

o va lor  Ótimo do problema perturbado conclue-se que 

fornece um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  e s t e  va lor .  ~ l é m  do mais, t o  - 
+ 

mando o l i m i t e  quando 0 -t O , obtém-se a  der ivada d i r e c i o n a l  de 

v na d i reção  y , ou s e j a  : 

Se y é um v e t o r  u n i t á r i o  onde todas as com - 

ponentes são  nu las ,  exceto a  componente j  temos que: 



d+v(ey) - 
1 - - u j ,  ou s e j a  

de 

- 
-u j  é o l i m i t a n t e  i n f e r i o r  da taxa marginal de variação do va - 

l o r  ótimo de ( P ) ,  quando há um acréscimo na j-ésima r e s t r i ç ã o .  

A s s i m ,  o conjunto de subgradientes da função perturbação na 

origem, pode s e r  ca rac te r i zado  em termos do conjunto de w.m.0.  

para (P )  . Passemos agora a discussão dos teoremas de dualidade. 

51 - -- Teorema: Dualidade -- Fraca. Se j a  & viável  em (P) e Ü viável  

em (D). ~ n t g o  o valor  da função obj&tivb de ( D )  calculada em 
- 
u é menor ou i g u a l  ao  valor  da função ob j e t ivo  de (P) calcula-  

A demonstração do teorema é imediata.  senão 

vejamos: Se ja  v iável  em ( P )  e Ü viável  em ( D )  . Sabe-se que : 

r e s u l t a  : 

completando a prova. 

Um resul tado imediato de s t e  teorema é que 

qualquer solução v iável  de ( D )  , forneçe um l im i t an t e  i n f e r i o r  

para o valor  Ótimo de ( P ) ,  e qualquer solução v iável  de ( P )  , 
fornece um l im i t an t e  super ior  para  o valor  Ótimo de ( D ) .  No ca - 

s o  de algoritmos impiementaGeis p.ara a resolução de ( P )  ou ( D )  , 
e s t e  resul tado é bastante  Ú t i l  pois  pode funcionar como um c r i  - 



t é r i o  de  parada para  o a l g o r ~ t m o :  s e  em alguma i t e r a ç ã o  o s  va- 

l o r e s  das funções o b j e t i v o  de (P) e ( D )  forem i g u a i s ,  então. a s  

soluções s e r ã o  Ótimas p a r a  ( P )  e ( D )  . Ou s e j a ,  a igualdade dos 

valores  Ótimos de ( P )  e ( D )  implica (pe lo  c o r o l á r i o  (31)) d i r e t a  - 

mente em ot imalidade.  Em g e r a l ,  a igualdade dos valores  Ótimos 

não ocorre ,  dando origem ao "gap" de  dual idade,  ou s e j a ,  a d i  - 

ferença e n t r e  os va lores  Ótimos de (P) e ( D )  . 
~ondiçcões que garantam a igualdade dos va lo  - 

r e s  Ótimos e consequentemente a não e x i s t ê n c i a  do gap se rão  

v i s t a s  no teorema segu in te ,  

52 - Teorema: - Dualidade For te .  - 

Se (P) é e s t á v e l ,  então:  

a )  (D) tem solução ótima; 

b )  O s  valores  Õtimos de (P)  e ( D )  s ão  i g u a i s ;  
- 

c )  Ü é uma solução  Ótima de  ( D )  s e  e somente s e  -u 6 subgradi- 

e n t e  de v e m  y = O;, 

d)  Toda so lução  Ótima Ü de ( D )  caracter i lza  o conjunto de todas 

as  soluções Ótimas de ( P ) ,  como as que minimizam f + <Üfg> 

em X ;  que sa t i s fazem a condição de v i a b i l i d a d e  g (X) 5 - 0 e 

a condição de complementaridade < Ü t g ( x )  > = 0 .  

Buscar soluçÕes para  problemas e s t á v e i s  a - 

t r avés  do seu  dua l  é plenamente j u s t i f i c a d o  pe los  resul tados  

a )  e d)  d e s t e  teorema. 

Se Ü uma solução  Õtima do dual ,  o r e s u l t a d o  

d )  garante  que oc,conjunto de  todas as  soluções de ( P )  pode s e r  

determinado. 



Na r e a l i d a d e  o r e s u l t a d o  d) pode ser formula 

do e m  termos de condições de Otimalidade p a r a  ( P ) .  

seÇão 5 - DEMONSTRAÇÃO DOS TEOREMAS DE OTIMALIDADE E DUALIDADE 

FORTE 

0s lemas que apresentamos a s e g u i r ,  s e r v i r ã o  

d e  base pa ra  demonstração dos teoremas (50) e (52) . 

- 
53  - Lema: -- Suponhamos v ( 0 )  f i n i t o .  ~ n t ã o ,  u é uma so lução  Õtima 

d e  ( D )  e  os va lo res  Õtimos de ( P )  e ( D )  s6o i g u a i s ,  se e somen- 
- 

t e  se -u é subgradien te  de  v e m  y = 0 .  

Prova: ( < = I  -- 

- 
Se v ( 0 )  é f i n i t o  e -u é um subgradiente  de v e m  y = 0 ,  en tão  pe - 

l a  proposição (38) E >  - 0.  - 
Segue ainda que:  

Fazendo y = g ( x )  onde x E x vem: 

Como f ( x )  2 v ( g ( x ) )  ( J x E X) de  (54) vem: 

Ou ainda : 

55 



Tomando agora o ínfimo em X do lado esquerdo 

da desigualdade vem : 

- A 
w(u)= i n f  { f ( x )  + <Ü,g(x)>I  - > v(O) 

X E  X 

Pe lo  Teorema 5 1  (Dualidade Fraca) conclue-se 

que Ü é uma solução Õtima de  ( D )  e os valores  Ótimos de ( P )  e 

( D )  s ão  i g u a i s .  

(=>I Se ja  Ü uma solução Õtima de  ( D )  e suponhamos que o valoa 

Ótimo de ( D )  , i g u a l a  o va lor  Ótimo de (P )  . 

~n t ão  : 

Se y E Y, x E X e g ( x )  - < y então:  - 

Logo pode-se e sc rever  que: 

O u  ainda: 

Tomando o ínf imo em X do l ado  esquerdo da d e  

s igualdade p a r a  cada y E Y vem: 



Ou s e j a :  

Mas s e  y gI Y v(y)  = + 

- 
Logo v (y )  - > v ( 0 )  - <u,y> J y E R ~ ,  provando 

- 
que -u é um subgradiente de v em y = O 1 1 .  

O resul tado segu in te  fornece a  re lação  e n t r e  

vetores mult ipl icaodres Ótimos pa ra  (P) e  o conjunto de subgra - 

d i  entes de v e m  y = 0 .  

59  - Lena; Se ( P )  tem uma solução ótima, então ,  u é um v. m. o .  

para  (P )  s e  e  somente s e  -u é um subgradiente de v em y = 01. 

Prova: (=>) Seja Ü um v. m. o. pa r a  ( P )  . ~ n t ã o  o pa r  (:,C) 

s a t i s f a z  a s  condições de Otimalidade para  algum 2 E X .  Pelo Co - 
- 

r o l á r i o  (311, 5 é solução Ótima de ( P ) ,  u  é solução Õtima de ( D )  

- 
e .f(x) = w ( Ü ) .  Usando agora o lema (53)  conclue-se que -u é sub - 

gradiente de v em y = 0 .  

- 
(<-) Seja  2 uma solução Ótima de ( P )  e  -u um subgradiente de 

v em y = O .  Como (P) tem solução ótima v (0 )  é f i n i t o ;  logo pe lo  
- 

lem (53),  u  é uma solução Ótirna de ( D )  e  f (2)  = w ( Ü ) .  Usando ago - 
- - 

r a  o co lo r ã r i o  (31) conclue-se que o pa r  (x ,u)  s a t i s f a z  as  Condi - 
- 

çÕes de Otimalidade para  (P) , ou s e j a ,  u  é um V.  m. o. pa ra  (P )  . 



Na demonstração d e s t e  lema, f i c o u  evidencia  - 

da a importância da re lação  e n t r e  Ponto de Se la  e condições de 

Otimalidade dada p e l a  proposição ( 2 8 )  . Ela  s e r v e  de l igação  en - 

t r e  os resul tados  apresentados e m  termos de Ponto de S e l a  (Te2 

rema-14) e o c o l o r ã r i o  (31) qm. ! t raba lha  com condições de Otima- 

1 idade. 

O próximo lema apresenka mais um resUltado 

de condições de Otimalidade para  (P) . 

6 0  - Lema: Suponha que v é f i n i t a  em y = O ,  e que y é um sub - 

gradiente  n e s t e  ponto. ~ n t ã o  é uma solução Ótima de ( P )  s e  e 

somente s e  (x,-y)  s a t i s f a z  as ~0nd içÕes  de Otimalidade p a r a  (P) . 

Prova: (==>) -- 

Suponhamos que: v ( 0 )  é f i n i t o ,  Y é um subgradiente  de v em y=O 

- 
e x é uma solução  Ótima p a r a  ( P )  : Pelo lema (53) tem-se que -y 

é uma solução Ótima para ( D )  e £(x) = w ( - y ) .   través do colorã-  

r i o  (3l)conclue-se então que o p a r  (?,-y) s a t i s f a z  as condições 

de Otimalidade p a r a  ( P )  . 

( c= )  A prova n e s t e  s e n t i d o  é imediata  em v i s t a  do c o l o r ã r i o  

Uma re lação  d i r e t a  e n t r e  e s t a b i l i d a d e  e exis - 

t ê n c i a  de so lução  Ótima p a r a  ( D )  , s e r á  o tema do próximo lema. 

6 1  - Lema: Suponha o va lo r  ótimo do prima1 i g u a l  ao va lo r  Ó t i -  

mo do dual.  ~ n t ã o  (P) é e s t á v e l ,  s e  e somente s e  ( D )  tem s o l u  - 
- 

çao. 



Prova: Se o va lo r  ótimo do pr imal  não é f i n i t o ,  en tão  ( P )  não --- 
e é e s t á v e l  e  ( D )  não tem solução. Se o va lo r  ótimo do pr imal  e  

- 
f i n i t o  por  h ipótese  e  p e l o  lema ( 5 3 ) ,  u resolve  ( D )  s e  e somen - 

- 
t e  s e  -u é subgradiente  de v em y = O concluindo a  prova I , [  

Analisando os resul tados  dos lemas apresan- 

tados ,  pode-se conc lu i r  que os ve tores  mul t ip l icadores  Ótimos 

p a r a  ( P ) ,  s ã o  exatamente o s imé t r i co  dos subgradientes  de  v na 

origem. 

A e x i s t ê n c i a  de uma solução Ótima p a r a  (D) 

que garanta  a  igualdade dos va lores  Ótimos de ( P )  e  ( D )  , e s t á  

intimamente l i g a d a  a  e s t a b i l i d a d e ,  e  por t an to  a  e x i s t ê n c i a  de 

subgradientes  da função perturbação v na origem. 

A s s i m ,  s e  os valores  Ótimos de (P) e  ( D )  
- 

s ã o  i g u a i s ,  u  s e r á  uma solução ótima p a r a  ( D )  s e  -u f o r  um sub - 

gradi'.ente..de v em g = O .  Se ( P )  t e m  uma solução Ótima e  é e s t á  - 

v e l ,  en tão:  e x i s t e  u m  ve to r  mul t ip l icador  Ótimo, o  problema 

d u a l  tem solução e  condições de  Otimalidade s ã o  ob t idas .  Vale 

s a l i e n t a r  a inda que ,  a  e x i s t ê n c i a  de uma solução Ótima p a r a  

( D )  é apenas uma condição necessá r i a  pa ra  que condições de O t i  - 

maliadde sejam ob t idas .  

A s s i m  ( D )  pode t e r  uma solução  Ótima, e  Con - 

dições  de Otimalidade s ã o  serem ver i f i cadas  , o que pode ocor - 

r e r  caso ( P )  não tenha solução ou os  valores  Ótimos não coincil - 

dam. 

O s  exemplos que s e  seguem, i l u s t r a m  o segun - 

do caso: 



Exemplo 1: Sejam f e - como abaixo: 

A função perturbação associada ao problema acima será: 

@)i T E M .  Ç o t u  ç i io  

(O) T E  Y S O L U  $ 6 0  ( S = o l  

H95 M o ) .  f W (E) 



Exemplo 2 :  

Neste caso o g r á f i co  da função perturbação associada ao paoble - 

ma s e r á :  



1s t o  pos to ,  passemos a  demonstração dos t e o  - 

remas (50) e  ( 5 2 )  . 

Prova do Teorema 50: Otimalidade. -- 

A prova é imedia ta  em v i s t a  do lema (59) e  da r e l ação  e n t r e  e s t a  - 

b i l i d a d e  e  e x i s t ê n c i a  de subgradiknte  de v na okigem ( I k f i n i  - 

ção ( 4 0 )  1 . 

Prova do Teorema 5 2  : Dualidade For te .  - 

Suponha que ( P )  é e s t á v e l .  ~ n t ã o  os resul tados  a )  , b )  e  c) fL 

cam demonstrados pe lo  lema (53) . A parte d) f i c a  demonstrada p e  

10 lema (6 0) e  p e l o  r e s u l t a d o  c )  . 

O es tudo  que fizemos nesse c a p í t u l o  per- 

t i u  ap resen ta r ,  seguindo a  l i n h a  de Geof fr ion, ,  os r e su l t ados  da 

Teoria Geral de Dualidade sem h ipó teses  a d i c i o n a i s .  

A i n t e r p r e t a ç ã o  dos problemas prima1 ( P )  e  

dual  ( D )  f o i  desenvolvida com base nas Condições de Ponto de 

Sela  elaboradas por  Lasdon 1 1 . 
Vimos que, a  e x i s t ê n c i a  de solução Ótima pa - 

. C  

r a  os problemas (P) e ( D )  , e a  igualdade dos va lores  otjrmos 

desses  problemas, está diretamente l i g a d a  ao conce i to  de  e s t a -  

b i l i d a d e .  Es te  concei to ,  desenvolvido com base na função p e r  

turbação v de (P) é fundamental p a r a  os p r i n c i p a i s  Iliesultados 



de Dualidade, como f o i  v i s t o  nas seções 3 e 4 ,  a t r avés  dos t e o  - 

remas de Otimalidade (11-50) e Dualidade For te  (11-52). 

Devido a i s s o ,  buscar  condições que garan - 

t a m  e s t a b i l i d a d e ,  torna-se assim um ponto fundamental p a r a  os 

p r i n c i p a i s  resul tados  d e s t e  cap i tu lo .  

No próximo c a p í t u l o ,  trabalharemos com um 

problema p a r t i c u l a r  (com vínculos p o s i t i v o s  ( g ( x )  2 - 0 dx E X ) )  

buscando encont rar  condições que garantam ot imalidade de ( P )  e 

(D) , a p a r t i r  de h ipó teses  mais f r acas .  A h ipó tese  de que a 

função perturbação v é semi-contínua infer iormente  na origem , 

s e r á  usada largamente na obtenção dos resuldados de o t imal ida  - 

de. 



C A P I T U L O  I11 

DUALIDADE EM PROBLEMAS A V ~ N C U L O S  

POSITIVOS E O N ~ T O D O  DE PENALIDADES 

Procuraremos nes te  cap í tu lo  , desenvolver e 

aprofundar a t e o r i a  de  dualidade apresentada no cap í t u lo  a n t e  

r i o r ,  pa r a  uma c l a s se  p a r t i c u l a r  de  problemas (Problemas a vín - 

culos  pos i t ivos  - P.V.P . )  . 
Veremos na seção 2 que e s t ab i l i dade  em Pro - 

blemas a Vínculos Pos i t ivos ,  pode s e r  garant ida  à p a r t i r  de r e  - 

sul tados  menos res  t r i t i v o s  e estudaremos as  propriedades da 

função perturbação associada a e s t a  c l a s s e  de problemas. 

A busca de condições que garantam a o t imal i  - 

dade dos problemas ( P )  e ( D )  s e r á  o escopo da seção 3 .  

Mais uma vez e s t a s  condições envolvem a fun - 

ção perturbação (v )  de ( P )  , e a h ipótese  de que v 6 semi-contí - 

nua infer iormente na origem, é bás ica  para a maioria dos r e s u l  - 

tados de  otimalidade. 

Veremos na seção 4 a r e lação  en t r e  Proble - 

mas 5 ~ í n c u l o s  Posi t ivos  e o método das Penalidades Exter iores .  

Estudaremos doi s métodos usuai s de penalidades ex t e r i o r e s  

(Zangwi l l / ~ o l a c k )  , e apresehtaremos um método desenvolvido 5 

p a r t i r  do Problema à vínculos Posi t ivos  (equivalente  ao proble  - 

ma o r i g i n a l  (11-1) ) . 
E m  v i s t a  da equivalência e n t r e  P.V.P.  e o 

método das Penalidades Exteriores  apresentado, a Otimalidade 

de ( P )  e ( D )  será obtida à p a r t i r  de um teorema que garante  a 



convergência do método apresentado. Usaremos resul tados  da t e o  - 

r i a  de Dualidade pa ra  mostrar que o método converge. 

.. 
Nesta seção introduziremos os  Problemas a 

Vículos Posi%ivos,  e veremos como um problema g e r a l  (P )  (11-l), 

pode s e r  transformado e m  um Problema 5 Vínculos Pos i t ivos  equi  - 

va len te .  

Estudaremos em seguida  e s t a b i l i d a d e  em Pro  - 

blemas 5 vínculos  P o s i t i v o s ,  e veremos como e l a  pode s e r  garah - 

t i d a  à p a r t i r  de h ipó teses  menos r e s t r i t i v a s .  

Por s e r  fundamental p a r a  a maioria  dos re - 

su l t ados  de ot imalidade (Seção 3 ) ,  abordaremos também a s  p r g  

p ~ i e d a d e s  da função perturbação,  associada  a um Problema 5 Vín - 

culos  Pos i t ivos  . 

a 

1 - D e f i n i ç ã o :  - ( E )  e um problema ã v í n c u l o s  p o s i t i v o s  se 

g ( x )  - L 0 4 x E X.  I s t o  pos to ,  tem-se que o conjunto de per-  

turbações v i á v e i s  ( Y )  , para  um P .V.P.  , s e r á  então  todo o r t an  - - 

t e  p o s i t i v o  (Rmf)  . senão vejamos : 

m Por de f in ição  Y = {y E R I g ( x )  - < y ,  p a r a  algum x E x). - - 

Seja y E Rm t a l  que y j  < O pa ra  algum j ( y  - - )( 0 ) .  

Como g ( x )  L O J x E X, então $ x E X t a l  que g ( x )  < y .  - - - 

Logo y g! Y concluindo a prova. 



Se ( P )  é um P.V.P .  tem-sk p a r a  o va lo r  da  

função per turbação associada a (P )  : 

De f a t o ,  s e  y 2 0 ,  então:  
- 

x E X t a l  que g ( x )  < y po i s  - 

Qualquer problema, pode s e r  transformado em 

um Problema a v ínculos  Pos i t ivos  equiva lente .  O procedimento 

mais usual  c o n s i s t e  no segu in te :  

Define-se novas funções vínculos como s e  segue: 

Lo caso con t rá r io  

O problema 

s e r á  um problema à vínculos p o s i t i v o s ,  equiva lente  ao problema 

o r i g i n a l .  



Em todo o c a p i t u l o ,  vamos supor qCie ( P )  é 

um problema à vínculos p o s i t i v o s .  

Para e s t e  t i p o  de problema, r e su l t ados  mais 

f o r t e s  s e r ã o  obt idos . 
O pr imeiro  de les  apresenta  a  ident idade  en - 

t r e  e s t a b i l i d a d e  g lobal  e  e s t a b i l i d a d e  segundo Geoffrion 1 7 1  1 .  
E l e  vem no teorema seguin te .  

2 - --- Teorema: ( P )  é e s t á v e l  segundo Geoffr ion,  s e  e  somente s e  

( P )  é gaobalmente e s t á v e l .  

Prova : Suponha ( P )  e s t á v e l  segundo Geof f r i o n  ( 1 1 - 4 1 )  . ~ n t ã o ,  
--v 

v ( 0 )  é f i n i t o  e  e x i s t e  um e s c a l a r  M > O t a l  que: 

Como 1 1  1 1  L O pode-se e sc rever :  

Para y > O tem-se - - 

c C m  . max Iyi( I I Y I I  - 
i = 1 , 2 ,  ... m 

= 6. max 
'i J ( ~ 1 0 )  

i = 1 , 2 , .  . .m 

m 
= d%.<e,y> onde e  E R é o ve to r  com 

todas a s  componentes i g u a i s  a  1. 



~ n t ã o  de ( 3 )  obtemos: 

s 'Logo 

C o m o p a r a y $ O  - v ( y ) = + m  e ( 5 )  cont inua 

vá l ida ,  o  ve to r  - (M.  r m  ) , e  E Rm é um subgradLente de  v em 

y = O .  Logo ( P )  é e s t á v e l  (globalmente) .  

A 2a p a r t e  do teorema é equiva lente  ao  Teo - 

rema (11-42) 1 1 .  
Outro teorema onde e s t a b i l s d a d e  g loba l  é ga - 

r a n t i d a  5 p a r t i r  de h ipó teses  mais f r a c a s ,  é o que vem a s e  - 

gu i r .  

6 - Teorema: Se ( P )  é localmente e s t á v e l ,  e  (D) é essencialmen - 

t e  v i á v e l ,  en tão  ( P )  é e s t á v e l  (globalmente) . 

Prova: Por h ipó tese  tem-se que v ( 0 )  é f i n i t o  e  : 

( 3  E > O )  ( Z M  - > O )  ( d y  E B ~ ( O ) ,  Y # O )  

e  a inda  

- 
w ( Ü ) ? K  onde K E R  e  (Ü E Rm, u  2 O )  

Sabe-se ainda que: 



Logo, pode-se e sc rever  que : 

- 
~ n t ã o ,  dado ? E  Rm, y . 2 0  r e s u l t a :  

K - < i n f  ( f  ( x )  + <Ü,g(x) > )  por ( 9 )  
XE X 

- - 
= v(Y) + <u,y> por de f in ição  de v 

Ou ainda: 

Como v ( 0 )  é f i n i  t o  por  h i p ó t e s e ,  segue : 

e p a r a  7 g! B, ( O )  vem: 

- < V( ' )  - K  + ( 1  Ü 1 1  por ~auchy-~wartz 

II Y II 



provando que : 

- - < ~1 p a r a  algum ~1 > 0 e  Y e' B, ( O )  - 
I l Y  l l  

Como p a r a  y E BE ( 0 )  va le  ( i ) ,  e  em v i s t a  de 

( 1 0 ) ,  ( P )  é e s t á v e l  segundo Geoffrion. 

Pelo Teorema ( 1 1 1 - 2 )  conclue-se finalmente 

que ( P )  é globalmente e s t á v e l  . 1 1 

Estes  d o i s  teoremas de  e s t a b i l i d a d e  s ã o  va - 

l i o s o s  na ap l i cação  da t e o r i a  apresentada no c a p í t u l o  I1 2 pro - 

blemas 5 vínculos p o s i t i v o s  . 
0s d o i s  teoremas bás icos ,  Otimalidade e  Dua - 

l i d a d e  F o r t e ,  e s t ã o  baseados na h ipó tese  de  que ( P )  é global  - 

mente e s t á v e l ,  ou s e j a ,  v  admite um subgradiente  na origem. Co - 

mo o teorema de Dualidade Fraca,  não necesSi ta  de nenhuma hipÕ 

t e s e  re lac ionada  com e s t a b i l i d a d e  ( e l e  é vál ido  desde que ( P )  

e  ( D )  tenham s o l u ç ã o ) ,  toda  t e o r i a  apresentada no c a p í t u l o  I1 

cont inua v á l i d a  com hipóteses  bem mais f r a c a s .  

A razão f o r t e  p a r a  e s t e  f a t o ,  é que as  fun - 

çÕes per turbação associadas aos problemas ã vínculos p o s i t i v o s ,  

possuem c a r a c t e r í s t i c a s  bem p a r t i c u l a r e s  como veremos a  s e g u i r .  

Como v  assume o  va lo r  (+a) p a r a  p e r t u r b a  

çÓes não p o s i t i v a s  ( y  O )  , en tão  e l a  6 descontínua na origem. 

T a l  descont inui  dade porém não c r i a  grandes 

problemas desde que v  s e j a  semi-contínua infer iormente  na o r i  - 

gem, como veremos na seção 3 .  

A s s i m ,  na maioria  dos casos de problemas e s  - 

t á v e i s ,  o  g r á f i c o  da função perturbação associada ao problema, 



é como o da f i g u r a  abaixo. 

Observando a f igura ,  conclue-se que ( D )  tem 

i n f i n i t a s  soluções Ótimas. As r e t a s  ll e 12, carac te r i zadas  por 

1 2 seus c o e f i c i e n t e s  angulares -u e -u respectivamente,  s ã o  s u  - 

por tes  ao g r á f i c o  de  v em v(O) ,  ou s e j a ,  os d o i s  va lores  u1 e 

u2 da v a r i á v e l  d u a l ,  fornecem um mesmo va lo r  p a r a  a função ob - 

j e t i v o  de  ( D )  (no caso  i g u a l  a ~ ( 0 ) ) .  

A s s i m ,  se Ü é uma solução Ótima de  (D),quaL 

1 
quer u - - > Ü também será ótimo em ( D )  ( no exemplo 182 > u ) .  

Levando-se em conta o f a t o  de  que s e  ( P )  é 

e s t á v e l ,  o conjunto de subgradientes  de v em y = O ( 6  v(O)), é 

exatamente o conjunto de  soluções Ótimas p a r a  ( D )  1 1 - 5 3  , p g  

de-se af i rmar  que: 



11 - Lema -- : Suponha (P )  e s t á v e l .  Então 6 v ( 0 )  é i l i m i t a d o ,  fecha - 

do e  convexo. 

Prova: i) I l i m i t a d o  

Seja  a  E Rm, um subgradiente  de v  em y = 0 .  

~ n t ã o  : 

Seja o  ve to r  a '  E Rm t a l  que a '  5 - a .  

Então, p a r a  y  2 - O segue que: 

llogo em ( 1 2 )  pode-se e sc rever  que: 

Como para  y 2 - O ,  v (y )  = + e  (13) cont inua v á l i d a ,  pode-se e s  - 

crever  finalmente que : 

v(y)  >v(O)  + a '  ,y> ( J  y ê R m ) ,  ou s e j a  a '  

é um subgradiente  de v  em y = O 

A s s i m ,  qualquer ve to r  a' L - a  é também um 

subgradiente  de v  em y = 0 ,  provando assim que Bv(0) é i l i m i t a  - 

do. 

ii) Convexo 

1 Sejam a  , a 2  E Ov(0) e  1 E [0 ,11.  



vem : 

v ( y )  - > v ( 0 )  + <a2,y> J y E R~ 

Multiplicando (15) por  h e ( 1 6 )  por (1 - A )  

Av(y) > hv(0)  + h<al,y> J y E Rrn 

( 1 - h )  v ( y )  - > ( 1 - h )  v ( 0 )  + ( 1 - h )  .<a2 ,y> J x y  E R m 

Somando a s  des i  gualdades r e s u l t a  : 

2 v ( y )  - > V ( O )  + < ( h a l +  ( l - ~ )  a 1 ,  y >  y E , 

provando que o ve to r  

iii) Fechado 

K m 
S e j a  (I I K E N  uma sequencia em R , convergen - 

t e ,  com l i m i t e  7, t a l  que:  

K 
'Y ) K E N  

E 6v(0)  

K 
Como y E 6v(O) vem: 

Segue ainda que : 

Ou ainda: 



Av(0) é fechado. 1 [ .  

Obs. : O s  i t e n s  ii) e  iii) s ã o  vá l idos  em geral p a r a  qualquer  

função. 

Com base nos teoremas apresentados n e s t a  sg 

ção, pode-se reformular  o  quadro de  re lações  e n t r e  as três d e  

'f in ições  de e s t a b i l i d a d e  . 

ç?s- 4 

Vale observar aqui que a  h ipó tese  de convexi - 

dade não e s t a  p resen te  em nenhuma das re lações  e n t r e  e s t a b i l i d a  

de,  sendo s u b s t i t u í d a  p e l a  h ipó tese  de que ( D )  é essencialmente 

v i  ave1 . 
Desse modo, e s t a b i l i d a d e  em Problemas à ~ í n  - 

culos P o s i t i v o s ,  passa a  s e r  gerant ida  à p a r t i r  de uma h i p ó t e s e  

mais f r a c a .  E s t e  r e su l t ado  é r e l evan te ,  v i s t o  que e s t a b i l i d a d e  

é a  h ipótese  c e n t r a l  para  os  Teoremas de Otimalidade e  Dualida - 



de Forte, como vimos em (11-50) e (11-52). 

Estes dois teoremas e o'teorema de Dualidade 

Fraca (válido se (P) e (D) tem solução), contém os principais 

resultados de Dualidade, que podem assim ser estendidos para 

Problemas à Vinculos Positivos, ã partir de hipóteses bem menos 

restritivas. 

Na próxima seção, serão vistas condições que 

garantam a igualdade dos valores Ótimos de (P) e (D) em Proble- 

mas ã Vinculos Positivos. 

seção 3 - CONDIÇÕES DE OTIMALIDADE EM PROBLEFAS À V~NCULOS 

POSITIVOS 

Procuraremos nesta seção encontrar condições 

que garantam a igualdade dos valores Ótimos de (P) e (D) . 
serão apresentadas ainda algumas definições 

que servirão de base para a elaboração dos teoremas de igualda- 

de dos valores Ótimos. 

A hipótese de que v é semi-continua inferior - 

mente na origem será usada largamente nos teoremas que serão 

apresentados. 

Um resultado preliminar de igualdade de valo - 

res Ótimos é o seguinte: 

20 - Teorema: Suponha que (D) é essencialmente viável, g(x) 2 O 

em X, e v é semi-contínua inferiormente em y = 0. 

~ntão sup w (u) = v(0) 

U E R ~ +  



De fa to ,  po i s  s e  x  E X tem-se 

f  (x )  > v ( g ( x )  ) por def in ição de v  - 

- 
> p -<u,g(x)  > por 2 1 ,  o  que implica em 

f (x)  + <Ütg(x)  > ' .>  - P 

Tomando o  ínfimo e m  X da expressão acima r e  - 

w (Ü) L 6 , O que garante a  t e s e ,  po i s  pelo 

Teorema da Dualidade Fraca 

I s t o  posto ,  mostremos agbra ( 2 1 )  

Seja C E Rm t a l  que w ( G )  G f i n i t o  ((B) essen- 

m 
cialmente v iáve l ) .  ~ n t ã o  J y 2 O ,  (y E R ) tem-se: 

v (y )  + <u,y> - > w ( U )  

Seja  f3 v(0 )  

Se 6 w (fi) , fazendo em ( 2 3 )  G=Ü tem-se ( 2 1 )  . 



Como v  é s . c . i .  na origem, e n t ã o :  

v( . . )  + <e,.> é s . c . i .  na origem, e como 

v ( 0 )  + <u,0> > 6 tem-se: 

onde e E é o  vetkor com todas  a s  componentes i g u a i s  a  1. En- 

t ã o  ( J y  E B ( O , E )  , y  2 0 ) .  

2 - ( 6  - w ( C )  .<e  , y >  v ( y )  + < Ü I Y >  = v ( y )  -I- <u,17> + E 

Logo y  E B ( O ' , E )  , y  2 0 )  

v ( y >  + <ü,,y> > B 

Se y  ~ ! B ( O , E )  e y  2 - 0 ,  segue  que:  

2 
v ( y )  + & y >  = v ( y )  + 4 , y >  c T (8  - w ( Ü ) ) .  < e , y >  



N a  p rova  d e s t e  teorema, f i oou  ev idenc iada  a 

impor tânc ia  de  v ser semi-contínua in fe r io rmen te  na origem. 

Ele  não g a r a n t e  e x i s t ê n c i a  de  so lução  d o  p r o  - 

blema dual  , porém s e  e s t e  f o r  essenc ia lmente  v i á v e l ,  o seu  valor 

Ótimo i g u a l a  o v a l o r  Ó t i m o  Se ( P )  ( sup  w (u )  = v ( O )  ) . 
u,o - 

Como veremos mais a d i a n t e ,  este teorema s e r á  

fundamental p a r a  g a r a n t i r  o s  demai s r e s u l t a d o s  de  i gua ldade  dos 

va lo re s  ót imos . 

K 30 - - Definição:  Uma sequênc ia  ( u  ) 
K EIN 

em Rrn e c r e s c e n t e  --- se 

uK < u K+l  J K  E m .  

K 31 - Def in ição :  Uma sequênc ia  ( u  ) K E  em Rm, é - t o t a lmen te  ili 

K K mitada,  s e  (ui)KEm -- é n ã o l i m i t d a  J i = 1 , 2  ,..., m e l i m ( u . I = + a ,  
K- 1 

i = 1 , 2 , .  . . ,m.  

32 - Lcma: S e j a  h : R ~  - -- > R uma função l i m i t a d a  super iormente  

-K e U = {u E Rmlu 2 - 01. S e j a  ( u  ) K E B  uma sequênc ia  e m  U c r e scen  - 

t e  e to ta lmente  i l i m i t a d a .  

-K ~ n t ã o  l i m  h ( u  l K  E m  = sup  {h ( u )  I u E U)  
K- ta  

Prova: S e j a  ~3 = sup  Ch(u) I u E U )  -- 

Como (iK) é uma sequênc ia  c r e s c e n t e  e h é c r e s c e n t e ,  e n t ã o  

b (üK)> é uma sequênc ia  c r e s c e n t e .  



-K Mas h é l imi tada  s u p e r i o ~ m e n t e ,  logo (h ( u  )) é uma sequência 

c rescen te ,  l imi tada  superiormente e por t an to  possue l i m i t e  a . 
Resta mostrar que a é supremo de  h em U. É c l a r o  que : 

3 3  a - < sup { h ( u )  I U : E  U)  = B 

Por absurdo suponha que a < 6 ,  en tão  e x i s t e  i?t E U t a l  que : 

Mas (üK) é c r e s c e n t e ,  p o s i t i v a ,  totalmente i l i m i t a d a ,  en tão  

e nesse caso como h é crescente  

36 ( 4 K - > N )  h (iK) - > h ( u )  contradizendo 34 

O lema s e g u i n t e  apresenta  uma propriedade 

que a função ob j e t i v o  do problema d i a 1  possue,  quando o p rob le  - 

ma é a vínculos p o s i t i v o s .  

37 - Lema: Se ( P )  é v i á v e l ,  e n t ã o  w é uma função c rescen te  e -- 

l imi tada  superiormente.  

Prova: i ) Limitada superiormente -- 

Se ja  v iáve l  em ( P )  . Pelo Teorema da  d u a l i  - 

dade f r a c a  tem-se que (Ü) - < f (2) J ü 1 - O ,  ü E R ~ ,  O U  s e j a ,  

w (Ü) é l imi tada  superiormente.  



ii ) Cres cente  

Sejam (u l ,  u2 E R ~ )  r u2 > u l >  O e  X E  X .  

Tomando o ínf imo em X na desigualdade acima 

r e s u l t a :  

1 2 ou s e j a  w(u ) - < w(u ) concluindo a  prova I 

De posse dos resul tados  

agora enunciar  o  teorema bás ico  de igualda,  

apresentados,  pode-se 

e  dos va lores  Õtimos. 

38 - Teorema: Suponha que g ( x )  2 O em X e  que (P) é v iáve l .  Se -- - 
ri ( D )  é essencialmente v i á v e l ,  v  é s . c . i .  em y = O e  ( u  ) 

K &N é uma 

rn sequência em R c rescen te  e  totalmente i l i m i t a d a  com uK,O então:  - 

K 
l i m  W ( U  I K E B  = v ( 0 )  
K- 

Prova : Em v i s  t a  dos lemas 37 e 32 , tem-se que : 

K l i m  w(u I K E N  - - supm W ( U )  
K-tm UER , -0 



Usando o Teorema ( 1 1 1 - 2 0 ) ,  conclue-se f i n a l  - 
mente que: 

Ou s e j a ,  o l i m i t e  da sequência de valores de 

K (D) , gerada p e l a  solução dos problemas i n f  {f(x) + <u , g ( x )  > )  , 
K XEX 

onde ( u  I K  é uma sequência c rescen te  e totalmente i l i m i t a d a ,  

é i gua l  a v ( 0 ) .  

A s s i m ,  s e  as  h ipóteses  do Teorema-38 s ã o  ob - 
servadas,  o va lo r  Ótimo do prima1 é sempre i g u a l  ao valor  Õtimo 

do dual ,  mesmo que o dual  não tenha solução Ótima. Um exemplo 

t í p i c o  é o da f i gu ra  abaixo onde o g r á f i co  de v ( . )  é tangente 

ao eixo v e r t i  c a l  na origem. ((P)  não e s t á v e l )  . 



A igualdade dos valores Ótimos em P.V.P., é 

obtida assim (Teorema (111-38)) sem a hipótese de estabilidade 

que foi fundamental quando da obtenção dos resultados de otima - 

lidade no Capítulo I1 (Teoremas 11-50 e 11-52)! embora estes 

dois teoremas sejam mais fortes que o Teorema (III-38), Por 

garantirem não apenas Otimalidade, mas uma série de outros re - 

sultados relevantes. 

O comportamento e as propriedades da sequên - 

K cia de valores (x )KEm, gerada pela solução dos problemas 

K inf { f (x) -I- u , g (x) >) , serão vistas na próxima seção , à p~ 
xex 
tir da relação entre o Método das Penalidades Exteriores, e o 

Problema 5 Vhculos Positivos. 

~eção 4 - MÉTODO DAS PENALIDADES EXTERIORES - EQUIVALÊNCIA COM 

PROBLEMA A VÍNCULOS POSITIVOS - UM TEOREMA DE CONVERG~NCIA 

Como foi visto anteriormente, qualquer prg 

blema pode ser transformado em um Problema à Vinculos Positivos 

equivalente (111-1). Um sub-produto do estudo dessa classe de 

problemas é o ~étodo das Penalidades Exteriores que passaremos 

a abordar, serão vistos alguns métodos de Penalidades Exterio - 

res, e será apresentado um método definido à partir de Proble - 

ma à Vinculos Positivos (111-1). 

A convergência do método a ser apresentado, 

será vista 5 partir de resultados de dualidade para problemas 

à vínculos positivos. 



Se ja  o problema prima1 (11-1) 

A i d é i a  do método das penal idade é r e so lve r  

o problema ( 4 0 )  (Problema vinculado - (PV) ) , construindo uma 
n 

sequência de  pontos (xi)tERm , que s ã o  ótimos p a r a  a sequên - 

tia de  problemas desvinculados da  forma: 

( P D ) i  min n { f ( x )  + p i ( x ) }  , i = 1 , 2 , . . .  
XE R 

i onde P ( - )  é uma função penal idade para o conjunto E.  

4 2  - -- ~ e f i n i e :  S e j a  E um subconjunto fechado do R". A função 

contínua P ( . ) : R~ - > R é chamada funcão penal idade - e x t e r i o r  

para  o conjunto E se: 

i)  P ( x )  = O  J X E  5 

ii) P(x)  > O J x,k 2 

A sequência de problemas des vinculados (PD) i 

é construída de t a l  forma que : 

i - - 
x --> X E X  quando i -> a e 3  é Ótimo p a  

r a  o (PV)  (Problema vinculado) . A i d é i a  b á s i c a  dos metodos de  

- 
penal idades é a mesma; o que muda nos d i f e r e n t e s  métodos e o 

t i p o  de função penal idade a s e r  usada. 

Vejamos in ic i a lmen te  o método proposto por 

Zangwill 1 6 9  I *  
K 

Sejam, ( r  I K E  hl uma sequência com rK > 0 , 

r 
K K K+l > r ( r  E R) e  P ( x )  uma função penalidade assim d e f i n i d a :  

i )  P ( X )  = O  s e  x E ao conjunto v iáve l  ( ~ € 5 )  



m 
ii) P ( x )  = L / max(gi , O ) l  IfE s e  

i=l 

x g! conjunto v iáve l  ( E  > 0 )  

K 
Para cada rKl encont rar  x  que : 

K K K K f ( x  ) + r  . P ( x  ) = m i n  f ( x ) + r  . P ( x )  
xeR 

Se xK é v iáve l  para  o problema o r i g i n a l  (Pro - 

bLema vinculado) o algori tmo deve p a r a r ,  caso c o n t r á r i o  c o n t i  - 

nuar com r K + 1  

Observadas algumas h ipóteses  , Zangwi 11 de - 

monstra que o algori tmo converge. 

Estudemos agora o segu in te  método. Dado o 

problema prima1 (11-1). 

(P) Min f ( x )  s . a .  g ( x )  2 O 
x E X  

tomemos o problema 5 vínculos p o s i t i v o s  (111-1) obt ido  5 par- 

t i r  de (P)  . 

e façamos a  h ipó tese  de que f: X - > R é cont ínua.  

S e j a  = {x E X I g ( x )  L - O) e definamos no 

(P.V.P.) uma função penal idade e x t e r i o r  p a r a  X. 

4 3  
K'  P- (x )  = <U I g ( x ) > ,  K = 1 , 2 1 . . . . .  onde M 

K m g: Rn -- > R~ é cont ínua e ( u  ) K E m  é uma sequência  em R c res  - 

tente e totalmente i l i m i t a d a  com uK > 0 .  

P K ( . )  assim d e f i n i d a ,  atende as  condições da 



~ e f i n i ç ã o  ( 4 2 )  p o i s  g ( x )  1 - 0 ( /  x E X) , g ( x )  = 0 s e  x E e 

uK1O J K E I N .  

Note-se que a função penalidade assim d e f i  - 

n ida ,  t o r n a  o método um pouco mais g e r a l  que o de  ~ a n g w i l l !  6 9  1 
Nesse caso  tem-se m parâmekros (uK E R ~ ) ,  0 

que não ocorre  com a fungão penal idade usada por  Zangwill que 

K 
tem apenas 1 parâmetro ( r  E R ) .  

A sequência de problemas des vinculados gg 

rados p a r t i r  do (P.V.P.) será: 

Em v i s t a  de (43) temos: 

K 
(PD)K min { f ( x )  +<u , g(xP} 

X E X  

K Mas min { f ( x )  + <uKrg(x)>}zw(u ) que é a fun- 
XEX 

ção ob j e t i v o  do problema dual  do P.V.P.. Resulta daí  que r e s o l  - 

ver  o problema dual ,  equiva le  a r e so lve r  o problema p e l o  méto - 

do das penalidades e x t e r i o r e s  apresentado. 

Em ambos os  métodos, espera-se que a sequen - 
K 

c i a  (x  I K E h l  gerada p e l a  solução da sequência de problemas des - 

vinculados (PD) K ,  conv i r j a  para  que é Ótimo pa ra  o problema 

Fica assim e s t a b e l e c i d a  o r e l ação  e n t r e  o 

- 
método das penalidades e x t e r i o r e s  apresentado,  e o problema a 

vínculos p o s i t i v o s .  Um out ro  método de penalidade e x t e r i o r e s  6 

o método proposto por  W ' l a ~ k I ~ ~ 1 - O  método é mais g e r a l  que o de 

Zangwill,  e o método proposto n e s t e  t r aba lho ,  v i s t o  que usa 

não uma função penal idade ,  mas uma sequência de funções pena- 



l i dades  assim d e f i n i d a s .  

45 - I k f i n i ç ã o :  Se ja  X um sub-conjunto fechado do R". A sequên 

c i a  de funções cont inuas é chamada sequência de funções p e n a l i  

dades e x t e r i o r e s  - para  o conjunto X s e :  

i) (x )  = O  J X  E X, i = l i 2 ,  ..... 
ii) P. ( x ) > O  / x & ' X ,  i = 1 , 2  ,..... 

L 

iii) P ( x )  > p i ( x )  J X ~ X ,  i = 1 , 2 ,  .... 
i+l 

i v )  Pi ( x )  - > m , quando i ->a J x i E 

Com hipóteses  sobre  f ,  g e 2, PoPack demons - 

t r a  que o algori tmo converge em um número f i n i t o  de iteraç;es 

Em seguida s e r ã o  v i s t a s  alguns re su l t ados ,  que s e r v i r ã o  de base 

para  g a r a n t i r  a convergência do método de penalidades e x t e r i o  - 

r e s  proposto,  usando a t e o r i a  de  dual idade.  

A h ipó tese  s e g u i n t e  é bás ica  p a r a  demonstra- 

ção des tes res  u l  tados . 

46 - - Hipótese: Suponha que x '  E 5 t a l  que o conjunto 

n 
C = { X E X  I f ( x )  - < f ( x t ) }  é compacto ( X E R " ) ( X  5 R 1. 

- 
47 - Lema: Seja  P ( . )  uma função penal idade e x t e r i o r  p a r a  X c R", 

x '  E X e suponha que a Hipótese ( 4 6 )  é verdadeira .  

~ n t ã o ,  Z = { X E X I  f ( x )  + P ( x )  - < f ( x l )  + p ( x l ) )  é compacto. 

Prova : Mos tremos in ic i a lmen te  que -- 



- 
Se ja  x E Z 

~ n t ã o  : 

Como P ( x l )  = O (xL' E 3) e P(:) 2 - O segue que: 

f(5) < f ( x l )  => x< E C ,  provando que Z c C. - 

Mas f ( . )  e P ( . )  s ã o  cont ínuas ,  logo Z 6 £e- 

chado. Como Z c C (compacto') e Z é fechado, r e s u l t a  que Z é 

compacto I I . 

48  - -- &ma: Suponha que a ~ i p ó t e s e  ( 4 6 )  é verdadeira .  ~ n t ã o  (D) 

- 
e essencialmente v iáve l .  

Prova: Mostremos que w ( 0 )  é f i n i t o .  Temos que: -- 

w ( 0 )  = i n f  { f ( x )  ( x E X )  

Por h ipó tese  C é compacto. Mas, s e  x g! C então:  

Logo w ( O )  = i n f  {f (x) I x E C)  

Como C é compacto, o ínfimo na expressão a- 

cima é a t i n g i d o  e p o r t a n t o  w ( O )  é. f i n i  t o  I I . 

O teorema segu in te  é bás ico  p a r a  demonstra- 

ção dos resul tados  que i r ã o  g a r a n t i r  a solução do  problema pro  - 

posto em ( 4 4 ) .  



4 

4 9  - Teorema: Suponha f  e  g  cont ínuas e  que a  ~ i p 6 t e s e  ( 4 6 )  e  

verdadeira .  Então v (  ) é semi-contínua infer iormente  e m  y=O . 

Prova: P e l a  h ipótese  ( 4 6 )  e x i s t e  2 v iáve l  p a r a  ( P )  t a l  que: -- 

C = {x E X I f  ( x )  - < f (2)) é compacto. Então,' ( Y - 2 O ) ,  

v ( y )  < v ( 0 )  po i s  v  é decrescente  - 

< f  (2) p o i s  2 é v iáve l  - 

Mas como C é compacto e  f  e  g s ã o  cont ínuas ,  vale:  

Pelas mesmas razões a n t e r i o r e s ,  K é compacto, Mostremos que: 

De f a t o ,  dado y :, O ,  e x i s t e  ? E  C com g ( 2 )  - 

e v ( y )  = f (2) po i s  o  mínimo em (50) e x i s t e .  

Para g a r a n t i r  (51) b a s t a  tomar-se y = g ( 2 )  

K 
p o i s  g ( % )  - > O ,  g ( ? )  < y ,  ( £ ( % I  , g ( f ) )  E K .  S e j a  (Y I K E R  t a l  que 

K K K 
y > O  e  y  -> O .  Basta  mostrar que v ( y  ) -> v ( ( ) ) ,  - po i s  

m+ 
v é decrescente  em R , e possue va lo r  i n f i n i t o  f o r a  de seu 

o r t an te .  

De (51) deduz-se que: 



-K 
Nesse caso a sequência  (y  )K E converge a 

> 0 .  zero po i s  y -- 

Como K é compacto, e n t ã o  a sequência 

K -K 
( ( v ( Y  1 ,  Y I K E N  admite uma subsequência convergente em K .  

Tomando-se ?uma subsequência,  s e  necessá r io  

temos que: 

 aí segue que: 

K a = l i m  v (y  ) 
K-tw 

Por de f in ição  de  K ,  e x i s t e  5 E C t a l  que \ - 

- 
Nesse caso,  x é v iáve l  p a r a  (P) .  e por t an to :  

Por ou t ro  lado  v é decrescente ,  logo 

~ n t ã o  tem-se: 

K Ou s e j a ,  l i m  ) = v ( 0 )  
K+w 

complentando a prova I .I . 



De posse dos resul tados  apresentados , pode- 

s e  finalmente enunciar  o  teorema que i r á  g a r a n t i r  a  solução do 

problema pr imal ,  p e l o  método das penalidades ex tek io res  'apre- 

sentado ou p e l o  método dual .  

5 4  - --- Teorema: Suponha que f  é cont ínua,  g  é cont inua com 

K 
g ( x )  2 - 0 J X E X  , ( u  ) K E g ú  é uma sequência c rescen te  totalmen- 

K 
t e  i l i m i t a d a ,  com uK 2 - 0 e  (P )  é v iáve l .  Se ja  ( x  ) K E  gú uma 

R R 
sub-sequência convergente de (x  ) R E , onde (x ) R E é a s e  - 

K 
quência gerada p e l a  so lução  dos problemas i n f  { f (x )  + <u ~g ( x )  

K 
XE X 

~ n t ã o  X= l i m  (x l K  E é um ponto v iáve l  com g (x) = O ,  e é pon 
K-tm 

t o  mínimo de  ( P )  . 

K 
Prova: Se ja  2 = l i r n  ( x  ) K  E . Pelo Teorema (111-38) tem-se que: 

K+m 

K 
l i m  i n f  { f ( x )  + < u K f g ( x ) > ) = l i m w ( u  ) =v(O) 
K- X E X  K-tw 

Ou ainda:  

por de f in ição  de  x 
K 

~ n t ã o  no l i m i t e  obtem-se: 

Como (uK) é crescente  e  totalmente i l i m i t a  - 

K K 
da como u > O f  (u  ) -> m .  

K 
porém v ( 0 )  é f i n i t o ,  logo g'(x ) - > O .  



K Como l i m  g (x ) = (x) por h ipó tese ,  r e s u l t a  
K-- 

d a í  que g ( x )  = 0 , ou s e j a ,  é um ponto v iável .  

K Se ja  z = l i m  i u K I g ( x  ) >  
K- 

~ n t ã o  de (56) vem: 

D e  (57) r e s u l t a  então  que : 

Logo, z = O e f (x) = v(0 )  provando que T é 

Õtimo para  (P) I I .  



CAPITULO' I V  

Como f o i  v i s t o  no c a p i t u l o  11, e s t a b i l i d a d e  é 

a h ipó teses  c e n t r a l  para  que o s  teoremas bás icos  de Dualidade 

sejam vá l idos .  

Geoffrion usou e s t a b i l i d a d e  l o c a l  e  convexida - 
de, para  g a r a n t i r  que (P) é e s t á v e l  globalmente no caso g e r a l .  

O es tudo de um problema p a r t i c u l a r ,  (P .V.P.)  , 

permit iu  o b t e r  condições que garantem uma s é r i e  de r e s u l t a d o s  

importantes ,  na ausência  de h ipó teses  a d i c i o n a i s  usadas por 

Geoffrion. 

No P.V.P. e s t a b i l i d a d e  é garan t ida  p a r t i r  

de h ipó teses  mais f r a c a s ,  embora que a  c l a s s e  de problemas con - 

s iderada  s e j a  mais r e s t r i t a .  

Sendo (P)  localmente e s t á v e l ,  com a h ipó tese  

de que (D) é essencialmente v i á v e l ,  garantem-se e s t a b i l i d a d e  

g lobal ,  como sugere o quadro da Fig .  2 no c a p i t u l o  a n t e r i o r .  

. O enfoque maior d e s t e  t raba lho ,  r e c a i u  e n t r e  - 

t a n t o  na busca de condições que garantam a igualdade dos valo- 

r e s  6timos dos problemas Prima1 (P)  e  Dual (D) . 
Essas condições são v i t a i s ,  po i s  além de  ga- 

ran t i rem a não e x i s t ê n c i a  do gap de Dualidade, garantem, com 

hipóteses  de  cont inuidade das funções f e g,  que o - ~ é t o d o  das 

Penalidades Ex te r io res ,  v izual izado como um método Dual é um 



método convergente, mesmo que (P) não seja estável e que O 

Dual não tenha solução. 

A hipótese de que a função perturbação 6 

semi-continua inferiormente na origem, é o suporte básico para 

se obter a igualdade dos valores Ótimos. 

Ela serve para garantir que a sequência de 

valores Ótimos gerada pela solução dos problemas desvinculados 

converge para o valor Ótimo do problema Primal. 

~ipóteses de continuidade de f e g foram usa- 

das para garantir a semi-continuidade inferior da função pertur - 

bação na origem, e para garantir que a sequência de soluções 

Ótimas gerada também pela solução dos problemas desvinculados, 

converge para um ponto de Ótimo. 

A semi-continuidade inferior de v na origem é 

uma hipótese necessária e suficiente para garantir igualdade 

dos valores Ótimos, porém não é suficiente para garantir que o 

~étodo das Penalidades Exteriores é um método convergente. 

Com hipótese de continuidade de f e g conse- 

gue-se entretanto garantir que v é semi-contínua inferiormente 

na origem, e que o ~étodo das Penalidades Exteriores 6 um méto- 

do convergente. 
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Lema 1 - Se (P)  é convexo, en tão  Y é convexo e  v:Y -t R é con- -- 
vexa. 

Prova: Sejam yl ,  y2  E Y e  X E C0,lI 

~ n t ã o  exis tem xl ,  x2 E X t g .  

Como g é convexa p/  h ipó tese  temos: 

2 1 2 Logo Xxl +(1 - X)x E X(hy + (1 - h)y ) e e s t e  conjunto não é va - 

z i o  . 
(X(y) = {x E ~ l g ( x )  2 y H  

Por tanto  Xy. 
2 + (1 - 7 E Y que é convexo. 

Convexidade de v - 

1 2 2 
Como g(Ax + ( l - X ) x  ) < Xyl  + ( 1 - X ) y  , p/ defii i ipáo de  v s e  - 

gue que: 

( f  é convexa) 



1 2 
Como a desigualdade acima va le  p/ todo x E X(Y ) e x € x ( y 2 )  te - 
mos : 

1 2 1 2 v(Xy + (1 - h)y ) < X i n f  f  (x  ) + (1 - X )  i n f  f (x ) - 
1 

xlEx(Y 
2 2 

x E X ( Y  

provando que v é convexa I I .  

Lema 2 - Se j a @ ( . ) uma função convexa em um conjunto convexo --- 

Y E R~~ tomando valores  em R U  C-"). 
m S e j a  1 1 .  1 1  uma norma qualquer no R e s e j a  y E Y um ponto onde 

@ é f i n i t a .  ~ n t ã o  I$ tem um subgradiente  em i E Y s e  e somente 

s e  e x i s t e  um e s c a l a  p o s i t i v o  M t a l  que : 

Prova: Ver Geoffrion 1 7 1  1 - pg 1 0 / 1 1 .  -- 

Lema 3 - Suponha que (P) é convexo e localmente e s t á v e l .  ~ n t ã o  

v admite um subgradiente  na origem e (P) é e s t á v e l  glob.almente. 

Prova: Como (P)  é localmente e s t á v e l  (11-45) vem: -- 

~ n t ã o  pode-se e sc rever  que: 



Paremos a prova por  absurdo. 

Suponhamos então  que a s e g u i n t e  h ipótese  é verdadeira.  

1 1 
Hi Ótese - Seja y1 E Rm, t a l  que v(y  ) < v ( 0 )  - M 1i .Y 1 1  . 2- 

Como v 6 convexa p/ h ipó tese  ( ( P )  'é convexo) vem: 

Logo pode-se e sc rever  que: 

De ( 6 )  e ( 7 )  r e s u l t a  que: 

1 ( A  v ( 0 )  +A v(y  1 2 v ( 0 )  - M -  l l ~ . Y 1 l l  

J A t a l  que ~ \ ~ . y ' \ l  <O 

1 1 , ,  v(y  ) - v ( 0 )  L - M. 1 1  y  1 1  . . (Contradiz a 

~ i p ó t e s e  i n i c i a l )  . 
1 ( J y l E ~ m )  e  

Logo v (y  L v ( 0 )  - M. l(y ( I  I 

(P)  é e s t á v e l  segundo Geoffrion. 

Pe lo  Lema 2 v admite um subgradiente  em 

y = 0 ,  concluindo a prova I ( . 


