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" RESUMO

Estudaremos um problema particular em Progra-
magao Nao-Linear, (Problema a Vinculos Positivos) e sua relagao

com o Método das Penalidades Exteriores.

Desenvolveu-se uma teoria de Dualidade para
Problemas a Vinculos Positivos, buscando-se obter condigoes
mais fracas, gque garantam a igualdade dos valores otimos dos

problemas Primal e Dual.

Os resultados dessa teoria de Dualidade serao
usados para garantir a convergéncia do Método das Penalidades

Exteriores.

A teoria geral de Dualidade, & apresentada
usando-se a abordagem adotada por Geoffrion | 71 | sem hipoteses

de convexidade.



ABSTRACT

A special class of Non-Linear Programming
Problems (Problems with Positive Constraints) and its
relationship to the Exterior Penalty Function Method 1is

considered.

A Duality Theory for problems with positive
constraints is developed, in order to obtain weaker suffcient
conditions, for the equality of the optimal values of the

Primal and Dual Problems.

The convergence of the Exterior Penalty
Function Method, is assured as result of the application of

such Duality Theory.

The General Duality Theory, is presented
following the approach proposed by Geoffrion | 71[, without

convexity assumptions,
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Estudaremos a teoria geral de Dualidade em
Programagao Nao-Linear, usando a abordagem adotada por
Geoffrion |71, porém sem o uso de hipoteses adicionais (conve-

xidade) .

Restringiremos no entanto nosso estudo, a uma
classe particular de problemas, em que a fung¢do vinculo & posi-
tiva ou nula em todo o seu dominio (Problema a Vinculos Positi-

vos - P.V.P.).

Embora o estudo se restrinja a essa familia
particular de problemas, deve-se salientar que qualguer proble-
ma de Programagao Nao-Linear pode ser transformado em um Proble

ma a Vinculos Positivos equivalente.

Desenvolveremos uma teoria de Dualidade para
P.V.P., e estudaremos a sua relagao com o Método das Penalida-

des Exteriores.

A interrelacdo entre esses dois métodos sera
explicitada guando da definigdo de um método de penalidades ex-

teriores, obtido & partir do P.V.P..

0 método de penalidades exteriores, pode ser

vizualizado como um método Dual.

Nesse caso, o peso da fungao penalidade & um

multiplicador de Lagrange para o problema Dual.



A resolugao do problema Primal pelo mé&todo de
penalidades exteriores corresponde a buscar-se uma solugao para

O problema Dual.

Espera-se que a aplicagao de um método de pe-
nalidades exteriores, gere uma sequéncia de solugoes convergente
a uma solugdo do problema Primal (P), e além dissc, que a sequén
cia de valores otimos dos sub-problemas desvinculados, convirja

para o valor otimo do problema Primal.

A teoria de Dualidade desenvolvida para pro-
blema a Vinculos Positivos, permite obter-se condicoes que ga-
rantam a igualdade dos valores Otimos dos problemas Primal (P)
e Dual (D), e a partir daj assegurar-se a convergéncia do méto-

do das penalidades exteriores.

A busca dessas condigoes envolver basicamente

propriedades da fungao perturbacao.

Mostra~-se gue, a menos de condicoes razoaveis
de viabilidade, que a semi-continuidade inferior dessa fungao
na origem & suficiente para garantir a igualdade dos valores o-
timos dos problemas Primal (P) e Dual (D), mesmo na ausencia

de estabilidade, e mesmo que O problema Dual ndo tenha solugao.

A definicao dos problemas Primal (P) e Dual
(D), e a interpretagao desses problemas em termos de Condigoes

de Ponto de Sela serao vistas no Capitulo II.

kK partir dessa interpretagdo, apresentaremos
um teorema gue garante a eguivaléncia entre Condigoes de Ponto
de Sela, adotadas por Lasdon |68], e Condigées de Otimalidade

adotadas por Geoffrion |71|, com as quais iremos trabalhar.



Neste capitulo, reapresentaremos ainda a teo-

ria geral de Dualidade, sem hipdoteses adicionais.

O capitulo III aborda o Problema a Vinculos

Positivos.

Estudaremos estabilidade, as propriedades da
funcdo perturbagdo associada a esse tipo de problema, e veremos
gue a igualdade dos valores Otimos pode ser obtida a partir de

hipoteses menos restritivas.

Finalmente estudaremos o Método das Penalida-
des Exteriores e a sua relagao com o Problema a Vinculos Positi

VOs.

No Gltimo capitulo sdao expostas algumas con-
clusOes, e no apéndice apresentam-se alguns resultados de Pro-

gramagao Matematica TGteis ao longo desse trabalho.



Notagao

Para cada inteiro n denotamos por R™ o espacgo
euclidiano n dimensional, cujos elementos sdo n-uplas ordenadas
de nlmeros reais, que nds consideramos como vetores colunas.

Se x € R™, entdo para i=1,2,....,n, X5 denota a i-&sima componen
te de x.

Se x, yE:Rn denotamos o produto escalar por:

n
1 SEyr o= L XY
i=1

A norma de um vetor x ¢ R" & denotada por:

2 | x]] = <x,x> /2

Se %X, ¥ ¢€ Rn, entdao usaremos a notagao x<y para indicar que,

para i=1,2,....,n X<y, .

Anadlogamente, x<Xy (x »y) significa que, para i=1,2,....,n
X 2yy (%52 vy)

O conjunto dos naturais e reais sao denotados respectivamente

por R e N.

Acrescentaremos ainda, algumas observagoes sobre as referéncias.
Os capitulos sao numerados em algarismos romanos; as expressoes

e os paragrafos em algarismos aradbicos.

Com algarismo ardbico entre parénteses indicamos uma referéncia

a uma expressao ou paragrafo no mesmo capitulo.

Para referenciar expressdOes em outro capitulo, colocamos a nume
ragdo do capitulo, seguida da numeracdo da expressao

(Ex - (II-20)).



As referéncias ao apéndice sdo feitas através da letra A, segui

da do numero da expressao. Exemplo - (ver A-2)

A bibliografia & apresentada no fim do trabalho, em ordem alfa-
bética por nome do autor. A referéncia bibliografica & apresen
tada entre barras e indica a data de publicagao do trabalho.

Exemplo: Geoffrion [71].



CAPITULO II

Secao 1 - INTRODUCAO

O objetivo basico deste capitulo é apresen

|71|, sem

tar os resultados de Dualidade obtidos por Geoffrion
hipoteses adicionais.

Veremos inicialmente na secao 2, a definicgao
dos problemas Primal (P) e Dual (D), e a interpretagao desses pro
blemas em termos de Condigoes do Ponto de Sela.e da fungcao Lan
grangeana de (P).

Na secao 3, apresentaremos um conjunto de
definigoes basicas, necessirias para desenvolver os resultados
dos demais capitulos. Além disso, estudaremos a equivaléncia en
tre Condigoes de Ponto de Sela e CéndigSes de Otimalidade, equi
valéncia esta qgue sera valiosa na obtencao dos resultados acima
mencionados.

Serao vistos ainda os conceitos de estabili
dade e fungao perturbagao que serao usados exaustivamente no de
correr deste trabalho.

Finalmente, na secgao 4, apresentaremos os
principéis resultados de Dualidade, resumidos nos trés teoremas
basicos, Otimalidade, Dualidade Fraca e Dualidade Forte.

A prova dos teoremas de Otimalidade e Duali
dade Forte, bem como a apresentacao de alguns lemas welevantes

estao na secao 5.



Secao 2 - DEFINICAO DE (P) E (D)

DEFINICAO DE PONTO DE SELA E LAGRANGEANA-_INTERPRETACAO

Nesta secao serao apresentadas as definigoes
de (P) e (D); a definicao do ponto de sela e sua relacao com as
solucoes &timas de (P) e (D). A interpretacgao de (P) e (D) serd

vista a partir desta definicao.

1 - Definigao: define-se o problema primal da seguinte maneira:

(P) Encontrar se existir, um vetor x ¢ X t.q.
£(x) > £(x) VY x e X

onde X={xe X | g(x) < 0},
g(x) A (gl(x),gz(x),...,gm(x))' e f e cada
g;r i =1,2,...,m sao fungoes de valor real

definidas em X ¢ R.
Frequentemente (P) & enunciado simplesmente:

Min f(x) sujeito a g(x) < 0.
xeX

Existem muitas maneiras de definir o dual de

um determinado primal. Como nosso trabalho terad por base os re

sultados obtidos por Geoffrion |’'| para problemas convexos, u

saremos a definigao adotada por este,



2 - Definigdo: O problema dual de (P) com relagao as restrigoes

gi(x), i=1,2,...,m &:

(D) Max {inf f(x) + <u, g(x)>}
u>0,uelR xeX

onde inf £(x) + <u,g(x)> =w(u) & a funcao objeti
xex vo de (D)
O vetor u € R" é chamado vetor de varidveis duais. Vale obser

var aqui que o maximando de (D) .& uma funcao concava em u.

3 - Proposicdo: w  fungao obgetivo de (D) & concava.
. 1 2 A -
Prova: Sejam u~ e u € R, ul > 0, u2 >0e Xxelo,11.

Podemos escrever que::

4 f(x) + <ul, g(x);éw(ul) Y x g X
2 o, 2
5 f(x) + <u”, g(x)>> w(u”) vV x e X

Multiplicando 4 por X, 5 por (l1-A) e somando

tem-se:

f(x) + <A ut +(1—A)u2, g(x)> > A w(ul) +

+ (1-)) w(u?) /Y ¥ ¢e X

Tomando agora o infimo em x € X do lado esquerdo da desigualda-
de wem:

\ : 1 2 :

inf {f(x) + <A u + (1-M)u”, g(x)>} >

xe X

> 4 wlul) + (1-1) wiu?)



ou seja:

wir ul +(1-0 u?) > A wh) + (1m0 wud)

provando 3 ||.
Veremos a seguir a definicao de ponto de se

la e um teorema de otimalidade.

6 - Definicao: Sejam u > 0, u ¢ R"eL =R xR +Ra fungao
Lagrangeana . de (P) L(x,u) = f(x) +.%u,g(x)> . O ponto (x,u) &

ponto de sela de L(%,*) se:

7 L(x,u) < L{x,u) v x ¢ X
e
8 L(x,u) < L(x,u) v u>0
Na realidade todo o problema da dualidade

consiste em encontrar um par (xX,u) gue satisfaca ao mesmo tempo

(7) e (8). Ou seja, encontrar (x,u) tal que:
9 L(x,u) < L(x,u) < L(x,u) ¥ x ¢ X,

Yyu>0, uce RO,

Se (x,u) satisfaz (9) pode-se escrever que:
10 Max L(x,u) = L(x,u) = Min L(x,U0)

- xeX

O resultado (10) & uma consequéncia imediata de (xX,u) satisfa -
zer (9).

Analisando (10) conclue-se que (9) pode ser
escrita de uma maneira mais compacta, ou ainda, em vez de ten

tar-se resolver (7) e (8) separadamente (o que equivale a resol

ver (9)). Pode-se pensar em resolver um dos seguintes problemas:’
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11 Min Sup L(x,u)
xeX u>0
ou
12 : . Max Inf L(x,u)
u>0 xeX
O problema (11) equivale a resolver (9) da
esquerda para a direita, ou seja, encontra-se o Sup L(x,u) no

conjuntovdas u's > 0, ue Rm ém seguida minimiza-se em x ¢ X.

Em (12) o prbcedimento é exatamente o inver-
so, acha-se o Infimo em x € X e em seguida maximizamos em u > 0,
u e RT. E evidente gue resolver (12) equivale a resolver o pro
blema dual, ou seja:

(D) = Max inf {f(x) + <u,g(x)>}
u>0 xeX

Analisemos agora o problema (11)

Min Sup L(x,u)

xeX u>0
Fagamos h(x) = Sup {£f(x) + <u,gf{x)>}
u>0
Para x € X|g(x) < 0 tem-se h(x) = £(x) pois como g(x) < 0, o)

Sup {f(x) + <u,g(x)>} & obtido fazendo-se u = 0.
u>0 )
N Para x nao viavel (g(x) £ 0), h(x) = + ». Es

te resultado é evidente pois basta fazer:

u, =K se gi(x) >0

A
(=]

u; = 0 se gi(x)

onde K > 0 pode ser tomado tao grande quanto se queira. Com is

to vx nao viavel h(x) = + ». Logo pode-se dizer que:



11

13 Min h(x) <—> Min f(x)
xe X xeX|g(x)<0

ou seja, resolver (1ll) equivale a resolver (P).

Obteve-se assim a partir das condigoes de
ponto de sela os problemas (l1l) e (12) que sao equivalentes res
pectivamente a (P) e (D).

Veremos a seguir que a inter-relacao entre o
problema (9) e os problemas (11) e (12) €& tal que se pode garan
tir que um par (%,u) & solugao de (9), se e somente se, x resol
ve (P), u resolve (D) e f(x) = w(u). Este resultado caracteriza
bem a interpretacao de (P) e (D) em termos de condigoes de pon

to de sela.

14 - Teorema: O par (x,u) & ponto de sela de L se e somente se,
X resolve (P), wresolve (D) e f(x) = w(u).
Prova: (=) Seja (x,u) satisfazendo (7) e (8). De (8) temos que:

£(X) +<u,g(x)> < £(%) +<u,g(x)> / u > 0,

u e R, ou ainda
15 <u-u, g(x)> <0 v u2>0.
Fazendo
uy = Gi’ i=1,2,...,5-K, j+K,...,m e
uy = ﬁ% + 1 segue gue:
gj(§) < 0.

Variando j de 1 até m obtém-se
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viavel.

(01

16 g(x) < 0, ou seja x
Como u > 0 e g(x) < 0 segue que:

17 <u, g(x)> < 0.

il
o

Fazendo em (I5) u resulta:

18 {E, g(x)> > 0.

De posse de (17) e (18).conclue—se entao que:
19 <4, g(®)> = 0.

De (7) temos

£(X) + <u, g(x)> < £(x) + <u, g(x)> VvV x e X

Em vista de (19) segue que:
20 f(X) < £(x) + <u, g(x)> /Y x & X.
Para x € X tal que g(x) < 0 temos <u, g(x)> < 0. Logo

£(x)

| A

f(x) v xe X | g(x) <0

provando que X resolve (P).

Mostraremos agora que u resolve (D). Sabe-se

gue w () = L(X,u) pois
21 : w(u) = inf L(x,u) = L(x,u). (de (7)).
xeX
Mas wiu) = inf L(x,u) (Y u>0, uce R™)
xeX
< L(x,u)

L(X,7) = w(u) de (8) e (21).

| A
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Logo w(u) < w(u) V¥ u > 0, provando que u resolve (D).

De (21) segue gue:

w(a) = £(x)+ xu, g(x)>

Em vista de (19) vem:

w(u) = f£(x) encerrando a primeira parte da
prova.
(<==) Suponha que x resolve - (P), U resolve (D) e f(xX) = w(u).
Sabe-se que:
22 £(X) = w(u) < f(x) + <u, g(x)> /Y x e X

Como <u, g(xX)> < 0 (¥ u > 0) (x & viavel por hipStese), pode-se

escrever que:
23 £(X) + <u, g(x)> < £(x) + <u, g(x)>

(V xeX) (VY u>0).
Fazendo em (23) u = u resulta:

£(xX) + <u, g(x)> < £(x) + <u, g(x)> (/ x € X)

provando (7). Ainda em (23) fazendo x = X tem-se

24 £(x) + <u, gF»< £(x) + <u, g(x)> (/Y u>0)

provando (8) ||.
Obtivemos assim com estes resultados, uma in
terpretacao clara de (P) e (D) em termos de condigoes de ponto

de sela, e um teorema que garante a otimalidade do par (X,u) pa



14

ra os problemas (P) e (D), quando (x,u) &€ um ponto de sela da
Funcao . Lagrangeana de (P) (L(x,u) = £(x) +<u g(xp).

Na secgao seguinte, serao vistas algumas de

finigoes e resultados preliminares que servirao de Dbase:
para desenvolver a teoria de dualidade na secao 4.
Serao introduzidos os conceitos de Condi

goes de Otimalidade e Estabilidade.

O primeiro serd usado em substituicao as
condigdes de ponto de sela por facilidade de formalizagao e in
terpretacao. O segundo (estabilidade) & fundamental para oS
principais resultados de dualidade. A hipotese de convexidade

nao sera usada em nenhum momento.

Secio 3 - DEFINICOES (RESULTADOS PRELIMINARES)

Antes de iniciarmos a discussao dos resulta
dos preliminares, serlo apresentadas algumas definigoes basi

cas, necessarias para uma melhor compreensao dos mesmos .

25 - Definicao: O valor Stimo de (P) é o Infimo de

H{f(x) | x e X, g(x) < 0}.

O valor otimo de (D) & o

Sup {w(u) | u> 0, ue R'}.

Os problemas (P) e (D) sempre possuem valo
res Otimos pois convencionamos que sup(inf) de um conjunto wva

zio &€ -o (+ =),
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26 - Definigéo: 0 vetor u & essencialmente invidveld: em (D) se

w(u) = - ©. Se todo u > 0 & essencialmente inviavel em (D) ,

-

entao (D) & dito ser essencialmente inviavel. . Se (D) nao e

essencialmente inviavel , entao (D) & essencialmente viavel.

27 - Definicdo: O par (X,u) satisfaz as Condigoes de Otimalida

de (C.0.) para (P) se:

i) X minimiza f + <u, g> em X

|t
<
Q
X

A

(e»)

Isto posto, passemos a alguns resultados preliminares.
A equivaléncia direta entre Ponto de Sela e

CondigGes de Otimalidade, & garantida pela proposigao seguinte:

28 - Proposicao: O par (x,u) & ponto de sela da fungao Lagran

geana L de (P), se e somente se, (x,u) satisfaz as Condigdes de

Otimalidade para (P).

"Prova: (==>) Seja (%,u) um ponto de sela de L. De (7) vem:
£(X) + <u, g(x)>< £(x) + <u, g(x)> V xeX
ou seja, X minimiza f + <u,g> em X (condicao i). A condigao

iii) & vAalida pois U > 0 por hipdtese. A cbtencdo das condigoes
ii) e iv) & idéntica as das expressoes (16) e (19) no Teorema

(14).
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(x<==) Seja (x,u) satisfazendo as C.0. para (P). A expressao (7)

resulta direto da condicao i), ou seja:

£(x) + <u, g(x)> < f(x) + <u, g(x)> /V x g X

Como x & viavel (g(x) < 0), para todou > 0, u e rR® - vem
<u ,g(x)> < 0.

Pode-se escrever entao que:

29 £(X) > £(%) + <u, g(X)> Y u>0, ue R"
De (29) e da condigao ii) <u, g(X)> = 0, segue
30 £(X) + <u, g(x)> > f(X) + <u, g(x)> v u>0

provando (8) I -

De agora em diante, CondigOes de Otimalidade
serao usadas em substituigao a Condigoes de Ponto de Sela. A ra
zao para isto & gue Condigoes de Otimalidade sao  formalizadas
de uma maneira mais facil de serem usadas e interpretadas. Esta
formalizacao permite desenvolver uma teoria sobre Dualidade de
uma maneira bastante simples e objetiva.

Um resultado imediato da proposigéq (28) € o

seguinte:

31 - Coroldrio: O par (X,u) satisfaz as Condigoes de Otimalida-
de para (P), se e somente se, x & a solucao de (P), u & solugao

de (D) e £(x) = w(u).

Prova: A prova é imediata em vista do Teorema (14)e da equivalén

cia dada pela Proposicdo (28).
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32 - Definigao: O vetor u ¢ R™ & um vetor multiplicador &timo

(v. m.o.) para (P), se o par (xX,u) satisfaz as Condigoes de
Otimalidade para algum x ¢ X.

Da definicao de v.m.o. e da proposicao (28)
vé-se que a existéncia de um vetor multiplicador Otimo, presu
poe a existéncia de uma solucao Otima para (P). Além do mais ,
se u & um v.m.o. para (P), ele satisfaz junto com toda solugao
otima de (P), as CondigoOes de Otimalidade como veremos em
(II-52).

Nao se pode afirmar entretanto, que a exis
téncia de uma solugado otima para (P) implica na existéncia de
um vetor multiplicador dtimo. Mesmo no caso convexo, este re
sultado exige condicdes adicionais. Algumas dessas condigoes en:

volvem a fungao perturbacao de (P) que passaremos a estudar.

33 - Definicao: A fungao perturbagao de (P), & a fungao

v: R® > R dada por:

v(y) = inf {f(x) | g(x) <y} onde
xeX
v ¢ R® & chamado vetor perturbacio.

O conjunto das perturbacoes viaveis de (P)

v

Y = {y ¢ R | g(x) <y para algum x € X}.
Sejay € Y e consideremos o problema

(P.) Min f(x) s.a. g(x) <y
xeX
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O problema (Py) & o problema (P) perturbado
por y. A Gnica diferencga entre eles, estd no conjunto de pon

-

tos viaveis que no caso de (Py) é

X(y) = {xe X | g(x) <y}

Se f & limitada inferiormente (Py) € limita
do para qualquer perturbagao y € Y.

Em vista da Definigao (33) o valor de v em vy
& o valor do problema (P_). A menos do caso trivial (X = {¢}),

Y & nao vazio, e como f & limitada inferiormente, o Infimo exis

te. Observe-se também que se y =0
v(0) = inf {f(x) | g(x) < 0}
xeX

ou seja v(o) & exatamente o valor Otimo do primal.

34 - Definicao: Seja Z < R, A funcao h: Zz ~ R é_crescente se

h(zz) > h(zl) v 22 > Zl, Zl, 22 € 7.
h é decrescente se -h & crescente.
35 - Lema: Se yl, y2 e Y e yl > y2 entao

X(v?) < x(yh) e viyhH < viyd)

Prova: Temos

X(yz) Eix e X | gx) <y} e

X(yl) A{x e X | g(x)

A
g
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Seja x € X(yz), entao pode-se escrever que:

— 2 1 —
g(x) <y <y =>xc¢ X(Yl) provando a

primeira parte do lema. Sabe-se ainda que:

inf. £(z) < £(x) (4 x & X(yD))
zéX(yl)

Como X(yz) c X(yl), a desigualdade vale em particular para

X € X(yz). Logo

inf, (z) < £(x) (/ x e X(y)
zeX(y™)

Tomando o Infimo de f(+¢) em X(yz) vem

inf 1 f(z) < inf2 f(x) ou seja
zeX(y™) xeX(y™)

viyh < viy?

encerrando a prova. |]|.

No sentido do Lema 35 dizemos que a fungao

perturbacao & decrescente.

"Em geral a funcao perturbacao v nao & dife
renciidvel em todos os pontos do seu dominio. Um conceito im
portante que amplia a idéia de diferenciabilidade sera visto

a seguir.

36 - Definigao: Seja U < R um conjunto qualquer e t: U - R
uma funcao qualquer. Um vetor y € R™ & um subgradiente de t
em u £ U se:

t(u) > t(u) + <y, (u-u)> (¥ u g U)
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Exemplo:

Fie-1

A existéncia de um subgradiente garante que
o grafico da fungao estd todo acima da forma linear definida

por este subgradiente.

37 - Definicdo: Seja U € R" um conjunto qualgquer e t: U + R
uma fungao qualquer.

O conjunto de subgradientes de t em u € U &

§ t(u) = {y ¢ Immlt(u) > t(u) + <y, (u-u)y
Ju € U}

Dizemos que t: U » R & subdiferenciavel em

ueUse ¢§t(u) é nio vazio. Evidentemente nem toda funcao &
subdiferenciavel. FuncoOes estiitamente cbncavas por exemplo
nao admitem subgradientes em nenhum ponto do interior do seu
dominio. Em particular, subgradientes da fungao perturbagao na

origem sao importantes nesse trabalho, pois como veremos mais
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adiante, estes subgradientes sao simétricos dos vetores multi-
plicadores Otimos para (P), se (P) tem solugdo. Assim, se (P)
tem solucao Ootima, condigoes gue garantem que v é subdiferencid
vel na origem, implicam diretamente na existéncia de um v.m.o.
para (P).

Em vista da importancia acima mencionada, ,

serao vistas agora algumas propriedades dos subgradientes de v.

38 - Proposicao: Subgradientes da fungao perturbacdo sao nega

tivos.

Prova: Seja vy € R" um subgradiente de v emy € Y. Entao
viy) > v(y) + <y, (y=y)> Y ye¥
Fazendo
y =y + e’ resulta -
- 3 — J
viy +e”) > vily) + <y, e >
Como v & decrescente segue que:
. < 0
YJ =
fazendo j variar de 1 até m obtemos

y £ 0 provando (38) |].

O resultado seguinte apresenta a relacao en

tre a existéncia de subgradientes de v e a viabilidade do pro

blema dual.

39 - Proposicao: Se v admite um subgradiente em algumy € ¥ ,

entao (D) € essencialmente viavel.
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Prova: Seja Y € R um subgradiente de v em algum y € Y, entdo

viy) > v(y) + <y, (y=y)> /y e¥

fazendo

y = g(x) onde x € X vem:

v(g(x)) > V(§) + <y, g(x)>—<Y,§> v/ X e X
Mas

£(x) > vig(x)) > v(y) + <y,g(x)>-<y,y> /xeX
ou ainda

£(x) + <(-y), g(x)> > v(y) = <y,y> ¥V x e X

Tomando o Infimo em X do lado esquerdo da

desigualdade vem:

inf {£(x) + <(-y), g(x)>} > v(y) - <y,y>
xeX

ou seja w(-y) > vly) - <y,y> provando (39) |]|.

Esta proposigao sera usada largamente no ca
pitulo seqguinte, como hipdtese para obtencao de uma série de
resultados importantes. Ela & valida no sentido contrario sem
convexidade, este resultado porém, nao serd aqui demonstrado.

Daremos agora duas definicoes do que sera
chamado de estabilidade do problema primal. A primeira delas
(estabilidade global ou simplesmente estabilidade) & mais res
tritiva e garante uma série de resultados importantes. A segun
da, que & a definigao de estabilidade adotada por Ceoffrion|7!| &
menos. restritiva. e brecisa da hipotese de convexidade para ga

rantir resultados mais fortes.
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40 - Definigao: Suponha v(0) finito. O problema (P) & estavel

se a funcao perturbagao v, a ele associada, admite um subgra-

diente emy = 0.

41 - Definicao: O problema (P) é estavel segundo Geoffrion se

v(0) &€ finito, e existe um escalar M > 0 tal que:

v = v¥) ¢y (/y £0) (y £ BN
|y |

O resultado abaixo relaciona as dwuas defi-

nigoes.

42 - Teorema: Se (P) & estdvel, entao (P) & estadvel segundo
Geoffrion.

Prova: Seja y € R™ um subgradiente de v em y = 0. Entao,

43 viy) > v(0) + <y,y> /Y y ¢ R

Em particular (43) & valida paray # 0. Lo

go poderse escrever que:
44 v(0) - v(y) £ <y,y>7/y #0

Como pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

<=v,¥> < |l vll - [lyll entdo

v(0) - v(y) <yl y#o0 concluindo a
Iy |l |

prova | |.

Assim, se v admite um subgradiente na ori-

gem, verifica-se pelo teorema(42),que esta nao pode decrescer
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infinitamente rapido em nenhuma diregao de perturbacao, ou seja
existe um escalr M > 0 tal que a expressao da Def.(41) & verdd
deira qualquer que seja a perturbacao considerada.

A implicagao deste teorema no sentido  con
trario, nao & verdadeira em geral, como podemos ver no seguin

te exemplo grafico:

VUP
o)

\

Neste exemplo (P) & estdvel segundo‘CEOﬁﬂion,

Fia-d

porém a funcao perturbagao a ele associada nao admite subgradi
ente emy = 0.
Além dessas duas definicoes de estabilidade,

existe o conceito de "localmente estavel".

45 - Definicao: (P) & localmente estavel se v(0) & finito e

4§ > 0 e M >0 (§,M e R) tais que:

16 vi0) = ¥(¥) o M (y yeB(0) ey #0)
Iy |l °

Na figura seguinte sao apresentadas as rela
coes existentes entre os trés conceitos de estabilidade, e as

hipoteses necessarias para que sejam validas as implicagOes a
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presentadas.

) 2 (8)

ESTRVEL /

’
ESTAVEL
GEOFFRION

CoMVEXIDADE

(c)

LoCcRALMENTE

ESTAVEL

A implicacao de (A) = (B) & justificada pelo
teorema (42).De (B) - (C) & uma decorréncia imediata das defini
coes. A implicacao de (C) -+ (B) e de (B) - (A) com a hipoOtesede
Gonvexidade de v, & justificada pelos lemes 1, 2:@ 3 do Apéndice A.

Como vemos, o conceito de estabilidade glo
bal ou simplesmente estabilidade & o mais restritivo. Ele dmpli
ca diretamente em estabilidade segundo Geoffrion e estabilidade
local. Basta a convexidade de v para que as implicacgoes sejam
validas no sentido contrario.

Mais adiante veremos como estabilidade € um
conceito relevante para os principais resultados de dualidade.

Voltamos a discutir esse quadro no Capitulo
ITT.

Na proxima se¢ao serao discutidos os princi-

pais resultados de dualidade.
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Secao 4 - DUALIDADE

Antes de passarmos a discussao dos dois teo
remas basicos de dualidade, apresentaremos um teorema de otima
lidade qué fornece a base necessaria para caracterizar e inter
pretar os vetores multiplicadores Otimos. Dos teoremas apresen
tados nesta secao, veremos somente a prova do teorema de Duali
dade Fraca. As provas dos demais teoremas serao vistas na prd

xima secgao.

50 ~ Teorema (otimadidade): Suponha que (P) tem uma solugao
Otima. Entao, existe um vetor multiplicador &timo, se e somen-
te se (P) & estavel; e u € um vetor multiplicador otimo  para
(P) se e somente gse -u & subgradiente de vemy = 0.

O primeiro resultado deste teorema, apresen
ta estabilidade como uma condig¢ao necessaria e suficiente para
a existéncia de um vetor u e R" tal que o par .(x,u) satisfaz
as Condicoes de Otimalidade para (P) com algum x e X. Qual
quer cohdigéo de qualificagao de vinculos implica uma estabili
dade e consequentemente na existéncia de um v.m.o. como Obser-
vou Geoffrion |71].

A condigao de qualifliicagcao de Slater por e
xemplo, supde a existéncia de algum x € X tal que g(x) < 0. Es
te resultado & suficiente para garantir que (P) & estavel no
caso convexd.

Se (P) nao foi convexo, condigoes de quali-
ficacao de vinculos sao dificeis de serem encontradas e em al

guns casos impossivel. Porém, se f for suficientemente bem com

portada, o problema poderd ser estavel independentemente do
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comportamento dos vinculos (por exemplo, f gonstante).

Caso (P) tenha solugao, condigoes que garan
tam estabilidade sao relevantes pois implicam pelo teorema (50)
na existéncia de um vetor multiplicador o6timo para (P), e con
sequentemente em Condigoes de Otimalidade.

A segunda parte do teorema, nos permite in
terpretar e caracterizar um vetor multiplicador otimo.

Suponhamos que u € um v.m.o. para (P), e
que o problema foi perturbado com uma perturbagao fy onde 6>0

ey e R" (6 ¢ R. Entdo o problema perturbado por 6y sera:

Min f(x) sujeito a g(x) £ 0y
xeX

Como u & um v.m.o. para (P), pelo teorema
60), temos que:

V(OY) ; V(O) = 6<G,Y>r ‘/ 0 ; Or
ou seja, -u é subgradiente de v em y = 0. Porém como v(0y) é
o valor oOtimo do problema perturbado conclue-se que

v(0) - 06 <u,y>

fornece um limite inferior para este wvalor. Além do mais, to -
. + - . . .
mando o limite quando 6 - 0 , obtém-se a derivada direcional de

v na diregao y, ou seja:

+
d V(GZ) ; - <a,y>
de

Se y € um vetor unitario. onde todas as com

ponéntes sao nulas, exceto a componente j temos que:
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-uj € o limitante inferior da taxa marginal de variagao do va
lor otimo de (P), quando hd um acréscimo na j-Esima restrigao.
Assim, o conjunto de subgradientes da funcao perturbagao na
origem, pode ser caracterizado em termos do conjunto de w.m.o.

para (P). Passemos agora a discussao dos teoremas de dualidade.

51 - Teorema: Dualidade Fraca. Seja ® viavel em (P) e u viavel

em (D). Entao o valor da funcao objetivé de (D) calculada em
u & menor ou igual ao valor da funcao objetivo de (P) calcula-
da em x.
A demonstracao do teorema & imediata. Senao
vejamos: Seja x viavel em (P) e u viavel em (D). Sabe-se que:
w(u) = inf {£(x) # <u ,g(x)3} <
xeX

£(X) + <u,g(x)>

Como X e U sao vidveis (<u,g(x)> <0)
resulta:

w(u) < £(x) + <u,g(x)> < £(x)

completando a prova.

Um resultado imediato deste teorema € que
gualguer solugao viadvel de (D), fornege um limitante inferior
para o valor otimo de (P), e gualquer solucao viavel de  (P),
fornece um limitante superior para o valor 6timo de (D). No ca
so de algoritmos implementaVeis para a resolugao de (P) ou (D),

este resultado & bastante Util pois pode funcionar como um cri
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tério de parada para o algoritmo: se em alguma iteragao os va-
lores das fungoes objetivo de (P) e (D) forem iguais, entao as
solugoes serao Otimas para (P) e (D). Ou seja, a igualdade dos
valores Otimos de (P) e (D) implica (pelo éorolério(3l»_diretg
mente em otimalidade. Em geral, a igualdade dos valores Otimos
ndo ocorre, dando origem ac "gap" de dualidade, ou seja, a di
ferenca entre os valores otimos de (P) e (D).

CondigGes que garantam a igualdade dos valo
res Otimos e consequentemente a nao existéncia do gap  serao

vistas no teorema seguinte,

52 - Teorema: Dualidade Forte.

Se (P) @ estavel, entao:

a) (D) tem solugao otima;

b) Os valores otimos de (P) e (D) sao iguais;

c) u @ uma solucdo Otima de (D) se e somente se -u & subgradi-
ente de vemy = 0; |

d) Toda solugdo Otima u de (D) caracteriza o conjunto de todas
as solugodes Otimas de (P), como as que minimizam £ + <u,g>
em X; que satisfazem a condigao de viabilidade g(x) <0 e
a condicdao de complementaridade <u,g(x)> = 0.

Buscar solugoes para problemas estaveis a
través do seu dual & plenamente justificado pelos resultados
a) e d) deste teorema.

Se u uma solugao otima do dual, o resultado
d) garante que occonjunto de todas as solugoes de (P) pode ser

determinado.
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Na realidade o resultado d) pode ser formula

do em termos de Condigoes de Otimalidade para (P).

Secao 5 - DEMONSTRAGCAO DOS TEOREMAS DE OTIMALIDADE E DUALIDADE

FORTE

Os lemas que apresentamos a seguir, servirao

de base para demonstracao dos teoremas (50) e (52).
53 - Lema: Suponhamos v(0) finito. Entdo, u & uma solugdo otima
de (D) e os valores oOtimos de (P) e (D) sao iguais, se e somen-—

te se -u & subgradiente de v em y = 0.

Prova: (<=)

Se v(0) & finito e -u & um subgradiente de v em y = 0, entao pe
la proposigao (38) u> 0.

Segue ainda que:

viy) > v(0) - <u,y> /y €R"

Fazendo y = g(x) onde x € X vem:

54 v(g(x)) > v(0) - <u,g(x)> vV x & X
Como f(x) > v(g(x)) (yx e X) de (54) vem:
£(x) > v(0) -<u, g(x)>Y x e X

Ou ainda:

55 £f(lx) + <u, g(x)> > v(i0) J x e X
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Tomando agora o infimo em X do lado esquerdo
da desigualdade vem:

56

w2 inf {£(x) + <u,g(x)>} > v(0)
xeX

Pelo Teorema 51 (Dualidade Fraca) conclue-se

que u & uma solugao otima de (D) e os valores Stimos de (P)

e
(D) sao iguais.

(—=>) Seja u uma solugao otima de (D) e suponhamos que o valop

otimo de (D), iguala o valor otimo de (P).

Entao:
inf {f(x) + <u,g(x)>} = v(0)
xeX
se ye¥ xeXeglx) <y entao:
57 <u,g(x)> < <u,y> pois >0
Logo pode-se escrever que:
58

£(x) + <u,y> >

inf {f(x) + <u,g(x)>} =

v(0) ( VYxe X |g(x) <y)

Ou ainda:
£(x) > v(0) - <u,y> (/ xe X [g(x) <y)

Tomando o Infimo em X do lado esquerdo da de
sigualdade para cada y € Y vem:
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inf f£(x) > v(0) -<u,y> (/y € Y)

xeX

( Vx e X [g(x) <vy)

Ou seja:

v(y) > v(0) = <u,y> (V¥ y € Y)

Masseyg’Y V(y)=+oo

Logo vly) > v(0) - <u,y> vy e R, provando

que -u & um subgradiente de vemy =0 |]|.

O resultado seguinte fornece a relagao entre
vetores multiplicaodres Otimos para (P) e o conjunto de subgra

dientes de vemy = 0.

59 - Lema: Se (P) tem uma solugao Otima, entao, u € um V. m. o.
para (P) se e somente se -u & um subgradiente de v emy = 0.
Prova: (=—>) Seja u um v. m. o. para (P). Entao o par (x,1)

satisfaz as Condigaes de Otimalidade para algum x € X. Pelo Co
rolario (31), x & solucdo Otima de (P), U & solugao otima de (D)
e £(x) = w(u). Usando agora o lema (53) conclue-se que -u & sub

gradiente de vemy = 0.

(&) Seja X uma solugdo Stima de (P) e -U um subgradiente de
vemy = 0. Como (P) tem solucao otima v(0) & finito; logo pelo
lems (53), u & uma solugdo otima de (D) e f(x) = w(u). Usando ago
ra o Colorario (31) conclue-se que o par (x,u) satisfaz as Condi

¢coes de Otimalidade para (P), ou seja, u & um V. m. o. para (P).
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Na demonstracao deste lema, ficou evidencia
da a importancia da relagao entre Ponto de Sela e Condigoes de
Otimalidade dada pela proposigao (28). Ela serve de ligagao en
tre os resultados apresentados em termos de Ponto de Sela (Teo
rema-14) e o Colorario (3l)quattrabélha com Condigoes de Otima-
lidade.

O proximo lema apresenta mais um resultado

de Condigoes de Otimalidade para (P).

60 - Lema: Suponha que v € finita emy = 0, e que vy & um sub
gradiente neste ponto. Entdo x & uma solugdo otima de (P) se e

somente se (x,-y) satisfaz as COndicoes de Otimalidade para (P).

Prova: (=—>)

Suponhamos que: v(0) & finito, Y & um subgradiente de v em y=0
e x & uma solugdo 6tima para (P): Pelo lema (53) tem-se que -y
& uma solucao Otima para (D) e f£f(xX) = w(-y). Através do Colora-
rio (3l)conclue-se entao que o par (x,—y) satisfaz as CondigOes

de Otimalidade para (P).

(<==) A prova neste sentido & imediata em vista do Colorario
(31).
Uma relacao direta entre estabilidade eexis -

téncia de solugao Otima para (D), serd o tema do proximo lema.

61 -~ Iema: Suponha o valor otimo do primal igual ao valor Oti-
mo do dual. Entao (P) & estavel, se e somente se (D) tem solu

gao.
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Prova: Se o valor otimo do primal nao € finito, entao (P) nao
€& estavel e (D) nao tem solugao. Se o valor dotimo do primal &
finito por hipdtese e pelo lema (53), u resolve (D) se e somen

te se -u € subgradiente de v emy = 0 concluindo a prova[l

Analisando os resultados dos lemas apresen-—
tados,'pode-se concluir que os vetores multiplicadores oOtimos
para (P), sao exatamente o simétrico dos subgradientes de v na
origem.

A existéncia de uma solugao Otima para (D)
gque garanta a igualdade dos valores otimos de (P) e (D), esta
intimamente ligada a estabilidade, e portanto a existéncia de
subgradientes da fungao perturbagao v na origem.

Assim, se os valores Otimos de (P) e (D)
sio iguais, U serd uma solugdo &tima para (D) se -u for um sub
graditente.de vem g = 0. Se (P) tem uma soiugéo Otima e & esta
vel,'entéo: existe um vetor multiplicador Otimo, o problema
dual tem solugao e Condigoes de Otimalidade sao obtidas. Vale
salientar ainda que, a existéncia de uma solucao Otima para
(D) é apenas uma éondigao necessaria para que Condigoes de Oti
maliadde sejam obtidas.

Assim (D) pode ter uma solugao Otima, . Con
digoes de Otimalidade sao serem verificadas, o que pode ocor
rer caso (P) ndo tenha solugdo ou os valores Otimos nao coinci
dam.

Os exemplos que se seguem, ilustram o segun

do caso:
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Exemplo l: Sejam f e g como abaixo:

A funcgdo perturbacdo associada ao problema acima sera:

R
) Tew Sovugho
(®) TEM sSolLvugho (i=zo)
MAS (o) # w ()
< r (o)

1
i

R.'W\.

Fic-5
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Exemplo 2:

Fic-¢

Neste caso o grafico da fungao perturbacao associada ao proble

ma sera:

NESTE EXEW PLo (\y(_-)-_—&(-))

(®) TEM SsoLvU gfio
D) TEW soLV C/Ke

nas L) F win)

RM

Fie-%
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Isto posto, passemos a demonstragao dos teo

remas (50) e (52).

Prova do Teorema 50: Otimalidade.

A prova & imediata em vista do lema (59) e da relagao entre esta
bilidade e existéncia de subgradiénte de v na origem  (Defini

cao (40) ) .

Prova do Teorema 52: Dualidade Forte.

Suponha que (P) & estavel. Entao os resultados a), b) e .c) f£fi
cam demonstrados pelo lema (53). A parted) fica demonstrada pe

lo lema 60)e pelo resultado c).

Segao 6 - CONCLUSAO

O estudo que fizemos nesse capitulo  permi
tiu apresentar, seguindo a linha de Geoffrion, os resultados da
Teoria Geral de Dualidade sem hipdteses adicionais.

A interpretacao dos problemas primal (P) e
dual (D) foi desenvolvida com base nas Condigoes de Ponto de
Sela elaboradas por Lasdon |°®%].

Vimos que, a existéncia de solugao 6tima pa
ra os problemas (P) e (D), e a igualdade dos valores "otimos
desses problemas, estd diretamente ligada ao conceito de esta-

bilidade. Este conceito, desenvolvido com base na fungao per

turbagao v de (P) & fundamental para os principais resultados
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de Dualidade, como foi visto nas secgoes 3 e 4, através dos teo
remas de Otimalidade (II-50) e Dualidade Forte (II-52).

Devido a isso, buscar condigoes que garan
tam estabilidade, torna-se assim um ponto fundamental para os
principais resultados deste capitulo.

No proximo capitulo, trabalharemos com um
problema particular (com vinculos positivos (g(x) ;'0 Vx & X))
buscando encontrar condigoes qué garantam otimalidade de (P) e
(D), a partir de hipoOteses mais fracas. A hipdtese de que a
funcdo perturbagdo v & semi-continua inferiormente na origem ,
serd usada largamente na obtencao dos resuldados de otimalida

de.
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CAPITULO III

DUALIDADE ' EM PROBLEMAS ' A VINCULOS

POSITIVOS E O METODO DE PENALIDADES

Secao 1 - INTRODUCAO

Procuraremos neste capitulo, desenvolver e
aprofundar a teoria de dualidade apresentada no capitulo ante
rior, para uma classe particular de problemas (Problemas a vin
culos positivos - P.V.P.).

Veremos na segao 2 que estabilidade em Pro
blemas a Vinculos Positivos, pode ser garantida a partir de re
sultados menos restritivos e estudaremos as propriedades ~da
fungao perturbacao associada a esta classe de problemas.

A busca de condigoes que garantam a otimali
dade dos problemas (P) e (D) serd o escopo da segao 3.

Mais uma vez estas condigoes envolvem a fun
cao perturbacao (v) de (P), e a hipotese de que v & semi-contl
nua inferiormente na origem, é basica para a maioria dos resul
tados de otimalidade.

Verembs na secao 4 a relagao entre  Proble
mas a Vinculos Positivos e o método das Penalidades Exteriores.
Estudaremos dois métodos usuais de penalidades exteriores
(zangwill/Polack), e apresehtaremos um método desenvolvido a
partir do Problema & Vinculos Positivos (equivalente ao proble
ma original (II-1)).

Em vista da equivaléncia entre P.V.P. e o
método das Penalidades Exteriores apresentado, a Otimalidade

de (P) e (D) sera obtida a partir de um teorema que garante a
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convergéncia do método apresentado. Usaremos resultados da teo

ria de Dualidade para mostrar que o método converge.

Secao 2 - ESTABILIDADE E PROPRIEDADE DA FUNCAO PERTURBACAO EM

-~

PROBLEMAS A VINCULOS POSITIVOS

Nesta sec¢ao introduziremos os Problemas a
Viculos Positivos, e veremos como um problema geral (P) (II-1),
pode ser transformado em um Problema a Vinculos Positivos equi
valente.

Estudaremos em seguida estabilidade em Pro
blemas & Vinculos Positivos, e veremos como ela pode ser garah
tida a partir de hipoteses menos restritivas.

Por ser fundamental para a maioria dos re
sultados de otimalidade (Segdo 3), abordaremos também as pro
priedades da funcao perturba¢ao, associada a um Problema a Vin

culos Positivos.

1 - Definigao: (P) & um problema a vinculos positivos se

g(x) >0 Y x £ X. Isto posto, tem-se que o conjunto de per-

turbacoes viaveis (Y), para um P.V.P. , serd entao todo ortan

te positivo (R™) . sendo vejamos:

Por definicao ¥ = {y ¢ R™| g (x) <y, para algum x e X}.
Seja y € R™ tal que yy < 0 para algum j(y é 0).
Como g(x) >0V x e X, entao & x e X tal que g(x) <y.

Logoy ¢ Y concluindo a prova.
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Se (P) & um P.V.P. tem-se para o valor da

funcao perturbagao associada a (P):

viy) =+ ¢y y

Y4
[e»]

De fato, se y } 0, entao:

A x e X tal que g(x) <y pois

(g(x) > 0, /Y x e X)

Logo v(y) inf {f(x) | g(x) < v}

xeX

= inf {¢}(pois y>0 e g(x) >0/ x € X)
xeX = =

i:l-l-oo/yzolngm.

Qualquer problema, pode ser transformado em
um Problema a Vinculos Positivos equivalente. O procedimento
mais usual consiste no seguinte:

Define-se novas fungoes vinculos como se segue:

gi(x) se gi(x) >0 i=1,2,...,m
gi(x)=
0 caso contrario
Entio g(x) A (gl(x), gz(x), ey gm(x)) e g(x)é;O Y x g X.

O problema

Min £(x) s.a. g(x) <0 ,
xeX -

serd um problema & vinculos positivos, equivalente ao problema

original.
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Em todo o capitulo, vamos supor que (P) é
um problema a vinculos positivos.

PanéAeste tipo de problema, resultados mais
fortes serao obtidos.

O primeiro deles apresenta a identidade .en
tre estabilidade global e estabilidade segundo Geoffrion |7%].

Ele vem no teorema seguinte.

2 - Teorema: (P) é estdvel segundo Geoffrion, se e somente se

(P) & globalmente estavel.

Prova: Suponha (P) estdvel segundo Geoffrion (II-41).  Entao,

v(0) & finito e existe um escalar M > 0 tal que:

V) =) Ly /oy 40, yc &

Iy |l

Como || yl|| > 0 pode-se escrever:
3 v(0) - viy) <M |lyll ¥ ye rR™

Para y > 0 tem-se

lyll < vm. max |y, |

i=1l,2,...m

= /m. max ' /Y (y >0)

i=1,2,...m
m

<V/m. I Yy
i=1

m - _
/m.<e,y> onde e € R & o vetor com

todas as componentes iguais a 1.
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Entao de (3) obtemos:

4 v(0) - v{y) <M. /m. <e.y>
sILogo

5 vW)ZvW)—MwﬁL<eg>(/ y;O,yeﬁ%
Como paray 2 0 v(y) =+« e (55 continua

=

valida, o wvetor —(M.Vﬁﬁ)ge e R & um subgradiiente de v em .
y = 0. Logo (P) é estavel (globalmente).

A 22 parte do teorema é equivalente ao Teo
rema (II-42)]].

Outro teorema onde estabilildade global & ga
rantida a partir de hipoteses mais fracas, € o que vem a se

guir.

6 - Teorema: Se (P) & localmente estavel, e (D) é essencialmen

te viavel, entao (P) & estavel (globalmente).

Prova: Por hipotese tem-se que v(0) € finito e:
(2 e>0) (2M>0) (YyeB_(0),y #0)

7 v(0) - v(y)

< M
Il
e ainda
8 w(u) >K onde KeR e (Wue R, u>0)

Sabe-ge ainda que:

f(x) +<u,g(x)> >w(u) >k 7/ x e X
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Logo, pode-se escrever que:

inf {f(x) + <u,g(x)>} > K
xe X

Ent30, dado y € R', ¥ > 0 resulta:

K <inf {f(x) + <u,g(x)>} por (9)
xeX

<inf {f(x) +<u,g(x)>}

xeX |g(x) £y

<inf {£(x) +<u,y>} pois y20 e g(x) <y

xeX lg(x) <y
=v(y) + <u,y> por definicao de v
Ou ainda:

— —— . _ m —
v(iy) + <a,y>>K (y y e R,y >0)

[

Como v(0) & finito por hipdtese, segue:
v(0) - v(¥) <v(0) +<u,¥>-K (yyeR', ¥2>0)

e para v ¢ BE(O) vem:

v(0) —v(y) _ v(0) =K _ <u,y> ([[y]l > e)
Iyl = Hyll Iy 1l
< v(0) -K

H + H u H por Cauchy=Swartz
v

| A

v(0) =K , || w|| pois.

€

v(0) 2w(uw) >Ke ||[T] > ¢



45

provando que:

10 V(Oi:-ﬁ(i)< K1l para algum K1>0 e §§ZBE(0)
Ily o

Como para y € B_(0) vale (7), e em vista de
(10), (P) & estavel segundo Geoffrion.
Pelo Teorema (III-2) conclue-se finalmente

gque (P) & globalmente estavel.||

Estes dois teoremas de estabilidade sao va
liosos na aplicacdo da teoria apresentada no capitulo II a pro
blemas a vinculos positivos.

Os dois teoremas basicos, Otimalidade e Dua
lidade Forte, estao baseados navhipétese de que (P) & global
mente estavel, ou seja, v admite um subgradiente na origem. Co
mo o teorema de Dualidade Fraca, nao necessita de nenhuma hipd
tese relacionada com estabilidade (ele & valido desde que (P)
e (D) tenham solugéo), toda teoria apresentada no capitulo 1II
continua valida com hipdteses bem mais fracas.

A razao forte para este fato, € que as fun
¢oes perturbagao associadas aos problemas a vinculos positivos,
possuem caracteristicas bem particulares como veremos a seguir.

Como v assume o valor (+») para perturba
goes nao positivas (y £0), entdo ela & descontinua na origem.

Tal descontinuidade porém hao cria grandes
problemas desde que v seja semi~-continua inferiormente na ori
gem, como veremos ha segao 3.

Assim, na maioria dos casos de problemas es

tiveis, o gradfico da funcao perturbacao associada ao problema,
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& como o da figura abaixo.

4 o0 \\ I oy

-~ (o)

- %70
Ay

-

y ¥
Fie-~1 -l

Observando a figura, conclue-se que (D) tem

infinitas solugoes Otimas. As retas ﬂl e 22, caracterizadas por

seus coeficientes angulares —ul e -u2 respectivamente, sao su

portes ao grafico de v em v(0), ou seja, os dois valores ul e

u2 da varidvel dual, fornecem um mesmo valor para a fung¢ao ob
jetivo de (D) (no caso igual a v(0)).

Assim, se u & uma solugao Otima de (D), gqual

2

gquer u > u também serd Otimo em (D) ( no exemplo w* > ul).

(o))

Ievando-se em conta o fato de que se (P)

m

estivel, o conjunto de subgradientes de vemy = 0 (5§ v(0)),
exatamente o conjunto de solugoes Otimas para (D) (II-53), po

de-se afirmar que:
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11 - Lema : Suponha (P) estavel. Entao § v(0) & ilimitado, fecha

do e convexo.

Prova: i) Ilimitado

Seja o € Rm, um subgradiente de vemy = 0.
Entao:
12 v(y) > v(0) + <a,y> (/y & R

Seja o vetor a' € R tal que o' < a.

Entao, para y > 0 segue que:
<a',y> < <a,y>
Logo em (l12) pode-se escrever que:
13 v(y) >v(0) +<a',y> (VYy >0) (v € Rm)

Como para y X 0, v(y) =+ » e (13) continua valida, pode-se es

crever finalmente que:

14 v{y) >v(0) +<a',y> (V/y € RM), ou seja o'

€ um subgradiente de vemy =0

Assim, qualquer vetor a' < o € também um
subgradiente de v emy = 0, provando assim que §v(0) & ilimita

do.
ii) Convexo
. 12 L
Sejam o>, a” € 8v(0) e X e [0,11.

15 v(y)_zv(O)-+<ul,y> Yy v ¢ rR" e
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16 v(y) >v(0) + <u2,y> Y v e R®

Multiplicando (15) por A e (16) por (1 - A)

vem:
1 m
Av(y) >Av(0) + A<a~,y>Y v € R
(1-2) v(y) > (1-2) v(0) + (1-1) .<a,y> voy & R®
Somando as desigualdades resulta:
1 2 m
v(y) >v(0) + <(da” + (1-1) o), y>y € R,
provando gque o vetor

(ol + (1-0) o®) e §v(0)

iii) Fechado

. K .
Seja (y) uma seguencia em RT, convergen

KelN
te, com limite ¥y, tal que:

(K

(y )KEEJ e §v(0)

Como YK e 8v(0) vem:

K m
viy) >v(0) +<y ,y> V yeR , ¥ KeN
Segue ainda que:

vW)ihm(VW)+<ﬁﬁ>)/ y ‘e RV

Koo

Ou ainda:

viy) >v(0) +lim <¥,y> /y ¢ &

K-+IN
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v(0) + <¥,y> v/ v & RV

[ v

Logo y € &8v(0), provando que
§v(0) & fechado.||.
Obs.: Os itens ii) e iii) sao vélidos.enxgeral'para gualquer
fungao.

Com base nos teoremas apresentados nesta se
gdo, pode-se reformular o quadro de relagoes entre as trés de

finicoes de estabilidade.

ESTAVUEL

. s/cE o FFRioN

< , il
& ; , o
] )

o &

é/’ o Q?,

o T , A

&

ESTAVEL

¢ C. v
@ N
¢ % “ e

% LOCALMENTE éﬂ ~
S, v 2
A ESTAVEL ~
. )
Fi6- 4

Vale observar agui que a hipdtese de convexi
dade nao estd presente em nenhuma das relacoes entre estabilida
de, sendo substituida pela hipdtese de que (D) & essencialmente
viavel.

Desse modo, estabilidade em Problemas a Vin
culos Positivos, passa a ser gerantida a partir de uma hipdtese
mais fraca. Este resultado & relevante, visto que estabilidade

& a hipotese central para os Teoremas de Otimalidade e Dualida
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de Forte, como vimos em (II-50) e (ITI-52).

Estes dois teoremas e o teorema de Dualidade
Fraca (valido se (P) e (D) tem solugdo), contém os principais
resultados de Dualidade, gque podem assim ser estendidos para
Problemas a Vinculos Positivos, & partir de hipoteses bem menos
restritivas.

Na proxima segdo, serao vistas condigodes que
garantam a igualdade dos valores otimos de (P) e (D) em Proble-

mas a Vinculos Positivos.

Secdo 3 - CONDICOES DE OTIMALIDADE EM PROBLEMAS A VINCULOS

POSITIVOS

Procuraremos nesta segdo encontrar condigoes
gue garantam a igualdade dos valores otimos de (P) e (D).

Serao apresentadas ainda algumas definigoes
gue servirao de base para a elaboracgao dos teoremas de igualda-
de dos valores Otimos.

A hipbtese de que v & semi-continua inferior
mente na origem serd usada largamente nos teoremas que serao
apresentados.,

Um resultado preliminar de igualdade de valo

res Ootimos & o seguinte:

20 - Teorema: Suponha que (D) & essencialmente viavel, g(x) > 0
em X, e v & semi-continua inferiormente em y = 0.
Entao sup w(u) = v(0)

+
ue Rm
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Prova: Basta mostrar que:

7(/B<v(0)) (= GsRm+) (Vy>0, yeRm)
21 viy) + <u,y> > 8

De fato, pois se x ¢ X tem-se
f(x) >v(g(x)) por definigao de v
> B -<u,g(x)> por 21, o que implica em

f(x) + <u,g(x)>"> B

Tomando o infimo em X da expressao acima re

sulta:

w(u) > B8

Logo (Y 8 < v(0)) (24U e R™) tal que:
22 w(u) > B, o que garante a tese, pois pelo

Teorema da Dualidade Fraca
w(m < v(0) (Yue RY

Isto posto, mostremos agora (21)

Seja G & R™ tal que w({l) & finito (D) essen-

cialmente viavel). Entao / y >0, (v € R™) tem-se:
23 viy) + <u,y> > w(d)
Seja B < v(0)

Se B < w(d), fazendo em (23) U=u tem-se (21).
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Supontamos B > w(dQ)
Como v é gs.c.i. na origem, entao:
v(.) + <4,.> &€ s.c.i. na origem, e como
v(0) + <4,0> > B ‘tem-se:
(T e>0) (VyeB(0,e), y >0
24 viy) + <ta,y> > B
Facamos u = +~é} (g - w(ld)).e

; m - ‘ : .
onde e € R & o wetor com todas as componentes iguais a 1. En-

tdo (Vy € B(0,e) , v > 0).
viy) +2u,y>=vy) + <q,y>+ é? (B-w(d) .<e,y>
> viy) + <U,y> pois B>w(l) ey > O
> B devido a (24)
Logo (/Y y & B(0,€) ; y > 0)
viy) + <u,y> > B
Sey ¢ B(0,e) ey > 0, segue que:

viy) +<t,y> = viy) +<b,y> + % (B-w(d). <e,y>

v

viy) +<a,y> + —g— ‘(B—W(ﬁ)w).- %P,Qis HY‘H>€

w(d) + B - w(d) devido a (23)

fv
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Logo (V' y € R, y > 0) wvale:

25 v(y) + <u,y> > B provando (21) |]|.

Na prova deste teorema, fiocou evidenciada a
importdncia de v ser semi-continua inferiormente na origem.

Ele n3o garante existéncia de solugao do pro
blema dual, porém se este for essencialmente viavel, o seu valor

dtimo iguala o valor otimo de (P) .(sup w (u) = v (0)).
u>0

Como veremos mais adiante, este teorema sera
fundamental para garantir os demais resultados de igualdade dos

valores oOtimos.

Cos s K m
30 - Definicao: Uma sequencia (u), . em R e crescente se
< uK+1 / K e N.

31 - Definicao: Uma sequéncia (UK)KQZN em R", & totalmente ili

& ndo limitda v i=1,2,...,m e lim|uj |= +e,

mitada, se (uK)
— i .

KeIN

i=1,2,...,m.

m

32 - Lema: Seja h : R > R uma funcgao limitada superiormente

e U= {ue R*u > 0}. Seja @) uma sequéncia em U crescen

KelN
te e totalmente ilimitada.
Entdo lim h(TY) = gup {h(u) |u e U}
KelN
K->
Prova: Seja B = sup {h(u) |u e U}

XK, = -~ . - ~
Como (u') & uma sequéncia crescente e h é crescente, entao

Kh(ﬁK» & uma sequéncia crescente.
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Mas h & limitada superiormente, logo (h(ﬁK» & uma sequéncia
crescente, limitada superiormente e portanto possue limite o

Resta mostrar que o & supremo de h em U. E claro que:

33 o < sup {h(u) | ue U} =8

Por absurdo suponha que o < B, entao existe G € U tal que:
34 o < h(Q)

Mas (EK) & crescente, positiva, totalmente ilimitada, entao

(ZN el (YK >N).

35 | T > G

e nesse caso como h & crescente
36 (/KZN) h(ﬁK) >h(d) contradizendo 34

Logo o = B |].

O lema seguinte apresenta uma propriedade
que a fungéo objetivo do problema dual possue, quando o proble

ma € a vinculos positivos.

37 - Lema: Se (P) & viavel, entao w & uma fungao crescente e

limitada superiormente.

Prova: i) Limitada superiormente

Seja x viavel em (P). Pelo Teorema da duali
dade fraca tem-se que -w (u) < f(x) Yy >0, Te Rm, ou seja,

w(u) é limitada superiormente.
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ii) Crescente

Sejam (ul, u2 € Rm), u? >ul:>0 e xeX.

Como g(x) > 0 segue que:
1 \ 2 .
<u”,g(x)> < <u”,g(x)> ou ainda

f(X)-+<ul,g(XY>—{f(x)-+<u2,g(x)>}§'0

(Vv x e X)(V ul,u2 e RT, w > ul > 0)

Tomando o infimo em X na desigualdade acima
resulta:

inf{f(x)4—<u1,g(x)>}-inf{f(x)-+<u2,g(x)>} <0
xeX . xeX

ou seja w(ul) < w(u2) concluindo a prova ||.

De posse dos resultados apresentados, pode-se

agora enunciar o teorema basico de igualdade dos valores Gtimos.

38 - Teorema: Suponha que g(x) > 0 em X e que (P) & viavel. Se

(D) é essencialmente viavel, v & s.c.i. emy=0 e (u.K)KE:[N € uma

A s m g K -
sequencia em R crescente e totalmente ilimitada com u >0 entao:

lim W(uK) = v(0)

Ko

KelN
Prova: Em vista dos lemas 37 e 32, tem-se que:

lim w(uK)KélN = sup_ w(u)
K=o ueR, u>0
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Usando o Teorema (III-20), conclue-se final
mente que:
'K
lim w(u) = v(0) |].
Koo KelN
Ou seja, o limite da sequéncia de valores de
(D), gerada pela solugao dos problemas inf {f(x) + <uK,g(x)>}L ,

Xe X

K - ~ . sas s
onde (u ) e uma sequencia crescente e totalmente ilimitada,

K elN

€ igual a v(0).
Assim, se as h»ipéteses do Teorema-38 sao ob

servadas, O Val-br 6timo do primal é sempre igual ao valor otimo

do dual, mesmo gue o dual nao tenha solucao Otima. Um exemplo

tipico & o da figura abaixo onde o grafico de v(.) & tangente

ao eixo vertical na origem. ((P) nao estavel).

AR

{r (o)

» A SEQUEMCIA DE UALORES oT:iwoS
wipk
7 )

PE® | w (M-K)KE W CONVUERGE PALR

W)
v(e) MESHo wa husEuMcin DE

ESTA BiW DADE,

Fie -3 Kl
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A igualdade dos valores Otimos em P.V.P., &
obtida assim (Teorema (III-38)) sem a hipdotese de estabilidade
gue foi fundamental quando da obtengao dos resultados de otima
lidade no Capitulo II (Teoremas II-50 e II-52), embora estes
dois teoremas sejam mais fortes que o Teorema (III-38), por
garantirem ndo apenas Otimalidade, mas uma série de outros re
sultados relevantes.

O comportamento e as propriedades da sequén
cia de valores (XK)KeJN’ gerada pela solucao dos problemas
inf {f(x) + < uK,g(x)>} , serdo vistas na proxima seg¢ao, a par
xeX

tir da relagao entre o Método das Penalidades Exteriores, € o

Problema a Vinculos Positivos.

Secao 4 - METODO DAS PENALIDADES EXTERIORES - EQUIVALENCIA COM

PROBLEMA A VINCULOS POSITIVOS - UM TEOREMA DE CONVERGENCIA

Como foi visto anteriormente, qualquer pro
blema pode ser transformado em um Problema a Vinculos Positivos
equivalente (ITI-1) . Um sub-produto do estudo dessa classe de
problemas & o Método das Penalidades Exteriores que passaremos
a abordar. Seréo vistos alguns métodos de Penalidades Exterio
res, e sera apresentado um método definido a partir de Proble
ma a Vinculos Positivos (III-1).

A convergéncia do método a ser apresentado,
serda vista a partir de resultados de dualidade para problemas

a vinculos positivos.
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Seja o problema primal (II-1)
(40) (PV) min {f(x)|x ¢ X ¢ R"}

A idéia do método das penalidade & resolver

o problema (40) (Problema vinculado - (PV)), construindo uma
-~ i n ~ - . -~

sequéncia de pontos (Xl)iggma ;, gue sao Otimos para a  sequén

cia de problemas desvinculados da forma: -

(41) (PD)i min_ {(f(x) + P (x)} , i = 1,2,...
stn

onde PT(.) & uma funcido penalidade para o conjunto X.

42 - Definicdo: Seja X um subconjunto fechado do R". A funcdo

continua P(.):R® ——> R & chamada funcado penalidade  exterior

para o conjunto X se:

i) P(x) =0 Y x e X

>

ii) P(x%) > 0 V X £

A sequéncia de problemas desvinculados (PD)i

& construida de tal forma que:

xT —> xe X quando i —> » e X & 6timo pa
ra o (PV) (Problema vinculado). A idéia basica dos métodos de
penalidades & a mesma; o que muda nos diferentes métodos & o

tipo de fungao penalidade a ser usada.

Vejamos inicialmente o método proposto por

Zangwill |°®°

Sejam, (rY) uma sequéncia com £ > 0,

Ke N

L K R e R e P(x) uma funcao penalidade assim definida:

i) P(x) =0 se x € ao conjunto viavel (xeX)
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i1) P(x) = jL+e

i

se

o~ g

) | max(g, ,0)

x ¢ conjunto viavel (e > 0)

K K
Para cada r , encontrar X que:

X K

.P(XK) = min_ f(x) +r
n
XeR

f(xK)-+r . P(x)

se xX & vidvel para o problema original (Pro

blema vinculado) o algoritmo deve parar, caso contririo conti
K+1

nuar com r .

Observadas algumas hipoteses, Zangwill de
monstra que o algoritmo converge.

Estudemos agora o seguinte método. Dado o}
problema primal (II-1).

(P) Min £(x) s.a. g(x) <0

xeX

tomemos o problema a vinculos positivos (III-1) obtido & par-
tir de (P).

(PVP) Min £(x) s.a. g(x) <0 (g(x) >0.¥ xeX) (XgR")
xeX ‘

> R & continua.

e facamos a hipotese de que f: X

Seja X = {x e X | g(x) < 0} e definamos no

(P.V.P.) uma fungao penalidade exterior para X.
: : _ K: o
43 PK(X) =<u ., g(x)>, K=1,2,..... onde

n m - K - - . m
g: R* ——> R & continua e (u) € uma seqguéncia em R~ cres

KelN

cente e totalmente ilimitada com uK > 0.

P, (.) assim definida, atende as condigoes da
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Definigdo (42) pois g(x) >0 (V x e X), g(x) =0 se xe X e
uKiO/Ke]N.

Note-se que a fungao penalidade assim defi
nida, torna o método um pouco mais geral que o de Zangwill!69|

Nesse caso tem-se m parametros (uf e RM, o
gue nao ocorre com a fun@éo penalidade usada por Zangwill que
tem apenas 1 parametro (rK e R).

A sequéncia de problemas desvinculados ge
rados a partir do (P.V.P.) sera:
(PD) min {f(x) + PK(X)}

xeX

Em vista de (43) temos:

min {f(x) +<UK} g (xp}
xeX

44 (PD)

Mas min {f(x) +<uK,g(x)>}£w(uK) que & a fun-
gao objetivo do problemzegdal do P.V;P.L Resulta dal que resol
ver o problema dual, equivale a resolver o problema pelo méto
do das penalidades exteriores apresentado.

Em ambos os métodos, espera-se gue a sequen

cia (XK)KEIJ gerada pela solugao da sequéncia de problemas des

vinculados (PD)K,

convirja para x que & Otimo para o problema
primal.
Fica assim estabelecida o relagao entre o

método das penalidades exteriores apresentado, e o problema a

(0]

vinculos positivos. Um outro método de penalidade exteriores
o método proposto por Polack|’!|.0 método & mais geral que o de
Zangwill, e o método proposto neste trabalho, visto que usa

nao uma funcdo penalidade, mas uma sequéncia de fungoes pena-
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lidades assim definidas.

45 - Definicdo: Seja X um sub-conjunto fechado do R®. A sequén

cia de funcoes continuas & chamada sequéncia de funcoes penali

dades exteriores para o conjunto X se:

i) Pi(x)=0 /xe X, 1=1,2,.....
ii) Pi(x)>0 Vx g X, i=1,2,0e0...
(x) > Pi(x) Vx¢gX, i=1,2,00..

jii) Pi+l

iv) Pi(x) —> o , quando i — >0 Vx ¢ X

Com hipdteses sobre £, g e X, Pdlack demons
tra que o algoritmo converge emlum nimero finito de 'iteragaes
Em seguida serao vistas alguns resultados, que servirao de base
para garantir a convergéncia. do método de penalidades exterio -
res proposto, usandora teoria de dualidade.

A hipOtese seguinte é basica para demonstra-

¢ao destes resultados.

46 - Hipbtese: Suponha que @ x' e X tal que o conjunto
C ={xeX |£f(x) <£(x")} & compacto (xe R (X < rRY).

47 - Lema: Seja P(.) uma fungao penalidade exterior para X C;R%

x' ¢ X e suponha que a Hipotese (46) & verdadeira.

Entdo, Z={xeX | £(x) +P(x) <f(x') + P(x")} & compacto.

Prova: Mostremos inicialmente que

7 cC={xeX| f(x) <f(x'), x'eX}
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Seja X € I

Entao:

£(x) + P(x) < £(x') + P(x")

Como P(x") = 0 (x" €.%) e P(X) > 0 segue que:
£(x) < £(x') => X" ¢C, provando que % < C.
Mas f(.) e P(.) sao continuas, logo Z & fe-

chado. Como Z < C (compacto) e Z é fechado, resulta que 7z &

compacto ||.

48 - Iema: Suponha que a Hipdtese (46) & verdadeira. Entao (D)

& essencialmente viavel.

Prova: Mostremos que w(O0) &€ finito. Temos que:
w(0) = inf {f(x) | x e X}

Por hipotese C & compacto. Mas, se x ¢ C entao:
£(x) > £(x") > w(0)

Logo w(0) = inf {f(x) | x e C}

Como C & compacto, o Infimo na expressao a-

cima & atingido e portanto w(0) ' & finito |].

O teorema seguinte é basico para demonstra-
cao dos resultados que irao garantir a solugao do problema pro

posto em (44).
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-

49 - Teorema: Suponha f e g continuas e que a HipOtese (46) &

verdadeira. Entao v(.) é semi-contfnua inferiormente em y=0.

Prova: Pela hipdtese (46) existe X vidvel para (P) tal que:

C=1{xe X | £(x) < £(X)} & compacto. Entao; (v y > 0),

v(y) < v(0) pois v & decrescente

< f(X) pois ¥ & viavel

Logo v(y) =inf {f(x) | g(x) <y}
xeC '

Mas como C & compacto e f e g sao continuas, vale:

50 v(y) = Min {f(x) | g(x) <y}
' xeC
Seja K= {(f(x),g(x))| x e C}

Pelas mesmas razoes anteriores, K é compacto, Mostremos que:
51 (Vy >0)(may>0, y<y)(v(y),y) € K

De fato, dado y >0, existe Xe C com g(X) <y
e v(y) =f(X) pois o minimo em (50) existe.

Para garantir (51) basta tomar-se y = g(X)

pois g(X) >0, g(®) <y, (£(X),g(X)) e K. Seja (y), g tal que
yK_ZO e yK ——> 0. Basta mostrar que v(yK) —> v(0), pois
v & decrescente em Rm+, e possue valor infinito fora de seu
ortante.

De (51) deduz-se que:

(VReM) (2 5>0, ¥oc vy (viy™) 79 e
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vy, 759

temos que:

52

53

—_2

Ke NN
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-~ . —K
Nesse caso a sequencia (y )KE:IJ converge a

0.

Como K € compacto, entdao a sequéncia
admite uma subsequéncia convergente em K.

Tomando-se.:uma subsequéncia, se nhecessario

vy, ¥ > (a;y) €K

Dai segue que:

o = 1lim v(yK)

Koo

y =limy =0

Koo
Por definicdo de K, existe x ¢ C tal que_
o= f(x) ey =0 = g(x)

Nesse caso, x & viavel para (P) e portanto:
a > v(0)

Por outro lado v € decrescente, logo

Yy K e N, v(yK) < v(0)

Entao tem-se:

o > v(0) por (53)

> 1im v(yY) = o por (52)
T Koo
. . X
Ou seja, lim v(y") = v(0)
Koo

complentando a prova |].
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De posse dos resultados apresentados, pode-
se finalmente enunciar o teorema que ird garantir a solugao do
problema primal, pelo método das penalidades exteriores apre-

sentado ou pelo método dual.

54 - Teorema: Suponha que f & continua, g & continua com

K

g(x) >0 VYxeX ,(u & uma sequéncia crescente totalmen-

)KEZN”

r

te ilimitada, com ot >0 e (P) & viavel. Seja (XK)KE;nq uma

(O]

a se

sub-sequéncia convergente de (XK)KEIIJ' onde (Xﬂxﬁejm

guéncia gerada pela solugao dos problemas inf'{f(x)-+<uK,g(x)>}

xeX

Entio x=1lim (x) & um ponto viavel com g(X) =0, e & pon

. K> KeN —
to minimo de (P).
Prova: Seja X = lim (XK)KE:EJ' Pelo Teorema (III-38) tem—-se que:

K>
. . K . K
55 lim inf {f(x) + <u ,g(x)>} =1lim w(u ) =v.(0)
K xeX Koo

Ou. ainda:

lim '{f(ﬁK)+<mK,g(xK)>}ﬁxMO)

Koo

por definicao de x5
Entao no limite obtem-se:

56 £(x) + 1im <uf,g(x%)> = v(0)
K+

como (u¥) & crescente e totalmente ilimita

K K
da como u >0, (u) —> o,

Porém v(0) & finito, logo ngK) —> 0.



dai que g(x) =

57

otimo para (P)
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Como lim g(xK):=g(§) por hipdtese, resulta
K>

0, ou seja, X & um ponto viavel.

|-

Seja z = lim <uK,g(xK)>

Ko
Entao de (56) vem:
£(x) + z = v(0)
Como <uK ' g(xK)> >0 =2z >0
De. (57) resulta entao que:
fF(x)= v(0) - z => £(x) < v(0)

Por definigao.de v(0), £(x) >v(0) (V'xeX)

logo, 2 = 0 e £(X) = v(0) provando gque ¥

é
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CAPITULO IV

CONCLUSOES

Como foi visto no Capitulo II, estabilidade &
a hipoteses central para que os teoremasg basicos de  Dualidade

sejam validos.

Geoffrion usou estabilidade local e convexida

de, para garantir que QP);é estavel globalmente no caso geral.

O estudo de um problema particular, (P.V.P.),
permitiu obter condicoes que garantem uma série de resultados
importantes, na auséncia de hipdteses adicionais usadas por

Geoffrion.

No P.V.P. estabilidade & garantida a partir
de hipdoteses mais fracas, embora que a classe de problemas con

siderada seja mais restrita.

Sendo (P) localmente estavel, com a hipotese
de que (D) & essencialmente viadvel, garantem-se estabilidade

global, como sugere o quadro da Fig. 2 no capitulo anterior.

B O enfoque maior deste trabalho, recaiu entre
tanto na busca de condig6es que garantam a igualdade dos valo-

res Otimos dos problemas Primal (P) e Dual (D).

Essas condigoOes sdo vitais, pois além de ga-
rantirem a nao existéncia do gap de Dualidade, garantem, com
hipdteses de continuidade das fungoes f e g, que o Método das

Penalidades Exteriores, vizualizado como um mé&todo Dual &€ um
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método convergente, mesmo que (P) ndao seja estavel e que o

Dual nao tenha solugao.

A hipotese de que a fungao perturbagao é
semi-continua inferiormente na origem, & o suporte basico para

se obter a igualdade dos valores Otimos.

Ela serve para garantir gue a sequéncia de
valores Otimos gerada pela solugao dos problemas desvinculados

converge para o valor otimo do problema Primal.

HipOteses de continuidade de f e g foram usa-
das para garantir a semi-continuidade inferior da fungao pertur
bacao na origem, e para garantir que a sequéncia de - solugoes
odtimas gerada também pela solugao dos problemas desvinculados,

converge para um ponto de otimo.

A semi-continuidade inferior de v na origem &
uma hipotese necessaria e suficiente para garantir =~ igualdade
dos valores oOtimos, porém nao & suficiente para garantir que o

Método das Penalidades Exteriores & um método convergente.

Com hipdotese de continuidade de f e g conse-
gue-se entretanto garantir que v & semi-continua inferiormente
na origem, e que o Método das Penalidades Exteriores & um mé&to-

do convergente.
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APENDICE

Tema 1 - Se (P) & convexo, entao Y € convexo e v:Y + R & con-

vexa.

Prova: Sejam yl, yz e Ye x e [0,1]

Entao existem xl, %% ¢ X tg.

o1
gi{x™) iyl e g(xz) ;yz

Como g & convexa p/ hipOtese temos:

gOxt + (1= 0x?) < agxh) + (1-2) g(x?)

< Xyl (1 - v?

Logo Axl +(l-->\)x2 £ X(kyl-+(l-x)y2) e este conjunto nao é va
zio.

(X(y) = {x € X|g(x) <y}

Portanto Ayl + (l--k)y;2 € Y que & convexo.

Convexidade de v

1

Como g(Axle+(l-x)x2) < AYT O+ (l-->\)y2 , p/ definicao de v se

gue que:

1

vy + (1-0y2) < £OxT+ (1 - A) x%)

| A

AE(xY) + (1L-2) £(x%)

I A

(f & convexa)
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1

Como a desigualdade acima vale p/ todo x eﬁqyl)e xzsx(yz) te

mos:

vOyT+ (1-0y2) < A inf £(x1) + (L= 1) inf £(x%)

Xlex(yl) XzeX(yz)
2
<A viyh + (-2 viyD)
provando que v & convexa ||.
Lema 2 - Seja ¢(.) uma fungao convexa em um conjunto convexo

Y ¢ R™, tomando valores em RU {-«}.

uma norma gqualquer no R™ e seja ? £ Y um ponto onde

Seja

¢ & finita. Entao ¢ tem um subgradiente em~§ £ Y se e somente

se existe um escala positivo M tal que:

byl = 86 oy /yev ,y Ay
lly - vl

Prova: Ver Geoffrion |’'| - pg 10/11.

Lema 3 - Suponha que (P) & convexo e localmente estadvel. Entao

v admite um subgradiente na origem e (P) & estavel globalmente.

Prova: Como (P) & localmente estavel (II-45) vem:

4 v(0) - viy)
v |l

< M("/-YE BG(O)IY#O)I

(6§ >0, M>0, § e Me R)

Entao pode-se escrever que:
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5 viy) > v(0) - M. ||ly]| (Yy e R", y #0) e

A
[e2]

Hyll <

Faremos a prova por absurdo.

Suponhamos entao que a seguinte hipdtese é verdadeira.

Hipotese - Seja yl e R™, tal que v(yl) < v(0) - M I?Yll

Como v € convexa p/ hipdtese ((P) € convexo) vem:

6 - v(0) +A viyh > vyh) Y yterR™ e

A e [0,1]

Seja A tal gque llk.ylll < 8§ => 1< | %ﬂ| Oy! e Bs(0))
lly

Logo pode-se escrever que:

7 vOyh) > v(0) - M |[A.yl]| pois (P) & L.E.

De (6) e (7) resulta que:

(1-2) v(0) + A vigh) > v(0) = M. [[A.yl]
v A tal quellx.yl||<6

Fall

v(0) = Av(0) +Av(yD) > v(0) - A M-

v(yl)-v(O) > - M.||yl|| ! ! (Contradiz a

Hipotese inicial).

Logo v(yl) > v(0) - M.Hy1W|: (v yle:Rm) e
(P) é estavel segundo Geoffrion.
Pelo Lema 2 v admite um subgradiente em

y = 0 ’ concluindo a Pera H .



