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Esse t r a b a l h o  a p r e s e n t a  um e n f o q u e  d i d a t i c o  d o  

m o d e l o  d e  A n á l i s e  F a t o r i a l  e a l g u n s  m é t o d o s  d e  s o l u ç ã o .  P a r a  a  

s o l u ç ã o  o r t o g o n a l  d o  m o d e l o ,  s ã o  a p r e s e n t a d o s  o s  m é t o d o s  d o  Re - 

s T d u o  MTnimo e d o s  F a t o r e s  P r i n c i p a i s .  S ã o  a p r e s e n t a d o s  a i n d a  

d o i s  m é t o d o s  d e  r o t a ç ã o  o r t o g o n a l :  o  m e t o d o  Q u a r t i m a x  e o  m e t o  - 

d o  V a r i m a x .  O u t r o s  m é t o d o s  d e  s o l u ç ã o  o r t o g o n a l  a s s i m  como mé- 

t o d o s  d e  r o t a ç ã o  o b l T q u a  s ã o  a p e n a s  m e n c i o n a d o s  n o  f i n a l  d o  

t r a b a l h o ,  a  t y t u l o  d e  i n f o r m a ç ã o .  



ABSTRACT 

T h i s  t h e s i s  p r e s e n t s  a  d i d a c t i c  a p p r o a c h  f o r  t h e  

F a c t o r  A n a l y s i s  M o d e l ,  a n d  some s o l u t i o n s  m e t h o d s .  T h e  m e t h o d s  

o f  Minimum R e s i d u a l s  a n d  P r i n c i p a l  F a c t o r s  a r e  d i s c u s s e d  i n  

o r d e r  t o  g e t  t h e  model o r t h o g o n a l  s o l u t i o n .  M o r e o v e r ,  i t  i s  

a l ç o  p r e s e n t e d  a n o t h e r  two m e t h o d s  r e l a t e d  t o  t h e  o r t o g o n a l  r o  - 

t a t i o n ,  n a m e l y ,  t h e  Q u a r t i m a x  a n d  V a r i m a x  m e t h o d s .  O t h e r s  o r -  

t h o g o n a l  s o l u t i o n  m e t h o d s ,  a s  w e l l  a s  o b l i q u e  r o t a t i o n  me- 

t h o d s ,  a r e  a l s o  s l i g h t l y  m e n t i o n e d  a t  t h e  e n d  o f  t h e  p r e s e n t  

work f o r  s a k e  o f  c o m p 1 e t e n e s s .  
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A N Ã L I S E  MULTIVARIADA: A P R E S E N T A Ç Ã O  

U m  e s t u d o  e s t a t i s t i c o  envo lve  g e r a l m e n t e  um con- 

j u n t o  de e lementos  do mesmo t i p o  ( e x .  p e s s o a s ,  r e g i õ e s ,  e n t i -  

d a d e s ) ,  s o b r e  os q u a i s  s e  tomam medidas .  Esse c o n j u n t o  de 

e l emen tos  é chamado população .  

S e j a  uma população  de  - N e l emen tos  e  suponha que 

em cada u m  d e l e s  sejam f e i t a s  n medidas.  A A n á l i s e  M u l t i v a r i a -  

da é formada p o r  uma c o l e ç ã o  de métodos que têm como o b j e t i v o  

a n a l i s a r  problemas e s t a t i s t i c o s  a t r a v é s  de d i v e r s a s  ( n )  medi- 

das  em uma população f i n i t a  ( N ) .  

- Alguns exemplos d e  a p l i c a ç ã o  da A n á l i s e  M u l t i v a r i a d a  em d i -  

f e r e n t e s  á r e a s .  

A g r i c u l t u r a  - U m  número - N de r e g i õ e s ,  cada uma produzindo - n 

p rodu tos  a g r y c u l a s .  Queremos comparar a  p r o d u t i v i d a d e  e n t r e  a s  

r e g i õ e s ,  ou d e t e r m i n a r  q u a i s  p rodu tos  s ã o  o s  melhores  i n d i c a d o  - 

r e s  d e s s a  p r o d u t i v i d a d e .  

S o c i o l o g i a  - São apl  i c a d o s  q u e s t i o n ~ r i o s  a  membros de uma popu - 

l a ç ã o  e  e s p e r a - s e  que a s  r e s p o s t a s  var iem de acordo  com a  c l a s  - 
s e  s o c i a l  do i n d i v i d u o .  São c o l h i d a s  informações  de a l u g u e l ,  

posse  de  t e l e f o n e ,  t i p o  de educação .  Como poderemos o o n s t r u i r  

u m  Tndice  de c l a s s e s  s o c i a i s  a  p a r t i r  d e s s e s  dados ? 



Ant ropo log ia  - De u m  c o n j u n t o  de t r i b o s  de  Tnd ios ,  uma s é r i e  

de f t e n s  s ã o  i n v e s t i g a d o s :  s e  possuem u m  deus  da chuva,  s e  pos - 

suem alguma a g r i c u l t u r a ,  s e  a  forma de un ião  é monogãnica,  O 

o b j e t i v o  do e s t u d o  e s t a b e l e c e r  u m  c r i t z r i o  a  p a r t i r  d e s s e s  

dados ,  que informe s e  uma de te rminada  t r i b o  p e r t e n c e  o u  não a  

um c e r t o  grupo é t n i c o ,  ou i n d i q u e  a  qual grupo p e r t e n c e .  

Medicina - U m  de terminado medicamento i n j e t a d o  em c o b a i a s  

que s ã o  p o s t e r i o r m e n t e  mor tas  e  examinadas.  Vãr ios  Orgãos são  

a f e t a d o s .  Quantos d e s s e s  e f e i t o s  s ã o  s i g n i f i c a t i v o s  ? Qua i  s  

os 6 rgãos  mais  a f e t a d o s  ? 

- 

Educação - São a p l i c a d o s  q u e s t i o n ã r i o s  s o b r e  o  procedimento  do 

p r o f e s s o r ,  a  u m  grupo de  a l u n o s .  A p a r t i r  d e s s e s  dados ,  apon- 

t a r  qual  o procedimento que o  p r o f e s s o r  deve a d o t a r  para  s e r  

melhor compreendido p e l o s  a l u n o s .  

Esses  exemplos i l u s t r a m  o  v a s t o  campo de  ap l  i c a -  

ção da A n a l i s e  M u l t i v a r i a d a .  Os métodos u t i l i z a d o s  na s o l u ç ã o  

de problemas como e s s e s ,  podem s e r  d i v i d i d o s  em d o i s  g r u p o s :  

I ?  grupo - métodos que estudam a s  r e l a ç õ e s  e n t r e  os  e l emen tos  

( c o n j u n t o  de m e d i d a s ) .  Ex.:  C o r r e l a ç ã o  ~ a n õ n i c a ,  

Anã1 i s e  de V a r i â n c i a ,  Anã1 i s e  de C o r r e l a ç ã o ,  e t c .  

2 0  grupo - metodos que estudam a s  r k l a ç õ e s  e n t r e  a s  medidas 

f e i t a s  em cada e l emen to .  Exemplo: Ana1 i s e  d a s  Compo - 

n e n t e s  p r i n c i p a i s ,  Anã1 i s e  F a t o r i a l ,  e t c .  



E s t e  t r a b a l h o  c o n s i d e r a  o  20 grupo de  métodos 

acima mencionados,  mais p r e c i s a m e n t e  a  A n á l i s e  F a t o r i a % .  S e r á  

f e i t a  uma a p r e s e n t a ç ã o  d e t a l h a d a  d e s s e  método, e  sempre que 

poss7vel  , s e r ã o  c o n s i d e r a d a s  comparações com a  Anã1 i s e  das  C o m  - 

ponentes  p r i n c i p a i s .  As i d é i a s  b á s i c a s  dos d o i s  mgtodos s e r ã o  

d i s c u t i d a s  a b a i x o .  

- Anã1 i s e  d a s  Componentes P r i n c i p a i s  ( A . C . P . )  1141 

A p a r t i r  das  - n v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  ( x l ,  x 2 ,  ..., 
x n )  ( i . & . ,  d a s  - n medidas f e i t a s  em cada e l e m e n t o ) ,  ob tenho - n 

componentes p r i n c i p a i s  ( y l ,  y 2 ,  ..., y n )  t a i s  que a s  componen- 

t e s  p r i n c i a i s  y  sejam combinações l i n e a r e s  das  v a r i á v e i s  o r i -  
j 

g i n a i s  x i ,  i  = 1 ,  2 ,  ..., n ,  i s t o  5 ,  

Essas  novas componentes y  s ã o  c a l c u l a d a s  
j 3  

de 

forma que a  l ?  componente p r i n c i p a l  y l  t e r á  v a r i â n c i a  máxima. 

A 2: oomponente p r i n c i p a l  y 2  t e r á  v a r i ã n c i a  máxima e  não s e r á  

c o r r e l a c i o n a d a  com a  1: A 3: componente p r i n c i p a l  t e r á  v a r i ã n  - 
tia máxima e não s e r á  c o i r e l a c i o n a d a  nem com y l  nem com Y 2  ' 

E a s s im s u c e s s i v a m e n t e  a t é  y n ,  que t e r á  v a r i ã n c i a  máxima e náo 

s e r á  c o r r e l a c i o n a d a  com y l ,  y 2 ,  . . . , y n - ,  . Dessa forma,  a  va- 

r i â n c i a  das  componentes y  d e c r e s c e  com j ( d e s d e  que a s  r e s t r i  
j 

ções  de n ã o - c o r r e l a ç ã o  i m p o s t a s  a  y aumentam com j )  e  f r e q u e n  
j - 

t emente  a s  l a ?  m <<  n componentes p r i n c i p a i s  cont r ibuem com a  

p a r t e  mais s i g n i f i c a t i v a  na v a r i â n c i a  t o t a l .  Nesse caso  é pos- 



s í v e l  d e s p r e z a r  (comentendo-se u m  e r r o  denominado e r r o  s i s t e m á  - 

t i c o )  a s  Úl t imas  componentes p r i n c i p a i s ,  r eduz indo  a  dimensão 

do problema o r i g i n a l .  

- A n á l i s e  F a t o r i a l  ( A . F . )  

Ao c o n t r á r i o  do modelo de  Anã1 i s e  de Componentes 

p r i n c i p a i s ,  o  modelo de  Anã1 i s e  F a t o r i a l  procura  r e p r o d u z i r  da 

"melhor forma poss?ve l "  a  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  o r i g i -  

n a i s .  

P a r t e - s e  da h i p õ t e s e  de que cada uma das - n v a r i a  

v e i s  o r i g i n a i s  é função  de um c e r t o  numero m <<  n de f a t ~ r e s  

comuns a  t o d a s  e l a s ,  e  de  u m  f a t o r  e s p e c r f i c o ,  que c a r a c t e r i z a  

a  v a r i á v e l  em q u e s t ã o .  O u  s e j a :  

4 

onde f p  s ã o  os f a t o r e s  comuns e  u i  e  o  f a t o r  e s p e c i f i c o  da 

v a r i á v e l  x i .  

Veremos mais t a r d e  que n o  modelo de  A n á l i s e  Fa to  - 

r i a 1  d e s c r i t o  ac ima ,  a  v a r i ã n c i a  das  v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  f i c a  

d i v i d i d a  em duas  p a r t e s :  p a r t e  comum (comuna l idades )  e  p a r t e  

e s p e c i f i c a  ( v a r i â n c i a  ú n i c a ) .  

O o b j e t i v o  da A n á l i s e  F a t o r i a l  é o  s e g u i n t e ;  da-  

das  - n v a r i á v e i s  ( x l ,  x 2 ,  ..., x n )  e a  m a t r i z  das  c o r r e l a c ó e s  R 



d e t e r m i n a r  os c o e f i c i e n t e s  dos  f a t o r e s  ( a i p ,  d i )  que ' m e l h o r '  

reproduzam a s  c o r r e l  a ç õ e s  e n t r e  a.s v a r i á v e i s .  

Nos mEtodos de  s o l u ç ã o  do modelo de  A n ã 1  i s e  Fa to  - 
r i a 1  g e r a l m e n t e  é p r e c i s o  f a z e r  uma e s t i m a t i v a  a  p r i o r i  ou das  

comuna l idades ,  ou d o  numero m de f a t o r e s  comuns u t i l i z a d o s  na - 
d e s c r i ç ã o  de  cada v a r i a v e l .  

- Comparações dos Métodos A . C . P .  e  A . F . :  

A . F .  - - A . C . P .  - - 

- Reproduz a s  c o r r e l a ç õ e s  en-  - Reproduz a v a r i â n c i a  t o t a l .  

t r e  a s  v a r i á v e i s  I 
- Reduz a  dimensão do p r o b l e -  - Não reduz a  dimensão do p r o -  l 
ma sem o c o r r ê n c i a  do e r r o  s i s  . - 
temát  i  co .  

- F a t o r e s  comuns não s ã o  o b r i  - 
g a t o r i a m e n t e  o r t o g o n a i s  (não  

c o r r e l a c i o n a d o s ) ;  pode-se o b -  

t e r  uma s o l u ç ã o  oblyqua .  

1 blema, a  não s e r  comentando e r -  

ro  s i s t e r n ~ t i c o .  

- F a t o r e s  não c o r r e l  a c i o n a d o s  

( s o l u ç ã o  o r t o g o n a l )  



A.F.  - A . C . P .  

- Obtenção dos f a t o r e s  como 

função  das  v a r i ã v e i s  a t r a v é s  

de r e g r e s s ã o  mul t i  pl a .  

- Modelo i n d e t e ~ m i n a d o ;  permi - 

t e  e s c o l h e r  uma s o l u ç ã o  t a l  

que f a c i l i t e  a  i n t e r p r e t a ç ã o  

dos r e s u l t a d o s .  

- ob tenção  dos f a t o r e s  como fun  - 
ção das  v a r i á v e i s  d i r e t a m e n t e  da 

so l  ução.  

- ~ o l u ç ã o  Única ;  i n t e r p r e t ã ç z o  

dos f a t o r e s  r a ramen te  s a t i s f a t õ  - 
r i a .  



Quando estudamos u m  fenômeno q u a l q u e r  que e n v o l -  

ve um g r a n d e  numero de v a r i á v e i s ,  gostar?amos de r e d u z i r  a  

dimensão do problema,  ou s e j a  d i m i n u i r  o número de v a r i á v e i s  

e n v o l v i d a s ,  perdendo o mynimo de  informação p o s s 7 v e l .  A A n ã 1  i -  

s e  F a t o r i a l  f o r n e c e  um método a n a l y t i c o  para  s e  c o n s e g u i r  i s -  

s o  a t r a v é s  do e s t u d o  das  c o r r e l a ç õ e s  das  v a r i á v e i s .  Na ve rdade  

do ponto de v i s t a  da A n á l i s e  F a t o r i a l ,  o que impor ta  em cada 
4 

v a r i á v e l  medida, e a  sua c o n t r i b u i ç ã o  para o  problema g e r a l .  

A c a r a c t e r 7 s t i c a  p r ó p r i a  de  cada v a r i á v e l  , não i n t e r e s s a  por-  

que a  A n á l i s e  F a t o r i a l  é uma t é c n i c a  que e s t u d a  a s  c o r r e l a -  

ç õ e s ,  procurando a g r u p a r  a s  v a r i ã v e i s  a l t a m e n t e  c o r r e l a c i o n a -  

d a s .  Por i s s o ,  a  A n á l i s e  F a t o r i a l  5 mui tas  vezes  usada como 

uma t é c n i c a  d e  c l a s s i f i c a ç ã o  d a s  v a r i á v e i s .  U m  problema onde a  

a n ã l i s e  dos dados é f e i t a  com e s s e  o b j e t i v o  s e r á  a p r e s e n t a d o  

no exempl o 2 . 1  . 
De u m  mddo g e r a l  no en tan t .0 ,  o  problema da Anã l i  - 

s e  F a t o r i a l  é, a  p a r t i r  de n v a r i á v e i s  o r i g i n a i s ,  d e t e r m i n a r  

um número - m d e  novas v a r i á v e i s ,  que r e p r e s e n t e  o a n t i g o  conjun  - 
t o  de dados .  No caso  u n i d i m e n s i o n a l ,  uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  e  

c a r a c t e r i z a d a  por sua média e  v a r i â n c i a ,  No caso  n-d imens io-  

n a l ,  o que c a r a c t e r i z a  um c e r t o  c o n j u n t o  de  v a r i ã v e i s  5 a  me- 
d i a  e  v a r i â n c i a  de cada uma, e  a  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  e l a s .  Como 

veremos a d i a n t e ,  o  modelo de A n á l i s e  F a t o r i a l  supõe v a r i ã v e i s  

a l e a t ó r i a s  padron izadas  (média = 0 ,  v a r i â n c i a  = I ) ,  e n t ã o  o  



c o n j u n t o  f i c a  c a r a c t e r i z a d o  a p e n a s  p e l a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  

v a r i á v e i s .  D a i  no c a s o  da  A.F . ,  q u a n d o  p r o c u r a m o s  u m  novo c o n -  

j u n t o  d e  m << n b a r i ã v e i s  p a r a  c a r a c t e r i z a ç ã o  d o  p r o b l e m a ,  r e -  

p r o d u z i m o s  a s  c o r r e l a ç õ e s  o r i g i n a i s ,  g a r a n t i n d o  a s s i m  q u e  o  

novo c o n j u n t o  d e  v a r i á v e i s  e q u i v a l e n t e  a o  o r i g i n a l .  

O p r i m e i r o  m o d e l o  d e  A n á l i s e  F a t o r i a l ,  a p a r e c e u  

em 1 9 0 4  q u a n d o  C h a r l e s  S p e a r m a n  1291 f e z  u m  e s t u d o  e s t a t i s t i c o  

a  p a r t i r  d e  g r a u s  - o b t i d o s  em n  d i s c i p l i n a s ,  p o r  v á r i o s  a l u n o s .  

N e s s e  t r a b a l h o ,  S p e a r m a n  s u p ô s  q u e  o  g r a u  o b t i d o  em c a d a  d i s -  

c i p l i n a  p o d i a  s e r  d e s c r i t o  como s e n d o  f u n ç ã o  d e  um f a t o r  c o -  

m u m ,  n e s s e  c a s o  i n t e r p r e t a d o  como " i n t e l i g ê n c i a "  d e  u m  modo g e  - - 
r a l ,  m a i s  u m  f a t o r  e s p e c i f i c o  q u e  p o d e r i a  s e r  e n t e n d i d o  como a  

a p t i d ã o  d o  a l u n o  numa d a d a  d i s c i p l i n a .  Ou s e j a ,  d e n o t a n d o  

x g r a u  o b t i d o  na d i s c i p l i n a  i ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n  i ' - 
f : f a t o r  comum ( " i n t e l i g ê n c i a " )  

i : f a t o r  e s p e c i f i c o  ( a p t i d ã o  d o  a l u n o  na d i s c i p l i n a  - i )  

t e m o s :  

V e r i f i c o u - s e  no e n t a n t o ,  q u e  t a l  mode lo  n ã o  r e -  

p r o d u z i a  d e  f o r m a  c o n v e n i e n t e  a s  - c , o r r e l a ç Õ e s  e n t r e  a s  v a r i ã -  

v e i s  o b s e r v a d a s  e  p a r t i u - s e  d a i  p a r a  s u a  g e n e r a l i z a ç ã o ,  ou s e  - 

j a  o  m o d e l o  d e  m ú l t i p l o s  f a t o r e s  comuns .  

A n t e s  d e  a p r e s e n t a r  a m o d e l o  g e r a l ,  vamos a t r a -  

v z s  d e  u m  e x e m p l o ,  t e n t a r  m o s t r a r  a  i d é i a  b ã s i c a  da Anã1 i  s e  

F a t o r i a l .  



Suponha que s ã o  f e i t a s  - n medidas em uma amost ra  

d e  - N pes soas .  Se algumas d e s s a s  medidas s e  c o r r e l a c i o n a m ,  pode - 

mos g r u p ã - l a s  e  d e f i n i r  uma v a r i á v e l  fundamental  que s e r i a  f o r  - 

mada pe la  c o n t r i b u i ç ã o  das  v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  que pertencem a 

e s s e  grupo.  De u m  modo g e r a l ,  s ã o  o b t i d o s  d i v e r s o s  g r u p o s ,  ca -  

da u m  formado por  v a r i á v e i s  que s e  c o r r e l a c i o n a m  e n t r e  s i .  Po - 
demos ve r  como i s s o  o c o r r e  no exemplo a b a i x o .  

Exemplo 2.1 - T i r a d o  deouma p e s q u i s a  f e i t a  em 1941 p o r  Burt  e  

Banks com medidas de nove (n  = 9 )  dimensões do corpo  humano. A 

amost ra  é formada por 2400 homens e  a s  c o r r e l a ç ã e s  e n t r e  a s  

medidas são  f o r n e c i d a s  na t a b e l a  2 . 1 . :  

Tabela  2.1 - Matr i z  das  C o r r e l a ç ã e s  

V a r i á v e i s  1  2 3 4 5 6 7 

Assim, em termos  d a s  medidas e s c o l h i d a s ,  uma des  - 

c r i ç ã o  das  dimensões f i s i c a s  de q u a l q u e r  indivTduo,  r e q u e r  o  

conhecimento dos v a l o r e s  das  nove v a r i á v e i s .  Mas s e  p res t a rmos  

a t e n ç ã o  nas a1 t a s  c o r r e l ~ a ç õ e s  e n t r e  a s  medidas 1  e  2 ,  2 e  3 ,  



1  , e  3 ,  temos a  impressão  que a s  medidas 1 ,  2 ,  3 e s t ã o  " j u n -  

t a s " ,  parecem fo rmar  tira grupo de  v a r i á v e i s  r azoave lmen te  r e l a -  

c ionadas  e  suspe i t amos  que t a l v e z  não s e j a  n e c e s s á r i o  tomar os  

v a l o r e s  para t o d a s  e l a s ,  j ã  que podem r e p r e s e n t a r  d i f e r e n t e s  

a s p e c t o s  de uma v a r i ã v e l  f u n d a m e n t a l ,  digamos "comprimento do 

co rpo" .  

Fazendo o  mesmo t i p o  d e  anã1 i s e  s o b r e  a s  o u t r a s  

c o r r e l a ç õ e s ,  t e remos  um 20 grupo d e s t a c a d o :  v a r i á v e i s  4 e  5 

que poder i a  s e r  v i s t o  como "comprimento a b a i x o  da  c i n t u r a " .  

E da mesma forma,  u m  30 grupo formado p e l a s  v a r i á v e i s  6 ,  7 ,  8 

e  9 . f o r n e c e n d o  "massa do c o r p o " .  

Inspeções  d e s s e  t i p o  não s ã o  òbviamente s a t i s f a -  

t õ r i a s  mas podem nos d a r  uma i d é i a  i n i c i a l  e  i n t u i t i v a  do que 

é a  A n á l i s e  F a t o r i a l .  Grosse i r amen te  f a l a n d o  e s s a s  v a r i á v e i s  

fundamenta i s  çãc  os  f a t o r e s  comuns nos q u a i s  es tamos  i n t e r e s s a  - 

d o s ,  e  a  A n ã l i s e  F a t o r i a l  f o r n e c e  u m  metodo formal  de e s p e c i f i  - 

c a r  quan tos  s ã o  e s s e s  f a t o r e s ,  e  o  quanto  cada v a r i ã v e l  o r i g i -  

nal  é de f a t o  uma medida para  cada u m  d e l e s .  

Mostramos a  s e g u i r  a  s o l u ç ã o  o b t i d a  pe la  ~ n á l i s e  

F a t o r i a l  .Os v a l o r e s  que aparecem na Tabela  2 . 2  s ã o  os  c o e f i -  

c i e n t e s  de cada f a t o r  na d e s c r i ç ã o  d e  cada v a r i á v e l .  



T a b e l a  2 . 2  - P a d r ã o  F a t o r i a l  p a r a  o  e x e m p l o  2 , l  

C o n f i r m a n d o  a  a n á l i s e  p r é v i a  d a s  c o r r e l a ç õ e s  d o s  

d a d o s ,  t r ê s  f a t o r e s  f o r a m  e x t r a i d o s ,  e  c o n s i d e r a n d o  o s  c o e f i -  

c i e n t e s  m a i s  a l t o s  d e  c a d a  f a t o r ,  podemos v e r  o s  t r ê s  g r u p o s  

d i s t i n t o s  d e  v a r i á v e i s .  F1 c o r r e s p o n d e  a o  g r u p o  f o r m a d o  p e l a s  

v a r i á v e i s  6 ,  7 ,  8 e  9 ;  F p  c o r r e s p o n d e  a o  g r u p o  4 e  5 ;  F3 c o r -  

r e s p o n d e  a o  g r u p o  1 ,  2 e  3 .  

E m  1 9 3 1  T h u r s t o n e  131 1 g e n e r a l i z o u  o  m o d e l o  d e  

S p e a r m a n  com u m  f a t o r  comum, s u g e r i n d o  o  m o d e l o  d e  f a t o r e s  múl - 

t i p l o s  q u e  s e r á  e s t u d a d o  a g o r a .  E s s e  m o d e l o  d e  A n a l i s e  F a t o -  

r i a 1  f a z  uma d e s c r i ç ã o  t e ó r i c a  d e  c a d a  uma d a s  - n  v a r i á v e i s  x;  

( a  l i n h a  é u s a d a  p a r a  d i s t i n g u i r  a  v a r i á v e l  r e p r o d u z i d a  p e l o  



modelo, d o  v a l o r  observado x i )  como funçêo  l i n e a r  ( * )  de  um 

c e r t o  nGmero m <<  n de f a t o r e s  f ,  mais u m  f a t o r  e s p e c í f i c o  u i  
de t a l  forma que a  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  s e j a  r ep rodu-  

z i d a  da "melhor  manei ra  pciss7vel".  I s t o  é,  uma vez e n c o n t r a d a  

a  s o l u ç ã o  do modelo, a s  cor re l -ações-  ent-re a s  v a r i á v e i s  o b t i d a s  

devem c o i n c i d i r  com a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  o b s e r v a -  

d a s .  E n t ã o ,  para  v e r i f i c a r  s e  a  s o l u ç ã o  5 a c e i t á v e l ,  não com - - 
paramos a  v a r i á v e l  o b t i d a  com a  o b s e r v a d a ,  mas sim a s  r e s p e c -  

t i v a s  c o r r e l a g õ e s .  O r e f e r i d o  modelo é matematicamente d e s c r i -  

t o  da s e g u i n t e  forma:  

onde a  p r i m e i r a  e  a  segunda p a r c e l a  do l a d o  d i r e i t o  da equa- 

ção  s ã o  denominadas de  p a r t e  comum e  p a r t e  e s p e c y f i c a  r e s p e c t i  - 

vamente,  e a s  v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  s ã o :  

x;: i -és ima v a r i á v e l  

f~ 

: p-ésimo f a t o r  comum 

i  : f a t o r  e s p e c i f i c o  que c a r a c t e r i z a  a  v a r i á v e l  x; 

a  : c o n t r i b u i ç ã o  d o  f a t o r  f  na d e s c r i ç ã o  da v a r i á v e l  x i .  
i p  P 

A p r i m e i r a  v i s t a  pode p a r e c e r  que o  número de 

v a r i á v e i s  do modelo de  A . F .  aumentou, j; que i n i c i a l m e n t e  t i -  

* t r a t a r e m o s  aqu i  do modelo l i n e a r  de  A n á l i s e  F a t o r i a l .  Mode- 

l o s  n ã o - l i n e a r e s  foram tambêm e s t u d a d o s .  Ver 121 1 e  1 2 2 1 .  

, 



nhamos - n v a r i á v e i s ,  e  agora  temos - m f a t o r e s  comuns, mais n f a -  - 
t o r e s  e s p e c i f i c o s .  Mas o  que r e a l m e n t e  o c o r r e  é que na s o l u ç ã o  

do modelo sÕ estamos i n t e r e s s a d o s  na p a r t e  comum ( q u e  d e s c r e v e  

a  c o r r e l a ç ã o  das  v a r i á v e i s )  ou s e j a ,  nos m << n f a t o r e s  C O -  

muns. Os f a t o r e s  e s p e c í f i c o s  s ó  aparecem para  s e p a r a r  a  v a r i â n  - 

tia da v a r i á v e l  em duas p a r t e s  (comum e  e s p e c i f i c a )  como f i c a -  

r ã  c l a r o  mais a d i a n t e .  

O modelo como f o i  a p r e s e n t a d o  ac ima,  não levou 

em c o n s i d e r a ç ã o  o  f a t o  de termos v á r i o s  (N) e l emen tos  nos 

q u a i s  s ã o  f e i t a s  a s  - n medidas ,  i s t o  é teremos pa ra  cada elemen - 

t o  j ( j  = 1 ,  2 ,  . . . ,  N )  a  v a r i á v e l  x i j  (medida da i - é s i m a  v a r i á  - 

vel  s o b r e  o  e l emen to  j )  que s e r á  d e s c r i t a  da s e g u i n t e  forma:  

onde: 

f p j :  v a l o r  do f a t o r  p pa ra  o  e l emen to  j .  

' i j :  v a l o r  do f a t o r  e s p e c i f i c o  que c a r a c t e r i z a  a  v a r i á v e l  x i  
medida no e lemento  j .  

2 . 2  - CONCEITOS PRELIMINARES 

Apresentaremos ,  a  s e g u i r ,  a l g u n s  c o n c e i t o s  b ã s i -  

cos de e s t a t i s t i c a  que s e r ã o  u t i l i z a d o s  na d e s c r i ç ã o  do modelo 

de A . F .  



- M é d i a  d e  uma v a r i á v e l  - i m e d i d a  em N e l e m e n t o s  

- D e s v i o  d e  uma v a r i á v e l  x i  ( m e d e  q u a n t o  a  v a r i á v e l  x i  s e  

a f a s t a  d a  m é d i a )  

- V a r i â n c i a  d e  x i  

- D e s v i  o - p a d r ã o  

- V a r i á v e l  p a d r o n i z a d a  

V a r i á v e l  p a d r o n i z a d a  z i  - - ( z i j .  j = 1 ,  2, . . . ,  N) 

. M é d i a  d a  v a r i á v e l  p a d r o n i z a d a :  



. V a r i â n c i a  d e  uma v a r i á v e l  p a d r o n i z a d a .  

como ri = 0 :  

N X ? .  
- 1  N 1 a=- s; - - 1 X i j  = -  

i N j = l  S ?  S ?  N j = l  
1 1 

Si' 

P o r t a n t o  c o n c l u ~ m o s  q u e  a  v a r i á v e l  p a d r o n i z a d a  é 

d e f i n i d a  d e  t a l  f o r m a  q u e  s u a  m é d i a  s e j a  n u l a  e  s u a  v a r i â n c i a  

s e j a  i g u a l  a  u m .  

- C o v a r i â n c i a  e n t r e  d u a s  v a r i á v e i s  - i e  - k 

- C o e f i c i e n t e  d e  c o r r e l a ç ã o  



Na d e s c r i ç ã o  e  s o l u ç ã o  do m o d e l o  d e  A .  F . ,  t o d a s  

a s  v a r i á v e i s ,  a s s i m  como t o d o s  o s  f a t o r e s  comuns e  e s p e c r f i -  

c o s ,  s ã o  s u p o s t o s  p a d r o n i z a d o s .  O m o d e l o  s u p õ e  a i n d a ,  q u e  t o -  

d o s  o s  f a t o r e s  especificas n ã o  s ã o  c o r r e l a c i o n a d o s  e n t r e  s i ,  

nem com nenhum d o s  f a t o r e s  c o m u n s ,  i s t o  é 

R e e s c r e v e n d o 1  o  model o  p a r a  v a r i  á v e i  s p a d r o n i  z a -  

d a s  : 

- V a r i á n c i a  d e  z j :  

P e l  a d e f i n i ç ã o  d e  v a r i  â n c i  a  t e m o s  : 

como z; é uma v a r i á v e l  p a d r o n i z a d a :  7; = O e  s:; = 1 .  E n t ã o  



S u b s t i t u i n d o  z i j  p o r  ( 2 . 1 )  t e m o s :  

m N N 

P e l a s  d e f i n i ç õ e s  d e  v a r i ã n c i a  e c o e f i c i e n t e  d e  

c o r r e l a ç ã o  s a b e m o s  q u e :  

1  N 
- ( 1 f 2 . )  = S 2  = 1  ( p o r q u e  f é s u p o s t o  p a d r o n i z a d o )  
N j = l  P  J P P  

1 
- ( 1 f p j  u i j )  = r f  lu = O ( p o r  i m p o s i ç ã o  d o  m o d e l o )  
N j = l  P i 

E n t ã o :  

s2 = 1 a 2  + d i + 2  1 1 
i p  

a a r  z ! p = l  q = p + l  i p  i q  f fl = 
1 p = l  P 

Os f a t o r e s  c o m u n s  podem ou  n ã o  s e r  c o r r e l a c i o n a -  

d o s  e n t r e  s i .  P o r  e n q u a n t o  t r a t a r e m o s  d o  c a s o  em q u e  o s  f a t o -  



r e s  comuns não s ã o  c o r r e l a c i o n a d o s .  Assim temos: 

O s e p f q  

r f P f q  
e  podemos e s c r e v e r :  

1 s e p = q  

O u  s e j a ,  a  v a r i â n c i a  f i c a  d i v i d i d a  em duas p a r t e s :  uma p a s t e  
m 

dev ida  aos  f a t o r e s  comuns chamada comunalidade ( h ?  = 1 a i p )  > e  
tY=1 

a  o u t r a  dev ida  aos f a t o r e s  e s p e c i f i c o s  chamada v a r i â n c i a  ú n i -  
- 

ca ( d ; ) .  Uma vez d e f i n i d a s  a  comunal idade e  a  v a r i â n c i a  unica  - 

de uma v a r i a v e l  , sua  v a r i â n c i a  t o t a l  é dada da s e g u i n t e  forma:  

A p a r t i r  da e x p r e s s ã o  ac ima,  t e n d o - s e  d e t e r m i n a -  

da a  comunal idade de uma v a r i á v e l  z j  , a  sua  v a r i â n c i a  Única f i  - 

ca d e t e r m i n a d a ,  bem como o  c o e f i c i e n t e  do f a t o r  e s p e c i f i c o  r e -  

l a t i v o  a  e s s a  v a r i ã v e l  : 

Podemos c o n c l u i r  p o r t a n t o  que uma vez d e t e r m i n a -  
- 

dos os c o e f i c i e n t e s  dos f a t o r e s  comuns de uma v a r i á v e l  z / ,  e  

possTvei c a l c u l a r  s u a  comunal idade ,  s u a  v a r i â n c i a  ú n i c a  e  o  

c o e f i c i e n t e  do f a t o r  e s p e c i f i c o  c o r r e s p o n d e n t e .  



2 . 3  - P A D R Ã O  FATORIAL 

No modelo  de A.F. p a r a  n v a r i á v e i s ,  

chama-se  P a d r ã o  F a t o r i a l  ao  c o n j u n t o  de c o e f i c i e n t e s  a  
i  P 

( i  = 

1 ,  2 ,  . . . ,  n ;  p  = 1 ,  2 ,  . . . ,  m )  dos  f a t o r e s  comuns. 

A p a r t i r  da d e s c r i ç ã o  d a s  - n v a r i á v e i s  t e ó r i c a s  

em f u n ç ã o  dos  f a t o r e s  comuns e  e s p e c 7 ' f i c o s Y  podemos c a l c u l a r  a  

c o r r e l a ç ã o  e n t r e  q u a i s q u e r  duas  v a r i ã v e i z  z; e  z i .  

- C o e f i c i e n t e  de  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  z; e  zk d e s c r i -  

t a s  p e l o  modelo  ( c o e f i c i e n t e  de c o r r e 1  gção  r e p r o d u z i d o , r ;  k )  : 

onde :  



f a f  f a f  f  . a  f  f . d  u .+ + a i l  l j  k 2  23 C a i l  l j  k 3  3 j  + " '  + a i l  15 km m j  ' a i l  1 j  k  k j  

P e l a s  d e f i n i ç õ e s  de v a r i â n c i a  e  c o e f i c i e n t e  de 

c o r r e l a ç ã o  podemos e s c r e v e r :  

Mais uma vez ,como estamos t r a b a l h a n d o  com v a r i á -  

ve i  s  padroni  zadas : 



E a i n d a ,  p o r  imposição  do modelo: 

r u . f  = O 'V i , p .  
1 P 

Além d i s s o ,  supondo os f a t o r e s  comuns não c o r r e l a c i o n a d o s  : 

Podemos e s c r e v e r :  

a  + . . .  r : k = a i l  kl + a k m  ' ( 2 . 3 )  

O c o e f i c i e n t e  de c o r r e l  ação  r ep roduz i  do ,  no caso  

dos f a t o r e s  comuns não c o r r e l a c i o n a d o s ,  é função  apenas  dos 

c o e f i c i e n t e s  dos f a t o r e s  comuns. 

Uma manei ra  de v e r i f i c a r  a  v a l i d a d e  da s o l u ç ã o  

o b t i d a ,  é c a l c u l a r  as  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  o b s e r v a -  

das  ( c o r r e l  ação  obse rvada  r i  k )  e  a s  c o r r e l a ç õ e s  r e p r o d u z i  das  

e  comparar os r e s u l t a d o s .  A c o r r e l a ç ã o  r e s i d u a l  - 
r i k  (rik - 
r - r i  i k  i k  ) deve s e r  próxima de z e r o  pa ra  a  s o l u ç ã o  s e r  a c e i t á -  

v e l .  

~ o n c l u i m o s  e n t ã o  que o o b j e t i v o  da A n á l i s e  Fa to-  

r i a 1  é e n c o n t r a d a  u m  Padrão F a t o r i a l  a i  

1 ,  2 ,  . . e ,  - m )  que "melhor"  - r ep roduza  a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  

v a r i á v e i s .  



Como uma v e z  o b t i d o  o  p a d r ã o  f a t o r i a l ,  p e l a  Eq. 

( 2 . 2 )  podemos  o b t e r  a  d e s c r i ç ã o  c o m p l e t a  ( f a t o r  comum + f a t o r  

e s p e c í f i c o ) ,  é u s u a l  r e p r e s e n t a r - s e  a p e n a s  a  p a r t e  comum do  mo 

d e l o ,  ou s e j a :  

z!' = a i p f p  ( p a r t e  comum) 
p = l  

A  m o d i f i c a ç ã o  d e c o r r e n t e  d e  s e  u t i l i z a r  a p e n a s  a  

p a r t e  comum a p a r e c e  no c á l c u l o  d e  r i k ,  c u j o  r e s u l t a d o ,  a o  i n -  

v é s  d e  d a r  a  v a r i â n c i a  t o t a l  d a  v a r i á v e l  ( =  I ) ,  d a r á  a p e n a s  a  

p a r t e  comum d e s s a  v a r i â n c i a ,  ou s e j a ,  a  c o m u n a l i d a d e  d a  v a r i ã -  

v e l  z i .  

2 . 4  - N O T A Ç Ã O  M A T R I C I A L  

O  m o d e l o  d e  A . F .  a p r e s e n t a d o  d e s c r e v e  a  s e g u i n t e  

s i t u a ç ã o :  u m  c o n j u n t o  d e  - N e l e m e n t o s  s o b r e  o s  q u a i s  s ã o  f e i t a s  

n m e d i d a s .  Podemos c o n s i d e r a r  a s  n  v a r i  á v e i  s  r e p r o d u z i d a s  p e l o  - - 

m o d e l o  como u m  v e t o r - c o l u n a  d e  d i m e n s ã o  n :  



A c a d a  um d o s  N e l e m e n t o s  c o r r e s p o n d e  um v e t o r - c o l u n a  d e  d i m e n  
. . 

s ã o  n ,  d e  t a l  f o r m a  q u e  a o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  d a d o s  ( t o d a s  

a s  v a r i á v e i s  p a r a  t o d o s  o s  e l e m e n t o s )  c o r r e s p o n d e  uma m a t r i z  

Z 1 ( n  x N )  c h a m a d a  m a t r i z  d o s  d a d o s  r e p r o d u z i d o s :  

Da mesma f o r m a ,  p a r a  o s  f a t o r e s  c o m u n s  e especificas t e m o s :  

P a r a  um e l e m e n t o :  



Para N e lemen tos  

Os c o e f i c i e n t e s  dos f a t o r e s  comuns e e s p e c 7 f i c o s  na forma ma- 

t r i c i a l  : 

A:matr iz  padrão  ( f o r n e c e  o  padrão f a t o r i a l )  



O m o d e l o ,  u t i l i z a n d o  a  n o t a ç ã o  m a t r i c i a l ,  f i c a :  

Levando em c o n t a  s o m e n t e  a p a r t e  comum do  m o d e l o :  

z "  = A f  ( p a r t e  comum) 

ou a i n d a ,  p a r a  o s  N e l e m e n t o s :  

Z "  = AF. 

S e  r i k  ( i 3  k = 1 ,  2 ,  . . . ,  n )  s ã o  a s  c o r r e l a ç õ e s  

e n t r e  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  o b s e r v a d a s ,  R é a  m a t r i z  d a s  c o r r e l a -  

ç õ e s  o b s e r v a d a s .  Como 



e  r = 1 ( v a r i â n c i a  t o t a l  d a  v a r i á v e l  p a d r o n i z a d a  z k )  t e m o s :  k k  

S u b s t i t u i n d o  r i k  p e l a  e q u a ç ã o  ( 2 . 4 )  podemos e s -  

c r e v e r :  

o n d e  Z é a  m a ' t r i z  d a s  v a r i á v e i s  o b s e r v a d a s ,  e  z t  a  s u a  t r a n s -  

p o s t a .  

P a r a  c a l c u l a r  a s  c o r r e 1  a ç õ e s  d a s  v a r i á v e i s  r e p r o  - 

d u z i d a s  p e l o  m é t o d o  t e m o s :  



S e  l e v a r m o s  em c o n t a  a p e n a s  a  p a r t e  comum d o  mo- 

d e l o ,  Z "  = AF, e  s u b s t i t u i r m o s  na e q u a ç ã o  a c i m a ,  o b t e r e m o s  a  

M a t r i z  d a s  C o r r e 1  a ç õ e s  R e d u z i  da , .  

P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  c o e f i c i e n t e  d e  c o r r e l a ç ã o ,  a  
t m a t r i z  FF / N  é a  m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  o s  f a t o r e s  c o -  

muns .  Supondo  q u e  t a i s  f a t o r e s  n ã o  s ã o  c o r r e l a c i o n a d o s ,  i s t o  

t A m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s  FF / N  = I ( m a t r i z  i d e n -  

t i d a d e ) .  N e s s e  c a s o ,  chegamos  à r e l a ç ã o  e n t r e  a  m a t r i z  d a s  

c o r r e l a ç õ e s  r e p r o d u z i d a s  e  a  m a t r i z  p a d r ã o  f a t o r i  a1  , s u p o n d o  

f a t o r e s  o r t o g o n a i s ,  a p r e s e n t a d a  p o r  T h u r s t o n e  1 3 2 1 :  

Cabe l e m b r a r  m a i s  uma v e z  q u e  a  m a t r i z  R *  f o i  o b  

t i d a  a  p a r t i r  d a  p a r t e  comum do m o d e l o ,  p o r t a n t o  o s  e l e m e n t o s  

d a  s u a  d i a g o n a l  r i k  q u e  f o r n e c e r i a m  ( c a s o  f o s s e  u s a d o  o  m o d e l o  

c o m p l e t o )  a  v a r i â n c i a  t o t a l  d a  v a r i á v e l  z i ,  n e s s e  c a s o  f o r n e -  



cem a  p a r t e  comum d a  v a r i â n c i a ,  ou  s e j a  a  c o r n u n a l i d a d e  d a  v a -  

r i á v e l  zI; 

O o b j e t i v o  d a  A n á l i s e  F a t o r i a l  6 e n c o n t r a r  a  ma- 

t r i z  A t a l  q u e  a  m a t r i z  R *  r e p r o d u z a  d a  " m e l h o r  m a n e i r a  p o s s í -  

v e l "  o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  R f o r a  d a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l .  

S u p o n h a  q u e  s e  t e n h a  r e s o l v i d o  o  m o d e l o  d e  A . F .  

e q u e  t e n h a  s i d o  e n c o n t r a d a  a  m a t r i z  A ( m a t r i z  p a d r ã o  t a l  q u e  

A A ~  = R * ) .  

S e j a  T uma m a t r i z  o r t o g o n a l ,  i s t o  e :  

E n t ã o  d i z e m o s  q u e  B = AT uma t r a n s f o r m a ç ã o  o r -  

t o g o n a l  d a  m a t r i z  A .  Neste c a s o  s e  A e s o l u ç ã o  d o  m o d e l o  d e  

Anã1 i s e  F a t o r i  a1  , B t a m b e m  o  6 ,  p o r q u e :  



Dada  uma m a t r i z  p a d r ã o  A q u e  s e j a  s o l u ç ã o  o r b o g o  - 

n a 1  d o  m o d e l o  d e  A . F . ,  p o d e m o s  o b t e r  uma i n f i n i d a d e  d e  s o l u -  

ç õ e s  q u e  i g u a l m e n t e  s a t i s f a z e m  a s  c o n d i ç õ e s  i m p o s t a s  p e l o  m o d e  - 

1 0 ,  b a s t a n d o  f a z e r  uma t r a n s f o r m a ç ã o  o r t o g o n a l  n a  s o l u ç ã o  o r i -  

g i n a l .  A t r a v z s  d o  m o d e l o  d e  A n ã l i s e  F a t o r i a l  o b t e m o s  o  e s p a ç o  

d e  s o l u ç ã o  ( d i m e n s ã o  d o  e s p a ç o  q u e  é i g u a l  a o  n ú m e r o  d e  f a t o -  

r e s  c o m u n s )  m a s  n ã o  f i c a  d e t e r m i n a d a  q u a l  b a s e  d e s s e  e s p a ç o  me - 

l h o r  d e s c r e v e  o  p r o b l e m a .  T a l  i n d e t e r m i n a ç ã o  s e r ã  m a i s  t a r d e  

e x p l o r a d a ,  p a r a  s e  o b t e r  uma n o v a  s o l u ç ã o ,  em q u e  a  i n t e r p r e -  

t a ç ã o  d o s  f a t o r e s  c o m u n s  s e j a  m a i s  r a z o á v e l .  

No p r ó x i m o  C a p F t u l o  t r a t a r e m o s  d a  s o l u ç ã o  d e s s e  

m o d e l o .  Chamamos a t e n ç ã o  p o r é m ,  q u e  o s  p r o b l e m a s  d e  i n f e r ê n c i a  

e s t a t l s t i c a ,  t a i s  como e s t i m a r  a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  a  p a r t i r  

d e  uma a m o s t r a  d e  d a d o s ,  t e s t a r  a  h i p Õ t e s e  s o b r e  o  n ú m e r o  d e  

f a t o r e s  c o m u n s ,  e a  p r ó p r i a  e s t i m a t i v a  d e s s e s  f a t o r e s  f 
P 

n ã o  

s e r ã o  a b o r d a d o s  e podem s e r  v i s t o s  em 1231.  T r a t a r e m o s  a p e n a s  

d a  f o r m u l a ç ã o  d o s  m é t o d o s  e s u a  s o l u ç ã o  a l g é b r i c a .  

F o i  a p r e s e n t a d a  ne s se  c a p ? t u l o  a  m o d e l a g e m  g e r a l  

d o  p r o b l e m a  q u e  a  A n ã l i s e  F a t o r i a l  p r e t e n d e  r e s o l v e r .  D i v e r -  

s o s  m é t o d o s  p a r a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  f o r a m  p r o p o s t o s .  E x i s t e m ,  

n o  e n t a n t o  a l g u n s  p o n t o s  b á s i c o s  c o m u n s  a  t o d o s  e s ses  m e t o d o s .  

De u m  moda  g e r a l ,  o m o d e l o  f i c a  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  



- Model  o;.:!Geral 

O t i m i z a r  f ( A )  + a  f u n ç ã o  f v a r i a  com c a d a  m é t o d o  

3 )  f p y  z;, u i ,  s ã o  v a r i ã v e i s  p a d r o n i z a d a s .  

4 )  a j u s t e  a s  c o r r e l a ç õ e s  r e p r o d u z i d a s  com a s  c o r r e l a ' ç õ e s  o b s e r  - 

v a d a s .  

Ou s e j a ,  e s s a s  c o n d i ç õ e s  s ã o  c o m u n s  a  t o d o s  o s  

m é t o d o s  d e  A n á l i s e  F a t o r i a l .  S ã o  c o n d i ç õ e s  q u e  c a r a c t e r i z a m  o  

p r o b l e m a  q u e  a  A n á l i s e  F a t o r i a l  p r e t e n d e  r e s o l v e r .  No p r Õ x i m o  

c a y ~ t u l o ,  a p r e s e n t a r e m o s  d o i s  m é t o d o s  d e  r e s o l u ç ã o  d i r e t a :  o  

m é t o d o  d o  ~ e s ? d u o  ~ y n i m o ,  e  o  m e t o d o  d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s .  

Esses d o i s  m é t o d o s  s u p õ e m  s o l u ç õ e s  o r t o g o n a i s ,  o u  s e j a ,  o  c o n -  

j u n t o  d e  f a t o r e s  f l ,  f 2 ,  ..., f m  f o r m a  uma b a s e  o r t o g o n a l ,  ou  

d o  p o n t o  d e  v i s t a  e s t a t ~ s t i c o ,  e s se s  f a t o r e s  n ã o  s ã o  c o r r e l a -  

c i o n a d o s  e n t r e  s i .  



SOLUÇÃO O R T O G O N A L  D O  M O D E L O  D E  -- 

A N A L I S E  FATORIAL 

Até a q u i  demos uma i d é i a  da A n á l i s e  F a t o r i a l  co-  

mo s e n d o  uma t é c n i c a  d e s e n v o l v i d a  no s e n t i d o  de o b t e r  a  p a r t i r  

de u m  c o n j u n t o  de n v a r i á v e i s ,  - m ( m  < n )  f a t o r e s  comuns de t a l  

m a n e i r a  que a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i ã v e i s  r e p r o d u z i  d a s  pe-  

l o  modelo c o i n c i d a m  com a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  ob- 

s e r v a d a s .  Ex i s t em  d i v e r s o s  métodos  de s o l u ç ã o  p a r a  o  m o d e l o ,  

c a d a  u m  i n t e r p r e t a n d o  de  m a n e i r a  d i f e r e n t e  e s s a  " r e p r o d u ç ã o  

d a s  c o r r e l a ç õ e s  o b s e r v a d a s " .  S e r ã o  a p r e s e n t a d o s  d o i s  métodos  

p a r a  a  o b t e n ç ã o  de uma s o l u ç ã o  i n i c i a l  o r t o g o n a l :  o  método do 

Resyduo Minimo e o  método de F a t o r e s  P r i n c i p a i s .  

3 . 1  - M E T O D O  D O  - RESÍDUO MSNIMO 

A t r a v é s  d e s s e  método b u s c a - s e  a j u s t a r  a s  c o r r e l a  - 

ç õ e s  r e p r o d u z i d a s  com a s  o b s e r v a d a s  min imizando  a  d i f e r e n ç a  en  - 

t r e  e l a s .  Es sa  d i f e r e n ç a .  

é chamada c o r r e l a ç ã o  r e s i d u a l .  O d e s e n v o l v i m e n t o  s e g u i d o  f o i  

a p r e s e n t a d o  p o r  Harman e  J o n e s  ) 1 1 ) .  



N e s s e  m é t o d o  comparamos  o s  v a l o r e s  o b s e r v a d o s  com 

o s  r e p r o d u z i d o s ,  e  como n ã o  t e m o s  v a l o r e s  o b s e r v a d o s  p a r a  a s  

comunal  i d a d e s  , comparamos  a p e n a s  o s  e 1  e m e n t o s  f o r a  da  d i  a g o n a l  

p r i n c i p a l  d a  m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s .  Ou s e j a ,  b u s c a - s e  m i n i m i  - 

z a r  

- 
r i k  = r i k  p a r a i f k .  - r i  k 

Na v e r d a d e  o  o b j e t i v o  d e s s e  m é t o d o  é t o r n a r  o s  t e r m o s  r ik d a  

m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s  r e s i d u a i s  p r ó x i m o  de  z e r o .  P o r t a n t o  a  

m i n i m i z a ç ã o  s e r á  s o b r e  o  v a l o r  a b s o l u t o  d a s  c o r r e l a ç õ e s  r e d , i -  

d u a i s .  

Os t e r m o s  r i  s ã o  t i r a d o s  d i r e t a m e n t e  d o s  d a d o s ,  e n q u a n t o  q u e  

' é d a d a  p e l a  e x p r e s s ã o  ( 2 . 3 ) :  r i  k 

- 
ou s e j a  d e p e n d e  d o  p a d r ã o  f a t o r i a l  e n c o n t r a d o .  N e s s e  p o n t o  e  

bom l e m b r a r  q u e  a e x p r e s s ã o  ( 2 . 3 )  p a r a  c a l c u l a r  a s  c o r r e l a ç õ e s  

r e p r o d u z i d a s ,  s ó  é v á l i d a  s e  o s  f a t o r e s  e x t r a i d o s  f o r e m  o r t o g o  - 

n a i  S .  E n t ã o  a o  d e f i n i  rmos a s  c o r r e l  a ç õ e s  o b s e r v a d a s  p e l  a  \.ex(- 

p r e s s ã o  ( 2 . 3 )  e s t a m o s  impondo  a  c o n d i ç ã o  d e  o r t o g o n a l i d a d e  na  

s o l u ç ã o .  Usando  e s s a  d e f i n i ç ã o  p a r a  a  c o r r e l  a ç ã o  r e p r o d u z i  d a ,  

o o b j e t i v ' o  do  m é t o d o  do  R e s i d u o  Minimo é e n c o n t r a r  um p a d r ã o  



f a t o r i a l  a  (.i = 1 ,  2 ,  . . . ,  n ;  p = 1 ,  2 ,  . . . ,  m) t a l  que:  
i  P 

m m 
Mas m i n l l r i k  - 1 a i P  a  k p  i  r - 1 a i p  a k P l 2  

p=l p= l  

e q u i v a l e  a  

como vamos min imiza r  todos  os e l emen tos  1 ]Ti  1 1 2 ,  passamos a  

min imiza r  a  soma de todos  os e l emen tos  I ]Ti  1 1 da m a t r i z  dos 

r e s í d u o s .  Então podemos e s c r e v e r  a  função  o b j e t i v o  do método 

do Residuo Mlnimo 

Vemos que p a r a  s e  implementar  e s s e  método, p r e c i  - 

samos do número - m de f a t o r e s  comuns. O u  s e j a ,  p rec isamos  f a z e r  

uma e s t i m a t i v a  a  p r i o r i  do número de f a t o r e s  n e c e s s á r i o s .  A me - 

d i d a  que o  número - m c r e s c e ,  o  problema t o r n a - s e  mui to  i n d e t e r -  

minado, e  provavelmente  e n c o n t r a - s e  uma s o l u ç ã o  com resyduo ze - 

r o .  Mas como o  o b j e t i v o  da A n á l i s e  F a t o r i a l  é d i m i n u i r  a dimen - 

s ã o  do problema,  normalmente s e  e s c o l h e  m << n .  A manei ra  de 

s e  f a z e r  e s s a  e s t i m a t i v a  s e r á  d e s c r i t a  na s e ç ã o  3 . 3 .  Uma vez 

o b t i d o  o  padrão  f a t o r i a l  a  ( i  = 1; 2 ,  . . . , n ;  p = 1 , 2 ,  . . . , m )  
i  P 

podemos c a l c u l a r  a s  comunal i  dades de cada v a r i á v e l  pel a  e x p r e s  - 



s ã o  

Mas como e s t a m o s  t r a b a l h a n d o  com v a r i á v e i s  p a d r o n i z a d a s ,  o  v a -  

l o r  d a s  c o m u n a l i d a d e s  n ã o  p o d e  e x c e d e r  a  u n i d a d e .  P o r t a n t o  e s -  

s a  r e s t r i ç ã o  s e r á  i m p o s t a  n a  s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a .  

Podemos e n t ã o  e s c r e v e r  o  m o d e l o  m a t e m á t i c o  s e g u n  - 

d o  a s  h i p ó t e s e s  d o  m é t o d o  d o  R e s i d u o  Minimo:  

Dado m ,  d e t e r m i n a r  

a  ( i  = 1 ,  2 ,  . . .  , n ;  p  = 1 ,  2 ,  . ) t a l  q u e  
i P 

n-1 n  m 
min  f ( a )  = 1 ( r i k -  a k p ) 2  i = l  k = i + l  p = l  

o n d e :  1 )  a .  ( i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n ;  p  = 1 ,  2 ,  . . . ,  m) é o  p a d r ã o f a  
7 P  - 

t o r i a l  s u p o n d o  f a t o r e s  o r t o g o n a i s ,  i s t o  é:  

4 )  f p y  z ; '  U i  s ã o  v a r i ã v e i  s p a d r o n i z a d a s  



 ai c o n c l  u i m a s  q u e  a s  c a r a c t e r i s t i  c a s  b á s i c a s  

d e s s e  m é t o d o  s ã o :  

- e s t i m a t i v a s  a  p r i o r i  d o  numero  d e  f a t o r e s  comuns ( m ) .  

- a s  c o m u n a l i d a d e s  a p a r e c e m  como u m  r e s u l t a d o  do m é t o d o  

- o s  f a t o r e s  comuns s ã o  s u p o s t o s  o r t o g o n a i s .  

V á r i o s  m é t o d o s  f o r a m  d e s e n v o l v i d o s  p a r a  r e s o l v e r  

e s s e  p r o b l e m a ,  e  o  m a i s  e f i c i e n t e  d e l e s ,  o  m e t o d o  i t e r a t i v o  d e  

G a u s s - S e i d e l  s e r á  m o s t r a d o  a  s e g u i r .  N e s s e  p r o c e s s o  i t e r a t i v o ,  

p a r t i m o s  d e  uma m a t r i z  p a d r ã o  A ,  e  a l t e r a m o s  a  l ?  l i n h a  d a  ma- 

t r i z  o b t e n d o  uma o u t r a  m a t r i z  B 1 .  E s s a  a l t e r a ç ã o  é f e i t a  d e  

modo q u e  o  v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  m e l h o r e .  A s e g u i r  t o m a n d o  

a  m a t r i z  B 1 ,  a l t e r a m o s  a  2: l i n h a  d a  m a t r i z  e  o b t e m o s  B 2 .  A S -  

s i m  s u c e s s i v a m e n t e  a t é  a l t e r a r m o s  t o d a s  a s  l i n h a s  da  m a t r i z  

i n i c i  a1 , o b t e n d o  B~ , e  c o m p l e t a n d o  uma i t e r a ç ã o  ( o u  c i : c l  o ) .  Es - 

s e s  c i c l o s  s e  r e p e t e m  a t é  q u e  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  perma 

n e ç a  c o n s t a n t e  ( a  menos d e  uma t o l e r â n c i a  d a d a )  d e  uma i t e r a -  

ç ã o  p a r a  o u t r a .  P a s s e m o s  a  a p l i c a ç ã o  do m é t o d o .  I n i c i a l m e n t e  

a n t e s  d e  q u a l q u e r  a l t e r a ç ã o  t e m o s :  

Uma v e z  a1 t e r a d a  a  i - é s i m a  1  i n h a  ( i  = 1 ,  2 ,  . . . , n ) ,  t e m o s :  

o n d e  b  = a  + E p a r a  p  = 1 ,  2 ,  . . .  , m .  
i p  i P i  P 



P r e c i s a m o s  e n t ã o  d e t e r m i  n a r  o  v e t o r  

( t z i l ,  E ~ ~ ,  
. . . , E ) t a l  que m e l h o r e  ao máximo a  f u n ç ã o  o b j e  i n - 

t i v o .  Uma vez  a1 t e r a d a  a  i - é s i m a  l i n h a  da m a t r i z  i n i c i a l ,  a s  

c o r r e 1  a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  r e p r o d u z i  da s  tambem s e  a1 t e -  

ram: 

Es sa  a1 t e r a ç ã o  n a t u r a l m e n t e  s e  r e f l e t i  rã na f u n ç ã o  o b j e t i v o  

f ( a >  - 

f ( a >  = 1 ( r k j  - 1 a k p  a j p ) 2  ( a n t e s  da a l t e r a ç ã o )  
k = l  j = k + l  p = l  

A f u n ç ã o  o b j e t i " G  f ( a )  t e r á  p a r c e l a s  que i n c l u e m  o s  c o e f i c i e n -  

t e s  a  ( i  f i x o )  e  p a r c e l a s  que  não os  i n c l u e m .  Uma vez  f e i t a  
i p  

a  a l t e r a ç ã o  na l i n h a  i ,  a p e n a s  a s  p a r c e l a s  que dependem de 

a  ( i  f i x o ,  p  = 1 ,  2 ,  . . . ,  m )  s e r ã o  a l t e r a d a s .  Chamando e s s a s  
i  P 

p a r c e l a s  de f i ,  passamos e n t ã o  a  m i n i m i z a r  a  f u n ç ã o  f i  r e l a t i -  

va a  a l t e r a ç ã o  na i -Gsima l i n h a .  Essa  f u n ç ã o  s e r á  compos ta  de 

t o d o s  o s  t e rmos  de f ( a )  que i n c l u a m  a  ( i  = f i x o ,  
i p  P = 

1 ,  2 ,  . . . , m ) .  Assim f i  f i c a  deterrninad<a da s e g u i n t e  f o r m a .  Se - 

j a :  

Vamos e x p a n d i r  e s s a  e x p r e s s ã o  s e p a r a n d o  os  t e rmos  onde a p a r e -  .- 



cem a  ( i  f i x o ,  p  = 1, 2,  . . . ,  m ) .  P r i m e i r o  f a z e m o s  k + i e  
i P 

somamos a  p a r c e l a  c o r r e s p o n d e n t e  a  k = i  s e p a r a d a m e n t e :  

F a z e n d o  o  mesmo p a r a  j # i :  

A s s i m ,  a  2: e  3: p a r c e l a  d e  f ( a )  c o n t é m  t o d o s  t e r m o s  q u e  d e p e n  

dem d e  a  ( i  f i x o ,  p  = 1 ,  2 ,  . . . ,  m) f o r m a n d o  a  f u n ç ã o  f i .  
i  P 

Podemos j u n t a r  e s s e s  d o i s  s o m a t ó r i o s  f a z e n d o  j = k e  l e m b r a n d o  

q u e  r i k  = r k i  ' 

i  f i x o  

Como d e f i n i m o s  f i  como f u n ç ã o  o b j e t i v o  a  s e r  m i n i m i z a d a  a o  

a1 t e r a m o s  a  i - é s i m a  1  i n h a  da  m a t r i z  p a d r ã o  i n i c i a l ,  s u b s t i t u i -  

r emos  o  v a l o r  d e  a  p e l o  s e u  v a l o r  a1 t e r a d o  b  . E n t ã o  
i p  i p  



n m 
b .  J 2  f i z  E ( r i k -  1 a k p  i p  i f i x a  

k = l  p = l  

S u b s t i  t u i  ndo  

n m n m m 
f i  = 1 ( r i k -  E a k p ( a i P + &  i P 

) )  = 1 ( r -  a a  - a  E ) *  
k = l  p = l  k = l  p = l  kP i P  p = l  kP i P  
k # i  k # i  

m 
Chamando Ti = r i k  - a k p  a i p  ( c o r r e l a ç ã o  r e s i d u a l  a n t e s  da  

p = l  
a1  t e r a ç ã o )  

P a r a  m i n i m i z a r  f  d e r i v a m o s  em r e l a ç ã o  a  E ( p  = 1 ,  2 ,  . . . ,m) i  i  P 

e  i g u a l a m o s  a z e r o .  Tomando u m  d e t e r m i n a d o  v a l o r  d e  p  = q t e -  

mos : 



S e p a r a n d o  

Se  d e f i n i r m o s  

& i  = ( E ~ ~ ~  E , . E ) + v e t o r  d e  a c r é s c i m o  p a r a  a  l i n h a  i .  i m - 

A i  = m a t r i z  A c u j o s  e l e m e n t o s  da  i - é s i m a  l i n h a  s ã o  s u b s t i t u i -  

d o s  p o r  z e r o s .  

c o r r e l a ç õ e s  r e s i d u a i s  d a  v a r i á v e l  z i  com t o d a s  a s  d e m a i s  v a r i á  

v e i s ,  s u b s t i t u i n d o  T i i  p o r  z e r o ) .  

Podemos e s c r e v e r  a  e x p r e s s ã o  a c i m a  como: 

t 
E A i  A i  = 7: A O U  a i n d a  i 

0,ibtendo uma e x p r e s s ã o  p a r a  o  v e t o r  a c r é s c i m o  r e l a t i v o  a  i - é s i -  

ma l i n h a ,  q u e  m i n i m i z a  f i .  

E s s e  p r o c e s s o  s e  r e p e t e  p a r a  t o d a s  a s  1  i n h a s  

a t é  f o r m a r  u m  c i c l o  ( o u  i t e r a ç ã o ) .  S e r ã o  f e i t a s  t a n t a s  i t e r a -  

ç õ e s  q u a n t a s  f o r e m  n e c e s s ã r i a s  a t é  q u e  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e -  

t i v o  t o t a l  f ( a )  n ã o  s e  a l t e r e  ( a  menos d e  uma t o l e r â n c i a ) .  A 



d 

u l t i m a  m a t r i z  o b t i d a  é o  p a d r ã o  f a t o r i a l  p r o c u r a d o .  I s t o  . e ,  

a q u e l e  q u e  min i i i i i za  f ( a ) .  Mas o  m é t o d o  d e  G a u s s - S e i d e l  n ã o  g a -  

r a n t e  q u e  a s  c o m u n a l i d a d e s  d a s  v a r i á v e i s  s e j a m  v a l o r e s  e n t r e  

z e r o  e  u m .  P o r t a n t o ,  a  s o l u ç ã o  o b t i d a  s ó  s e r á  v i á v e l  s e  a o  

c a l  c u l  a r m o s  t o d a s  a s  comuna l  i d a d e s  , nenhuma de1  a s  e x c e d e r  a  

u n i d a d e .  Caso  a l g u m  d e s s e s  v a l o r e s  f o r  m a i o r  q u e  u m ,  d i z - s e  

q u e  o c o r r e u  o  c a s o  d e  Heywood. O p r o c e d i m e n t o  e n t ã o  é o  s e g u i n  - 
t e :  t o m a - s e  a  l i n h a  ( o u  l i n h a s )  c o r r e s p o n d e n t e  a  v a r i á v e l  c u j a  

c o m u n a l i d a d e  e x c e d e u  u m ,  e  t o r n a - s e  a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a ,  l e -  

v a n d o  em c o n s i d e r a ç ã o  a  r e s t r i ç ã o  s o b r e  a s  comunal  i d a d e s .  I s t o  
- 
e ,  s e j a  uma v a r i á v e l  z i  c u j a  c o m u n a l i d a d e  h; > 1 .  E n t ã o  t e m o s  

o  s e g u i n t e  p r o b l e m a :  

P a r a  r e s o l v e r  e s s e  p r o b l e m a ,  o  p r i m e i r o  p a s s o  é t r a n s f o r m a r  a  

r e s t r i ç ã o  d e  d e s i g u a l d a d e  em uma i g u a l d a d e .  P a r a  i s s o  u t i l i z a -  

s e  o  r e s u l t a d o  do s e g u i n t e  t e o r e m a :  

" S e  o  mín imo  d e  f i  é a t e n d i d o  num p o n t o  f o r a  da  
I 

r e g i ã o  d e f i n i d a  p o r  ( 3 . 1 ) ,  e n t ã o  o  rn7nimo d e  f i  s o b  a  r e s t r i -  

ç ã o  ( 3 . 1 )  s e r á  a t e n d i d o  n u m  p o n t o  d e  c o n t o r n o  d e s s a  r e g i ã o ,  e  

p o d e - s e  s u b s t i t u i  r e s s a  r e s t r i ç ã o  p o r :  



A p r o v a  d e s s e  t e o r e m a ,  bem como t o d a  a  s o l u ç ã o  p a r a  o  c a s o  d e  

Heywood e s t a  em 1 1 2 1 .  Uma v e z  p r o v a d o  o  t e o r e m a  o  p r o b l e m a  a  

s e r  r e s o l v i d o  p a s s a  a  s e r ;  

. . . 

b .  ) 2  m i n  f i  = 1 ( r i k  - a k p  i p  
k = l  p =  1  

A s o l u ç ã o  e o b t i d a  u t i l i z a n d o - s e  mul t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  e 

p o d e  s e r  v i s t o  em 1 1 2 1 .  

A f i m  d e  s i n t e t i z a r  a s  i d é i a s  a q u i  a p r e s e n t a d a s  

m o s t r a m o s  a b a i x o  um f l u x o g r a m a ,  com o s  p r i n c i p a i s  p a s s o s  p a r a  

a  s o l u ç ã o  d o  m é t o d o  d e  R e s i d u o  M l n i m o :  



DADO O  MODELO MATEMATICO DO 

(PARE] 

( NÃO 
9 

S O L U Ç Ã O  D E  HEYWOOD 
m 

Vi t g  1 b i p  > 1 
p = l  

, 



3 . 2  - O METODO DOS FATORES PRINCIPAIS 

E m  1 9 3 4  Thomson 1301 f o i  o  p r i m e i r o  a  t e n t a r  

a d a p t a r  o  m é t o d o  d e  Anã1 i s e  d e  C o m p o n e n t e s  P r i n c i p a i s  no  mode - 

1 o d e A n á l i s e  F a t o r i a l .  0 m o d e l o d e A . C . P .  b u s c a m a x i m i z a r  a  

v a r i â n c i a  t o t a l  d e  c a d a  c o m p o n e n t e  d e  t a l  f o r m a  q u e  a s  compo- 

n e n t e s  s e j a m  o r t o g o n a i s ,  e  a  s o l u ç ã o  s e j a  o b t i d a  a  p a r t i r  da 

f a t o r a ç ã o  d a  m a t r i z  d a s  c o r r e l  a ç õ e s  d o s  d a d o s  114 1 .  No m é t o d o  

d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s ,  a o  i n v é s  d a  v a r i â n c i a  t o t a l ,  c a d a  f a t o r  

s e r á  d e t e r m i n a d o  d e  t a l  f o r m a  q u e  s u a  c o n t r i b u i ç ã o  na c o m u n a l i  - 

d a d e  t o t a l  s e j a  máxima s u j e i t a  a  c o n d i ç ã o  da c o r r e l a ç ã o  r e p r o -  

d u z i d a  s e r  i g u a l  a  c o r r e l  a ç ã o  o b s e r v a d a  ( r e s i d u o  z e r o ) .  Como 

vamos t r a b a l h a r  com a s  comuna l  i d a d e s  d a s  v a r i á v e i s ,  u t i l  i z a r e -  

mos a p e n a s  a  p a r t e  comum d o  m o d e l o ,  e  c o n s e q u e n t e m e n t e  na  ma- 

t r i z  d a s  c o r r e l  a ç õ e s  o b s e r v a d a s  c o n s i d e r a r e m o s  a s  c o m u n a l  i d a -  

d e s  n a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  e  n ã o  a  v a r i â n c i a  t o t a l  d e  c a d a  v a -  

r i á v e l  ( q u e  s e r i a  i g u a l  a  um) .  

Como v imos  na  s e ç ã o  3 . 1 ,  p a r a  s o l u ç ã o  d o  m é t o d o  

do  R e s i d u o  Minimo e r a  n e c e s s á r i a  uma e s t i m a t i v a  a  p r i o r i  d o  

número  d e  f a t o r e s  c o m u n s .  No m é t o d o  d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s ,  c o -  
- 

mo vamos t r a b a l h a r  com a  m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s  r e d u z i d a s ,  e  

n e c e s s á r i a  a  e s t i m a t i v a  a  p r i o r i  d a s  c o m u n a l i d a d e s  d e  t o d a s  a s  

v a r i  á v e i  S .  Na v e r d a d e  e s s e s  d o i  s  p r o b l  emas e s t ã o  1  i g a d o s ,  e  

g e r a l m e n t e  o s  m é t o d o s  a n a l í t i c o s  d e  A n á l i s e  F a t o r i a l  p r e c i s a m  

d e  uma d a s  d u a s  e s t i m a t i v a s  a  p r i o r i  . O p r o b l  ema d a s  comuna l  i -  

d a d e s  e  do  número  d e  f a t o r e s  s e r á  d e s c r i t o  na s e ç ã o  3 . 3 .  

Tomando a  p a r t e  comum do  m o d e l o  d e  A.F .  t e m o s :  



- Comunal i d a d e  d e  uma v a r i  ã v e l  : 

- C o n t r i b u i ç ã o  do  p - é s i m o  f a t o r  p a r a  e s s a  c o m u n a l i d a d e :  a 2  
i  P 

n  n  m 
- C o m u n a l i d a d e  t o t a l :  1 h; = -1  1 a f p  

i = l  1 = 1  p = l  

- C o n t r i b u i ç ã o  do  p - é s i m o  f a t o r  p a r a  c o m u n a l i d a d e  t o t a l  

A r e s t r i ç ã o  d e  q u e  a  c o r r e l a ç ã o  r e p r o d u z i d a  s e  

a j u s t e  p e r f e i t a m e n t e  com a  c o r r e l a ç ã o  o b s e r v a d a  f i c a  d a  s e g u i n  - 
t e  f o r m a :  



o n d e  r i  = r k i  e r i i  = r i i = h ;  ( c o m u n a l i d a d e  d a  i - é s i m a  v a r i á -  

v e l  ) 

Nesse p o n t o  l e m b r a m o s  m a i s  uma v e z  q u e  a  d e f i n i -  

ç ã o  d a s  c o r r e 1  a ç õ e s  r e p r o d u z i  d a s  

s õ  é v á l i d a  p a r a  f a t o r e s  c o m u n s  o r t o g o n a i s .  Assim, a  s o l u ç ã o  

o b t i d a  p a r a  e s s e  m é t o d o  t a m b é m  s e r á  o r t o g o n a l .  P o d e m o s  e n t ã o  

d e s c r e v e r  o  m o d e l o  m a t e m á t i c o  s e g u n d o  a s  h i p õ t e s e  d o  m é t o d o  

d o s  F a t o r e s  P r i n c i p a i s  c o m o  a  s o l u ç ã o  d e  m p r o b l e m a s  a n á l o g o s .  - 

S ã o  e 1  e s :  

P ~ o b l e m a  1 :  D e t e r m i n a r  a i l  i = 1 ,  2 ,  . . . , n, t a l  q u e :  - 

max V I  = a;, 
i = l  

m 
- 

r i k  - 1 a i p  a k p  i , k = 1 , 2 ,  . . . ,  n  i f k  p  = 1  

P r o b l e m a  2 :  D e t e r m i n a r  a  
- i 2  

i = 1 ,  2 ,  . . . ,  n ,  t a l  q u e :  

rnax V 2 =  a t i  
i = 1  



o n d e  r i i  = c o m u n a l i d a d e  d a  i - é s i m a  v a r i á v e l ,  e s t i m a d a  a  p r i o r i .  

e a  ( i  = 1 ,  2 ,  . . . .  n )  s ã o  c o n h e c i d o s  a t r a v é s  d a  s o l u ç ã o  d o  
i i  

p r o b l e m a  1 .  

P r o b l e m a  m :  D e t e r m i n a r  a i m  i = 1 ,  2 ,  . . . .  n ,  t a l  q u e :  
7 

o n d e  r i i  = c o m u n a l i d a d e  d a  i - é s i m a  v a r i á v e l  e s t i m a d a  a  p r i o r i  

e s ã o  c o n h e c i d o s :  

. . . .  a  ( i  = 1 ,  2 ,  n )  a t r a v g s  d a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  1 .  
i i  

a i 2 ( i  = 1 ,  2 ,  . . . .  n )  a t r a v é s  d a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  2 .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

sim- 1  ( i  = 1 ,  2 ,  . . , n )  a t r a v é s  d a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  m-1 . 

S ã o  v á l i d a s  a i n d a  a s  s e g u i n t e s  h i p õ t e s e  p a r a  o s  

m p r o b l e m a s :  - 

.. . .  . . . .  1 )  a i p  ( i  = 1 ,  2 ,  n ;  p  = 1 ,  2 ,  m) p a d r ã o  f a t o r i a l  s u  - 

p o n d o  f a t o r e s  o r t o g o n a i s .  



3) O-,< - h ?  1  . O  vi ( e s t i m a d a  a  p r i o r i )  
1 - 

4 )  f p  , I ; ,  u i  , s ã o  v a r i á v e i s  p a d r o n i z a d a s .  

P o r t a n t o ,  a s  c a r a c t e r i s t i  c a s  b á s i c a s  d e s s e  m é t o -  

do s ã o :  

- e s t i m a t i v a  d a s  c o m u n a l i d a d e s  d a s  - n  v a r i á v e i s  

- o s  f a t o r e s  comuns s ã o  s u p o s t o s  o r t o g o n a i s .  

S o l u ç ã o  do  Método  d e  F a t o r e s  P r i n c i - p a i s  

A s o l u ç ã o  d e s s e  m é t o d o  c o n s i s t e ,  como v imos  a t e  

a g o r a ,  na s o l u ç ã o  d e  - m p r o b l e m a s  d e  m a x i m i z a ç ã o  com r e s t r i -  

ç õ e s .  P a s s e m o s  s o l u ç ã o  d o  p r i m e i r o  p r o b l e m a :  

P r o b l e m a  1  ( p = l )  

R e s o l v e n d o  e s t e  p r i m e i r o  p r o b l  ema,  e s t a m o s  d e t e r  - 

m i n a n d o  o  v e t o r  c 0 1  una  a l  , c o r r e s p o n d e n t e  a  p r i m e i r a  c 0 1  una  d a  

m a t r i z  A .  P a r a  r e s o l v e r  e s s e  p r o b l e m a  d e  m a x i m i z a ç ã o  com r e s -  



t r i ç ã o  u t i l i z a r e m o s  o  m é t o d o  d o s  mul t i p l  i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  

( v e j a  a p ê n d i c e  I A . I [ ) .  
S e j a  a  f u n ç ã o  a  s e r  m a x i m i z a d a :  

o n d e  v i  = s ã o  O S  mul t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  

D e r i v a n d o  em r e l a ç ã o  a  c a d a  v a r i á v e l  a  e  i g u a l a n d o  a  z e r o .  
i  P 

P a r a  p  = 1  

Mas 



Dessa forma vemos que a  d e r i v a d a  em r e l a ç ã o  a  a  s e r á  z e r o  pa i  1 

r a  a  2!, 4: e  5 ?  p a r c e l a s .  Então  

Os d o i s  s o m a t õ r i o s  podem s e r  e s c r i t o s  como u m  

s ó ,  porque v i  = p j i  , e  a  p a r c e l a  i n t e r m e d i á r i a  i n c l u i d a :  

Assim: 



Mas : 

a v  1  - -  - O p a r a  p  # 1 ,  a l e m  d i s s o :  
a a  

i P 

E n t á o  u t i l i z a n d o  r a c i o c i n i o  s e m e l h a n t e  a o  d e s e n v o l v i d o  a c i m a :  

aT 
- - - -  i! E i k  ' kp  = 0 ,  p a r a  p  = 2 ,  3 ,  . . . ¶  ni. 

3 a  
i P 

k = l  

D e r i v a n d o  T em r e l a ç ã o  a  p i k  e  i g u a l a n d o  a  z e r o  

t e m o s  : 

D e s e n v o l v e n d o  e s s a  d e r i v a d a  d a  mesma f o r m a  q u e  n o  

c a s o  a n t e r i o r ,  t e m o s :  



o  que nos l e v a  a e q .  (-3.2) 

Podemos j u n t a r  a s  e q s .  ( 3 . 3 )  e  ( 3 . 5 )  numa e x p r e s -  

s ã o  s ó :  

a T  - 6 - -  a  = O ( p  = 1 ,  2 ,  ..., ni)  

aa - ' i k  k p  I P  a i l  k = l  
i  P 

1 s e p = 1  
onde  6 = [  

' p  0 s e p f - i  

M u l t i p l i c a n d o  a  e q .  ( 3 . 6 )  po r  a i l  e  somando p a r a  

t o d o  i: 

n 
Mas p e l a  e q .  ( 3 . 4 )  p i k  a i l  = a  kl ' p o r t a n t o  

1 =I  

Chamando 



a  e q u a ç ã o  a c i m a  f i c a  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

M u l t i p l i c a n d o  p o r  a  e  s o m a n d o  em p :  
i P 

m 
1 a i p  a k p  = r , e n t ã o :  

p  = 1  i k  

T e m o s  - n  e q u a ç õ e s  d o  t i p o  (3.9), uma p a r a  c a d a  

i ( i  = 1 ,  2 ,  . . . , n )  q u e  d e s e n v o l v i d a s  formam o  s e g u i n t e  s i s t e m a  

h o m o g ê n e o :  



Mas r i i  = h ;  ( comunal idade  da i - é s i m a  v a r i á v e l ) .  Então podemos 

e s c r e v e r :  

( h ;  - A ' )  a l ,  + r 1 2  aZ1  + . . .  + r i  n an,d = O 

r n l  + r n 2  a Z 1  + . . .  i- (h,?, - h ' )  a n l  = O 

Nesse s i s t e m a  de e q u a ç õ e s ,  queremos d e t e r m i n a r  

A '  e  O v e t o r  a l .  O S  c o e f i c i e n t e s  r i k  s ã o  c a l c u l a d o s  a  p a r t i r  

dos dados ( c o r r e l a ç ã o  observada . ,  que n e s s e  modelo é exatamen - 

t e  i g u a l  a  c o r r e l a ç ã o  r e p r o d u z i d a ) .  Mas r i i  = h; ( p o r q u e  e s t a -  

mos t r a b a l h a n d o  com a  p a r t e  comum do modelo) não pode s e r  c a l -  

c u l a d a  a t r a v é s  dos dados e  deve s e r  e s t imada  a  p r i o r i  pa ra  s e  

o b t e r  a  s o l u ç ã o  do problema.  

A maneira  de s e  f a z e r  e s s a  e s t i m a t i v a  s e r ã  d i s c u  

t i d a  na s e ç ã o  3 . 3 .  Supondo p o r t a n t o  que s ã o  conhec idos  os coe-  



f i c i e n t e s  r i k  e  h ; ,  o s i s t e m a  homogêneo de n equações  pode s e r  

e s c r i t o  u t i l i z a n d o  a  s e g u i n t e  forma m a t r i c i a l  : 

Onde: 

R, + m a t r i z  das  c o r r e 1  ações  obse rvadas  r e d u z i d a ,  i s t o  é,  com 

a s  comunal i d a d e s  das v a r i á v e i s  na d i  agonal  p r i  nci  pal e  

r i k  = c o r r e l a ç ã o  dbse rvada  s e  i  # k .  

a l  + v e t o r  c o l u n a  a  s e r  c a l c u l a d o  

Então:  

Essa é uma equação de a u t o - v a l o r e s  e  a u t o - v e t o  - 

r e s  da m a t r i z  R l ( v e r  IA .111) .  Para  que t e n h a  uma s o l u ç ã o  não 

t r i v i a l  ( a l  # O ) ,  a  cond ição  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  é que:  



S e  e x p a n d i  rmos e s s e  d e t e r m i  n a n t e  c a i  remos  numa 

e q u a ç ã o  em h '  d e  o rdem - n .  O u  s e j a ,  o b t e r e m o s  - n  v a l o r e s  d e  h '  

( r a i z e s  da e q u a ç ã o ) .  E s s a s  r a7 ' ze s  s ã o  o s  a u t o - v a l o r e s  da ma- 

t r i z  R1 c a d a  um d e l e s ,  uma v e z  s u b s t i t u i d o s  no s i s t e m a  d e  e q u a  - 

ç õ e s ,  d a n d o  uma s o l u ç ã o  a l  d i f e r e n t e  ( n  a u t o - v e t o r e s ) .  Mas pe -  

l a  e q u a ç ã o  ( 3 . 7 ) ,  h '  = a;l = V I  é a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  do  
i  = l  - 

n o s s o  p r o b l e m a .  P o r t a n t o  x1 e  - o  m a i o r  a u t o - v a l o r  o b t i d o  na  

Uma v e z  d e t e r m i n a d o  h 1  t e m o s ,  p e l a  e q u a ç ã o  d e  a u  - 

t o - v a l  o r e s  : 

P a r a  d e t e r m i n a r  a l ,  a u t o - v e t o r  a s s o c i a d o  a o  a u -  

t o - v a l o r  h ' ,  r e s o l v e m o s  o  s e g u i n t e  s i s t e m a  homogêneo:  

Na s o l u ç ã o  d e s s e  s i s t e m a  o b t e m o s  uma f a m i l  i a  d e  

v e t o r e s  p a r a l e l o s ,  t o d o s  e l e s  s o l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  c a r a c t e r i s t i -  

a  c a  IA.11 I .  . P a r a  d e t e r m i n a r  q u a l  d e l e s  é o  v e t o r  a l  , 11. c o l u n a  

d a  m a t r i z  A ,  a d i c i o n a m o s  a  r e s t r i ç ã o  i m p o s t a  p e l o  p r o b l e m a  na  

e q .  ( 3 . 7 ) :  

Ass im f i c a  d e t e r m i n a d o  o  v e t o r  a l  q u e  é a  l ?  c o l u n a  da  m a t r i z  



p a d r ã o  A .  P a s s e m o s  p o r t a n t o  p a r a  o  s e g u n d o  p r o b l e m a .  

P r o b l e m a  2  ( p  = 2 )  

2 2 2 2 max V 2  = a l e  + a e 2  + a 3 2  i- . . .  + a n 2  

Mas como a i l  j á  f o i  d e t e r m i n a d o ,  a  r e s t r i ç ã o  q u a n t o  a  c o r r e l a -  

ç ã o  r i k  f i c a :  

E n t ã o :  

o n d e  2 r i k  é a  c o r r e 1  a ç ã o  r e s i d u a l ,  d e s c o n t a d a  a  c o r r e 1  a ç ã o  d e -  

v i d a  a o  p r i m e i r o  f a t o r ,  i s t o  é ,  a  c o n t r i b u i ç ã o  d e s s e  f a t o r  

n a  c o r r e l  a ç ã o  r e p r o d u z i d a .  

A i d é i a  é c a l c u l a r  o  l ?  f a t o r  e  a s  c o r r e l a ç õ e s  

r e p r o d u z i d a s  d e v i d o  a  e l e .  C a l c u l a - s e  e n t ã o  a  c o r r e l  a ç ã o  r e s i -  

d u a l .  S e  o  r e s í d u o  f o r  d i f e r e n t e  d e  z e r o ,  p a s s a m o s  a o  c á l c u l o  

d o  20  f a t o r .  

R e e s c r e v e n d o  o  p r o b l e m a  2 :  



n  
max V 2  = 1 . a ? 2 .  

i - ~ 1  

O p r o b l e m a  é a n á l o g o  a o  a n t e r i o r ,  a p e n a s  s u b s -  

t i t u i n d o  r i k  p o r  2 r i  . R e s o l v e n d o  p e l o  mesmo m é t b d o  

D e r i v a n d o  em r e l a ç ã o  a  c a d a  a  e  p i k  e  i g u a l a n d o  a  z e r o  t e m o s  
i  P 

( v e r  p r o b l e m a  1 )  

P a r a  p  = 3 ,  4 ,  . . . ,  m 

A s s i m ,  podemos e s c r e v e r ;  



o n d e  6 = 
2 ~  

M u l t i p l i c a n d o  p o r  a e s o m a n d o  p a r a  t o d o  i :  
i 2 

Mas p e l a  eq.  ( 3 . 1 1 )  

n 

I ' i k  a  - - a k 2  e n t ã o :  
i = l  

n 
c h a m a n d o  h 2  = -1  a ; ?  

1 = I  

M u l t i p l i c a n d o  p o r  a  e s o m a n d o  em p  
i P 

ou a i n d a :  



m 
Mas p o r  ( 3 . 1 0 )  a i p  a k p  = 2 r i k  p=2 

E n t ã o :  

O s i s t e m a ,  p a r a  a s  - n e q u a ç õ e s  f i c a :  

Mas p e l a  e q .  ( 3 . 1 0 )  

- 
2'i i - r - a  = h - a  = h ?  ( c o m u n a l i d a d e  da  i - é s i m a  va 2 1 - 

r i á v e l  , d e s c o n t a d a  a  c o n t r i b u i ç ã o  do p r i m e i r o  f a t o r )  . Podemos 

r e e s c r e v e r  o  s i s t e m a :  



Chegamos  p o r t a n t o  num s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  d o  mesmo t i p o  d o  p r i  - 

m e i r o  p r o b l  ema a p e n a s  s u b s t i t u i n d o  

p o r  h 2  

P e l a  e q .  ( 3 . 1 2 ) '  h 2  é a  q u a n t i d a d e  a  s e r  m a x i m i z a d a ,  p o r t a n t o  

o  p r o b l e m a  a g o r a  é c a l c u l a r  o  m a i o r  a u t o - v a l o r  d a  m a t r i z  : R 2  

f o r m a d a  p o r  t o d o s  o s  2 r i k  ( i ,  k = 1 ,  . . . ,  n) 

Mas como 2 r i k  - - r i k  - a . .  a 
11  k l '  a  m a t r i z  R 2  p o d e  s e r  e s c r i t a  

a t r a v é s  d a  s e g u i n t e  r e l a ç ã o :  



P r o v a r e m o s  a  s e g u i r  q u e  o s  a u t o - v e t o r e s  a s s o c i a -  

d o s  a  m a t r i z  R I ,  também s ã o  a u t o - v e t o r e s  d a  m a t r i z  R 2 .  

S e j a  a u m  a u t o - v e t o r  d a  m a t r i z  R I .  E n t ã o  p e l a  
P  

r e l  a ç ã o  a c i m a ,  podemos e s c r e v e r :  

- 
o n d e  A '  e  o  p - é s i m o  a u t o - v a l o r  d a  m a t r i z  R 1 .  

P 
S e  p  = 1  t e r e m o s :  



E n t ã o :  R 2  a l  = h ;  a l  - a l  h ;  = ( h ;  - h ; )  a l  = O.al  

Ou s e j a ,  o  a u t o - v e t o r  a l  c o r r e s p o n d e  a o  m a i o r  a u t o  v a l o r  h ;  
d a  m a t r i z  R 1  também é a u t o - v e t o r  d e  R 2  mas o  a u t o - v a l o r  h ;  a s -  

s o c i a d o  6 z e r o .  

t 
a p  = O p o r q u e  o s  a u t o - v e t o r e s  d e  R1 s ã o  o r t o g o n a i s .  

E n t ã o :  

R a = R  a - a  t 
2 P  1 P 1  a l  

R a = a , p a r a  p = 2 ,  3 ,  . . . ,  m .  
2 P P P 



C o n c l u i m o s  p o r t a n t o  q u e :  

1 )  Os a u t o - v e t o r e s  d e  R 2  s ã o  i g u a i s  a o s  a u t o - v e t o r e s  d e  R I .  

2 )  Os a u t o - v a l o r e s  d e  R 2  s ã o  i g u a i s  a o s  a u t o - v a l o r e s  d e  R 1 ,  ex  - 

c e t o  p a r a  h; ,  p o r q u e  h; = O .  C o n s e q u e n t e m e n t e  o  m a i o r  a u t o -  

v a l o r  d e  R 2  s e r á  o  s e g u n d o  m a i o r  a u t o - v a l o r  d e  R1  ( h ; ) .  Es-  

t e  s e r á  o  v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  do  p r o b l e m a  2 ,  e  t e r á  c o  - 

mo a u t o - v e t o r  a s s o c i a d o  a 2 ,  q u e  s e r á  a  Z ?  c o l u n a  da  m a t r i z  A .  

E n t ã o  p a r a  o b t e r m o s  a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  2 ,  b a s t a  c a l c u l a r  

o  s e g u n d o  m a i o r  a u t o - v a l o r  d e  R 1  e  s e u  a u t o - v e t o r  a s s o c i a -  

d o .  A s s e g u i r  a g r u p a m o s  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  o s  d o i s  

p r o b l e m a s .  

P r o b l e m a  1  ( p  = 1 )  R1 + c á l c u l o  do  m a i o r  a u t o - v a l o r  d e  R1 e  

c o r r e s p o n d e n t e  a u t o - v e t o r  a l  

S o l u ç ã o :  V ,  = h ;  -+ v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

a l  + l ?  c o l u n a  d a  m a t r i z  A .  

P r o b l e m a  2  ( p  = 2 )  R 2  + c á l c u l o  do  m a i o r  a u t o - v a l o r  d e  R 2  e  

c o r r e s p o n d e n t e  a u t o - v e t o r  a 2 .  N e s s e  p o n t o  f o i  p r o v a  

do  q u e  o  m a i o r  a u t o - v a l o r  d e  R 2  é o  20 m a i o r  a u t o -  

v a l o r  d e  R ,  e  o  a u t o - v e t o r  c o r r e s p o n d e n t e  é o mesmo 

p a r a  a s  d u a s  m a t r i z e s .  

S o l u ç ã o :  V 2  = h; - v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

a  a 2  + 2 .  c o l u n a  d a  m a t r i z  A .  



P r o b l e m a  m ( p  = m )  

O mesmo p r o c e d i m e n t o  s e  r e p e t e  p a r a  o s  m p r o b l e -  

mas  a n á l o g o s  ou  s e j a ,  q u a n d o  p  = m ,  o  p r o b l e m a  s e r á  d e t e r m i n a r  

V m  q u e  s e r á  o  m a i o r  a u t o - v a l o r  d a  m a t r i z  R, f o r m a d a  p o r :  

m-1 
m r i  = r i  - 1 a i p  a k p  + c o r r e l a ç ã o  r e s i d u a l  d e s c o n t a d a  a  

p = l  

c o r r e 1  a ç ã o  d e v i  d a  a o s  m-1 p r i m e i  r o s  f a t o r e s .  

m -  1  
,,,rii = h '  = h; - 1 a 2  - c o m u n a l i d a d e  d a  i - é s i m a  v a r i á v e l  m 1 p  = 1  i P 

d e s c o n t a d a  a  c o n t r i b u i ç ã o  d o s  m-1 p r i m e i  r o s  f a t o r e s .  

R e p e t i n d o  o  mesmo p r o c e d i m e n t o  d o s  d o i s  p r o b l e -  

m a s  a n t e r i o r e s  c h e g a m o s  a o  s e g u i n t e  s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  a  s e r  

r e s o l v i d o :  

Vamos a g o r a  p r o v a r  q u e  o s  a u t o - v e t o r e s  a s s o c i a -  

d o s  a  m a t r i z  R I  t a m b é m  s ã o  a u t o - v e t o r e s  d a  m a t r i z  R,. 

A p a r t i r  d a  d e f i n i ç ã o  d e  ,,,ri p o d e m o s  e s c r e v e r  

o n d e  



a t r i z  f o r m a d a  p e l o  s m-1 p r i m e i r o s  

c u l  a d o s  n o s  m-1 p r o b l e m a s  a n t e r i o r e s .  

a 1 2  " '  a i  m-1 

v e t o r e s  c o l u n a  d e  A c a l  

S e j a  a u m  a u t o - v e t o r  d a  m a t r i z  R I .  Podemos e s c r e v e r  p a r a  p = P  
1 ,  2 ,  . , . ,  m-1: 

a = a  
P P 

R, a p  = ('1 - rn-1' m-1 n t ) a P  = R1 a p  - m-1 A m-1 ~ ~ a  P  



Mas 

E p e l a  e q .  ( 3 . 8 )  

Pe lo  desenvolv imento  do problema 2 ,  e q .  ( 3 . 1 3 )  



P e l o  d e s e n v o l v i m e n t o  d o  p r o b l e m a  (m-1 ) : 

t E n t ã o  p a r a  p  = 1  - a l  - - 



E n t ã o  s e  p = 1 :  

P a r a  p = 2:  

P a r a  p = m-1; 

A a 2  - .  - 
m-1 m-1 

E n t ã o  p a r a  p = 1 ,  2 ,  . . . ,  m-1: 

= X 2  a 2  

a ~ l  a 1 2  a ~ m - ~  

a  a  n-1 n2 a n m -  1 

O 

X 2  

0 



Mas c o m o  h *  =h;  ( d e s e n v o l v i m e n t o  d o  p r o b l e m a  2 )  

h 3  =h; ( d e s e n v o l v i m e n t o  d o  p r o b l e m a  3 )  

hm- '  - ' ( d e s e n v o l v i m e n t o  d o  p r o b l e m a  (m-1 ) ) - h - i  

E n t ã o :  

Ou s e j a ,  p a r a  p  = 1 ,  2 ,  . . . ,  m - 1 ,  a  é a u t o - v a l o r  d a  m a t r i z  R m  
P  

com a u t o - v a l  o r e s  

P a r a  p = m :  



p o r q u e  t o d o s  o s  a u t o - v e t o r e s  d e  R1 s ã o  o r t o g o n a i s .  

E n t ã o  p a r a  p  = m , t e m o s :  

Como: 

E n t ã o :  

I s t o  é, o  a u t o - v e t o r  a, da  m a t r i z  R I  é a u t o - v e t o r  d a  m a t r i z  

R, com a u t o - v a l o r  A m  = A i ,  q u e  s e r á  o  Ú n i c o  a u t o - v a l o r  d a  ma- m  

t r i z  R, d i f e r e n t e  d e  z e r o .  Logo c a l c u l a r  o  m a i o r  a u t o - v a l o r  d e  

R, 6 c a l c u l a r  o  a u t o - v a l o r  A '  d a  m a t r i z  R1 e  s e u  a u t o - v e t o r  a s  m - 



s o c i a d o  s e r á  a m .  

- Resumo d a  r e s o l u ç ã o  d o  m o d e l o  d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s  

A r e s o l u ç ã o  é o b t i d a  a t r a v é s  d a  s o l u ç ã o  d e  - m p r o b l e  - 

mas a n á l o g o s .  E m  c a d a  u m  d e l e s  e s t a m o s  i n t e r e s s a d o s  no m a i o r  

a u t o - v a l o r  d e  uma m a t r i z  e  s e u  r e s p e c t i v o  a u t o - v e t o r .  

P r o b l e m a  1  : M a t r i z  R1 

A u t o - v e t o r e s  a , ,  a * ,  a 3 ,  . . . ,  a n  

S o l u ç ã o :  V 1  = h ;  v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

a  a ,  + 1 .  c01  una  da m a t r i z  A .  

P r o b l e m a  2 :  M a t r i z  R 2  

A u t o - v e t o r e s  a l ,  a 2 ,  . . . ,  a, ( i g u a i s  a o s  d a  m a t r i z  

) 

N e s s e  p o n t o  p rovamos  q u e  o s  a u t o - v e t o r e s  d e  R 2  s ã o  

o s  mesmos q u e  o s  d e  R I ,  e  q u e  o s  a u t o - v a l o r e s  s ã o  i g u a i s  a  me- 

n o s  d e  h ;  = O .  E n t ã o  a c h a r  o  m a i o r  a u t o - v a l o r  d e  R p  6 a c h a r  o  



29 m a i o r  a u t o - v a l o r  da  m a t r i z  R I .  

S o l u ç ã o :  V 2  = h; + v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  

a 2  -+ 20 v e t o r  c o l u n a  d e  A .  

P r o b l e m a  m :  M a t r i z  R, 

A u t o - v e t o r e s  a , ,  a 2 ,  . . . , a  ( i g u a i s  a o s  d a  m a t r i z  m 

N e s s e  p o n t o  p rovamos  q u e :  

m m - hl  = h 2  - . . . X m - l  = O e  q u e  

S o l u ç ã o :  V m  = h; - v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  

a m  = m-és ima c01  una  d a  m a t r i z  A .  

Podemos c o n c l u i  r p o r t a n t o  q u e  p a r a  r e s o l v e r  o s  m 

p r o b l e m a s  p r o p o s t o s ,  b a s t a  c a l c u l a r  o s  - m a u t o - v a l o r e s  e  a u t o -  

v e t o r e s  a s s o c i a d o s  a  m a t r i z  R1 . O número  m f i c a  d e t e r m i n a d o  

p o r q u e  p a r a  c a d a  f a t o r  e x t r a í d o  c a l c u l a m o s  a s  c o r r e l a ç õ e s  r e -  

p r o d u z i d a s  e  comparamos  com a s  o b s e r v a d a s .  T e r e m o s  e x t r a i d o  

t o d o s  o s  f a t o r e s  c o m u n s ,  q u a n d o  a s  c o r r e l a ç õ e s  r e s i d u a i s  f o i -  



rem n u l a s .  N e s s e  momento t e r e m o s :  

e  t e r e m o s  c a l c u l a d o  t o d o s  o s  - m a u t o - v a l o r e s  d i f e r e n t e s  d e  z e r o  

d a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  r e d u z i d a  R I .  O q u e  e q u i v a l e  a  d i z e r  

q u e  o r a n k  d e  R1 é - m .  E s s a  r e l a ç ã o  e n t r e  o  número  d e  f a t o r e s  

comuns e  o  r a n k  da  m a t r i z  d e  c o r r e l  a ç ã o  r e d u z i d a  s e r á  m o s t r a d a  

f o r m a l m e n t e  na  s e ç ã o  3 . 3 .  E n t ã o ,  a o  c o n t r á r i o  d o  m é t o d o  d o  Re- 

s i d u o  mTnimo o n d e  s e  e s t i m a v a  o  número  d e  f a t o r e s ,  mas a s  comu - 
d 

na1 i d a d e s  e r a m  f o r n e c i  d a s  como r e s u l t a d o  do m é t o d o ,  a q u i  e  

e x a t a m e n t e  o  o p o s t o :  e s t i m a - s e  a s  c o m u n a l i d a d e s  mas o b t e m - s e  

a t r a v é s  d o  m é t o d o t o  numero  d e  f a t o r e s  comuns .  

Comparando com o  m é t o d o  d e  A n á l i s e  d a s  Componen- 
d 

t e s  P r i n c i p a i s  , a  d i f e r e n ç a  d o  p o n t o  d e  v i s t a  o p e r a c i  o n a l  , e  

q u e  n e s s e  m e t o d o ,  f a t o r a m o s  a  m a t r i z  R ( m a t r i z  d a s  c o r r e 1  a -  

ç õ e s  d o s  d a d o s ) ,  e n q u a n t o  q u e  no m é t o d o  d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s  

f a t o r a m o s  R1 ( m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s  r e d u z i d a ,  com e s t i m a t i v a  

d a s  comuna l  i d a d e s  na  d i a g o n a l  p r i n c i p a l ) .  A d i s c u s s ã o  d e s s a  e s -  

t i m a t i v a ,  bem como d a  e s t i m a t i v a  d o  número  d e  f a t o r e s  s e r ã  f e i  - 

t a  a  s e g u i r .  



3 . 3  - ESTIMATIVA DAS COMUNALIDADES E D O  N U M E R O  D E  FATORES C O -  

M U N  S  

Como v imos  n a s  s e ç õ e s  3 . 1  e  3 . 2 ,  o s  m e t o d o s  d e  

A.F. a p r e s e n t a d o s ,  s u p õ e  e s t i m a t i v a s  a  p r i o r i ,  ou d a s  c o m u n a l i  - 

d a d e s  ou  do  número  d e  f a t o r e s  comuns .  Na v e r d a d e ,  p a r a  q u a l -  

q u e r  me todo  d e  A.F. u s a d o g  p e l o  menos uma d e s s a s  d u a s  e s t i m a t i  - 

v a s  é n e c e s s ã r i a .  Fa remos  n e s s a  s e ç ã o ,  uma a n ã l i s e  d e s s e s  d o i s  

p r o b l e m a s  e  a p r e s e n t a r e m o s ,  p a r a  ambos o s  c a s o s ,  r e g r a s  p r á t i -  

c a s  u s a d a s  p e l o s  e s t a t ~ s t i c o s  q u a n d o  u t i l i z a m  o s  m é t o d o s  d e  

A .  F .  

E x i s t e  uma l i g a ç ã o  e n t r e  e s s e s  d o i s  p r o b l e m a s  

( c o m u n a l i d a d e s  e  número  d e  f a t o r e s )  j á  q u e  o  numero  d e  f a t o r e s  

m é i g u a l  a o  r a n k  da  m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s  r e d u z i d a  R* ( i s t o  - 
+ 
e ,  com a s  c o m u n a l i d a d e s  na d i a g o n a l  p r i n c i p a l ) .  O u  s e j a ,  a o  s e  

f a z e r  uma A . F . ,  p r o c u r a - s e  v a l o r e s  h ;  ( i  = 1 ,  2 ,  ..., n )  p a r a  

s u b s t i t u i r  a  d i a g o n a l  u n i t ã r i a  da  m a t r i z  d a s  c o r r e l a ç õ e s  R ,  

t a l  q u e  a  nova  m a t r i z  a s s i m  o b t i d a  R* t e n h a  r a n k  i g u a l  a  m < n  

d e t e r m i n a n d o  a  d i m e n s ã o  d o  e s p a ç o  comum do  p r o b l e m a  i s t o  5, o  

número  d e  f a t o r e s  comuns n e c e s s á r i o s  p a r a  d e s c r e v e r  a  p a r t e  c o  - 

m u m  d a s  v a r i á v e i s .  S e r á  m o s t r a d o  a  s e g u i r  e s s e  r e s u l t a d o .  

T e o r e m a :  S e  o  r a n k  d e  R*(n x  n )  = m ,  e n t ã o  s ã o  n e c e s s a r i o s  no 

m7nimo - m f a t o r e s  comuns p a r a  a  d e s c r i ç ã o  d a s  v a r i ã v e i s .  

P r o v a :  S e j a  r a n k  R*(n x  n )  = m .  

S e j a  A ( n  x  r )  m a t r i z  p a d r ã o  t a l  q u e  
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no nos so  c a s o  podemos e s c r e v e r :  

t m = r a n k ( ~ ~ ~ )  < m i n { r a n k ( A ) ,  r a n k ( A  ) I  - 

O u  s e j a :  

Como A ( n  x r ) ,  onde r e o  número de  f a t o r e s  comuns e  p e l a  h i -  

p ó t e s e  do modelo de  A n ã l i s e  F a t o r i a l  r < n ,  r é a  menor dimen- 

s ã o  da m a t r i z  A .  ~ n t ã o :  

Mas como 

Temos : 

O u  s e j a  o  número mTnimo d e  f a t o r e s  comuns n e c e s s ã r i o s  p a r a  
d 

d e s c r e v e r  a s  v a r i á v e i s  segundo o  modelo de  A n á l i s e  F a t o r i a l  e 



A t r a v é s  d e s s e  r e s u l t a d o  conclu imos  que ao s u b s t i  - 

t u i r  a s  v a r i â n c i a s  d a s  v a r i á v e i s  p e l a s  s u a s  comunal idades  na 

m a t r i z  das  c o r r e l a ç õ e s ,  i s t o  é, l evando em c o n t a  apenas  a  p a r -  

t e  comum a  t o d a s  a s  v a r i á v e i s ,  diminuimos a  dimensão do e spaço  

v e t o r i a l  que d e s c r e v e  a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  e l a s .  Podemos en ten  - 

d e r  i s s o  como s e  f o s s e  n e c e s s á r i a  uma dimensão maior  ( n )  para  

d e s c r e v e r  a s  c o r r e l a ç õ e s  das  v a r i á v e i s  comple tas  ( p a r t e  comum 

+ p a ~ t e  e s p e c y f i c a ) .  Entendemos que uma base  pa ra  e s s e  e spaço  

t e r i a  - n e i x o s  de r e f e r ê n c i a ,  e  não s e r i a  p o s s i v e l  d e s c r e v e r  t o  - 

das  a s  c o r r e l a ç õ e s  com um número menor de e i x o s .  Jogando f o r a  

a  p a r t e  e s p e c T f i c a  da v a r i â n c i a  das  v a r i á v e i s ,  u m  c e r t o  número 

de e i x o s  ( n  - m )  t o r n a - s e  d e s n e c e s s ã r i o .  Esses  e i x o s  se rv iam 

pa ra  d e s c r e v e r  a  p a r t e  e s p e c i f i c a  das  v a r i á v e i s .  Ou s e j a  redu-  

z i r  a  v a r i â n c i a  ao  v a l o r  da v a r i â n c i a  comum, c o r r e s p o n d e  a  j o -  

g a r  f o r a  a  v a r i â n c i a  e s p e c F f i c a ,  e  j u n t o  com e l a ,  o s  e i x o s  de 

r e f e r ê n c i a  que sÕ eram n e c e s s ã r i o s  pa ra  d e s c r e v e r  e s s a  p a r t e  

e s p e c y f i c a .  0s  e i x o s  r e s t a n t e s  formam a  base  do e spaço  v e t o -  

r i a 1  que d e s c r e v e  a p a r t e  comum das  v a r i á v e i s .  É o  espaço  co- 

m u m  das  v a r i á v e i s  d e s c r i t a s  p e l o  modelo de ~ n á l i s e  F a t o r i a l ,  e  

o b t e r  os f a t o r e s  comuns e o b t e r  uma base  pa ra  e s s e  e spaço ,  

Outra  manei ra  de  v e r  a  r e l a ç ã o  e n t r e  o  v a l o r  das  
d 

comunalidades e  o  número de f a t o r e s  comuns, e  a t r a v é s  da con- 

t r i b u i ç ã o  de cada f a t o r  pa ra  a  v a r i ã n c i a  t o t a l .  Quando fazemos 

uma A . C . P .  de um c o n j u n t o  de  - n v a r i ã v e i s ,  ex t raymos  - n componen - 

t e s  p r i n c i p a i s  para r e p r o d u z i r  a  v a r i â n c i a  t o t a l  dos dados .  

Se ao i n v é s  da v a r i â n c i a  t o t a l ,  procuramos r e p r o d u z i r  apenas  a  

p a r t e  comum da v a r i â n c i a ,  que c o r r e s p o n d e  a  uma c e r t a  p e r c e n t a  - 

gem da v a r i â n c i a  t o t a l ,  s e r á  s u f i c i e n t e  um numero menor de f a -  



tores. A Figura 3.1 mostra a variância acumulada para os - n fa- 

tores. Vemos que chamando H 2  a percentagem da variância total 

correspondente a sua parte comum, precisamos de apenas m < n 

fatores para atingiSla. 

Figura 3.1 - Variância acumulada X número fatores 

- Estimativa das Comunalidades 

São basicamente três os processos de se estimar 

as comunalidades de um conjunto de - n variaveis. 



1 , -  S o l u ç ã o  a n a l l t i c a  u t i l i z a n d o  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  p a r a  s e  

o b t e r  um r a n k  - m .  

2 - A t r a v e s  d e  a p r o x i m a ç õ e s  e m p % r i c a s .  

3 - A t r a v é s  d e  um p r o c e s s o  i t e r a t i v o .  

S u p o n d o  s a b i d o  o  r a n k  da  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  r e  - 

d u z i d a ,  r a n k  R*(n x n )  = m ,  t e m o s  o  s e g u i n t e  p r o b l e m a  a  s e r  r e  - 

s o l v i d o :  

D e t e r m i n a r  h;, h;, ... , h; 

o n d e :  

2 )  r a n k  R* = m 

3 )  r i k  = c o r r e l a ç ã o  o b s e r v a d a  v i ,  k ,  i # k .  

A c o n d i ç ã o  r a n k  R* = m ,  impõe  q u e  t o d o s  o s  d e t e r  - 

m i n a n t e s  m e n o r e s  da  m a t r i z  R * ,  d e  ordem > m s e r ã o  n u l o s .  Na s o  - 

l u ç ã o  d e s s e s  d e t e r m i n a n t e s  a s  c o m u n a l i d a d e s  a p a r e c e r ã o  como i n  - 



c Õ g n i t a s  a  s e r em d e t e r m i n a d a s  p o r :  

d e t l ~  s u b - m a t r i z  q u a d r a d a  de R* d e  ordem < m l  = O 

A r e s o l u ç ã o  de  c a d a  um d e s s e s  d e t e r m i n a n t e s  d e  

ordem i g u a l  a  m + 1 ,  m + 2 ,  ..., n c o r r e s p o n d e r á  a  um p o l i n õ -  

mio d e  ordem m + 1 ,  m + 2 ,  ..., n ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  O s i s t e m a  

fo rmado  po r  e s s e s  po l inÔmios  d e v e  s e r  r e s o l v i d o  1 )evando-se  a i n  v 

da em c o n t a  a  r e s t r i ç ã o  p a r a  o  v a l o r  d a s  c o m u n a l i d a d e s  e n t r e  

z e r o  e  u m .  A medida  que  c r e scem o  numero de  v a r i á v e i s  n e  o  

número de f a t o r e s  - m ,  a  s o l u ç ã o  a n a l r t i c a  d e s s e  p rob lema t o r n a -  

s e  t ã o  t r a b a l h o s a  que é abandonada  em f a v o r  d e  o u t r o s  métodos  

de  ap rox imação  que veremos a  s e g u i r .  U m  exemplo p a r a  4 v a r i ã -  

v e i s  e  r a n k  = 2 e s t á  r e s o l v i d o  em 1101.  

2 ,  - Aproximações  Emprr i  c a s  

D i a n t e  da d i f i c u l d a d e  d e  s e  o b t e r  uma s o l u ç ã o  

a n a l r t i c a  p a r a  o p rob lema g e r a l  d a s  c o m u n a l i d a d e s ,  s u r g i r a m  

a p r o x i m a ç õ e s  que  fo r am t e s t a d a s  na p r á t i c a  e  a l gumas  d e l a s  mos - 

t r a r a m - s e  e f i c i e n t e s .  Por  exemplo:  

a )  S .  M .  C .  ( S q u a r e  M u l t i p l e  C o r r e l a t i o n )  

O c o n c e i t o  d e  c o r r e l a c ã o  m ú l t i p l a  vem da a n ã l i s e  

de  r e g r e s s a 0  m ú l t i p l a  o n d e ,  em u m  c o n j u n t o  de - n v a r i á v e i s  d e s e  - 

jamos e s c r e v e r  uma ( p o r  exemplo x n )  em f u n ç ã o  d a s  n-1 v a r i á -  



v e i s  r e s t a n t e s  ( x l ,  x 2 ,  .... x ) .  O p r o b l e m a  a  s e r  r e s o l v i d o  n-1 
na a n á l i s e  d e  r e g r e s s ã o  m ú l t i p l a  g d e t e r m i n a r  f i l ,  B 2 ,  . . . , f 3 n - 1  

t a l  q u e :  

* 
e  y t e n h a  máxima c o r r e l a ç ã o  com x n .  E s s a  c o r r e l a ç ã o  máxima e  

chamada  d e  c o e f i c i e n t e  d e  c o r r e l a ç ã o  m ú l t i p l a  d e  x n  com t o d a s  

a s  ( n - 1 )  v a r i á v e i s  r e s t a n t e s .  O q u a d r a d o  da  c o r r e l a ç ã o  m Ü l t i -  

p l a  é i g u a l  a  p o r ç ã o  da  v a r i ã n c i a  d e  x n  q u e  p o d e  s e r  a t r i b u i d a  

a o  c o n j u n t o  x l ,  x 2 ,  ..., x  n - 1 '  s e g u n d o  a  r e g r e s s ã o  f e i t a .  Es- 

s e  v a l o r  e d a d o  p o r :  

o n d e :  
4 - r; e  o  q u a d r a d o  d a  c o r r e l a ç á o  m ú l t i p l a  d a  i - é s i m a  v a r i á v e l  

com t o d a s  a s  d e m a i s  ( S . M . C . ) .  

i i  - - r e  o  i - é s i m o  e l e m e n t o  da  d i a g o n a l  d a  m a t r i z  R - ' .  
- S; é a  v a r i ã n c i a  da  i - é s i m a  v a r i á v e l .  

Como e s t a m o s  t r a b a l h a n d o  com v a r i á v e i s  p a d r o n i z a  - 

d a s ,  podemos e s c r e v e r :  



O v e r a l l  a n d  K l e t t  em 1251  a f i r m a m  q u e  o  S.M.C. 

u s a d o  como e s t i m a t i v a  d a s  c o m u n a l  i d a d e s  t e m  uma f o r t e  j u s t i f i  - 

c a t i v a  d o  p o n t o  d e  v i s t a  e s t a t ? s t i c o ,  p o r q u e  p o d e  s e r  i n t e r p r e  - 

t a d o  como a  p o r ç ã o  d a  v a r i â n c i a  d e  c a d a  v a r i a v e l  q u e  é d i v i d i -  

d a  com a s  d e m a i s .  Além d i s s o ,  em 141  f o i  m o s t r a d o  q u e  o  S.M.C. 

e  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  v a l o r  d a s  c o m u n a l i d a d e s ,  i s t o  e :  

D e s s a  m a n e i r a ,  a o  f a z e r m o s  

e s t a m o s  s u b e s t i m a n d o  o  v a l o r  d a s  c o m u n a l i d a d e s  e  p o r t a n t o  a  c o  - 

m u n a l i d a d e  t o t a l  s e r :  t ambém s u b e s t i m a d a .  C o n s e q u e n t e m e n t e  po-  

d e m o s  t o m a r  um n u m e r o  i n s u f i c i e n t e  d e  f a t o r e s  p a r a  d e s c r e v e r  a  

p a r t e  comum d a s  v a r i á v e i s  ( v e r  F i g u r a  3 . 1  ) .  Temos  e n t ã o  o  c o n -  

t r o l e  d o  p o s s T v e l  e r r o  q u e  c o m e t e m o s  n a  a n á l i s e  d o s  d a d o s ,  o  

q u e  n ã o  o c o r r e  p a r a  o u t r a s  e s t i m a t i v a s .  Mas a p e s a r  d a s  v a n t a -  

g e n s  d e  s e  u s a r  o  S.M.C. como a p r o x i m a ç ã o  p a r a  a s  c o m u n a l i d a -  

d e s ,  o u t r a s  e s t i m a t i v a s  f o r a m  c r i a d a s  s e m  m a i o r e s  j u s t i f i c a t i -  

v a s  t e ó r i c a s  o u  e s t a t i s t i c a s ,  a p e n a s  com a  v a n t a g e m  d e  s e r e m  

m e n o s  t r a b a l h o s a s ,  n ã o  r e q u e r e n d o  o  c ã l c u l o  d a  i n v e r s a  d a  ma- 

t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  R-' .  E x e m p l o s :  

b )  h; = max r 
j 

i j 



3 - P r o c e s s o  I t e r a t i v o  

s u p õ e - s e  um número  - m d e  f a t o r e s  comuns e  u s a - s e  

uma e s t i m a t i v a  q u a l q u e r  p a r a  a s  c o m u n a l i d a d e s ,  c o n s t r u i n d o - s e  

a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  r e d u z i d a  i n i c i a l  R'. F a z - s e  uma ~ n ã l i s e  

d a s  C o m p o n e n t e s  P r i n c i p a i s  d e  R 0  ( n  - c o m p o n e n t e s )  e  o b t e m - s e  o  

v a l o r  d a s  n o v a s  c o m u n a l i d a d e s ,  s o m a n d o - s e  o  q u a d r a d o  d o s  c o e f i  - 

c i e n t e s  d a s  - m p r i m e i r a s  c o m p o n e n t e s  p a r a  c a d a  v a r i a v e l  
m 

( 1 a 2  ) .  S u b s t i t u i - s e  e s s a s  n o v a s  c o m u n a l i d a d e s  na  d i a g o n a l  
p= 1  i P 

p r i n c i p a l  d e  R 0  o b t e n d o - s e  R ' .  F a t o r a - s e  R '  e  c a l c u l a - s e  o u t r o  

c o n j u n t o  d e  c o m u n a l i d a d e s ,  e  a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e  a t é  q u e  a s  

comunal  i d a d e s  c a l  c u l a d a s  numa d a d a  i t e r a ç ã o  s e j a m  i g u a i s  ( a  

menos d e  uma t o l e r â n c i a )  à s  o b t i d a s  na  i t e r a ç ã o  a n t e r i o r .  A p r e  - 

s e n t a m o s  a  s e g u i r  e s s e  p r o c e s s o  s o b  a  f o r m a  d e  a l g o r i t m o :  

- A l g o r i t m o  p a r a  E s t i m a t i v a  d a s  Comu-na1 i d a d e s :  

o  Dados :  R ,  m ,  h i  ( i  = 1 ,  2 ,  ..., n ) ,  t o 1  

k = O  

P a s s o  1 :  C o n s t r u a  R k  s u b s t i t u i n d o  h! na  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  d e  

R .  

S e  I h! - h k t l  1 < t ~ l  V i ,  p a r e  
1 - 

s e n ã o ,  f a ç a  k = k + 1  e  v á  p a r a  1 .  



E s s e  m é t o d o  i t e r a t i v o  é o  q u e  f o r n e c e  a s  m e l h o -  

r e s  e s t i m a t ' v a s  p a r a  a s  c o m u n a l i d a d e s  mas sÕ p o d e  se r  e m p r e g a -  

d o  com a u x 7 l i o  d e  c o m p u t a d o r .  Na v e r d a d e  embora  no  i n i c i o  d o  

d e s e n v o l v i m e n t o  d a  A n a l i s e  F a t o r i a l  i s s o  f o s s e  uma q u e s t ã o  q u e  

p r e o c u p a v a ,  a t u a l m e n t e  n ã o  s e  p e n s a  em f a z e r  uma A n a l i s e  F a t o -  

r i a 1  sem o  a u x i l i o  d e  c o m p u t a d o r e s .  Além d i s s o  e x i s t e m  " p a c o -  

t e s "  com p r o g r a m a s  q u e  r e s o l v e m  o  p r o b l e m a  d e  A.F. p o r  d i v e r -  

s o s  m é t o d o s  d i f e r e n t e s ,  e  g e r a l m e n t e  q u a n d o  s ã o  r e q u e r i d a s  a s  

e s t i m a t i v a s  d a s  c o m u n a l i d a d e s ,  o  S.M.C. é u s a d o  como v a l o r  i n i  - 

c i a l .  C a s o  s e  q u e i r a ,  p o d e - s e  a  p a r t i r  d a i ,  u t i l i z a r - s e  o  p r o -  
d 

c e s s o  i t e r a t i v o .  P o r t a n t o  c o n c l u i m o s  q u e  o  S . M . C .  e  a  m e l h o r  

d a s  e s t i m a t i v a s  e m p y r i c a s  e  q u e  c a s o  q u e i r a m o s  com um e s f o r ç o  

c o m p u t a c i o n a l  m a i o r ,  o b t e r  r e s u l t a d o s  m a i s  p r e c i s o s ,  u samos  o  

p r o c e s s o  i t e r a t i v o  como u m  r e f i n a m e n t o  d a  s o l u ç ã o .  

- E s t i m a t i v a  d o  Número d e  F a t o r e s  Comuns 

Até a q u i ,  t r a t a n d o  do p r o b l e m a  d a s  c o m u n a l ! i d a d e s  

s u p ú n h a m o s  c o n h e c i d o  o  número  d e  f a t o r e s  ou s e j a  o  r a n k  d a  ma- 

t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  r e d u z i d a .  P a s s a r e m o s  a g o r a  a  t r a t a r  do p r o -  

b lema d e  e s t i m a r  o  número  d e  f a t o r e s  n e c e s s ã r i o s  p a r a  a  d e s c r i  - 

ç ã o  d a s  v a r i á v e i s  s e g u n d o  o  m o d e l o  d e  A.F. Os m é t o d o s  p a r a  e s -  

t i m a r  o  número  d e  f a t o r e s  s ã o  d e  d o i s  t i p o s :  

1  - I n f e r ê n c i a  e s t a t r s t i c a  

2 - R e g r a s  p r á t i c a s .  



T e s t e s  e s t a t ~ s t i c o s  f o r a m  d e s e n v o l v i d o s  p a r a  e s -  

t i m a r  o  número  d e  f a t o r e s ,  p a r t i n d o  d a  h i p ó t e s e  d a  m u l t i n o r m a -  

l i d a d e  d a s  v a r i á v e i s  1231 .  D e s t a c a - s e  e n t r e  m u i t o s  o  t r a b a l h o  

d e  R i p p e  q u e  p r o p c s  u m  t e s t e  d e  s i g n i f i c â n c i a  d o s  f a t o r e s  q u e  

em r e l a ç ã o  a  o u t r o s  t r a b a l h o s  do  mesmo t i p o ,  t em a  v a n t a g e m  d e  

i n d e p e n d e r  d o  m e t o d o  u t i l i z a d o  p a r a  s o l u ~ ã o  d o  m o d e l o .  Ver  

1271 

2  - R e g r a s  P r á t i c a s  

Não t e n d o  s i d o  r e s o l v i d o  a n a l i t i c a m e n t e  d e  um 

modo g e r a l  o  p r o b l e m a  d o  numero  d e  f a t o r e s ,  s u r g i r a m  , > r e g r a s  

p r á t i c a s  q u e  n ã o  s ã o  p r o v a d a s  m a t e m a t i c a m e n t e ,  mas s ã o  m u i t o  

u t i l i z a d a s  p o r  s e r e m  f a c i l m e n t e  o b s e r v á v e i s  a  p a r t i r  d e  uma 

A n á l i s e  d a s  C o m p o n e n t e s  P r i n c i p a i s .  

a )  T e s t e  d a  v a r i a ç ã o  d o s  a u t o  w d l o r e s  

E s s e  t e s t e  f o i  a p r e s e n t a d o  em 1 9 6 6  p o r  C a t t e l  

131 ,  e  r e s u l t a  d a  o b s e r v a ç ã o  p r á t i c a  d o  n i v e l  d a  v a r i â n c i a  d e -  

v i d o  a c a d a  f a t o r ,  d a d a  p e l o  a u t o  v a l o r  c o r r e s p o n d e n t e .  Ao 

f a z e r m o s  uma A .C .P . ,  e x t r a 7 m o s  - n  f a t o r e s ,  d o s  q u a i s  - m s ã o  f a t o  - 

r e s  c o m u n s ,  c a d a  um c o r r e s p o n d e n d o  a  u m  a u t o  v a l o r  q u e  f o r n e c e  

a  s u a  c o n t r i b u i ç ã o  na v a r i â n c i a  t o t a l .  Os ( n  - m) f a t o r e s  r e s -  

t a n t e s ,  podem s e r  c o n s i d e r a d o s  como m e d i d a s  d e  e r r o  a l e a t ó r i o  

e  p o r  i s s o ,  a  c o n t r i b u i ç ã o  d e s s e s  f a t o r e s  na  v a r i â n c i a  t o t a l  

s e r á  a p r o x i m a d a m e n t e  a  mesma, E n t ã o  o s  a u t o  v a l o r e s  c o r r e s p o n -  



d e n t e s  s e r ã o  também aprox imadamente  i g u a i s .  A F i g u r a  3.2 mos- 

t r a  e s s a  c a r a c t e r l s t i c a  a t r a v é s  do g r ã f i c o  % v a r i ã n c i a  t o t a l  X 

ordem dp f a t o r  

F i g u r a  .3 .2  - T e s t e  da  v a r i a ç ã o  dos  a u t o  v a l o r e s .  

O p o n t o  - P no g r á f i c o  i n d i c a  que  o  Ü l t imo  f a t o r  

c o n s i d e r a d o  é o  q u i n t o .  Os d e m a i s ,  segundo  e s s e  t e s t e ,  medem 

a p e n a s  e r r o  a l e a t 6 r i o .  

b )  C o r r e l a ç ã o  e n t r e  f a t o r e s  e  v a r i a v e i s  

Es se  c r i t é r i o  depende  da g r a n d e z a  do c o e f i c i e n t e  

da v a r i á v e l  p a r a  cada  f a t o r  ( a  ) ,  e x t r a r d o s  na A . C . P .  
i p  

Como 



d # 

e  a  v a r i â n c i a  da i - ê s ima  v a r i a v e l ,  a 2  e  a  c o n t r i b u i ç ã o  pa ra  
i  P 

e s s a  v a r i â n c i a  f o r n e c i d a  pe lo  p-ésimo f a t o r .  Segundo e s s e  c r i -  

t é r i o ,  s e r ã o  exc luFdos  o s  f a t o r e s  que não cont r ibuam p a r a  no 

myn?mo 10% da v a r i â n c i a  de ao menos uma v a r i á v e l .  Além d i s s o ,  

como estamos i n t e r e s s a d o s  em f a t o r e s  comuns, devem s e r  excIuF- 

dos a q u e l e s  que tenham apenas  u m  c o e f i c i e n t e  a l t o ,  p o i s  e s s e s  

f a t o r e s  podem s e r  v i s t o s  mais como e s p e c y f i c o s  pa ra  uma v a r i á -  

vel  que p r o p r i a m e n t e  f a t o r e s  comuns. 

c )  Auto v a l o r  um 

c r i t é r i o  baseado na A n a l i s e  de Componentes P r i n -  

c i p a i s  que f o r n e c e  - n f a t o r e s  com v a r i â n c i a  i g u a l  ao a u t o  v a l o r  

c o r r e s p o n d e n t e .  Como a  v a r i â n c i a  de cada v a r i ã v e l  padron izada  
d 

e  i g u a l  a  u m ,  c o r t a r  os f a t o r e s  com a u t o  v a l o r e s  menores que 

um s i g n i f i c a  e x c l u i r  a q u e l e s  que cont r ibuem na v a r i â n c i a  t o t a l  

com uma p a r c e l a  menor que a  v a r i â n c i a  de  uma v a r i á v e l .  Kaiser  

em 1960 1181 afirmouilque e s s a  e r a  a  melhor  maneira  de  s e  encon - 

t r a r  o  número de f a t o r e s  n e c e s s ã r i o s  para  a  A . F .  e  e s s e  é na 

verdade  o método mais usado na p r á t i c a .  

Após a  a p r e s e n t a ç ã o  d e s s a s  r e g r a s ,  a l e r t a m o s  pa- 

ra  o f a t o  de que seu uso deve s e r  f e i t o  com c e r t o  c u i d a d o ,  

seguindo .sempre de uma i n t e r p r e t a ç ã o  dos r e s u l t a d o s .  De nada 

a d i a n t a  s e g u i r  uma d e s s a s  r e g r a s  mecanicamente e  o b t e r  uma so-  

l u ç ã o  que não s e j a  i n t e r p r e t á v e l ,  



3.4 - APLIcAÇÕES DOS M E T O D O S  D E  FATORE-S _PRINCIPAIS E RESÍDUO 

M ~ N  I M O  

- Exemplo 3.1 

T r a t a - s e  de u m  exemplo c l ~ s s i c o  de  A n á l i s e  Fa to-  

r i a 1  que f o i  p r ime i ramen te  a p r e s e n t a d o  em 1937 por H o l z i n g e r  e  

Swineford 1151. Esse exemplo f o i  e s c o l h i d o  por t e r  s i d o  u t i l i -  

zado na a p l i c a ç ã o  dos metodos a p r e s e n t a d o s  a q u i ,  d e  t a l  forma 

que f a c i l  i t a  a  comparação e n t r e  e l e s .  

O e s t u d o  em q u e s t ã o ,  c o n s t a  de uma c o l e ç ã o  de 24 

t e s t e s  p s i c o l Õ g i c o s  a p l i c a d o s  em 145 a l u n o s  das  s é t i m a  e  o i t a -  

va s é r i e .  Cada u m  d e s s e s  t e s t e s  mede d i f e r e n t e s  c a p a c i d a d e s d o  

i n d i v i d u o .  Apresentamos a  s e g u i r  a s  p r i n c i p a i s  c a r a c t e r i s t i c a s  

de cada um d e l e s .  

1 )  Percepção  v i s u a l  - c a p a c i d a d e  de  c o n c e n t r a ç ã o  

2 )  Cubos - a g i l i d a d e  e  coordenação  motora 

3 )  Quadros de papel - a g i l i d a d e  mental  

4 )  Bande i ra s  - c a p a c i d a d e  d e d u t i v a  

5 )  Informações  g e r a i s  - grau de r e l a ç ã o  com o  mundo e x t e r i o r  

6 )  compreensão de p a r á g r a f o s  - d i s p o n i b i l i d a d e ,  a n s i e d a d e ,  a g i  - 

l i d a d e  mental  

7 )  Completar  s e n t e n ç a  - e x p r e s s ã o  v e r b a l ,  d e t e t a  p a t o l o g i a s  

8 )  C l a s s i f i c a ç ã o  de p a l a v r a s  - c a p a c i d a d e  v e r b a l  

9 )  S i g n i f i c a d o  d e  p a l a v r a s  - a g i l i d a d e  mental e  nTvel d e  educa - 

ção 



Adição - c a p a c i d a d e  l ó g i c a  s i m b õ l i c a  

cód igo  - c a p a c i d a d e  lÓgi ca simb6l i c a  e  a n s i e d a d e  

Contagem de pontos - a n s i e d a d e ,  o b s e s s ã o ,  d e f e n s a s  n e u r ó t i  - 

tas 

Maiusclrlas retas e  c u r v a s  - a g i 1  idade  mental 

Reconhecimento de p a l a v r a s  - percepção  v i s u a l  

Reconhecimento de numeros - percepção  v i s u a l  e  memõria 

Reconhecimento de f i g u r a s  - percepção  v i s u a l ,  c a p a c i d a d e  

de a b s t r a ç ã o  

Numero-objeto - percepção  v i s u a l  

Figura-numero - percepção  v i s u a l  

F i g u r a - p a l a v r a  - percepção  v i s u a l  

Dedução - c a p a c i d a d e  d e d u t i v a  

Q u e b r a  cabeca numérico - c a p a c i d a d e  d e d u t i v a  

~ a c i o c i n i o s  em problemas - in formação g e r a l ,  dedução 

Comple tar  s é r i e  - mostra  e s t r u t u r a  do i n c o n s c i e n t e  

Problemas a r i t m é t i c o s  - problemas ou d e f i c i ê n c i a s  e d u c a c i o  - 

n a i s .  

A t a b e l a  3 .1  a p r e s e n t a  uma a n á l i s e  e s t a t 7 s t i c a  

b á s i c a  (média e  d e s v i o  p a d r ã o )  pa ra  cada v a r i á v e l .  As t a b e l a s  

3 .2  e  3 , 3  ap resen tam r e s p e c t i v a m e n t e  a  m a t r i z  das  c o r r e l a ç õ e s  

dos d a d o s ,  e  a  s o l u ç ã o  pa ra  o  problema segundo o método de  ~ n ã  - 

l i s e  dos F a t o r e s  P r i n c i p a i s .  



T a b e l a  3 . 1  

DESVIO P A D R R O  S i  

11- P e r c e p ç ã o  v i s u a l  1 2 9 . 6  

2- Cubos  2 4 . 8  
- 

3-  Q u a d r o s  d e  p a p e l  1 5 . 6  

4- B a n d e i r a s  3 6 . 3  
- - 

5- I n f o r m a ç õ e s  g e r a i s  44 .9  

7- C o m p l e t a r  s e n t e n ç a  1 8 . 8  ' 

8- C l a s s i f i c a ç ã o  d e  p a l a v r a s  2 8 . 2  

9-  S i g n i f i c a d o  d e  p a l a v r a s  1 7 . 2  

10 -  A d i ç ã o  9 0 . 2  

11 -  C ó d i g o  6 8 . 4  

12 -  Con tagem d e  p o n t o s  1 0 9 . 8  

13 -  M a i u s c u l a s  r e t a s  e c u r v a s  1 9 1 . 8  

1 4 -  R e c o n h e c i m e n t o  d e  p a l a v r a s  1 7 6 . 1  

1 5 -  R e c o n h e c i m e n t o  d e  numeros  

1 6 -  R e c o n h e c i m e n t o  d e  f i g u r a s  

20-  Dedução 

21-  Q u e b r a  c a b e ç a  n u m é r i c o  1 4 . 5  

22-  R a c i o c ~ n i o s  em p r o b l e m a s  2 7 , 7  
~ 

23-  C o m p l e t a r  s é r i e  1 8 , 8  

24-  P r o b l e m a s  a r i t m é t i c o s  2 5 . 8  







T a b e l a  3 .3  - S o l u ç ã o  d o  m e t o d o  d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s  ( e s t i m a t i  - 

va  das  c o m u n a l i d a d e s :  S.M.C.) 

1 TESTE xi I F1 

c o n t i n u a . .  .' 



T a b e l a  3 .3  - ~ o n t i n u a ç ã o  ... 

COMUNAL IDADE 
ESTIMADA 

T o t a l  : 11 .943  

1  O0 

F 5  

, 447  

3 . 7 ,  

F3 

1 .ZO8 

1 0 . 1  

F2  

1 . 6 7 2  

1 4 . 0  

TESTE xi 

v P 
1 0 0  V p / l  1 . 9 4 3  

4 

F 4  

. 9 2 0  

7 . 7  

1 

7 .665  

64 .2  



As c a r a c t e r y s t i c a s  g e r a i s  d e  uma s o l u ç ã o  do  m é t o  

do d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s  s ã o  Ò b s e r v a d a s  na  t a b e l a  3 . 3 .  P r i m e i -  

r o ,  a s  c o n t r i b u i ç õ e s  d o s  f a t o r e s  p a r a  a  c o m u n a l i d a d e  t o t a l  d a s  

v a r i a v e i s  d e c r e s c e  a  c a d a  novo  f a t o r  c a l c u l a d o .  Com i s s o  a p a r e  - 

c e  i m e d i a t a m e n t e  uma r e g r a  p a r a  o  e r r o  c o m e t i d o  a o  s e  p a r a r  d e  

f a t o r a r .  S e  o  f a t o r  e x t r a y d o  t e m ,  p o r  e x e m p l o ,  uma c o n t r i b u i -  

ç ã o  d e  5% n a  v a r i â n c i a  t o t a l ,  s a b e m o s  q u e  o  p r ó x i m o  e  t o d o s  o s  

s u b s e q u e n t e s  t e r ã o  c o n t r i b u i ç õ e s  m e n o r e s .  N e s s e  e x e m p l o ,  o  s 

c i n c o  p r i m e i r o s  f a t o r e s  c o n t r i b u e m  p r a t i c a m e n t e  com t o d a  a  

c o m u n a l i d a d e  e s t i m a d a  a  p r i o r i  ( a  e s t i m a t i v a  f o i  f e i t a  . ! : p e l o  

c ã l c u l o  do  q u a d r a d o  d a  c o r r e l a ç ã o  m u l t i p l a  (S .M.C.)  q u e  como 

v i m o s  n a  s e ç ã o  3 . 3 ,  e o  m é t o d o  m a i s  u t i l i z a d o )  p o r  i s s o  f o r a m  

m a n t i d o s  e s s e s  f a t o r e s  como s i g n i f i c a t i v o s .  

- I n t e r p r e t a ç ã o  da  s o l u ç ã o  d o  m é t o d o  d e  F a t o r e s  P r i n c i p a i s  

F1 + f a t o r  g e r a l  q u e  c a r a c t e r i z a  a  s o l u ç ã o  d e  F.P.  - d i f i c i l  

i n t e r p r e t a ç ã o ,  p o i s  e s t á  a l t a m e n t e  c o r r e l a c i o n a d @  com 

q u a s e  t o d a s  a s  v a r i á v e i s .  

F2 + f a t o r  b i p o l a r  - c a s o  s e j a  i n t e r p r e t á v e l  r e p r e s e n t a r á  d u a s  

g r a n d e z a s  " o p o s t a s "  

c o e f .  c o r r e l a ç ã o  > 0 . 4  + v a r i á v e i s  6 ,  7 ,  9 - c o r r e s p o n d e  a  t e s  - 

t e s  r e l a c i o n a d o s  com " e x p r e s s ã o  v e r b a l  ", 

c o e f .  c o r r e l a ç ã o  < - 0 , 4  -t v a r i a v e l  1 0 ,  1 2 .  

Os f a t o r e s  F g ,  F 4 ,  F5 ,  s ã o  f a t o r e s  b i - p o l a r e s  

q u e  n ã o  a p r e s e n t a m  c o e f i c i e n t e s  a l t o s ,  ou s e j a ,  q u a s e  t o d o s  o s  

c o e f i c i e n t e s  s ã o  m e n o r e s  (em mÓdulo)  q u e  0 , 4 .  P o r t a n t o ,  n ã o  po v 

demos a s s o c i ã - 1 0 s  a  g r u p o s  d e  v a r i á v e i s ,  d i f i c u l t a n d o  a s s i m  a  



i n t e r p r e t a ç ã o  dos mesmos. Pa ra  s e  o b t e r  uma i n t e r p r e t a ç ã o  mais 

p r e c i s a  da s o l u ç ã o ,  normalmente s e  f a z  uma mudança no r e f e r e n -  

c i a l  das  v a r i a v e i s  ( v e r  s e c .  3 . 5 ) , i d e n t i f i c a n d o  cada f a to r  com 

u m  grupo de  v a r i ã v e i s .  

Apresentamos a  s e g u i r ,  a  t a b e l a  3 .4  com a  s o l u -  

ção d o  metodo de Resfduo Mrnimo. 



T a b e l a  3 . 4  - S o l u ç ã o  d o  m e t o d o  do  ResTduo MTnimo ( c i n c o  f a t o -  

r e s  c o m u n s )  

I TESTE x i  

V a r i ã n c i a  7 . 6 3 7  



Foram e s c o l h i d o s  c i n c o  f a t o r e s  c o m u n s ,  p o r q u e  e s  - 

s e  número  f o i  c o n s i d e r a d o  s u f i c i e n t e  n a  s o l u ç ã o  d o  m é t o d o  d e  

F a t o r e s  P r i n c i p a i s .  As c o m u n a l i d a d e s  c a l c u l a d a s  p e l o  m é t o d o  do  

~ e s l d u o  Mlnimo a  p a r t i r  d e  u m  p r e - d e t e r m i n a d o  número  d e  f a t o -  

r e s  s ã o  a s  m e l h o r e s  a p r o x i m a ç õ e s  do c o n c e i t o  d e  c o m u n a l i d a d e .  

Como podemos o b s e r v a r ,  a s  s o l u ç õ e s  d e  F .P .  e  R . M .  s ã o  m u i t o  

p a r e c i d a s ,  e  i s s o  s e m p r e  o c o r r e r á  d e s d e  q u e  s e j a m  f e i t a s  b o a s  

e s t i m a t i v a s  p a r a  c o m u n a l i d a d e s  na  s o l u ç ã o  F.P. F o i  f e i t o ,  p a r a  

s o l u ç ã o  d o  ~ e s y d u o  Mlnimo o  t e s t e  d e  h i p ó t e s e  d e  R i p p e  d a  

s i g n i f i c â n c i a  d o  número  d e  f a t o r e s ,  e  a  s o l u ç ã o  com c i n c o  f a t o  - 

r e s  é, s e g u n d o  o  t e s t e ,  s a t i s f a t õ r i a .  

- I n t e r p r e t a ç ã o  d a  s o l u ç ã o  - como a  s o l u ç ã o  é m u i t o  ! p a r e c i d a  

com a  o b t i d a  p e l o  me todo  d e  F . P . ,  a  i n t e r p r e t a ç ã o  é a  mesma. 

Examinando  e s s a s  d u a s  s o l u ç õ e s  p a r a  o  p r o b l e m a  

d e  A .F . ,  vemos q u e  a p r e s e n t a m  uma d i f i c u l d a d e  m u i t o  g r a n d e  d e  

i n t e r p r e t a ç ã o .  Na v e r d a d e  m u i t o  p o u c o  f i c a m o s  s a b e n d o  a  r e s p e i  - 
d 

t o  d o s  d a d o s  a p ó s  e s s a  a n á l i s e ,  Tudo  q u e  c o n s e g u i m o s  s a b e r  e  

q u e  e x i s t e m  c i n c o  f a t o r e s  q u e  c o n t r i b u e m  s i g n i f i c a t i v a m e n t e  pa - 

r a  a  d e s c r i ç ã o  d o s  d a d o s ,  mas n ã o  c o n s e g u i m o s  a t r a v é s  d a  i n t e r  - 

p r e t a ç ã o  d a s  s o l u ç õ e s ,  d e s c o b r i r  o  s i g n i f i c a d o  d e  c a d a  u m  d e s -  

s e s  f a t o r e s .  E s s e  p r o b l e m a  é m u i t o  comum na  A .F . ,  e  p r o c u r a n d o  

f a c i l i t a r  a  i n t e r p r e t a ç ã o  d a  s o l u ç ã o  f o r a m  d e s e n v o l v i d o s  m é t o -  

d o s  d e  r o t a c ã o ,  com o  o b j e t i v o  p r i n c i p a l  d e  i d e n t i f i c a r  c a d a  

f a t o r  com u m  g r u p o  d e  v a r i á v e i s .  E s s e s  m é t o d o s  s ã o  a p l i c a d o s  

a p ó s  a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  uma s o l u ç ã o  i n i c i a l ,  n a  q u a l  n ã o  f o i  

p o s s ? v e l  i n t e r p r e t a r  o  s i g n i f i c a d o  d e  c a d a  f a t o r .  A s e ç ã o  3 . 5  

t r a t a  e x a t a m e n t e  d e s s e  a s s u n t o .  



3 , 5  - ROTAÇXO ORTOGONAL DA SOLUCXO INICIAL 

Como j á  f o i  d i t o  no i n ? c i o  d e s s e  t r a b a l h o  u m  
d 

d o s  o b j e t i v o s  da  A n á l i s e  F a t o r i a l ,  e  o b t e r  m < n  f a t o r e s  c o -  

muns r e l a t i v o s  a o s  d i v e r s o s  g r u p o s  d e  v a r i á v e i s  c o r r e l a c i o n a -  

d a s .  O u  s e j a ,  c a d a  um d o s  - m f a t o r e s  d e v e  c o r r e s p o n d e r  a  u m  g r u  - 

po d e  v a r i ã v e i s  c o r r e l a c i o n a d a s .  Mas a s  s o l u ç 6 e s  p r o p o s t a s  n a  

s e ç ã o  3 . 2  ( M é t o d o  d o s  F a t o r e s  P r i n c i p a i s  e  Mé todo  d o  ResTduo 

MTnimo) n ã o  f o r n e c e m  f a t o r e s  comuns com t a i s  c a r a c t e r ? s t i c a s .  

Na v e r d a d e  e s s a s  s o l u ç ~ e s  i n i c i a i s ,  g e r a l m e n t e  s e r v e m  a p e n a s  

p a r a  f o r n e c e r  a  n o v a  d i m e n s ã o  do p r o b l e m a ,  i s t o  5 ,  o  número  d e  

f a t o r e s  comuns .  Mas na s e ç ã o  2 . 5 ,  v i m o s  q u e  o  m o d e l o  d e  A.F. e  

i n d e t e r r n i n a d o ,  ou s e j a  uma v e z  o b t i d a  uma s o l u ç ~ o ,  q u a l  q u e r  

t r a n s f o r m a ç ã o  o r t o g o n a l  ( r o t a ç ã o )  d e l a ,  também é s o l u ç ã o  d o  

p r o b l e m a .  P o r t a n t o  podemos e s c o l h e r  e n t r e  e s s a  i n f i n i d a d e  d e  

s o l u ç õ e s ,  uma t a l  q u e  p e r m i t a  a  i d e n t i f i c a ç ã o  d o s  g r u p o s  d e  

v a r i á v e i s  c o r r e l a c i o n a d a s .  

- A i d e i a  da  R o t a ç ã o  d o s  F a t o r e s :  

Uma v e z  o b t i d a  uma s o l u ç ã o  i n i c i a l  q u a l q u e r ,  po-  

demos e s c r e v e r  c a d a  uma d a s  - n  v a r i a v e i s  como c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  

d o s  - m f a t o r e s .  D e s s a  f o r m a ,  c a d a  v a r i á v e l  z !  p o d e  s e r  v i s t a  c o  
1 - 

mo u m  p o n t o  n o  e s p a ç o  d e  d i m e n s ã o  - m .  Tomemos u m  e x e m p l o  s i m -  

p l e s  d e  c i n c o  v a r i á v e i s  d a s  q u a i s  f o r a m  e x t r a r d o s  d o i s  f a t o r e s  

comuns .  



- E x e m p l o  3 . 2  - A 1dGi.a d a  R o t a C X o  d o s  F a t o r e s :  

T a b e l a  3 . 5  - M a t r i z  P a d r ã o  p a r a  C i n c o  V a r i z v e i s  - ~ o l u ç ã o  I n i -  

c  i a  1 

A r e p r e s e n t a ç ã o  g e o m é t r i c a  d e s s a  s o l u ç ã o  s e r á  d a  - 

d a  p o r  c i n c o  p o n t o s  n o  R 2 :  

F i g u r a  3 . 3  - R e p r e s e n t a ç ã o  g r a f i c a  d a  s o l u ç ã o  i n i c i a l  



E x a m i n a n d o  a f i g u r a  3.J,, p e r c e b e m o s  d o i s  g r u p o s  

d e  v a r i ã v e i s :  v a r i ã v e i s  1 ,  2 ,  3 e  v a r i s v e i s  4  e  5 ,  a p e s a r  d a  

m a t r i z  p a d r ã o  i n i c i a l  n ã o  f o r n e c e r  t a l  i d e i a .  Uma r o t a ç ã o  d e  

45' n o s  e i x o s  F1 e F 2  n o s  d a r i a  a  s e g u i n t e  s i t u a ç ã o :  

F i g u r a  3 . 4  - ~ e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  d a s  s o l u ç õ e s  i n i c i a l  e  f i -  

n a l  

Com a  s e g u i n t e  m a t r i z  p a d r ã o :  



T a b e l a  3 . 6  - M a t r i z  P a d r ã o  p a r a  C i n c o  y a r i ã y e i s  a p ó s  a  R o t a ç ã o  

d e  45' n a s  F a t o r e s :  

O b s e r v a m o s  q u e  n e s s a  nova  m a t r i z  p a d r ã o  o s  c o e f i  - 

c i e n t e s  d a s  v a r i á v e i s  ( c o e f i c i e n t e s  d e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  c a d a  

v a r i á v e l  e  c a d a  f a t o r )  n o s  d ã o  e x a t a m e n t e  a  i d e i a  d o s  d o i s  g r u  - 

p o s  d e  v a r i á v e i s .  Comparando com a  m a t r i z  i n i c i a l  ( t a b e l a  3 . 5 ) ,  

vemos q u e  n e s s a  s o l u ç ã o ,  p a r a  c a d a  f a t o r  o s  c o e f i c i e n t e s  s ã o  

m a i s  ou menos u n i f o r m e s  (em v a l o r  a b s o l u t o ) ,  a o  c o n t r á r i o  d a  

s o l u ç ã o  com r o t a ç ã o  na q u a l  podemos s e p a r a r  o s  c o e f i c i e n t e s  em 

" a l t o s "  e  " b a i x o s " .  P a r a  o  f a t o r  F i 3  a s  v a r i á v e i s  1 ,  2 e 3 t em 

o s  m a i o r e s  c o e f i c i e n t e s ,  i s t o  é, e s s a s  v a r i á v e i s  s ã o  a l t a m e n t e  

c o r r e l a c i o n a d a s  com o  f a t o r  F i  e n q u a n t o  q u e  o  f a t o r  F; t e m  c o e  - 

f i c i e n t e s  a l t o s  p a r a  a s  v a r i ã v e i s  4 e  5  ( v a l o r  a b s o l u t o )  f o r n e  - 

c e n d o  o s  d o i s  g r u p o s  p r e v i s t o s  p e l a  c o n f i g u r a ç ã o  d a s  v a r i ã -  

v e i s .  

E s s e  p r o c e d i m e n t o  g r a f i c o ,  no e n t a n t o ,  s ó  pode  

s e r  s e g u i i d o  p a r a  o  c a s o  d e  e x t r a i r m o s  d o i s  f a t o r e s  c o m u n s ,  ou 

no máximo t r ê s .  Como a  A.F. e uma t g c n i c a  u t i l i z a d a  p a r a  d i m i -  

n u i r  a  d i m e n s ã o  d o  p r o b l e m a ,  comumente  o numero  d e  v a r i á v e i s  e 



m u i t o  g r a n d e ,  e c o n s e q u e n t e v e n t e  o  n ú m e r o  d e  f a t o r e s  c o m u n s  

t a m b e m  e g r a n d e .  É n e c e s s á r i o  p o r t a n b o  um c r i t é r i o  p a r a  r o t a -  

ç a o  q u e  p r e s c i n d a  d a  v i s u a l i z a ç % o  d o  p r o b l e m a .  A p r i m e i r a  s o l u  - 

ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  d a  r o t a ç ã o  d ~ s  f a t o r e s ,  f o i  p r o p o s t a  p o r  

T h u r s t o n e  1331 q u e  u t i l i z a  a  n o ç ã o  d e  " e s t r u t u r a  s i m p l e s "  d a  

s o l u ç ã o .  E l e  s u p õ e  q u e  uma s o l u ç ã o  t e m  e s t r u t u r a  s i m p l e s ,  s e  

tem a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e r h t i c a s :  

1  - c a d a  v a r i á v e l  d e v e  t e r  n o  m r n i m o  um c o e f i c i e n t e  b a i x o  ( n ã o  

s i g n i f i c a t i v o ) .  

2 - S e  f o r a m  e x t r a T d o s  - m f a t o r e s  c o m u n s ,  d e v e  h a v e r  n o  mTnimo 

rn c o e f i c i e n t e s  n ã o  s i g n i f i c a t i v o s  p a r a  c a d a  f a t o r .  - 

3 - P a r a  c a d a  p a r  d e  f a t o r e s  d e v e  h a v e r  v á r i a s  v a r i a v e i s  c u j o s  

c o e f i c i e n t e s  r e l a t i v o s  a o s  d o i s  f a t o r e s  s e j a m  b a i x o s  p a r a  

um d e l e s  e a l t o s  p a r a  o  o u t r o .  

4 - P a r a  t o d o  p a r  d e  f a t o r e s  uma g r a n d e  p a r t e  d a s  v a r i á v e i s  d e  - 

v e  t e r  c o e f i c i e n t e s  b a i x o s  em a m b o s ,  q u a n d o  e x i s t e m  m a i s  

d e  q u a t r o  f a t o r e s .  

5 - P a r a  t o d o  p a r  d e  f a t o r e s  d e v e  e x i s t i r  a p e n a s  um p e q u e n o  n u  - 

m e r o  d e  v a r i á v e i s  com c o e f i c i e n t e s  a l t o s  em a m b o s .  

E x a m i n a n d o  c a d a  uma d e l a s ,  a s  r e g r a s  d e  T h u r s t o -  

n e  podem s e r  t r a d u z i d a s  d e s s a  f o r m a :  

( 1  - m i n i m i z a r  o  n ú m e r o  d e  f a t o r e s  q u e  a p a r e c e m  n a  d e s c r i  - 

ç ã o  d e  c a d a  v a r i á v e l .  

( 2 )  - e v i t a  o  f a t o r  g e r a l .  C a d a  f a t o r  c o r r e s p o n d e  a  um nÜ- 

m e r o  n ã o  m u i t o  g r a n d e  d e  v a r i g v e i s ,  e em c o n s e q u ê n -  



c i a  d i s s o  a  v a r i â n c i a  d e y i d a  a o  f a t o r  g e r a l  d a  s o l u -  

ç ã o  i n i c i a l  k! d i s t r i b u y d a  i g u a l m e n t e  e n t r e  o s  f a t o -  

r e s  r o d a d o s .  

( 3  e  5 )  - e v i t a  q u e  d o i s  f a t o r e s  d e f i n a m  o  mesmo g r u p o  d e  v a -  

r i á v e i s .  

( 4  ) - e v i t a  q u e  a p e n a s  d o i s  f a t o r e s  d e s c r e v a m  t o d a s  a s  v a -  

r i á v e i s ,  q u a n d o  s ã o  e x t r a 7 d o s  m a i s  d e  q u a t r o  f a t o -  

r e s ,  i s t o  p o r q u e  s e  t o d a s  a s  v a r i a v e i s  f o s s e m  d e s c r i  - 

t a s  p o r  a p e n a s  d o i s  f a t o r e s ,  o s  d e m a i s  n ã o  c o r r e s p o n  - 

d e r i a m  a  nenhum g r u p o  d e  v a r i á v e i s  e  n ã o  s e r i a m  i n -  

t e r p r e t á v e i s .  

Podemos c o n f e r i r ,  n a  s o l u ç ã o  a p r e s e n t a d a  na  t a b e  - 

l a  3 . 6 ,  q u e  e s t a  o b e d e c e  o  c r i t é r i o  d e  e s t r u t u r a  s i m p l e s  d e s -  

c r i t o  p o r  T h u r s t o n e .  Mas e s s e  c r i t é r i o ,  a p e s a r  d e  s e r  v e r i f i c a  - 

do  p e l a  s i m p l e s  o b s e r v a ç ã o  d a  m a t r i z  p a d r ã o  r o d a d a ,  n ã o  f o r n e -  

c e  u m  m é t o d o  a n a l T t i c o  p a r a  s e  c h e g a r  a  s o l u ç ã o .  

E m  1 9 5 4 ,  F e r g u s o n  151 p r o p ô s  uma s o l u ç ã o  a n a l 7 t i  - 

c a  p a r a  o  p r o b l e m a ,  p a r t i n d o  da  i d e i a  d e  q u e  a  e s t r u t u r a  s i m -  

p l e s  p r o c u r a d a  p o r  T h u r s t o n e  e r a  b a s e a d a  no p r i n c i p i o  d a  p a r c i  - 

mÕnia n a  d e s c r i ç ã o  d a s  v a r i á v e i s .  Do p o n t o  d e  v i s t a  do  número  

d e  f a t o r e s ,  a  i d ê i a  d e  p a r c i m ô n i a  f i c a  c l a r a ,  mas uma v e z  d e -  

t e r m i n a d o  o  e s p a ç o  d e  d i m e n s ã o  - m ,  q u a l  d a s  s o l u ç 6 e s  s e r i a  m a i s  

p a r c i m o n i o s a  ? O b v i a m e n t e  a q u e l a  em q u e  c a d a  v a r i a v e l  f o s s e  

d e s c r i t a  p o r  um número  mTnimo d e  f a t o r e s ,  i s t o  é, na d e s c r i ç ã o  

da  v a r i á v e l  z;  t e m o s :  



A s o l u ç ~ o  s e r a  m a i s  p a r c i m o n i o s a ,  q u a n d o  o  nÚme- 

r o  d e  c o e f i c i e n t e s  a l t o s  f o r  p e q u e n o .  A e s s e  n u m e r o ,  c h a m a - s e  

c o m p l e x i d a d e  d a  v a r i á v e l .  O u  s e j a ,  m á x i m a  p a r c i m õ n i a  c o r r e s p o n  - 

d e  a  mTnima c o m p l e x i d a d e  d a s  v a r i ã v e i s .  

F e r g u s o n  p r o c u r o u  e n t a o  f o r m u l a r  m a t e m a t i c a m e n t e  

e s s a  i d é i a  d e  p a r c i m õ n i a  d a  d e s c r i ç ã o  f o r n e c i d a  p e l a  s o l u ç ã o .  

P a r t i n d o  d e  um e x e m p l o  s i m p l e s ,  um p o n t o  n o  . R 2 ,  O m á x i m o  d e  

p a r c i m o n i a  n a  d e s c r i ç ã o  d e s s e  p o n t o ,  o c o r r e  q u a n d o  um d o s  e i -  

x o s  p a s s a  p o r  ê l e .   ai, q u a n d o  o  e i x o  d e  r e f e r ê n c i a  s e  a p r o x i -  

ma d e s s e  p o n t o ,  o  p r o d u t o  d a s  d u a s  c o o r d e n a d a s  d i m i n u i  ( j  5 

q u e  uma d e l a s  s e  a p r o x i m a  d e  z e r o ) .  E x t e n d e n d o  e s s e  r a c i o c i -  

n i o ,  F e r g u s o n  s u g e r i u  q u e  uma f u n ç ã o  d a  soma d o s  p r o d u t o s  d a s  

c o o r d e n a d a s  t o m a d o s  o s  e i x o s  d o i s  a  d o i s  p o d i a  s e r  u s a d a  como 

m e d i d a  d e  p a r c i m õ n i a .  P a r a  n ã o  l e v a r  em c o n t a  o  s i n a l  d a s  c o o r  - 

d e n a d a s ,  t o m o u  a  soma  d o s  q u a d r a d o s  d o s  p r o d u t o s  d e s t a s .  

E s s a  m e d i d a ,  p a r a  o  c a s o  d e  - n  v a r i á v e i s  e  - m f a t o  - 

r e s  o r t o g o n a i s  e :  

a  f u n ç ã o  q u e  f o r n e c e  a  m e d i d a  d e  p a r c i m o n i a  p a r a  t o d a s  a s  v a -  

r i á v e i s  z /  ( i  = 1 ,  2 ,  ..., n ) ,  d e s c r i t a s  p e l o  m o d e l o  d e  A . F . ,  

s e g u n d o  F e r g u s o n .  A i d é i a  e n t ã o ,  é f a z e r  uma r o t a ç ã o  o r t o g o n a l  

n a  s o l u ç ã o  i n i c i a l  A ,  t a l  que o  n o v o  p a d r ã o  o b t i d o  m i n i m i z e  a  

f u n ç a o  d a d a  em ( 3 . 1 4 ) .  



p o r  o u t r o  l a d o ,  a o  f a z e r m o s  uma t r a n s f o r m a ç ã o  o r  - 

t o g o n a l  numa s o l u ç ã o  do  m o d e l o  d e  A.F. t e m o s :  

o n d e :  

T -+ t r a n s f o r m a ç ã o  o r t o g o n a l  

A -+ m a t r i z  p a d r ã o  i n i c i a l  

B + m a t r i z  p a d r ã o  com r o t a ç ã o  

E como f o i  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e  n a  s e ç ã o  2 . 5 :  

B B t  = R *  = A A ~  , e n t á o : o s  e l e m e n t o s  d a  d i a g o n a l  d e  R *  s z o :  

m 
d i a g  R *  = h Z  = a i p  , O U  a i n d a  

i p = l  

t m 
d i a g  R*  = d i a g  B B  = b i p  

p = l  

E n t ã o :  

A s s i m ,  podemos c o n c l u i r  q u e  a  c o m u n a l i d a d e  d a s  v a r i á v e i s  n ã o  

v a r i a  q u a n d o  f a z e m o s  uma r o t a ç ã o  o r t o g o n a l  na  s o l u ç ã o  i n i c i a l .  

Tomando o  q u a d r a d o  d a s  c o m u n a l i d a d e s :  



Somando p a r a  a s  - n v a r i a v e i s  

Examinando e s s a  e x p r e s s ã o  vemos que a  2 :  p a r c e l a  é o  que  Fergu  - 

son  chamou d e  medida de  parc imÔnio  p a r a  a  d e s c r i ç ã o  d e  - n v a r i ã  - 

v e i s .  Podemos e n t ã o  p r o c e d e r  de  d u a s  m a n e i r a s  d i f e r e n t e s :  a  
d 

p r i m e i r a  é m i n i m i z a r  d i r e t a m e n t e  a  equação  ( 3 . 1 4 ) ;  a  o u t r a  e  

a  p a r t i r  da e q u a ç ã o  ( 3 . 1 5 ) .  Nessa e q u a ç ã o ,  temos a  soma d e  

d u a s  p a r c e l a s  i g u a l  a  uma c o n s t a n t e ,  e n t ã o  p a r a  m i n i m i z a r  a  

s egunda  p a r c e l a  da e q u a ç ã o  ( i g u a l  a  e x p r e s s ã o  dada  na eq 

3 . 1 4 ) ,  podemos max imiza r  a  p r i m e i r a .  

O u  s e j a ,  p a r a  o b t e r  

m i n  2 1 1 1 b 2  , 
i = l  p= l  q = p + l  b;p i q  

b a s t a  c a l c u l a r :  

Obviamente  Q v a r i a  com b i p ,  ou s e j a  com a  p o s i -  
d 

ção  dos  e i x o s  de  r e f e r e n c i a ,  j á  que  b e  a  ooo rdenada  da va-  
i  P 

r i á v e l  zti no e i x o  de  r e f e r ê n c i a  f A i d é i a  e n t ã o  é a  s e g u i n -  
P ' 

t e :  Maximizando Q ,  e s t a m o s  a u t o m a t i c a m e n t e  o b t e n d o  o  novo pa- 



nimiza a  medida de  parci:m6nia das  - n v a r i á v e i s ,  o u  s e j a  u m  novo 

padrão que nos f o r n e ç a  uma e s t r u t u r a  s i m p l e s .  O l i m i t e  t e i i r i c o  

a c o n t e c e  quando a  complexidade  de cada v a r i ã v e l  e - u m .  Pode-se 

d i z e r  que f o i  a t i n g i d o  o  máximo grau de e s t r u t u r a  ou o r g a n i z a -  

ção poss7ve1 pa ra  uma dada c o n f i g u r a ç ã o .  

A s e g u i r  veremos o  método de r o t a ç ã o  Q u a r t i m a x ,  

c u j a  i d é i a  e d i f e r e n t e  da s e g u i d a  por Ferguson,  mas como v e r e -  

mos a  s e g u i r ,  a  função  o b j e t i v o  é a  mesma. Tra ta remos  n e s s a  

o c a s i ã o  da s o l u ç ã o  do problema de  maximização c o r r e s p o n d e n t e .  

- O ~ é t o d o  Quar t imax  

Carro1 11 1 ,  Neuha.us e  Wrigley 1241 e  Saunders  

1281 desenvolveram o  método Quar t imax  e  chegaram a  equação 

( 3 . 1 6 )  sem no e n t a n t o  u s a r  o  c o n c e i t o  de medida de parcimonia 

para d e s c r i ç ã o  das  v a r i á v e i s .  O o b j e t i v o  f o i  nos t r ê s  t r a b a -  

l h o s ,  c h e g a r  a  uma e s t r u t u r a  s i m p l e s  e  consequentemente  d imi-  

n u i r  a  complexidade de cada v a r i á v e l .  O caso  i d e a l  o c o r r e  quan - 

do cada v a r i á v e l  é d e s c r i t a  por apenas  u m  f a t o r ,  ou s e j a ,  t o -  

dos os c o e f i c i e n t e s  r e f e r e n t e s  a  m-1 f a t o r e s  s a o  i g u a i s  a  ze-  
# 

r o .  Como a  v a r i á n c i a  comum (comuna l idade )  de cada v a r i á v e l  e  
m 

dadapor  1 a ?  
1 p Y  

n o  c a s o  da v a r i a v e l  s e r  d e s c r i t a  por apenas  
p=l  

um f a t o r ,  sua comunalidade s e r á  função  apenas  do c o e f i c i e n t e  

d e s s e  f a t o r .  Então a  s o l u ç ã o  o b t i d a  ser ;  t ã o  próxima do caso  

i d e a l  quan to  menor f o r  o nfimero de c o e f i c i e n t e s  a l t o s  e  ma-ior 

o  número de c o e f i c i e n t e s  ba ixos  na d e s c r i ç ã o  de uma v a r i á v e l .  

Para i s s o ,  p r o c u r a - s e  aumentar  os c o e f i c i e n t e s  a l t o s  e d imi -  



n u i r  os  c o e f i c i e n t e s  b a i x o s  d a  m a t r i z  padrso  i n i c i a l .  Proceden - 

do d e s s a  fo rma ,  estamos incrementando a d e s i g u a l d a d e  e n t r e  os 

c o e f i c i e n t e s  dos f a t o r e s  c o r r e s p o n d e n t e s  cada v a r i á v e l  z" i  ' 

O u  a i n d a ,  fazendo com que a v a r i a ç ã o  dos c o e f i c i e n t e s  dos f a t o  - 

r e s  s e j a  máxima. Como estamos i n t e r e s s a d o s ,  na grandeza  do coe - 

f i c i e n t e  independen te  do s i n a l ,  Neuhaus e  Wrigley propuseram 

que s e  maximizasse a  v a r i a ç ã o  e n t r e  os quadrados  dos c o e f i c i e n  - 

t e s  dos f a t o r e s ,  Uma forma de medir  a  v a r i a ç ã o  d e  uma v a r i ã v e l  

q u a l q u e r  e c a l c u l a r  a  sua v a r i â n c i a ,  e n t ã o  o  problema s e  r e s u -  

me a  d e t e r m i n a r  u m  novo padrão f a t o r i a l  b ( i  = 1 ,  2 ,  . . e ,  n ;  
i  P 

p = 1 ,  2 ,  ..., m )  t a l  que maximize a  v a r i â n c i a  na d i s t r i b u i ç ã o  

dos quadrados  dos c o e f i c i e n t e s  dos f a t o r e s .  Assim t emos ,  para  

os  - m f a t o r e s  e  - n v a r i á v e i s ,  a  s e g u i n t e  funqão a  s e r  maximiza- 

da :  

onde b ( i  = 1 ,  2 ,  ..., n ;  p = 1 ,  2 ,  ..., m )  e o  n o v o  padrão 
i  P 

f a t o r i a l  e  

Expandindo a  ( e q .  3 . 1 7 )  temos:  



U s a n d o  o  r e s u l t a d o  d a  ( e q .  3 . 1 8 )  p o d e m o s  e s c r e -  

v e r :  

2  n m 1  n m 
Mas:  - E E b ;p  - E b ; p = 2 ( 6 2 ) 2  

mn  i = l  p = l  mn i = l  p = l  

E n t ã o  t e r e m o s :  

M d e f i n i d a  p e l a  ( e q .  3 . 1 9 ) ,  é a  f u n ç ã o  a  s e r  m a x i m i z a d a .  Mas 
m 

j á  v i m o s  a n t e r i o r m e n t e  q u e  1 b ?  ( c o m u n a l i d a d e  f o r n e c i d a s  p e  
1 P  - 

p = l  
1 0  p a d r ã o  f a t o r i a l  b ) i n d e p e n d e  d a  s o l u ç ã o  d e s d e  q u e  a t r a n s  

i P - 

f o r m a ç ã o  s e j a  o r t o g o n a l ,  p o r t a n t o :  



( 6 2 . )  2 = (- I 1 1 h ?  l 2  é c o n s t a n t e  p a r a  q u a l q u e r  
1 P  p a d r ã o  mn i = l  p-1 

b i p .  L o g o :  

1  n m 
Max M = - 1 1 b i p  - (b2)2 

mn i = l  p = l  

e q u i v a l e  a :  

1  n  m Q M a x -  1 b ! p = M a x -  
mn i = l  p = l  mn 

Onde  Q é a  f u n ç ã o  o b t i d a  p o r  F e r g u s o n  ( e q .  3 . 1 6 ) .  Ou s e j a  m a x i  - 

m i z a r  a  e q u a ç ã o  d e  F e r g u s o n  6 e q u i v a l e n t e  à u t i l i z a ç ã o  d o  m é t o  - 

d o  Q u a r t i m a x  p a r a  d e t e r m i n a r  um n o v o  p a d r ã o  f a t o r i a l  b i p  

( i  = 1 ,  2 ,  ..., n ;  p  = 1 ,  2 ,  . . .$  m),, 

- S o l u ç ã o  d o  P r o b l e m a  

V o l t a n d o  i d é i a  d a  r o t a ç ã o  d o s  f a t o r e s ,  a o  p r o -  

c u r a r m o s  um n o v o  p a d r ã o  b  ( i  = l ,  2 ,  ..., n ;  p  = 1 , 2  ,... ,m) 
i P  

\ e s t a m o s  n a  v e r d a d e  r o d a n d o  o s  e i x o s  f l ,  a ,  ... , (fh A d e  um d e -  

t e r m i n a d o  â n g u l o  I) a t r a v g s  d e  uma t r a n s f o r m a ç ã o  o r t o g o n a l .  O 

p r o c e d i m e n t o  é o  s e g u i n t e :  Dado  um p l a n o  f o r m a d o  p e l o s  f a t o -  

r e s  p  e q ,  d e t e r m i n a m o s  o  p a d r ã o  f a t o r i a l  t a l  q u e  f o r n e ç a  o  

m á x i m o  v a l o r  p a r a  Q c o n s i d e r a n d o  a p e n a s  a  r o t a ç ã o  d e s s e  p l a n o  

p q .  Chamemos e s s a  f u n ç ã o  d e  Q . R e p e t i m o s  e s s e  p r o c e d i m e n t o  
Pq 

a t é  q u e  s e j a m  f e i t a s  t o d a s  a s  r o t a ç õ e s  em t o d o s  o s  p a r e s  d e  f a  - 

t o r e s ,  f o r n e c e n d o  uma m a t r i z  p a d r ã o  B .  T o d o  o  c i c l o  d e  o p e r a -  



ç Õ e s  em t o d o s  o s  p a r e s  d e  f a t o r e s  '2 r e p e t i d o ,  a t é  q u e  o  v a l o r  

d a  f u n ç ã o  Q d e  u m  d a d o  c i c l o  [ i t e r a ç g o )  c o m p a r a d a  com o  s e u  v a  - 

l o r  n o  c i c l o  ( i t e r a ç ã o )  a n t e r i o r  n ã o  s e  a l t e r e .  E s c r e v e r e m o s  a  

s e g u i r  e s s e  p r o c e d i m e n t o  s o b  a  f o r m a  d e  a l g o r i t m o .  

- A l g o r i t m o  p a r a  R o t a ç õ e s  Q u a r t i m a x  

P a s s o  O :  D a d o s  K = O ,  Q 0  = O ,  m f a t o r e s  c o m u n s ,  f o r m a r  t o d o s  
Pq 

o s  p a r e s  p o s s ? v e i s  d e  f a t o r e s .  

P a s s o  1  : F a ç a  K = K+1; p a r a  c a d a  p a r  pq  ( p ,  q  = 1 ,  . . . , m , p # q ) ,  

m a x i m i z a r  a  f u n ç ã o  

P a s s o  2 :  F o r m a r  o  n o v o  p a d r ã o  f a t o r i a l  com a  s o l u ç ã o  o b t i d a  
n  m 

p a r a  t o d o s  o s  p a r e s  e c a l c u l a r  Q k  = 1 b l p  
i = l  p = l  

P a r a  o b t e r m o s  Q 
p q '  

d e t e r m i n a m o s  o  â n g u l o  I) 
P9 

d e  

uma t r a n s f o r m a ç ã o  o r t o g o n a l  d o  t i p o :  

1 

- s e n  q 
P9 

c o s  * 
Pq 

T = 
P9 

C O S  * 
P9 

s e n  $ 
Pq 



E n t ã o  s e n d o :  

B = M a t r i z  f o r m a d a  p e l a s  d u a s  c o l u n a s  p e  q  apÕs a  r o t a ç ã o  
P4 

A ~ q  
= M a t r i z  o r i g i n a l ,  t o m a n d o - s e  a p e n a s  a s  c o l u n a s  p  e  q .  

Podemos e s c r e v e r :  

ou a i n d a :  

b = a  c o s  $ + a  s e n  
i  P i  P P9 i q P9 

b i q  
= - a  

i  P 
s e n  $ + a  s e n  $ 

Pq -i q  Pq 

A f u n ç ã o  

p a s s a  a  s e r  uma f u n ç ã o  do  p a r ã m e t r o  @ 
Pq'  

O p r o b l e m a  é d e t e r m i n a r  $ q u e  m a x i m i z e  a  f u n ç ã o  Q 
P9 pq '  

P a r a  

n ã o  s o b r e c a r r e g a r  a  n o t a ç ã o  u s a r e m o s  Q($), mas l e m b r a n d o  q u e  

e s t a m o s  t r a b a l h a n d o  no  p l a n o  pq.  

S u b s t i t u i n d o  a s  e q .  ( 3 . 2 0 a )  e  ( 3 . 2 0 b )  em ( 3 . 2 1 )  

t e m o s  : 



b 4  = t a i p  c o s  $ + a  
i  q 

sen $ I 4  
i  P 

b;q  = ( -  a i p  sen  + a  cos  
i  q 

4 

O ângulo  $* que maximiza a  função  Q ,  e  t a l  que: 

a Q ( $ * )  = o 
a$ 1 -+ cond ições  n e c e s s ã r i a s  e  s u f i c i e n t e s  para que 

$* s e j a  u m  ponto de mãximo da função  Q.  Ver 
a 2 Q ( q * )  < , 
w2 

Podemos d e r i v a r  cada p a r c e l a  da função  Q e  somar para  t o d o  i  

ob tendo a Q ( $ >  . 
a$ 

4 b;p = ( a i p  cos  $ + a  
i  q 

s en  $ ) 4  = a  c o s 4 $  + a 4  s e n 4 $ + ,  
i P  i  q 

+ 4a3 a  c o s 3 $  sen $+ 4a a ?  cos  $ sen3$+  
7 P  i q  i p  1 q  

+ 6a? a ?  c o s 2 $  s e n 2 $ .  
1 P  19 

b l q  = ( - a i p  sen $ t a  
i q 

cos  $ ) 4  = a 4  s e n 4 $  + a 4  coç4  q-  
i  P i  q 

- 4a3 s e n 3 $  a  cos $ - 4a a 3  sen $ c o s 3 $  + 
1 P  i  q i p  i q  

+ 6 a i p  a i q  c o s 2 $  sen2$ .  



+ a 3  a  ( 4 c o s 3 $  s e n  $ - 4 s e n 3 $  c o s  $) + i p  i q  

+ a 3  a  ( 4 c o s $  s e n 3 $  - 4 c o s 3 $  s e n  $) + 12a:p a 2  c o s 2 +  s e n 2 $  i q  i p  i q  

Mas n a  3: e  4: p a r c e l a s  podemos s u b s t i t u i r :  

sen4$  = 4 s e n 3 $  c o s  $ - 4 c o s 3 $  s e n  $ ( 3 . 2 2 )  

Podemos e n t ã o  r e e s c r e v e r :  

b;p + b 4  = (aip 
i q  

+ a 4  ) s e n 4 $  + ( a 4  + a 4  ) c o s 4 $  - 
i q  i P i q  

- a 3  a  s e n 4 $  + a 3  a  s e n 4 $  + 1 2 a ?  a 2  c o s 2 $  s e n 2 $ .  i p  i q  i q  i p  1P i q  

D e r i v a n d o  em r e l a ç ã o  a  $: 

- 4 a 3  a  c o s 4 $ t 4 a 3  a  c o s 4 $ +  i p  iq i q  i p  

+ 2 4 a 2  a ?  ( - c o s $  s e n 3 $  + s e n $  c o s 3 $ )  
i p  1 q  

Mas p e l a  eq .  ( 3 . 2 2 ) ,  a  Ú l t i m a  p a r c e l a  p o d e  s e r  e s c r i t a :  



E a g r u p a n d o  a s  d u a s  p r i m e i r a s  p a r c e l a s ,  e u t i l i z a n d o  a i n d a  o  

r e s u l t a d o  d a  e q .  ( 3 . 2 2 )  

(a:p + a 4  ) ( 4 s e n 3 $  c o s  $ - 4 c o s 3 $  s e n  $ )  = ( a 4  + a 4  ) s e n l $  
i q  i P i q 

A e x p r e s s ã o  f i c a  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

a ( b ;  + b 4  ) 
j q  = ( a ?  + a 4  ) s e n 4 $  + ( 4 a 3  a  

1 P  i q  i q  i p  
- 4 a 3  a  ) c o s 4 $  

a $ 
i p  i q  

S o m a n d o  p a r a  t o d o  i, o b t e m o s  a  e x p r e s s ã o  d a  d e r i v a d a  d a  f u n ç ã o  

Q em r e l a ç ã o  a  $: 

A p l i c a n d o  a  p r i m e i r a  c o n d i ç ã o  d e  m á x i m o :  



Chamando: 

temos: 

v cos 4$ = 6 sen 4$ 

Aplicando a  segunda condição de máximo: 

Da equação (3.23) temos 



c o s 4 $  = 6 ' s e n  41) 
v  

S u b s t i t u i n d o  n a  s e g u n d a  c o n d i ç ã o  de  m ~ x i m o  

Como ( v 2  -+ o ~ )  > 0 ,  a  c o n d i c ã o  s e  r e d u z  a :  

Podemos c o n c l u i r  que  v d e v e  t e r  o  mesmo s i n a l  

que  sen4$ .  O p e r i o d o  da  f u n ç á o  s e n 4 $  é 90°, p o r t a n t o  ao  f a z e r -  

mos um e s t u d o  d a  s u a  v e r i a ç ã o  d e  s i n a l ,  b a s t a  c o n s i d e r a r  um 

i n t e r v a l o  q u a l q u e r  com e s s a  a m p l i t u d e .  E s s e  e s t u d o  é a p r e s e n t a  - 

d o  na  t a b e l a  3 . 7 .  



T a b e l a  3'. 7 

O ângu lo  $* que maximiza Q ( $ )  é o b t i d o  a t r a v é s  

da e x p r e s s ã o  pa ra  tg4$  eq .  ( 3 . 2 4 ) ,  que sÕ depende dos c o e f i -  

c i e n t e s  da m a t r i z  padrão i n i c i a l  A .  O u  s e j a ,  uma vez o b t i d a  a  

s o l u ç ã o  i n i c i a l  A ,  podemos c a l c u l a r  a  tg4$*. Como: 

o  ângulo  4$* não f i c a  bem de te rminado .  Para i s s o  u t i l i z a m o s  a  

t a b e l a  3 . 7  para d e t e r m i n a r  o  q u a d r a n t e  do ângu lo  4$* e  conse -  

quentemente o v a l o r  de  $* que s e r á  a  s o l u ç ã o  do problema.  

- O ~ e t o d o  Varimax 

No método de r o t a ç ã o  Q u a r t i m a x ,  como vimos,  bus-  

camos s i m p l i f i c a r  a  m a t r i z  padrão maximizando a  v a r i â n c i a  dos 

s e u s  e l e m e n t o s ,  ob tendo c o e f i c i e n t e s  a l t o s  e  c o e f i c i e n t e s  b a i -  

xos .  Mas n e s s e  método não houve preocupação s o b r e  a  l o c a l i z a -  

ção d e s s e s  c o e f i c i e n t e s .  P o r t a n t o  podramos t e r  uma sÕl ução 

Quartimax que f o r n e c e s s e  uma co luna  d e  c o e f i c i e n t e s  a l t o s ,  e  

a s  demais com c o e f i c i e n t e s  b a i x o s .  O o b j e t i v o  do método e s t a -  



r i a  s a t i s f e i t o ,  n a s  n e s s e  c a s o  t e r 7 a m o s  um f a t o r  g e r a l ,  q u e  s e  - 
g u n d o  T h r u s t o n e  dev!e  s e r  e v i t a d o .  P a r a  r e s o l v e r  e s s e  p r o b l e m a ,  

K a i s e r  em 1 9 5 8  1 1 6 1  p r o p Ô s  o  m é t o d o  d e  r o t a ç ã o  V a r i m a x ,  e  

t e m  como o b j e t i v o  m i n i m i z a r  o  n u m e r o  d e  v a r i a v e i s  p r e s e n t e s  

em c a d a  f a t o r ,  ou s e j a ,  a o  i n v e s  d e  s i m p l i f i c a r  a  m a t r i z  p a -  

d r ã o  como um t o d o ,  s i m p l i f i c a  a  e s t r u t u r a  d o s  f a t o r e s ,  o u  a i n -  

d a ,  s i m p l i f i c a  a  m a t r i z  p a d r ã o  p o r  c o l u n a s .  

A e s t r u b u r a  d e  um f a t o r  s e r á  s i m p l i f i c a d a  q u a n d o  

e s t e  a p r e s e n t a r  um n u m e r o  g r a n d e  d e  c o e f i c i e n t e s  b a i x o s  ( p r ó -  

x i m o s  d e  z e r o )  e  um n u m e r o  p e q u e n o  d e  c o e f i c i e n t e s  a l t o s .  En-  

t ã o ,  a q u i  como n o  m é t o d o  Q u a r t i m a x ,  e s t a r e m o s  i n t e r e s s a d o s  em 

m a x i m i z a r  a  v a r i a ç ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  d e  um d a d o  f a t o r .  A q u i  

t ambém t o m a r e m o s  o s  q u a d r a d o s  d o s  c o e f i c i e n t e s  p o i s  e s t a m o s  i n  

t e r e s s a d o s  n o  s e u  v a l o r  a b s o l u t o .  E a  m a n e i r a  d e  m a x i m i z a r  e s -  

s a  v a r i a ç ã o  e n t r e  o s  c o e f i c i e n t e s  s e r á  a i n d a  a t r a v é s  d a  m á x i m a  

v a r i â n c i a  d e  s u a  d i s t r i b u i ç ã o .  Assim, p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  v a r i â n  - 

tia, t e m o s  p a r a  um d a d o  f a t o r  f . 
P  ' 

o n d e :  

C o m p a r a n d o  com a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  m é t o d o  Q u a r -  

t i m a x ,  v e m o s  q u e  1 5  c a l c u l ~ v a m o s  a  v a r i â n c i a  d e  t o d o s  o s  c o e f i  - 

c i e n t e s  d a  m a t r i z  p a d r ã o  em r e l a ç ã o  a  m é d i a  t o t a l :  



1 n m 
onde b2 = - I 1 qp  

mn i = l  p= l  

Agora,  a  função  V f o r n e c e  a  v a r i â n c i a  dos c o e f i c i e n t e s  de uma 
P 

dada coluna  p em r e l a ç ã o  a  media dos c o e f i c i e n t e s  d e s s a  c o l u -  

na. 

Assim: 

Levando em c o n t a  os  - m f a t o r e s  comuns, a  função  a  s e r  maximiza- 

da s e r á :  

A função  V '  depende dos quadrados  dos c o e f i c i e n -  

t e s  b i p .  Esses  c o e f i c i e n t e s  são  a s  coordenadas  d a s  - n v a r i ã -  



v e i s  no  e s p a ç o  d e  d i r n e n s s o  - rg f o r m a d o  p e l o s  f a . t o r e s  c a m u n s .  P a -  

r a  q u e  t o d a s  a s  - n  v a r i ~ y e i s  c o n t r i b u a m  i g u a l m e n t e  p a r a  o  p r o -  

b l e m a  d e  r o t a ç ã o ,  S a u n d e r s  s u g e r i u  q u e  f o s s e m  n o r m a l i z a d a s .  Co - 
mo a  n o r m a  d o  v e t o r  q u e  d e s c r e v e  a  v a r i á v e l  z /  n o  e s p a ç o  d o s  

m f a t o r e s  e :  - 

b a s t a  d i v i d i r  t o d o s  o s  c o e f i c i e n t e s  b d e s s a  v a r i ã v e l  p o r  e s -  
i P 

s e  v a l o r .  S e g u n d o  e s s e  p r o c e d i m e n t o ,  K a i s e r  a p r e s e n t o u  o  c h a m a  - 

d o  m e t o d o  V a r i m a x  n o r m a l  com a  s e g u i n t e  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

1  m n  1  m n  
Max V = - 1 1 ( b i p / h i ) 4  - - 1 1 b:p /h : )2  

n  i = l  p = l  n 2  p = l  i = l  

Chamando  

v  
i p  

= b .  / h i  
? p  

o  c o e f i c i e n t e  n o r m a l i z a d o  d a  i - é s i m a  b a r i ã v e l  p a r a  o  p - é s i m o  

f a t o r ,  p o d e m o s  r e e s c r e v e r  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  V .  

1  m n  1  m 
Max V = - 1 , v ; p  - - 1 ( L ~ 7 ~ ) ~  

n  p = l  i = 1  n 2  p = l  i = l  

P a r a  m a x i m i z a r  V ,  o  p r o c e d i m e n t o  'è a n a l o g o  a  o  

u s a d o  n o  m é t o d o  Q u a r t i m a x .  O p r o b l e m a  s e r ã  r e s o l v i d o  p a r a  c a d a  
# 

p a r  d e  f a t o r e s  - p  e  - q  o b t e n d o  V : 
Pq 



L e v a n d o  em c o n t a  q u e  o s  c o e f i c i e n t e s  v s e r ã o  d e t e r m i n a d o s  por 
i P 

uma r o t a ç ã o  o r t o g o n a l  

t e m o s :  

T = 

D e s s a  f o r m a ,  e s c r e v e m o s  V como f u n ç ã o  d o  â n g u l o  @ n o  p l a n o  
P9 

c o s  @ - s e n  @ 

s e n  I/.J 

A p l i c a n d o  a s  c o n d i ç õ e s  d e  mãximo n a  f u n ç ã o  V 
P9 

c a i r - e m o s  numa e q u a ç ã o  t r i g o n o m é t r i c a  c u j a . s o l u ç ã o  a p r e s e n t a -  

mos a b a i x o :  



onde: 

A s o l u ç ã o  completa  d e s s e  problema pode s e r  v i s t a  em 1171. Aqui 

novamente v a l e  a  u t i l i z a ç ã o  da t a b e l a  3 .7  para  a  de te rminação  

do ângu lo  $*. Assim determinamos a  s o l u ç ã o  para maximizar  V 
p q *  

Como no método Q u a r t i m a x , e s s e  procedimento  é r e p e t i d o  para  ca -  

da par  de f a t o r e s  formando u m  c i c l o ,  e  s e r ã o  f e i t o s  t a n t o s  c i -  

c l o s  quan tos  forem n e c e s s ã r i o s  pa ra  que o ac résc imo  na função  

o b j e t i v o  s e j a  desprezTve1 (menor que uma t o l e r â n c i a  p r e - f i x a -  

d o ) .  

- Exem-plo 3 .3  - 8 4  T e s t e s  ~ s i c o l 6 g i c o s  

Mostraremos para e f e i t o  de comparação dos d o i s  

métodos de r o t a ç ã o ,  a  s o l u ç ã o  para  o problema dos 2 4  , t e s t e s  



p s i c o l Ó g i c o s  a p r e s e n t a d o  na  s e ç ã o  3 . 4 ,  d e p o i s  d e  e f e t u a d a s  r o -  

t a ç g e s  Q u a r t i m a x  e  V a r i m a x .  

T a b e l a  3 . 8  - S o l u ç õ e s  Q u a r t i m a x  e Var imax  . . 

I QUARTIMAX 
V 

VARIMAX 

c o n t i n u a . . ,  



. . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  

I c o n t i n u a ç ã o  

Foram m a n t i d o s  q u a t r o  f a t o r e s  apÕs a  r o t a ç ã o  o r -  

t o g o n a l .  A p l i c a n d o  o s  c i n c o  c r i t g r i o s  d e  e s t r u t u r a  s i m p l e s  

d e  T h u r s t o n e ,  vemos q u e  a  s o l u ç ã o  Var imax  s a t i s f a z  a  t o d o s  

e l e s ,  e  a  Q u a r t i m a x  n ã o  s a t i s f a z  a o  20 c r i t é r i o ,  s e g u n d o  o  

q u a l  e s p e r a - s e  q u e  c a d a  f a t o r  t e n h a  no  mynimo - m c o e f i c i e n t e s  

não  s i g n i f i c a t i v o s ,  o n d e  m e o  número  d e  f a t o r e s  comuns .  C o n s i  - 

d e r a n d o  n ã o  s i g n i f i c a t i v o s  o s  c o e f i c i e n t e s  < 0 , 2 ,  o  p r i m e i r o  

f a t o r  e x t r a i d o  na s o l u C ã o  Q u a r t i m a x , ~ s Ó  a p r e s e n t a  u m  c o e f i c i e n  - 

t e  com e s s a  c a r a c t e r y s t i c a .  O u  s e j a  e s s e  f a t o r  s e  a p r e s e n t a  c o  

mo u m  f a t o r  g e r a l ,  t a l  q u a l  na s o l u ç ã o  i n i c i a l  ( s em r o t a ç ã o ) .  

Comparando e s s a s  d u a s  s o l u ç Õ e s  com a s  a p r e s e n t a d a s  n a s  t a b e l a s  

3 . 3  e  3 . 4  ( s o l u ç ã o  F . P .  e  R e s . M i n . )  v e r e m o s  q u e  a l g u n s  c o e f i -  

c i e n t e s  s ã o  m u i t o  m a i s  a l t o s  n a s  s o l u ç õ e s  com r o t a ç ã o ,  o  q u e  

p e r m i t e  uma m e l h o r  i n t e r p r e t a ç ã o  d o s  f a t o r e s .  Ass im s e n d o :  

F a t o r  1 :  a l t a  c o r r e l a ç ã o  ( r  - > . 5 )  com v a r i á v e i s :  

Var imax  + 5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  9  

Q u a r t i m a x  + 5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  9 ,  2 0 ,  2 2 , , 2 3  



F a t o r  2 :  a l t a  c o r r e l a ç à o  com a s  y a r i á y e i s :  

V a r i m a x :  1 0 ,  1 1 ,  1 2 ,  1 3  

Q u a r t i m a x :  1 0 ,  1 1 , ~  1 z 3  1 3  

F a t o r  3 :  a l t a  c o r r e l a g ã o  com a s  v a r i ~ v e i s :  

Var imax :  1 ,  3 ,  4 ,  2 3  

Q u a r t i m a x :  1  

F a t o r  4 :  a l t a  c o r r e l a ç ã o  com a s  v a r i á v e i s :  

Var imax :  1 4 ,  1 5 ,  1 7 ,  1 8  

Q u a r t i m a x :  1 7 .  

A p a r t i r  d e s s a  a n á l i s e  d a  s o l u ç ã o  c o n c l u ? m o s  q u e  a  s o  - 

l u ç ã o  Var imax  f o r n e c e  g r u p o s  d e  v a r i á v e i s  p a r a  c a d a  f a t o r ,  e n -  

q u a n t o  q u e  a  s o l u ç ã o  Q u a r t i m a x ,  n ã o  f o r n e c e  s e n ã o  um f a t o r  ( o  

f a t o r  2 )  a s s o c i a d o  a  um g r u p o  d e  v a r i á v e i s ,  c o n s i d e r a n d o  q u e  

o  l Q  f a t o r  t em c a r a c t e r ? s t i c a s  g e r a i s ,  e  p o r t a n t o  n ã o  c o r r e s  - 

p o n d e r i a  a  um g r u p o ,  no s e n t i d o  c l a s s i f i c a t ó r i o .  P s S c Õ i o g o s y  

a n a l a s a n d o  a  s o l u c ã o  V a r i m a x ,  d e  a c o r d o  com a  n a t u r e z a  d o s  t e s  - 

t e s  q u e  e s t ã o  a 1 . t a m e n t e  c o r r e l a c i o n a d o s  com o s  f a t o r e s ,  s u g e r i  - 

ram a  s e g u i n t e  i n t e r p r e t a ç ã o :  

F a t o r  1 :  A s s o c i a d o  e x p r e s s ã o  v e r b a l  

F a t o r  2 :  A s s o c i a d o  a  v e l o c i d a d e  d e  r a c i o c q n i o  

F a t o r  3 :  Dedução 

F a t o r  4:  Memória 



Com e s s a  s o l u ç a o  c o n s e g u i m o s  g r u p a r  a s  v a r i á v e i s  

em 4 f a t o r e s  c o m u n s  e t a m b é m  r e d u z i r  o  n ú m e r o  d e  d a d o s ,  uma 

v e z  q u e  m u i t a s  d a s  v a r i á v e i s  i n i c i a i s  n ã o  a p a r e c e m  a l t a m e n t e  

c o r r e l a c i o n a d a s ,  com n e n h u m  d o s  f a t o r e s .  P a r a  e s c o l h e r  q u a i s  

d e s s a s  v a r i á v e i s  podem s e r  e x c l u T d a s  d o  e s t u d o ,  l e v a - s e  em c o n  - 

t a ,  n ã o  a p e n a s  o  v a l o r  a b s o l u t o  d o s  s e u s  c o e f i c i e n t e s  a s s o c i a -  

d o s  a o s  f a t o r e s ,  m a s  t ambém s u a  c o n f i a b i l i d a d e ,  f a c i l i d a d e  d e  

m e d i d a ,  a b r a n g ê n c i a  e t c .  Não e x i s t e  uma r e g r a  p a r a  e x c l u i r  e s -  

s a  ou a q u e l a  v a r i ã v e l ,  e  c a d a  c a s o  d e v e  s e r  e s t u d a d o  s e p a r a d a -  

m e n t e  d e  a c o r d o  com o  o b j e t i v o  f i n a l  d o  e s t u d o .  A.lgumas v e z e s  

a  r e d u ç ã o  d o  p r o b l e m a  n ã o  e t ã o  i m p o r t a n t e ,  p r e f e r i n d o - s e  man- 

t e r  uma d e s c r i ç ã o  m a i s  e x a t a  d o s  d a d o s  i n i c i a i s .  O u t r a s  v e z e s  

o  q u e  s e  q u e r  é uma r e d u ç ã o  d r á s t i c a  n o  n u m e r o  d e  v a r i á v e i s .  

O b v i a m e n t e ,  o  c r i t é r i o  u t i l i z a d o  n a  e l i m i n a ç ã o  d a s  v a r i á v e i s  

s e r á  d i f e r e n t e  n o s  d o i s  c a s o s .  



OUTROS METODOS D E  ANALISE FATORIAL 

O o b j e t i v o  d e s s e  c a p T t u l o  é p r i n c i p a l m e n t e  i n f o r  - 

m a r  a  r e s p e i t o  d e  o u t r o s  m é t o d o s  d e  A n á l i s e  F a t o r i a l  l a r g a m e n -  

t e  u t i l i z a d o s  p e l o s  a n a l i s t a s .  As a p r e s e n t a ç õ e s  s e r ã o  b r e v e s ,  

e  o  l e i t o r  i n t e r e s s a d o  em a l g u m  d e s s e s  m e t o d o s  em p a r t i c u l a r  

d e v e  p r o c u r a r  o  s e u  d e s e n v o l v i m e n t o  c o m p l e t o  n a s  r e f e r ê n c i a s  

c i t a d a s .  A i n d a  n e s s e  c a p l t u l o  a p r e s e n t a r e m o s  d o i s  m é t o d o s  d e  

r o t a ç ã o  q u e  d i f e r e m  d o s  a t é  a q u i  m e n c i o n a d o s ,  p o r  r e l a x a r e m  a  

c o n d i ç ã o  d e  o r t o g o n a l i d a d e  p a r a  o s  f a t o r e s  c o m u n s .  S e r ã o  i n t r o  - 

d u z i d a s  e n t ã o  a s  a l t e r a ç õ e s  n a  s o l u ç ã o  d o  m o d e l o  p a r a  o  c a s o  

o b l i q u o .  

- S e ç ã o  4 . 1  - O u t r o s  M é t o d o s  O r t o g o n a i s  

N e s s a  s e ç ã o  v e r e m o s  t r ê s  m é t o d o s  d e  s o l u ç ã o  o r t o  - 

g o n a l  a  p a r t i r  d o  mesmo m o d e l o  b á s i c o  d e  A n á l i s e  F a t o r i a l  mas  

com e n f o q u e s  d i f e r e n t e s  d o s  a t é  a q u i  a p r e s e n t a d o s .  O p r i m e i r o  
d 

e b a s e a d o  n a  a n á l i s e  d e  c o r r e l a ç ã o  c a n o n i c a ,  e  o s  o u t r o s  d o i s  

u t i l i z a m  o  c o n c e i t o  d e  u n i v e r s o  d e  v a r i á v e i s  q u e  s e r á  a p r e s e n -  

t a d o  n a  o c a s i ã o .  

- A n á l i s e  F a t o r i a l  C a n o n i c a  

A n t e s  d e  a p r e s e n t a r m o s  e s s e  m ê t o d o ,  d a r e m o s  uma 

i d é i a  a  g r o s s o  modo d o  q u e  é uma a n á l i s e  d e  c o r r e l a ç ã o  c a n o n i -  



c a .  E s s a  a n á l i s e  e p a r e c i d a  com a  a n á l i s e  d e  r e g r e s s ã o  m i l t i -  

p l a ,  o n d e  uma v a r i á v e l  é d a d a  em f u n ç ã o  d e  u m  c o n j u n t o  d e  o u -  

t r a s  v a r i á v e i s .  O c o e f i c i e n t e  d e  c o r r e l a ç ã o  m ú l t i p l a  i n d i c a  

q u a n t o  d a  v a r i ã n c i a  d e s s a  v a r i á v e l  é e x p l  i c a d a  p e l o  c o n j u n t o  

d a s  o u t r a s .  Na a n á l i s e  d e  c o r r e l a ç ã o  c a n õ n i c a ,  u m  c o n j u n t o  d e  

v a r i á v e i s  é d a d o  em f u n ç ã o  d e  um o u t r o  c o n j u n t o .  A c o r r e l a ç ã o  

c a n o n i c a  mede o  q u a n t o  d a  v a r i â n c i a  d e  um c o n j u n t o  é e x p l i c a d o  

p e l a  v a r i â n c i a  d o  o u t r o .  

Na A n á l i s e  F a t o r i a l  C a n Õ n i c a ,  o  m o d e l o  u t i l i z a d o  

e  o  mesmo d a  A n á l i s e  d o s  F a t o r e s  P r i n c i p a i s ,  mas a o  i n v é s  d e  

p r o c u r a r  o s  f a t o r e s  q u e  maximizam a  v a r i â n c i a  d a s  v a r i á v e i s ,  

a q u i  p r o c u r a m o s  f a t o r e s  q u e  podem s e r  m e l h o r  p r e v i s t o s  a  p a r -  

t i r  d o s  d a d o s .  E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  p r o c u r a - s e  e s t i m a r  o s  f a t o -  

r e s  comuns d e  t a l  f o r m a  q u e  o  p r i m e i r o  f a t o r  t e n h a  máxima c o r -  

r e l a ç ã o  com o s  d a d o s .  O s e g u n d o  t e r á  máxima c o r r e l a ç ã o  com o s  

d a d o s  mas s e r á  o r t o g o n a l  a o  p r i m e i r o .  E a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e .  

A s o l u ç ã o  d e s s e  p r o b l e m a  é o b t i d a  a t r a v e s  da  a n ã l i s e  d e  c o r r e -  

l a ç ã o  c a n o n i c a  d a s  v a r i á v e i s  h i p o t é t i c a s  f ( p  = 1 ,  2 ,  ..., m )  
P  

e  a s  v a r i á v e i s  m e d i d a s  z i  ( i  = 1 ,  2 ,  ...., n ) ,  Tomando a  ma- 

t r i z  f o r m a d a  p e l a  m a t r i z  d o s  d a d o s  o b s e r v a d o s  Z ( n x N )  e  a  ma- 

t r i z  d o s  f a t o r e s  comuns F (mxN) ,  t e m o s :  

A m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  t o t a l  s e r á :  



Supondo os f a t o r e s  o r t o g o n a i s ,  temos: 

Então: 

Resolvendo-se  e s s e  problema a t r a v é s  da a n á l i s e  de c o r r e l a ç ã o  

canon ica  chega - se  a  s e g u i n t e  equação pa ra  o  quadrado d a s  c o r r e  - 
l a ç õ e s  c a n õ n i c a s  ( v )  

O u ,  usando a  v a r i â n c i a  e s p e c T f i c a  das  v a r i a v e i s :  



O desenvolv imento  comple to  d e s s e  problema pode s e r  v i s t o  em 

- A n á l i s e  Alfa  

Quando nos r e f e r i m o s  a  e s t u d o s  e s t a t y s t i c o s ,  ge- 

r a l m e n t e  os  e lementos  da amos t ra  s ã o  p e s s o a s ,  e n t i d a d e s ,  r e -  

g i õ e s ,  s o b r e  a s  q u a i s  fazemos medidas.  Nesse c a s o  a  g e n e r a l i z a .  - 

ção dos r e s u l t a d o s  da amos t ra  s o b r e  os o u t r o s  e l emen tos  da po- 
d 

p u l a ç ã o ,  e o  que chamamos i n f e r ê n c i a  e s t a t 7 s t i c a .  A q u i  veremos 

uma s i t u a ç ã o  i n v e r s a ,  onde os  e l emen tos  s o b r e  os q u a i s  fazemos 

a s  medidas formam uma popu lação ,  mas a s  - n medidas s ã o  uma amos - 

t r a  de um u n i v e r s o  de v a r i á v e i s .  Agora,  a s  g e n e r a l i z a ç õ e s  f e i -  

t a s  s o b r e  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  para e s s a  amost ra  s ã o  r e f e r e n -  

t e s  a  i n f e r ê n c i a s  na á r e a  d a s  v a r i á v e i s .  Para d i f e r e n c i a r  do 

caso  acima d e s c r i t o ,  a  e s s a  g e n e r a l i z a ç ã o  chamou-se i n f e r ê n c i a  

p s i c o m ~ t r i c a ,  j á  que g rande  p a r t e  do t r a b a l h o  f e i t o  envolvendo 

o  c o n c e i t o  de u n i v e r s o  de v a r i ã v e i s  é no campo da p s i c o l o g i a .  

E m  1965,  K a i s e r  e  C a f f r e y  1191, desenvolveram u m  

método chamado A n á l i s e  A l f a ,  para  s o l u ç ã o  do modelo de  A . F . ,  

usando e s s e  c o n c e i t o  de  i n f e r ê n c i a  p s i c o m é t r i c a ,  no qua l  o  

p r i n c T p i o  b á s i c o  é d e t e r m i n a r  os f a t o r e s  comuns da amos t ra  de 

n v a r i ã v e i s  de  t a l  forma que tenham máxima c o r r e l a ç ã o  com .;os - 

f a t o r e s  comuns c o r r e s p o n d e n t e s  no u n i v e r s o  de v a r i á v e i s .  O 

quadrado d e s s a  c o r r e l a ç ã o  chamado c o e f i c i e n t e  de  g e n e r a l i z a -  

ção ou c o e f i c i e n t e  a.  Assim, a  de te rminação  d e s s e s  f a t o r e s ,  i m  - 



p l i c a  na maximização d e s s e  c o e f i c i e n t e .  

0s f a t o r e s  comuns' são  d e s c r i  t o s  como combina- 

ções  l i n e a r e s  das  par te . s  comuns das  v a r i á v e i s :  

De acordo  com Kaiser  e  C a f f r e y ,  o  c o e f i c i e n t e  de g e n e r a l i z a ç ã o  

w t  H 2 w  3 onde: 
n=l  w t ( ~ - ~ 2 ) w  

H 2  é a  m a t r i z  d i agona l  ( n x n )  formada p e l a s  comunal idade h f 
( i  = 1 ,  2 ,  ..., n ) .  

D 2  é a  m a t r i z  d i agona l  ( n x n )  formada p e l a  p a r t e  e s p e c i f i c a  das  

v a r i à n c i a s  d a s  v a r i á v e i s  d; ( i  = 1 ,  2 ,  . . . , n ) .  O problema de 

maximizar a passa  e n t ã o  a  s e r :  

Determinar  w t a l  que: 

w t  H 2  W min 
w ( R  - D 2 ) w  

A s o l u ç ã o  comple ta  e  uma d i s c u s s ã o  s o b r e  o  nÜme- 

r o  de f a t o r e s  para  e s s e  problema e s t á  em 1191.  



- A n a l i s e  F a t o r i a l  da Imagem 

Nesse método c o n s i d e r a - s e  a i n d a  o  c o n c e i t o  de 

u n i v e r s o  de v a r i á v e i s  i n t r o d u z i d o  na d e s c r i ç ã o  do método de  

A n á l i s e  A l f a .  Guttman em 1953 171  desenvolveu  e s s e  método t e n -  

do em v i s t a  o  problema da e s t i m a t i v a  das  comunal idades .  Na 

A n a l i s e  da Imagem a  p a r t e  comum de  uma v a r i á v e l  é chamada ima- 

gem da v a r i ã v e l  e  é d e f i n i d a  como a  e s t i m a t i v a  da r e g r e s s ã o  

m ú l t i p l a  s o b r e  t o d a s  a s  n-1 v a r i á v e i s  r e s t a n t e s .  Como vimos na 

s e c ã o  3 . 3 ,  a t r a v é s  da r e g r e s s ã o  m ú l t i p l a  p r o c u r a - s e  e s c r e v e r  

uma v a r i á v e l  ( z i )  em função  de u m  c o n j u n t o  ( z k ,  k = 1 , 2 , .  .. , n ,  

k # i ) .  Segundo o  método da Imagem, a  e s t i m a t i v a  que s e  obtém 

nessa  r e g r e s s ã o  m ú l t i p l a  6 a  p a r t e  comum da v a r i á v e l  z i .  As- 

s im,  sendo B i k  os c o e f i c i e n t e s  dessa  r e g r e s s ã o  temos: 

d 

onde i i  e  a  e s t i m a t i v a  da p a r t e  comum da v a r i á v e l  z i .  

A v a r i á v e l  obse rvada  pode s e r  e s c r i t a  da s e g u i n -  

t e  forma: 

A 

z i  " * z i  + e i  onde 

e i  = res?duo da r e g r e s s ã o  m ú l t i p l a  = p a r t e  e s p e c 7 f i c a  + e r r o ,  

também chamada anti-imagem da v a r i á v e l  z i .  
* L a  

A m$triz a  s e r  a n a l i s a d a  6 a  m a t r i z  de c o v a r i ã n -  

c i a  e s t imada  o u  mii$riz de  c o v a r i â n c i a  da imagem. 



c u j a  d i a g o n a l  c o n t é m  o  q u a d r a d o  d a  c o r r e l a ç ã o  m ú l t i p l a ( ~ . ~ . C . )  

d e  c a d a  v a r i á v e l  com a s  n - 1  r e s t a n t e s .  A r e l a ç ã d  e n t r e  a  ma- 

, t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  d a  i m a g e m  G e a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  d a s  

v a r i ã v e i s  R f o i  e s t a b e l e c i d a  p o r  G u t t m a n :  

R = G - r + 2 S 2  

o n d e  I' é a  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  d o s  r e s T d u o s  o u  d a s  a n t i - i m a -  
d 

g e n s ,  e S 2  e a  m a t r i z  d i a g o n a l  d a s  v a r i â n c i a s  d o s  r e s T d u o s  ou  

d a s  a n t i - i m a g e n s .  

F o i  d e m o n s t r a d o  n o  d e s e n v o l v i m e n t o  d e s s e  m é t o d o ,  

q u e  a  v e r d a d e i r a  c o m u n a l i d a d e  d e  uma v a r i ã v e l  s e r á  o  q u a d r a d o  

d a  c o r r e l a ç ã o  m ú l t i p l a  ( S . M . C . )  d e s t a  com t o d a s  a s  d e m a i s  n o  

u n i v e r s o  d e  v a r i ã v e i s .  S e  o  c o n j u n t o  d a s  - n  v a r i i ã v e i s  r e p r e s e n -  

t a  s a t i s f a t o r i a m e n t e  e s s e  u n i v e r s o ,  e s s e s  s e r ã o  o s  v a l o r e s  d a s  

c o m u n a l i d a d e s .  O m é t o d o  A . I .  u s a  e s s e s  v a l o r e s  f i x o s  p a r a  a s  

c o m u n a l i d a d e s .  No e n t a n t o  q u a l q u e r  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  R ser; 

s e m p r e  s i m é t r i c a  semi d e f i n i d a  p o s i t i v a .  Ao i n s e r i r m o s  o s  v a l o  - 

r e s  d a s  S.M.C. n a  s u a  d i a g o n a l ,  p o d e - s e  o b t e r  uma m a t r i z  q u e  

n ã o  t e n h a  e s s a s  c a r a c t e r ~ s t i c a s .  ~ a ? ,  o  q u e  a  A . I .  f a z  é f i x a r  

o s  v a l o r e s  n a  d i a g o n a l  d e  R como s e n d o  a s  S.M.C. d a s  v a r i á -  

v e i s ,  e a j u s t a r  o s  e l e m e n t o s  f o r a  d a  d i a g o n a l ,  d e  t a l  m a n e i r a  

q u e  a  m a t r i z  p e r m a n e ç a  s i m é t r i c a  semi d e f i n i d a  p o s i t i v a .  E n t ã o  

a o  c o n t r á r i o  d a  A .F .  t r a d i c i o n a l ,  n a  A . I .  a  d i a g o n a l  d a  m a t r i z  

d e  c o r r e l a ç ã o  5 f i x a  ( S . M . C . ) ,  e n q u a n t o  q u e  o s  v a l o r e s  f o r a  d a  

d i a g o n a l  s ã o  a l t e r a d o s .  



4 . 2  - R O T A C Ã O  O E L T O U A  

 te a q u i  a p r e s e n t a m o s  m é t o d o s  d e  s o l u ç ã o  e  r o t a -  

ç ã o  n o s  q u a i s  o s  f a t o r e s  comuns e ram o b r i g a t o r i a m e n t e  o r t o g o -  

n a i s .  Do p o n t o  d e  v i s t a  m a t e m á t i c o  é s e m p r e  m u i t o  m e l h o r  l i d a r  

com uma s o l u ç ã o  q u e  e n v o l v a  f a t o r e s  o r t o g o n a i s ,  o  q u e  g a r a n t e  

r e s u l t a d o s  m a i s  s i m p l e s  e  f a c i l i d a d e s  d e  m a n i p u l a ç ã o  e  a n ã l i -  

s e s  p o s t e r i o r e s .  Mas na v e r d a d e ,  s u p o r  a  o r t o g o n a l i d a d e  d o s  f a  - 

t o r e s  comuns é s u p o r  q u e  e l e s  s ã o  n ã o  c o r r e l a c i o n a d o s ,  ou s e -  

j a ,  e s t a t i s t i c a m e n t e  i n d e p e n d e n t e s .  E o b v i a m e n t e  i s s o  nem sem- 

p r e  o c o r r e .  

O b t e n d o - s e  uma s o l u ç ã o  o b l f q u a ,  o s  g r u p o s  d e  v a -  

r i á v e i s  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  f a t o r e s  comuns f i c a m  m e l h o r  d e f i n i  - 

d o s ,  e  como podemos c a l c u l a r  a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  o s  f a t o r e s ,  

t e r e m o s  a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  o s  d i v e r s o s  g r u p o s  d e  v a r i á v e i s .  

Caso  e s s e s  g r u p o s  não  s e  c o r r e l a c i o n e m ,  c a i r e m o s  numa s o l u ç ã o  

o r t o g o n a l ,  q u e  p o d e  s e r  e n t e n d i d a  como u m  c a s o  p a r t i c u l a r  d a  

s o l u ç ã o  o b l f q u a .  A F i g u r a  ( 4 . 1 )  m o s t r a  u m  c a s o  em q u e  o s  g r u -  

p o s  d e  v a r i á v e i s  s ã o  c o r r e l a c i o n a d o s .  Os f a t o r e s  q u e  mel h o r  

r e p r e s e n t a m  o s  g r u p o s  f o r m a d o s  s ã o  o s  o b t i d o s  p e l a  r o t . a ç ã o  

o b l  Fqua .  



F i g u n a  . 4 . 1  - D o i s  g r u p o s  d e  v a r i á v e i s  c o r r e l a c i o n a d a s  

F1 x F2 + S o l u ç á o  i n i c i a l  

Fi x F i  + S o l u ç ã o  com r o t a ç ã o  o r t o g o n a l  

TI  x T 2  - S o l u ç ã o  com r o t a ç ã o  o b l i q u a  

- 
A d e s v a n t a g e m  q u e  a  s o l u ç Z o  o b l l q u a  a p r e s e n t a ,  e  

em r e l a c ã o  a  i n t e r p r e t a ç ã o ,  q u e  como v e r e m o s  m a i s  t a r d e ,  c o n -  

s i s t e  da  a n a l i s e  d e  d u a s  m a t r i z e s  ( p a d r ã o  e  e s t r u t u r a )  c o n t r a  

uma ( p a d r ã o )  no c a s o  o r t o g o n a l .  

C o n s i d e r a n d o  o  c a s o  g e r a l  d a  s o l u ç ã o  o b l T q u a ,  r e  - 

f a r e m o s  a l g u n s  c ~ l c u l o s  a p r e s e n t a d o s  no  ~ a p T t u l o  2 ,  o n d e  p a r -  



t y a m o s  d a  h i p õ t e s e  da  o r t o Q o n a l i d a d e  d o s  f a t o r e s .  Como f o i  

v i s t o  e n t ã o ,  a  p a r t e  comum d o  m o d e l o ,  s e g u n d o  a  n o t a ç ã o  m a t r i -  

c i a l  i n t r o d u z i d a  na s e ç ã o  2 .5  t em a  s e g u i n t e  f o r m a :  

P a r a  c a l c u l a r  a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i ã v e i s ,  u s a n d o  a  d e f i  - 

n i ç ã o  d e  c o e f i c i e n t e  d e  c o r r e l a c ã o :  

Usando a  n o t a ç ã o  m a t r i c i a l  t e m o s :  

P a r a  o b t e r m o s  a s  c o r r e l a ç õ e s  r e p r o d u z i d a s ,  s u b s t i t u i m o s  a s  v a -  

r i á v e i s  o b s e r v a d a s  p e l o s  s e u s  v a l o r e s  o b t i d o s  p e l o  m o d e l o ,  Co- 

mo s ó  e s t a m o s  l e v a n d o  em c o n t a  a  p a r t e  comum do  m o d e l o ,  o b t e r e  - 
mos a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  r e d u z i d a ,  ou s e j a :  

D e s i g n a n d o  p o r  @I a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  o s  f a t o r e s ,  i s t o  



Podemos e s c r e v e r :  

Observamos a g o r a ,  que no c a s o  dos f a t o r e s  serem o r t o g o n a i s ,  a  

m a t r i z  $ = I e  caimos no r e s u l t a d o  o b t i d o  no c a p i t u l o  2 :  

Outra  informação i m p o r t a n t e  é a  r e s p e i t o  da c o r -  

r e l a ç ã o  e n t r e  cada v a r i á v e l  z ;  e  cada f a t o r  f  que P ' i n d i c a  

quanto  cada v a r i á v e l  é r e l e v a n t e  para  a  de te rminação  de cada 

f a t o r  comum. Ainda pe la  d e f i n i ç ã o  de c o e f i c i e n t e  .de  c o r r e l a -  

ção podemos e s c r e v e r :  

Essas  c o r r e l a ç o e s  fornecem o  que chamamos de e s t r u t u r a  dos f a -  

t o r e s ,  e  a  m a t r i z  de  c o r r e l a ç õ e s  a s s im formada z a m a t r i z  e s -  

t r u t u r a .  

Chamando r; . f  = s  e  tomando a  p a r t e  comum da v a r i á v e l ,  t e -  
' P i  P 

mos: 



Mais  uma v e z  l embramos  q u e  no  c a s o  o r t o g o n a l  t e m o s  4 = I ,  o  

q u e  i m p l i c a  em S = A .  O u  s e j a ,  q u a n d o  o s  f a t o r e s  comuns  não  

s ã o  c o r r e l a c i o n a d o s ,  a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  z  i 
( i  = 1 ,  2 ,  ..., n )  e  o s  f a t o r e s  f [ p  = 1 ,  2 ,  ..., m )  s ã o  o s  

P 
p r ó p r i o s  c o e f i c i e n t e s  d a  m a t r i z  p a d r ã o  f a t o r i a l .  P o r  i s s o  na 

s o l u ç ã o  o r t o g o n a l  a  m a t r i z  p a d r ã o  n o s  f o r n e c e  t o d a  a  i n f o r m a -  

ç ã o  n e c e s s á r i a .  J Z  na  s o l u ç ã o  o b l T q u a  o  p a d r ã o  f o r n e c e r á  O S  

c o e f i c i e n t e s  d o s  f a t o r e s  na  d e s c r i ç ã o  d a s  v a r i á v e i s ,  q u e  s ã o  

a s  c o o r d e n a d a s  d e s s a s  v a r i á v e i s  no s i s t e m a  d e  e i x o s  f o r m a d o  pe - 

1 0 s  f a t o r e s  comuns .  E n q u a n t o  q u e  a  m a t r i z  e s t r u t u r a  f o r n e c e r á  

a s  c o r r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  e  o s  f a t o r e s .  

A p r e s e n t a r e m o s  a g o r a  m é t o d o s  a t r a v é s  d o s  q u a i s  a  

p a r t i r  d e  uma s o l u ç ã o  o r t o g o n a l  i n i c i a l ,  o b t e m o s  uma s o l u ç ã o  

o b l l q u a .  A t r a n s f o r m a ç ã o  e n v o l v i d a  6 t a l  q u e  a p l i c a d a  a o  pa-  

d r ã o  f a t o r i a l  o r t o g o n a l  o b t e n h o  a  e s t r u t u r a  o b l 7 q u a  d a  nova  s o  - 

l u ç ã o .  I s t o  é :  

S = AT, o n d e :  

A + p a d r ã o  o r t o g o n a l  

T + t r a n s f o r m a ç ã o  o b l r q u a  

S + e s t r u t u r a  d a  nova  s o l u ç ã o  q u e  f o r n e c e  a  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  

o s  n o v o s  f a t o r e s  t l ,  t 2 ,  ..., tm  o b l y q u o s  e  a s  v a r i á v e i s  



Mas como a c a b a m o s  d e  v e r ,  uma s o l u ç ã o  o b l i q u a  

c o m p l e t a  c o n t z m  a l é m  d a  e s t r u t u r a ,  u m  p a d r ã o  f a t o r i a l  q u e  f o r -  

n e c e  a  d e s c r i ç ã o  l i n e a r  d a s  v a r i á v e i s  s e g u n d o  o  novo  r e f e r e n -  

c i a l  f o r m a d o  p e l o s  f a t o r e s  o b l 7 q u o s .  E n q u a n t o  A e r a  o  p a d r ã o  

o r t o g o n a l ,  P a g o r a  é o  novo p a d r ã o  o b l y q u o .  Usando  a  r e l a ç ã o  

e n t r e  p a d r ã o  e  e s t r u t u r a  f a t o r i a l ,  t e m o s :  

d 

o n d e  @ e  a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  o s  f a t o r e s  comuns o b l ?  - 

q u o s ,  e  d e s s a  f o r m a  c o m p l e t a m o s  a s  i n f o r m a ç õ e s  n e c e s s ã r i a s .  Os 

d o i s  m é t o d o s  a p r e s e n t a d o s  a  s e g u i r ,  t em como o b j e t i v o  o b t e r  a  

e s t r u t u r a  f a t o r i a l  d a  s o l u ç ã o  o b l F q u a .  

- Método O b l i m a x  

E s s e  mé todo  d e s e n v o l v i d o  no  t r a b a l h o  d e  P i n z k a  e  

S a u n d e r s  1261 ,  c o n s i d e r a  a  t r a n s f o r m a ç ã o  S = AT na  q u a l ,  s e -  

g u i n d o  o s  c r i t é r i o s  d e  e s t r u t u r a  s i m p l e s  d e  T h u r s t o n e ,  o s  c o e -  

f i c i e n t e s  s  d a  m a t r i z  S devem s a t i s f a z e r  a  s e g u i n t e  c o n d i -  
i P 

ç ã o  : 

Podemos o b s e r v a r  q u e  e s s a  f u n ç ã o  K ,  s e  c o n s i d e -  
m m 

r á s s e m o s  o  c a s o  d e  f a t o r e s  o r t o g o n a i s  o n d e  1 s ?  = a 2 - - 
p=l  l p  p=l  i p  

c o n s t a n t e ,  s e  r e d u z i r i a  a :  



e  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  s e r i a  e q u i v a l e n t e  a  a p r e s e n t a d a  n o  m é t o d o  

Q u a r t i m a x .  P o r  i s s o  p o d e - s e  d i z e r  q u e  o  m é t o d o  O b l i m a x  é a  

a d a p t a ç ã o ,  p a r a  o  c a s o  o b l i q u o ,  d o  Q u a r t i m a x .  A s o l u ç ã o  c o m p l e  - 

t a  d e s s e  m é t o d o  e s t á  em 1 2 6 1 .  

- M é t o d o s  O b l i m i n  

C i t a r e m o s  a g o r a  uma c l a s s e  d e  m é t o d o s  d e  r o t a ç ã o  

o b l y q u a  q u e  e n v o l v e m  a  m i n i m i z a ç ã o  d e  u m  c e r t o  c r i t é r i o .  E s s a  

c l a s s e  d e  m é t o d o s  6 c h a m a d a  O b l i m i n .  A t r a n s f o r m a ç ã o  e n v o l v i d a  

a i n d a  é do  mesmo t i p o  i s t o  é, S = AT o n d e  S é a  n o v a  e s t r u t u r a  

f a t o r i a l  o b l y q u a  e A o  p a d r ã o  f a t o r i a l  d a  s o l u ç ã o  o r t o g o n a l  

i n 7 c i a l .  A f o r m a  g e r a l  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  o s  m é t o d o s  O b l i  - 

m i m ,  s e g u n d o  C a r r o 1  121 é:  

o n d e  o  v a l o r  d e  y v a r i a  p a r a  c a d a  m é t o d o  d e s e j a d o ,  , ; s a b e n d o - s e  

q u e :  

y = 1  -+ m e t o d o  C o v a r i m i n  - m e n o s  o b l f q u o  

y = 0 . 5  -+ m é t o d o  B i q u a r t i m i n  - m e d i a n a m e n t e  o b l T q u o  

y = O -+ m e t o d o  Q u a r t i m i n  - m a i s  o b l f q u o .  



Q u a l q u e r  o u t r o  v a l o r  d e  y e n t r e  O e 1  p o d e  s e r  

u t i l i z a d o  n o  c r i t z r i o  g e r a l  d o s  m é t o d o s  O b l i m i n .  Esse v a l o r  

d e v e r á  s e r  e s c o l h i d o  d e  a c o r d o  com o  p r o b l e m a ,  q u e  a p r e s e n t a r 2 . 1  

g r u p o s  d e  v a r i á v e i s  m a i s  o u  m e n o s  c o r r e l a c i o n a d o s ,  e a  s o l u ç ã o  

d e s e j a d a  d e v e r ;  s e r  m a i s  o u  m e n o s  o b l i q u a .  



CONSIDERAÇÕES FINAIS 

A'o t e r m i n a r  e s s e  C a p i t u l o  4 onde foram f o c a l i z a -  

dos  métodos mui to  d i f e r e n t e s  d a q u e l e s  a n t e r i o r m e n t e  a p r e s e n t a -  

d o s ,  com m u i t o s  c o n c e i t o s  novos ,  tudo  i s s o  mui to  r a p i d a m e n t e ,  

apenas  com o  o b j e t i v o  de  i n f o r m a r  melhor  o  l e i t o r ,  achamos con - 

v e n i e n t e ,  pa ra  f e c h a r  o  t r a b a l h o ,  v o l t a r  a  d i s c u t i r  a l g u n s  pon - 

t o s  s o b r e  o  modelo g e r a l  de  Anál i s e  F a t o r i a l .  

1 - A A .  F .  pode s e r  v i s t a  como uma t é c n i c a  ex-  
d 

p l o r a t õ r i a  dos dados  o b s e r v a d o s ,  sendo a s s i m ,  e  o  p r i m e i r a  pas - 

so  numa s e q u ê n c i a  d e  i n v e s t i g a ç õ e s  a  r e s p e i t o  das  r e l a ç õ e s  en- 

t r e  v a r i á v e i s .  

2 - A h i p ó t e s e  fundamenta l  do modelo 5 que o s  da - 

dos i n i c i a i s  ap resen tam u m  c e r t o  número d e  f a t o r e s  comuns. Ca- 

so  e s s a  h i p ó t e s e  não s e j a  v e r d a d e i r a ,  a  a n ã l i s e  pe rde  sua v a l i  - 

dade .  Então caso  s e  e n c o n t r e  uma s o l u ç ã o  não i n t e r p r e t ã v e l ,  p g  

d e  e s t a r  ocor rendo  a l g u n s  d e s s e s  d i f e r e n t e s  problemas:  o  nÜme- 

r o  de  f a t o r e s  não e s t á  c o r r e t o ,  a  r o t a ç ã o  e f e t u a d a  não f o i  

c o n v e n i e n t e ,  a  h i p õ t e s e  de que e x i s t e m  f a t o r e s  comuns é f a l h a ,  

ou a i n d a ,  a s  r e l a ç õ e s  e n t r e  v a r i á v e i s  e  f a t o r e s ,  não são  l i n e a  - 

r e s .  Todos e s s e s  problemas devem s e r  lembrados ao s e  f a z e r  uma 

Anã1 i s e  F a t o r i a l  . 
3 - E m  r e l a ç ã o  a  d i f i c u l d a d e  de  e s t i m a r  o  numero 

de  f a t o r e s  comuns r e s s a l t a m o s  mais uma vez que para  a s  a p l i c a -  

ç õ e s  dos  t e s t e s  e s t a t i s t i c o s  que v e r i f i c a m  a  v a l i d a d e  de  uma 

s o l u ç ã o  com u m  de te rminado  número de f a t o r e s ,  p a r t e - s e  da h i p Õ  - 

t e s e  da m u l t i n o r m a l i d a d e  d a s  v a r i á v e i s  o b s e r v a d a s .  Nos métodos 



em q u e  e s s a  h i p ó t e s e  n ã o  é n e c e s s á r i a ,  c a i m o s  n o  p r o b l e m a  d a  

e s t i m a t i v a  d a s  c o m u n a l i d a d e s  ( c o m o  n o  m é t o d o  d o s  F a t o r e s  P r i n -  

c i p a i s ) .  

4 - Uma v e z  o b t i d a  a  s o l u ç ã o  i n i c i a l ,  n o s  d e p a r a  - 

mos com a  i n d e t e r m i n a ç ã o  d o  m o d e l o .  E s s a  i n d e t e r m i n a ç ã o  como 

v i m o s ,  e q u e  n o s  p o s s i b i l i t a  e f e t u a r m o s  a s  r o t a ç õ e s  n e c e s s ã -  

r i a s  p a r a  m e l h o r  i n t e r p r e t a ç ã o  d o s  f a t o r e s .  Mas como e s s a  r o t a  - 

ç ã o  é a r b i t r ã r i a  ( e x i s t e m  v á r i o s  m é t o d o s  o r t o g o n a i s  e o b l y -  

q u o s ) ,  p o d e - s e  c h e g a r  a  s o l u ç õ e s  d i f e r e n t e s  a  p a r t i r  d o s  mes- 

mos  d a d o s .  P o r t a n t o  a  e s c o l h a  d a  s o l u ç ã o  f i n a l  é d a  m a i o r  im- 

p o r t â n c i a  e d e p e n d e  f u n d a m e n t a l m e n t e  d a  e x p e r i ê n c i a  d o  a n a l i s -  

t a  e d o  s e u  c o n h e c i m e n t o  em r e l a ç ã o  a o  p r o b l e m a  a n a l i s a d o .  

Con e s s e  t r a b a l h o  o  q u e  p r o c u r a m o s  f o i  a n t e s  d e  

t u d o  m o s t r a r  como f u n c i o n a  a  A . F . ,  a l e r t a n d o  c o n t r a  o  u s o  m e c â  - 

n i c o  d a s  t é c n i c a s ,  uma v e z  q u e  t e n d o - s e  a c e s s o  a o s  p a c o t e s  d e  

e s t a t y s t i c a ,  c o n s e g u i m o s  o  r e s u l t a d o  d e  uma A . F .  sem nem a  o  

m e n o s  t e r m o s  c o n h e c i m e n t o  d o  m o d e l o  e s u a s  h i p ó t e s e s  i n i c i a i s ,  

n ã o  p e r c e b e n d o  a  f r a g i l i d a d e  d e s s a  t é c n i c a  e c h e g a n d o  a c o n c l u  - 

sões  c o n f i r m a t õ r i a s  em r e l a ç ã o  a o s  d a d o s  q u e  a  A . F .  p o r  s i  n ã o  

p o d e  g a r a n t i r .  



MULTIPLICADORES D E  L A G R A N G E  120 1 

Os m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange usados pa ra  s e  

e n c o n t r a r  u m  ponto extremo (mTnimo ou máximo) de uma função  

r e a l  f ( x )  s u j e i t a  a  uma ou mais r e s t r i ç õ e s  do t i p o  h ( x )  = O , 

aparecem quando p r o c u r a - s e  e s t a b e l e c e r  cond ições  n e c e s s á r i a s  

para que um de te rminado  p o n t o  x*, obedecendo a t o d o s  o s  vrncu-  

1 0 s  impos tos ,  s e j a  s o l u ç ã o  Õtima d o  problema. Faremos agora  

u m  resumo do e s t u d o  d e s s a s  cond ições  n e c e s s ã r i a s .  

S e j a  o  s e g u i n t e  problema de o t i m i z a ç ã o  com vincu - 

1 0 s  de i g u a l d a d e .  

min f ( x )  

h l  ( x )  = O 

Onde: 



O c o n j u n t o  de v i n c u l o s  h i  ( x )  = O pa ra  i = 

1 ,  2 ,  . . . , m d e f i n e  uma supe r f? ' c i e  S ,  s u b - c o n j u n t o  de fIn. Es- 

s a  s u p e r f y c i e  é a  r e g i ã o  v i á v e l  do problema,  i s t o  é, a  s o l u ç ã o  

do problema tem que p e r t e n c e r  a  S .  Vamos supor  que t o d o s  O S  

v i n c u l o s  h i ( x )  s zo  d e r i v ã v e i s .  Para determinarmos a s  c o n d i ç ó e s  

n e c e s s ã r i a s  para  que u m  p o n t o  x* s e j a  s o l u ç ã o  do problema,  pre 

cisamos i n t r o d u z i r  d o i s  c o n c e i t o s  fundamenta i s .  

- ~ e f i n i ç ã o :  Ponto Regu la r  - u m  ponto x  p e r t e n c e n t e  a  S 5 regu - 

l a r  s e  os  g r a d i e n t e s  V h l  ( x ) ,  V h 2 ( x ) ,  ..., V h m ( x )  s ã o  l i n e a r  - 

mente i n d e p e n d e n t e s .  

- D e f i n i ç ã o :  Plano Tangente  - s e j a  a s u p e r f i c i e  S d e f i n i d a  por 

h i ( x )  = O para  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  m .  Uma curva nessa  s u p e r f i c i e  

5 um c o n j u n t o  de  pontos  x ( t )  E S con t inuamente  p a r a m e t r i z a -  

das  por t E I a ,  b l .  A curva  x ( t )  passa  por u m  ponto x* s e  

x* = x ( t * )  onde t* E I a ,  b l .  Uma curva  x ( t )  e d i f e r e n c i ã v e l  

s e  e x i s t e  d x ( t ) / d t  v t E I a ,  b ( .  Consideremos t o d a s  a s  c u r -  

vas  d i f e r e n c i á v e i s  de S passando por u m  ponto x*. Um p lano  

t a n g e n t e  a  s u p e r f T c i e  S no ponto x*, é d e f i n i d o  como a c o l e  - 

ção das  d e r i v a d a s  de t o d a s  e s s s a s  c u r v a s ,  no ponto x*. 

U t i l i z a n d o  e s s e s  d o i s  c o n c e i t o s  chegamos ao s e -  

g u i n t e  teorema:  

E m  u m  ponto r e g u l a r  x* da s u p e r f 7 c i e  S d e f i n i d a  

p o r  h i ( x )  = O ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . , m ,  o  p l ano  t a n g e n t e  e :  

M = { y l <  v h i ( x * ) ,  y  > = 01 Vi.  



A p a r t i r  d e s s e  r e s u l t a d o ,  p o d e m o s  e s t a b e l e c e r  a  

c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  q u e  um p o n t o  x* s e j a  s o l u ç ã o  ó t i m a  d o  

p r o b l e m a  i n i c i a l m e n t e  p r o p o s t o :  

Lema:  S e j a  x*  u m  p o n t o  r e g u l a r  d e  S  d e f i n i d a  p o r  h i  ( x )  = O i = 

1 ,  2 ,  ..., m e p o n t o  e x t r e m o  l o c a l  d e  f s u j e i t o  a  h i ( x )  = O 

i = 1 ,  2 ,  ... , m .  E n t ã o  t o d o  y E s a t i s f a z e n d o  

< v h i  ( x * ) .  y > = O Vi 

d e v e  t a m b é m  s a t i s f a z e r  

I s t o  é, como o  c o n j u n t o  d o s  p o n t o s  q u e  s a t i s f a -  

z e m  ( 1 )  d e f i n e  o  p l a n o  t a n g e n t e  p a s s a n d o  p o r  x*,  o  l e m a  a c i m a  

a f i r m a  q u e  ~ f ( x * )  6 o r t o g o n a l  a  e s s e  p l a n o .  I s s o  i m p l i c a  q u e  

v f ( x * )  é uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d o s  g r a d i e n t e s  d e  h i  1 = 

1 ,  2 ,  ..., m em x * ,  o q u e  c o n d u z  a  i n t r o d u ç ã o  d o s  m u l t i p l i c a d o  - 

r e s  d e  L a g r a n g e  ( A i ) .  

\ 
T e o r e m a :  S e j a  x* um p o n t o  e x t r e m o  d e  f s u j e i t o  a  r e s t r i ç ã o  

- 
h i ( x )  = O i = 1 ,  2 ,  . . . ,  m e x* e um p o n t o  r e g u l a r  d e  S .  E n t ã o  

e x i s t e m  A i  i = 1 ,  2 ,  . ..., m nem t o d o s  n u l o s ,  t a i s  q u e :  

S e  i n t r o d u z i r m o s  a  f u n ç ã o  L a g r a n g e a n a  



obtemos um problema de  o t i m i z a ç ã o  sem vFncuios onde a  função  

a  s e r  minimizada não é mais f ( x )  mas L ( x ,  h ) .  

A cond ição  n e c e s s á r i a  para s e  o b t e r  uma s o l u ç ã o  
4 

otima dada em ( 2 )  pode s e r  e s c r i t a :  

onde a  segunda d e s s a s  duas equações ,  reproduz  a s  equações  dos 

vyncul o s .  
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S e j a  A ( n x n ) ,  x ( n x 1 )  e  X e s c a l a r .  Se para  u m  dado 

X 1 x  # O t a l  que: 

- 
a  t r a n s f o r m a ç ã o  de x dada por A é t a l  que o  r e s u l t a d o  d e l a  e  

u m  m ú l t i p l o  e s c a l a r  de x. I s t o  é, A a l t e r a  n o  máximo a  norma e  

o  s e n t i d o  de x ,  conservando sua d i r e ç ã o .  A equação ( 1 )  pode 

s e r  e s c r i t a :  

Desenvolvendo e s s a  equação chegamos a  u m  s i s t e m a  de equações  

homogeneas: 

Esse s i s t e m a  sÕ t e r á  s o l u ç ã o  x  # O s e  e  s ó  s e :  



Expandindo e s s e  d e t e r m i n a n t e  chegaremos a  u m  polinÔmio em - h de 

grau  - n .  Para  o b t e r  os v a l o r e s  de h que s a t i s f a z e m  a  equação 

( 2 ) ,  ca l cu lamos  a s  - n r aFzes  d e s s e  polinÔmio. Essas  r a y z e s  i  
( i  = 1 ,  2 ,  ..., n )  s ão  os  a u t o - v a l o r e s  da m a t r i z  A .  O v e t o r  x  

que r e s o l v e  o  s i s t e m a  de  equações  quando X é s u b s t i t u i d o  pe lo  

v a l o r  A i ,  chama-se a u t o  v e t o r  a s s o c i a d o  ao a u t o  v a l o r  A i .  

Pe la  equação c a r a c t e r i s t i c a  (1 ) temos: 

Então s e  y  = cx ,  c  e s c a l a r ,  temos: 

Ay = Acx = cAx que por ( 1 )  é: 

cAx = chx = hcx = hy. 

Concluimos p o r t a n t o  que y  = cx ( c  e s c a l a r )  tam- 

bém é a u t o  v e t o r  a s s o c i a d o  ao a u t o  v a l o r  h .  I s t o  é ao r e s o l v e r  - 

mos a  equação de a u t o  v a l o r e s  e  a u t o  v e t o r e s ,  os a u t o  v a l o r e s  

s ã o  de te rminados  ( p e l a  equação ( 2 ) ) ,  enquanto  que o s  a u t o  v e t o  - 

r e s  não.Temos uma famTi ia  d e l e s  r e p r e s e n t a d a  por uma d i r e ç ã o .  

Para a  de te rminação  de um a u t o  v e t o r ,  p rec isamos  a r b i t r a r  uma 

norma pa ra  e l e .  No problema es tudado  na s e ç ã o  3 . 2 ,  e s s e  v a l o r  

j a  e f o r n e c i d o  p e l o  p r ó p r i o  problema p e l a  equação ( 3 . 7 ) .  



n 
a i l  = = l l a t 1 1 2  e n t á o  

i  = l  

D e s s a  f o r m a ,  no m é t o d o  d o s  F a t o r e s  P r i n c i p a i s ,  

o s  a u t o  v e t o r e s  q u e  s ã o  a s  c o l u n a s  d a  m a t r i z  p a d r ã o  A ,  e s t ã o  

bem d e t e r m i n a d o s .  

- A u t o  v a l o r e s  e  a u t o  v e t o r  d e  m a t r i z e s  s i m é t r i c a s  

Na d e t e r m i n a ç ã o  d o s  F a t o r e s  P r i n c i p a i s ,  c a i m o s  

no p r o b l e m a  d e  d e t e r m i n a r  o s  a u t o  v a l o r e s  e  a u t o  v e t o r e s  da  

m a t r i z  R I  q u e  é a m a t r i z  d e  c o r r e l a ç á o  r e d u z i d a ,  ou s e j a  uma 

m a t r i z  s i m é t r i c a .  Vamos e n t ã o  e s t u d a r  a s  p r o p r i e d a d e s  d o s  a u -  

t o  v a l o r e s  e a u t o  v e t o r e s  d e s s a  m a t r i z  e s p e c i a l .  

1 .  0 s  a u t o  v a l o r e s  d e  uma m a t r i z  r e a l  s i m e t r i c a  s ã o  r e a i s .  

P r o v a  : 

Suponhamos  q u e  Ax = Xx t e m  uma s o l u ç ã o  c o m p l e x a .  

S e j a  x* e  h* o s  - c o m p l e x o s  c o n j u g a d o s  d e  X e  x  ( i s t o  é, s e  

X = a  i- b i  e n t ã o  h* = a  - b i ) .  

Mul t i  pl  i c a n d o  a  e q u a ç ã o  c a r a c t e r 3 s t i  c a  P o r  

( x * ) ~  ( t r a n s p o s t o  d o  c o m p l e x o  c o n j u g a d o  d e  x ) :  

t (x*) Ax = (x*) hx 

C o n s i d e r a n d o  x *  e  h* na e q u a ç ã o  (1  ) :  



Ax* = h* x* ,  m u l t i p l i c a n d o  p o r  x t :  

t x  Ax* = x t  h* x* 

S u b t r a i n d o  ( 3 )  e  ( 4 ) :  

t t ( x * )  Ax - x  Ax* = ( x * ) ~  h x  - x t  h* x* 

Como ( x * ) ~  x  = x t  x * ,  t e m o s :  

t t ( x * )  Ax - x  Ax* = ( h  - h * ) x t  x* 

mas como A = A~ p o r q u e  A é s i m é t r i c a :  

t t x  Ax* = ( x  A X * ) ~  = ( x * ) ~  Ax 

E n t ã o :  

( h  - h * )  x t  x* = O 

Como h  = h*, i s t o  s i g n i f i c a  q u e  a  v a r i á v e l  com- 

p l e x a  é i g u a l  a  s e u  c o m p l e x o  c o n j u g a d o ,  o  q u e  s i g n i f i c a  q u e  

a  p a r t e  i m a g i n á r i a  e n u l a  ( s e  a  + b i  = a  - b i  + b = O ) .  L o g o  

h  = h * +  h é r e a l .  



Da? d e c o r r e  que x t e r á  componentes r e a i s ,  por -  

que s e r á  c a l c u l a d o  a  p a r t i r  de  u m  s i s t e m a  l i n e a r  de equações  

com c o e f i c i e n t e s  r e a i s .  

2 .  Os a u t o  v e t o r e s  de uma m a t r i z  s i m é t r i c a ,  a s s o c i a d o s  a  a u t o  

v a l o r e s  d i f e r e n t e s  s ã o  o r t o g o n a i s .  

Prova: 

Sejam d o i s  a u t o  v a l o r e s  d i f e r e n t e s  A i  e  A a s s o -  
j 

c i a d o s  a o s  a u t o  v e t o r e s  x i  e  x Entáo:  
j 

M u l t i p l i c a n d o  ( 5 )  por xt  e  ( 6 )  por x i  temos:  
j 

S u b t r a i n d o :  

Como x i  Axi = xt  Ax. porque A s i m e t r i c a ,  temos: 
i J  



t n n  
Mas x j  x i  = x j k  x i k  = 1 x i k  x j  = x i  x 

k = l  k =  1 j 

E n t ã o :  

t O = ( h i  - h . ) x i  x  
J j 

Como A i  # h j  -+ ( h i  - h . )  # O ,  o q u e  a c a r r e t a  que 
J 

t x i x j  = O + x i  e x  
j 

s ã o  o r t o g o n a i s .  
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