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R E S U M O  - - 
. - 

A p r o g r a m a ç ã o  1  i n e a r  e s  t o c á s  t i  c a  pode  s e r  v i s t a  

como uma p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  p a d r ã o  na  q u a l  o s  par .metros d e  e n -  

t r a d a  s ã o  v a r i á v e i s  a 1  e a t ó r i  a s ,  s e g u i n d o  d e t e r m i n a d a s  d i s t r i b u i -  

ç õ e s  d e  p r o b a b i l i d a d e .  

N e s t e  e s t u d o ,  d e s c r e v e m o s  v á r i o s  p r o c e d i m e n t o s  d e  

p r o g r a m a ç ã o  1  i  n e a r  e s  t o c á s  t i  c a ,  a c o m p a n h a d o s  d o s  r e s p e c t i v o s  a1  - 
- 

gor í tmos .  No e n t a n t o ,  damos e n f a s e  a  a b o r d a g e m  p r o p o s t a  p o r  

SENGUPTA & TINTNER p a r a  a  q u a l  a d a p t a m o s  u m  a l g o r i t m o  d e  s o l u ç ã o  

e x p e r i m e n t a l  d e  p r o g r a m a ç ã o  e s t o c ã s t i c a  - SEPE q u e ,  p a r a  c a d a  

c o n j u n t o  d e  r e a l i z a ç õ e s  d o s  p a r â m e t r o s  a l e a t ó r i  o s ,  r e s o l v e  um p r o  

grama l i n e a r ,  u t i  l i  z a n d o  o  A l g o r i t m o  S i m p l e x .  

A s e g u i r ,  a p r e s e n t a m o s  u m  m o d e l o  d e  Programação  Li - 

n e a r  E s t o c á s t i c a  a p l i c a d o  à p e s c a  numa t e n t a t i v a  d e  m e l h o r a r  a  - a  

t u a ç ã o  d a  f r o t a  p e s q u e i r a  d e  l a g o s t a  e  p a r g o  n o  n o r d e s t e  d o  B r a -  
- 

s i l ,  no  q u e  d i z  r e s p e i t o  a o  d e s e m p e n h o ,  i  . e . ,  o t i m i z a n d o  s u a  con  - 

t r i b u i ç ã o  p o r  t o n e l a d a  d e  c a d a  e s p é c i e  p e s c a d a ,  em c a d a  á r e a  e  

p e r í o d o .  O m o d e l o  i n c o r p o r a  i n c e r t e z a s  t a i s  como: q u a n t i d a d e  má - 

xima d e  c a d a  e s p é c i e  q u e  p o d e  s e r  p e s c a d a ,  q u a n t i d a d e  mãxima d e  

c a d a  e s p é c i e  q u e  p o d e  s e r  v e n d i d a  em c a d a  p e r i o d o  e  a  c a p t u r a  p o r  

u n i d a d e  d e  e s p a ç o ,  a s  q u a i s ,  d e n t r e  o u t r a s ,  s ã o  t r a t a d a s  como va - 

r i ã v e i s  a l e a t ó r i a s  com r e l a ç ã o  a o s  p a r â m e t r o s  d e  e n t r a d a  d o  mode - 

1 0 .  



A B S T R A C T  

S t o c h a s t i c  l i n e a r  programming can be  viewed as  a  

s t a n d a r d  l i n e a r  programming i n  which t h e  i n p u t  p a r a m e t e r s  a r e  

random v a r i a b l e s ,  f o l l o w i n g  c e r t a i n  probabi  l i  t y  d i s t r i b u i  t i o n s .  

In  t h e  w o r k ,  we d e s c r i b e  v a r i o u s  s t o c h a s t i : ~  l i n e a r  

programming approaches  and t h e  r e s p e c t i v e  a l g o r i  thms. Never- 

t h e l e s s ,  we g i v e  emphasis t o  t h e  approach s u g g e s t e d  by TINTNER & 

SENGUPTA f o r  whi ch i t  i s  adap ted  an exper imen ta l  s t o c h a s t i c  

s o l u t i o n  programmi ng a l g o r i  t h m  t h a t ,  f o r  each s e t  of  random 

v a r i a b l e s  r e a l i  z a t i  o n s ,  a  l i n e a r  programming problem i s  s o l v e d  

by us ing  t h e  Simplex Algori  t h m .  

Then, we p r e s e n t  a  s t o c h a s t i c  programming model 

a p p l i e d  t o  t h e  f i s h e r y  i n d u s t r y .  This  model i s  an a t t e m p t  t o  

improve t h e  a c t i o n  o f  t h e  v e s s e l  f l e e t ,  l o b s t e r  and r ed  s n a p p e r ,  

i n  t h e  n o r t h e a s t  B r a z i l  by t h e  maximiza t ion  of t h e  f l e e t  

c o n t r i b u i  t i o n  p e r  c a t c h  ton f o r  each s p e c i e s ,  geographi  c a l  a r e a  

and p e r i o d .  The model i n c o r p o r a t e  uncertai n t y  of t h e  p a r a m e t e r s :  

maximum amount of each s p e c i e s  t h a t  can be c a t c h  i n  each p e r i o d  

and a r e a ,  t h e  maximum q u a n t i  t y  of  each s p e c i e s  t h a t  can be  s o l d  

i n  each p e r i o d ,  and t h e  c a t c h  p e r  u n i t  of e f f o r t  t h a t ,  among 

o t h e r s  , a r e  t r e a t e d  as  random v a r i  abl  e s  , wi t h  r e s p e c t  t o  the input 

pa ramete r s  of t h e  model.  
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1.1  - Programação sob I n c e r t e z a  - 

Durante  a s  Últ imas t r ê s  decadas têm s i d o  desenvol  

v idos  v á r i o s  métodos e f i  c i e n t e s  p a r a  a  progamação l i n e a r  p o s s i  bi - 

l i  dando que os p e s q u i s a d o r e s  das  v á r i a s  á r e a s  t é c n i c a s  fossem ca - 

pazes  de a p l i c a r  a  programação l i n e a r  na r e s o l u ç ã o  de problemas 

p r ã t i  c o s .  

No e n t a n t o ,  pa ra  a p l i c a r  a  t e o r i a  e  os métodos de 

programação l i n e a r  é n e c e s s á r i o  que os dados que determinam u m  

problema de programação 1  i n e a r  se jam números f i x o s  conhecidos. Es 

t a  cond ição  não é s a t i s f e i t a  em mui t a s  s i t u a ç õ e s  p r á t i c a s ,  como 

p o r  exemplo, quando os dados s ã o  demandas, c o e f i  c i e n t e s  t e c n o l õ -  

gi  c o s ,  capac idades  d i s p o n í v e i s ,  t a x a s  de c u s t o  e  a s s im por  d i a n -  

t e .  Pode a c o n t e c e r  que t a i s  informações  se jam v a r i á v e i s  a1 e a t õ -  

r i a s .  Neste  c a s o ,  a  p r á t i c a  comum s u g e r e  que e s t a s  v a r i á v e i s  - a  

l e a t õ r i a s  sejam s u b s t i  t u i d a s  po r  s u a s  médias e  s e  r e s o l v a  o  pro-  

grama l i n e a r  r e s u l t a n t e .  Contudo, p o r  v01 t a  de 1960 v á r i o s  a u t o  - 

r e s  reconheceram que e s t e  método e r a  pouco s e g u r o  e  s u g e r i r a m  a1 - 

guns métodos c o n t i d o s  nos s e g u i n t e s  a r t i g o s :  DANTZIG I 6 l ,  CHARNES 

& C O O P E R  1 7 ' ,  WALKUP & W E T S ~ ~ ~ ~ ,  TINTNER & SENGUPTA b2 /  , e  o u t r o s  

c u j o s  procedimentos  d e s c u t i  remos mais a d i a n t e .  

A t e o r i a  da programação sob i n c e r t e z a  pode se r  f o r  - 

mulada de v á r i a s  mane i ra s  d i f e r e n t e s .  Como u m  procedimento  de 

programação e1 a  a n a l  i s a  as  impl i  cações  das  v a r i  ações  no e spaço  

de parâmetros  de um modelo de programação l i n e a r  ou n ã o - l i n e a r .  



O mecanismo que g e r a  t a i s  v a r i a ç õ e s  p r o b a b i  l f s t i  c a s  nos modelos  

economi c o s  pode e x i s t i r  d e v i d o  a  i n f o r m a ç õ e s  i n c o m p l e t a s  na de-  

manda,  p r o d u ç ã o  e  t e c n o l o g i a ,  i n c e r t e z a  de v á r i o s  t i p o s  e  conse -  

q ü ê n c i a s  p o r  c a u s a  d e  a g r e g a ç ã o  ou d e s a g r e g a ç ã o  d e  v a r i á v e i s  e t c .  

U m  s e g u n d o  modo de  m a n i p u l a ç ã o  d e  p rog ramação  s o b  i n c e r t e z a  é o  

u s o  da t e o r i a  dos  j o g o s ,  p a r t i c u l a r m e n t e  da m a t r i z  d e  j o g o s  com 

e s t r a t é g i a s  m i s t a s  ( G A L E ,  K U H N  OF TUCKER ' 2 4 ' )  quando  o va lo r  do j o  - 

go e s t á  v a r i a n d o  e s  t o c a s t i  c amen te .  Modelos b a s e a d o s  em t e o r i a  

dos  j o g o s  têm s i d o  u sados  em d i v e r s a s  s i t u a ç õ e s  d e  e s t r u t u r a ç ã o  

econÔmi c a ,  como p o r  exemplo ,  e s p e c i  f i  c a ç ã o  de e s t r u t u r a s  a1 t e r n a  - 

t i v a s  de mercado ,  a l o c a ç ã o  d e  r e c u r s o s  s o b  f o r m a s  a l t e r n a t i v a s  de  

c o l i g a ç ã o  e / o u  c o m p e t i ç ã o  e  mode los  de  tomada d e  d e c i s ã o  s o b  i n -  

c e r t e z a .  U m  t e r c e i r o  t r a t a m e n t o  p a r a  a  p rog ramação  sob  i n c e r t e -  

za  é a t r a v é s  d e  t é c n i c a s  de  s i m u l a ç ã o ,  a s  q u a i s  s ã o  e s s e n c i a l m e n  - 

t e  métodos  p a r a  a n a l i s a r  a s e n s i b i l i d a d e  e  r o b u s t e z  da s  h i p ó t e -  

s e s ,  s o l u ç õ e s  ou po1T t i  c a s  d e f i n i d a s  p o r  uma e s t r u t u r a  econõmi c a  

p a r t i  cu l  a r .  

I .  2 - C a r a c t e r i z a ç ã o  do Prob lema d e  P rog ramação  - 

L i n e a r  P r o b a b i  l í s t i  ca  ------ 

Def in imos  um p rob l ema  d e  p rog ramação  1  i n e a r  (PPL) : 

M i n  z  = c ' x  

Ax = b  

x 3 0  c ( n x l ) ,  A ( m x n )  e  b ( m x 1 )  

como s e n d o  p r o b a b i l i s t i c o ,  s e  um ou mais  dos c o e f i c i e n t e s  no con - 

j u n t o  (A,  b ,  c )  s ã o  v a r i á v e i s  a l e a t õ r i a s  t e n d o  uma d i s t r i b u i ç ã o  



de probabi  1  i  dade e s p e c i f i c a .  

Nes te  propÕsi t o ,  mui t o s  u s u á r i o s  de  programação 

l i n e a r  alguma vez j á  r e c o r r e r a m  a  u m  procedimento  e s p e c i a l  de pro  - 

gramação probabi  17s t i  ca p e l a  s u b s t i  t u i ç ã o  das v a r i á v e i s  a l e a t o -  

r i a s  por  s e u s  v a l o r e s  e s p e r a d o s ,  ou por  s e u s  e s t i m a d o r e s ,  e  a  r e  - 

s o l u ç ã o  do programa l i n e a r  r e s u l t a n t e .  O exemplo a b a i x o  mos t ra  

que e s t e  procedimento  não é v i á v e l  em todas  s i t u a ç õ e s  p r á t i c a s .  

Suponhamos o s e g u i n t e  problema:  

min z  = x1 + 2x2 

onde ( a i ,  a 2 )  é u m  v e t o r  uniformemente d i s t r i b u i d o ,  i  . é . ,  a i  % 

% u [O ,4] e  a 2  u E1,3] . Apli cando o c o n c e i t o  de v a l o r  e s p e r a d o  

temos : 

s u b s t i  t u i n d o  e s t e s  vá1 o r e s  no problema acima: 

1  min z  = x l  + -X2 2 



c u j o  problema tem como s o l u ç ã o  Ótima ( x T ,  x;) = ( 1 , l ) .  

Suponhamos que a  q u e s t ã o  s e j a  a s e g u i n t e :  de termi  - 

n a r  a  p r o b a b i l i d a d e  do e v e n t o  5 = a  s o l u ç ã o  acima é v i á v e l  com 

r e s p e i  t o  ao problema o r i g i n a l .  Des te  modo, t e remos :  

P o r t a n t o ,  e s t a  s o l u ç ã o  tem p r o b a b i l i d a d e  0 , 7 5  de 
- 

s e r  i n v i á v e l ,  i  . e . ,  e l a  é i n v i á v e l  na m a i o r i a  das  v e z e s .  Se a s -  

sociamos e s t e  exemplo s i m p l e s  com q u a l q u e r  problema p r á t i c o  t a i s  

como problema de d i e t a  em h o s p i t a i s ,  problemas de  r e f i n a r i a  de pe - 

t r ó l e o  os q u a i s  envolvem r e s t r i ç õ e s  de a1 t a  q u a l i d a d e  t a l  como ga - 

s o l i n a  de a v i ã o ,  devemos t e r  o  cu idado  de e v i t a r  o  uso d e s t e  p ro  - 

cedimento  " e s p e c i a l " ,  po i s  o  mesmo pode l e v a r  a  conseqüênc ias  de  

s a s t r o s a s  . 

No problema p r o b a b i 1 7 s t i c o  ( 2 . 1 ) ,  s e  a s  d i s t r i b u i  - 

ções de p r o b a b i l i d a d e  forem conhec idas  o u  s e  e l a s  podem s e r  e s p e  - 

c i f i c a d a s ,  e n t ã o  e s t a  c l a s s e  de problemas de d e c i s ã o  pode s e r  ca - 

r a c t e r i  zada p e l a s  s e g u i n t e s  q u e s t õ e s  : 

( a )  como d e c i d i r ,  n u m  v e t o r  de d e c i s ã o  x ,  qua l  é 



( b )  como c a r a c t e r i z a r  a  s e n s i b i l i d a d e  de u m  v e t o r  

d e  d e c i s ã o  Ótimo quando e l e  e x i s t e  em t e rmos  

d e  p a r â m e t r o s  c a r a c t e r T s  t i  c o s  da  d e s t r u i  ç ão  

d o s  c u s t o s ,  e  a  medida  d e  t o l e r â n c i a  ac ima da  

q u a l  não s ã o  p e r m i t i d a s  v i o l a ç õ e s  da s  r e s t r i -  

ç õ e s ?  

As r e s p o s t a s  p a r a  e s t a s  p e r g u n t a s  e s t ã o  p a r c i a l -  

men t e  e n c o n t r a d a s  na l i t e r a t u r a  de  p rog ramação  l i n e a r  p r o b a b i l í s  

t i c a  onde  o s  métodos  ma i s  i m p o r t a n t e s  s ã o :  

( i )  P R O G R A M A Ç Ã O  LINEAR ESTOCfiSTICA-PLE (TINTNER 

& S E N G U P T A ~ ~ ~ ~ ) ;  

( i i )  PROBABILIDADE D E  RESTRIÇÕES - C C P  ( C H A R N E R  & 

( i i i )  P R O G R A M A Ç Ã O  LINEAR A DOIS E S T A G I O S  SOB INCER - 

T E Z A  ( D A N T Z I G ~  1 )  ; 

( i v )  V A L O R  E S P E R A D O  ( M A D A N S K Y  1 2 2 1 ) i  

( V )  P R O G R A M A Ç Ã O  ESTO C A S T I  C A  C O M  RECURSO SIMPLES - 
( W A L K U P  & WETS P ~ I ) .  

De u m  modo g e r a l ,  o s  q u a t r o  p r i m e i r o s  métodos  têm 

a s  s e g u i  n t e s  c a r a c t e r i s  t i  c a s  em comum: i n c o r p o r a m  a s  d i s t r i b u i  - 
ç õ e s  d e  p r o b a b i l i d a d e  dos  p a r ã m e t r o s  de modo a  c o n v e r t e r  o  p r o -  

grama l i n e a r  p r o b a b i l i s  t i c o  p a r a  uma fo rma  d e t e r m i n i s t i c a  e  en -  

t ã o  de f i nem um c o n j u n t o  de  r e g r a s  c o n t e n d o  c e r t a s  c o n d i ç õ e s  de  



o t i m a l  i d a d e .  Por  c e r t o ,  que os procedimentos  de incorporação das 

d i s t r i b u i ç õ e s  de probabi  l i  dade e  e s p e c i f i  cações  das  r e g r a s  de de - 

c i s ã o  s ã o  d i f e r e n t e s  p a r a  métodos di f e r e n t e s .  

Do ponto  de v i s t a  computac iona l ,  e x i s t e m  t r ê s  pro  - 

blemas b á s i c o s  de i n c o r p o r a ç ã o  de  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  em ( A ,  b ,  

c )  na e s t r u t u r a  de u m  programa l i n e a r ,  dado que a  forma do v e t o r  

a t i v i d a d e  x  é truncada p e l a s  inequações  no e spaço  de r e s t r i ç õ e s  e  

os- pontos .de t runcamento  g e r a l m e n t e  não s ã o  conhec idos  a  p r i o r i  . 
Primei  r o ,  uma função  1 i n e a r  de v a r i ã v e i s  a l e a t ó r i  a s  não - normais 

g e r a l m e n t e  não é da mesma forma de d i s t r i b u i ç ã o  que a s  componen- 

t e s  i n d i v i d u a i s  a l e a t ó r i a s  e ,  p o r t a n t o ,  a  e s p e c i f i  cação  e x a t a  da 

r e s t r i ç ã o  de t runcamento  p a r e c e  não s e r  s i m p l e s .  Segundo,  s e  i n  - 

t e r p r e t a r m o s  que a s  o b s e r v a ç Q e s  amos t r a i s  ( t  = 1 ,  2 ,  . . . , T )  e s t ã o  
- - 

d i s p o n i v e i s  p a r a  A t  = A  + a b = b  + B t ,  c t  = C  + y  ondd ( E ,  b ,  t '  t t ' 
E )  r e p r e s e n t a  v a l o r e s  de pa rãmet ros  desconhec idos ,  e n t ã o  a  d i s -  

t r i b u i ç ã o  amost ra1  do v e t o r  a t i v i d a d e  x t o r n a - s e  dependen te  da 

r e s t r i ç ã o  s o b r e  os e l emen tos  a l e a t ó r i o s  a t ,  B t ,  y t  imposta  por  

v i a b j l i d a d e  p e l o  p l a n o  amost ra1  e  p e l a  forma da d i s t r i b u i ç ã o  da 

popu lação ,  c u j o s  problemas foram l e v a n t a d o s  e  a p r e s e n t a d o s  meto- 

dos de s o l u ç ã o  por  W A L K U P  & WETS e  o u t r o s .  T e r c e i r o ,  s e  con - 

s i d e r a r m o s  o  v e t o r  de  d e c i s ã o  x  n ã o - e s t o c ã s t i c o  no sentido de que ,  

dadas a s  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  em ( A ,  b ,  c )  e  os modelos de P L  as  - 

saciados, temos que d e t e r m i n a r  um v a l o r  x  de s o l u ç ã o  Õtima, en-  

t ã o  a  e s p e c i f i c a ç ã o  da a t i t u d e  p e r a n t e  o r i s c o  s e  t o r n a  muito im - 

p o r t a n  t e .  Existem v ã r i  os métodos n e s t e  campo, como exemplo pode - 

mos c i t a r  o  método de  CHARNES & C O O P E R  ( C C P )  1 7 '  o qual  a t r i b u i  a  

p r i  o r i  medi das de t o 1  e r ã n c i  a  p a r a  a s  r e s  t r i  ções . 



1 . 3  - Modelos em P L P  

E s s e n c i a l m e n t e  e x i s t e m  d o i s  t i p o s  d i f e r e n t e s  de mo - 

d e l o s  em programação  l i n e a r  p r o b a b i  l í s t i  c a .  E s t e s  modelos  s ã o  

comumente c o n h e c i d o s  como modelo a t i v o  ( a q u i  e  a g o r a )  e  modelo 

p a s s i v o  ( e s p e r e  e  v e j a ) .  

3 . 1  - Modelo P a s s i v o  - - 

0 s  p rob l emas  " e s p e r e  e  v e j a "  e s t ã o  b a s e a d o s  na h i  - 

p ó t e s e  de que  te rmos  c o n d i ç õ e s  de  e s p e r a r  p e l a  r e a l i z a ç ã o  das  va 

r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  e  t omar  d e c i s õ e s  com i n f o r m a ç ã o  c o m p l e t a  s o -  
- 

b r e  e s t a  r e a l i z a ç ã o ,  i . e . ,  s e  ( Â ,  6 ,  c )  é a  r e a l i z a ç ã o  do v e t o r  

a l e a t ó r i o  ( A ,  b ,  c ) ,  temos que  r e s o l v e r  o  programa l i n e a r :  

M i n  z = ^c lx  

A 

Ax = b 

x  > o  

As q u e s t õ e s  n e s t e  c a s o  s ã o :  

( i )  Q u a l  6 a  e s p e r a n ç a  do v a l o r  Ótimo de ( 3 . 1 ) ?  

( i i  ) Q u a l  é a  e s p e r a n ç a  e  a  v a r i â n c i  a  d e s t e  va- 

l o r  Ótimo? 

De u m  modo mais g e r a l ,  

( i i  i )  Qual a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do va- 

l o r  Ótimo de ( 3 . 1 ) ?  



Como i l u s t r a ç ã o  pode r i amos  t e r  a  s e g u i n t e  i n t e r -  

p r e t a ç ã o  p o s s í v e l :  suponhamos que  u m  p rograma e s p e c i a l  d e  p rodu -  

ç ão  (com e s t r u t u r a  l i n e a r )  pode s e r  a d a p t a d o  p a r a  q u a l q u e r  " c u r -  

t r o  p r a z o "  a  r e a l i z a ç õ e s  r e a i s  p r e ç o s  a l e a t õ r i o s ,  c o e f i c i e n t e s  

t e c n o l Õ g i c o s  a l e a t ó r i o s ,  e  demandas a l e a t ó r i a s .  V i sando  o  p l a n e  - 
- 

j amen to  do o r ç a m e n t o  p a r a  u m  " l o n g o  p r a z o " ,  i . e . ,  p a r a  v á r i o s  

" c u r t o s  p r a z o s " ,  a  d i r e t o r i a  da  empre sa  d e s e j a  s a b e r  a  q u a n t i d a -  

d e  de d i n h e i r o  n e c e s s á r i a  "em méd ia "  ou p a r a  " 9 5 %  do tempo" p a r a  

e s t e  p rograma de  p r o d u ç ã o .  P r e c i s a m e n t e ,  a  d i  r e t o r i  a  d e s e j a  s a -  

b e r  a  e spe - r ança  de  o  p e r c e n t i l  9 5 %  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i -  

dade  d e s t e  c u s t o  do p rograma e s p e c i a l  d e  p rodução  p o r  " c u r t o  p r a  - 

zo"  . 

3 .2  - Modelo A t i v o  

Os p r o b l e m a s  " a q u i  e  a g o r a "  s ã o  b a s e a d o s  na segu in  - 

t e  i n f o r m a ç ã o :  uma d e c i s ã o  s o b r e  x  - ou uma " e s t r a t é g i a "  p a r a  x- 

tem que  s e r  tomada a n t e s  ou p e l o  menos sem o  c o n h e c i m e n t o  da  r e a  - 

1  i z a ç ã o  da s  v a r i á v e i s  a1 e a t õ r i  a s .  

Entendemos p o r  " e s t r a t é g i a "  p a r a  x  como s e n d o  o  

c o n c e i t o  d e  " e s t r a t é g i a  m i s t a "  da  t e o r i a  dos  j o g o s  d e n t r o  de  u m  

c o n j u n t o  X de  e s t r a t é g i a s  p a r a  x ;  o u ,  e q u i v a l e n t e m e n t e ,  uma e s -  

t a t é g i a  p a r a  x  é uma medida de p r o b a b i l i d a d e  P x  s o b r e  u m  e s p a ç o  
n 

de Bo re l  X C IR . Se  nos r e s t r i n g i r m o s  a  d i s t r i b u i ç õ e s  de  p roba -  

b i l i d a d e  P x  t a i s  que  e x i s t a  um ; E X com P({;})  = 1 ,  nos  r e s t r i n  - 
- 

gimos a  e s t r a t é g i a s  p u r a s , ,  i . e . ,  a  d e c i s õ e s  s o b r e  x  em v e z  de e s  - 

t r a t é g i a s  m i s t a s  de x ' e s .  

A i n t e r p r e t a ç ã o  p r á t i c a  de  uma e s t r a t é g i a  e a  h i -  



p ó t e s e  d e  q u e  f a z e m o s  n o s s o  j o g o  q u a s e  s e m p r e  com o s  x ' s  r e s u l -  

t a n t o  d e  uma s i m u l a ç ã o  d e  M o n t e - C a r l o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i  - 

l i d a d e  Px e s c o l h i d a .  

E x i s t e m  d o i s  m é t o d o s  b á s i c o s  p a r a  o  m o d e l o  a t i v o :  

p r o g r a m a ç ã o  com p r o b a b i  1 i d a d e  d e  res  t r i  ç õ e s  I 7 l  e p r o g r a m a ç ã o  com 

r e c u r s o s  I I e ' ' I .  P a r a  m a i o r e s  d e t a l h e s  s o b r e  a  f i l o s o f i a  do  

mode l  o  a t i  vo r ecomendamos  K A L L  l v 7 1 .  





11. L I S T I C A  - P R O C E -  - - -  - - - - - -  

DIMENTOS 

I 1  . I  - P r e l i m i n a r e s  

A programação p r o b a b i l i s t i c a  t r a t a  d a  t e o r i a  e  mé - 

t odos  de i n c o r p o r a ç ã o  de v a r i a ç õ e s  e s t o c á s t i  cas  de programação mate - 

m á t i c a .  Por exemplo, no modelo padrão de programação l i n e a r .  

Max Z = ç ' x  ( 1 - 1 )  

Os pa râmet ros  do c o n j u n t o  ( A ,  b ,  c )  s ã o  dados co-  

mo números f i x o s  e  n e c e s s i t a m o s  d e t e r m i n a r  um v e t o r  de d e c i s ã o  x 

s u j e i  t o  a s  cond ições  acima e s p e c i f i c a d a s .  Se os e l emen tos  do 

c o n j u n t o  ( A ,  b ,  c )  s ã o  e s t o c á s t i c a s ,  e n t ã o  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s ,  

s ão  i n t r o d u z i d a s  em 8 ,  onde 8 denota  o  v e t o r  com e lemen tos  ( A ,  b, 

c >  

As f o n t e s  de v a r i a ç ã o  a l e a t ó r i a s  podem s e r  d i v e r -  

s a s ,  dependendo do t i p o  de problema e  do t i p o  de d e c i s õ e s  que de - 

sejamos c h e g a r .  Por exemplo,  a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  de 

6 pode s e r  conhecida  e  o  problema é e s c o l h e r  um v e t o r  de  d e c i s ã o  

x que ,  de  algum modo, s e j a  ó t imo .  E m  o u t r o  c a s o ,  somente pode - e  

x i s t i r  o b s e r v a ç õ e s  a m o s t r a i s  e  temos que e s t i m a r  os pa râmet ros  

p o p u l a c i o n a i s  desconhec idos  e i n c o r p o r á - l o s  ao programa de  modo 

a  chega r  a  u m  v e t o r  d e c i s ã o  x q u e ,  em c e r t o  s e n t i d o ,  s e j a  ó t imo .  



Como v i m o s  a n t e r i o r m e n t e ,  exi-stem d o i s  t i p o s  d e  p r o -  

g r a m a ç ã o  p r o b a b i  l i s t i c a :  o  m o d e l o  p a s s i v o  e o m o d e l a  a t i v o .  Po- 

demos n o t a r  q u e  em ambos  p r o c e d i m e n t o s  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i  - 

l i d a d e  d o  v e t o r  8 é a  f i g u r a  c e n t r a l .  No m o d e l o  p a s s i v o ,  a d i s -  
d 

t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  do  v a l o r  ó t i m o  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  e 

i n d u z i d a  e  s ã o  g e r a d a s  v a r i a ç õ e s  p r o b a b i l 7 s t i c a s  em t o r n o  d a s  ba 

s e s  õ t i m a s  e s p e c i  f i c a d a s .  No m o d e l o  a t i v o ,  r e s t r i ç õ e s  a d i c i o -  

n a i s  no e s p a ç o  d e  d e c i s ã o  i n t e r a g e m  com a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a -  

b i l i d a d e  do v e t o r  e a s  q u a i s  a j u d a m  o  t o m a d o r  d e  d e c i s õ e s  compa- 

r a r  e  a v a l i a r  d i s t r i b u i ç õ e s  a l t e r n a t i v a s  d e  g a n h o s  ó t i m o s .  

N e s t e  c a p i t u l o ,  d i s c u t i r e m o s  o s  v ã r i o s  ( p r i n c i -  

p a i s )  m é t o d o s  d e  p r o g r a m a ç ã o  p r o b a b i l 7 s t i c a  o s  q u a i s  usam u m  d o s  

p r o c e d i m e n t o s  a c i m a  p a r a  o t r a t a m e n t o  d a s  v a r i a ç õ e s  n o s  e l e m e n -  

t o s  d e  8 .  



I I .  2 - P r o g r a m a ç ã o  L i  - n e a r  E s t o c ã s t i  c a  ( T i  n t n e r  & 

S e n g u p t a )  

E s t e  m é t o d o  d e  p r o g r a m a ç ã o  p r o b a b i l í s t i c a ,  o  q u e  

f o i  p r i m e i r a m e n t e  s u g e r i d o  p o r  T i n t n e r l l l  , s e  p r e o c u p a  com a  e s  - 

p e c i f i c a ç ã o  d a  d i s t r i  h u i ç ã o  e s t a t í s t i c a  da. f u n ç ã o  o b j e t i v o  e  

s u a s  i m p l i c a ç õ e s  p a r a  a  t omada  d e  d e c i s õ e s  s o b  r i s c o .  Aqui  s e  

f a z  a  h i p ó t e s e  q u e  no  p r o g r a m a  l i n e a r  d e f i n i d o  p o r  ( 1  . I ) ,  ( 1 . 2 )  

e  ( 1 . 3 )  o s  e l e m e n t o s  d o s  v e t o r e s  b ,  c  e  d a  m a t r i z  A s ã o  v a r i ã -  

v e i  s  a1  e a t õ r i  a s  com uma d i  s t r i  b u i ç ã o  d e  p r o b a b i  1  i  d a d e  c o n h e c i -  

d a ,  d i g a m o s :  

P ( A ,  b ,  c )  

P o r  o u t r o  l a d o ,  e s t e  m é t o d o  s e  e n q u a d r a  n o s  p r o -  

b l e m a s  d e  d i s t r i b u i ç ã o  p o i s  e l e  t e n t a  d e r i v a r  a  a i s t r i ; b u i ç ã o  e s -  

t a t í s t i c a  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v a  Z ,  e n q u a n t o  q u e  o s  p r o b l e m a  d e  va 

l o r  e s p e r a d o  ( ~ a n t z i ~ l ' l  e  ~ a d a n k ~ l ' ~ 1 . )  c o n s i d e r a m o s  a  o t i m i z a  - 
ç ã o  do v a l o r  e s p e r a d o  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  

A n t e s  d e  a p r e s e n t a r m o s  o s  m é t o d o s  u s a d o s  em P L E  

vamos d e s c r e v e r  a  v i s ã o  d e  v a r i a ç ã o  p a r a m é t r i c a  p r o p o s t a  p o r  

Ti  n t n e r  & S e n g u p t a  d e n t r o  do c o n t e x t o  d e  p r o g r a m a ç ã o  p r o b a  b i  1 7 s  - 

t i c a ,  s e n d o  q u e  f o r a m  c o n s i d e r a d a s  v a r i a ç õ e s  no v e t o r  c ,  no v e  - 
t o r  b ,  na  m a t r i z  A e em t o d o s  p a r ã m e t r o s .  

1  - O m é t o d o  d e  T i n t n e r  & S e n g u p t a  c h a m a - s e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  

e s t o c ã s t i c a  p a r a  d i f e r e n c i a r  d o s  d o i s  m é t o d o s  d e  C h a r n e s  & 

C o o p e r  ( p r o g r a m a ç ã o  com r e s t r i ç õ e s  p r o b a b i l 7 s t i c a )  e d e  

D a n t z i g  ( p r o g r a m a ç ã o  a d o i s  e s t á g i o s  s o b  i n c e r t e z a ) .  



2 .1  - V a r i a ç õ e s  no V e t o r  C 

O c a s o  mais  s i m p l e s  d e  v a r i a ç õ e s  nos p a r â m e t r o s  s e  

dá quando somente o  v e t o r  c ,  no modelo  d e  P L  (1  .1 ) ,  ( 1  . 2 )  e  ( 1  . 3 ) ,  

é a l e a t ó r i o  com média  e  c o v a r i â n c i a s  f i n i t a s .  N e s t e  c a s o ,  pode - 
mos d e f i n i r  o  v a l o r  e s p e r a d o  e  a  v a r i â n c i a  d o s  ganhos  e  podemos 

e s p e c i f i c a r  u m  modelo  t i p o  p o r t i f ó l i o  ( M a r k o w i t z )  onde a  f u n ç ã o  

o b j e t i v o  o r i g i n a l  pode s e r  s u b s t i t u i d a  p e l a  f u n ç ã o  de  g a n h o s  e s  - 

p e r a d o s  s u j e i t o  a uma r e s t r i ç ã o  a d i c i o n a l  de  que  a  v a r i â n c i a d o s  

ganhos  d e v e  pe rmanece r  d e n t r o  d e  l i m i t e s  de  t o l e r â n c i a  e s p e c i f i  - 

c a d o s .  Podemos g e r a r  u m  c o n j u n t o  c o m p l e t o  de  p o n t o s  ( E , V )  onde  

E = ganho e s p e r a d o  e  V = v a r i â n c i a  d o s  g a n h o s ,  a t r a v g s  deuma va - 

r i a ç ã o  p a r a m é t r i c a  d o s  l i m i t e s  d e  t o l e r â n c i a .  Assim,  a s  s o l u -  

ç õ e s  a s s o c i a d a s  com o  e s p a ç o  x s ã o  c a n d i d a t a s  a  d e c i s õ e s  Ótimas. 

Se  e x i s t i r  q u a l q u e r  i n f o r m a ç ã o  s o b r e  a  d i s t r i b u i  - 

ção  d e  p r o b a b i l i d a d e  do v e t o r  c ,  s e r á  m a i s  v a n t a j o s o  i n c o r p o r ã -  

l a  d e n t r o  da l ó g i c a  de  e s p e c i f i c a ç ã o  d a s  d e c i s õ e s  Ó t i m a s .  Pa r a  

o  c a s o  onde  c  tem d i s t r i b u i ç ã o  normal m u l t i v a r i a d a l ,  S e n g u p t a  & 

P o r t i l l o  - Campbell  1 1 a p r e s e n t a r a m  u m  método chamado Programa - 

ção  " F r a c t i l e "  o  q u a l  maximiza  u m  " F r a c t i l e "  e s p e c T f i c o  da  d i s  - 

t r i b u i ç ã o  d e  ganhos  s u j e i t o  a s  mesmas r e s t r i ç õ e s .  E s t e  método 

t r a n s f o r m a  o  modelo  de  P L  ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 )  e  ( 1 . 3 )  em 

1  - O v e t o r  c  tem d i s t r i b u i ç ã o  normal m u l t i v a r i a d a  com v e t o r  d e  

media  m e  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  V a s s i m  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

z = c ' x  é d i s t r i b u i d a  como uma v a r i á v e l  normal N ( m l x ,  x l V x )  



M a x i m i z a r  f ( x )  = m ' x  - k ( x i V x )  

o n d e  k = - ~ - ' ( d )  e  F ( w )  é a f u n ç ã o  d i s t r i b u i ç ã o  d e  uma v a r i á v e l  

n o r m a l  u n i t á r i a  e  a = 0 . 9 9  i n d i c a  uma m e d i d a  " F r a c t i l e "  p r e - a t r i  - 

b u i d a  ( p o r  e x e m p l o ,  com a = 0 . 9 9  a  c o n s t a n t e  k = 2 . 3 3 ,  p e l a s  t a -  

;be las  d a  n o r m a l  $ \ .  C o m p u t a c i o n a l m e n t e  o  m é t o d o  " F r a c t i  l  e "  

a p r e s e n t a  uma d i f i c u l d a d e ,  i s t o  é, a  e s t r u t u r a  d o  p r o b l e m a  ( 2 . 3 )  

n ã o  s e  e n q u a d r a  n o  p r o g r a m a  t T p i c o  d e  p r o g r a m a ç ã o  q u a d r á t i c a ,  c o  - 

mo 5 o  p r o b l e m a  d o  p o r t i f ó l i o  (Min,  x l V x ,  A x 6  b ,  x  3 0 ,  m'x Z o ) .  

l / 2  p o r  c a u s a  d o  t e r m o  c o n t e n d o  a  r a i z  q u a d r a d a  ( x ' V x )  , a s s i m , n ã o  

p o d e m o s  a p l i c a r - o s  a l g o r 7 t m o s  p a d r õ e s  d e  p r o g r a m a ç ã o  q u a d r ã t i c a .  

No e n t a n t o ,  p o d e m o s  r e c o r r e r  a  um a l g o r i t m o  d e s e n v o l v i d o  p o r  K A  - 

T A O K A I ~ I  o  q u a l  t e m  q u a t r o  p a s s o s  b ã s i c o s :  

PASSO 1  : N e g l i g e n c i a  o  t e r m o  n ã o  l i n e a r  k ( x l V x )  n o  p r o -  

b l  ema ( 2 . 3 )  e e n t ã o  r e s o l v e  o  p r o g r a m a  l i n e a ~  (1.1 ) -  

( 1 . 3 )  e d e n o t a  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  p o r  x o .  

PASSO 2 :  Usa  o  v e t o r  s o l u ç ã o  Õ t i m a  x o  o b t i d o  n o  P a s s o  1  p a -  

r a  c a l c u l a r  R. = xAVxo e e n t ã o  t r a t a  R, como uma 

c o n s t a n t e ,  f o r m u l a n d o  o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o q u a  - 

d r á t i c a  p a d r ã o  c o m o :  

- 2  . X I v x  M a x i m i z a r  b ' x  - k (Ro 



PASSO 3 :  

PASSO 4 :  

e  d e n o t a r  o  v e t o r  d e  s o l u ç ã o  Ót ima  d e s t e  p r o g r a m a  

( ' 1  q u a d r á t i c o  p e l o  v e t o r  x o  . 

Usando o  v e t o r  s o l u ç ã o  ó t i m a  x o  ( ' 1  d o  p a s s o  2  c a l -  

c u l a r  o  novo  v a l o r  d e  R, d e n o t a d o  p o r  R:') = 

( ' 1 '  V x L 1 ) )  e  com e s t e  v a l o r  f o r m u l a r  o  novo  ( X o  

p r o g r a m a  q u a d r ã t i c o  como n o  P a s s o  2 ,  a p e n a s  s u b s -  

( 1 )  t i t u i n d o  R. p o r  R, . 

C o n t i n u a r  o  p r o c e s s o  d e  i t e r a ç ã o  a t é  q u e  R, ( k )  c o n  - 

v i r j a  no  s e n t i d o  d e  q u e  R, ( k )  s e j a  a p r o x i m a d a m e n t e  

i g u a l  a  R, ( k  ' ' I  p a r a  allgum k .  P o r  e x e m p l o ,  

1 ~ : ~ )  - ~i~ - l ) ( / ~ : k )  ( E ,  p a r a  u m  d a d o  1 > E > 0 .  

2 . 2  - V a r i a ç õ e s  no V e t o r  b 

Como o  d u a l  do  m o d e l o  d e  P . L .  ( 1 . 1 )  - ( 1 . 3 )  t e r i a  

o  v e t o r  b  na  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  m u i t o s  p r o b l e m a s  d e  v a r i a ç õ e s  no 

v e t o r  b  podem s e r  a n a l i s a d o s  p e l o  m é t o d o  d a  s e c ç ã o  a n t e r i o r .  

C o n t u d o ,  e x i s t e m  a l g u n s  p r o b l e m a s  a d i c i o n a i s  n e s t e  c a s o  d e v i d o  
- 
a s  i n e q u a ç õ e s  no e s p a ç o  d e  r e s t r i ç õ e s .  E x i s t e m  p e l o  menos  t r ê s  

t i p o s  d i f e r e n t e s  d e  c a r a c t e r i z a ç ã o p o d e n d o  s e r  e n c o n t r a d a s  na l i -  

t e r a t u r a .  P r i m e i r o ,  e x i s t e  o  p r o c e d i m e n t o  d a  f u n ç ã o  p e n a l i d a d e  

o  q u a l  i n t r o d u z  p e n a l i d a d e s  p a r a  v i o l a ç õ e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  e  j u n  - 

t a  o s  c u s t o s  p e n a l i d a d e s  e s p e r a d o s  como uma f a c e t a  a d i c i o n a l  d a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o .  P o r  e x e m p l o ,  s e  e x i s t e  um c u s t o  p e n a l i d a d e  

h i  > O p o r  u n i d a d e  p a r a  c a d a  v i o l a ç ã o  d a  i - é s i m a  r e s t r i ç ã o ,  i s  - 

t o  é, b i  >, a j x  e  a s  r e s t r i ç õ e s  tem p r o b a b i l i d a d e s  f i n i t a s d e  v i o  - 

l a ç ã o ,  e n t ã o  o  c u s t o  p e n a l i d a d e  t o t a l  e s p e r a d o  é E ( z i h i y i )  o n d e  



- 
Yi e  a  margem d e  segurança  ( i  . é ,  aljx + y = b i ;  y i  3 O).  O pro i  - 
blema s e  reduz  a  

Maximizar f ( x ,  y )  = c ' x  - Eh'y  

onde I é a  m a t r i z  i d e n t i d a d e .  Podemos n o t a r  que e s t e  método e s t á  

bas i camen te  r e l a c i o n a d o  com o  método d e  programação a  d o i s  e s t á  - 

g i o s  sob  i n c e r t e z a  ( D a n t z i g  1 1 ) o  qual  t r a t a r e m o s  mais a d i a n t e .  

As o u t r a s  c a r a c t e r i z a ç õ e s  se r e fe rem ao procedimen- 

t o  programação com r e s t r i ç õ e s  probabi  l f s t i c a s  (Charnes & Cooper 1 7 1 )  
que também d i s c u t i r e m o s  n e s t e  c a p í t u l o .  

2 . 3  - Var iações  na Mat r i z  A 

No c a s o  d e  observarmos mudanças na m a t r i z  de  c o e f i  - 

c i e n t e  A e n t ã o  cons ide ra remos  modelos de P L  (1  . l )  - ( 1 . 3 )  subs -  

t i t u i n d o  A por A ( ~ ) ,  onde k d e n o t a  o  c o n j u n t o  de  i n d i c e s  k = 1 ,  

2 ,  . . .  N .  Vamos c o n s i d e r a r  o  s u b c o n j u n t o  k = 1 ,  . . . ,  K y  onde 

K < N pa ra  o  qua l  a s  cond ições  de Viabi l  i d a d e  A ( ~ ) x  ( b ,  x 3 O 

e  p o r t a n t o  a s  c o n d i ç õ e s  de o t i r n a t i d a d e  s ã o  s a t i s f e i t a s .  Denota- 

mos por  x ( k )  e  z  ( k )  a s  s o l u ç õ e s  ó t imas  e  ganhos Ótimos r e s p e c t i -  

vamente p a r a  o  s u b c o n j u n t o  ( k  = 1 ,  2 ,  . . . ,  K ) .  Dadas a s  medidas 

de p r o b a b i l i d a d e s  a s s o c i a d a s  com  IA(^), k = 1 ,  2 ,  . . . , k l ,  a  d i s  - 

t r i b u i ç ã o  de ganhos Õtimos é de te rminada  p e l a  s e q u ê n c i a  ' I Z ( ~ ) ,  

k = l ,  2 ,  . . . ,  K ) .  Se a  d i s t r i b u i ç ã o  s u b s e q u e n t e  pode s e r  e s t i m a  - 

da ou aproximada ,  s u a s  c a r a c t e r í s t i c a s  podem s e r  usadasde  v á r i a s  

manei ras  na tomada d e  d e c i s ã o .  



P r i m e i r o ,  a s  o b s e r v a ç õ e s  I A ( ~ )  , k = 1  , 2 ,  . . . , K} ve  - 

r i  f i c a d a s  p e l a s  c o n d i ç õ e s  d e  v i a b i l  i d a d e ,  conduz indo  a  uma d i s -  

t r i b u i ç ã o  de  ganhos  Õt imos ,  a d q u i r e  uma p e n e t r a ç ã o  d e n t r o  d e  

s u a s  c a r a c t e r 7 s t i c a s  ( e x .  s e  e l a  e s t á  próxima ou não da  n o r m a l ) .  

A d i s t r i b u i ç ã o  e s t i m a d a  pode s e r  usada  p a r a  d e t e r m i n a r  uma nova 

f u n ç ã o  c r i t é r i o  em t e r m o s  d e  v a l o r  e s p e r a d o .  

Segundo ,  podemos impor  r e g r a s  a d i c i o n a i s  d e  d e c i -  

s ã o  a n t e s  d e  u t i l i z a r m o s  a s  c a r a c t e r 7 s t i c a s  da d i s t r i b u i ç ã o  d e  

g a n h o s .  Por  exemplo ,  a  decompos i ção  do v e t o r  b d e  r e c u r s o s  em 

t e r m o s  de  r a z õ e s  de  a l o c a ç ã o ,  i . é  

onde a  m a t r i z  U = [ u i j ] ,  c o n t e n d o  a s  v a r i á v e i s  d e  d e c i s ã o ,  pode 

f o r n e c e r  ao  tomador  d e  d e c i s ã o  u m  c o n j u n t o  d e  e s c o l h a s  a1 t e r n a t i  - 

v a s .  P e l a  s e l e ç ã o  e  p r é - a t r i b u i ç ã o  d e  m a t r i z e s  d e  a l o c a ç ã o  e s p e  - 

c ? f i c a s ,  podemos compara r  d i s t r i b u i ç ã o  d e  ganhos  c o n d i c i o n a i s  a1 - 

t e r n a t i v a s .  

2 . 4  - V a r i a ç õ e s  em t o d o s  P a r á m e t r o s  

O c a s o  g e r a l  d e  v a r i a ç õ e s  em t o d o s  p a r â m e t r o s  ( A ,  

b ,  c )  tem s i d o  c o n s i d e r a d o  p o r  p rogramação  l i n e a r  e s t o c ã s t i c a ,  

p rogramação  com r e s t r i ç õ e s  p r o b a b i l i s t i c a  e  p rogramação  a  d o i s  

e s t á g i o s  sob  i n c e r t e z a .  Na e s t r u t u r a  de  p rogramação  l i n e a r  e s t o  - 

c á s t i c a ,  além da c a r a c t e r i z a ç ã o  dos  p rob l emas  d e  d i s t r i b u i ç ã o  ( a  - 

m o s t r a 1  e p o p u l a c i o n a l ) ,  d o i s  o u t r o s  a s p e c t o s  s ã o  r e l e v a n t e s :  



( i )  c a r a c t e r i z a ç ã o  de  mudanças s i s t e m á t i c a s  e  não 

s i s t e m á t i c a s  no c o n j u n t o  de  pa râmet ros  S k  = 

U m  p rocedimento  mui to  i n t e r e s s a n t e  d i z  r e s p e i t o  a  

i n t r o d u ç ã o  d e  ordenação  no e spaço  de  pa râmet ros  e  a p l i c a r  uma a -  

nál  i s e  baseada  na programação r e c u r s i v a  ( ~ e n g u ~ t a  / * / ) .  Para  f i  - 

x a r  as  i d é i a s ,  suponhamos que o  c o n j u n t o  S  = ( a i j t ,  b i t ,  c j t ;  

t = l ,  . . . ,  t )  s e j a  n ã o - n e g a t i v o  pa ra  todo  t t a l  que os  e l emen tos  

e s t ã o  ordenados  como seguem: 

a i j l  > a i j 2  .. .  > a i j t  

b i l  < b i 2  . . .  4 b i t  i  = 1 ,  . . .  , m ;  

C ' j l  4 ' j 2  j t  j = l ,  . . . ,  n 

onde t r e p r e s e n t a  o  n? d e  o b s e r v a ç õ e s .  Suponhamos que pa ra  cada 

t = l ,  2 ,  . . . ,  t f i x o ,  o  modelo de  P L ,  baseado n u m  c o n j u n t o  e s p e -  

c?'fico de p a r â m e t r o s ,  t enha  s o l u ç õ e s  Ótimas f i n i t a s .  Assim, por  

c o n s t r u ç ã o ,  o  ganho Ótimo pa ra  ( a i j l ,  b i l ,  C ) o  mínimo e  pa- 
j 1 - 

r a  ( a i j t y  b i t ,  c  ) e o  mãximo. 
j t 

( i i )  C a r a c t e r i z a ç ã o  da d e c i s ã o  c o n s i d e r a n d o - s e  r e s  - 

t r i ç õ e s  s i g n i f i c a n t e s  e  o p e r a c i o n a i s  quando e  

x i s t e  v a r i a ç ã o  s i m u l t â n e a  em t o d o s  parâmetros. 

o  problema g e r a l  5 o  s e g u i n t e :  

"Denotar  o  ganho Ótimo pa ra  z = z  ( x ,  S ) ,  uma fun-  



( k ção  d e  x e  dos p a r â m e t r o s ,  onde S = b , 

c ( k ) ;  k = 1 ,  2 ,  . . . .  k ) .  O tomador d e  d e c i s õ e s  
- 

p r e t e n d e  e s c o l h e r  uma p o l r t i c a  x  = x t a l  que 

E z fi, S )  s e j a  mãxima, onde E = e s p e r a n ç a " .  

2 . 5  - Procedimento  p a s s i v o  p a r a  P L E  

O modêl o  p a s s i v o  pa ra  PLE desenvolvido por Timtner H 
supõe  que ocorreram a s  r e a l i z a ç õ e s  das  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  S k =  

b ( k ) ,  c ( k ) )  no problema de P L  

onde k = 1 ,  2 ,  . . . , N deno ta  uma s e l e ç ã o  e s p e c 7 f i c a  do c o n j u n t o  

de  i n d i c e s  de  o b s e r v a ç õ e s .  Semelhante  aos  i t e n s  2 .3  e  2 . 4 .  Con - 

s ide remos  o  e s p a ç o  de pa râmet ros  c o b e r t o  p e l o s  e lementos  a l e a t õ  - 

r i o s  de S = ( A ,  b ,  c ) .  S e j a  V ( k )  a  r e g i ã o  n e s t e  e spaço  de  p a r 5  - 
d 

metros  onde a  função  o b j e t i v o  z ( ~ )  = c ' ( ~ ) x  é v i á v e l  ( i . é ,  x e  

u m  v e t o r  v i á v e l ) ,  Õtima e  f i n i t a ,  denotaremos  por  Z ( k ) *  e s t e  ve - 

t o r  Õtimo, pa ra  cada uma das  s e l e ç õ e s .  Podemos n o t a r  que a l g u  - 

mas s e l e ~ õ e s  não s ã o  v i á v e i s  e  por  c o n s e g u i n t e  cons ideremos  o  

c o n j u n t o  de i n d i  ces  k = 1 ,  2 ,  . . . , K onde K \< N ,  para  d e r i v a r  a  

d i s t r i b u i ç ã o  da função  o b j e t i v o .  

111 Aqui aparecem duas questões levantadas por T i n t n e r  : 



( i )  Deve-se e n t e n d e r  que a  a l e a t o r i e d a d e  dos coe - 
f i c i e n t e s  (A, b ,  c )  i n t r o d u z  n o  programa e s -  

t o c á s t i c o  um novo e lemento  desconhec ido  pa ra  

a  e s t r u t u r a  d e t e r m i n í s t i c a  onde os c o e f i c i e n  - 
t e s  s ã o  f i x o s  e c o n h e c i d o s .  O novo e lemento  

t a l  que temos uma d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i -  

l i d a d e  para  os ganhos Ótimos e  uma d i s t r i b u i  - 
ção  de p r o b a b i l i d a d e  d o  v e t o r  de  s o l u ç ã o  Óti  - 

ma. 

T i n t n e r  I '  1 mostrou que ,  por  causa  de  t runcamentos  

e r e s t r i ç õ e s  no e spaço  de p a r â m e t r o s ,  o s i m p l e s  conhecimento  da 

d i s t r i b u i ç ã o  dos e l emen tos  d e  S = ( A ,  b ,  c )  não é s u f i c i e n t e  pa - 

r a  d e t e r m i n a r  a  d i s t r i b u i ç ã o  d a s  s o l u ç õ e s  ó t imas  e  também dos 

ganhos Ótimos. 

( i i )  Como e s t i m a r  e  c a l c u l a r  numericamente a  fun -  

ção d i s t r i b u i ç ã o  da s o l u ç ã o  Ótima e  do máxi- 

mo, quando a s  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  e s t ã o  e s  - 

p e c i a l m e n t e  e s t r u t u r a d a s  em t o r n o  de u m  con- 
- 

j u n t o  de v a l o r e s  S = (A,  b, c )  específico que ,  

po r  exemplo, pode s e r  o  v a l o r  e s p e r a d o  dos 

c o e f i c i e n t e s  a l e a t õ r i o s ?  

Em algumas a p l i c a ç õ e s  a  problemas d e  p lane jamen to  

econÔmi co Sengupta encon t rou  que a  d i s t r i b u i ç ã o  p r o b a b i l i s -  

t i c a  empTrica de ganhos Ótimos nem sempre é normalmente d i s t r i -  

bu ido  e mesmo para  d e t e r m i n a r  a  forma da d i s t r i b u i ç ã o  d e  proba-  

b i l i d a d e  não é um problema t r i v i a l .  



2 . 5 . 1  - D i s t r i b u i ç ã o  d a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  

S e j a  y um m - v e t o r  c o l u n a  d e  v a r i ã v e i s  d e  f o l g a  e 

I a  m a t r i z  d e  i d e n t i d a d e  d e  o r d e m  m .  E n t ã o ,  s u b s t i t u i m o s  a s  m 

r e s t r i ç õ e s  p o r :  

D e f i n i n d o  o s  v e t o r e s  e a s  m a t r i z e s  

- - 
c =  ( C ,  O ) , X =  ( x , y ) ,  A =  ( A ,  I )  , o n d e  

- 
c ( ( m  + n )  x  I ) ,  x ( ( m  + n )  x  1 )  e A(m x  (m + n ) ,  o  p r o b l e m a  d e  

P L  o r i g i n a l  t o r n a - s e :  

- 1 -  M a x i m i z a r  z  = c x  

Q u a l q u e r  s u b c o n j u n t o  d o  c o n j u n t o  d e  i n d i c e s  k = 

- d 

1 ,  2 ,  . . . ,  N n o  e s p a ç o  a m o s t r a 1  d e n o t a d o  p o r  (Ã, b ,  C ) k  e a d m i s  - 

s T v e l  s e  é s o m e n t e  s e  s a t i s f a z  a s  t r ê s  s e g u i n t e s  s i t u a ç õ e s .  

( a )  Os e l e m e n t o s  d o  v e t o r  E e s t ã o  s u j e i t o s  s o m e n -  

t e  a  d i s t r i b u i ç õ e s  d e  p r o b a b i l i d a d e  n ã o - n e g a -  

t i v a s ,  i .é, a  p r o b a b i l i d a d e  d e  q u a l q u e r  e l e  - 

m e n t o  d e  è t o m a n d o  um v a l o r  n e g a t i v o  6 z e r o .  



Os e l e m e n t o s  Ã e  b n ã o  e s t ã o  s u j e i  t o s  a  q u a l -  

q u e r  r e s t r i ç ã o  d e s s e  t i p o .  

( b )  O e s p a ç o  a m o s t r a l  g e r a d o  p o r  (Ã, 6, 'E)k  é t a l  

q u e  c o n t e m  m a i s  d e  uma s o l u ç ã o  b a s i c a  v i á v e l ,  

i . Z ,  s e  u m  v a l o r  a m o s t r a 1  p a r t i c u l a r  d e  (Ã, 6, c)  
n ã o  s a t i s f a z  a s  r e s t r i ç õ e s  d e  ( 2 . 1 0 ) ,  t a n t o  p o r  - 

q u e  e l e  l e v a  a  u m  c o n j u n t o  d e  e q u a ç õ e s  i n c o n -  

s i s t e n t e s  ou p o r q u e  e l e  l e v a  a  um c o n j u n t o  i l i  - 

m i t a d o  d e  s o l u ç õ e s ,  e n t ã o  e s s a  a m o s t r a  p a r t i c u  - 

l a r  & d e f i n i d a  como s e n d o  i n a d m i s s ~ v e l .  

( c )  O e s p a ç o  a m o s t r a l  g e r a d o  p o r  (Ã, 6, é t a l  

q u e  e l e  s a t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s  d e  u m  p r o b l e m a  

comum d e  P L  n ã o - e s t o c á s t i c a ,  i  . é ,  o  problema d e  

p r o g r a m a ç ã o  q u e  t em u m  c o n j u n t o  n ã o - v a z i o  d e  

s o l u ç õ e s  b á s i c a s  e  q u e  n ã o  d e g e n e r a d o .  Nos - 

s a s  s u p o s i ç õ e s  i m p l i c a m  q u e  p a r a  c a d a  k p e r t e n  - 

tente a o  e s p a ç o  a m o s t r a 1  a d m i s s í v e l  (Ã, '6, c ) k  

d o  p r o b l e m a  ( 2 . 1 0 ) ,  o n d e  k d e n o t a  u m  v a l o r  a -  

m o s t r a 1  p a r t i c u l a r ,  devemos  t e r :  

( c l )  Rank A ,  p a r a  t o d o  k a d m i s s T v e l  = m L- 1 
- 

( c 2 1  Os p o n t o s  c a r a c t e r i z a d o s  p o r  ( A ,  6, c ) k  

p a r a  t o d o  k a d m i s s i v e l  n ã o  devem e s t a r  i n  - 

d e f i n i d o s  no  e s p a q o  a m o s t r a l ,  i  . e ,  devem 

s e r  n ã o  s i n g u l a r e s  d e  a l g u m  modo. 



( c , )  O v a l o r  mâximo d o  problema prima1 s a t i s -  

f azendo  ( 2 . 1 0 )  e deno tado  por (max z ) ~  d e  

ve s e r  l i m i t a d o  para  t o d o  k admissTve1. 

Pe lo  método de  s e l e ç ã o  (método c o m b i n a t o r i a l  de s e  - 

n + m  l e ç ã o  comple ta )  e x i s t e m  no máximo k = ( ) se1  eções  poss?veis, 

nem t o d a s  s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i ç õ e s  de  n ã o - n e g a t i v i d a d e .  Para 

cada s e l e ç ã o ,  escolhemos m e l emen tos  do v e t o r  F' e  x e  a s  m c o l u  - 

nas c o r r e s p o n d e n t e s  d e  Ã. Denotemos a  se1 eção  k ( k  = 1, 2 ,  . . . K )  

por  um Tnd ice .  E n t ã o  te remos  

s e  a s o l u ç ã o  - ( k )  x p a r a  a  s e l e ç ã o  k s ã o  n ã o - n e g a t i v a s ,  e n t ã o  cha - 

maremos de s o l u ç ã o  v i ã v e l .  Tomando apenas  a s  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  

d e n t r o  d a s  k p o s s i v e i s  s e l e ç õ e s ,  ca l cu lamos  

- 
z* ,= (max z ( ~ )  I s e i e ç ã o  k ê v i á v e l  ) ( 2 . 1 2 )  

k 

Agora vamos c o n s i d e r a r  a  d i s t r i b u i ç ã o  de p robab i -  
d 

l i d a d e  c o n j u n t a  dada p o r  ( 2 . 1 ) ,  onde o e spaço  d e  pa râmet ros  e  

d e f i n i d o  como o  i n t e r v a l o  t o t a l  de  v a r i a ç ã o  dos e l emen tos  a l e a -  

t ó r i o s  do c o n j u n t o  ( A ,  b ,  c ) .  S e j a  S k  a  r e g i ã o  do espaço  de  pa - 

r ãme t ros  onde a k-ésima s e l e ç ã o  é v i á v e l ,  i . 5 ,  T ( ~ )  > O .  S e j a  

T k  a  r e g i ã o  onde z k  a t i n g e  seu máximo. Além d i s s o ,  s e j a  



- 
onde V k  e a interseção de duas regiões Sk e Tk definindo a 

região onde a seleção k é tanto viável como maximal (Õtima). Con - 

siderando-se a distribuição de probabilidade de todos pontos em 

cada região V k ,  podemos calcular a distribuição de probabilida- 

de do máximo Z* por metodos numéricos e aproximados; esta dis- 

tribuição quando não-degenerada pode ser utilizada para especi- 

ficar regras de tomada de decisões Õtimas sob risco. 

Por exemplo, se Q(Z*) denota a distribuição de 

probabilidade do mâximo z*, o qual provem da distribuição de pro - 

babilidade (2.1), então isto nos fornece varias sugestões de re - 

gras alternativas de decisões viâveis as quais são ~ a n d ~ d a t a s  a 

regra de decisão õtima, como seguem: 

(i 0s primeiros quatro momentos1 da distribui- 

ção Q(?*) indicariam a probabilidade de a1 - 

cançar qualquer valor espec3fico da função 

objetivo (z,), i .é ,  Pr (Z* 4 zo). 

( i i )  Os intervalos de confiança e outros limites 

probabilfsticos para Z* poderiam também ser 

calculados de modo que, para qualquer valor 

particular zo, um valor ao de probabilidade 

restrita poderia ser calculado, e isto pode 

fornecer indices de sensibilidade. 

1 - Média, variância, curtose, assimetria. 



( i i i )  E p o s s y v e l  d e r i v a r  o s  l i m i t e s  e  i n e q u a ç õ e s ,  

p a r a  q u a l q u e r  v e t o r  Y* d e  s o l u ç ã o  ó t i m a  c o r -  

r e s p o n d e n d o  a  ?*, p o r  m é t o d o s  e s t a t y s t i c o s  t a n  - 

t o  p a r a m 5 t r i c o s  como n ã o - p a r a m é t r i c o s .  

( i v )  E m  a l g u n s  c a s o s ,  q u a n d o  s o m e n t e  o s  c o e f i c i e n  - 

t e s  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  s ã o  v a r i á v e i s  a l e a t ó -  

r i a s ,  a  v a r i â n c i a  d o  Z* ó t i m o  em r e l a ç ã o  a o  

v a l o r  e s p e r a d o  ( q u a n d o  f o r  a l t a )  p o d e  i n d i c a r  

a n e c e s s i d a d e  d e  a d o t a r - s e  p o l i t i c a s  m a i s  

c u i d a d o s a s  b a s e a d a s  n o s  p o n t o s  e x t r e m o s  em 

v e z  d e  p o n t o s  e x t r e m o s  Õ t i m o s .  ( s e l e ç ã o  d a  

s e g u n d a  m e l h o r  ou d a  t e r c e i r a  m e l h o r  s o l u -  

s ã o  e t c . )  

2 . 5 . 2  - T e s t e s  n ã o  p a r a m é t r i c o s  

No p r o c e d i m e n t o  p a s s i v o  t e m o s  d o i s  t i p o s  d e  m é t o -  

d o s  p a r a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e m a  d e  P L E :  Mé todo  I n d i r e t o  e Méto - 

d o  D i r e t o .  N e s t e  i tem,  a l é m  d e  i l u s t r a r  o  p r o c e d i m e n t o  p a s s i v o ,  

a p l  i c a r e m o s  a1 g u n s  t e s t e s  e s t a t 7 s t i c o s  n ã o - p a r a m é t r i c o s  p a r a  t e s  - 

t a r  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  d e r i v a d a s  d o s  m é t o d o s  i n -  

d i r e t o  e  d i r e t o .  

( i )  Mé todo  I n d i r e t o  

N e s t e  m ê t o d o  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  

d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  é d e r i v a d a  e m p i r i c a m e n t e  

a t r i b u i n d o - s e  v a l o r e s  a m o s t r a i s  d i f e r e n t e s  p a  - 



k r a  ( A ~ ,  b k ,  c  ) do problema d e  P L .  S e j a  o  s e  - 

g u i n t e  exemplo: 

Exempl o  2 . 1  : 

Maximizar z = x l  -t- x 2  

a  função  o b j e t i v o  s i g n i f i c a  que a  renda  n a c i o n a l  z  tem duas  com- 

p o n e n t e s ,  x l  = bens de i n v e s t i m e n t o  e  x 2  = bens de consumo. Os 

a i j  s ã o  os c o e f i c i e n t e s  de  insumo-produção,  no e n t a n t o  e s t e s  va- 

l o r e s  g e r a l m e n t e  contém e r r o s  d e v i d o  a  medida e  p o r t a n t o  sempre 

e x i s t e  alguma i n c e r t e z a .  Para o  exemplo ac ima,  se1 ecionamos os  

s e g u i n t e s  v a l o r e s  a m o s t r a i s :  

O método i n d i r e t o  r e s o l v e  problemas de  P . L .  p a r a  

cada u m  d e s t e s  1 6  v a l o r e s ,  por  exemplo,  o  p r i m e i r o  P P L  é 



M a x i m i z a r  z = x l  + . x z  

s . a .  7 . 1 4 2 8  x l  + 0 . 5 7 0 1  x 2  $ 1 0 4  ( c a p i t a l  ) 

0 . 0 0 0 2 5  x l  + 0  .O0041 x 2  6 0 . 0 1  4  (mão-de-obra) 

X l  > , O  X 2  3 0  

Usando  o  m'i!todo s i m p l e x  a  s o l u ç ã o  Ót ima  é dada p o r :  

z(') = 3 8 . 8 1 4 4 .  Do mesmo modo,  r e s o l v e m o s  o u t r o s  1 5  p r o b l e m a s  e  

o s  v a l o r e s  Õ t i m o s  e s t ã o  na t a b e l a  2 . 1 .  Ass im podemos r e s u m i r  o  

m é t o d o  i n d i r e t o  como: 

" S e l e c i o n a m o s  uma a m o s t r a  d e  t a m a n h o  p r é - d e f i n i d o  

k k e  p a r a  c a d a  e l e m e n t o  d a  a m o s t r a  ( A ~ ,  b k ,  c ) , 

k = 1 ,  . . . ,  K,  r e s o l v e m o s  u m  P P L  d e t e r m i n i s t i c o " .  

P e l a  v a r i a ç ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  d e n t r o  d e  um i n t e r  - 

u a l o  p l a u s ~ v e l ,  podemos  a n a l i s a r  o  i m p a c t o  d a  i n c e r t e z a  n a  f u n -  

ç ã o  o b j e t i v o .  

( i i )  ~ é t o d o  D i r e t o  

Aqui a j u s t a m o s  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  e m p 7 r i c a s  d e  p r o b a  

b i l i d a d e  a o s  c o e f i c i e n t e s  d e  i n s u m o - p r o d u ç ã o ,  e  e n t ã o  e s t i m a m o s  

a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  Usando  o s  

v a l o r e s  a m o s t r a i s  d o s  c o e f i c i e n t e s  ali e  a 1 2  no e x e m p l o  2 . 1  p o d e  

1 1 mos a j u s t a r  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  p a r a  e s t e s  d a d o s  . 
Deno tamos  

f ( a , , )  = d i s t r i b u i ~ ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d e  a l l  



f ( a 1 2 )  = d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d e  a 1 2  

a s s i m  

c u j a s  d i s t r i b u i ç õ e s  s ã o  c o n h e c i d a s  na  l i t e r a t u r a  e s t a t y s t i c a  c o -  

mo " D i s t r i b u i ç ã o  BETA". P a r a  c a l c u l a r  a  d i s t r i b u i ç ã o  d a  f u n ç ã o  

o b j e t i v o  a d o t a - s e  o  p r o c e d i m e n t o  d e  B A B B A R  ( v e j a  S e n g u p t a ,  T i n t  - 

n e r  e P I o r r i s o n l l 1  o  q u a l  n o s  f o r n e c e  o s  s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s  

E s t e s  d a d o s  n o s  d á  1 6  p a r e s  d e  ( a l i ,  a l 2 ) .  O p r i -  

m e i r o  P P L  2:  

P r o b a b i l i d a d e  

Acumulada  

0 . 0 5  

O .  6 5 8 9  

0 . 8 3 1 0  

O .  9 5  

Max z = x l  + x 2  

s,8 0 . Q O l Q  x l  + 0 . 6 1 0 9  x2 4 1 0 4  ( c a p i t a l  ) 

Q.OOQ25 x l  t. 0 . 0 0 0 4 1 3  x 2  4 0 . 0 1 4  (mão-de obra)  

a 1 1  

O .  0 0 0 9 8  

2 . 3 2 3 7 7  

4 . 6 4 6 5 6  

6 . 9 6 9 3 5  

P r o b a b i l  i d a d e  

Acumul a d a  

0 . 0 5  

0 . 3 1 5 2  

O .  6 8 4 8  

0 . 9 5  

a 1 2  

0 . 6 1 0 8 8  

1 . 6 2 1  94  

2 . 6 3 3 0 0  

3 . 6 4 4 0 6  



1 
O m é t o d o  s i m p l e x  n o s  d á  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  z (  ) = 

= 33 .898 .  Do mesmo m o d o ,  r e s o l v e m o s ,  1 6  PPL e a g r u p a m o s  a s  s o -  

l u ç õ e s  ó t i m a s  n a  t a b e l a  2 . 1 .  

P o d e m o s  r e s u m i r  o  m é t o d o  d i r e t o  c o m o  s e g u e :  

" A j u s t a m o s  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  d e  p r o b a b i l i d a d e  a o s  

e l e m e n t o s  (A, b ,  c )  e e n t ã o  e s t i m a m o s  a  d i s t r i b u i  - 

ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  Neste ni6 - 

k  k t o d o  g e r a m o s  c a d a  e l e m e n t o  (A , b k ,  c ) a 1  e a t o r i a  - 

m e n t e  e em s e g u i d a  r e s o l v e m o s  o  PPL d e t e r m i n i ' s t i c o "  

( i i i )  T e s t e  d e  K o l m o g o r o v  - S m i r n o v  

Os d a d o s  d a  t a b e l a  2 . 1  s ã o  a g r u p a d o s  a  f im d e  s e  

o b t e r  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  a c u m u l a d a s  d a  t a b e l a  2 . 2 .  

O t e s t e  d e  K o l m o g o r o v  - S m i r n o v  b a s e i a - s e  no s e g u i n  - 

t e  r e s u l t a d o  P21, 

R e s u l t a d o  1 :  S e j a  x l ,  . . . , x N  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  

i d e n t i c a m e n t e  d i s t r i b u i d a s  t e n d o  f u n ç ã o  d e  d i s t r i b u i ç ã o  F x ( * )  = 

= F ( * ) .  D e f i n i m o s  

DN = d n  ( x i ,  . . . ,  x N )  = S u p  [ F , ( x )  - ~ ( x ) ]  

- m < x < m  

o n d e  F n ( x )  6 a  f u n ç ã o  d e  d i s t r i b u i ç ã o  a m o s t r a l .  E n t ã o  

L i m  F ( x )  = l i m  7 
n-... f i D n  n - t m  1 



Tabe la  2 . 1  

Y a l  o r e s  Máximos Ordenados das 
16 Amostras 

Método D i r e t o  

Média 38.0558 

yé todo  I n d i r e t o  



T a b e l a  2 . 2  

V a l o r e s  

Utimos 

D i s t r i b u i  ç ã o  Acumul ada  dos  Métodos 
D i r e t o  e I n d i r e t o  

F r e q ü ê n c i  a s  
-- 

Dist.  Acumulada F r e q .  

4cumulada 



Aqui fazemos o  s e g u i n t e  t e s t e :  

H,  : X i  ' F o ( * )  , onde F o ( * )  é uma função  d i s t r i -  

bu ição  especifica onde a  e s t a t j s t i c a  d e  .Kolmogorov K n  = fi sup  
- co<x <w 

[ F n ( x )  - F, (x ) ]  u s a d a ,  r e j e i t a n d o  tio s e ,  e  somente s e ,  k n > k l m a  

o n d e  k l m a  5 o  v a l o r  t a b e l a d o  1 ~ 3 1 ,  

Pe l a  t a b e l a  2,2 observamos que a  ma io r  d i s c r e p â n -  

c i a  e n t r e  duas  s é r i e s  4 /16 .  O numerador d e s t a  maior  d i f e r e n ç a  

é k D  = 4 .  Pe la  t a b e l a  L de  S i e g e l  1'31 temos que para  N =  16 ,  a = 

0 . 0 1 ,  o  v a l o r  k l  -a  = 10 e  pa ra  a = 0 . 0 5  k l - a  = 8.  Assim c o n c l u i  - 

mos que a s  d i s t r i b u i ç õ e s  d e r i v a d a s  de  ambos métodos provem da 

mesma popu lação .  

( i v )  T e s t e  de Rényi 

S e j a  x l ,  X Z ,  ..., xn  uma amos t ra  de  tamanho n de  

uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  com d i s t r i b u i ç ã o  F e  s e j a  F n  a  d i s t r i b u i -  

ção e m p i r i c a  da a m o s t r a .  A .  Rényi 1 l 4  1 s u g e r i u  t r ê s  e s t a t i s t i  c a s  

A e s t a t 7 s t i c a  de Rényi d i f e r e  d e  Kolmogorov - Smir - 

nov porque e l e  c o n s i d e r o u  o  e r r o  r e l a t i v o  dado p e l a  eq. ( 2 . 1 5 ) .  

E s t e  t i p o  de e s t a t i s t i c a  é p a r t i c u l a r m e n t e  e f i c a z  em P L E ,  onde 



a s  d i f e r e n ç a s  e n t r e  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  a j u s t a d a s  p e l o  m é t o d o  d i r e  - 
t o  e  i n d i r e t o  devem s e r  a v a l i a d a s  n a s  c a u d a s  s u p e r i o r e s  e  i n f e -  

r i o r e s  d a  d i s t r i b u i ç ã o .  

As d i s t r i b u i ç õ e s  e x a t a s  p a r a  a s  t r ê s  e s t a . t i s t i -  

c a s  d e  Rény i  f o r a m  c a l c u l a d a s  p o r  B i r n b a u m  a n d  Li ,entz  0 e  

a c o r d o  com a  n o t a ç ã o  d e  1 1 5 1  

P a r a  v a l o r e s  d e  uma a m o s t r a  d a d a  d e  t a m a n h o n ,  u m  

v a l o r  d e  a  ou b  e  u m  n i v e l  d e  s i g n i f i c â n c i a ,  e x i s t e m  t a b e l a s  pa - 

r a  e n c o n t r a r  o  v a l o r  mynimo d e  c  t a l  q u e  a s  i n e q u a ç õ e s  (2.17) ou 

( 2 . 1 9 )  s ã o  s a t i s f e i t a s  e  também a s  p r o b a b i l i d a d e s  P r ,  P 2  O U  P 3  

s ã o  d a d a s .  

No n o s s o  e x e m p l o ,  d e n o t a m o s  F n ( x )  = d i s t r i b u i ç ã o  

a j u s t a d a  p e l o  m é t o d o  d i r e t o  e  F ( x )  = d i s t r i b u i ç ã o  a j u s t a d a  p e l o  

m é t o d o  i n d i r e t o :  e n t ã o  u s a n d o  a s  i n f o r m a ç õ e s  na  t a b e l a  2 . 2  p o d e  - 

mos c o n s t r u i r  o s  v a l o r e s  d a  e s t a t í s t i c a  d e  Rényi  d a d o s  e q .  ( 2 . 1 5 )  

a c o l h e n d o  a = 0 . 8  a r b i t r a r i a m e n t e  o b t e m o s  d a  t a b e l a  2 . 3  

p e l o  v a l o r  d a  t a b e l a  d a d a  p o r  B i r n b a u n  a n d  L i e n t z  C = 0 . 3 0  



p a r a  a = 0 . 0 5  e  P 2  = 0 . 9 6 4 9 5 3  i s t o  i m p l i c a  q u e  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  

a j u s t a d a s  p e l o s  d o i s  m é t o d o s  provem da  mesma p o p u l a ç ã o .  

T a b e l a  2 . 3  

2 . 6  - P r o c e d i m e n t o  a t i v o  em P L E  

A v e r s ã o  d e  T i n t n e r  & S e n g u p t a  p a r a  o  p r o c e d i m e n  - 

t o  a t i v o  i n c o r p o r a  v a r i ã v e i s  d e  d e c i s ã o  a d i c i o n a i s  d e f i n i d a s  pe - 

l a  m a t r i z  d e  a l o c a ç ã o  U = L u i j ]  o n d e  

c u j a s  r e ç t r i ~ õ e s  s ã o  i n t r o d u z i d a s  no P P L  o r i g i n a l .  



U s a n d o - s e  e s t a s  v a r i á v e i s  d e  d e c i s ã o  o  p r o c e d i -  

m e n t o  p a s s i v o  e s p e c i f i c a  um p r o b l e m a  s e p a r á v e l  p a r a  c a d a  x  c o  
j - 

mo s e g u e :  

M a x i m i z a r  z = c  x  
j j 

Novamen te ,  o p r o b l e m a  é o  a j u s t a m e n t o  d a  d i s t r i -  

b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d e '  Imax z )  d a d o  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a  - 

b i l i d a d e  ( 2 . 1 ) .  No e n t a n t o ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o  Ó t i m a  também d e p e n d e r á  d a  m a t r i z  d e  a l o c a ç ã o  

U = [ui j]. Como e x e m p l o ,  c o n s i d e r e m o s  o  p r o b l e m a  d e  p l a n e j a m e n  - 

t o  e c o n õ m i c o .  Aqui a s  p r o p o r ç õ e s  u i j  podem s e r  a l o c a ç õ e s  p a r a  

v ã r i a s  i n d ú s t r i a s  e  o  comando c e n t r a l  c o n s i d e r a r á  a s  d i s t r i b u i -  

ç õ e s  d e  p r o b a b i l i d a d e  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  z maximal  g e r a d a  p o r  

e s t a s  a l o c a ç õ e s .  

S e r i a  i n t e r e s s a n t e  a p o n t a r  a l g u m a s  c a r a c t e r i s t i -  

c a s  do p r o c e d i m e n t o  a t i v o .  E m  p r i m e i r o  l u g a r ,  na  i n t e r p r e t a ç ã o  

d o  p r o c e d i m e n t o  a t i v o  como u m  m o d e l o  p o l i t i c o ,  o s  e l e m e n t o s  u i  

podem s e r  c o n s i d e r a d o s  como v a r i á v e i s  i n s t r u m e n t a i s  a s  q u a i s  po - 

dem s e r  e s c o l h i d a s  a p r o p r i a d a m e n t e  p a r a  o t i m i z a r  u m  f u n c i o n a l  d e  

r i s c o - p r e f e r ê n c i a  a s s o c i a d o  com a f u n ç ã o  o b j e t i v o .  S e j a  z a  o  
- 

v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  no  p r o c e d i m e n t o  a t i v o  e  s e j a  U e  U d o i s  

c o n j u n t o s  d i f e r e n t e s  d e  a l o c a s ã o  d e  r e c u r s o s  o s  q u a i s  p o d e r i a m  

s e r  s e l e c i o n a d o s  p o r  um p l a n e j a d o r .  D e s d e  q u e ,  em c a d a  c a s o ,  



t odos  r e c u r s o s  devem s e r  t o t a l m e n t e  a l o c a d o s  de  acordo'com (2.20), 
- 

a s  s e l e ç õ e s  U e  U r e p r e s e n t a m  apenas  a l o c a ç õ e s  r e l a t i v a s  d i f e -  

r e n t e s  pa ra  cada r e c u r s o  i  = 1 ,  2 ,  . . .  , n .  As d i s t r i b u i ç õ e s  de 

probabi  1 i d a d e  para"Cmax z a l  r e s u l t a n t e s  d e s t a s  duas so luçÕes  e s  - 

t ã o  i l u s t r a d a s  na f i g u r a  2.1 

z O U  menor 

F i g u r a  2 . 1  

Desde que na programação l i n e a r  e s t o c á s t i c a  supo - 

mos que uma função  de r i s c o  p r e f e r ê n c i a  ( f u n ç ã o  u t i l i d a d e )  e s t á  

d i s p o n i v e l  a  qual  p e r m i t e  uma ordenação  e n t r e  t o d o s  p a r e s  como 

F U  e  F c ,  com e s t a  h i p ó t e s e  o  problema é formalmente  r e s o l v i d o  

no " n i v e l  p o l i t i c o "  quando a s  d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l  idlade s ã o  

conhec idas  pa ra  cada  m a t r i z  U a d m i s s i v e l .  E m  p r i n c i p i o ,  d i ' fe -  

r e n t e s  l i n h a s  de d e c i s ã o  podem s e r  comparadas.  Por exemplo, s e  

a  função  r i s c o - p r e f e r ê n c i a  é t a l  que apenas r e g r a s  de d e c i s ã o  l i  - 

n e a r ,  c u j a s  r e g r a s  dependem por  d e f i n i ç ã o  do p r i m e i r o  momen- 

t o '  das  funções  d i s t r i b u i ç õ e s  F U  e  F G ,  s ã o  c o n s i d e r a d a s  pelo p l a  - 

n e j a d o r ,  e n t ã o  a  m a t r i z  de a l o c a ç ã o  U pode s e r  s u p o s t a  "melhor"  

1 - Valor  e s p e r a d o  



q u e  Ú a  m e d i d a  q u e  o  p r i m e i r o  m o m e n t o  ( v a l o r  e s p e r a d o )  d e  F U  e x -  

c e d a  Fíj. 

P o d e m o s  n o t a r  t ambgm q u e  a  i n t r o d u ç ã o  d e  r e s t r i -  

ç õ e s  d e  d e c i s ã o  a d i c i o n a i s  p o r  m e i o  d e  v a r i á v e i s  d e  d e c i s ã o  u i j  

tem o  e f e i t o  d e  t r u n c a m e n t o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  e s t a t i s t i c a  d o  v a l o r  

o t i m o  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o c e d i m e n t o  p a s s i v o ,  i . é ,  s u p o n d o  

q u e  uma m a t r i z  d e  a l o c a ç ã o  p a r t i c u l a r  U ( ' 1  ê e s c o l h i d a  a  p r i n c i  - 

p i o  em uma b a s e  a  p r i o r i ;  e n t ã o  com o b s e r v a ç õ e s  a  m a i s  d o s  d a d o s  

e o s  r e s u l t a d o s  d e  uma e s p e c i f i c a ç ã o  c o m p l e t a  d a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  

p r o b a b i l i d a d e ,  o u t r a  m a t r i z  d e  a l o c a ç ã o  U ( * )  p o d e  s e r  s e l e c i o n a -  

d a  ( d i g a m o s  p o r  c o n s i d e r a ç õ e s  d e  v a r i â n c i a  m v n i m a ) ,  e a s s i m  p o r  

d i a n t e ;  v i s t o  q u e  s e  a  d i s t r i b u i ç ã o  " c o m p l e t a  d a  f u n ~ ã o  o b j e t i v o  

6 t i m a  é e s t i m a d a  com b a s e  em g r a n d e s  a m o s t r a s  d e  d a d o s  com um 

r a z o á v e l  g r a u  d e  c o n f i a b i l i d a d e ,  e n t ã o  a  m a t r i z  d e  a l o c a ç ã o  Ó t i -  

ma p o d e  t e r  s i d o  U * ,  o n d e  o  Ó t i m o  é d e f i n i d o  p e l o  f u n c i o n a l  d e  

r i s c o - p r e f e r ê n c i a  ( f u n ç ã o  u t i l i d a d e ) .  No c a s o  d a  m a t r i z  d e  a l o -  

c a ç ã o  Ó t i m a  u * ,  n ã o  t e m o s  p o n t o  d e  t r u n c a m e n t o  em q u a l q u e r  e s t á  - 

g i o ,  d e s d e  q u e  t e n h a m o s  e s p e c i f i c a ç ã o  c o m p l e t a  d a  d i s t r i b u i ç ã o  

d e  p r o b a b i l i d a d e  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  e t a m b é m  d o  f u n c i o n a l  d e  Ris - 

c o - p r e f e r ê n c i a .  Neste  a s p e c t o ,  p e l o  modo  s e q u e n c i a l  d e  m a n i p u l a r  

com n o v a s  o b s e r v a ç õ e s ,  o  p r o c e d i m e n t o  p a s s i v o  p o d e  s e r  Ú t i l  n a  

s u g e s t ã o  d e  c r i t é r i o s  p a r a  m u d a r  d e  uma r e g r a  d e  d e c i s ã o  Ó t i m a  

p a r a  o u t r a ,  j á  q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d a  f u n ç ã o  o b -  

j e t i v o  é e s p e c i f i c a d a  c a d a  v e z  m e n o s  i n c o m p l e t a .  

2 . 7  - R e l a ç õ e s  e n t r e  0 s  P r o c e d i m e n t o s  P a s s i v o  e 

Neste i tem a n a l i z a r e m o s  a s  r e l a ç õ e s  m a t e m á t i c a s  e n  - 



t r e  os d o i s  procedimentos  e  derivaremos algumas inequações  p a r a  o  ca - 
s o  onde os c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  das  inequações  s ã o  v a r i ã v e i s  a  - 

l e a t õ r i a s .  Por  o u t r o  l a d o ,  ap resen ta remos  l i m i t e s  p a r a  o  v a l o r  

da função  o b j e t i v o .  

Consideremos os espaços  de pa râmet ros  L e  L, pa- 
P 

r a  os p roced imen tos  p a s s i v o  e  a t i v o  r e s p e c t i v a m e n t e ,  onde supo-  

mos que em t o d a s  s i t u a ç õ e s  p o s s i v e i s ,  i . 6 ,  p a r a  t o d a s  v a r i a ç õ e s  

p o s s i v e i s  dos e l emen tos  a l e a t ó r i o s ,  a s  cond ições  de u m  programa 

l i n e a r  n ã o - e s t o c á s t i c o  s ã o  s a t i s f e i t a s  e  u m  máximo f i n i t o  é a l -  

cançado.  Indexamos cada s e l e ç ã o  v i á v e l  por  i = l ,  2 ,  ..., I. e  o  

v a l o r  c o r r e s p o n d e n t e  da função  o b j e t i v o  por  z i ,  i  = 1 ,  2 ,  . . .  I o ,  

que por  h i p ó t e s e  pode s e r  a r r a n j a d a  numa ordem a s c e n d e n t e  d e  va- 

l o r e s  e o  Õtimo a l c a n ç a d o .  E s t e  mêtodo de  s e l e ç ã o  também pode 

s e r  a p l i c a d o  p a r a  o  procedimento  a t i v o  pa ra  alguma e s c o l h a  e spe -  

c T f i c a  da m a t r i z  de  a l o c a ç ã o  U e  algumas obse rvações  amostrais do 

termo ( A ,  b ,  c ) .  Agora,  sejsa V e  V, a q u e l a s  s u b r e g i õ e s  nos e s -  
P 

paços de pa râmet ros  L e  L d ,  onde e x i s t e m  s e l e ç õ e s  v i á v e i s  a s  
P 

q u a i s  sempre tem s o l u ç õ e s  x com Õtimo f i n i t o .  

D e f i n i ç ã o :  1 ' 1 Uma Única obse rvação  amost ra1  de 

(A, b ,  c )  é d i t a  s e r  a d m i s s f v e l  s e  e  somente s e  a q u e l a  amos t ra  

g e r a  s o l u ~ õ e s  p e r t e n c e n t e s  a s  s u b r e g i õ e s  V p  e  V , .  

Sejam k = 1 ,  2 ,  . . . , K os f n d i c e s  do c o n j u n t o  de ob - 

s e r v a ç õ e s  a m o s t r a i s  dos pa râmet ros  do problema e  denotemos,  da-  

qui  por  d i a n t e ,  po r  z ( k )  o  v a l o r  máximo da função  o b j e t i v o  z = 

= c ' x  de  uma k = êsima s e l e ç ã o  do c o n j u n t o  (A, b ,  c )  a d m i s s i v e l ,  

composto de e1 ementos a1 e a t s r i o s .  Com r e s p e i t o  ao procedfmento  

a t i v o  Sengup ta ,  T i n t n e r  and Millham i I d e f i n i r a m  t r ê s  e s t á d i o s  de  
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t e s  t eo remas .  

Teorema 2.1 I 2 l  S e j a  z  ( k )  ( k )  os v a l o r e s  máxi- 
P e 'a 

m o s  da função  o b j e t i v o  z  = c ' x  pa ra  a  k-ésima s e l e ç ã o  do conjun-  

t o  a d m i s s i v e l  de  v a l o r e s  a m o s t r a i s  dos pa râmet ros  a l e a t ó r i o s  ( A ,  

b ,  c )  pa ra  o  procedimento  p a s s i v o  e  a t i v o  da P L E  r e s p e c t i v a m e n t e  

e  s e j a  z d k ) ,  d e f i n i d o  como em ( 2 . 2 2 ) ,  o  v a l o r  máximo da função  

o b j e t i v o  z  ( k )  quando q u a l q u e r  m a t r i z  a l o c a ç ã o  U do procedimento  

a t i v o  é s e l e c i o n a d a ,  não n e c e s s a r i a m e n t e  a  m a t r i z  Ótima, e n t ã o  

temos:  

(k ( k )  < Z a  d Ck) pa ra  t o d o  k e  K em V e  V, t Z p  
P 

Prova:  Sejam a s  s u b r e g i õ e s  g e r a d a s  p e l a s  funções  

( k )  ( k l  e  z  o b j e t i v o  zd , z a  ( k )  p a r a  t o d o  k E K a d m i s s i v e l  em V e  V,  
P P 

e  denotemos e s t a s  r e g i õ e s  por  R d ,  R, e  R r e s p e c t i v a m e n t e .  E n -  
P 

t ã o ,  p e l o  modo como a s  inequações  no procedimento  a t i v o  s ã o  c a l -  

c u l a d a s ,  temos que q u a l q u e r  s o l u ç ã o  v i á v e l  d e s s e  ú l t i m o  em t e r  - 

mos de U ou x  deve s a t i s f a z e r  n e c e s s a r i a m e n t e  t o d a s  r e s t r i ç õ e s  d o  

problema p a s s i v o ,  i s t o  s i g n i f i c a  que a  s u b r e g i ã o  R, e s t á  c o n t i d a  

na s u b r e g i ã o  R p ,  provando as s im que z  ( k )  ( k ) .  
P >' Z a  

( k )  > z De o u t r o  modo, suponhamos que za  ( k )  , i s t o  
P 

i m p l i c a  que e x i s t e  s o l u ç ã o  Ótima em termos de U e  p o r t a n t o  o  ve- 

t a r  x  em za  ( k )  contém a  s u b r e g i ã o  r co r re spondendo  a  s o l u ç õ e s  x  
P 

em z  ( k )  pa ra  t o d o  k .  C o n s i d e r e  agora  o  s u b c o n j u n t o  de  s o l u ç õ e s  
P 

Ótimas x* p e r t e n c e n t e  ao c o n j u n t o  r *  = complemento r e l a t i v o  o u  

d i f e r e n ç a  e n t r e  a s  s u b r e g i õ e s  ra  e  r ( k ) ,  
P ' 

Desde que supomos za 
P 

o  c o n j u n t o  r *  deve s e r  nzo-vaz io .  Assim, e x i s t e m  algumas s o l u -  

ções  d e n t r e  o  s u b c o n j u n t o  p o s s i v e l  de  s o l u ç õ e s  x* no c a s o  a t i v o  



a s  q u a i s  n ã o  s ã o  v i ã v e i s  no  c a s o  p a s s i v o .  Mas i s t o  c o n t r a d i z  a  

h i p ó t e s e  d e  q u e  a s  s o l u q ã e s  d o  c a s a  a t i v o  devem s a t i s f a z e r  t o d a s  

r e s t r i ç õ e s  do  c a s o  p a s s i v o .  Assim, z a k )  6 z ( k ) .  Além d o  m a i s ,  
P  

d e s d e  q u e  o  s u b e s p a ç o  g e r a d o  p o r  z d  ( k )  e s t á  c o n t i d o  n a q u e l e  g e r a -  

d o  p o r  z a  ( k )  s e g u e - s e  d a s  e q u a s Õ e s  ( 2 . 2 2 )  e  ( 2 . 2 3 )  q u e  z d  ( k )  q z u - * .  ( k )  , 

T e o r e m a  2 . 2 I 2 l  S e j a m  z - ,  z; e  z a  d e f i n i d a s  como 
P 

( k )  ( k )  z  , z u  P  
( k ) ,  no  e n t a n t o  n e s t e  c a s o  o s  e l e m e n t o s  a l e a t õ r i o s  e Z d  

do  p r o b l e m a  s ã o  s u b s t i t u i d o s  p o r  s e u s  v a l o r e s  e s p e r a d o s  ( s u p o s t o s  

f i n i t o s ) .  E n t ã o ,  s e  z - ,  z -  e  zd  p e r t e n c e m  a s u b r e c j i ã o  V e  V, P  a  P 

P r o v a :  Suponhamos  z - ,  z -  e  Z J  p e r t e n c e n t e s  a s  s u b  
P  a  - 

r e g i õ e s  Y e  Y a  
P  

d e f i n i d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  e n t ã o  d e v e  e x i s t i r  p e l o  

menos  uma c o n f i g u r a ç ã o  d e  e l e m e n t o s  a l e a t ó r i o s  q u e  g e r a  o s  v a l o -  

r e s  máximos  z -  p ,  Z: e  zd. Deno temos  e s t a  c o n f i g u r a ç ã o  p a r t i c u l a r  

p o r  k o ,  o n d e  k o  d e v e  p e r t e n c e r  a o  c o n j u n t o  K d e  t o d a s  c o n f i g u r a  - 

~ Õ e s  a d m i s s ~ v e i s ,  i s t o  é, k o  È K .  A g o r a  d e s d e  q u e  t e o r e m a 2 . 1  v a  - 

l e  p a r a  t o d o  k E K n a s  r e g i õ e s  V p  e V a ,  e l e  também v a l e  p a r a  k o .  

Assim p r o v a m o s  o  r e s u l t a d o  a c i m a .  

Como i l u s t r a ç ã o  d o  t e o r e m a  2 . 2 .  U t i l i z a r e m o s  o  

e x e m p l o  2 . 1  f o r m u l a n d o  o  m o d e l o  com b a s e  n o s  v a l o r e s  m é d i o s  d o s  

e1  e m e n t o s  a l e a t õ r i o s  d a  m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s .  

Exemplo  2 , 2 :  s e j a  o  m o d e l o  p a s s i v o  d o  e x e m p l o  2 . 1  

Max z = x 1  + x 2  



s . a  3.664476 x  1 + 2.6851 66 x;! e 104 (capi  t a 1  ) 

0 . 0 0 0 2 5 0 ~ ~  + 0 . 0 0 0 4 1 3 ~ ~  < 0.014 (mão-de-obra) 

X I  à O x z  >, O ( 2 . 2 4 )  

D e f i n i n d o  a  a 1  o c a ç ã o  p r o p o r c i o n a l  d e  c a p i t a l  p a r a  

a s  d u a s  a t i v i d a d e s  ( i n v e s t i m e n t o  e c o n s u m o )  p o r  u l l  e u l z  = 1 - u l l  

e a  a l o c a ç ã o  p r o p o r c i o n a l  d e  m ã o - d e - o b r a  p o r  u21  e  u22 = 1  - u21 

t e m o s  o  m o d e l o  a t i v o  c o r r e s p o n d e n t e  a ( 2 . 2 4 )  f o r m u l a d o  p o r  

Max z = x l  + x 2  

F a z e n d o  o s  c á l c u l o s  ( s i m p l e x )  temos z: = z- = xl + x2  
P  a 

= 3 6 . 4 1 0 3  com u l l  = 0 . 2 2 4 3  e u 2 1  = 0 . 1 1 3 6 .  S e  a s  r a z õ e s  d e  a l o -  

c a ç ã o  u 1 1  e u ~ ~  s ã o  s u p o s t a s  s e r  i g u a l m e n t e  d i s t r i b u i d a s  t a l  q u e  

' i j  = 0 . 5 0  i , j  = 1 , 2 ,  e n t ã o  o b t e m o s  uma s o l u ç ã o  ó t i m a  za=31.1395, 

a s s i m  em ambos c a s o s  z ~  < z -  = z L .  a  P ,  

Suponhamos  a g o r a  um c a s o  e s p e c i a l  no  q u a l  somen-  

t e  o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  A s ã o  a l e a t õ r i o s ,  s u p o s t o s  e s t i m a t i v a s  

a m o s t r a i s  i n d e p e n d e n t e s  d a s  m ê d i a s  a j j  com v a r i ã n c i a s  f i n i t a s  d e  

uma a m o s t r a  d e  N o b s e r v a ç õ e s .  A s s i m  s e  e i j  é a  c o m p o n e n t e  d e  e 1  

r o  a l e a t ó r i o  p a r a  c a d a  a i j  = a i j  + e i j .  t e m o s  p a r a  N + a  c o n -  



v e r g ê n c i a  em p r o b a b i l i d a d e  a i j  +- a i  j p e l o  t eo rema  do l i m i t e  c e n -  

t r a l .  Sejam x o  , xa v e t o r e s  s o l u ç õ e s  que maximizam a  f u n ç ã o  ob 
P - 

j e t i v o  p e r t e n c e n t e  a s  r e g i õ e s  V e  V, P 
d e f i n i d a s  ac ima .  Sejam 2  

P  
e  X a  v e t o r e s  s o l u ç ó e s  não i n d e f i n i d o s  no e s p a ç o  d e  p a r â m e t r o s  s a  - 

t i s f a z e n ' d o  o s  p rogramas  e s t o c ã s t i c o s  do modelo p a s s i v o  e  a t i v o .  

Assim podemos e n u n c i a r  o  s e g u i n t e :  

Teorema 2 , 3  1 2 1  Sejam xd  e  xd o s  v e t o r e s  s o l u ç ã o  
e 

o t ima  não i n d e f i n i d o s  no e s p a ç o  d e  p a r â m e t r o s ,  p a r a  u m  L c o n j u n t o  

p a r t i c u l a r  d e  v a r i á v e i s  d e  d e c i s ã o  u i j  no c a s o  a t i v o  de  u m  p ro -  

grama e s t o c ã s t i c o ,  d e  a c o r d o  como a  m a t r i z  d e  coef ic iente  A = [ a .  .] 
1 J  

e  s u b s t i t u i d a  ou não p e l a  m a t r i z  [ a .  . ] ,  e n t ã o  quando N -t - 
1 J  

* 
Ass im,  s e  z p ,  z a  e  id r e p r e s e n t a m  a  f u n ç ã o  o b j e t i  - 

- - - - 
vo c o r r e s p o n d e n d o  a  g p ,  x a ,  x d  r e s p e c t i v a m e n t e ,  - 

o o O e Z ~ '  Z a '  Z d  
respondem r e s p e c t i v a m e n t e  a  x p ,  x a ,  xd  e n t ã o  a  s e g u i n t e  inequação 

c o n v e r g e  em p r o b a b i l i d a d e  p a r a  

quando N + m, c o n t a n t o  que  t o d o s  z ' s  ó t i m o s  s e j a m  u n i c o s .  



P r o v a :  E s t e  f a t o  s e g u e - s e  d o  t e o r e m a  do  l i m i t e  c e n  - 

t r a l  o  q u a l  e s t a b e l e c e  q u e  p a r a  u m  c o n j u n t o  d e  v a r i á v e i s  a l e a t õ -  

r i a s  i n d e p e n d e n t e s  com f u n ç õ e s  d i s t r i b u i ç ã o  d a d a s  t e n d o  m é d i a s  e  

v a r i â n c i a s  f i n i t a s ,  a  m é d i a  a r i t m é t i c a  d a s  v a r i ã v e i s  a l e a t ó r i a s  

c o n v e r g i r i a m  em 1  i m i t e  p a r a  a  m é d i a  p o p u l a c i o n a l  d e  uma d i s t r i b u i  - 

ç ã o  n o r m a l  p a d r ã o  e  o  f a t o  d e  q u e  a  i n d e p e n d e n c i a  l i n e a r  d a s  c o -  

l u n a s  d e  a i j  é p r e s e r v a d a  na  v i z i n h a n ç a  d e  a i j .  

Usando  o  r e s u l t a d o  a c i m a  podemos e s t a b e l e c e r  u m  

m é t o d o  d e  a p r o x i m a ç õ e s  n u m é r i c a s  p a r a  a  d i s t r i b u i ç ã o  d a  f u n ç ã o  

o b j e t i v o .  U t i l i z a m o s  t o d a s  o b s e r v a ç õ e s  a m o s t r a i s  d o s  e l e m e n t o s  

a l e a t ó r i o s ,  N s e n d o  o  número  d e  o b s e r v a ç õ e s  p a r a  c a d a  v a r i á v e i s  

a l e a t ó r i a  i n d e p e n d e n t e .  C a l c u l a m o s  o s  v a l o r e s  Ó t i m o s  d a  f u n ç ã o  

o b j e t i v o  z  = c ' x .  D e p o i s  a j u s t a m o s  uma d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i -  

l i d a d e  u s a n d o  o s  v a l o r e s  a m o s t r a i s  d e  z  e  a s s i m  podemos f a z e r  i n  - 

f e r ê n c i a s  p r o b a b i l 7 s t i c a s  com r e s p e i t o  a o s  d i f e r e n t e s  v a l o r e s  d a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o .  

Como i l u s t r a ç ã o  podemos  u t i l i z a r  o  e x e m p l o  2 . 1  e  

c a l c u l a r  o s  1 6  v a l o r e s  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  z = x l  + X n  a  p a r t i r d o s  

1 6  p a r e s  d e  v a l o r e s  a m o s t r a i s  d o s  c o e f i c i e n t e s  d a  m a t r i z  A .  Ca l  - 
c u l  a n d o  a  f u n ç ã o  d e n s i d a d e  p r o b a b i l i d a d e  P ( z )  d a  v a r i ã v e l  a l e a t ó  - 

r i a  z  com b a s e  n o s  v a l o r e s  Ó t i m o s  c a l c u l a d o s  z l ,  z 2 ,  . . . , Zn ,  te 
mos uma d i s t r i b u i ç ã o  B e t a  



com a  o r i g e m  no  p o n t o  i n i c i a l  d a  c u r v a .  Aqui  t e m o s  N o =  5 7 3 . 1 8 9 0 ,  

a i  + a 2  = 3 6 . 1 6 9 ,  m 1  = - 0 . 3 5 4 7  e  m 2  = 0 . 1 4 1 2 .  E x p r e s s a n d o  a  

d i s t r i b u i ç ã o  em u n i d a d e s  d e  a i  + a 2  = 3 6 . 1 6 9  e  d e n o t a n d o  p  = m l + l  

e  q  = m z  + 1 ,  a  f u n ç ã o  d e n s i d a d e  a c i m a  p o d e  s e r  e x p r e s s a  n a  f o r -  

ma p a d r ã o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  B e t a  como s e g u e :  

p e l a  r e l a ç ã o  d a  f u n ç ã o  B e t a  i n c o m p l e t a  ( I )  

podemos  c a l c u l a r  a  p r o b a b i l i d a d e  a p r o x i m a d a  P r o b ( z  ,< z o )  = a p a -  

r a  d i f e r e n t e s  v a l o r e s  d e  z ~  a  p a r t i r  d e  t a b e l a s  d a  f u n ç ã o  B e t a  

i n c o m p l e t a  No n o s s o  c a s o  t e m o s  o s  s e g ú i n t e s  v a l o r e s  a p r o x i  - 

mados ;  m e n c i o n a d o s  n a  t a b e l a  2 . 3 .  

Podemos  c o n s t a t a r  q u e  e x i s t e  a p r o x i m a d a m e n t e  uma 

p r o b a b i l i d a d e  d e  9 5 %  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  z  s e r  m e n o r  de  que 32.5522. 

A g o r a  a n a l i s a r e m o s  s e  o  m é t o d o  d e  d e r i v a r  u m  p r o -  

c e d i m e n t o  a t i v o  d e  um p a s s i v o  é Ü n i c o .  P a r a  m o s t r a r  q u e  n ã o  é, 

podemos  c o n s t r u i r  um p r o c e d i m e n t o  a t i v o  a a l t e r n a t i v o  o  q u a l  e s -  

p e c i f i c a  v a l o r e s  m a i s  a l t o s  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  no  rninimo a 1  - 

g u n s  v a l o r e s  d a s  v a r i á v e i s  d e  d e c i s ã o  u i j  P o r  e x e m p l o ,  a  p a y  

t i r  d e  ( 2 . 3 5 )  podemos  c o n s t r u i r  um d o s  v á r i o s  p r o c e d i m e n t o s  a t i -  

v o s  a 1  t e r n a t i v o s  p a s s ? v e i s  como s e g u e :  



Max z = x ,  i x 2  ( 2 . 2 9 )  

s . a .  x l  < 2 8 . 3 8 0 1  x P  3 3 8 . 7 3 1 3  ( 1 - u i l )  

x l  i ~2 < ( 2 8 . 3 8 0 5  - 3 8 . 7 3 1 3 ) ~ ~ ~  + 38.7313 

x 2  >, 5 6 . 0 0 0 0 ~ ~ ~  x 2  f 3 3 . 8 9 8 3  ( 1  - ~ 2 1 )  

x l  + x 2  \< 3 3 . 8 9 8 3  i ( 5 6 . 0 0 0 0  - 3 6 . 8 9 8 3 ) ~ ~ ~  

u i  j h O ,  c j u i j  = 1 ,  x i  " O ;  1  = 1 , 2  

T a b e l a  2 . 3  

P r o b  ( z  -s z o )  = a 

Comparando ( 2 . 2 6 )  com ( 2 . 2 5 )  vemos q u e  a l g u n s  s i -  

n a i s  f o r a m  r e v e r t i d o s  em ( 2 . 2 6 ) ,  no e n t a n t o  r e s t r i ç õ e s  a d i c i o -  

n a i s  f o r a m  acrescentadas em ( 2 . 2 6 )  d e  modo q u e  a s  s o l u ç õ e s  x l  e  ~2 

q u a n d o  d e f i n i d a s  devem s a t i s f a z e r  a o  p r o b l e m a  p a s s i v o  d a d o  em 

( 2 . 2 4 ) -  Agora  c o n s i d e . r e m o s  o s  v a l o r e s  u l l  = 1 . 0  e  u z 1  = 0 . 5 0  pa - 

r a  o  m o d e l o  a t i v o  ( 2 . 2 5 )  o r i g i n a l  e  ( 2 . 2 6 )  a l t e r n a t i v o ,  a s s i m  t e  - 

mos Max z  = x l  i x 2  = 2 8 . 0 0 0  em ( 2 . 2 . 5 )  m a s ,  2 8 . 3 8 0  no c a s o  d e  



( 2 . 2 6 ) .  Com u l l  = 1 . 0  e u z i  = 0 . 0 ,  z = XI  -1- x 2  = O em ( 2 . 2 5 )  

m a s  2 8 . 3 8 0  em ( 2 . 2 6 ) .  I s t o  m o s t r a  q u e ,  em a l g u n s  c a s o s ,  o s  r e -  

s u l t a d o s  d o  T e o r e m a  2 . 2  podem s e r  m a i s  a p u r a d o s .  S e j a m  T  e T  
P  a  

c o n e s  c o n v e x o s  g e r a d o s  p e l o  v e t o r  v i á v e l  x  n o  p r o c e d i m e n t o  p a s s i  - 

v o  e a t i v o  d e f i n i d o  n o  T e o r e m a  2 . 2 ,  e s e j a  T* o  c o n e  t a l  q u e  a  
- 

s o m a  d e  T* e T a  e o  c o n e  c o n v e x o  T  . S e j a  T  a  c o l e ç ã o  d e  p o n -  
P  a  

e 

t o s  p e r t e n c e n t e s  a o  s u b c o n j u n t o  T*, e n t ã o  s e  T* e u m  s u b c o n j u n t o  

n ã o - v a z i o ,  t e m o s  o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o .  

T e o r e m a  2 . 4  C2J S e ,  n o  T e o r e m a  2 . 2 ,  a i n e q u a ç ã o  
e e 

e s t r i t a  z á  z -  < z -  e v e r i f i c a d a  p a r a  a l g u m  u i j  e s e  Ta e não a P  
i n d e f i n i d o  n o  s u b c o n j u n t o  T* p a r a  a l g u n s  v a l o r e s  d~ v e t o r  d e  s o -  

l u ç ã o  Õ t i m a  x  = ( x ) , ,  e n t ã o  uma c l a s s e  d e  m o d e l o s  a t i v o s  a e x i s -  

t e  t a l  q u e  s ã o  a l t e r n a t i v o s  em r e l a ç ã o  a o  m o d e l o  a t i v o  o r i g i n a l  

o O p a r a  o s  q u a i s  s e  v e r i f i c a  z a  ( u i  j )  < Z,  ( u i  j )  4 z ( B i j ) ,  p a r a  a 1  
P  - 

g u n s  v a l o r e s  d e  E I i  o n d e  z a  ( 8 .  . )  d e n o t a  o  v a l o r  m á x i m o  d e  z  c o r  
1 J - 

r e s p o n d e n d o  a  um v a l o r  f i x o  f l i  d e f i n i d o  n a  c l a s s e  d e  m o d e l o s  a -  

t i v o s  a 1  t e r n a t i v o s  a e z  ( 8 ,  j ) ,  z a  P  
( t i  j )  r e p r e s e n t a m  o s  v a l o r e s  

m ã x i m o s  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o s  m o d e l o s  p a s s i v o  e a t i v o  r e s p e c t i -  

v a m e n t e  p a r a  a  mesma e s c o l h a  d e  Q i  j .  

P r o v a :  Ver S e n g u p t a ,  T i n t n e r ,  N i l l h a m  LI . 

Com o  i n t u i t o  d e  d e t e r m i n a r  l i m i t e s  p a r a  o v a l o r  

d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  S e n g u p t a ,  T i n t n e r  a n d  W i l l h a m  C21 c h e g a r a m  

a o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  



o n d e  g* = L .. e k *  = n o  d e  v a l o r e s  a m o s t r a i s  d e  Max z e 
- (a;*) 1 1 2  

z *  e o  v a l o r  m a i s  a l t o  na  f u n ç ã o  o b j e t i v o  z o r d e n a d a .  U s a n d o  as  

p r o p r i e d a d e s  d o  v a l  o r  e s p e r a d o  [121 temos para  w = (k*-1 ) / (2k*-1)1/2: 

A p l i c a n d o  ( 2 . 3 8 )  a  ( 2 . 3 4 . 1 )  t e m o s  

E x p r e s s a n d o  ( 2 . 3 8 )  em t e r m o s  d e  u n i d a d e s  o r i g i n a i s :  

. E ( z * )  ,< 3 6 . 1 6 9 0  C 0 . 3 6 1 2  + 2 . 6 9  ( 0 . 2 8 2 8 ) )  

E ( z * )  < 4 0 . 5 7 8  ( A p r o x i m a d a m e n t e )  

q u e  é u m  l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  



1 1 . 3  P r 0 g r a m a ~ ã 0  L i n e a r  ã D o i s  E s t á g i o s  s o b  

I n c e r t e z a  - D A N T Z I G  

E s t e  m é t o d o  f o i  e l a b o r a d o  a  p a r t i r  d e  d i s c u s s õ e s  

d e  G.B. DANTZIG com A .  FERGUSON, o  q u a l  p r o p ô s  q u e  o s  m é t o d o s  

d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  f o s s e m  e s t e n d i d o s ,  d e  modo a  i n c l u i r  o  c a  - 

s o  d e  d e m a n d a s  i ' n c e r t a s  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  ó t i m a  d e  uma 

f r o t a  c a r g u e i r a  a  r o t a s  a é r e a s  e a s s i m  a t e n d e r  uma d i s t r i b u i ç ã o  

d e  d e m a n d a  p r e v i s t a .  E m  c o n s e q ü ê n c i a  D a n t z i g  1'1 a p r e s e n t o u  um 

p r o c e d i m e n t o  p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a ,  o  q u a l  d e s c r e v e m o s  n o  

i tem 3 . 2 .  

O p r o c e d i m e n t o  q u e ~ d e s c r e v e r e m o s  a p l i c a - s e  a  uma 

c l a s s e  e s p e c i a l  d e  m o d e l o s  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  a  d o i s  e s t á g i -  

o s  n o  q u a l  a s  a l o c a ç õ e s  n o  p r i m e i r o  e s t i i g i o  s ã o  f e i t a s  d e  modo 

a  a t i n g i r  d e m a n d a s  i n c e r t a s  mas  com d i s t r i b u i ç õ e s  d e  p r o b a b i l i -  

d a d e s  c o n h e c i d a s ,  a s  q u a i s  o c o r r e m  n o  s e g u n d o  e s t á g i o .  

D a n t z i g  t a m b é m  a b o r d o u  o  c a s o  d e  m u l t i - e s t á  - 

g i o s ,  o  q u a l  d e r i v a  d o  c a s o  g e r a l  d e  d o i s - e s t á g i o s .  No e n t a n t o ,  

n ã o  i n c l u i m o s  em n o s s a  a n á l i s e ,  p o i s  s e  t r a t a  a p e n a s  d e  uma g e -  

n e r a l  i z a ç ã o .  

3 . 2  - Uma C l a s s e  d e  P r o b l e m a s  2 D o i s - E s t á g i o s  

No p r o b l e m a  d e  F e r g u s o n  e em m u i t o s  o u t r o s  p r o -  

b l e m a s  d e  a b a s t e c i m e n t o ,  o s  c u s t o s  t o t a i s  podem s e r  d i v i d ' i d o s  em 



d u a s  p a r t e s :  

( i )  Os c u s t o s  d e  d e s i g n a ç ã o  d e  v á r i o s  r e c u r s o s  

p a r a  v á r i o s  d e s t i n o s  j .  

( i i j  Os c u s t o s  ( o u  r e c e i t a  p e r d i d a )  o c a s i o n a d o s  

p o r  c a u s a  d a  f a l t a  d a s  q u a n t i d a d e s  t o t a i s  

u l ,  U P ,  . . . ,  u n  d e s i g n a d a s  p a r a  a t e n d e r  d e -  

m a n d a s  em v á r i o s  d e s t i n o s  com q u a n t i d a d e s  

d e s c o n h e c i d a s  d i ,  d 2 ,  . , . ,  d n  r e s p e c t i v a m e n  

t e .  

A c l a s s e  e s p e c i a l  d e  p r o b l e m a s  d e  p r o g r a m a ç ã o  a  

d o i s - e s t á g i o s ,  c o n s i d e r a d a  p o r  D a n t z i g ,  tem a  s e g u i n t e  

r a :  

l ?  E s t á g i o :  X i j  = a i ;  X i j  3 0  

j =1 

o n d e :  ' i j  = q u a n t i d a d e  d o  r e c u r s o  i d e s i g n a d o  

d e s t i n o  j 

e s t r u t u -  

( 3 . 2 )  

p a r a  o  

bi j 
= n ú m e r o  d e  u n i d a d e s  d e  d e m a n d a  n o  d e s t i n o  j 

q u e  p o d e  s e r  s a t i s f e i t o  p o r  uma u n i d a d e  d e  

r e c u r s o  i .  

ai = c o m p o n e n t e  d o  v e t o r  A de S t a t u s  I n i c i a l  



29  E s t á g i o :  d .  = u 
J P V i "  j 

: j = l 3  2 ,  , . . ,  n 

onde: v i  = e s c a s s e s  de o f e r t a  

s  = e x c e s s o  de o f e r t a  
j 

A função  do c u s t o  t o t a l  supõe- se  t e r  a s e g u i n t e  

forma 

c u j a  função  depende l i n e a r m e n t e  da e s c o l h a  X i j  e  das  e s c a s s e s  

v a s  q u a i s  dependem das  d e s i g n a ç õ e s  u e  das  demandas d 
j '  j j '  

O b j e t i v o :  Minimizar  os c u s t o s  t o t a i s  e s p e r a d o s .  

s e j a :  - $ .  ( u . l d . 1  
J J J  

os c u s t o s  m7nimos n u m  d e s t i n o  s e  a  o- 

f e r t a  é u e  a  demanda é d Assim 
j j '  

onde:  a é o  c o e f i c i e n t e  de p r o p o r c i o n a l i d a d e  
j 

Teorema 3 .1 :  O v a l o r  e s p e r a d o  de a ( u i / d j ) .  deno tado  por 
j 

a j  ( u j ) .  e uma função  convexa de  u 
j '  

1 - A r e c e i t a  de  s a t i s f a z e r  uma unidade  de demanda. 



P r o v a :  s e j a  p  ( d j )  a d e n s i d a d e  d e  p r o b a b i l i d a d e  d e  d j  2 

e n t ã ' o '  

d i f e r e n c i a n d o ,  t e m o s :  

Assim p o d e m o s  n o t a r  q u e  @ ! ( u . )  é uma f u n ç ã o  n ã o -  
J J  

d e c r e s c e n t e  d e  u  com @ ' ! ( u ! )  >, O e @ . ( u . )  é C O N V E X A .  
j J J  J J  

Do t e o r e m a ,  o  v a l o r  e s p e r a d o  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

o n d e  @ .  ( u  . )  s ã o  f u n ç õ e s  c o n v e x a s .  Assim, o  p r o b l e m a  o r i g i n a l  r e  
J J  - 

d u z  a :  



Com o s  r e s u l t a d o s  s o  item a n t e r i o r  p o d e m o s  a p l i -  

c a r  um a r t i f y c i o  b a s t a n t e  c o n h e c i d o  p a r a  a p r o x i m a r  o  p r o b l e m a  

p o r  um p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç z o  l i n e a r  p a d r ã o  q u e ,  n e s t e  c a s o ,  a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o  p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r  uma soma  d e  f u n ç Q e s  

c o n v e x a s .  P a r a  f a z e r  i s t o ,  a p r o x i m a m o s  a  d e r i v a d a  d e  @ ( u ) ,  em 

a l g u m  i n t e r v a l o  0 4  u  .s u o  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e ,  p o r  uma f u n -  

ç ã o  e s c a d a  e n v o l v e n d o  k d e g r a u s ,  o n d e  o  t a m a n h o s  d a  i - G s i m a  b a -  

s e  é a i  e s u a  a l t u r a  h  . o n d e  h l  6 h 2  < . . . < h k  p o i s  $ 6 c o n v e x a .  i' 

o uo 
F i g u r a  3 . 1  

Uma a p r o x i m a ç ã o  p a r a  $ ( u )  é d a d a  p o r :  

k 
@ ( u )  = @ ( O )  C Min 1 h i a i  

1 

De f a t o ,  p a r e c e  õ b v i o  q u e  a  a p r o x i m a ç ã o  a l c a n c a  

seu m á x i m o  p e l a  e s c o l h a  d e  A l  = a i  , A 2  = a 2 . . . ,  a t é  q u e  a soma 

a c u m u l a t i v a  d o s  A i  e x c e d a  u p a r a  a l g u m  i = n ;  A n  é e n t ã o  e s c o l h i  - 

d o  como o  v a l o r  d o  r e s í d u o  com t 0 d o s  o s  r e s t a n t e s  A , + ~  = O .  



- 
E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  aproximamos uma i n t e g r a l  pe la  soma de a r e a s  

r e t a n g u l a r e s  s o b  a cu rva  A + i  u ,  i  . é :  

k 
O próximo passo  é s u b s t i t u i r  4 ( u )  por  l , h i A i ,  u 

k 
por 1 A i  no problema de programação e  a d i c i o n a r  a s  r e s t r i ç õ e s  

1 

0 4  A . 4  a  
1 i '  Se a  função  o b j e t i v o  é a  minimização de c u s t o s  t o -  

n 
t a i s  s e r á  n e c e s s á r i o ,  para  q u a l q u e r  que s e j a  o  v a l o r  de u = l  A i  e  

k 1 

0 G A .  c a  min imiza r  h i A i .  
I i '  1 

Assim, e s t a  c l a s s e  de problemas de programação l i  - 

nea r  a  d o i s  e s t á g i o s  em p resença  da i n c e r t e z a ,  pode s e r  r e d u z i d a  

pa ra  u m  problema t i p o  programação l i n e a r  padrão .  

Para o c a s o  de mul t i e s t á g i o s  podemos r e c o r r e r  a  

Dantzi g LI  , G87. 

3 . 3  - Exemplo ( T r a n s p o r t e  pa ra  um armazém para - a  

t e n d e r  uma demanda i n c e r t a )  

Uma f á b r i c a  tem 1 0 0  i t e n s  em e s t o q u e  que podem s e r  

t r a n s p o r t a d o s  para  u m  armazém a  u m  c u s t o  u n i t á r i o  de Cr$l pa ra  

a t e n d e r  a  uma demanda d i n c e r t a .  No c a s o  da demanda e x c e d e r  a  
- 

o f e r t a ,  e  n e c e s s á r i o  a t e n d e r  a  demanda não s a t i s f e i t a  a t r a v é s  de 

compras n o  mercado l o c a l  a  Cr$2 por u n i d a d e .  Deste  m o d o ,  o  s i s  - 

tema deve s a t i s f a z e r  a  s e g u i n t e  equação:  



d = X , ,  + X , ,  -X, ,  

c  = X,, + 2 x z i  ; X i j  2.0 

onde:  

Xl l  = número de i t e n s  t r a n s p o r t a d o s  da f á b r i c a  

- número de i t e n s  comprados n o  mercado l o c a l  x 2 1  - 

X 1 2  = número de i t e n s  e s t o c a d o s  na f á b r i c a  

X 2 2  = e x c e s s o  da o f e r t a  s o b r e  a  demanda 

d = demanda desconhec ida  uniformemente d i s t r i -  

bu ida  e n t r e  70 e  80 

= c u s t o s  t o t a i s .  

Podemos n o t a r  q u a i s q u e r  que sejam a s  q u a n t i d a d e s  
- 

embarcadas e  a demanda d ,  e possi 'vel e s c o l h e r  X 2 ,  X2,  c o n s i s t e n -  

t e s  com a  segunda equação .  Os e s t o q u e s  não u t i l i z a d o s  X 1 2  + X 2 2  

s ã o  s u p o s t o s  não t e r  v a l o r  ou s ã o  d e s f e i t o s  a um de te rminado  va- 

l o r  r e d u z i d o  (como a c o n t e c e  com automóveis  modelo do ano a n t e r i -  

or quando começa a  nova p r o d u ç ã o ) .  



s o l  ução: 

Vemos aqui  s e  a  o f e r t a  excede a demanda (Xis > d )  

temos que X 2 1  = O f o r n e c e  os c u s t o s  m7nimos e  s e  X,., 4 d os cus -  

t o s  minimos s ã o  dados por  X,  = d - X l l .  Assim 

s e  X l l  > d 
Min 4 = 
x 2  1 X l l  + 2  ( d  - X l l )  s e  X l l d  d 

desde  que d é uniformemente d i s t r i b u i d a  e n t r e  70 e  80 

E (Min 4 )  = + ( 7 5  - X 1 1 ) 2  s e  70 < X l l b  80  

d  X 2 1  
1 0  

s e  8 0 < X l l  

como podemos n o t a r ,  e s t a  função  é convexa e  a t i n g e  seu  mTnimo em 

X l l  = 75,  i s t o  é 

E (Min ( 4 ) )  = 77.5 

desde que X 1  = 75 e s t á  no i n t e r v a l o  de v a l o r e s  p o s s i v e i s  de X l l ,  

como e s t á  de te rminado  p o r  1 0 0  = X l l  + X 1 2 ,  Óbvio e s t e  s e r  O. 

t r a n s p o r t e  Ótimo. 



1 1 . 4  Programação Es tocás t i ca  com Recurso - WALKUP ei - 
WETS - 

4 . 1  - P r e l  i rn inares  

A programação e s t o c á s t i c a  com r e c u r s o  é uma gehe- 

r a l i z a ç ã o  da programação a  d o i s - e s t á g i o s  sob i n c e r t e z a  ( D a n t z i g  

Csl ) ,  p o i s  e l a  i n c l u i  v a r i a ç õ e s  p r o b a b i l i s t i c a s  em o u t r o s  c o e f i -  

c i e n t e s ,  i  . e ,  os c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  t e c n o l ó g i c a  e  os c o e f i c i  - 

e n t e s  da função  o b j e t i v o .  

Aqui o  problema é e n c o n t r a r  o  v a l o r  ó t imo do ve- 

t o r  x no programa 

Z = Min E r c ' x  - + Min q'y] 

onde E é a  e s p e r a n ç a  matemát ica  com r e s p e i t o  ao v e t o r  a l e a t ó r i o  

p de r e c u r s o s .  No c a s o  g e r a l ,  Wal kup  & lilets 1 9 ]  i n c l u i r a m  c, q ,  

T e  w ,  ass im como p como v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s .  Des te  modo, o 

problema f i c a r i a  formulado como segue :  

INF E ~ [ c ' ( ~ ) x  + Min q'(~y/Ax=L>, T ( 8 ) X  t w ( o ) Y = ~ ( O ~ ~  ( - 4 . 2 )  
X >,o Y > , O  



o n d e  9  é u m  p o n t o  v e t o r i a l  d a  d i s t r i b , u i ç ã ~  d e  p r o b a h i l i . d a d e  c o n -  

j u n t a  P  ( c ,  q ,  T, w,  p )  e n v o l v e n d o  as  c o m p o n e n t e s  a l e a t ó r i a s  d e  

( c ,  q ,  T y  w ,  p ) ,  E, é o p e r a d o r  e s p e r a n ç a  com r e s p e i t o  a  6 e INF é 

o  í n f i m o .  

S e  a  m a t r i z  ( 8 )  é f i x a  e c o n s t a n t e  p a r a  t o d o  e ,  

t e m o s  u m  p r o b l e m a  d e  " R e c u r s o  f i x o " .  S e  w (8) é q u a d r a d a  e n ã o  

s i n g u l a r  com p r o b a b i l i d a d e  1 ,  e n t ã o  t e m o s  u m  p r o b l e m a  com r e c u r -  

s o  e s t á v e l .  P o d e m o s  n o t a r  q u e ,  p a r a  c a d a  v a l o r  d o  v e t o r  d e  d e c i  - 

s ã o  x e  p a r a  c a d a  r e a l i z a ç ã o  d a  ~ a r i a v e l  a l e a t ó r i a  8 o  t e r m o  

( M i n  q ' y )  d a  e x p r e s s ã o  ( 4 . 2 )  5 o  v a l o r  6 t i m o  d o  s e g u i n t e  p r o b l e -  
y 2 0  

ma d e  PL n o  s e g u n d o  e s t á g i o .  

D e n o t e m o s  o  v a l o r  ó t i m o  d o  m o d e l o  PL n o  s e g u n d o -  

e s t á g i o  ( 4 . 3 )  p o r  Q ( x , O )  e  d e f i n i m o s  o s  c o n j u n t o s .  

I PL ( 4 . 3 )  é v i á v e l  com 

WALKUP & WETS C,,? p r o v a r a m  d o i s  r e s u l t a d o s  i m p o r t a n t e s :  

R e s u l t a d o  4 . 1 :  O p r o g r a m a  d e t e r m i n f s t i c o  e q u i v a l e n t e  

I N F  z ( x )  = E ( c ) ,  x + E 

s . a .  A X = ~ , X ~ O  ( 4 . 4 )  
- 

o  q u a l  e s t á  a s s o c i a d o  com o  p r o b l e m a  ( 4 . 1 ) ,  e  c o n v e x o .  



Tambgm, como o  c o n j u n t o  d e  y i - a b i l i d a d e  K, d e f i n i -  

d o  a c i m a  é u m  p o l i e d r o  f e c h a d o  c o n v e x o ,  t e m o s  q u e  o  c o n j u n t o  d e  

s o l u ç õ e s  v i á v e i s  d e  ( - 4 . 4 )  é c o n v e x o .  N e s t e  c a s o ,  q u a l q u e r  a l g o -  

r T t m o  d e  p r o g r a m a ç ã o  n ã o - l i n e a r  c o n v e x a  p o d e  s e r  a p l i c a d o .  

R e s u l t a d o  4 . 2 :  No c a s o  e s p e c i a l ,  q u a n d o  a  m a t r i z  W em ( 4 . 1 )  é f i  - 

x a  e  i g u a l  a  ( I ,  - I ) ,  a  m a t r i z  m + 2m f o r m a d a  p e  - 

l a  j u s t a p o s i . ç ã o  d e  uma m a t r i z  i d e n t i d a d e  m x  m e 

s u a  n e g a t i v a ,  t e m o s  o " p r o g r a m a  e s t o c á s t i c o  com 

r e c u r s o  s i m p l e s "  d a d o  p e l a  s e g u i n t e  f o r m a :  

S . A .  

o n d e  o  p o n t o  e n t r e  d o i s  v e t o r e s  i n d i c a  o  p r o d u t o  i n t e r n o .  

E s t e  c a s o  d e  r e c u r s o  s i m p l e s  t e m  uma c a r a c t e r y s t i  - 

c a  b a s t a n t e  v a n t a j o s a  q u a n d o  p  é a  ú n i c a  v a r i á v e l  a l e a t ó r i a ,  c a -  

d a  uma d e  s u a s  c o m p o n e n t e s  t e n d o  uma d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l  i d a  - 

d e  c o n t i n u a .  Assim, a  f u n ç ã o  p e n a l i d a d e  E Q ( K ,  8 )  tem um g r a d i  - 

e n t e  c o n t l n u o  e e n t ã o  p o d e m o s  a p l i c a r  u m  a l g o r y t m o  b a s e a d o  n o s  

g r a d i e n t e s  d e  E Q ( K ,  8 ) .  

4 . 2  - A l g o r T t m o  P a r a  P . E .  com R e c u r s o  S i m p l e s  

E x i s t e m  v á r i o s  a l g o r i t m o s  d e s e n v o l v i d o s  q u e  u t i l  - i 



zam a  t e o r i a  d e s c r i t a  no <.tem a n t e r i . o r .  No e n t a n t o ,  a  m a i o r i a  

d e l e s  ap resen tam d e f i c u l d a d e s  com r e s p e 7 t s  ao nGmero de r e s t r i -  

ções  r e f e r e n t e s  ao v e t o r  p .  Como i l u s t r a ç ã o ,  suponhamos d i s t r i -  

b u i ç õ e s  i n d e p e n d e n t e s  d i s c r e t a s  ( f i n i t a s )  para  cada u m  dos m e l e  - 

mentos do v e t o r  p e uma função  l i n e a r .  Assim o  problema ( 4 . 1 )  

f i c a :  

S . A .  A x  = b 

onde 

i  P = Vetor  com m componentes cor respondendo a  uma 

combinação de r e a l i z a ç õ e s  de cada uma das  s u a s  

componentes ( j  = 1 ,  2 , .  . . , r) 

B i  = P r o b a b i l i d a d e  de  o c o r r ê n c i a  p j :  s e  p! é a  i -  

és ima componente de p i  e s e  Bik é a  p r o b a b i -  

l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  do K-ésimo v a l o r  da d i s  - 

t r i b u i ç ã o  d o  i - é s imo  e l e m e n t o ,  e n t ã o  0' 6 um 

p rodu to  de B i k ' s  por causa  da h i p ó t e s e  d e  

i n d e p e n d ê n c i a .  



4 . 2 . 1  - Algor?tmo de Yan  S lyke  - Wets 

E s t e  a l g o r í t m o  quando a p l i c a d o  a programas e s t o -  

c á s t i c o s  com r e c u r s o ,  não f a z  h i p ó t e s e s  quan to  a e s t r u t u r a  das  

m a t r i z e s  de ( 4 . 1 ) ,  nem da forma da d i s t r i b u i ç ã o  das  v a r i á v e i s  a -  

l e a t ó r i a s  p .  Aqui não daremos uma e x p l i c a ç ã o  formal  d o  desenvol  - 

vimento do a l g o r i t m o ,  a  qual  poderá  s e r  e n c o n t r a d a  em Van Slyke - 

Wets ,,I. Re'sumindo, o  a1 gor í tmo  c o n s i s t e  dos s e g u i n t e s  p a s s o s :  

PASSO 1 :  Resolva o problema do p r i m e i r o  e s t á g i o  com a s  va- 

r i á v e i s  x .  Adic ione  r e s t r i ç õ e s  além d a s  Ax = b 

de modo a  a s s e g u r a r  q u e ,  pa ra  o  v e t o r  x e s c o l h i d o ,  

e x i s t e  u m  y s a t i s f a z e n d o  Wy = p t T x n .  

PASSO 2 :  

PASSO 3 :  

E n c o n t r a r  a  s o l u ç ã o  de o u t r o  programa l i n e a r  e  de - 

t e r m i n a r  s e  o  xn r e a l m e n t e  e n c o n t r a d o  l e v a ,  de f a  - 

t o ,  a u m  y  v i á v e l .  Senão,  a s  r e s t r i ç õ e s  do Passo 

1 s ã o  g e r a d a s  pa ra  g a r a n t i r  que u m  y v i á v e l  e x i s -  

t e .  

Segundo E s t á g i o :  pa ra  cada p e  B ( s u b c o n j u n t o  de  
N Borel n o  R ) r e s o l v a .  o programa 1 i n e a r  

cada p J  = p - T x n  de te rmina  u m  n ótimo ( v e t o r  va- 

r i á v e i s  d u a i s ) ,  denotaremos por  n ( p ) .  Os v e t o -  

r e s  de v a r i á v e i s  d u a i s  s ã o  usados e n t ã o  pa ra  de- 



t e r m i n a r  s e  a t i n g i m o s  uma s o l u ç ã o  Ó t i m a  ou deve-  

mos a i  t e r a r  xn .  . . 

Embora e s t e  algorYtmo tem sua convergenc ia  garari-  

t i d a  nas  cond ições  mais g e r a i s ,  o  Passo 3 mos t ra  na p r á t i c a  uma 

d i f i c u l d a d e  c o m p u t a c i o n a l .  Por exemplo, s e  e x i s t e m  50 e l emen tos  

a l e a t ó r i o s  em p .  e  cada e lemento  pode a s s u m i r  u m  d e n t r e  dez v a l o  - 
5 O 

r e s ,  o  Passo  3 r e s u l t a  na s o l u ç ã o  de 10 problemas de programa- 

ção  l i n e a r .  

4 . 2 . 2  - A1 gor i tmo  de Gars tka  & Rutenberg 

E s t e  método é u m  r e f i n a m e n t o  do algor'itmo de Slyke - 

Wets. Ele  a p r e s e n t a  como vantagem a  redução  do tempo computacio - 

na1 para  o b t e r  s o l u ç õ e s  Ótimas pa ra  problemas de programação-es-  

t o c á s t i c a - c o m - r e c u r s o  de g r a n d e - p o r t e .  

Além de me lhora r  a  e f i c i ê n c i a  d o  Passo 1  e  Passo  

2 d o  a lgory tmo de Slyke-Wets .  E s t e  procedimento  tem como preocu - 

pação p r i n c i p a l  a  busca da s o l u ç ã o  d o  problema .do  s e g u n d o - e s t á -  

g i o  de modo e f i c i e n t e .  O a lgory tmo tem t r ê s  a s p e c t o s  b á s i c o s :  

1 - Os m e l emen tos  e s t o c á s t i c o s  de p  s ã o  v i s t o s  

como u m  e spaço  m-dimensional no qual  cada com - 

b inação  de v a l o r e s  d i s c r e t o s  de v a r i á v e i s  e s -  

t o c ã s t i c a s  é u m  ponto  de r ó t u l a  ( L a t t i c e ) ' .  Pa  - 

r a  uma dada base  ó t i m a ,  a l g u n s  dos pon tos  de 

r ó t u l a '  s ã o  v i á v e i s .  



2 - Os p o n t o s  i n v i á v e i s  s ã o  d e l e t a d o s  d e s t e  e s p a -  

ç o  r n - d i m e n s i o n a l  a t e  q u e  s o m e n t e  os p o n t o s  v i  - 
- 
a v e i s  p e r m a n e ç a m .  Assim, a p r o b a b i l i d a d e  a s -  

s o c i a d a  com o s  p o n t o s  v i á v e i s  d e  r ó t u l a  p o d e  

s e r  e n u m e r a d a .  Es t a  p r o b a b i l i d a d e  é e n t ã o  u-  

s a d a  p a r a  p o n d e r a r  o  v e t o r  d a s  v a r i á v e i s  d u a i s  

d e f i n i d o  p e l a  b a s e  Ó t i m a  a t u a l  . 

3 - N e s t a  p a r t e  s e  a p r e s e n t a  u m  p r o c e d i m e n t o  s i s -  

t e m á t i c o  p a r a  m u d a n ç a  d a  b a s e  ó t i m a ,  d e  modo 

q u e  t o d o s  o s  p o n t o s  d e  r ó t u l a  e s t e j a m  a s s o c i a  - 

d o s  com a l g u m  v e t o r  d e  v a r i á v e i s  d u a f - S .  

D e s c r e v e r e m o s  s o m e n t e  a  p a r t e  3 a c i m a ,  p o i s  é n e -  

l a  q u e  r e s i d e  a  c o n t r i b u i ç ã o  d e s t e  a l g o r í t m o  p a r a  m e l h o r i a  d o  a 1  - 

g o r í t m o  d e  S l y k e  & W e t s .  As d u a s  p r i m e i r a s  p a r t e s  e s t ã o  bem d e s  - 

c r i t o s  em G a r s t k a  & R u t e n b e r g  [21]. 

M u d a n ç a  d e  B a s e  P a s s o  O :  j - 2 ,  j = l  , k = l  

P A S S O  1 :  R e s o l v a  o  p r o b l e m a  

M i n  q y ,  s . a .  W Y  = p  - T x ,  y  z O 
- 

P a r a  p = , T 2  , . . . , p ) .  D e n o t e  a  b a s e  r e s u l -  

t a d o  p o r  B l  = ( V i l  , Wj I ,. . . , W r  ) 

1  - O E s p a ç o  d e  R ó t u l a  ( L a t t i c e )  c o n s i s t e  dos  pon tos  d e f i n i d o s  p o r  
d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  f i n i t a  p a r a  c a d a  p i .  



PASSO 2 :  

PASSO 3 :  

PASSO 4 :  

1 

o n d e  W S i  s ã o  O S  vetares c o l u n a  d e  W .  A r m a z e n e  E; 

e ( . L ,  j ~ , . . . ,  

U s a n d o  a r o t i n a  2 ,  e n u m e r e  t o d o s  p ' s  v i á v e i s  a s s o  - 

c i a d o s  com B i  e a s  p r o b a b i l i d a d e s  a s s o c i a d a s  com 

a s  v a r i á v e i s  d u a i s .  A t u a l  i z e  T P  ( p r o b a b i l i d a d e  t o  - 

t a l  c a l c u l a d a  a t é  a g o r a ) .  S e  T P  = 1 p a r e ,  t o d o s  

p ' s  e s t ã o  a s s o c i a d o s .  

S e n ã o ,  f a ç a  j = 5 + 1 .  

Remova o  j - é s i m o  v e t o r  em B i  e use  o  c r i t é r i o  d e  

e n t r a d a  d o  d u a l  s i m p l e x  p a r a  d e t e r m i n a r  o  v e t o r  

d e  e n t r a d a .  S e  o  d u a l  s i m p l e x  i n d i c a  q u e  e s t a  b a  - 

s e  n ã o  6 v i á v e l ,  o u  a  b a s e  j á  t i n h a  s i d o .  g e r a d a ,  

f a ç a  j = j 1 1 .  

S e n ã o ,  f a ç a  k = k + 1 ,  d e n o t e  e s t a  n o v a  b a s e  p o r  

B k  , g u a r d e  ( i  , j , s ,  t ,  c 0 1  u n a  p i v ô )  e vá p a r a  o 

P a s s o  2 .  

S e  j = m + l ,  f a ç a  i = i + l  e j - 1  e vá p a r a  3 .  S e n ã o  v á  

p a r a  3 .  

C o n s i d e r e  o  s e g u i n t e  p r o b l e m a  n o  s e g u n d o - e s t á g i o :  

M i n i m i z a r  - 3yl - 3 y 2  - 2y3 



onde os e l emen tos  de  p '  e s t ã o  r e s t r i t o s  aos s e g u i n t e s  v a l o r e s :  

A base  c o r r e s p o n d e n t e  a  s o l u ç ã o  ót ima com P ;  = 3 ,  

P; = 4 e  P i  = 5 é dada por:  

1 O 0  

I = w , w 2  [: : , Assim temos 

- 
1 0 2 1 0 0  

O 1 0 - 1  1 O 

0-1 1  O 0  o 0-1 1 
- 

0 s  s e g u i n t e s  pontos sãe viáveis para B1 (com B ; I ~  2 O )  : 

Supondo que t o d o s  pontos  são equipro~áveis~  temos uma 

p r o b a b i l i d a d e  a s s o c i a d a  de 1 / 2 .  Guardaremos (1,  2, 6 )  e B Y 1 .  Pi - 

votemos p e l o  método dual  s i m p l e x .  Removemos w l  e  usemos o  c r i t é  - 

r i o  de e n t r a d a .  Todas a s  l i n h a s  de e n t r a d a  são  não n e g a t i v a s .  

Assim e s t e  p ivo teamen to  p a r t i c u l a r  não é v i á v e l .  Tentemos remo- 



v e r  o  s e g u n d o  v a l o r  d e  B1. I s t o  é p o s s ? ~ e l  e  t e m o s  

A p r o b a b i l i d a d e  d e  B 2  é 1 1 4 ,  TP = 3 1 4  < 1 t e m o s  

q u e  c o n t i n u a r .  

A r m a z e n e  ( 1 ,  4 ,  6 )  e ( 1 ,  2 ,  5 ,  3 ,  1 ,  - 1 ,  - 1 ) .  P i  - 

v o t e m o s  n o v a m e n t e ,  r e m o v e n d o  W 6  d e  B 1  e  u s a n d o  o  m é t o d o  d o  d u a l  

s i m p l e x .  Assim W, e n t r a  e  t e m o s  

como n ã o  e x i s t e  p o n t o s  a s s o c i a d o s  com e s t a  b a s e ,  d e v e m o s ,  i g n o -  

r á - l a .  N e s t e  p o n t o  t o d o s  v e t o r e s  d e  B 1  f o r a m  c o n s i d e r a d o s  p a r a  

r e m o ç ã o .  A g o r a  t r a b a l h e m o s  com B 2 .  S e  t e n t a r m o s  r e m o v e r  W 1  t e  

r e m o s  i n v i a b i  1  i d a d e  p e l o  m é t o d o  d u a l  s i m p l  e x .  Não p r e c i s a m o s  c o n  - 

s i d e r a r  a  r e m o ç ã o  d o  s e g u n d o  v e t o r  p o i s  o  mesmo f o i  o  v e t o r  en- 

t r a d a  n a  c o n s t r u ç ã o  d e  B 2  a  p a r t i r  d e  B,.  

R e m o v e n d o  o  t e r c e i r o  v e t o r  t e m o s  



os d o i s  p o n t o s  restantes sãs v i á y e i s  p a r a  e s t a  base: 

P o r  c o n s e g u i n t e ,  a  p r o b a b i l i d a d e  a s s o c i a d a  c o m  e s  - 
t a  base é 1/4 e c o m o  TP = 1 ,  t e m o s  a s s o c i a d o  c a d a  p o n t o  c o m  a l g u  - 
m a  base. 



I I  .5  M é t o d o  d o  Y a l o r  E s p e r a d o  - M a d a n s k y  

5 . 1  - P r e l i m i n a r e s  

En t re  a s  s i t u a ç õ e s  em p r o g r a m a ç ã o  p r o b a b i l í s t i c a ,  

e s t e  m é t o d o  se  e n q u a d r a  n a  s i t u a ç ã o  " A q u i  e A g o r a "  q u e  é a q u e l a  

o n d e  q u e r e m o s  d e t e r m i n a r  u m  v e t o r  a t i v i d a d e  x  q u e  m i n i m i z a  c ' x  

( o u  E c ' x ,  s e  c é a l e a t ó r i o )  d e n t r e  o s  v e t o r e s  x  c u j a  p r o b a b i l i d a  - 

d e  d e  v i a b i l i d a d e  é n o  m í n i m o  p ,  i s t o  é, 

M i n i m i z a r  c ' x  ( o u  E c ' x  s e  c é a l e a t ó r i o )  

s . a .  Pr  (Ax a b )  2 p 

x a o  

d e p o i s  d o  q u a l  os e l e m e n t o s  a l e a t ó r i o s  d e  A e b  s ã o  o b s e r v a d o s .  

Nes te  m é t o d o  P  = 1  ( o  c a s o  o n d e  P  < 1  s e r á  d i s c u t i d o  n a  p r ó x i m a  

s e c ç ã o ,  p r o g r a m a ç ã o  com p r o b a b i l i d a d e  d e  r e s t r i ç õ e s ) ,  u t i l i z a n d o  

t e o r i a  d o s  j o g o s .  

5 . 2  - E a u i v a l ê n c i a  d o  P r o b l e m a  d e  Prociramacão P r o -  

b a b i l í s t i c a  e T e o r i a  d o s  J o g o s  

C o n s i d e r e  o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  n ã o - p r o b a b i -  

I í s t i c a  a  u m - e s t á g i o  

Min c ' x  

s . a ,  Ax z b  

x  >, O 



D a n t z i g  r2,], - G a l e ,  Kuhn T u c k e r  C,,+] m o s t r a r a m  q u e  

e s t e  p r o g r a m a  l i h e a r  é v i á v e l  e  f i n i t o  se e s o m e n t e  s e  a m a t r i z  

d e  j o g o s  com m a t r i z  

Q = 

d e  e s c o r e s  

tem uma e s t r a t é g i a  ó t i m a  m i s t a  ( x o l ,  y o ' ,  t )  t a l  q u e  t > O .  Nes - 

t e  c a s o ,  x  = x o / t  r e s o l v e  o  p r o g r a m a  l i n e a r  p r i m a 1  e y = y o / t  r e  - 

s o l v e  o  d u a l .  ( E s t e  r e s u l t a d o  p o d e r á  t a m b é m  s e r  e n c o n t r a d o  em 

M a c u l a n  & P e r e i r a  C2 ) .  

Como v i m o s  n a s  s e c ç õ e s  a n t e r i o r e s ,  n a  p r o g r a m a ç ã o  

p r o b a b i l i s t i c a  A ,  b ,  c ,  podem s e r  m a t r i z e s  a l e a t ó r i a s .  De modo 

a  s i t u a r  o  p r o b l e m a  n a  t e o r i a  d o s  j o g o s  d e v e m o s  f a z e r  u m  j o g o , o n  - 

d e  uma j o g a d a  a l e a t ó r i a  d e t e r m i n a  o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  Q .  

C o n s i d e r e m o s  o  j o g o  o n d e  p r i m e i r o  uma j o g a d a  a l e a  - 
t ó r i a  d e t e r m i n a  o s  e l e m e n t o s  d i  ( i = l  ,. . . , s ;  j = l , .  . . , t )  d a  ma- 

t r i z  D ( A x t ) '  i . é ,  o  v e t o r  s t  - d i m e n s i o n a l  

- 
e r e t i r a d o  d e  uma; d i s t r i b u i ç ã o  m u l t i v a r i a d a  F ( d ) ,  a  q u a l  é c o -  

n h e c i d a  p o r  a m b o s  j o g a d o r e s ,  n o  e n t a n t o  n e n h u m  j o g a d o r  é i n f o r m a  - 

d o  s o b r e  o  r e s u l t a d o  d a  j o g a d a  a l e a t ó r i a .  E n t ã o ,  o  j o g a d o r  1  es  - 

c o l h e  u m  n ú m e r o  i E C1 ,. . . ,s] e o  j o g a d o r  2 e s c o l h e  s i m u l t a n e a -  

m e n t e  u m  n ú m e r o  j E , . . . , t i  . O j o g a d o r  2 p a g a  a o  j o g a d o r  1  a  



q u a n t i d a d e  d i j  c o n f o r m e  d e t e r m i n a d a  p e l a  j o g a d a  a t e a t ô r i a .  

C o n s i d e r a n d o  a  e s p e r a n ç a  m a t e i n á t i  c a  d e  d i  G O ~ O  

s e n d o  o  " E s c o r e "  p a r a  o  j o g a d o r  1 ,  s e  p o r  a c a s o  a s  e s t r a t g g i a s  

( i ,  j )  s ã o  e s c o l  h i d a ç .  A g o r a  e s t e  j o g o  t o r n a - s e  a  m a t r i z  d e  j o -  

g o s  com m a t r i z  d e  e s c o r e s  E D ,  c u j a  s o l u ç ã o  p o d e  s e r  d e t e r m i n a d a  

r e s o l v e n d o - s e  u m  P P L  d a  c l a s s e  d e s c r i t a  p o r  D a n t z i g  L,. 

P o d e m o s  c o n c l u i r  q u e  a s  e s t r a t é g i a s  ó t i m a s ,  p a r a  

a  v e r s ã o  d e  t e o r i a  d o s  j o g o s  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o - p r o -  

b a b i  l y s t l c a - a - u m - e s t á g i o ,  s ã o  a q u e l a s  a s s o c i a d a s  com a  m a t r i z  d e  

j o g o s  com m a t r i z  d e  e s c o r e s  E Q .  

5 . 3  - P r o c e d i m e n t o  

- 
S e j a  (7' , T i ,  t i )  = Z a  e s t r a t é g i a  d o  j o g o  d e s c r i  - 

- 
t o  a c i m a ,  com % > O .  E n t ã o  x* = x / t  r e s o l v e  o  p r o b l e m a  

M i n i m i z a r  ( E C ) '  x  

( E A )  x  3 Eb 

x z o  

D e n o t e m o s  x *  uma s o l u ç ã o  d e  v a l o r  e s p e r a d o  de  ppL p r o b a b i l T s t i c o  

a  u m - E s t á g i o .  Es te  v e t o r  é n ã o - n e g a t i v o ,  mas  n ã o  n e c e s s a r i a m e n -  

t e  s a t i s f a z  Pr (Ax*  z b )  = 1 .  

S e j a  5 = 1 x 1  x 3 O ,  P r  (Ax a b )  = 1 ) .  D e n o t a r e m o s  

S como o  c o n j u n t o  d e  v e t o r e s  x ' s  " p e r m a n e n t e m e n t e  v i á v e i s " .  Do 

mesmo m o d o ,  c h a m a r e m o s  ( A 0 ,  b O )  u m  ( A ,  b )  " p o s s T v e l "  s e  ( A 0 ,  b O )  



e s t a  no dominio d a  d e f i n i ç ã o  da medi.da de p r o b a b i l i d a d e  em ( A ,  b). 

Assim, s e j a  ( A 0 ,  b a l  u m  [A ,  6) possYvel e s e j a  x 0  uma s o l u ç ã o  de  

Minimizar  EC'x 

A Q x  >, b O  

x z o  

e 

e v i d e n t e m e n t e ,  s e  x o  e  permanentemente v i á v e l ,  e n t ã o  x 0  r e s o l v e  

o  P P L  p r o b a b i l y s t i c o .  

Agora,  com os argumentos ac ima,  reduzimos nossa  

q u e s t ã o  de r e s o l v e r  u m  P P L  p r o b a b i l í s t i c o  pa ra  o  s e g u i n t e :  

Problema: E n c o n t r a r  u m  v e t o r  x permanentemente viável  o  qual  
- 
e  s o l  wção de a1 gum P P L  possyvel .  Consequentemente, 

- 
s e  (EA, E b )  é u m  ( A ,  b )  p o s s i v e l  e x* e  permanen- 

t emen te  v i á v e l ,  e n t ã o  x *  r e s o l v e  o P P L  p r o b a b i l í s  - 

t i c o .  

Apenas como o b s e r v a ç ã o ,  notamos que é possTvel que 

X *  s e j a  permanentemente v i ã v e l  sem, con tudo ,  que ( E A ,  E b ) s e j a  u m  

( A ,  b )  p o s s i v e l .  Nes te  c a s o ,  x* não é n e c e s s a r i a m e n t e  ó t imo .  

S e j a  ( E A ,  E b )  u m  v a l o r  p o s s i v e l  de (A, b ) ,  s e  t=O 

para  t o d a s  e s t r a t é g i a s  ó t imas  m i s t a s  pa ra  a  m a t r i z  de jogos  E Q  

e n t ã o  ( i )  ou ( i i )  a c o n t e c e :  

( i  ) Não e x i s t e  s o l  ução permanentemente v i ã v e l  

( i i )  Não e x i s t e  s o l u ç ã o  f i n i t a  pa ra  o problema de 



Programação L i n e a r  P r o b a b i . l l s t i , c a  .I 

I s t o  nos f o r n e c e  uma condição  n e c e s s á r i a  p a r a  a  - e  

x i s t ê n c i a  de uma s o l u ç ã o  f i n i t a  do programa p r o b a b i l T s t i c o ,  como 

segue :  

R e s u l t a d o  5 . 1 :  E x i s t e  uma e s t r a t é g i a  m i s t a  pa ra  m a t r i z  de jogos 

E Q  com t > 0 .  

- 
S e j a  M ( Q )  = QT,  onde 7 é uma e s t r a t é g i a  ot ima 

pa ra  a  m a t r i z  de jogos  E Q  com T > O .  Os p r i m e i r o s  m e l emen tos  

de M ( Q )  s ã o  e l emen tos  de A'Z - bT. 

R e s u l t a d o  5 . 2 :  Desde que T > 0 ,  temos que A'Z - bT 3 O s e  e  somen 

t e  s e  Ax* = A x / T  3 b ,  Y A ,  b .  

I s t o  é ,  a  s o l u ç ã o  de v a l o r  e s p e r a d o  é Õtima s e  e 

somente s e  pa ra  cada Q os m p r i m e i r o s  e lementos  de  M ( Q )  são não- 

n e g a t i v o s .  

Aqui s e  a p r e s e n t a  uma d i f i c u l d a d e  b á s i c a .  Embora 

a  cond ição  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  de o t i m a l i d a d e  da s o l u ç ã o  de 

v a l o r  e s p e r a d o  x*  = T / t ,  pa ra  o programa prima1 p r o b a b i l ~ s t i c o ,  

s e j a  s a t i s f e i t a ,  o  programa dual  p r o b a b i l ~ s t i c o  poderá  não s e r  

Õtimo p e l a  s o l u ç ã o  de v a l o r  e s p e r a d o  y* = Y/t ( e x .  quando somen- 
- 

t e  o v a l o r  C é a l e a t ó r i o ) .  Assim, x *  e  a s o l u ç ã o  do problema 

1 - Vide Maculan & P e r e i r a  1 2 5 1  p p .  9 6  a  98 



p r i m a l ,  a i n d a  q u e  p o s s a  e x i s t i r  um p r o b l e m a  d u a l  p o s s G i e 1  p a r a  o  

q u a l  a  s o l u ç ã o  y* d e  v a l o r  e s p e r a d o  n ã o  s e j a  v i á v e l .  E m  s i  t u a -  

ç õ e s  b a s t a n t e  g e r a i s ,  podemos d e t e r m i n a r  s e  o s  m's p r i m e i r o s  e l e  - 

mentes d e  M(Q)  s ã o  n e g a t i v o s  p a r a  c a d a  Q e ,  p o r t a n t o ,  s e  a 

s o l u ~ ã o  de  v a l o r  e s p e r a d o  é ó t i m a ,  a t r a v é s  do  s e g u i n t e  p r o -  

c e s s o .  

1 - S e j a  M i ( Q )  o  i - é s i m o  e l e m e n t o  d e  M ( Q ) .  Assim 

Mi(Q)  = A .  X + ... .+ A .  Si -b.-, i = 1 ,  ..., m 
1 1  1 i n n  i t  

2 - Suponhamos  q u e  V i ,  Si  é u m  p o l i e d r o  c o n v e x o  

l i m i t a d o ,  o n d e  S i  é o  c o n j u n t o  d o s  p o s s í v e i s  

( A i l y  S . .  9 A i n ,  b i ) .  

3 - C o n s i d e r e  o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  

M i n i m i z a r  M .  (Q)  
1 

s . a .  ( A i l ,  . . . ,  Ai, , ,  b i )  E S i  

E s e j a  Ri e s t e  min imo  

4 - Os p r i m e i r o s  m e l e m e n t o s  d e  M ( Q )  s ã o  n ã o - n e g a  - 

t i v o s  s e  e  s o m e n t e  s e  Min R .  >,O, i  = 1  ,..., m 1 

E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  s o l u ç ã o  d e  v a l o r  e s p e r a  

do  é ó t i m a  p a r a  o p r o g r a m a  l i n e a r  p r o b a b i l í s -  

t i c o  s e  e s o m e n t e  s e  o s  v a l o r e s  Õ t i m o s  d a s  

f u n ç Q e s  o b j e t i  vo d o s  m - p r o g r a m a s  n ã o - p ~ o b a b i  - 
l y s t i  c o s ,  d e s c r i  t o s  a c i m a ,  s ã o  n ã o - n e g a t i v o s .  

Assim, c o n c l u i m o s  q u e  b a s t a  r e s o l v e r  m p r o g r a m a s  



l i n e a r e s  n ã o - p r o b a b i l Y s t i c o s  p a r a  s e  d e t e r m i n a r  s e  a  s o l u ç ã o  d e  

v a l o r  e s p e r a d o  e ó t i m a  p a r a  o  p r o g r a m a  p r o b a b i l l s t i c o ,  q u a n d o  o s  

e l e m e n t o s  a l e a t ó r i o s  e s t ã o  d i s t r i b u T d o s  n u m  p o l i e d r o  c o n v e x o  l i -  

mi t a d o .  

R e s u l t a d o  5 . 3 :  X *  e Y *  s ã o  v i á v e i s  ( e  p o r t a n t o  Õ t i m o s )  p a r a  o s  

p r o g r a m a s  p r o b a b i  l T s t i  c o s  p r i m a 1  e d u a l  , r e s p e c t i  - 

v a m e n t e ,  s e  e s o m e n t e  s e ,  o s  p r i m e i r o s  m -I- n  e l e -  

m e n t o s  d e  M ( Q )  s ã o  n ã o - n e g a t i v o s  V Q .  



I I .6 Programação com Probabi  1 i d a d e s  de R e s t r i r  

ções  - Charnes & Cooper 

6 . 1  - P r e l i m i n a r e s  

O problema de programação com p r o b a b i l i d a d e s  de 

r e s t r i ç õ e s  é d e f i n i d o  como sendo:  

" S e l e c i o n a r  c e r t a s  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  como f u n -  

ções  de v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  com d i s t r i b u i ç õ e s  co - 

n h e c i d a s  de t a l  modo que 

( a )  max in izen  u m  f u n c i o n a l  de v a r i ã v e i s  a l e a t ó r i -  

a s .  

( b )  s u j e i t o  a  r e s t r i ç ã o  d e s t a s  v a r i á v e i s ,  que de- 

vem s e r  r e s p e i t a d a s  a  n i v e i s  p r e s c r i t o s  de 

p r o b a b i l i d a d e " .  

O método usado p o r  Charnes & Cooper Cz61 c o n s i s t e  

em d i v i d i r  o problema em duas p a r t e s :  

( i )  Determinar  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  que maximizam o  

f u n c i o n a l ,  s u j e i t o  a  r e s t r i ç õ e s  p r o b a b i l i s t i  - 

( i i  ) Aproximar a s  d i s t r i b u i ç õ e s  d e t e r m i n a d a s  em 

( i ) ,  o  mais p r e c i s o  p o s s i v e l ,  por funções das 

v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  conhec idas  de alguma 

c l a s s e  admiss7vel  ou p r e s c r i t a .  



E n t ã o , o  problema o r i g i n a l  é f a t o r a d o  em d o i s  no- 

vos problemas:  

( 1 )  U m  problema que de te rmina  os c o e f i c i e n t e s  das  

f u n ç õ e s  i  n t e g r á v e i  s ,  contendo a s  d i s t r i b u i  

ç õ e s  ó t imas  d i s c r e t a s  o u ,  de o u t r o  modo, a s  

f r e q u ê n c i a s  de p r o b a b i l i d a d e s  d i s c r e t a .  

( 2 )  U m  problema que de te rmina  os pa râmet ros  da r e  - 
g r a  de d e c i s ã o  ó t ima no s e n t i d o  da "Melhor A -  

p roximação" .  

6 . 2  - Descr i ção  do Método 

E s t e  método t r a n s f o r m a  programas e s t o c á s t i c o s  em 

programas d e t e r m i n l s t i  cos e q u i v a l e n t e s  tomando a s  r e s t r i ç õ e s  a l e  - 

a t ó r i a s  

A ( w )  X 4 b ( w )  

e  s u b s t i t u i n d o  p o r  r e s t r i ç õ e s  d e t e r m i n 7 s t i c a s  d o  t i p o  

onde a é u m  c o n j u n t o  ordenado de c o n s t a n t e s  r e p r e s e n t a n d o  medi- 

das  de p r o b a b i l i d a d e  ( 0  ,< a <  1 )  que indicam o grau de v i o l a ç ã o  

das r e s t r i ç õ e s  ( 6 . 1  ) . 

Como podemos n o t a r ,  n e s t e  t i p o  de abordagem é pos - 



sTvel que tenhamos s o l u ç õ e s  i n v i á v e i s  pa ra  c e r t a s  r e a l i z a ç õ e s  da 

v a r i á v e l  a 1 e a t ó r i . a  w .  No e n t a n t o ,  p e l a  e s p e c i . f i c a ç ã o  de a próx i  - 

mo a  1 podemos f a z e r  com que e s t a  i n v i a b i l f d a d e  s e j a  a  menor pos - 

s I v e l .  

Suponhamos que X j = 1 ,  2 , .  . . k ,  se jam v a r i á v e i s  
j 

de pr imei  r o - e s  t á g i  o .  Suponhamos que t o d o s  os c o e f i  c i e n t e s  9 s e  
j - 

jam conhecidos  e x a t a m e n t e .  F ina lmen te ,  suponhamos que cada e l e -  

mento a l e a t ó r i o  s e j a  e s t a t i s t i c a m e n t e  independen te  dos n I v e i s  pa - 

r a  as  v a r i á v e i s  d o  p r i m e i r o  e s t á g i o .  Assim, o  modelo de p r o g r a -  

mação com p r o b a b i l i d a d e  de r e s t r i ç õ e s  s e r á  e n c o n t r a r  . . n I v e i s  
X j  

que s a t i s f a ç a m  

k 
Maximizar 1 E ' (c .:) X 

J j j = l  

s u j e i t o  a :  

. . 

1 a i j X j  = b i  i  = 1 ,  2 , .  . . , g ( p r i m e i r o  e s t á g i o )  
j =1 

a i  i  = g c 1 ,  . . . ,  m 

( restr ições com probabi 1  idade) 

podemos i n t e r p r e t a r  a  r e s t r i ç ã o  ( 6 . 5 )  como sendo uma r e s t r i ç ã o  

que e s t a b e l e c e  a probabilidade não-condicional menor que a i ,  Oá ct C 1 , 
k 1 

de que o v a l o r  v e r d a d e i r o  de b i  é pelo menor maior que 1 a i j X j .  j = I  



S u p o n h a m o s  q u e  e x i s ' t e m  1. q u e  s - a l i s f a z e m  ( -6 .4)  - 
J 

( 6 . 6 ) ,  o  m o d e l o  a n t e r i ' o r  p o d e r á  s e r  r e s o l v i d o  como um p r o g r a m a  

1  i n e a r  p a d r ã o  com a Puneião o b j e t i v o  ( - 6 . 3 ) ,  r e s t r i ç õ e s  (.6.4), ( 6 . 6 )  

e  a s  r e s t r i ç õ e s  ( 6 . 5 )  s u b d i v i d i d a s  p o r :  

k 
a i  j X j  c B i  ( r e s t r i ç õ e s  e q u i v a l e n t e s  d e t e r m i n i s t i c a s )  

j = t  
( 6 . 7 )  

o n d e  B i  é o  m a i o r  n ú m e r o  q u e  s a t i s f a z  a 

P ( b i  2 B . )  a a  
1 i 

ou  d e  o u t r a  f o r m a  

o n d e  B i  é c h a m a d o  d e  ( 1  - a i )  - f r a c t i l e  

E x e m p l o  C 3 ~ ] :  uma c o m p a n h i a  m a d e i  r e i  r a  p r o c e s s a  men - 

s a l m e n t e  uma d a d a  q u a n t i d a d e  T d e  m a d e i r a  e n t r e  t á b u a s  e  c o m p e n -  

s a d o s .  S u p o n h a m o s  q u e  a  c o m p a n h i a  f a b r i c a  s o m e n t e  um t i p o  e s p e -  

c i a l  d e  c a d a  u m  d o s  d o i s  p r o d u t o s .  No i n i c i o  d e  u m  d a d o  mês a  

c o m p a n h i a  d e v e  d e c i d i r  o s  n y v e i s  d e  

X 1  = n o  d e  t o n s .  d e  m a d e i r a  a  s e r  a l o c a d a  p a r a  f a b r i c a r  c o m p e n s a  - 

d o .  

X B  = n o  d e  t o n s .  d e  m a d e i r a  a  s e r  a l o c a d a  p a r a  f a b r i c a r  t á b u a s  



X, = n Q  d e  t o n s .  d e  m a d e i r a  n ã o  a l o c a d a  p a r a  q u a i s q u e r  p r o c e s s o s  

a c i m a .  

Suponhamos  q u e  no  f i n a l  do mês X, p r o d u z  alX1 cen  - 

t e n a s  d e  m e t r o s  q u a d r a d o s  d e  t á b u a s  e X 2  p r o d u z - a 2 X 2  m i l h a r e s  d e  

f o l h a s  d e  c o m p e n s a d o .  S e j a  D 1  a  q u a n t i d a d e  máxima d e  t á b u a s  q u e  

a  c o m p a n h i a  pode  v e n d e r  no  f i n a l  do m ê s ,  e  D 2  a  q u a n t i d a d e  m á x i -  

ma d e  c o m p e n s a d o .  P o r  o u t r o  l a d o  s e j a  r o  p r e ç o  d e  m e r c a d o  q u e  
j 

a  c o m p a n h i a  r e c e b e  p o r  c a d a  c e n t e n a  d e  m e t r o s  q u a d r a d o s  ( j = l )  e  

p o r  c a d a  mi 1  h a r  d e  f o l h a s  d e  c o m p e n s a d o  ( j = 2 ) ,  A s s i m ,  a  q u a n t i -  

d a d e  r ( a  . X  . )  é a  r e c e i t a  t o t a l  do  p r o d u t o  j .  S e j a  e o  c u s t o  
j J J  j 

d e  p r o d u ç ã o  p a r a  p r o c e s s a r  uma t o n e l a d a  d e  m a d e i r a  p a r a  o  p r o d u -  
- 

t o  j ;  A s s i m  e . X  e  o  c u s t o  t o t a l  d e  f a b r i c a ç ã o  a s s o c i a d o  com o  
J j 

p r o d u t o  j .  C o n s e q u e n t e m e n t e ,  d e f i n i n d o  c  t r . a  - e  a  q u a n t i  
j J j j '  - 

d a d e  c . X .  r e p r e s e n t a  o  l u c r o  p a r a  o  p r o d u t o  j ,  j = 1 , 2 .  N e s t e  e  
J J  - 

xemplo  c ,  r e p r e s e n t a  o  l u c r o  c o r r e s p o n d e n t e  a  v á r i a s  a t i t u d e s  a1  - 

t e r n a t i v a s  q u e  a  e m p r e s a  p o d e  t o m a r  p a r a  o  e x c e s s o  ( X , )  d e  madei  - 

r a  p r o d u z i d a .  Vamos s u p o r  q u e  o s  c o e f i c i e n t e s  a l  e  a 2  s e j a m  c o -  

n h e c i d o s  e x a t a m e n t e .  A s s i m  o s  Ú n i c o s  e l e m e n t o s  a l e a t ó r i o s  s ã o  

o s  p r e ç o s  d e  m e r c a d o  r e  a s  l i m i t a ç ó e s  d e  Demanda D i .  O v a l o r  
j 

e s p e r a d o  d e  u m  c o e f i c i e n t e  d e  l u c r o  6 E pj] = E  [rj] a  - e  
j j '  

j = 1. , 2 .  E n t ã o ,  podemos f o r m u l a r  o  p r o b l e m a  como s e g u e :  

M a x i m i z a r  E ( c l )  X 1  i E ( ~ 2 )  X 2  i c 3 X 3  

P a  X 6 3 a i  (Demanda Tábuas) C 
P [a2 ~2 4 D ~ ]  a i  (Demanda Compensados) ( 6 . 1 3 )  



onde ai (i  = 1, 2) é o nyvel de probabilidade que a cómpa- 

nhia estipula para vender tota a produção ajxi, i = 1 ,  2. As 

restrições (6.12) e (6.13) implicam num par de inequações 

1 ineares equivalentes 

Assim, pela substituição das inequações (6.12j - (6.13) por (6.15) - 

(6.16), podemos obter uma solução Ótima para o problema com pro- 

babilidade de restrições. 

Tomamos os valores para cada Bi o maior número 

tal que P (Di z E . )  z a como sendo o equivalente deterministi- 
1 i' 

co. Notemos que a distribuição de probabilidade é a distribui- 

ção marginal de Di. Isto significa q u e  se começarmos com uma 

distribuição de probabilidade conjunta de 5, e D2 devemos, com um 

cálculo a parte, obter as duas distribuições marginais. Suponha - 
- 

mos que a distribuição de probabilidade de 5, e 

P [D~=IJ = 0.2, P [~,=3] = 0.4, P Dl=q = 0.3, P [Dl=lq = 

= 0,1, dando o gráfico de P [D, > Bl] na fig. 6.1 



F i g u r a  6.1 

Então ,  podemos v e r i f i c a r  que B1=l de 0.8d til< 1.0 

e  B 1 = 3  s e  0 . 4 <  a , <  0 . 8 ,  e t c .  Deste  modo, podemos o b t e r  a s o l u  - 

ção da v e r s ã o  d e t e r m i n y s t i c a  do modelo de programação com proba-  

b i l  i dade  de r e s t r i ç õ e s .  
. . 

6 . 3  - Programação com Prob.  R e s t r i ç õ e s  VS. Pro- 

gramação a  D o i s - E s t á g i o s  

O modelo com probabi  1  i d a d e  de r e s t r i ç õ e s  compara- 

do com a  programação a  d o i s  e s t á g i o s  tem duas v a n t a g e n s :  

( i )  Ele  nos l e v a  a  u m  programa l i n e a r  e q u i v a l e n -  

t e  que tem a  mesma e s t r u t u r a  e  tamanho do 

modelo o r i g i n a l .  Assim, o  e s f o r ç o  computa- 

c i o n a l  não s e r á  maior  d e p o i s  da de te rminação  

dos v a l o r e s  a p r o p r i a d o s  d o  l a d o  d i r e i t o .  

( i i )  A ún ica  informação n e c e s s á r i a  s o b r e  a  i n c e r -  
- 

t e z a  de cada e lemento  b i  e o ( I - a i )  f r a t i l e  



para  a  dis t r i laui :ção c ~ n d i c i ~ n & ' l  do c o e f i c i , e n  - 

t e  do l a d o  d i r e i t o .  

E s t a s  s ã o  van tagens  f a v o r á v e i s  do modelo de Charnes 

d Cooper comparado com o  modelo de Dantz ig  (programação a d o i s -  

e s t ã g i o s )  que é u m  problema de programação l i n e a r  b a s t a n t e  g ran -  

de .  No e n t a n t o ,  o  modelo de p r o b a b i l i d a d e  de r e s t r i ç õ e s  a p r e s e n  - 

t a  a desvantagem p r i n c i p a l  de  ava l  i a r  somente i n d i r e t a m e n t e  a s  

consequênc ias  econõmicas de v i o l a ç ã o  de  uma r e s t r i ç ã o .  No exem- 

p l o  da companhia madeireira ,  o p rocedimento  de p r o b a b i l  i d a d e  de 

r e s t r i ç õ e s  não i n d i c a  p e n a l i d a d e s  d i f e r e n c i a i s  e n t r e  uma q u a n t i -  

dade maior  ou menor de  e x c e s s o  de produção.  A e s p e c i f i c a ç ã o  de 

v a l o r e s  c o r r e t o s  pa ra  a i  deve rá  s e r  uma p a r t e  i m p o r t a n t e  d o  pro-  

blema de o t i m i z a ç ã o .  

P o r t a n t o ,  quando t ive rmos  que d e c i d i r  s o b r e  a  e s -  

c o l h a  e n t r e  os d o i s  procedimentos  pa ra  modelar  um processo a  d o i s  

e s t ã g i o s ,  devemos comparar a s  l i m i t a ç õ e s  do tamanho d o  problema 

imposta  p e l o  método de Dan tz ig  com o  s i g n i f i c a d o  r e s t r i t o  de o t i  - 

mal idade  p r o p o s t o  p e l o  método de Charnes & Cooper.  



1 1 . 7  SoTuções MINIMAX para  Programas P r o b a b i l T s -  

t i c o s  - Dvson & S ~ a i  t b e s  

7.1 - P r e l i m i n a r e s  

A s o l u ç ã o  MIN1MAX i n d e n t i f i c a  o  p l ano  mais l u c r a -  

t i v o  sob a s  mais p e s s i m i s t a s  das  c i r c u n s t â n c i a s .  I s t o  nos dá u m  

l i m i t e  i n f e r i o r  pa ra  o  v a l o r  da função  o b j e t i v o .  A s o l u ç ã o  tam- 

bém i d e n t i f i c a  o c o n j u n t o  de v a l o r e s  mais p e s s i m i s t a  dos parâme- 

t r o s  a l e a t ó r i o s  do modelo. 

O uso de s o l u ç õ e s  MINIMAX nos f o r n e c e  u m  método 

a l t e r n a t i v o  de  a n á l i s e  do modelo "Espere  e  Veja" que computacio-  

na lmente  pode s e r  mais e f i c a z .  Para este  modelo, a  solução MINIMAX 

(MAXIMAX) dá o  l i m i t e  i n f e r i o r  ( s u p e r i o r )  do v a l o r  da funcão  ob- 

j e t i v o .  Dyson and Swai thes  C 2 7 1  sugerem que a s  s o l u ç õ e s  MINIMAX 

e MAXIMAX se jam c a l c u l a d a s  a s segurando  medidas de i n c e r t e z a  pa ra  

a j u d a r  no p r o c e s s o  de a v a l i a ç ã o .  Também e l e s  d i scu tem que os  va - 

l o r e s  dos pa râmet ros  co r re spondendo  a s  s o l u ç õ e s  MINIMAX não p o -  

dem s e r  o b t i d o s  a  p r i o r i .  

Consequentemente,  s e  t o r n a  n e c e s s á r i o  e s p e c i f i c a r  

uma r e g i ã o  p l a u s t v e l  para  os v a l o r e s  dos pa rãmet ros  e  i n c o r p o r a r  

e s t a  r e g i ã o  n o  modelo. A s u g e s t ã o  é que a  f r o n t e i r a  da r e g i ã o  

s e j a  u m  con to rno  Equi -probabi  l i s t i c o  da d i s t r i b u i ç ã o  conjunta  dos 

pa râmet ros  a l e a t ó r i o s .  O problema MINIMAX, d e f i n i d o  d e s t e  modo, 

e  não-convexo e ,  p o r t a n t o ,  poderá t e r  ót imo l o c a l .  O problema 

MAXIMAX a s s o c i a d o  é convexo.  



O pro6lema MINIMAX é da s e g u i n t e  forma:  

Min Max C c ' x l  
z x 

s . a .  Ax 4 b ( r e s t r i ç õ e s  d e t e r m i n y s t j c a s )  

A , x  ,< Z 

F (Z) ,< a 

X ,  Z 2 O e  a = c o n s t a n t e  

onde X é u m  v e t o r  de v a r i á v e i s  de d e c i s ã o ,  e  F ( z )  G a .  E uma r e  - 

g i ã o  convexa de v a l o r e s  p l ausYve i s  dos pa râmet ros  Z e s t o c ã s t i c o s .  

Se Z tem uma d i s t r i b u i ç ã o  normal m u l t i v a r i a d a ,  a  r e g i ã o  s e r á  u m  

h i p e r e l  i p s o i d e .  Como a  i n t e r s e ç ã o  de c o n j u n t o s  convexos é por sua 

vez convexa ,  s e g u e - s e  que a s  r e s t r i ç õ e s  formam u m  c o n j u n t o  S con 

vexo.  

O problema pode s e r  c o n s i d e r a d o  como u m  jogo r e s -  

t r i t o .  O j ogador  Z joga p r i m e i r o  e sco lhendo  Z = Z* s a t i s f a z e n d o  

F ( Z )  ,< a .  Segu indo-se  o j ogador  x  e s c o l h e n d o  x = x* s a t i s f a z e n  - 

do a s  r e s t r i ç õ e s  r e s t a n t e s .  O problema d o  j ogador  X é, p o r t a n t o ,  

o programa l i n e a r .  

L :  Max CC'x : Ax < b ,  Alx ,< Z * ,  x  >, 0 1  ( 7 . 2 )  
X 

O problema do jogador  Z é mais complicado e  é u m  

programa não-convexo podemos e s c r e v e r  como segue :  



onde D(Z) = { Z  >, O : 3 x  3 O p a r a  o  qual  Ax ,< b ,  A , x  4 Z ,  F(Z) ,< 

,< a ) .  Devido a  e s t a  não-convexidade ,  o  problema poderã  t e r  Õ t i -  

mo l o c a l .  

7 . 3  - Reaiões  de Decisão 

Para  o  problema MINIMAX vamos nos r e f e r i r  ao con- 

j u n t o  de Z ,  p a r a  o  qual  uma b a s e  de L é v i á v e l  e  õ t i m a ,  como uma 

r e g i ã o  de d e c i s ã o .  Podemos i l u s t r a r  t a i s  r e g i õ e s  de d e c i s ã o  com 

o  s e g u i n t e  problema:  

Exemplo 7.1 : Max { x ,  + x 2 1  

s . a .  X 1 6 Z ,  

X 2  \< 22 

~ ~ $ 2 ~ 2  < 6 

X I Y  X ~ 5  z 2  2 0 

I n t r o d u z i n d o  v a r i á v e i s  de f o l g a  x 3 ,  x 4 ,  x 5  temos t r ê s  possTve i s  

bases  Õtimas v i ã v e i s :  B o  = I x , ,  x , ,  x 4 )  , B l  = { x , ,  x , ,  x , )  e  B 2  = 

= C x l ,  x 3 ,  x 4 )  c u j a s  r e g i õ e s  de d e c i s ã o  s ã o ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  R , ,  

R , ,  R 2  ( F i g u r a  7 . 1 ) .  



F i g .  7 . 1 .  - Regiões de Decisão e  Ótimo Local 

Por exemplo, pa ra  a  base  B o  = { x l ,  x 2 ,  x , ]  temos: 

Es ta  base  ó t ima é v i á v e l  c o n t a n t o  que 

z, >, o 

1 1 2  z, + 2, >, 3  

- 1 / 2  2, 2 - 3 ,  c u j a  r e g i ã o  denotamos por R , .  

Se superpormos uma r e g i ã o  convexa n ã o - p o l i e d r a l  F ( Z )  ,< a s o b r e  

o  g r á f i c o  ( n e s t e  c a s o  u m  c í r c u l o )  e n t ã o  a s  r e g i õ e s  de d e c i s ã o  vi - 
e 

a v e i s  reduzem aos  segmentos do c í r c u l o .  Podemos c o n s i d e r a r  o  

problema M I N I M A X  como u m  problema em x (programa l i n e a r  L ( 7 . 2 )  

s e r á  o  problema p r i m á r i o )  no qual  desejamos c o n s e r v a r  a  o t i m a l i -  

dade com r e s p e i t o  a  x e  u m  problema em Z (problema secundário)  no 

qual  desejamos manter  a  v i a b i l i d a d e  do problema p r i m á r i o ,  enquan 

t o  s e  minimiza a  função  o b j e t i v o  com r e s p e i t o  a 2. 



E m  g e r a l ,  o  problema s e c u n d á r i o  c o n s i s t e  em mini -  

miza r  uma função  l i n e a r  s o b r e  uma r e g i ã o  convexa formada p e l a  in - 

t e r s e ç ã o  de uma r e g i ã o  de d e c i s ã o  e uma r e g i ã o  p l a u s i v e l .  Para 

cada r e g i ã o  de d e c i s ã o  e x i s t i r á  um problema s e c u n d á r i o .  Neste  - e  

xemplo, para R .  t e remos  

1 
Min C3 + - z , ]  

2 

F ( Z )  ,< a ,  onde a = c o n s t a n t e  

Para B o  Ótima podemos busca r  a  s o l u ç ã o  MINIMAX r e p r e s e n t a n d o  a  

função  o b j e t i v o  x o  em termos de Z ,  i . G ,  x o  (Z) = 3 + 1 / 2  Z i  e  mi - 

n i m i z a r  com r e s p e i t o  a  Z E R .  í l  { F ( Z )  4 a ) .  Assim, podemos no- 

t a r  que o problema s e c u n d á r i o  t e r á  um mtnimo com r e s p e i t o  a  Z em 

P o  ( F i g .  7 . 1 )  que s imul t aneamen te  co r re sponde  a u m  máximo n o  pro - 

blema p r i m á r i o  ( p o i s  a  base  B o  e  ót ima pa ra  todos  pontos  em R o ) .  

Des te  modo, o  ponto  P o  s e r á  uma solução MINIMAX l o c a l ,  mas não ne - 

c e s s a r i a m e n t e  u m  ót imo g l o b a l .  De f a t o ,  a  funcão  o b j e t i v o  do 

problema s e c u n d á r i o  cor respondendo a  B 1  é {Z1 i Z , )  de modo que 

podemos ve r  g r a f i c a m e n t e  que x o  ( L )  tem u m  máximo em P , ,  p o r t a n -  

t o  P i  é mais uma s o l u ç ã o  MINIMAX l o c a l .  

Para de terminarmos  uma s o l u ç ã o  ó t ima  g l o b a l ,  deve - 

mos g a r a n t i r  que a  busca c o b r e  t o d a s  r e g i õ e s  de d e c i s ã o  p o s s t -  

v e i s .  I s t o  pode s e r  a l c a n ç a d o  p e l o  uso da programação m u l t i p a r a  - 

m é t r i c a .  



7 . 4  - Programação Li.near M u l t i p a r a m é t r i c a  

E s t e  método f o i  desenvo lv ido  por GAL e  N E D O M A  C2'] 
para  e n c o n t r a r  t o d o s  v é r t i c e s  de u m  p o l i e d r o  convexo.  

A programação l i n e a r  m u l t i p a r a m é t r i c a  pa ra  os e l e  - 

mentos do l a d o  d i r e i t o ,  a c a r r e t a  em s e  a c h a r  t o d a s  a s  b a s e s  v i á -  

v e i s  ó t i m a s  n o  problema p r i m á r i o  e s u a s  r e g i õ e s  de d e c i s ã o  a s s o -  

c i a d a s .  Uma base  v i á v e l  ó t ima é uma base  v i á v e l  para algum Z quan - 

d o ' s a t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s  de o t i m a l i d a d e  do problema p r i m á r i o .  A -  

qu i  nos r e s t r i n g i r e m o s  a  d e s c r i ç ã o  d o  método pa ra  o c a s o  em que 

z >, o .  

O método é o  s e g u i n t e :  

( 1 )  C a l c u l e  B, E IB e  R o ,  Onde B o  6 qualquer base ó t imã 

viavel para algum Z ,  IB é o  c o n j u n t o  de t o d a s  a s  
- 

bases  Ótimas v i á v e i s  e  R, e  a  r e g i ã o  de d e c i -  

s ã o  cor respondendo a  B,. 

( 2 )  Cons t rua  os c o n j u n t o s  V o = C B o )  e  Wo=Cr ( B , ) )  , 

onde r (B , )  é o  c o n j u n t o  de bases  v i z i n h a s  a  

B o .  Uma base  B i  e  uma base  v i z i n h a  a  B o  s e  

e l a  tem apenas  uma v a r i á v e l  b á s i c a  d i f e r e n t e  

de B o .  V0 é o  c o n j u n t o  de bases  c u j a s  r e g i -  
- 
oes  de d e c i s ã o  e  v i z i n h a s  tenham s i d o  de termi  - 

n a d a s .  W o  é o  c o n j u n t o  de b a s e s  Ótimas v i á -  

v e i s  que foram d e s c o b e r t a s ,  mas c u j a s  r e g i õ e s  



de decisão e v i z i n h a s  nao t e n h a  s i d o  d e t e r m i -  

nadas .  

( 3 )  Suponhamos que temos c o n s t r u i d o  V k - l  na i t e r a  

ç ã o  k-1. 

( 3 . 1 )  Se W k - l  = @, e n t ã o  V k m l  = iB, e  o  p roces  - 

s o  t e r m i n a .  

( 3 . 2 )  Se W k - l  # @,  s e l e c i o n e  B k  e  W k - l  a  qual  

t enha  o  menos p o s s i v e l  de v a r i á v e i s  bá- 

s i c a s  d i f e r e n t e s  de B k - ,  ( d e  modo que o  

número de  i t e r a ç õ e s  do s i m p l e x ,  n e c e s s ã  

r i a s  pa ra  o b t e r  o Tableau s implex  c o r -  

r e s p o n d e n t e ,  s e j a  mynimo). E m  p a r t i c u -  

l a r ,  s e  W k  = Wk-l  n r ( B k - l )  z L s e l e c i o  - 

ne B i  e  W k  pa ra  c a s o  onde B k  s e j a  uma 

v i z i n h a  de B k m l .  

( 3 . 3 )  Determine R k  e  r (Bk)  e  e n t ã o  c o n s t r u a  

v o l t e  a  ( 3 . 1 ) .  

U m  problema penden te  é d e t e r m i n a r  r ( B k ) ,  O con- 

j u n t o  de b a s e s  v i á v e i s  ó t imas  v i z i n h a s  de B k ,  no tando que t a i s  

bases  correspondem a r e g i õ e s  de d e c i s ã o  a d j a c e n t e s  a R k - l ,  e x i s -  

t i r á  uma base  v i á v e l  ót ima v i z i n h a  t e n d o  uma v a r i á v e l  b á s i c a  d i -  

f e r e n t e  na l i n h a  i  s e  e  somente s e :  



k  e (-4)- ( 4 . 1  k a i j  i O p a r a  p e l o m e n o s  um j ,  onde a i j  e 

o e l e m e n t o  n a  l i n h a  i co luna  j d o  T a b l e a u  

s i m p l e x  com b a s e  B k  e 

( 4 . 2 )  E x i s t e  Z $ O t a l  q u e  k b i  (-2) = O e  

k b J  ( 2 )  2 O p a r a  i  + j o n d e  k b i  (2) é 

o  l a d o  d i r e i t o  d a  1  i n h a  i em t e r m o s  d e  

Z p a r a  a  b a s e  B k .  

P a r a  d e t e r m i n a r  a s  l i n h a s  q u e  s a t i s f a z e m  ( 4 . 1 )  e  

( 4 . 2 )  p r o c e d e m o s  como s e g u e :  

D e t e r m i n a ç ã o  I k  o s  í n d i c e s  d e  l i n h a s  s a t i s f a z e n d o  

k 4 . 1 .  P a r a  i E I k ,  m i n i m i z e  k b i  ( Z )  s u j e i t o  a  b  ( Z )  3 O p a r i  

k 
i # j .  S e j a  Ik O c o n j u n t o d e í n d i c e s  p a r a o q u a l  Min I b i  ( 2 ) )  ,< 0 .  

P a r a  c a d a  i e  Y k ,  a s  r e g r a s  d o  d u a l  s i m p l e x  g e r a r ã o  a s  b a s e s  com - 

p r e e n d e n d o  r ( B k )  . 

7 . 5  - R e g i ã o  d e  B u s c a  

Na p r o c u r a  d a  s o l u ç ã o  MINIMAX g l o b a l ,  d e v e r e m o s  

l i m i t a r  a  b u s c a  p a r a  a  r e g i ã o  p l a u s i v e l  F ( Z )  < a .  C o n t u d o ,  p o -  

d e - s e  m o s t r a r  q u e  o n d e  e x i s t e  u m  ú n i c o  ó t i m o  g l o b a l ,  e l e  r e s i d e  

s o b r e  uma r e g i ã o  n a  s u p e r f í c i e  d a  r e g i ã o  p l a u s i v e l  e  o n d e  e x i s -  

t e  õ t i m o s  m ú l t i p l o s ,  e x i s t e  p e l o  m e n o s  u m  q u e  r e c a i  n e s t a  r e g i -  
- 
a o .  P o r  e x e m p l o ,  p a r a  a  r e g i ã o  p l a u s i v e l  n a  F i g .  7 . 2 ,  a  r e g i ã o  

d e  b u s c a  p o d e r á  s e r  l i m i t a d a  a  ( m e n o r )  c u r v a  A B  



I v 
2, 

F i g .  7 . 2  - E x i s t ê n c i a  d e  u m  U t i m o  G l o b a l  

A s e g u i r  m o s t r a r e m o s  q u e  uma s o l u ç ã o  MINIMAX ó t i -  

ma g l o b a l  o c o r r e  numa r e g i ã o  M (uma g e n e r a l i z a ç ã o  d e  AB) n a  su-  

p e r f i c i e  d a  r e g i ã o  p l a u s í v e l ,  e n t ã o  t r a n s f o r m a r  M num c o n j u n t o  

d e  r e s t r i ç õ e s  p a r a  o c a s o  o n d e  Z tem uma d i s t r i b u i ç ã o  c o n j u n t a  

n o r m a l  m u l t i v a r i a d a .  

S e j a  Ti = ( Z 1 . .  Z i m l  , . . . ,  Zm) e s e j a  a  f u n ç ã o  G t a l  q u e :  

G ( l i )  = Min IZi : F ( Z )  < a ,  Z i  > O }  

i 

d e f i n i d a  p a r a  Z i  E IZi : 3 Z .  2 0 ,  p a r a  o  q u a l  F (Z) 4 a}. S e j a  
1 

S .  ={zl ,. . , G($), Zi+l ,. . . ,Z I, onde o s  e lementos  de Ti s ã o  d e f i n i  d o s  
1 m 

a c i . m a .  No e x e m p l o ,  

G (7,) = G (7,) = Min { Z ,  : F ( Z l , Z 2 )  6 a, Z1 I 01 
z 1 

d e  modo q u e  S 1  = CG ( Z , ) ,  Z 2 1  = c u r v a  D A B .  A n a l o g a m e n t e  S 2  = 

= { Z , ,  G ( Z , ) )  = c u r v a  A B C .  Assim a  c u r v a  A B  = S I  n S Z .  



Teorema '7 .1  , I2 $1 Seja P um conjunto fechado convexo com 
- 

Z = ( Z I ,  Z Z , .  . . , Z m )  E P e s e j a  M(cPJ=S, fl S, n . . . fl S,. Se Z E P-M 

Então e x i s t e  Z* E M t a l  que Z T  s z i  p a r a  todo  i  e Z t  para algum i .  

- 
Prova:  Se 7 E P-M e n t ã o  Z i  > G ( Z  . )  para algum j.  seja:Z=(ii,.  .. , Z j - l  ,- 

J 
- - 

G ( Z j ) ,  t j+ l  ,. . . , Z m )  Se Z E M ,  O teorema e s t á  provado.  Senão,.en - 
t ã o  algum e lemento  de 2, > G ( 2 k ) .  Podemos r e p e t i r  o  p r o c e s -  

s o  a n t e r i o r  s u b s t i t u i n d o  f k  por G (f,,,) para  fo rmar  um novo ve tor .  
- 

Depois de  a p l i c a ç ã o  r e p e t i d a ,  deveremos d e s c o b r i r  u m  v e t o r  Z* 

pa ra  o  qual  Z í  = G (23 pa ra  todo  j .  Consequentemente,  Z* E M e  
J 

Z t  < t i  pa ra  t o d o  i ,  e  Z r  t i  pa ra  p e l o  menos u m  i .  
J 

Teorema 7 . 2  L81 Se Z s ã o  os pa râmet ros  do l a d o  

d i r e i t o  de r e s t r i ç õ e s  do t i p o  "Menor que o u  i g u a l "  n u m  programa 
- 

l i n a r  de v a r i ã v e i s x  e  x o  ( 2 )  e  o  v a l o r  máximo da função  o b j e t i v o ,  

e n t ã o  xo  (Z*) s xo (2). P o r t a n t o ,  a  busca para uma solução MINIMAX 

G L O B A L  pode s e r  l i m i t a d a  a r e g i ã o  M .  

Prova: Uma redução de u m  ou mais pa râmet ros  do l a d o  d i r e i t o  de 

r e s t r i ç õ e s  do t i p o  "Menor que ou i g u a l "  reduz o  tamanho da r e g i -  
- 
ao v i á v e l ,  p o r t a n t o  xo ( z * )  ó x o  (2). 

Para  o  caso  onde 2 é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  com 

d i s t r i b u i ç ã o  normal m u l t i v a r i a d a ,  a  f r o n t e i r a  de M pode s e r  r e -  

p r e s e n t a d a  p e l a , i n t e r s e ç ã o  de r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  com P .  

E s t a s  r e s t r i ç õ e s  podem s e r  d e t e r m i n a d a s  como s e -  
C 

gue:  M é d e f i n i d o  como a  i n t e r s e ç ã o  das r e g i õ e s  S i  onde Si  e uma 



r e g i ã o  s o b r e  a  s u p e r f y c i e  de  P (_ reg ião  plaus? 'yel  r ,  A f r o n t e i r a  

de S i  o c o r r e r á  onde Si e n c o n t r a  Si ( s e u  complemento) s o b r e  a  s u -  . .  . 

p e r f y c i e  de P .  Consequentemente,  em u m  ponto de f r o n t e i r a  t e r e -  

mos: 

Min IZi : F ( Z )  s a1 = Max IZi : F ( Z )  6 a ]  

i  i  

e  para  t a l  ponto tenias (a F/3 Z i )  = O .  Para  o  caso  da d i s t r i . b u i -  

ção  normal m u l t i v a r i a d a  e s t a  equação d e f i n e  u m  h i p e r p l a n o  que s e  - 

para  a  f a m i l i a  de r e g i õ e s  S i  dos s e u s  complementares  S i .  Conse- 

quen temen te ,  S i  e s t á  c o n t i d a  n u m  semi -espaça  l i m i t a d o  p e l o  h i -  

p e r p l a n o .  Além do m a i s ,  o c o n j u n t o  de equações  (a F/a Z i )  = O con - 

t e r á  M na i n t e r s e ç ã o  dos S i .  

Se F ( Z )  = ( Z  - v ) '  V - '  ( Z  - F )  = a ,  onde V é u m  v e t o r  de médias  

e  V é a  m a t r i z  de c o v a r i â n c i a ,  e n t ã o  o  c o n j u n t o  de hiperplanos s e  - 

rã formado p o r :  

o qual  é um c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s .  

C o m  r e f e r ê n c i a  a  F i g .  7 . 2 ,  as  r e s t r i ç õ e s  s e r ã o  a s  

l i n h a s  a t r a v é s  de A C  e  B C .  Se Z i  s ã o  i n d e p e n d e n t e s  e n t ã o  as  r e s  . - 
t r i ç õ e s  s ã o  s implesmen te :  



7 . 6  - A l g o r t t m a  P a r a  S o l u ç ã o  M T N I M A X  G l o b a l  

E s t e  a l g o r i t m o  usa o  m é t o d o  d e  p r o g r a m a ç ã o  m u l t i -  

p a r a m é t r i c a  p a r a  e s p e c i f i c a r  t o d a s  a s  r e g i õ e s  d e  d e c i s ã o  q u e  g e -  

r a m  M ,  e t e s t a  p a r a  c a d a  r e g i ã o  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma s o l u ç ã o  MINI- 

M A X .  D e s t a  f o r m a ,  t o d a s  s o l u ç õ e s  MINIMAX em M s ã o  d e t e r m i n a d a s  

e p o r t a n t o  a  s o l u ç ã o  g l o b a l  MINIMAX. A r e g i ã o  d e  d e c i s ã o  R k  

( c o r r e s p o n d e n d o  a  B k )  é r e d u z i d a  p e l a  a d i ç ã o  d e  r e s t r i ç õ e s :  ( o n -  

d e  R i  é a  r e g i ã o  r e d u z i d a ) .  

o n d e  2 ~ - I  ( Z  - v )  ,< O p a r a  o  c a s o  d e  d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  m u l t i v a  - 
r i a d a .  

No a l g o r i t m o  d e  G a l  & Nedoma,  a  d e t e r m i n a ç ã o  d o  

c o n j u n t o  r ( B i )  d e  b a s e s  v i z i n h a s  d e  B k ,  c o r r e s p o n d e n d o  a o  p a s s o  

(4.2), f o i  m o d i f i c a d a  p a r a :  

k ( 4 . 2 )  E x i s t e  Z > O t a l  q u e  b i  ( Z )  = O s u j e i -  

k  t o  a  b j  ( Z )  > O p a r a  j + i e a s  r e s t r i  - 
ç õ e s  ( 5 )  

I s t o  o b r i g a  a  b u s c a  n a s  r e g i õ e s  q u e  g e r a m  M .  Agg  

r a  p o d e m o s  r e s u m i r  o a l g o r i t m o ,  como s e g u e :  

S u p o n h a m o s  q u e  t e m o s  c o n s t r u i d o  V k - l  e W k - l  n a  i -  

t e r a ç ã o  k -1  



( a )  Se h í k - l  = B e n t ã o  Y k - l  = IB e  o p r o c e s s o  t e r m i  - 

n a .  Se W k - ,  + @ ,  s e l e c i o n e  B k  E Wk-, e d e t e r  

ne R; 

( b )  R e s o l v a  o  p r o b l e m a  s e c u n d á r i o  com a  r e g i ã o  v i  - 

a v e 1  R; e  s e  uma s o l u ç ã o  M I N I M A X  l o c a l  f o r  ob - 
t i d a ,  g u a r d e  e s t a  s o l u ç ã o .  

( c )  D e t e r m i n e  V i  e  W k  e  r e p i t a  ( a ) .  A s o l u ç ã o  
- 

M I N I M A X  com o  menor  v a l o r  p a r a  x, e u m  Õ t imo  

g l o b a l  . 

Dyson & S i d a i t h e s  L2J Também a n a l i s a r a m  o  c a s o  

d e  o c o r r ê n c i a  d e  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  n o s  c o e f i c i e n t e s  da  f u n ç ã o  

o b j e t i v o ,  u t i l i z a n d o  uma m o d i f i c a ç ã o  do  a l g o r i t m o  d e  p r o g r a m a ç ã o  

mul t i  p a r a m é t r i c a  p a r a  c o e f i c i e n t e s  da f u n ç ã o  o b j e t i v o .  Do mesmo 

modo,  e l e s  s u g e r e m  uma v a r i a ç ã o  d o  a l g o r i t m o  a c i m a  p a r a  t r a b a -  

l h a r  com v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  n o s  c o e f i c i e n t e s  da f u n ç ã o  o b j e t i -  

vo e  do l a d o  d i r e i t o  d a s  r e s t r i ç õ e s ,  s i m u l t a n e a m e n t e ,  b a s e a d o s  na 

e x t e n ç ã o  d e  Gal bO] p a r a  a  p r o g r a m a ç ã o  mul t i  p a r a m é t r i c a .  





1 1 1 .  SOLUCÃO EXPERIMENTAL D E  P R O G R A M A Ç Ã O  ESTO- 
. . . . 

Depoi  s  d e  a n a l i s a r  o s  p r o c e d i m e n t o s  m a i s  c o n h e c i  - 
d o s  d e  P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  P r o b a b i  1 i s t i  ca, a p r e s e n t a r e m o s  u m  m é t o -  

do e x p e r i m e n t a l  q u e  t e n t a  m e l h o r a r  a  a b o r d a g e m  do  P r o b l e m a  G e r a l  

da  P r o g r a m a ç ã o  P r o b a b i l í s t i c a ,  i . é ,  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  o c o r r e n  - 

d o  em t o d o s  c o e f i c i e n t e s  (A,  b ,  c ) .  

E s t e  m é t o d o  pode  u t i l i z a r  uma s é r i e  d e  a l g o r i t -  

mos d e  p r o g r a m a ç ã o  m a t e m á t i c a  e  q u a l q u e r  t i p o  d e  d i s t r i b u i ç ã o  

p r o b a b i l  T s t i  c a  p a r a  o s  p a r â m e t r o s  c o n s i d e r a d o s  a l e a t ó r i o s .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  com e l e  podemos f a z e r  uma a n á l i s e  

e s t a t f s t i c a  d o s  r e s u l t a d o s  p o r  m e i o  d e  i n f e r ê n c i a ç  p r o b a b i  1 T s t i -  

c a s  n o s  v a l o r e s  d a s  v a r i á v e i s  d e  d e c i s ã o  e  s o b r e  o  v a l o r  da  f u n -  

ç ã o  o b j e t i v o .  

1 1 1 . 1  - V a n t a g e n s  e  D e s v a n t a g e n s  d o s  Métodos d e  Pro- 

g r a m a ç ã o  P r o b a b i l T s t i c a  

Como v imos  no c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  embora  nenhum mé - 

t o d o  t e n h a  s i d o  d e s e n v o l v i d o  q u e  s e j a  t o t a l m e n t e  a c e i t á v e l  p a r a  

t o d o s  c a s o s ,  v á r i o s  p r o c e d i m e n t o s  t em s i d o  p r o p o s t o s  t a n t o  p a r a  

o s  t i p o s  e s p e c i a i s  como p a r a  o  c a s o  g e r a l  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  

p r o b a b i l i s t i c a .  Vamos a n a l i s a r  o s  v á r i o s  p r o c e d i m e n t o s  q u a n t o  

a s  c a r a c t e r i s t i ç a s  o p e r a c i o n a i s .  

A P r o g r a m a ç ã o  com P r o b a b i l i d a d e  d e  R e s t r i c õ e s  P6 1 



p e r m i t e  que a  a l e a t o r i e d a d e  o c o r r a  nos v a l o r e s  b [ l a d o  d i r e i t o  . . 

das r e s t r i ç õ e s ) .  E s t e  método e s t á  b a s t a n t e  l i m i t a d o  p o i s  somen- 

t e  poucos pa râmet ros  podem s e r  a l e a t ó r i o s .  P o r  o u t r o  l a d o ,  e l e  

somente a v a l i a  a  consequênc ia  d a  v i o l a ç ã o  de uma r e s t r i ç ã o  ( i n v i  - 

ab i  1  i d a d e )  i n d i r e t a m e n t e .  

No c a s o  Programação com ~ e c u r s o s  l 9 I  (ou mul t i e s -  

t á g i o ) ,  o  problema e s t o c á s t i c o  é t r a n s f o r m a d o  em u m  problema de- 

t e r m i n i s t i c o ,  onde os  pa râmet ros  podem assumi r  somente uns pou- 

cos v a l o r e s  a l e a t ó r i o s  d i s c r e t o s .  Nes te s  problemas a lguns  dos va - 

1 o r e s  a1 e a t ó r i  os dos pa râmet ros  s ã o  imed ia t amen te  conhec i  dos e  

o u t r o s  v a l o r e s  devem s e r  de te rminados  em e s t á g i o s  p o s t e r i o r e s .  

E s t e  método "aqui  e  a g o r a "  s e r á  b a s t a n t e  ú t i l  s e  os v a l o r e s  dos 

pa râmet ros  de f a t o  s e r ã o  conhecidos  nos próximos e s t á g i o s ,  s e  a- 

penas uns poucos c o n j u n t o s  de v a l o r e s  d i s c r e t o s  dos pa râmet ros  

s ã o  c o n s i d e r a d o s  " p o s s 7 v e i s " ,  e  s e  o  v a l o r  e spe rado  da função  ob - 

j e t i v o  s e r á  uma f e r r a m e n t a  ú t i l  pa ra  o p l ane jamen to .  No entanto,  

quando aumenta o  número de e s t á g i o s  e  o  número de c o n j u n t o s  de 

v a l o r e s  p o s s i v e i s  dos p a r â m e t r o s ,  e s t e  procedimento  r e s u l t a  n u m  

programa l i n e a r  de g randes  dimensões.  

O método do Val o r -Espe rado  2 2  , s u p õ e - s e  que o  

v a l o r  e s p e r a d o  de cada parâmetro  se jauma c o n s t a n t e .  En tão ,  subs  

t i t u i r n o s  os pa râmet ros  por  s e u s  v a l o r e s  e s p e r a d o s  e  obtemos uma 

função  o b j e t i v o  que também é u m  v a l o r  e s p e r a d o .  Quando a s  v a r i -  
- 
a n c i a s  d a s  d i s t r i b u i ç õ e s  dos pa râmet ros  s ã o  pequenas ,  os  r e s u l t a  - 
dos o b t i d o s  por  e s t e  procedimento  pode e s t á  muito próximo do ó t i  - 
mo v e r d a d e i r o .  Caso suponhamos v a l o r e s  c o n s t a n t e s  pa ra  os par:- 



m e t r o s ,  q u a n d o  a s  v a r i â n c i a s  s ã o  g r a n d e s , ,  p o d e r e m o s  c h e g a r  a  s o -  
. - 

l u ç õ e s  i n v i á v e i s  [ i  .é ,  e l a s  v i o l a m  a s  r e s t r i c õ e s )  o u  s u b ó t i m a s .  

Embora o s  p r o c e d i m e n t o s  d e s c r i t o s  n e s t e  t r a b a l h o  

t e n h a m  s i d o  u s a d o s  com a l g u m  s u c e s s o ,  t o d o s  a p r e s e n t a m  l i m i t a -  

ç õ e s ,  p o i s  s o m e n t e  podem s e r  a p l i c a d o s  a  um c a s o  e s p e c i a l  d e  p r o  - 

g r a m a ç ã o  p r o b a b i l l s t i c a  e  n ã o  podem s e r  u s a d o s  numa v a r i e d a d e  d e  

a p l i c a ç õ e s .  P o r  o u t r o  l a d o ,  e l e s  podem s e  t o r n a r  i n t r a t á v e i s ,  do 

p o n t o  d e  v i s t a  m a t e m á t i c o ,  mesmo p a r a  p r o b l e m a s  d e  p e q u e n o  p o r -  

t e .  

O p r o c e d i m e n t o  q u e  a p r e s e n t a r e m o s  na p r õ x i m a  s e c -  

c ã o ,  a p r o v e i t a  a s  v a n t a g e n s  d o  m é t o d o  d o  V a l o r - E s p e r a d o  e  t e n t a  

a m e n i z a r  a s  d e s v a n t a g e n s .  0 s  p o n t o s  r o b u s t o s  do  m é t o d o  do  Va- 

l o r - E s p e r a d o  s ã o :  

( i )  E l e  t o l e r a  q u a l q u e r  p a d r ã o  d e  v a r i a ç ã o  n o s  

p a r a m e t r o s ;  

( i i )  S i m p l e s  d e  a p l i c a r  e  f á c i l  d,e a n a l i s a r  o s  

r e s u l t a d o s ;  

( i i i )  Pode  u t i l i z a r  uma v a r i e d a d e  d e  a l g o r r t m o s  

d e  p r o g r a m a ç ã o  m a t e m á t i c a :  S i m p l e x ,  q u a d r á -  

t i c a ,  i n t e i r a ,  n ã o - l i n e a r ,  e t c .  

Algumas  d a s  d e s v a n t a g e n s  d o  m é t o d o  d o  v a l o r  e s p e -  

r a d o  s ã o :  

(i) O f a t o  d a  solução e s t á  p r ó x i m a  d o  Õ t i m o  é d i  - 



r e t a m e n t e  r e l a c i o n a d o  com a s  v a r i â n c i a s  dos 
. - 

p a r â m e t r o s ;  

A s o l u ç ã o  poderá  s e r  i n v i ã v e l  ou subó t ima .  

Por exemplo, se  os parâmetros  do v e t o r  b de 

u m  problema de  maximização tendem pa ra  o l a  - 
do maior  das d i s t r i b u i ç õ e s ,  a  s o l u ç ã o  pode- 

r á  s e r  s u b ó t i m a ,  mas s e  e l e s  tendem em d i r e  - 

ção ao menor l a d o ,  a  s o l u ç ã o  poderá  s e r  i n -  

v i á v e l .  

111.2 - O Método S E P E  

E s t e  procedimento  foi desenvolvido por  G A I T H E R  3 1  

baseado n o  método de S E N G U P T A  & TINTNER 1 3 2 1 .  O método expande 

os e s f o r ç o s  dos procedimentos  a n t e r i o r e s ,  r e f i n a n d o  a  p a r t e  de  a  - 
p l i c a ç ã o  enquan to  t e n t a  s u p e r a r  a s  d e s v a n t a g e n s  dos o u t r o s  proce - 
d imen tos .  

O método S E P E  se1 e c i  ona ,  a  cada 1 t e r a ç ã o ,  u m  Úni - 

co c o n j u n t o  de v a l o r e s  dos pa râmet ros  pa ra  o problema ( o s  parâme - 

t r o s  podem s e r  c o n s t a n t e s  ou t e r  v a l o r e s  s e l e c i o n a d o s  a1 e a t o r i a -  

mente a  p a r t i r  de s u a s  d i s t r i b u i ç õ e s  d i s c r e t a s  ou c o n t i n u a s ) ,  e -  

x e c u t a  o  a l g o r i t m o  de  programação m a t e m á t i c a ,  e n t ã o  armazena os 

r e s u l t a d o s  da i t e r a ç ã o .  E s t a  s e q u e n c i a  de passos  é r e p e t i d a  a t é  

que o  número de c i c l o s  ( i  t e r a ç õ e s )  p rev iamen te  d e t e r m i n a d o ,  t e -  

nha s i d o  comple tado .  E s t e  número de c i c l o s  pode s e r  de te rminado  

" A  p r i o r i "  ou pode s e r  t e rminado  p o r  uma h e u r i s t i c a  de pa rada  u -  

sando u m  a lgo r7 tmo  de "compoytamento".  No f i n a l ,  o  método SEPE 



e x i b e  um resumo e s t a t ? ' s t i c o  dos v a l o r e s  r e s u l t a n t e s  da f u n ç ã o  ob - 

j e t i v o ,  v a r i á v e i s  de  d e c i s ã o  e  ~ a r i ã ~ e i s  de  f o l g a .  

Notadamente,  e s t e  procedimento  é uma í n t e r a ç ã o  de 

s imulação  e  programação ma temãt i ca ,  p o i s  e l e  g e r a  v a l o r e s  de  va- 

r i á v e i s  a l e a t ó r i a s ,  c o n h e c i d a s  a s  s u a s  d i s t r i b u i ç s e s  de p r o b a b i -  

l i d a d e ,  e  em s e g u i d a  r e s o l v e  u m  programa matemát ico .  

A vantagem p r i n c i p a l  d e s t e  método é que podemos o b -  

t e r  a  d i s p e r s ã o  dos v a l o r e s  da função  o b j e t i v o  por  meio da cons-  

t r u ç ã o  de i n t e r v a l o s  de c o n f i a t j ç a ,  dando ao tomador de  d e c i s ã o  

maior  f l e x i b i l i d a d e  na e s c o l h a  de uma p o l y t i c a  a  s e r  a d o t a d a .  

2 .1 - A 1  gorytmo de So lução  Experimental  

A f i g u r a  3 .1  a b a i x o  nos f o r n e c e  a  d e s c r i ç ã o  da e s  - 

t r u t u r a  l ó g i c a  do procedimento  S E P E ,  i n t e r a g i  ndo um método expe-  

r i m e n t a l  com a l g o r i t m o s  de programação ma temát i ca .  

F I G U R A  3.1 - M E T O D O  S E P E  



PASSO 2 :  

PASSO 3 :  

O P r o c e s s o  I d e n t i f i c a :  

( a )  As e n t r a d a s  do a l g o r i t m o  de programação mate- 

m á t i c a  ( s i n a i s  d a s  inequações  o u  equações  no 

c o n j u n t o  d e  r e s t r i ç Q e s ,  número de r e s t r i ç õ e s ,  

número de v a r i á v e i s  de d e c i s ã o ,  c l a s s e  d o  p r o  - 
blema de minimização ou maximização e o u t r a s  

c a r c a t e r i s t i c a s )  

( b )  I d e n t i f i c a ç ã o  e  l o c a l i z a ç ã o  dos pa râmet ros  com 

v a l o r e s  c o n s t a n t e s ,  i . é ,  parâmetros  n ã o - a l e a -  

t õ r i  o s .  

( c )  Uma d e s c r i ç ã o  e s t a t i s t i c a  dos pa râmet ros  que 

s ã o  v a r i z v e i  s  a l e a t õ r i  a s  (média,  d e s v i o  p a -  

d r ã o  e d i s t r i b u i ç ã o  pa ra  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  

c o n t i n u a s :  v a l o r e s  d i s c r e t o s  e  p r o b a b i l i d a d e s  

a s s o c i a d a s  para  v a r i á v e i s  a l e a t õ r i  a s  d i  s c r e -  

t a s ) .  

( d )  O número máximo de c i c l o s  e x e c u t a d o s .  

Gera u m  c o n j u n t o  de v a l o r e s  de p a r â m e t r o s .  E s t e s  

pa râmet ros  poderão s e r  ge rados  a  p a r t i r  de cons-  

t a n t e s ,  d i s t r i b u i ç õ e s  c o n t í n u a s  para variáveis con- 

t i n u a s  o u  o b t i d o s  por métodos de  simul.ação d e  

M O N T E C A R L O  l 3  I para  d i s t r i b u i ç õ e s  d i s c r e t a s .  

Aqui podemos u s a r  q u a l q u e r  t i p o  de d i s t P i b u i ç ã o :  

NORMAL, UNIFORME, POISSON, G A M A ,  EXPONENCIAL, A L -  

F A ,  B E T A ,  e t c .  A S  q u a i s  s ã o  usadas  em c o n j u n t o  



P A S S O  4 :  

P A S S O  5 :  

P A S S O  6 :  

com uma s u b r o t i n a  de ge ração  de números a l e a t õ r i  - 
O S .  

Usa o ú n i c o  c o n j u n t o  de v a l o r e s  de pa râmet ros  e s -  

t a b e l e c i d o  no P A S S O  3 e  e x e c u t a  u m  a l g o r í t m o  de 

programação matemát ica  pa ra  o b t e r  uma s o l u ç ã o  v i 5  - 
vel  e  ó t ima d e s s e  c o n j u n t o  de v a l o r e s  de parâme- 

t r o s ,  podendo u s a r  q u a l q u e r  ã l g o r l t m o  ( i n t e i r a ,  

m i s t a ,  n ã o - l i n e a r ,  e t c . ) .  

Arquiva a  s o l u ç ã o  o b t i d a  n e s t e  ún ico  c i c l o  d o  P A S  -- 

SO 4 ,  i . é ,  do ú n i c o  c o n j u n t o  de v a l o r e s  Õtimos de  

v a r i á v e i s  de  d e c i s ã o  e  da função  o b j e t i v o  a l c a n ç a  - 

d o  p e l o  a l g o r i t m o  de programação ma temát i ca .  Ca- 

so  a  solusão não s e j a  v i á v e l  ou a  s o l u ç ã o  s e j a  i n -  

d e t e r m i n a d a ,  os  r e s u l t a d o s  d e s t e  c i c l o  s e r ã o  d e l e  - 

t a d o s .  

Executa u m  a lgor i ' tmo h e u r i s t i c o  onde: 

( a )  Compara o  número de c i c l o s  execu tados  com o  

número p rev iamen te  de te rminado .  

( b )  C a l c u l a  a  v a r i â n c i a  dos v a l o r e s  da função  ob- 

j e t i v o  e  compara com a v a r i â n c i a  o b t i d a  nos 

c i c l o s  a n t e r i o r e s .  O  a l g o r i t m o  pa ra  o  p roces  - 

s o  S E P E  caso  a  v a r i â n c i a  t enha  e s t a b i l i z a d o .  

C a l c u l a  a  média e  o  d e s v i o  padrão  d o s  v a l o r e s  das  

v a r i á v e i s  de d e c i s ã o  e  dos v a l o r e s  da funcão  o b j e  - 



PASSO 8: 

t i v o  de te rminados  em cada c i c l o  a r q u i v a d o  no PAS- 

SO 5 .  

Exibe os r e s u l  t adoç  f i n a i s  : 

Valor  médio de cada v a r i á v e l  de d e c i s ã o ;  

Desvio padrão de cada  v a l o r  da v a r i á v e l  de  d e c i -  

s ã o  ; 

Média dos v a l o r e s  da função  o b j e t i v o ;  

Desvio padrão dos v a l o r e s  da função  o b j e t i v o .  

2 . 2  - A n á l i s e  E s t a t T s t i c a  do Método SEPE 

0s v a l o r e s  médios das  v a r i á v e i s  de d e c i s ã o  f o r n e -  

ce  ao tomador de d e c i s õ e s  o melhor  c o n j u n t o  de d e c i s õ e s .  Pode- 

mos m o s t r a r  q u e ,  quando o  número de c i c l o s  aumenta,  os v a l o r e s  

médios das  v a r i á v e i s  de d e c i s ã o  aproximam-se dos v a l o r e s  o b t i d o s  

p e l o  método do Valor -Esperado de MADANSKY 1 2 2  . 

Para um c o n j u n t o  de c i c l o s ,  os desvios padrões  dos 

v a l o r e s  médios das  v a r i á v e i s  de d e c i s ã o  s ã o  medidas de d i s p e r s ã o  

dos v a l o r e s  i n d i v i d u a i s  das  v a r i á v e i s  de d e c i s ã o ,  a  cada c i c l o ,  

em t o r n o  da média.  A g randeza  d e s t a s  d i s p e r s õ e s  f o r n e c e  uma e s -  

t i m a t i v a  do g r a u  de c o n f i a n ç a  que o  tomador de  d e c i s ã o  pode t e r  

pa ra  cada v a l o r  médio de cada v a r i á v e l  de  d e c i s ã o .  

A média dos v a l o r e s  da função  o b j e t i v o  dá o  v a l o r  

e spe rado  da função  o b j e t i v o ,  tomando-se os v a l o r e s  médios d a s  va - 

r i á v e i s  de d e c i s ã o  como u m  c o n j u n t o  de d e c i s ã o .  Do mesmo modo, 

podemos m o s t r a r  que a  média dos v a l o r e s  da função  o b j e t i v o  a p r o -  



x i m a - s e  d o s  v a l o r e s  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  o b t i d o s  no m é t o d o  do Va 

1  o r - E s p e r a d o  1 2 2 1 .  

~ a m b ê m ,  o  d e s v i o  p a d r ã o  d o s  v a l o r e s  d a  f u n ç ã o  ob- 

j e t i v o  5 uma m e d i d a  d a  d i s p e r s ã o  d o s  v a l o r e s  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  

q u e  c o r r e s p o n d e  a  c a d a  c i c l o ,  em t o r n o  d a  s u a  m é d i a .  Ana logamen  - 

t e ,  e s t a  d i s p e r s ã o  é uma m e d i d a  d e  c o n f i a n ç a  q u e  o  t o m a d o r  d e  d e  - 

c i s ã o  tem no  v a l o r  m é d i o  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  

P e l o  T e o r e m a  do  L i m i t e  C e n t r a l  q u a n d o  o  nÚme - 

r o  d e  c i c l o s  a u m e n t a ,  podemos s u p o r  q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  d o s  v a l o -  

r e s  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  o b t i d o s  em t o d o  o  c o n j u n t o  d e  c i c l o s ,  a -  

p r o x i m a - s e  d a  d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l .  Embora e x i s t a m  d i v e r s o s  a r t i  - 

f í c i o s ,  b a s t a  d i z e r  q u e  o  número  d e  c i c l o s  e x c e d e  o  t a m a n h o  m i n i  - 

mo c r i t i c o  da  a m o s t r a  p a r a  s e  a p l i c a r  o  Teorema  do L i m i t e  Cen- 

t r a l .  

Com a n o r m a l i d a d e  da d i s t r i b u i ç ã o  d o s  v a l o r e s  d a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  o  t o m a d o r  d e  d e c i s õ e s  p o d e r á  f a z e r  c o n d i ç õ e s  p r o  - 

b a b i l í s t i c a l a  s o b r e  o s  r e s u l t a d o s  u s a n d a  a  m é d i a  d o s  v a l o r e s  d a s  

v a r i á v e i s  d e  d e c i s ã o  (X.) como u m  c r i t é r i o  d e  d e c i s ã o .  E s t a  h a -  
J 

b i l i d a d e  d e  f a z e r  c o n d i ç õ e s  p r o b a b i l T s t i c a s  a  v a n t a g e m  p r i m o r -  

d i a l  d o  m é t o d o  SEPE. 

2 . 3  - E f i c i ê n c i a  do Método SEPE 

Além d a  v a n t a g e m  - c h a v e  d o  SEPE s o b r e  o  método do  

V a l o r  - E s p a r a d o  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r ,  e l e  p o s s u i  a s  o u t r a s  v a n  - 
. c  

t a g e n s  d e s t e  Ú l t i m o ,  i . e . ,  



a )  t o l e r a  q u a l q u e r  t i p o  d e  v a r i a ç ã o  p a r a m é t r i  c a ;  

b )  s i m p l e s  de  a p l i c a r  e  de  i n t e r p r e t a r  o s  r e s u l t a  
. . - 

dos  ; 

c )  pode u t i l i z a r  q u a l q u e r  t i p o  de  a l g o r i  tmo de p r o  - 

gramação  ma temá t i  c a .  

Podemos m e n c i o n a r  duas  d i  fi cu1 d a d e s  no p roced imen  - 

t o  S E P E .  P r i m e i r o ,  como no método do V a l o r - E s p e r a d o  ( e  em t o d o s  

o u t r o s  métodos  de  p rog ramação  p r o b a b i  l í s  t i  c a )  , a  s o l u ç ã o  pode s e r  

t a n t o  i n v i á v e l  como s u b õ t i m a .  Con tudo ,  não  podemos f a z e r  e s t a  de  - 

t e r m i n a ç ã o  a n t e s  de  s abe rmos  com c e r t e z a  os v a l o r e s  p r e c i s o s  dos 

p a r ã m e t r o s  . 

Segundo ,  a  e f i c i ê n c i a  do S E P E  d e p e n d e ,  em g r a n d e  

p a r t e ,  do s e g u i n t e :  

( i  a  e f i c i ê n c i a  do a l g o r ? t m o  de programação . . ma - 

t e m á t i  ca  empregado ; 

( i i )  a d imensão  e  e s t r u t u r a  do p rob lema d e  p r o -  

g ramação  ma temã t i  c a ;  

( i i i )  o  número d e  p a r i m e t r o s  que  s ã o  v a r i á v e i s  - a  

1  e a t ó r i  a s ;  

( i v )  a  e f i c i ê n c i a  dos  g e r a d o r e s  de  nÜmeros a l e a  - 

tõr i  os  empregados ;  

( V )  o  número d e  c i c l o s  e x e c u t a d o s  (ou  a  e f i c i -  
A 

e n c i  a  da h e u r i s  t i  c a  empregada )  ; 



( v i  ) o  s i s t e m a  ( m á q u i n a )  c o m p u t a c i o n a l  u t i  l i  za -  

do .  

2 . 4  - Problema -Exemplo e  a  S o l u ç ã o  SEPE 

Desenvolvemos o  a l g o r i t m o  SEPE em linguagem FORTRAN 

I V  c u j o  p rograma c o m p u t a c i o n a l  e s t á  d e s c r i t o  no Apênd i ce  A . 3 .  de  - 

p o i s  a p l i c a m o s  u m  exemplo t e s t e  p a r a  o b s e r v a r  o  compor tamento  da 

s o l u ç ã o .  Aba ixo  de sc r evemos  e s t e  exemplo com a s  r e s p e c t i v a s  s o -  

l u ç õ e s  e  i n f e r ê n c i a s .  

P rob l ema :  M i n i m i z a r  Z = C I X 1  + 1 . 7 5 X 2  + 1 . 9 0 X 3  + 2 . 8 2 X 4  

s . a .  x 3 ,< 185  

X 1  + X 2  + X 3  + X 4  >/ b 2  

X Q  \< b 3  

x 2 6 b4 

X , ,  X 2 Y  x 3 ,  x 4  $ 0  

onde :  

C 1  = 1 . 6 5  + Y l ,  V i  = v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

N ( 0 . 7 6 1 ,  0 . 1 9 0 ) l  

b 2  = V 2  , V 2  = v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

b 4  = V 3  , V 3  = v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

N(12,  1  . 2 5 )  

1  - N ( y , o )  v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  normalmente  d i s t r i b u i d a  com média = 

= e  d e s v i o  p a d r ã o  = o  





Desse modo, podemos a f i r m a r  que p a r a  uma p r o b a b i -  

l i d a d e  de  9 5 %  temos :  

O i n t e r v a l o  p a r a  a  v a r i â n c i a  é dado  p o r :  

Assim,  t emos :  



C A P I T U L O  I V  - MODELO DE P L E  A P L I C A D O  Ã P E S C A  
- -v - - - -  - - - - -  



I V .  M O D Ê L O  D E  P L E  A P L I C A D O  A-PPSCA 

I V .  1  P r e l  i m i n a r e s  

I n v e s t i m e n t o s  e x o r b i  t a n t e s  em f ã b r i  c a s  d e  p r o -  

c e s s a m e n t o ,  b a r c o s  f r i g o r f f  i c o s ,  e q u i p a m e n t o s ;  c u s t o s  v a r i á v e i s  

e l e v a d o s  p a r a  a  p e s c a  e  p r o c e s s a m e n t o  d a s  e s p é c i e s  d e  l a g o s t a  

e  p a r g o ;  e s t o q u e s ;  e  a  r á p i d a  s u b i d a  d o s  p r e ç o s  d o s  d e r i v a d o s  

d e  f r u t o s  no mar ( p e i x e s ,  c r u t á c e o s  e t c )  c a r a c t e r i z a m  a s  c r i t i  - 
1 

c a s  f e i t a s  c o n t r a  a s  e s t a ç õ e s  t r a d i c i o n a i s  d e  p e s c a .  

N e s t e  c a p i t u l o ,  p r e t endemos  a p r e s e n t a r  um p l a -  

no que v i s a  o t i m i z a r  a  p e s c a  d a s  e s p é c i e s  d e  l a g o s t a  e  pargo na 

r e g i ã o  do n o r t e  e  n o r d e s t e  do B r a s i l .  

O  o b j e t i v o  c e n t r a l  s e r i a  d e s e n v o l v e r  um modelo  

p a r a  d e t e r m i n a ç ã o  da q u a n t i d a d e  d e  l a g o s t a  e  p a r g o  a  s e r  p e s c a  - 

da  em cada  r e g i ã o  g e o g r á f i c a  ( c o n j u n t o  d e  b l o c o s )  em cada  pe-  

r i o d o  d e  cada  e s t a ç ã o  d e  p e s c a .  E s t e  modelo  p e r m i t i r á  m a i o r  

r e n d i m e n t o  p a r a  a  f r o t a  p e s q u e i r a  s o b  c e r t a s  1  i m i t a ç õ e s ,  como 

seguem: 

1 .  c a p a c i d a d e  d o s  b a r c o s  e  d o s  e q u i p a m e n t o s  

2 .  r e s t r i ç õ e s  m e t e r e o l Õ g i c a s  

3 .  r e s t r i ç õ e s  b i o l ó g i c a s  

- 

1  - E s t a s  e s t a ç õ e s  dizem r e s p e i t o  a  d i s t r i b u i ç ã o  do e s f o r ç o  d e  

p e s c a  n a s  d i v e r s a s  á r e a s  que  compõem a  r e g i ã o  d e  pesca .  



4. r e s t r i ç õ e s  d e  p r o c e s s a m e n t o  

5.  r e s t r i ç õ e s  d e  mercado  

6 .  r e s t r i ç õ e s  d e  c a p t u r a  

Na f o r m u l a ç ã o  d e s t e  mode lo ,  levamos em c o n s i d e  - 

r a ç ã o  a  i n c e r t e z a  d e  c e r t o s  f a t o r e s ,  como p o r  exemplo ,  a  quan-  

t i d a d e  de  cada e s p é c i e  que  p o d e r i a  s e r  p e s c a d a  e  a  q u a n t i d a d e  

d e  cada  e s p é c i e  q u e  p o d e r i a  s e r  n e g o c i a d a  a  p r e ç o s  do mercado  

c o r r e n t e .  

D e s t e  modo, d e v i d o  a  n a t u r e z a  e s t o c ã s t i c a  d o s  

p a r â m e t r o s ,  u t i  1  i zamos o  método de s o l u ç ã o  e x p e r i m e n t a l  d e  p r o  - 
gramação  e s t o c ã s t i c a - S E P E  p a r a  o b t e r  uma p o l i t i c a  Ótima d e  p e s  

ca p a r a  a  f r o t a  no NORTE/NORDESTE. 

IV .2  - O S i s t e m a  P e s q u e i r o  no Nordeste  d o B r a s i l  

2 .1  - E s p é c i e s  

A p e s c a  i n d u s t r i a l  e  c o m e r c i a l  do Cea rá  tem o  

p a r g o  e  a  l a g o s t a  como o s  m a i o r e s  c o n t r i b u i n t e s  da r e c e i t a  b r u  - 

t a ,  s endo  q u e  e s t a  a t i v i d a d e  começou em 1955  p a r a  a  l a g o s t a  e  

em 1961 p a r a  o  p a r g o ,  com o  e s t a d o  do Cea rá  f i g u r a n d o  como o  

m a i o r  e x p o r t a d o r  n a c i o n a l  p a r a  e s t e s  p r o d u t o s .  

Ex i s t em  d u a s  e s p é c i e s  d e  l a g o s t a  c a p t u r a d a s  no 

n o r t e / n o r d e s t e  com o s  s e g u i n t e s  nomes b i o l ó g i c o s :  



( i )  P a n u r i l u s  a r g u s  e 

( i i )  P a n u r i l u s  l a e v i c a u d a  

No e n t a n t o ,  e l a s  s ã o  c o n h e c i d a s  comumen te  como 

l a g o s t a  ve rme1  ha e 1  a g o s t a  v e r d e ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

A p e s c a  d a  l a g o s t a  é p r a t i c a d a  d e  três m a n e i r a s  

d i s t i n t a s :  c o v o s  o u  m a n z u á s ,  c a ç o e i r a  ( r e d e )  e  p e s c a  d e  m e r g u  - 
1  h o .  Embora q u e  a  p e s c a  d e  c a ç o e i  r a  s e j a  b a s t a n t e  r e n t á v e l ,  - e 

l a  é c o n s i d e r a d a  a l t a m e n t e  p r e d a t ó r i a  p o i s  a r r a s t a  t o d a  l a g o s -  

t a  do l o c a l  sem d i s t i n ç ã o  d e  t a m a n h o  ( i d a d e ) .  A p e s c a  d e  mer - 

g u l h o  também a p r e s e n t a  a l t a  r e n t a b i l i d a d e  em r e l a ç ã o  a  pesca  d e  

c o v o s ,  mas t em v á r i a s  d e s v a n t a g e n s :  n ã o  e x i s t e  p e s s o a l  q u a l i f i  - 

cada, n e c e s s i d a d e  d e  um b a r c o  e q u i p a d o  com a p a r e l h o  d e  d e s c o m -  

p r e s s ã o ,  e f i n a l m e n t e  o s  m e r g u l h a d o r e s  e s t a r i a m  1  i m i t a d o s  à p r o  - 

f u n d i a d e  d e  30 m o  q u e  p r o v o c a r i a  a  p e s c a  d e  l a g o s t a  m a i s  j o -  

v e n s .  

E m  v i s t a  d o  e x p o s t o ,  o  g r u p o  d e  t r a b a l h o  s o b r e  

a  p e s c a  d a  l a g o s t a  (SUDEPE) emi t iu  um r e l a t õ r i o  I I p r o i , b i  ndo  

a  p e s c a  d e  c a ç o e i r a  e d e  m e r g u l h o ,  p e r m i t i n d o  s o m e n t e  a  p e s c a  

p o r  m e i o  d e  c o v o s ,  q u e  é um t i p o  d e  a r m a d i l h a  i s c a d a  o n d e  a  l a  - 

g o s t a  e n t r a  p a r a  c o m e r  ou  p a r a  s e  e s c o n d e r  d o s  p r e d a d o r e s .  

A p e s c a  d o  p a r g o ,  L u t j a n u s  p u r p u r e u s  P o e y ,  p e r  

m i  t i u  a  d i v e r s i f i c a ç ã o  d a s  a t i v i d a d e s  d a s  e m p r e s a s  p e s q u e i r a s  

do  n o r t e / n o r d e s t e  t a n t o  na é p o c a  d e  f e c h a m e n t o  d a  e s t a ç ã o  d e  

p e s c a  d a  l a g o s t a  como em f u n ç ã o  d a s  f l u t u a ç õ e s  d a  p r o d u ç ã o  d e  

1  a g o s  t a  
1 3 7 1  



Além do p a r g o  p r o p r i a m e n t e  d i t o ,  e x i s t e  o u t r a  
- 

e s p é c i e  d e  p e i x e ,  G u a i u b a ,  a  q u a l  é e x p o r t a d a  como p a r g o ,  na 

m a i o r i a  d a s  v e z e s ,  embora com menos i n t e n s i d a d e .  

As p e s c a r i a s  s ã o  r e a l  i z a d a s ,  na s u a  maioria, p o r  

b a r c o s  m o t o r i z a d o s ,  u s a n d o - s e  como a p a r e l h o  d e  p e s c a  a  l i n h a  

p a r q u e i r a ,  c o n s t r u i d a  com f i o  d e  ny lon  com 5  a  1 5  a n z ó i s  d e  t a  - 

manhos v a r i a d o s ,  i s c a d a  p r i n c i p a l m e n t e  com a  s a r d i n h a  v e r d a d e i  - 

r a .  

2 . 2  - - R e g i õ e s  d e  Pesca  

A d e l i m i t a ç ã o  d e  á r e a s  d e  p e s c a  p a r a  uma d e t e r  - 

minada e s p é c i e  não é um p rob lema t r i v i a l  p o i s  e l a  e s t á  r e l a c i o  - 

nada com f a t o r e s  t a i s  como p r o f u n d i d a d e ,  p o s i ç ã o  g e o g r á f i c a  

( c o o r d e n a d a s ) ,  c o r r e n t e s  m a r i t i m a s  e t c .  Con tudo ,  e x i s t e  u m  pa - 

d r ã o  d e  c o d i f i c a ç ã o  d e  b l o c o s  d e  1  g r a u  d e  l a d o  p r o p o s t a  p e l a  

FAO, c u j o  s i s t e m a  é a d o t a d o  p e l a  SUDEPE nos mapas de b o r d o ,  o s  

q u a i s  c a r a c t e r i z a m  o  l o c a l  d e  p e s c a  e  a  q u a n t i d a d e  cap tu r ado  d e  

cada  e s p e c i e  p o r  v iagem d e  cada  emba rcação .  

A i d é i a  p a r a  d e l i m i t a ç ã o  de  cada  á r e a  de pesca,  

s e r i a  o  ag rupamen to  de b l o c o s ,  s egundo  a l g u n s  c r i t é r i o s  d e  s i -  

m i  l a r i d a d e  ( c o r r e n t e s ,  p r o f u n d i d a d e s ,  a b u n d â n c i a ,  t i p o  d e  f u n -  

do e t c . ) .  I n f e l i z m e n t e ,  n e s t a  p r i m e i r a  t e n t a t i v a  não f o i  p o z  

s y v e l  c a r a c t e r i z a r  c a d a  ã r e a  s egundo  o s  c r i t é r i o s  a c i m a .  

D e s t e  modo, r e s o l v e m o s  u t i l i z a r  o  modo mais s im  - 
- 

p l e s  p a r a  r e l a c i o n a r  o s  b l o c o s  p o r  á r e a ,  i  . e . ,  agrupamos os b l o  - 



c o s  s e g u n d o  s u a  v i z i n h a n ç a  p a r a l e l a  ( f i g u r a  a b a i x o ) ,  como s e -  

g u e :  

A r e a  

1  

2 

3 

4  

5  

B l o c o s  

32 '  - 36'  

37 '  - 38' 

39O - 40°  

41 '  - 43'  

44O - 5 0 °  

s e n d o  q u e  e x c l u i m o s  o s  b l o c o s  com " l a t i t u d e  m e n o r "  m a i o r  q u e l 6 .  

P a r a  a  p e s c a  d a  l a g o s t a  d e l i m i t a m o s  a s  á r e a s  1 a  4  e p a r a  o  p a r  - 

, g o  t o d a s  á r e a s .  O u t r o  a s p e c t o  q u e  d e v e r i a  s e r  a b o r d a d o  s e r i a  z o  - 

n a s  d i f e r e n t e s  p a r a  o  p a r g o  e a  l a g o s t a ,  p o i s  a  p e s c a  do  p r i m e i  - 

r o  é f e i t a  em á g u a s  m a i s  d i s t a n t e s  d a  c o s t a  e n q u a n t o  q u e  a  p e s -  
- 

c a  -da l a g o s t a  6 f e i t a  m a i s  p r ó x i m o  a  c o s t a .  F o n t e l e s  Fo & 

K u r i s a k a  I 3 8 1  a n a l  i s a r a m  c o n d i ç õ e s  o c e o n o g r á f  i  c a s  p a r a  d e 1  imi  t a -  

ção  d e  á r e a s  d e  p e s c a  do  p a r g o .  , 



2 . 3  - E s t a ç õ e s  de  Pesca  

Devido a  e f e i t o s  a d v e r s o s  da p e s c a  s o b r e  a  popu 

l a ç ã o  de  l a g o s t a ,  t a n t o  do p o n t o  de  v i s t a  b i o l ó g i c o  como do e c o  - 

n õ m i  c o - s o c i a l ,  f i z e r a m  com que  a  SUDEPE, como o  ó r g ã o  c o n t r o l a -  

d o r  da p e s c a  no B r a s i l ,  a d o t a s s e  medidas  de  r e g u l a m e n t a ç ã o  p a r a  

e v i t a r  a  s o b r e - e x p l o r a ç ã o .  

D e n t r e  a s  medidas  a d o t a d a s  e x i s t e  uma q u a n t o  a  
& 

epocas i n t e r d i  t a d a s  , compreendendo a p r i  n c i p i  o  d o i s  meses ,  s e n d o  

que  n e s t e  ano a  p r o i b i ç ã o  s e  e s t e n d e r á  p o r  3 meses .  A d e t e r m i -  

nação  das  é p o c a s  de f echamen to  e s t á  d i r e t a m e n t e  l i g a d a  a o s  f a t o  

r e s  b i o l ó g i c o s  de  a c a s a c a m e n t o  de sova  e  c r e s c i m e n t o ,  p o i s  e l a  é 

f e i t a  de a c o r d o  com o  p i c o  de  de sova  ( i n t e n s i d a d e )  p a r a  o  q u a l  

Buesa Más e t  a l l i  1 3 9 1  e s t i m a r a m  como s e n d o  23% o  p i c o  m~ximo,  - o  

c o r r e n d o  no mês de  março.  Aba ixo ,  a s  Ú l t i m a s  e s t a ç õ e s  d e  p e s c a  

da l a g o s t a .  

Ano - E s t a ç ã o  

1980 f ev -nov  

1981 f e v - n o v  

1982  ( p r e v i s t o )  m a i - j a n  

Além das  medidas  de  r e g u l a m e n t a ç ã o  j á  c i t a d a s ,  

e x i s t e m  o u t r a s  a s  q u a i s  enumeramos a  s e g u i r  I 4 0 ~  

- Areas  i n t e r d i t a d a s :  A p e s c a  é p r o i b i d a  a  t o -  

do tempo nos c r i a d o u r o s  n a t u r a i  s ident i f icados .  

( e x i s t e m  t r ê s  á r e a s  p r o t e g i  d a s )  



- Tamanhos minimos de  c a p t u r a  d a s  l a g o s t a s  v e r -  

melha  e  v e r d e  

I Vermelha 1 1 8 , 5  12 , O  

E s p é c i e  Comprimentos  (cm) 

T o t a l  Cauda C e f a l o t o r a x  

- P r o i b i  da a  p e s c a  da l a g o s t a  ovada  d e , . q l r a l q u e r  

Verde 

tamanho.  

16,O 10,O 6 , o  

- A malha  dos  covos  não deve  s e r  i n f e r i o r  a  5,Ocm. 

- L i m i t a ç ã o  do número de  emba rcações  ( n ã o  e x i s -  

t e  mais  c o n c e s s õ e s  d e  l i c e n ç a s  p a r a  p e s c a r  l a  - 

g o s t a  p a r a  nova emba rcações  a  p a r t i r  d e  1974). 

Ex i s t em  c e r t a s  s u g e s t õ e s  com r e s p e i t o  ao  e s t a b e  - 

l e c i m e n t o  d e  c o t a s  p o r  u m  p e r í o d o  de  5  a n o s ,  que  s e r i a  d e t e r m i -  

nada  d e  a c o r d o  com o s  i n c r e m e n t o s  dos  v a l o r e s  da C P U E  ( c a p t u r a  

p o r  u n i d a d e s  d e  e s f o r ç o )  nos p e r í o d o s  a n t e r i o r e s ,  no e n t a n t o  e s  - 

t a  l e g i s l a ç ã o  não e s t á  em v i g o r .  

Quanto  a  p e s c a  do p a r g o ,  e s t a  não tem uma r e g u -  

l a m e n t a ç ã o  no que  s e  d i z  r e s p e i t o  a  c o n s e r v a ç ã o  de estoques. Mes - 
L 

mo a s s i m ,  o  P r o f .  A n t o n i o  Adauto  F o n t e l e s  Fo d e f e n d e  uma p o l í -  

1  - Labomar - UFC 



t i c a  de  u m  tamanho minimo de c a p t u r a  bem como o  c o n t r o l e  do e s  - 

f o r ç o  de pesca  a t r a v é s  da l i m i t a ç ã o  d o  n Q  de embarcações .  

Devemos n o t a r  que e s t a s  medidas de r egu lamen ta  - 

ção da pesca  p a r a  l a g o s t a  e  pa rgo  visam p e r m i t i r  a  r e c u p e r a ç ã o  

do e s t o q u e  p e l a  r edução  da t a x a  de  m o r t a l i d a d e  e  p r o t e ç ã o  do 

e s t o q u e  r e p r o d u t o r  c u j o  f a t o  e s t á  d i  r e t a m e n t e  r e l a c i o n a d o  com 

a  s o b r e v i v ê n c i a  da empresa p e s q u e i r a ,  p o i s  e s t a  t e r i a  g a r a n t i  

do uma r e c e i t a  v i t a l  p a r a  os anos s u b s e q u e n t e s .  

De acordo  com Pa iva  1 4 3 1  , uma a n á l i s e  de v a r i â n  - 

tia levou  a  c o n c l u s ã o  de que a  abundância  de l a g o s t a s  e s t e v e  

s u j e i  t a  a  v a r i a ç õ e s  s i g n i f i c a t i v a s  somente e n t r e  l o c a i s  de pes - 

ca e  não e n t r e  épocas  do- ano ,  no e n t a n t o  h o j e  o  e s f o r ç o  de pes - 

ca aumentou c o n s i d e r a v e l m e n t e ,  bem como novas á r e a s  de  pesca es  - 

t ã o  sendo e x p l o r a d a s ,  c u j o  f a t o  poder5  l e v a r  a  o u t r a s  conc lu -  

s õ e s .  

2 . 4  - Aspectos  Comercial  e  I n d u s t r i a l  

A e x p o r t a ç ã o  de l a g o s t a s  e s t á  e n t r e  U S $  4 0  mi - 

l h õ e s  e  U S $  50 mi lhões  p o r  ano sendo que em 1979 a t i n g i u  quase  

U S $  54 mi lhões  somente no e s t a d o  do Ceará .  Neste  ano o  pargo 

t e v e  uma r e c e i t a  de U S $  4,2 m i l h õ e s .  Assim podemos d i z e r  que 

a  i n d ú s t r i a  p e s q u e i r a  r e p r e s e n t a  uma p a r c e l a  vi t a l  p a r a  a  eco-  

nomia do n o r d e s t e ,  não s ó  p e l a  r e c e i t a  como p e l a  o f e r t a  de  em - 

pregos  d i r e t o s  e  i n d i r e t o s .  

A produção da r e g i ã o  é p r a t i c a m e n t e  e x p o r t a d a  



p a r a  o s  E U A ,  o  m a i o r  c o n s u m i d o r  m u n d i a l  d o s  d o i s  p r o d u t o s .  P o r  

s e  t r a t a r  d e  p r o d u t o s  p e r e c i v e i s  a  demanda  d e v e  s e  c o m p o r t a r  h a r  

m o n i o s a m e n t e  com a  p r o d u ç ã o .  Os e x p o r t a d o r e s  d i z e m  q u e  e x i s t e  

s e m p r e  ó t i m a s  c o n d i ç õ e s  d e  v e n d a  p a r a  o s  p r o d u t o s ,  m a i s  i n t e n s a  - 

m e n t e  p a r a  a  l a g o s t a ,  e m b o r a  a c r e d i t e - s e  q u e  h a j a  uma c e r t a  s a -  

z o n a l i d a d e  n a  demanda  p o r  o c a s i ã o  d a s  f e s t a s  ( n a t a l ,  a ç ã o  d e  

g r a ç a s  e t c . ) .  

S e g u n d o  I 4 1 1  a  demanda  p a r a  o s  p r o d u t o s  d e r i v a -  

d o s  d e  p e i x e  d e  a l t o s  p r e ç o s  tem s i d o  a f e t a d a  p e l a  r eces são ,  mes - 

mo p a r a  a  l a g o s t a .  O consumo d e  c a u d a s  d e  l a g o s t a  f o i  1 4 %  me- 

n o r  no p r i m e i r o  semestre d e  1 9 8 0  em c o m p a r a ç ã o  com 1 9 7 9 .  

T a b e l a  4 . 1  - O f e r t a  e demanda  d e  c a u d a s  d e  

l a g o s t a  n o s  E U A  ( j a n  - j u n )  
-- - 

C o m p o n e n t e  

-- - 

E s t o q u e  I n i  c i  a1 

I m p o r t a ç õ e s  

O f e r t a  T o t a l  

E s t o q u e  F i  n a 1  

Consumo Aparen te  

Medi a 
1 9 7 4 - 7 8  

d e  Q u i l  

2 3 7  

8 9 8 

11 $ 5  

231  

9 3 4  



T a b e l a  4 .2  - I m p o r t a ç õ e s  E U A  de  c a u d a s  de l a g o s t a  d e  água  

q u e n t e  p o r  p a r s  de  o r i g e m  ( j a n  - j u n )  

P e l a  t a b e l a  4 . 1  vemos que  o  consumo a p a r e n t e  d e  

c a u d a s  d e  l a g o s t a  na p r i m e i r a  me t ade  d e  1980 f o i  15% menor q,ue 

em 1979 e  3% a b a i x o  da  média  de  1974-78.  

As i m p o r t a ç õ e s  dos  E U A  no p r i m e i r o  s e m e s t r e  d e  

1980 ,  p a r a  l a g o s t a  de á g u a - q u e n t e ,  f o r am 29% menores  que  1 9 7 9 ,  - o  

c a s i o n a d a s  p e l o  d e c l i n i o  a c e n t u a d o  dos  embarques  do B r a s i l  e  Ni - 
c a r á g u a .  0 s  embarques  do B r a s i l  d i m i n u i r a m  c e r c a  d e  37%. Des- 

t e  modo, s e r i a  i n t e r e s s a n t e  um e s t u d o  ma i s  d e t a l h a d o  s o b r e  a  o- 

f e r t a  e  a  demanda l e v a n d o - s e  em c o n s i d e r a ç ã o  s é r i e  d e  preços bem 

como o  consumo e  a  o f e r t a  d e  p r o d u t o s  s i m i l a r e s  ( s u b s t i t u t i v o s ) .  

O a s p e c t o  i n d u s t r i a l  da p e s c a  no n o r t e l n o r d e s t e  

tem como e l e m e n t o  p r i n c i p a l  o  c u s t o  o p e r a c i o n a l  da f r o t a  p e s -  

q u e i r a ,  t a n t o  p e l o  c u s t o  i n i c i a l  de cada  embarcação  como também 

o  c u s t o  de manu t enção ,  onde o  combustTve1 é o  m a i o r  insumo r e -  



p r e s e n t a d o  c e r c a  d e  20% do c u s t o  o p e r a c i o n a l  p o r  v i agem,  s e g u i -  

do do c u s t o  de  i s c a s  q u e  r e p r e s e n t a  c e r c a  de 1 4 % .  C o s t a  e  F e r -  

r e i  r a '  4 2  ' a n a l i s a r a m  o  c u s t o  o p e r a c i o n a l  d a s  p e s c a r i a s  d e  l a g o s  

t a s  p o r  i tem ( p r o v i s õ e s ,  c o r ~ b u s t í v e l  , mão-de -ob ra ,  imp lemen tos  

e t c )  , e x p l  i  c i  t a n d o  a  p a r t i  c i p a ç ã o  p e r c e n t u a l  de c a d a  i  tem no cus  - 
- 

t o  t o t a l  p a r a  9 emba rcações  d e  c a s c o  d e  aço  com f r i g o r í f i c o  a  

b o r d o ,  c u j o  e s t u d o  s e r i a  b a s t a n t e  Ú t i l  p a r a  a  compos i ção  da "con  - 

t r i b u i ç ã o "  da f r o t a  p e s q u e i r a  p o r  t o n e l a d a ,  embora que  o s  dados  

devam s e r  a t u a l  i z a d o s ,  h a j a  v i s  t o  que  d e t e r m i n a d o s  i t e n s  s o f r e -  

ram m a i o r e s  v a r i a ç õ e s  de  p r e ç o s  que  o u t r o s  n e s t e  tempo.  

Depois  da d e s c a r g a ,  o  pe scado  é t r a n s p o r t a d o  do 

p o r t o  p a r a  a s  i  ndús  t r a i s  d e  b e n e f i  c i  amen to ,  a s  q u a i  s  p roce s sam 

cada  e s p é c i e  ( l a g o s t a  e  p a r g o )  s e p a r a d a m e n t e  com n í v e i s  d i f e r e n  - 

t e s  d e  p r o d u ç ã o  d i á r i a .  Notadamente  o  t r a b l a h o  é p r a t i c a m e n t e  

manua l ,  e x i g i n d o  uma g r a n d e  q u a n t i d a d e  de mão-de -ob ra ,  a  q u a l  

pe rmanece  m u i t a s  v e z e s  o c i o s a  p e l a  f a l t a  d e  m a t é r i a  p r ima  e  ou 

t r a s  v e z e s  é e s c a s s a  p e l a  s o b r e  p r o d u ç ã o  de  p e s c a d o .  

P o r t a n t o ,  s e r i a  i d e a l  a  e l a b o r a ç ã o  d e  u m  p l a n o  

que c o n s e r v a s s e  uma p rodução  adequada  ( I  c o n s t a n t e )  d u r a n t e  t o -  

da a  e s t a ç ã o  de  p e s c a ,  o b s e r v a n d o - s e  n í v e i s  ó t i m o s  do e s fo r ço :de  

p e s c a  bem d i s t r i b u i d o s  a o  l o n g o  da e s t a ç ã o  e  mantendo  ocupada  a  

mão-de-obra  d i s p o n í v e l .  

I V . 3  - Modelo d e  O t i m i z a ç ã o  E s t o c á s t i c a  Res t r i t a  

Com r e f e r e n c i a  a  i d é i a  d e  u m  p l a n o  p a r a  melho-  



r a r  a  c o n j u n t u r a  da p e s c a  da  l a g o s t a  e  p a r g o ,  poderyamos forma 

l i z a r  u m  modelo de  p rog ramação  m a t e m ã t i c a  o  q u a l  e x p r e s s a  o  ob - 

j e t i v o  c e n t r a l ,  a  m e l h o r i a  da c o n t r i b u i ç ã o  da  f r o t a  p e s q u e i r a ,  

l e v a n d o  em c o n s i d e r a ç ã o  r e q u i s i t o s  n e c e s s á r i  os p a r a  uma e s  tru- 

t u r a ç ã o  r o b u s t a  do s i s t e m a  p e s q u e i  r o .  Poder íamos  e x p r e s s a r  o  

modêlo da s e g u i n t e  fo rma :  

4  J i  12 
Maximi z a r  Z = Ci j k  X i j  i = l  j = l  k=l  

r = 1 ,  . . . , n ( n o  d e  r e s t r i ç õ e s )  

Devi do a  n a t u r e z a  a1 e a t ó r i a  dos c o e f i c i e n t e s  

r 
C i  j k ,  A i  j k  e  br o  modêlo acima s e r á  t r a t a d o  como um p rob lema de 

programação  l i n e a r  e s t o c á s t i c a ,  o  q u a l  d e s c r e v e r e m o s  a  s e g u i r .  

3 . 1  - Função O b j e t i v o  

O modêlo ( 4 . 1 )  - ( 4 . 3 )  v i s a  d e t e r m i n a r  o  número 

d e  t o n e l a d a s  de  c a d a  e s p é c i e  a  s e r  pe scado  em cada  á r e a  g e o g r á  

f i c a ,  em cada  p e r í o d o  de tempo. O o b j e t i v o  s e r i a  max imiza r  a  

c o n t r i b u i ç ã o  ( r e n t a b i  l i  d a d e )  da f r o t a  de  b a r c o s ,  r e p r e s e n t a d o  
- 

p o r  ( 4 1 )  onde X i j k  e  o  número de  t o n e l a d a s  da  e s p é c i e  ( i ) ,  a  

s e r  p e s c a d a  na á r e a  g e o g r á f i c a  ( j )  no p e r í o d o  ( k )  e  C i  j k  r e p r e  - 



s e n t a  a  c o n t r i b u i ç ã o  por  t o n e l a d a  pa ra  cada e s p é c i e  ( i )  na á r e a  

( j )  no p e r i o d o  ( k ) .  Os c o e f i c i e n t e s  Ci j k  incluem f a t o r e s  de cus - 

t o  v a r i á v e l  t a i s  como 

a )  mão-de-obra ( f i x a  e  v a r i á v e l )  

b)  combus t ive l  

c )  i s c a s ,  implementos de pesca 

d )  r e p a r o s  e  manutenção 

e )  p r o v i s õ e s  e t c .  

c u j o s  f a t o r e s  e s t ã o  a s s o c i a d o s  com o  c u s t o  o p e r a c i o n a l  de um b a r  - 

co ( v e r  Quadro I no Apênd ice ) .  Como C i j k  r e p r e s e n t a  r e n t a b i l i -  

dade ,  e x i s t e  também um v a l o r  b r u t o  por  t o n e l a d a  que é a s s o c i a d o  

a  e s t e  c o e f i c i e n t e .  Como é de s e  e s p e r a r ,  a  c o n t r i b u i ç ã o  da l a  - 

g o s t a  é, na m a i o r i a  das  v e z e s ,  s u p e r i o r  a  do pargo .  

Os dados c o r r e s p o n d e n t e s  aos Ci j k  s ã o  c o l h i  dos 

nos mapas de c o n t r o l e  o r ç a m e n t á r i o  de cada  ba rco  ( Q u a d r o  I )  e 

p o s t e r i o r m e n t e  i d e n t i f i  cada a  á r e a  de pesca  p e l o  mapa de bordo.  

As q u a n t i d a d e s  Xi j k  e s t ã o  s u j e i  t a s  a  c e r t a s  r e s  - 

t r i ç õ e s  do t i p o :  c a p a c i d a d e  da f r o t a ,  cond ições  m e t e r e o l ó g i  c a s ,  

mercados,  p rocessamen to ,  c a p t u r a ,  c o n s i d e r a ç õ e s  b io lÕgi  c a s  e  u 

t i l i z a ç ã o  da f r o t a ,  a s  q u a i s  s ã o  r e p r e s e n t a d a s  por  ( 4 . 2 )  onde 

r s ã o  o s  c o e f i c i e n t e s  t e c n o l ó g i c o s  dos Xi j k  e  b r  é a  d i s p o n i  A i  j k  - 
b i l i d a d e  ou n e c e s s i d a d e  da r e s t r i ç ã o  r ,  a  s e g u i r  desc reve remos  



c a d a  c o n j u n t o  d e  r e s t r i ç õ e s :  

a >  C a p a c i d a d e  da F r o t a :  

E x i s t e m  c e r c a  d e  3000 b a r c o s  l a g o s t e i r o s ,  dos 

q u a i s  1331 compõem a  f r o t a  i n d u s t r i a l ,  embora 7% dos  mesmos t e  - 

nham menos que 20,TBA; Com b a s e  no comprimento o s  b a r c o s  l a g o s -  

t e i r o s  temos que 46% tem menos d e  10  m e t r o s ,  42% e s t ã o  en t r e  10 

e  15 m e s t r o s  e  12% medem mais  q u e  15  m e t r o s .  

Ex i s t em  c e r c a  de 190 b a r c o s  p e s q u e i r o s  s e n d o  

que  3 0 %  d e l e s  tem menos q u e  20 T B A .  Notamos que  a lgumas  em- 

p r e s a s  t r a n s f o r m a m  b a r c o s  1  a g o s t e i  r o s  em p e s q u e i r o s  na é p o c a  

de f e c h a m e n t o  da p e s c a  da l a g o s t a  numa ordem d e  2 0 %  dos  barcos. 

O c u s t o  de  mudança é c o m p e n s a t i v o .  

A c a p a c i d a d e  da f r o t a  é d e s e n v o l v i d a  em t o n e l a  - 
1 

d a s  d e  cada  e s p é c i e  p a r a  cada  á r e a  e  c ada  p e r r o d o .  A q u a n t i -  

dade  d e  a r m a d i l h a s  ( c o v o s  e  a n z ó i s ) ,  a  a b u n d â n c i a  d e  c a d a  e s p é  - 
c i e  e  a s  c o n d i ç õ e s  m e t e r e o l ó g i c a s  a f e t a m  a  c a p a c i d a d e  da f ro ta .  

Nes t a  p a r t e ,  temos o s  s e g u i n t e s  s u b c o n j u n t o s  d e  r e s t r i ç õ e s :  

( a .  1 )  c a p a c i d a d e  máxima de  p e s c a  p a r a  c a d a  e s -  

p é c i  e ,  em cada p e r i o d o .  

( a . 2 )  c a p a c i d a d e  máxima t o t a l  d e  p e s c a  p a r a  t o  - 

d a s  e s p é c i e s ,  em cada  p e r i o d o .  

1 - Tonelagem l y q u i d a  dos  b a r c o s .  



( a . 3 )  c a p a c i d a d e  t o t a l  de  pesca pa ra  t o d a s  e s -  

p é c i e s  a t r a v é s  de todos  p e r i o d o s .  

b )  Condições Metereol  Õgi c a s :  

A s i t u a ç ã o  m e t e r e o l õ g i c a  i n f l u e n c i a  a  p e s c a ,  

i . 6 ,  o  mau tempo reduz  a  capac idade  de  c a p t u r a  da f r o t a .  Ven- 

t o s  f o r t e s ,  c o r r e n t e z a s ,  chuvas I  3 8 1  e l ' "  afe tam os c o e f i c i e n -  

t e s  C i  da função  o b j e t i v o .  Dependendo d o  tamanho do b a r c o ,  

c e r t a s  á r e a s  devem s e r  e v i t a d a s  p o i s  o  mau tempo é b a s t a n t e  pe - 

r i g o s o .  O c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  s e r i a  o  s e g u i n t e :  

( b . 1 )  número máximo de d i a s  de pesca  em cada - ã 

r e a  em cada p e r i o d o  pa ra  cada e s p é c i e .  

I s t o  q u e r  d i z e r  que em de te rminadas  épocas  do 

ano a  e f i c i ê n c i a  dos b a r c o s  diminui  e  aumenta o  c u s t o  v a r i á v e l  

de c a p t u r a .  

Embora e x i s t a  t r a b a l h o s  na 1  i  t e r a t u r a  sobre con - 

d i ç õ e s  oceanográficas da p e s c a ,  não há uma p e r s i s t ê n c i a  das  i n  - 

formações p a r a  cada ano.  As informações  s ã o  o b t i d a s  a t r a v é s  

dos mapas de  bordo p a r a  o  n Q  de d i a s  de p e s c a ,  embora o  n Q  má- 

ximo deva s e r  e s t imado .  

F a t o r e s  Bi o1 Õai cos 

Cada e s p é c i e  tem c e r t o s  p e r í o d o s  nos q u a i s  a  

pesca pode d e s e q u i l i b r a r  o  p r o c e s s o  b io lÕgi  co n a t u r a l  e  p o r t a n  - 



t o  deve  s e r  r e d u z i  da ou e v i t a d a .  O i d e a l  s e r i a  a  o b t e n ç ã o  de 

T n d i c e s  que  p o n d e r a s s e  a  c a p t u r a  em c a d a  p e r i o d o  da e s t a ç ã o  u t i  

1  i z a n d o - s e  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  Buesa Más e t  a l l i  ' 1 : 3 9 1  

q u a i  s d e t e r m i  naram p e r c e n t u a i  s m e n s a i s  d e  1  a g o s t a  v e r m e l h a  com 

o v a ,  s e n d o  o  mês d e  março o  de  m a i o r  c o n c e n t r a ç ã o  com 23% das l a  - 

g o s t a s  amos t r a d a s  p o r t a d o r a s  de ova .  

( c .  1 )  p e r y o d o s  q u e  a  p e s c a  p a r a  c a d a  e s p é c i e  de  - 

ve s e r  e v i t a d a  ou r e d u z i d a  p o r  c a u s a  do - a  

c a s a l a m e n t o  e  d e s o v a .  

E s t e  c o n j u n t o  de  r e s t r i ç õ e s  s e  r e f e r e  somen te  a  

p e s c a  da l a g o s t a  p o i s  não e n c o n t r a m o s  na l i  t e r a t u r a  e s t u d o s  s i -  

m i l a r e s  p a r a  o  p a r g o .  

d )  Mercados :  

Embora o s  e x p o r t a d o r e s  d e  p e s c a d o s  a f i rmem que  

não e x i s t e  u m  l i m i t e  p a r a  a demanda,  p r i n c i p a l m e n t e  p a r a  a  l a -  

g o s t a ,  d e v e r á  e x i s t i r  uma c a p a c i d a d e  p r á t i c a  p a r a  a b s o r v e r  o  vo - 

lume de c a d a  e s p é c i e  em cada  perTodo .  A q u a n t i d a d e  de c a d a  e s -  

p é c i e  q u e  pode  s e r  n e g o c i a d a  e s t á  s u j e i t a  a  uma s i t u a ç ã o  d e  i n  - 

c e r t e z a  c o n s i  d e r á v e l  d e v i d o  a  f l u t u a ç õ e s  d e  p r e ç o s .  O mercado 

i m p o r t a d o r  a t u a  em r e g i m e  d e  q u a s e  p u r a  c o m p e t i ç ã o :  o s  p r e ç o s  

pagos  s ã o  o s  mesmos p a r a  t o d o s  o s  e x p o r t a d o r e s  em c a d a  p e r í o d o ,  

cada e x p o r t a d o r  pode  v e n d e r  t o d a  s u a  p r o d u ç ã o  em cada  p e r í o d o  - a  

t é  algum l i m i t e  s u p e r i o r  q u e  é a  c a p a c i d a d e  máxima de p r o c e s s a -  

mento ,  q u a n t i d a d e  máxima q u e  o  mercado  pode  a b s o r v e r ,  e  o  l i m i -  

t e  s a z o n a l .  



( d . 1 )  q u a n t i d a d e  máxima d e  cada  e s p é c i e  q u e  po - 

de s e r  v e n d i d a ,  em cada  p e r í o d o .  

e  > P r o c e s s a m e n t o :  

Ex i s t em  c e r c a  d e  25 e m p r e s a s  que  b e n e f i c i a m  o  

p e s c a d o ,  s e n d o  12 c o n s i d e r a d a s  g r a n d e s  ( 1 0  l o c a l i z a d a s  em Fo r -  

t a l e z a ) ,  a s  o u t r a s  s ã o  de  pequeno p o r t e .  No C e a r á  e x i s t e  um su - 

p e r d i m e n s i o n a m e n t o  d a s  i n s t a 1  a ç õ e s  f r i g o r 7 f i  c a s ,  d e c o r r e n t e  

da  s a z o n a l  i d a d e  d a s  c a p t u r a s ,  mesmo a s s i m  e x i s t e m  e m p r e s a s  s u b  - 

d i m e n s i o n a d a s  n a s  é p o c a s  d e  p i c o .  A l a g o s t a  6 p r o c e s s a d a  s e p a  - 

r a damen te  do p a r g o ,  s e n d o  que  a  m a i o r i a  d a s  empre sa s  quando  e s  - 

t á  p r o c e s s a n d o  l a g o s t a ,  não p r o c e s s a  o  p a r g o  e  v i c e - v e r s a ,  em - 

b o r a  que  o  p r o c e s s a m e n t o  s e j a  f e i t o  no mesmo l o c a l .  

P e l a  e x i s t ê n c i a  de r á d i o s  nos b a r c o s  m a i o r e s ,  

há g r a n d e  f  l e x i  b i  l i  d ade  d a s  empre sa s  p l a n e j a r  o  p r o c e s s a m e n t o  

a n t e s  da  d e s c a r g a  do p e s c a d o ,  t o r n a n d o  e s t a  o p e r a ç ã o  ( d e s c a r g a  

e  p r o c e s s a m e n t o )  b a s t a n t e  r á p i d a .  Os c o n j u n t o s  de r e s t r i ç õ e s  

s e r i  am: 

( e . 1 )  c a p a c i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  p a r a  c a d a  pe  - 

r i o d o  e  p a r a  c a d a  e s p é c i e  

( e . 2 )  c a p a c i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  p a r a  c a d a  pe  - 

r i o d o  p a r a  t o d a s  e s p é c i e s .  

f 1 R e c r u t a m e n t o :  

As l a g o s t a s  devem t e r  u m  c e r t o  tamanho mínimo 



a n t e s  que  possam s e r  c a p t u r a d a s  ( v e r  i  tem 2 . 3  d e s t e  c a p f t u l  o ) ,  

p a r a  t a n t o  o  g r u p o  d e  t r a b a l h o  de  l a g o s t a s  usou o  modelo  

d e  B e v e r t o n  & H o l t  p a r a  i d e n t i f i c a r  a  r e l a ç ã o  e x i s t e n t e  e n t r e  

o  e s t o q u e  r e p r o d u t o r  e  o  r e c r u t a m e n t o .  Foi  o b t i d o  que  o  r e n d i  R 

mento máximo p o r  r e c r u t a  s e r á  quando a  i d a d e  f o r  de  2 a n o s  e o  

c o e f i c i e n t e  de  m o r t a l i d a d e  p o r  p e s c a  f o r  i g u a l  a  0 , 6 5 .  A quan - 
- 

t i d a d e  de  c a d a  e s p é c i e ,  i n c l u í d a  em cada  r e c r u t a m e n t o  a n u a l ,  e  

a l t a m e n t e  d e p e n d e n t e  d e f a t o r e s  t a i s  como: c a p t u r a  dos  a n o s  an - 
t e r i o r e s ,  s o b r e v i v ê n c i a  dos  i n d i v í d u o s  j o v e n s ,  i n f l u ê n c i a s  am- 

b i e n t a i s  e  a b u n d â n c i a  de  p ~ e d a d o r e s .  A p r o d u ç ã o  máxima s u s t e n  - 
t ã v e l  p a r a  1981 f o i  e s t i m a d a  da ordem d e  9 . 0 1 3  t o n e l a d a s  c o r -  

r e spondendo  a  u m  e s f o r ç o  Õtimo d e  2 5  000 000 d e  c o v o s - d i a .  Pa - 

r a  o  p a r g o ,  I v o  e  E v a n g e l i s t a  
1 4 6 1  

e n c o n t r a r a m  que  a  i d a d e  de  

c a p t u r a  deve  s e r  4 , 5  a n o s ,  c o r r e s p o n d e n t e  a  u m  compr imento  t o -  

t a l  de  40 cm. No e n t a n t o ,  não  encon t r amos  o  v a l o r  da c a p t u r a  

máxima s u s t e n t á v e l  na 1  i  t e r a t u r a  consu l  t a d a .  

( f .  1 )  q u a n t i d a d e  mãxima de  cada  e s p é c i e  q u e  po - 

de s e r  c a p t u r a d a  d u r a n t e  t o d a  a  e s t a ç ã o .  

U t i l i z a ç ã o  da F r o t a :  

As p o l r t i c a s  t r a d i c i o n a i s  d a s  e s t a ç õ e s  de  pes -  

ca  tem l e v a d o  a  v a r i a ç õ e s  e x t r e m a s  na u t i l i z a ç ã o  da c a p a c i d a d e  

da f r o t a  d e  p e r f o d o  a  p e r r o d o ,  a t r a v é s  do ano .  Po r  exemplo, na 

e s t a ç ã o  d e  1979 o s  d i a s  d e  p e s c a  v a r i a r a m  e n t r e  7700 e  4800 pa - 

r a  o  p r i m e i r o  e  q u a r t o  t ~ i m e s t r e  r e s p e c t i v a m e n t e .  E s t e s  d e s n i  - 

v e i s  s ã o  o c a s i o n a d o s  p e l o  e x c e s s o  da c a p a c i d a d e  da  f r o t a  e  p e r  R 

f o rmances  p r e v i s t a s  de  p r o c e s s a m e n t o  i n c o n s i s t e n t e s .  O número 



d e  d i a s  d e  p e s c a  p o r  p e r i o d o ,  p a r a  t o d a s  e s p é c i e s  e  á r e a s ,  d e -  

v e r á  s e r  l i m i t a d o  a  uma q u a n t i d a d e  máxima q u e  s e r i a  um p e r c e n -  
1 

t u a 1  d a  c a p a c i d a d e  d e  c a p t u r a  n e c e s s á r i a  p a r a  c o l h e r  a  p r o p o r  - 
ç ã o  m e n s a l  d a  c a p t u r a  s a z o n a l .  

( g . 1 )  n i v e l  d e  c a p a c i d a d e  de p e s c a  a t r a v é s  d o s  

p e r i o d o s ,  p a r a  c a d a  e s p é c i e  

( g . 2 )  n i v e l  de c a p a c i d a d e  d e  p e s c a  a t r a v é s  d o s  

m e s e s ,  p a r a  t o d a s  e s p e c i  e s .  

1  - A s e r  e s t i m a d o  



T a b e l a  4 ; 3  - C o n f i g u r a ç ã o  do Problema 

d e  Programação  Eskocãst i  c a  

Elemento do 

Prob 1 ema 
Descrição NQ de * 

E1 ementos 

Variáveis de Xi jk  - NQ de toneladas das espécies a serem pes 
Decisão 192 

cadas em cada área  em cada período. 
- ---- 

Função Maximizar a contribuição da f r o t a  de barcos pa - 1 
Objeti vo r a  todas espécies e áreas com horizonte de 1 ano 

Capacidade da Frota: capacidade máxima de pes- 

ca para cada espécie em cada periodo, capacida - 5 5 
de t o t a l  máxima de pesca para todas espécies so  

bre todos periodos 

Corisi derações Bi o1 Óg i cas : cada espéci e,,em : cada 
d 

area geogrãfi ca tem periodos nos quais a pesca 42 

deve s e r  evitada. 

Mercados : Quanti dade máxima de cada espécie que 42 
pode s e r  vendi da em cada periodo 

Restrições Processamento: máxima capaci dade de processa- 

mento para cada periodo e área ,  para cada espé - 5 4 

c i e  e sobre todas espécies.  

Captura: Quantidade máxima de cada espécie que 4 
pode s e r  pescada durante toda a estação 

Uti 1 i zação da Frota: NTvel de capaci dade de pes - 
ca através dos perTodos para cada espécie e pa - 5 4 

r a  todas especies 

Condições ~ e t e r e o l  Õgi cas: NQ máximo de dias de 

pesca em cada perTodo, em cada área geográfi- 192 

ca,  para cada espécie.  

* 
Estamos c o n s i d e r a n d o :  Lagosta - 2 espécies,  4 áreas ,  9 periodos 

Pargo - 2 espécies,  5 áreas ,  12 períodos 

Total de 443 res t r i ções .  



IV. 4 - Elementos  P r o b a b i l f s t i c o s  

O modelo que  descrevemos  no i t e m  a n t e r i o r  tem 

como dados  de  e n t r a d a  a s  i n f o r m a ç õ e s  c o n t i d a s  nos mapas d e  b o r  - 

do ( c o m p u t a r i  z a d o )  , r e g i s t r o  g e r a l  da p e s c a ,  a n u ã r i  o s ,  r e l  a t ó  - 

r i o s  e  o u t r a s  f o n t e s  que  s e  encon t r am d i s p o n i v e i s  no P D P - S U D E -  

P E ,  e  nos q u a i s  podemos e n c o n t r a r  s é r i e s  de p r e ç o s ,  e s t a t i s t i c a s  

d e  c a p t u r a ,  i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  r e c r u t a m e n t o  e t c .  No Labornar-UFC 

e x i s t e  u m  a c e r v o  b a s t a n t e  g r a n d e  s o b r e  o  comportamento b i o l õ g i  - 

co  d e  cada  e s p g c i e ,  c u j o s  r e s u l t a d o s  s e rvem p a r a  s e  f a z e r  a s  

c o n s i d e r a ç õ e s  d e  p r o t e ç ã o  da b iomassa .  

Devido a  v a r i a ç ã o  e x i s t e n t e  na s é r i e  de a l g u n s  

dos  d a d o s ,  podemos t r a t a r  e x p l i c i t a m e n t e  com q u a t r o  f o n t e s  de 

v a r i a ç ã o :  

( a )  c a p t u r a  p o r  e s p é c i e s  

( b )  c a p t u r a  p o r  u n i d a d e  d e  e s f o r ç o  ( C P U E )  

( c )  c o n d i ç õ e s  m e t e r e o l õ g i c a s  

( d )  mercados  

E s t a s  i n c e r t e z a s  impõem a l e a t o r i e d a d e  em c e r t o s  

c o e f i c i e n t e s  A i j k ,  br  e  C i j k .  D e s t e  modo, a j u s t a m o s  a s  d i s t r i  - 

b u i ç õ e s  de  p r o b a b i l i d a d e  a  cada  u m  dos  e l e m e n t o s  a l e a t ó r i o s  a  

p a r t i r  da s  f o n t e s  h i s t ó r i c a s  quando e s t a s  fo rem a p r o p r i a d a s  pa - 

r a  a s  h i p ó t e s e s  do modelo.  O u t r o s  e l e m e n t o s  t e r ã o  s u a s  d i s t r i  - 

b u i ç õ e s  a j u s t a d a s  a t r a v é s  d e  p r e v i s õ e s  ou o u t r a s  e s t i m a t i v a s .  

D e s t e  modo, p e l a  i d e n t i f i c a ç ã o  de  cada e lemen - 

t o  a l e a t ó r i o  e  s u a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  r e s p e c t i v a ,  po 



demos u t i l i z a r  o a l g o r i  tmo SEPE, desenvo lv ido  no c a p i t u l o  a n t e  - 

r i  o r ,  e r e s o l v e r  o p rob l  ema de  programação 1 i n e a r  e s t o c ã s  t i  ca 

d e s c r i  t o  p e l o  modelo de p e s c a .  A s e g u i r  apresentamos  na t a b e -  

l a  4 . 4  cada f o n t e  de v a r i a ç ã o  com s u a s  c a u s a s  e e f e i t o s .  

Tabela  4 . 4  - Elementos Probabi  l i s t i c o s  do Modêlo 

Fontes Pri nci pais E1 ementos 

de Causas de Incerteza do Modelo sue são 
Incerteza Afetados 

1. Recrutamento ou Cap - Imprecisão da captura por bc para cada espécie 

tura para limite das espécies, fatores biológi - (recrutamento) 

es péci es cos 

r 2.  Ef i ciência do Barco: Dispersão das espécies , Ai (capacidade da 

captura por unidade tempo, abundância de espé - f ro t a )  

de esforço ( C P U E )  cies,  t ipo de barco Cijk (todos) 

r 3. Condições Metereoló - Vento, correntezas e mar Ai jk  (capacidade da 

gi cas bravo reduzem a CPUE e o f ro t a )  

número de dias de pesca bc (condições metere - 
o1 ógi cas) 

A C ~  (condições mete - 
reológicas) 

4. Mercados Fatores que afetam a quan - bc (mercados) 

tidade de cada espécie 

que poderá ser  negociada 



IV.5 - Modelo  ré-  este - - 

A pri n c í p i  o  t e n c i  onamos equac i  o n a r  o  modelo d e s -  
- 

c r i t o  na s e ç ã o  a n t e r i o r  na sua  t o t a l i d a d e ,  I . e . ,  com 192 v a r i á -  

v e i s  e  443 r e s t r i ç õ e s .  No e n t a n t o ,  i s t o  não f o i  p o s s í v e l  dev ido  
- 
a  grande  q u a n t i d a d e  de dados que deveriam s e r  c o l h i d o s  in loco co - 

mo por  exemplo: c a p a c i d a d e  de p rocessamen to ,  r e c e i t a  e  despesa da 

f r o t a ,  in formações  s o b r e  mercado,  além de a l g u n s  pa râmet ros  que 

deveriam s e r  de te rminados  p e l o s  " e x p e r t s "  da p e s c a ,  t a i s  como: i n  - 

d i  ces ( p e n a l  i  d a d e s )  p a r a  r e s  t r i  ções b i  o l ó g i  cas  , determi  nação de 

c a p t u r a  máxima s u s t e n t á v e l  por á r e a  de p e s c a ,  f a t o r e s  que r e l a c i o  - 

nam a C P U E  de cada á r e a  e  p e r i o d o  com a  c a p a c i d a d e  da f r o t a  em 

t o n e l a d a s  p o r  á r e a  e  p e r l o d o ,  d e n t r e  o u t r o s  i n d i c e s .  

Como a  c o l e t a  de algumas in fo rmações  (embora a  ma 
i o r i a  d e l a s  j á  t enha  s i d o  c o l h i d a  e  p r o c e s s a d a  p e l a  SUDEPE) i n e  - 

r e n t e s  ao modelo, bem como a  ob tenção  dos i n d i c a d o r e s  acima men- 

c i o n a d o s ,  demandam tempo e  p e s s o a l  e s p e c i a l i  zado ,  nos l i m i  tamos 

a  a p r e s e n t a r  um modelo p r é - t e s t e  o qua l  r e p r e s e n t a  o  mesmo pro-  

blema a n t e r i o r m e n t e  d e s c r i  t o ,  contudo numa forma b a s t a n t e  r e d u z i  - 

da com 36 v a r i á v e i s  e  43 r e s t r i ç õ e s ,  h a j a  v i s t o  que o  programa 

computac ional  , desenvo lv i  do n e s t e  t r a b a l h o ,  usa como s u b - r o t i  na 

u m  cód igo  de Algor i tmo Simplex que não g a r a n t e  a  e s t a b i l i d a d e  n u  - 

mér ica  da s o l u ç ã o  Õtima a  p a r t i r  de 50 r e s t r i ç õ e s .  

Vale s a l i e n t a r  que os parâmetros  de e n t r a d a  do mo - 

de10 p r é - t e s t e  foram d b t i d o s  a  p a r t i r  do c o n j u n t o  de in fo rmações  

d i s p o n i v e i s  na SUDEPE, LABOMAR e  algumas i n d ú s t r i a s  de pesca  e  

b e n e f i  c iamento .  



5.1  - - Formulação do P r é - T e s t e  

Neste  modelo pi l o t o  conlsi deramos a  s e g u i n t e  c o n f i  - 

guração :  

( i  1 e s p é c i e s  - l a g o s t a  e  pargo  ( d u a s )  

/ 

( i i )  a r e a s  - a s  mesmas d e s c r i  t a s  no i  tem IV.2.2 

( i i i  ) p e r í o d o s  - q u a t r o  tn i imes t r e s .  

( a )  Função O b j e t i v o  

A função  c r i t é r i o  tem a forma s e g u i n t e :  

L + . . . +  M a x Z  = C ~ l ~  L l ~  + C ~ l s  1 s  

onde: 

C ~ l ~  
= c o n t r i b u i ç ã o  da f r o t a  l a g o s t e i r a  na área 1 ,  

n o  p r i m e i r o  t r i m e s t r e ;  

L I P  = n9 de t o n s  de l a g o s t a  a  s e r  pescada na á r e a  

1 ,  no p r i m e i r o  t r i m e s t r e ;  

C ~ 5 q  
= c o n t r i b u i ç ã o  da f r o t a  p a r g u e i r a  na á r e a  5 ,  

no q u a r t o  t r i m e s t r e ;  



P = n Q  de t o n s  de pargo a  s e r  pescada  na á r e a  
5q 

5 ,  no q u a r t o  t r i m e s t r e .  

0 s  pa râmet ros  de  c o n t r i b u i  ~ ã o  (Ci j k )  foram ob t i -  

dos a  p a r t i r  do Quadro  I ,  no Apêndice ,  de u m a  ún ica  empresa de 

p e s c a ,  p e l a  i d e n t i  f i  cação de cada b a r c o  e  p o s t e r i o r  r e l ac ionamen  - 

t o  com a  á r e a  de pesca  ( b l o c o s )  de aco rdo  com os mapas de bordo  

a ~ q u i v a d o s  na SUDEPE. Notamos que a lguns  b a r c o s  a p r e s e n t a r a m  u m  

r e t o r n o  n e g a t i v o ,  s i g n i f i c a n d o  que a  pesca  d e v e r i a  s e r  e v i t a d a  

ou r e d u z i d a ,  naque la  á r e a  e  perTodo. Devido grande  v a r i a b i l i -  

dade  na c o n t r i b u i ç ã o ,  cons i  deramos e s t e s  pa râmet ros  como variãvei s  

normal mente d i s t r i b u í d a s .  

( b )  R e s t r i ç õ e s  

A m a t r i z  t e c n o l ó g i c a  do modelo p i l o t o  tem as  mes- 

mas r e s t r i ç õ e s  do modelo comple to ,  com exceção  das r e s t r i ç õ e s  de 

p rocessamen to ,  p a r a  as  q u a i s  não nos f o i  p o s s i v e l  a  ob tenção  de 

dados pa ra  t o d a s  empresas ,  e  ass im f icamos  i m p o s s i b i l i t a d o s  de e s  - 

t i m a r  os pa râmet ros  que compõem e s t e  c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s .  Po - 

demos a d i a n t a r ,  que i s t o  não i n v a l i d a  o  modelo p o i s ,  de aco rdo  

com a  Conjuntura  e  P e r s p e c t i v a  do S e t o r  P e s q u e i r o  1-43-1, - exis te  u m  

superd imencionamento  das i n s t a l a ç õ e s  f r i g o r i f i  cas  das empresas  

de b e n e f i  c i  amento. 

( b , )  Capacidade da F r o t a  - 

A t r a v é s  do número de b a r c o s  que pescaram em d e t e r  - 

minada á r e a  e  p e r í o d o ,  estimamos a  capac idade  da f r o t a  (em t o n s  



l i q u i d a ) ,  u s a n d o  p a r a  i s t o  o  R G P 1 .  Aqui  t emos  4  r e s t r i ~ õ e s  p a r a  

l a g o s t a  e  4  p a r a  p a r g o  ( 1  p o r  p e r í o d o ) ,  com a s e g u i n t e  f o r m a :  

Como a  c a p a c i d a d e  d a  f r o t a ,  a l é m  d a  t o n e l a g e m  1 7 -  

q u i d a ,  e s t á  s u j e i t a  a C P U E ,  i n c o r p o r a m o s  e s t e  i n d i c e  d e  a b u n d â n -  

c i a  a c i m a ,  p o i s  como v imos  a  CPUE impõe  g r a n d e s  v a r i a ç õ e s  na c a p  - 

t u r a .  D e s t e  modo,  t e m o s :  

A ~ l p  = C P U E  da  f r o t a  l a g o s t e i r a  n a  á r e a  1 ,  no p r i  - 

mei r o  t r i m e s  t r e  

A ~ 5 p  = CPUE da  f r o t a  p a r g u e i r a  na á r e a  5 ,  no  q u a r  - 

t o  t r i m e s t r e  

A C L  = C P U E  f r o t a  1  a g o s  t e i r a  x c a p a c i d a . d e  f r o t a  1  a - 
P  

g o s t e i  r a  ( 1  9 p e r i o d o )  

A C ~  = CPUE f r o t a  p a r g u e i  r a  x c a p a c i d a d e  f r o t a  p a r  - 
(7 

g u e i r a  ( 4 0  p e d o d o )  

1 - R e g i s t r o  Gera l  d a  P e s c a  



As unidades  p a r a  o  i n d i c e  de abundância  s ã o :  

- As in fo rmações  da C P U E  p a r a  cada e s p é c i e  foram o b  - 

t i d a s  a  p a r t i r  do s i s t e m a  de mapas de bordo ( Q u a d r o  11).  

( b 2 )  - Condições MetereolÕgi cas ( d i a s  de p e s c a )  

Mesmo que e s t a s  r e s t r i ç õ e s  não r e p r e s e n t e m  e x c l  u -  

s i v a m e n t e  as  cond ições  de tempo, entendemos que o número de d i a s  

de pesca  também i n c l u i r i a  as v a r i a ç õ e s  quanto  à chuva ,  c o r r e n t e -  

z a s ,  mar bravo e t c .  Por  c o n s e g u i n t e ,  temos o  s e g u i n t e  c o n j u n t o  

de i  nequações : 

Podemos n o t a r  que e s t e  c o n j u n t o  tem 16 r e s t r i ç õ e s ,  

i  . é . ,  foram agregadas  a s  á r e a s  ( 1 , 2 )  e  ( 3 , 4 ) '  p a r a  cada e s p é c i e  

e  p e r í o d o .  Os pa râmet ros  s ã o  os s e g u i n t e s :  

1  - Pargo = ( 3 , 4 , 5 ) .  



d ~ l p  = d i a s  d e  p e s c a j t o n e l a d a s  d e  1  a g o s t a  n a  á r e a  

1  n o  p r i m e i r o  p e r i o d o  

d ~ 5 q  
= d i a s  d e  p e s c a / t o n e l a d a s  d e  p a r g o  n a  á r e a  5  

n o  q u a r t o  per?'odo 

d L 1 2 q  = n ?  máximo d e  d i a s  d e  p e s c a  d e  l a g o s t a  n a  

á r e a  ( 1  t 2 )  n o  1 0  p e r i o d o  

DP345q 
= n? m á x i m o  d e  d i a s  d e  p e s c a  d e  pargo n a  á r e a  

( 3  + 4  t 5 )  n o  1 9  p e r i o d o  

0 s  p a r â m e t r o s  d e s t e  c o n j u n t o  d e  r e s t r i ç õ e s  f o r a m  

s u p o s t o s  n o r m a l m e n t e  d i s t r i b u í d o s .  

( b 3 )  Condições B i o l Õ g i  c a s  

Esta r e s t r i ç ã o  d i z  r e s p e i t o  c o n s e r v a ç ã o  d o  e s t o  - 

q u e  r e p r o d u t o r  d e  modo  a  g a r a n t i r  uma d e s o v a  s u b s t a n c i a l  a o  l o n -  - - 
g o  d o  a n o .  G E T Z L ~ O I  f o r m u l o u  um m o d e l o  p a r a  a d m i n i s t r a ç ã o  da p e s  - 

c a  d e  uma p o p u l a ç ã o  com e s t r u t u r a  e t á r i a  (BEVERTON & HOLT) n o  

q u a l  e l e  i n c l u i  c o e f i c i e n t e s  d e  c a p t u r a b i  l i d a d e  d e  i d a d e  e s p e c i -  

f i c a .  E s t e  m o d e l o  i n t r o d u z  uma e q u a ç ã o  f ( p )  o n d e  p  é a  b i o m a s s a  

d o  e s t o q u e  r e p r o d u t o r  p r e s e n t e  n o  i n í c i o  d a  e s t a ç ã o  d e  desova .  Se 

S i  é a p r o p o r ç ã o  d e  i n d i v i d u o s  s e x u a l m e n t e  m a d u r o s  n o  p e r i o d o  i 

e x i  é O n 9  d e  i n d i v l d u o s  n o  mês i ,  e n t ã o :  



No s e u  t r a b a l h o  GETZ s u p õ e  c l a s s e  d e  i d a d e s ,  o  q u e  

s e  a p l i c a  a o  c a s o  da  l a g o s t a ,  p o i s  a  SUDEPE, p e l a s  t a b e l a s  1 1 ,  

1 2  d e  o b t e v e  a  b i o m a s s a  d e  c a d a  e s p é c i e  p o r  f a i x a  e t á r i a .  

No e n t a n t o ,  n e s t a  p a r t e  i n c l u i m o s  a p e n a s  uma r e s t r i ç ã o :  

o n d e  : 

b L  = p e r c e n t u a l  d e  l a g o s t a s  o v a d a s  no  p r ime i ro  p e  
D 

b  = p e r c e n t u a l  d e  l a g o s t a s  o v a d a s  no  q u a r t o  p e -  
Lq  

r i o d o  

B L  = b i o m a s s a  a d u l t a  d a  l a g o s t a .  

Os c o e f i c i e n t e s  b L  f o r a m  o b t i d o s  em BUESA MAS e t  

1 3 9 1  j 
a l .  e  B L  em I 4 5  I . P a r a  u m  e s t u d o  m a i s  a c u r a d o  s e r i  a  i n t e r e s  

s a n t e  uma m e l h o r  i n t e r p r e t a ç ã o  d e  a n ã 1  i s e  d e  p o p u l a ç ã o  v i r t u a l  I 4 5 1  

p e l a  q u a l  o  g r u p o  d e  t r a b a l h o  d e  l a g o s t a s  (SUDEPE) e s t i m o u  a  b i o  - 

m a s s a  d e  c a d a  e s p g c i e  u s a n d o  o  c o e f i c i e n t e  i n s t a n t ã n e o  d e  m o r t a -  

1 i  d a d e  p o r  p e s  c a .  

( b 4 )  M e r c a d o s  

A q u a n t i d a d e  máxima d e  c a d a  e s p é c i e  q u e  p o d e  s e r  



v e n d i d a  f o i  e s t i m a d a  a  p a r t i r  d o  t o t a l  e x p o r t a d o  n o  p e r í o d o  e  mul - 

t i p l i c a n d o - s e  p o r  3*, p a r a  a  l a g o s t a  e  p a r a  o  p a r g o  o t o t a l  e x -  

p o r t a d o ,  p o r  p e r í o d o .  A s s i m ,  o b t e m o s  a s  s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :  

E m b o r a  o s  e x p o r t a d o r e s  g a r a n t a m  q u e  e x i s t e  uma d e  - 

m a n d a  i l i m i t a d a  p a r a  p r o d u t o s  p e s q u e i r o s ,  c o n s i d e r a m o s  a s  q u a n t i  

d a d e s  Q i  como 1 0 0 %  d o  t o t a l  e x p o r t a d o  n o  p e r í o d o .  Estes p a r ã m e  
k - 

t r o s  f o r a m  s u p o s t o s  n o r m a l m e n t e  d i s t r i b u í d o s  . 

( b s )  U t i l i z a ç ã o  d a  F r o t a  

E s t a s  r e s t r i ç õ e s  e s t ã o  r e l a c i o n a d a s  com a  u t i  1  i z a  - 

ç ã o  d o s  b a r c o s  e  e q u i p a m e n t o s ,  a t r a v é s  d e  u m  n í v e l  d e  c a p a c i d a d e  

d e  c a p t u r a  p a r a  c a d a  p e r í o d o  e  e s p é c i e .  

* - L a g o s t a  i n t e i r a  = 3 x  c a u d a  l a g o s t a  



U = p r o p o r ç ã o  d e  l a g o s t a s  c a p t u r a d a s  na  á r e a  1  
L 1  

no 1 9  p e r i o d o  em r e l a ç ã o  ã t o n e l a g e m  t o -  

t a l  no  1 9  p e r i o d o .  

u~ = Nyvel  d e  u t i l i z a ç ã o  d a  f r o t a  l a g o s t e i r a  no 
P  

l Q  p e r i o d o  ( 1 2 0 %  da  c a p a c i d a d e  d e  c a p t u r a )  

( - 6 , )  R e c r u t a m e n t o  

O g r u p o  d e  t r a b a l h o  d e  l a g o s t a s  I U 5 1  no  s e u  r e l a t õ  - 

r i o  a p r e s e n t o u  u m  m o d e l o  d e  p r o d u ç ã o  p a r a  a v a l i a ç ã o  d o s  e s t o q u e s  

1  a g o s  t e i r o s  do n o r d e s t e  d o  B r a s i  1 ,  c u j a  e q u a ç ã o  é d a d a  p o r :  

fmax = 25,O x  1 0 ,  c o v o s - d i a  

Y max = 9 . 0 1 3  t o n s .  

0 s  r e s u l t a d o s  o b t i d o ' s  p e l o  m o d e l o  a c i m a  a p r e s e n t a  

uma p r o d u ç ã o  máxima s u s t e n t ã v e l  ( p a r a  a s  d u a s  e s p é c i e s  de  l a g o s -  

t a )  d e  9 . 0 1 3  t o n s  c o r r e s p o n d e n d o  a  u m  e s f o r ç o  d e  2 5  m i l h õ e s  d e  

c o v o s - d i  a .  F i  cou  c o n s t a t a d o  q u e  s e  h o u v e s s e  uma d i m i n u i ç ã o  

no e s f o r ç o  d e  27 ,2% h a v e r i a  u m  a u m e n t o  na  p r o d u ç ã o  d e  c e r c a  d e  

1 1 % ,  com um i n c r e m e n t o  d e  C P U E  d e  c e r c a  d e  4 0 % .  Mesmo a s s i m  o  

e s f o r ç o  o r a  e m p r e g a d o  s u p e r a  o  Ó t i m o ,  h a v e n d o ,  p o r t a n t o ,  u m  p r o -  

v á v e l  e s t a d o  d e  s o b r e p e s c a .  P a r a  o  p a r g o ,  n ã o  e n c o n t r a m o s  uma i n  - 

d i c a ç ã o  d a  c a p t u r a  máxima s u s t e n t á v e l  e  supomos  8 . 5 0 0  t o n s .  



O m o d e l o  a c i m a  d e s c r i  t o  f o i  c o r r i d o  p e l o  p r o g r a m a  

c o m p u t a c i o n a l  SEPE ( A p ê n d i c e  A . 3 )  p e r f a z e n d o  u m  t o t a l  d e  50 c i -  

c l o s ,  a p r e s e n t a n d o  r e s u l t a d o s  s a t i s f a t õ r i  o s .  

5 . 2  - R e s u l t a d o s  

O m o d e l o  p i l o t o  f o i  f o r m u l a d o  p a r a  e s t a b e l e c e r  u m  

p l a n o  p a r a  a e s t a ç ã o  d e  p e s c a  d e  1 9 8 0 .  D e p o i s  comparamos  o  p l a -  

n o  com a  p e s c a  r e a l  em 1 9 8 0 ,  a  q u a l  f o i  e f e t u a d a  u s a n d o  a s  p o l i ' -  

t i  c a s  t r a d i c i  o n a i s .  N o s s a  i n t e n ç ã o  s e r i  a  o b t e r  v a l i  d a d e  p a r a  e -  

q u a c i o n a r  o  m o d e l o  c o m p l e t o  com o  q u a l  a  SUDEPE p u d e s s e  e v e n t u a l  - 

m e n t e  i m p l e m e n t a r  um p r o g r a m a  d e  e n t r a d a  l i m i t a d a  d o s  b a r c o s  n a s  

p e s c a r i a s ,  em f u n ç ã o  d a  C P U E y  p o r  e x e m p l o .  

5 . 2 . 1  - C a p t u r a  Rea l  v e r s u s  P l a n e j a d a  ( 1 9 8 0 )  

A c a p t u r a  r e a l  d a  l a g o s t a  e  p a r g o  em 1 9 8 0  compa 

r a d a  com a  c a p t u r a  p l a n e j a d a ,  r e s u l t a n t e  do  m o d e l o  p r é - t e s t e ,  p e  

1 0 s  q u a d r o s  7 e  8 .  

As d i f e r e n ç a s  b á s i c a s  e n t r e  a  c a p t u r a  r e a l  e p l a -  

n e j a d a  s ã o :  

1 .  Embora a  c a p t u r a  t o t a l  ( l a g o s t a  + p a r g o )  s e j a  

1 7 %  menor  n o  p l a n o  q u e  n a  r e a l ,  a  c a p t u r a  d o  



p a r g o  a u m e n t a r i a  em 41% e n q u a n t o  a  d a  l a g o s t a  

d i m i n u i r i a  47% em r e l a ç ã o  5 c a p t u r a  r e a l .  I s -  

t o  s e  d e v e  a o  b a i x o  i n d i c e  d e  a b u n d a n c i a  d e  l a  - 

g o s t a s  (CPUE) em d e t e r m i n a d a s  á r e a s  e  p e r i o d o s ,  

p e l a  p r e s e n ç a  d e  u m  g r a n d e  número  d e  e m b a r c a -  

ç õ e s .  

2 .  A c a p t u r a  r e a l  f o i  r e a l i z a d a  com u m  número  l i -  

m i t a d o  d e  b a r c o s  ( t a n t o  q u a n t o  p o s s i v e l ) .  O p l a  - 

no s u p õ e  u m  número  máximo d e  b a r c o s ,  e s t a b e l e -  

c e n d o  um número  máximo d e  d i a s  d e  p e s c a  em c a -  

d a  á r e a  e  p e r i o d o .  

3 .  Como c o n s e q ü ê n c i a  d e  um numero  l i m i t a d o  d e  b a r  - 

tos, a  c a p t u r a  s a z o n a l  s e r i a  m e l h o r  d i s t r i b u i -  

d a  a o  l o n g o  do  a n o .  O q u a d r o  9 . a  a p r e s e n t a  a  

i n f o r m a ç ã o  s o b  f o r m a  g r á f i c a  p a r a  o  p a r g o .  

4 .  P e l a  c o m p a r a ç ã o  do numero  d e  d i a s  d e  p e s c a ,  p g  

demos c o n c l u i r  q u e  o  c a p i t a l  e m p r e g a d o  na  f r o -  

t a  s e r i a  m e l h o r  u t i l i z a d o  no p l a n o  d o  q u e  no 

r e a l ,  h a j a  v i s t a  q u e  a s  p e s c a r i a s  s e  c o n c e n t r a  - 

r i a m  em á r e a s  m a i s  d i s t a n t e s  o n d e  b a r c o s  m a i o -  

r e s  s e r i a m  u s a d o s  n a  c a p t u r a .  

5 . 2 . 2  -Contribui! a n e j a d a  ( 1 9 8 0 )  

As c o n d i ç õ e s  s u p o s t a s  no p l a n o  e  a s  c o n d i ç õ e s  s o b  

a s  q u a i s  a  c a p t u r a  r e a l ,  em 1 9 8 0 ,  f o i  r e a l i z a d a  f o r a m  b a s t a n t e  d i  - 



f e r e n t e s  t a n t o  q u e  a s  s u a s  c o n t r i b u i ç õ e s  f o r a m  d i v e r g e n t e s .  Co- 

mo e x e m p l o :  

1 .  Mesmo q u e  o  número  r e a l  d e  t o n e l a d a s  f o s s e  me- 

n o r  n o  p l a n o ,  a  c o n t r i b u i ç ã o  t o t a l  s e r i a  m a i o r  

q u e  na  c a p t u r a  r e a l  em t o r n o  d e  1 5 % .  A t a b e l a  

a b a i x o  m o s t r a  a  c o n t r i b u i ç ã o  e s p e r a d a  ( p l a n o )  

v s .  r e a l .  

T a b e l a  4 . 4  

CONTRIBUIÇÃO: CAPTURA ( 1 9 8 0 )  R E A L  v s .  P L A N O  
p--. - -  . - - - - - - - -  - - -  

I V . 6  - C o n c l u s õ e s  - 

O model  o  d e s t e  e s t u d o  a p r e s e n t a  v á r i  o s  b e n e f i c i  o s  

c o m p a r a d o  com a s  p o l i t i  c a s  t r a d i  c i  o n a i  s  d e  p e s c a :  

( a )  o  m o d e l o  e x p l i c i t a  d e  d i r e c i o n a  a s  p r i n c i p a i s  

f o n t e s  d e  i n c e r t e z a  e  d e t e r m i n a  o s  e f e i t o s  d e z  

t a  i n c e r t e z a  nos  r e s u l t a d o s  d e  d e c i s õ e s ;  

* C a l c u l a d a  a  p a r t i r  d a s  e s t a t i s t i c a s  d e  c a p t u r a ,  p r e ç o  e  c u s t o  

(SUDEPE e  E m p r e s a s ) .  



( b )  o m o d e l o  i n c o r p o r a  a s  p r i n c i p a i s  p reocupações  

e m p r e s a r i a i s  e  g o v e r n a m e n t a i s .  

(.i.) p r o t e g ã o  e  s o b r e v i  v ê n c i  a  da  b i  omass  a ;  

( i i )  r e n t a b i l i d a d e  da  f r o t a  p e s q u e i r a ;  

( i  i.i ) e s  t a b i . 1  i - d a d e  no  p r o c e s s a m e n t o ;  

( i v )  o f e r t a  a d e q u a d a  d e  p r o d u t o s  p e s q u e i r o s  a o s  

consumi  d o r e s .  

( c )  o  m o d e l o  p o d e r á  m e l h o r a r  a  c o n t r i b u i ç ã o  a n u a l  

d a  f r o t a .  

D e p o i s  d e  d e s m o n s t r a r m o s  a  v i  a b i  l i d a d e  d o  mode- 

1 o  ( a t r a v é s  d o  p r é -  t e s  t e )  p o d e r i a m o s  e q u a c i  o n a r  o  model  o  compl e-  

t o  p a r a  e n t ã o  i m p l e m e n t a r  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  e  a s s i m  p r o p o r -  

c i o n a r  a o s  p r o c e s s a d o r e s  e  à s  e n t i d a d e s  g o v e r n a m e n t a i s  o s  b e n e f i  - 

c i o s  a c i m a  c i t a d o s ,  o s  q u a i s  a j u d a r i a m  n a  tomada  d e  d e c i s õ e s .  

A mode lagem c o m p l e t a ,  s e r i  a  p r e c e d i  d a  p o r  d i  s  c u s -  

s õ e s  com o s  e s p e c i a l i s t a s  s o b r e  o s  p a r â m e t r o s  d e  e n t r a d a .  Uma d a s  

d e c i s õ e s  m a i s  c r i t i c a s  s e r i  a  a  d e t e r m i n a ç ã o  do n ú m e r o  máximo d e  

e m b a r c a ç õ e s  em c a d a  e s t a ç ã o  d e  p e s c a ,  p o i s  o  t a m a n h o  l i m i t a d o  da  

f r o t a  é uma c a r a c t e r i s t i c a  f u n d a m e n t a l  p a r a  a  i m p l e m e n t a ç ã o  d o s  

r e s u l t a d o s  do m o d e l o .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  e s t e  m o d e l o  s e r i a  a t u a l i z a d o  a  c a  - 

da  e s t a ç ã o  d e  p e s c a  e c o m p a r a d o  com a s  i n f o r m a ç õ e s  d e  c a p t u r a  

r e a l  m a i s  r e c e n t e ,  e  o u t r a s  i n f o r m a ç õ e s  i n e r e n t e s  a o  m o d e l o  d e  

o t i m i  z a ç ã o  r e s t r i t a .  



A . 1  - T Ó P I C O S  D A  T E O R I A  D A  P R O B A B I L I D A D E  - - - - - -  - - 



( i- 1 Teorema  do  L i m i t e  C e n t r a l  (TLC) 

Mood, G r a y b i l l  & Búes 1 l 2  1 a p r e s e n t a m  o  t e o r e m a  d a  

s e g u i n t e  f o r m a :  

" s e j a  f ( 0 )  uma d e n s i d a d e  com m é d i a  e  v a r i â n c i a  

0 2 .  S e j a  Xn a  m é d i a  a m o s t r a 1  d e  uma a m o s t r a  a l e a  - 

t ó r i a  d e  t a m a n h o  n  d e  f ( * ) .  S e j a  a  v a r i á v e l  a l e a  - 

t ó r i a  Z n  d e f i n i d a  como: 

E n t ã o ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  Z n  a p r o x i m a - s e  d a  d i s t r i  - 

b u i ç ã o  n o r m a l  p a d r ã o  q u a n d o  n  t e n d e  a  i n f i n i t o " .  

E s t e  t e o r e m a  n o s  d i z  q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  l i m i t e  d e  

Zn ( a  q u a l  é In p a d r o n i z a d a )  é uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  padrão,  o u  

n o s  d i z  q u e  Xn é a p r o x i m a d a m e n t e ,  ou a s s i n t o t i  c a m e n t e ,  d i s t r i b u í  - 

da  como uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  com m é d i a  p e  v a r i â n c i a  0 2 / n .  

O f a t o  e x t r a o r d i n á r i o  com o  T L C  é q u e  n a d a  é d i t o  

a c e r c a  d a  f o r m a  d a  f u n ç ã o  d e n s i d a d e  o r i g i n a l .  Q u a l q u e r  q u e  s e j a  

a  f u n ç ã o  d i s t r i b u i ç ã o ,  c o n t a n t o  q u e  e l a  t e n h a  s o m e n t e  uma v a r i â n  - 

tia f i n i  t a ,  a  m é d i a  amos t r a l  t e r á  a p r o x i m a d a m e n t e  uma d i s t r i b u i -  

ç ã o  n o r m a l  p a r a  g r a n d e s  a m o s t r a s .  A c o n d i ç ã o  d e  q u e  a v a r i â n c i a  

s e j a  f i n i t a  n ã o  é uma r e s t r i ç ã o  c r i t i c a  p o i s ,  em e s t a t í s t i c a  a -  

p l i c a d a ,  em q u a s e  t o d a s  s i t u a ç õ e s  p r á t i c a s  o  i n t e r v a l o  d e  v a r i a -  



ção da v a r i ~ ã v e l  a1eatÕri.a 6 f i n i ~ t o ,  assi-m a v a r i â n c i a  d e v e r á  s e r  

necessar i .amente  f i . n i : t a .  

A i.mportânci.a do T L C ,  r e s i d e  no f a t o  de que  a  mé- 

d i a  Xn de uma amost ra  a l e a t ó r i a  de q u a l q u e r  d i s t r i b u i ç ã o  com va- 

r i â n c i a  f i n i  t a  o 2  e  média p é aproximadamente d i s t r i b u T d a  como 

uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  normal com média e  v a r i ã n c i a  0 2 / n .  

1 4 8  1 Outra  forma de e n u n c i a r  o  T L C ,  dada p o r  FELLER , 

é a  s e g u i n t e :  

" S e j a  l X k }  uma s e q u ê n c i a  de v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  

mutualmente independen tes  com uma mesma d i s t r i b u i  - 

ç á o .  Suponha que v = E(Xk) e  o 2  = V A R ( X k )  e x i s -  

tam e  s e j a  Sn = x ,  + x ,  + . . .  + x  . Então ,  p a r a  ca-  n 
da 6 f i x o :  

onde N ( x )  é dada por :  

( i i )  T e o r i a  da Medida 

U m  dos c o n c e i t o s  b á s i c o s  em t e o r i a  da medida e a- 

q u e l e  de "espaço  mensuráve l "  ( R , U )  onde R é algum conjunto  não-va 

z i o  (chamado e s p a ç o )  e  U é uma a - á l g e b r a  s o b r e  R .  Dizemos que U 

é uma o - á l g e b r a ,  s e  e l a  é uma c l a s s e  de s u b c o n j u n t o s  não - v a z i o s  



de R ,  a qua l  é f echada  sob a  formação dos complementos e  un iões  
4 

c o n t á v e i s ,  i  . e . ,  s e  A E U ,  e n t ã o  Ã = R - A  E U ,  e  s e  A i  E U ,  i  = 

a3 

= I ,  2 ,  3 ,  . . . , e n t ã o  U A i  E U .  
i = l  

Des ta  d e f i n i ç ã o  segue-se :  

Teorema 1 :  S e j a  ( R y U )  u m  - e s p a ç o  m;ensurável .  Se - 
DU 

Conjuntos p e r t e n c e n t e s  a  U s ã o  chamados de mensu- 

r á v e i s  . 

Se é dado que em R alguma c l a s s e  E não - v a z i a  de 

d s u b c o n j u n t o s ,  podemos d e f i n i r ,  de maneira  Única ,  a  "menor" o  - a1 - 

gebra  contendo E ,  como s e g u e :  

T e ~ r e m a  2 :  Se E é uma c l a s s e  q u a l q u e r  não-vazia de  

s u b c o n j u n t o s  de R ,  e n t ã o  e x i s t e  uma úni - 

ca o - á l g e b r a  U t a l .  que E c U e  t a l  que 

s e  r é q u a l q u e r  o u t r a  o - á l g e b r a  con ten  - 

do E e n t ã o  U C 5 .  

E s t a  menor o - á l g e b r a  U contendo E é chamada de o- 

á l g e b r a  ge rada  por  E .  Uma das  mais i m p o r t a n t e s  o - á l g e b r a s  em a- 

p l i c a ç õ e s  é a  á l g e b r a  de Borel  B em a  qual  é a  o - á l g e b r a  ge- 

r a d a  por  E = { A ~  I A t  = 1x1 x E IRn , x E t ,  t E TI1 onde T é o  con- 
n 

j u n t o  de t o d a s  n-uplas  de r a c i o n a i s .  É Óbvio, que p a r a  a E W , 
n 

b E IR c o n j u n t o s  do t i p o  { x l x  < b ) ,  { x l x  < b l ,  { x l x  >, a ) ,  { x l a  .: 

< x 4 b )  e t c .  s ã o  c o n j u n t o s  de B o r e l .  



n  - T e o r e m a  3: T o d o  c o n j u n t o  a b e r t o  em R e um c o n j u n  - 

t o  d e  B o r e l .  

A t e o r i a  d a  p r o b a b i l i d a d e  p o d e  s e r  e n t e n d i d a  como 

uma á r e a  e s p e c i a l  d a  t e o r i a  d a  m e d i d a .  U m  e s p a ç o  d e  p r o b a b i l i d a  - 

d e  é u m  e s p a ç o  d e  m e d i d a  f i n i t o  ( R ,  F ,  P )  com P ( R )  = 1 .  Os e l e -  

m e n t o s  m e n s u r ã v e i s  ( i  . é . ,  o s  e l e m e n t o s  d e  F )  s ã o  c h a m a d o s  d e  

" e v e n t o s "  e P  é c h a m a d a  d e  " m e d i d a  d e  p r o b a b i l i d a d e " .  Uma t r a n s  - 

f o r m a ç ã o  m e n s u r á v e l  x : R + IRn ( o n d e  o - á l g e b r a  s o b r e  IRn é s e m p r e  

a  á l g e b r a  d e  B o r e l )  é c h a m a d a  d e  v e t o r  a l e a t ó r i o  ( n - d i m e n s i o n a l ) .  

U m  v e t o r  u n i d i m e n s i  o n a l  é uma v a r i á v e l  a l e a t õ r i a .  T o d a  c o m p o n e n  - 

t e  d e  um v e t o r  a l e a t ó r i o  é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a .  U m  v e t o r  a l e  - 

a t Õ r i o  x d e f i n e  uma m e d i d a  d e  p r o b a b i l i d a d e  P s o b r e  IRn p o r  r ( B )  = 

= P ( X - ' [ B ] )  p a r a  t o d o s  c o n j u n t o s  d e  B o r e l  B .  P é u n i c a m e n t e  d e -  

t e r m i n a d o  s o b r e  B p e l a  f u n ç ã o  d i s t r i b u i ç ã o  d e :  

A t e o r i a  d a  m e d i  d a  ( p r o b a b i  1  i d a d e ) ,  a p l i c a d a  a  p r o  - 

g r a m a ç ã o  1  i n e a r  e s t á  bem d e s c r i  t a  em Kal  1 I  I  . P a r a  m a i o r e s  d e -  

t a l h e s  s o b r e  t e o r i a  d a s  p r o b a b i l i d a d e s  r e c o m e n d a m o s  FELLER 1 ~ ~ 1  

v o l .  I e v o l .  11. 

( i i  i )  T r u n c a m e n t o  

E x i s t e m  v á r i a s  f a m í l i a s  d e  f u n ç õ e s  d e n s i d a d e  d e  

p r o b a b i l i d a d e .  P o r  c e r t o ,  n o v a s  f a m í l i a s  p o d e m  s e r  f o r m a d a s  d a s  

f a m i l i a s  j á  e x i s t e n t e s  p o r  v ã r i o s  p r o c e s s o s .  U m  d e s s e s  p r o c e s -  



s o s  é chamado d e  " t r u n c a m e n t o " .  Vamos i l u s t r a r  e s t e  p r o c e s s o  ob . , - 

s e r v a n d o  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  P o i s s o n  t r u n c a d a  em z e r o :  s u p o n h a ,  c o  - 

mo m u i t a s  v e z e s  é o  c a s o ,  q u e  a  c o n t a g e m  z e r o  n ã o  p o d e  s e r  o b s e r  - 

v a d a ,  a i n d a  q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  P o i s s o n  s e j a  um m o d e l o  r a z o ã v e l .  

P o d e r ~ a m o s  d i s t r i b u i r  a  m a s s a  d e  modo o r d i n a l  d a d o  p a r a  o  p o n t o  

d e  m a s s a  z e r o  p r o p o r c i o n a l m e n t e  e n t r e  o s  o u t r o s  p o n t o s  d e  m a s s a  

o b t e n d o  a  f am? ' l í a  d e  d e n s i d a d e s :  

A v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  t e n d o  d e n s i d a d e  d a d a  por (A1 ) 

é chamada  uma " v a r i ã v e l  a l e a t ó r i a  d e  P o i s s o n  t r u n c a d a  em z e r o " .  

( i v )  P r o p r i e d a d e s  d o s  Momentos P21 

D e f i n i ç ã o :  S e j a  X uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a .  A m é d i a  

d e  X ,  d e n o t a d a  p o r  v x  ou ( X )  é d e f i -  

n i d a  p o r :  

( a )  E ( X )  = 1 x j  f x ( x j )  

s e  X é d i s c r e t a  com p o n t o s  d e  massa X , ,  

( b )  E(X)  = lm X f x ( X ) d x  
-00 

s e  X é c o n t y n u a  com f u n ç ã o  d e n s i d a d e  

p r o b a b i  l i  d a d e  f , (X) . 



E ( X )  é o  c e n t r o  de g r a v i d a d e  (ou  c e n t r ó i d e )  da uni 

dade de massa que de te rminada  p e l a  função  d e n s i d a d e  de  X .  As- 

s i m ,  a  média de X é uma medida de onde os v a l o r e s  da v a r i á v e l  a- 

1  e a t Ó r i  a  X e s t ã o  c e n t r a d o s  . 

Defi .nição 2 :  S e j a  X uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a ,  e  s e -  

j a  px a  média E ( X ) ,  a  variância d e  X ,  

denotada  por a 2  ou V A R ( X ) y  6 d e f i n i -  
X 

da por :  

( a )  V A R ( X )  = 1 ( X j  - v x ) 2 f x ( X j )  
j 

s e  X é d i s c r e t a  com pontos  .de massa 

x 1 ,  x 2 ,  a - .  Y X j ,  . . .  

a3 

( b )  Y A R ( X )  = ,a ( X  - 

s e  X 6 c o n t i n u a  com função  d e n s i d a d e  

p r o b a b i l i d a d e  f x ( X ) .  

A v a r i â n c i a  de uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  X é uma me- 

d i d a  de espa lhamento  ou d i s p e r s ã o  do c e n t r ó i d e  ( d e n s i d a d e )  de X .  

Teorema I :  Abaixo e s t ã o  a s  p r o p r i e d a d e s  do v a l o r  

e spe rado  : 

( a )  E ( c )  = c ,  s e  c  é c o n s t a n t e  

( 6 )  E(c  g ( X ) )  = c  E ( g ( X ) ) ,  s e  c  é c o n s t a n t e  



Teorema 2 :  Se  X é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

C o n t a n t o  que  e x i s t a  E [ x ~ ~ .  

Teorema 3 :  S e j a  X uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  e  g ( * )  -- 
uma f u n ç ã o  n ã o - n e g a t i v a  com domín io  na 

r e t a  r e a l ,  e n t ã o :  

C o r o l á r i o :  ( I n e q u a ç ã o  de Chebyshev)  s e  X é uma va - 

r i ã v e l  a l e a t ó r i a  com v a r i â n c i a  f i n i  t a ,  

r a  t o d o  r > 0 .  

As p r o v a s  dos  r e s u l t a d o s  acima podem s e r  e n c o n t r a  - 

dos em Mood, G r a y b i l l  & Boes 1 1 2 1  





A.2 - APLICAÇÃO D E  - - P R O G R A M A Ç Ã O  LINEAR A TEORIA 
Y_-------------------  

DOS JOGOS 

C o n s i d e r e  u m  j o g o  d e  d u a s  p e s s o a s  a  soma - c o n s t a n  - 

t e  o n d e  X ,  o  j o g a d o r  m a x i m i z a n t e ,  tem m e s t r a t é g i a s ,  1 ,  2 ,  . . . , 
m ;  Y ,  o  j o g a d o r  m i n i m i z a n t e ,  t em n  e s t r a t é g i a s ,  1 ,  2 ,  . . . , n ;  e 

a i  j é o  v a l o r  d o  j o g o  p a r a  X s e  e l e  j o g a  s u a  i - é s i m a  e s t r a t é g i a  

e  Y j o g a  s u a  j - é s i m a .  A m a t r i z  d e  e s c o r e s  ( o u  p a g a m e n t o s )  é e n -  

t ã o :  

Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  podemos  a s s u m i r  q u e  t o  - 

do e l e m e n t o  d a  m a t r i z  é m a i o r  q u e  z e r o .  S e  i s t o  n ã o  f o r  v e r d a d e  

n o  j o g o  o r i  g i n a l m e n t e  f o r m u l a d o ,  uma c o n s t a n t e  s u f i c i e n t e m e n t e  

g r a n d e  p o d e  s e r  a d i c i o n a d a  a o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  e a s s i m  tornã-  

1 0 s  t o d o s  p o s i t i v o s .  A a d i ç ã o  d e  uma t a l  c o n s t a n t e  n ã o  mudará a s  

e s t r a t é g i a s  Õ t i m a s .  

S u p o n h a  q u e  o  j o g a d o r  X f a z  uma e s t r a t é g i a  m i s t a  
m 

d e f i n i d a  p o r  um d a d o  p e s o  xi p a r a  i - é s i m a  e s t r a t é g i a  p u r a ,  L x i  = 
i 

= 1 .  E n t ã o  o  v a l o r  do  j o g o  s e r á :  



o  p e s o  dado a j-ési.ma e s t r a t é g i a  p a r a  Y .  S e j a  

e  s e j a  B .  ( x )  = m i n  B . ( x )  
J o j J 

- 
E n t ã o  X pode a n t e c i p a r  q u e ,  s e  s u a  e s t r a t é g i a  e  

d e s c o b e r t a ,  Y e s c o l h e r á  y 
j 0 

= 1 .  Y j  = O ( j  # j ) ,  d e  modo que  o v a  - 

l o r  da j o g a d a  p a r a  X é v = m i n  B . ( x )  = B .  ( x ) .  Assim, X deve ten  
J J J o 

- 

t a r  s e l e c i o n a r  x l ,  x 2 ,  . . . 'rn de  modo que mi.n B . ( x )  s e j a  tão  g r a n  
J J m de q u a n t o  p o s s í v e l ,  s u j e i t o  5 c o n d i ç ã o  d e  L i  x i  = 1 .  

Agora  s e r á  c o n s t r u ~ d o  o  p rob l ema  de  programação l i  - 

n e a r  e q u i v a l e n t e .  C o n s i d e r e  q u a l q u e r  c o n j u n t o ,  x ,  d e  p e s o s ,  e  

s e j a  B ( x )  = mi-n B . ( x ) .  S e j a :  
j O J J 

Desde que  supomos que  t o d o s  e1 ementos  da 

s ã o  p o s i t i v o s ,  B ( x )  também deve  s e r  p o s i t i v o ,  e  a s s i m :  
j O 

( 1  1 

m a t r i z  

Cada c o n j u n t o  de  p e s o s ,  x ,  d e t e r m i n a  u m  valor-joga - 

d a ,  B ( x ) ,  u m  c o n j u n t o  de  u d e f i n i d o  p o r  ( I ) ,  e  a  soma S  d e f i n i  
j O 

- 

da p e l a  e q u a ç ã o  ( 3 ) .  E m  v i r t u d e  da e q u a ç ã o  ( 3 )  o  c o n j u n t o  de x 

o  q u a l  d e t e r m i n a  a  menor S d e t e r m i n a r á  também o  m a i o r  B ( x ) .  O 5 o 



c o n j u n t o  d e  x p o d e  s e r  e n c o n t r a d o  em d o i - s  p a s s o s :  

( a )  E n c o n t r e  um c o n j u n t o  d e  v a l o r e s ,  u l ,  u2, . . . . , 
u m ,  * a -  

> 'mtn s a t i s f a z e n d o :  

k 
3 0 ,  k = 1 , 2 ,  . . . ,  m+n 

E s t e  é o  p r o b l e m a  na  f o r m a  p a r a  o  m é t o d o  s i m p l e x .  

( b )  C a l c u l e  x i  d e :  

Uma a p l i c a ç ã o  d e s t e  p r o c e d i m e n t o  p o d e r á  s e r  e n c o n  - 

t r a d a  em Dorfman 1 ~ ~ 1 .  



8 . 3  - PROGRAMA S E P E  - - - - -  



B RESET F R E L  
F I L E  5 = F E L E S s U Y  1 i = R E A U E R  
F I L E  G = P R I P i T t U F i i T = P R I F 4 f E R  

C D M ~ ~ ~ N  AC51r l ~ 6 ~ ~ ~ < 5 1 ) r i ~ A ~ E < ~ ~ ~ b t ) i ~ ~ ~ ~ ~ # ~ ~ P d e M e # ~ ~ % ~ : ~ ~ ~ ~ ~ l ~  
~ I ~ E S T G ~ ~ L B P S O L I L  

O P ~ E N S I ~  t i a c r l j ~ ~ ~ r ~ u c r s ~ ~ ~ z ~ ~ s ~ á . r u ~ ~ ~ v a ~ r ~ s c ~ o i . s ~  
*Cá51)*LCC5lI s S i 3 A [ 5 1 a  1 f i O ) r ' f M I 1 # 1 ~ 5 1 r I E f O Z ~ C R X 5 1 ~  i9O>s 
~ S O 8 C 5 1 3 * T P t U S . I S i ) r L B € 3 I  )P XClOIr 100)~ YC1019 1 O O I r  X B A f j < f . ú O ) a  
~ 5 0 1  I Q B ~ P Y B A H ~  ~ a o t ~ u s ~ ~  a i ! a > a ~ a < i s i ~ ~ x v ~ ~ x r o a ~  P Y V A R I [  L U B )  

DOUBLE P H E C I S I O N  ! ~ P X F Y I L P ' ~ ~ ~ ~ E S  
i; 
C k k * ~ k á k t k k k & f a & k à + c f t * & ~ * k ~ ~ k a ~ * k k c ~ h t * . & * ~ & ~ ~ * & & ~ & ~ k ~ k ~ ~ ~ ~ ~ a ~ *  

C 
C P K C I ~ R A M A  P 2 i  NC 1 P A C  
c 
C e a e k z * % Ç k k ã k k x & x k I ? & k & * b * f  k t n P * Q Q * * C I t % f  ã t * * + & * a & k e & @ e * * & & & & k & k @ a k  

C 
C LEXTUYA O A S  DISFKXBUTCOES IIE P R D B A B I L I C A D K  D O S  C O E F T C P E M T E S  
C 

D A T A  LAI51UB*lJ 
í N = 5  
I W = 6  
;ftM A X =  130 
i. IHAX=51 
R E A O <  I N +  IQt? 1 I O ~ ~ N P M P ? ~ ~  7 
i4l=M+i ; 3 2 = M + 2  i & 3 = H + 3  
R I A 1 ) 4 I N a 1 0 1 )  < 5 0 C < J f t T M I f C i f J i ~ t C C J 1 s J = l r 8 4  

10 B E A l 3 < 4 N s  ~ ~ ~ ) I P J * S ~ ~ A < ~ P ~ ) ~ T % U A C I P J ~ P L A < ~ ~ ~ ) P . I F Z A G  
M E  ~ F L A G - l  I l B r  1008+ 10 

i CDN 7 I 84d~ 

9n 5 J=i,ld 
T T M U A t 4 2 a J l = l r B  

D q  6 3 = 2 3 ~ 3 6  
h f N U A ( 4 3 ~ 3  )=1*0 

K E A 3 i I N e 1 3 3 )  C S D G C I J * T M U B C I ) ~ C ~ Ç ~ ~ P I ~ E C ~  Gf I )  B I L ~ ? P M L >  
8 U = o  3 3 9 5 4 9 3 7  

I: G E K A C A G  O D S  PÃRAMETPQS PELA DI5TdIBUICAO 9A YARLAVEL ALETOK 
P A 

K F = O  



E P 5 = U a 0 1  
KS = 3  
K C = t í C + l  
CUYIIMUE 
W R í  T E C I M P P I ~ ~  I K C r R Q  

ua 3 x = r l w A x  
E f < I f = @ .  
1 SINAL=C1 

31.1 3 J = ~ P N # A X  
A;[ Z r  J ) s U *  

COHZ I NUE 
82 1 Q Q I  J= l rM 

F O  JO f 38~60~50r6Or70)~tC~J~ 
C I J Z = T M U C <  J l  
&i3 r 0  lárisi 
CAL1 ANGRWA L T - ~ U C I J ) P S I ) C ( J ) ~ C C J J P K ~ ~  
G l J  10 1001 
C A t t  GAHA C T M U C á J ) r S i ) C < J ) + C i d B z k 3 )  
G O  711 1001 
CALL EXPQN C F H U C %  J l  r C E J  19 ~O 1 
GU T O  1001 
GALL PGfSON d TE4UCCJ) tCCJIr  R O I  
C L I N I Z N I I E  
OU 1082 X=2*M1 
UD i862 J = l r N  

G D  70 4 3 1 ~ 4 1 r 5 1 * 6 1 * 7 1 ) ~ L A ~ I r J ~  
A l l r  J ) = , f h ! i l A E 2 9  .I) 
isn TD 1x3'2 
CAQL AMDKHA ~ f ~ U A ~ f r J f ~ S 3 A f ~ r J l + A ~ f r J ~ ~ f l O )  
GI] Tú 1332 
L A k t  G A M A  % T M U A á  P * J 3 $ S D A I I v J ) * A r ( I *  J ~ P R O I  
$13 70 tQtJ2 
C A L L  EXPúM ~ T Y U A ~ I P J ~ ~ A Ç ~ P J ) ~ R G )  
Gç1 ra i a 0 2  
C A C i  PDISTJIU I T r l i l A f I ~ ' J 3 r d % I s J P r R 3 )  

C0f.f I' I PIUE 
UO 1063 I = 2 r H t  

GO r 0  1 3 2 ~ 4 2 ~ 5 ? ~ 5 2 c ? Z ) í L 3 I I )  
SC I j =  THU3ã I )  











C & - $ f t f  ~ k * & ã , * a * R ~ ã b á t ~ i k # R ~ r n 1 & ~ ~ i t . % ~ 1 1 ã . i ~ R i k * & & & , ~ & ~ ~ & & * * ~ R ~ k & 2 ~  

c 
S U B K O d T L W E  EXPah I T M U # V I R ~ )  

C 
C 0 + ã 8 * f t 3 i ~ h ã h & * $ ~ k k ã k ~ & ~ i * á ~ * - i t t k * f + ~ * i t ~ ~ ~ h ~ ~ : i i 1 ~ k + & % * ~ * * à ~ ~  

C 
CAL1 GERAL C R O  P R03 ) 
RI=RÍlr4 
J = A S S ~ T M U ~ k L O G I R l ~ ~  
Rt!= g 1 
RETURi\1 
EHri 
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C a p t u r a  Rea l  d e  L a g o s t a  e  P a r g o  no N o r t e  e  N o r d e s t e  . . 

1 9 8 0  
( T o n e l a d a s )  

L a g o s  t a :  

3 2 ' ~  - 3 6 ' ~  

3 7 ' ~  - 3 8 ' ~  

3 9 ' ~  - 40°w 

41 ' W  - 4 3 ' ~  

P a r g o :  

3 2 ' ~  - 3 6 ' ~  

3 7 ' ~  - 3 8 ' ~  

3 9 ' ~  - 40°w 

41 ' W  - 4 3 ' ~  

4 4 ' ~  - 50°w 

T o t a l  

P e r í o d o s  

Jan-Mar  A b r - J u n  1 J u l - S e t  Out-Dez  

C a p t u r a  
Anual  

7 7 9 8 , 1 8 0  
- - - - - - - - .  

l 5 8 O Y 9 7 O  

3 0 6 3 , 5 2 7  

1 3 3 5 , 2 7 7  

1 8 1 8 , 4 0 6  



Q u a d r o  8 

C a p t u r a  P l a n e j a d a *  d e  L a g o s t a  e P a r g o  n o  N o r t e  N o r d e s t e  

* O b s . :  Como o s  e l e m e n t o s  d e s t a  s o l u ç ã o  s ã o  p r o b a b i l ~ s t i c o s ,  u s a  - 

mos o  v a l o r  e s p e r a d o  d e  s u a s  d i s t r i b u i ç õ e s  p a r a  c o m p o r  o  

q u a d r o .  
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', QUADRO 10- REGIAO DE E X P L O R A C Ã O  DA LAGOSTA 

mnoi NORDESTE SETENTRIONAL 
EZ!EXPANSÁo DAS CAPTURAS NO 

NE. SET. 1975  NORDESTE ORIENTAL 
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I 
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