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i v  

RESUMO 

A finalidade deste trabalho foi apresentar uma 

colaboração didâtica sobre ~étodos de Solução de Problemas com 

Custo Fixo na origem, 

Apresentamos soluções para o Problema do Custo 

Fixo na origem utilizando métodos exatos, heurrsticos e Progra- 

mação Disjuntiva. 

Alem disso, incluímos alguns exemplos de apli- 

cações. 



ABSTRACT 

The purpose of this work is to presente a cola - 

boration concerning methods of solving Fixed - Charge Problem 

by means of Mathematical Programming. 

We studied severa1 models of Fixed - Charge 
Problem using exacts methods keuristics methods and Disjuntive 

Programming we have includ , in addtion examples of applications. 
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INTRODUÇAO 

O Problema do Custo Fixo (_P,C.F.) é um p rob le -  

ma de programção n ã o - l i n e a r ,  c u j a  e s t r u t u r a  é quase i d ê n t i c a  ao 

do Problema de Programaçgo Llnear  (IP.P.L.), a  d i f e r e n ç a  e s t â  na  

e x i s t ê n c i a  do c u s t o  f i x o  na função o b j e t i v o .  

E s t e  t i p o  d e  problema surge f requentemente  nos 

planejamentos  de  r e d e s  de comunicação, t r a n s p o r t e ,  d i s t r i b u i ç ã o  

de e n e r g i a s ,  i r r i g a ç ã o ,  locaçzo  r e g i o n a i s  e o u t r o s  s i s t e m a s  de  

t ra tamentos  de f l u x o s e  

A d i f i c u l d a d e  e o c u s t o  des sa s  r edes  fazem com 

que a s  r e d e s  e x i s t e n t e s  sejam usadas  e fe t ivamente  e s e  necessá-  

r i o  sejam expandidas novas r e d e s ,  Se a s  r edes  e x i s t e n t e s  s a t i s -  

fazem o f l u x o  a t u a l  de demanda e quisermos f a z e r  uma p r e v i s ã o  pa - 
r a  a demanda f u t u r a ,  surgem d o i s  problemas: 

a)- examinar s e  a s  r edes  e x i s t e n t e s  poderão s a t i s f a -  

z e r  a s  novas demandas, Caso não s a t i s f a ç a ,  

b )  de te rminar  a expansão d e s t a s  r e d e s .  

Um exeniplo ti 'pico su rge  no planejamento de 10- 

cações r e g i o n a i s ,  onde uma f i rma  pesqu i sa  um numero f i n i t o  d e  r e  - 

g iões  pa ra  i n s t a l a r  novas fâ6rTcas  e/ou d e p õ s i t o s .  O problema é 
c r i a r  r o t a s  t a i s  que minimize o cus to  t o t a l  de t r a n s p o r t e  do pro  - 

duto p a r a  o s  c l i e n t e s  [que pode s e r  d i re tamente  da f á b r i c a  ou 

v i a  depós i to )  e  o c u s t o  de estocagem. O r e s u l t a d o  d e s t e  mode - 

10 fornece  informações impor tan tes  sobre  a programação das  ex- 

pansões v i á v e i s ,  reduzindo o numero de a l t e r n a t i v a s  pos s?ve i s .  



I .  1 - FormulaçZo Geral d o  Probl  ema 

O ( P . C . F . )  f o i  formulado. p e l a  p r i m e i r a  vez em 1 9 5 4  

por  Hirsch  e  Dantz ig  ( 7 ) ,  como segue :  

s u j e i  t o  a  : 

Ax = b 

x > o  

onde ,  

A = ( a .  . ) ,  m a t r i z  d e  ordem m x  n formada p e l o s  c o e f i c i e n t e s  d a s  
1 J  

r e s t r i ç õ e s ,  i  E f e  j C J 

b = ( b i ) ,  v e t o r - c o l u n a  formado p e l a s  c o n s t a n t e s  com m componen - 
t e s ,  i € I 

x  = (x  . ) ,  v e t o r - c o l u n a  formado por v a r i ã v e i s  i n t e i r a s  com n com 
J - 

ponen tes ,  j E, J 

I = { I ,  2 ,  . . ., m )  c o n j u n t o  de  Tnd ices  d a s  r e s t r i q z e s  

J = ( 1 ,  2 ,  . . . , n )  c o n j u n t o  de  I n d i c e s  das  v a r i a v e i s  

f  . ( x  . )  = c . x  + k . 6  função  c u s t o  côncava pa ra  x  .2 O 
J J  J j J j '  3 

s e x  > O  
j vj  c J 

s e x  = O  
j 

c  = e  o  v e t o r  c u s t o  com n componentes 
j 

- 
O v a l o r  de k j  e  denominado "Custo  F i x o ' ' ,  desde  que 

e x i s t a  um c u s t o  de k c r u z e i r o s  quando a  v a r i á v e l  x > O e  a s s u  
j j - 

miremos todo  k z 0 .  
j 

A função  f ( x  - )  é most rada  geometr icamente  na f i g u  
J - 

r a  1-1 .  



F i g u r a  1-1 

H i r s c h  e D a n t z i s  (7), m o s t r a r a m  q u e  p a r a  q u a l q u e r  

( P . C . F . )  a  s o l u ç ã o  ó t i m a  o c o r r e  num y e r t i ç e  d e  um c o n j u n t o  S d e  
s o l u ç õ e s  v i á v e i s ,  S = { x  I A X  = b ,  x  2 0 1 .  I s t o  s i g n i f i c a  q u e  a 
b u s c a  d o  Õ t i m o  g l o b a l  p o d e  s e r  l i m i t a d a ,  c o n s i d e r a n d o  s o m e n t e  
o s  v é r t i c e s  d e  S .  Além d i s s o ,  a c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e  p a r a  q u e  um 
( P . P . L . )  o b t i d o  i g n o r a n d o  o s  t e r m o s  k . 6  f o r n e c e m  a  mesma s o l u  

J j 
ç ã o  ó t i m a  d o  ( P . C . F . ) a s s o c i a d o ,  e q u e  t o d o s  o s  k s e j a m  i g u a i s  

j 
p a r a  t o d o  j e a i n d a  t o d o s  o s  v z r t i c e s  d o  p o l i e d r o  c o n v e x o  S s e  - 
j a m  n ã o - d e g e n e r a d o s  p o i s ,  um p o n t o  e x t r e m o  d e g e n e r a d o  tem m e n o s  
v a r i á v e i s  b á s i c a s  p o s i t i v a s  e p o d e  s e r  uma s o l u ç ã o  Ô t i m a  p a r a  o  

( P . C . F . )  m a s ,  n ã o  p a r a  o  ( P . P . L . ) .  

D e s c r e v e r e m o s  a o  l o n g o  d o  n o s s o  t r a b a l h o  a l g u n s  rné - 
t o d o s  e x a t o s  e h e u r ? s t i c o s  q u e  r e s o l v e m  e s t e  t i p o  d e  t r a b a l h o .  



CAPÍTULO I 1  

CONCEITOS B A S I C O S  E TERMINOLOGIA 

Neste  c a p y t u l o  descreveremos  algumas d e f i n i ç õ e s  e  

teoremas  da programação l i n e a r  com o  o b j e t i v o  de t o r n a r  mai s  

c l a r a  a  demonst ração  f e i t a  por Hi r sch  e  Dan tz i ?  (7), de que a  

s o l u ç ã o  õt ima do ( P C F )  oco r re ' num v é r t i c e  de u m  p o l i e d r o  conve - 

xo de  s o l u ç õ e s  v i á v e i s .  

11 .1  - Programação L i n e a r  

Consideremos o  s e g u i n t e  (PPL) 

s u j e i t o  a :  

Ax = b 

x > , o  

onde ,  

- 
( 1 )  e  chamada função  o b j e t i v o  

( 2 )  e  ( 3 )  são  a s  r e s t r i ç õ e s  do problema 

O c o n j u n t o  S de pon tos  que s a t i s f a z e m  o  s i s t e m a  de 

r e s t r i ç õ e s  ( 2 )  e  ( 3 ) ,  chama-se Conjunto de s o l u ç õ e s  v i á v e i s .  

A s o l u ç ã o  v i á v e l  X *  que minimiza a  função  o b j e t i v o  

z  é denominada s o l u ç ã o  Õtima - do ( P P L ) .  

11.2 - D e f i n i ç õ e s  

1 1 . 2 . 1  - Sejam x l ,  x 2 ,  . . ., x n  v e t o r e s  d o  e  a l ,  a 2 ,  . . . ,  a n 
números r e a i  S .  

n - 
x = C a . x  e  uma combinação convexa s e  

i = l  i i 



Podemos i n t e r p r e t a r  uma combinação convexa de  d o i s  

pon tos  x l  e  x 2  como sendo u m  ponto  p e r t e n c e n t e  ao segmento de  

r e t a  que os une.  

1 1 . 2 . 2  - U m  c o n j u n t o  de pontos  S ,  d i z - s e  convexo s e  toda  combi - 

nação convexa de q u a l q u e r  pa r  de pon tos  x l ,  x 2  S ,  tam - 
bém p e r t e n c e r  a  S .  

1 1 . 2 . 3  - P o l i t o p o  convexo é u m  c o n j u n t o  de pontos  

1 1 . 2 . 4  - U m  pon to  x  d e  um c o n j u n t o  convexo S ,  denomina-se vér t i  
c e  ou ponto extremo de  S  quando n ã o  puder s e r  o b t i d o  

como combinação convexa de  nenhum pa r  de  pontos  d i s t i n  - 

t o s  de S .  

1 1 . 2 . 5  - S e j a  A u m a m a t r i z m x  n t a l  que o  p o s t o  d e A  = m .  Um 

c o n j u n t o  de  m v e t o r e s  co luna  a  de A l i n e a r m e n t e  i n d e  
j - 

penden tes  ( L I ) ,  denomina-se base  de A .  Os v e t o r e s  a i  
r) 

que formam a  base  denominam-se v e t o r e s  b á s i c o s  de  A .  

11 .2 .6  - No ( P P L )  formado por  ( I ) ,  ( 2 )  e  ( 3 )  a s  m componentes 

de  x c o r r e s p o n d e n t e s  aos  v e t o r e s  b á s i c o s  denominam-se 

v a r i á v e i s  b á s i c a s  - (VB) e  a s  o u t r a s  ( n  - m )  componentes 

s ã o  a s  v a r i á v e i s  n ã o - b á s i c a s .  - Anulando a s  ( n  - m) va - 
r i á v e i s  n ã o - b á s i c a s ,  te remos  u m  s i s t e m a  compat?vel e  

d e t e r m i n a d o ,  formado de  m equações e  m i n c ó g n i t a s .  Re - 

so lvendo  e s t e  s i s t e m a  te remos  uma - s o l u ç ã o  b ã s i  c a .  

1 1 . 2 . 7  - Uma s o l u ç ã o  b á s i c a  onde a s  ( V B )  s ão  n ã o - n e g a t i v a s ,  de  - 
nominamos s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l .  

1 1 . 2 . 8  - Uma s o l u ç ã o  b á s i c a  é c o n s i d e r a d a  degenerada  s e  p e l o  me - 

nos uma ( V B )  f o r  i g u a l  a  z e r o  na s o l u ç ã o  b á s i c a .  



11.3  - Teoremas 

11 .3 .1  - O c o n j u n t o  de  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  de u m  ( P P L )  é convexo.  

Prova : 

Sejam xl  e  x 2  pon tos  de S J x l  >- 0 ,  x 2  > 0 ,  

= b e  A x 2  = b .  

Vamos m o s t r a r  que toda  combinação convexa de d o i s  p o n  
t o s  x l  , x 2  6 S ,  também pertencem a  S .  

( i i )  Como x l  3 O ,  x 2  O ,  u l  B O e  a 2  3 0 ,  temos:  

P o r  ( i )  e  ( i i )  f i c a  demonstrado que toda  combina - 
ção convexa de  u m  p a r  de pontos  de S  também p e r t e n c e  a  S ,  l o g o  

o c o n j u n t o  S  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  é convexo. 

1 1 . 3 . 2  - x é u m  v é r t i c e  do c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  do 

(PPL).+x f o r  s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l .  

Prova : 

( i )  S e j a  x = ( x l ,  x 2 ,  . . . ,  x k ,  O ,  . . . ,  O I T  u m  v é r t i  - 
c e  c u j a s  K p r i m e i r a s  componentes são  p o s i t i v a s .  Vamos 

m o s t r a r  que  a l ,  a 2 ,  . . . , a, s ã o  ( L D ) .  



S u p o n h a m o s  q u e  a l ,  a 2 ,  . . . ,  a k  s ã o  l i n e a r m e n t e  d e  - 
p e n d e n t e s  (LD), e n t ã o  e x i s t e m  e x c a l a r e s  X l ,  X 2 ,  . . .  , h k  n ã o  t o  - 
d a s  n u l a s ,  t a i s  q u e :  

E n t ã o  p o d e m o s  d e f i  n i r  a t r a v é s  d o  v e t o r  

uma d i r e ç ã o  t a l  q u e  p o s s a m o s  g e r a r  d o i s  p o n t o s  d i s t i n t o s ,  

x l  = x + a h  e x  = x  - a X , l o g o  
2  

k . . 
Axl  = A ( x  + a X )  = L a j ( x j  + a h . )  

j = l  J 

~ x ~  = A ( x  - a h )  = Z a  . ( x  - a h  . )  
j = I  J j J 

P a r a  q u e  t e n h a m o s  x l  3 0 ,  i s t o  é, x  + 3 O pa 
j j 

r a  j = 1 ,  . . . , k ,  b a s t a  t e r m o s  : 

X 
j a , <  - -  p a r a  A < O 

j 



O u  s e j a ,  p a r a  x l  z O devemos t e r :  

- X  
j 

- X  
j máximo ( T )  ,< a 4 míliimo(-) 

j , A  .>O j j , h  . < O  lj 
J J 

P a r a  q u e  x2  2 0 ,  i s t o  é, x - a h  > O  p a r a  j = 1 ,  
j j 

2 ,  . . . ,  k ,  t e r e m o s :  

X 
a < -  j p a r a  x > O 

j j 

X 
j p a r a  x < O e  t e r e m o s :  a > -  x ; j 

X 
j 

X 
j máximo (-) c c< 2 minimo (h) 

j , X  . < O  X j  
J 

j , X  . > O  
J j 

Logo x l  3 O e  x 2  3 0 ,  d e s d e  q u e :  

X 
j Ia1 < mTnimo I-! 

j . A  j # o  l j '  

S a t i s f e i t a  a  c o n d i ç ã o  a c i m a ,  d izemos  q u e  x l ,  x 2  C S  

Se  c o n s i d e r a r m o s  a l ,  a 2 ,  . . . , a k  ( L D ) = 3  x p o d e r á  

s e r  o b t i d o  como combinação  convexa  d e  d o i s  p o n t o s  d i s t i n t o s  x , ,  

2 E S ,  o  que  é i m p o s s i v e l  p o i s ,  x  é v é r t i c e  de  S .  Logo, a l  , a 2 ,  

. . . ,  a k  s ã o  ( L I )  e  x é s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l .  

( i i )  S e j a  x  uma s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l .  Suponhamosque  

somen te  a s  k p r i m e i r a s  componentes  s e j a m  p o s i t i v a s .  Lo - 

go s ã o  v a r i á v e i s  b á s i c a s ,  a s  q u a i s  e s t ã o  a s s o c i a d o s  o s  

v e t o r e s  a l ,  a 2 ,  . .., a k  ( L I ) .  

P a r a  m o s t r a r  que  x é u m  v é r t i c e  d e  S ,  b a s t a  mos - 



t r a r  que x  não pode s e r  combinação convexa de d o i s  pon tos  d i s  - 
t i n t o s  xl e  x2 S .  Como s ó  a s  k p r i m e i r a s  componentes de  x s ã o  
p o s i t i v a s ,  i s t o  é,  x ~ + ~  - - . . .  = x = O ,  e  alem d i s s o ,  n 

X 
1  Y j  

= X 
2 , j  

= O pa ra  j = k t l ,  . . . ,  n 

Como x l ,  x2 C. S, t e remos  A x l  = Ax2 = b 

C a  . x  
j 

= b 
i , j  

para i  = 1 , 2  
j = l  

Como a l ,  . . . , a k  s ã o  ( L I ) ,  v e r i f i c a m o s  que a  equa - 
ção acima a d m i t e  uma s o l u ç ã o  i n i c a ,  i s t o  é, x  = 1  ' 2 , j  pa ra  

j = 1 ,  . . ., k ,  O U  s e j a :  

P e l o  f a t o  de a l ,  . . . , a k  serem ( L I ) j x l  3 j  - X ~ , ~ = O  

pa ra  j = 1 ,  2 ,  . . . ,  k x  = x 
1  , j  2 , j  

Como não ex i s t em d o i s  pon tos  d i s t i n t o s  dos q u a i s  s e  
possa s e r  combinação convexa ,  e n t ã o  x  é u m  v é r t i c e .  

1 1 . 3 . 3  - O c o n j u n t o  S de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  tem um numero f i n i t o  
de pon tos  e x t r e m o s :  

Prova : -- 

Consideremos o  ( P P L )  d e f i n i d o  por ( I ) ,  ( 2 )  e  ( 3 ) ,  

onde A é uma m a t r i z  m x  n e  o  pos to  ( A )  = m .  

n Dos n v e t o r e s  co luna  a  e x i s t e m  no mãximo (,) con 
j - 

j u n t o s  de m v e t o r e s  ( L I ) ,  o  que s i g n i f i c a  no ; mãximo 
(i) s o l u ç õ e s  b á s i c a s .  Como a s  s o l u ç õ e s  b á s i c a s  v i á v e i s  
s ã o  u m  s u b c o n j u n t o  das  s o l u ç õ e s  b á s i c a s ,  e x i s t e m  no mã - 
ximo (i) s o l u ç ó e s  b á s i c a s  v i á v e i s ,  ou s e j a  v é r t i c e s  de 



1 1 . 4  - ~ o l u ç ã o  do Problema do C u s t o  F ixo  em Casos E s p e c i a i s  

Sob c e r t a s  cond ições  é p o s s l v e l  r e d u z i r  o  ( P C F )  em 

u m  ( P P L ) .  Em p a r t i c u l a r ,  s e  t o d o s  os c u s t o s  f i x o s  forem i g u a i s  

e  não-nega t ivos  ( i s t o  é, k j  = k > O ) ,  teremos. o  s e g u i n t e  t e o r e  - 

n n 
11 .4 .1  - S e j a  fl = C c . x  + k C 6 ( x . )  com k > O 

j = 1  J j j = l  J 

Suponhamos que o v e t o r  b t R~ s e j a  não-deqenerado,  

i s t o  é, não p e r t e n c e  a o  subespaço  de  dimensão menor que rn g e r a  

do p e l o s  a l ,  a * ,  .. ., a,.  Então e x i s t e  um v é r t i c e  2 C X com exa - 
A 

t amente  m componentes ,  t a i s  que fl e  f l l  assumem u m  mínimo em x 
com m componentes que  minimiza f l l  também minimiza f l .  

P rova :  -- 
n - 

S e j a  x C. S ,  t a l  que C a . x  = b ,  m < n .  Como b e  
j = l  J j 

não-de e n e r a d o d x  tem p e l o  menos m componentes d i s t i n t a s  de ze  a - . . 
r0 C B ( x . )  = k 2 m ,  onde k é o  número de componentes de x 

j = 1  J 

d i s t i n t a s  de z e r o .  Logo 
n 

min fl ( x )  > min f l l ( x )  + k rnin C 6 ( x j )  > rnin fl ( x )  + km ( 1 )  
XES XGS XGS j = l  1  

Sabemos da programação l i n e a r  que sob a  h i p ó t e s e  de 

n ã o - d e g e n e r ê n c i a ,  e x i s t e  u m  ponto i? & S com exa tamen te  m compo - 

n e n t e s  p o s i t i v a s ,  onde f l l  assume o  m i n i m o , e  a  função  fl assume 

o  v a l o r ,  

De ( I ) ,  temos:  

fl ( ? )  = f l l  ( 2 )  + km b m i n  fl  ( x )  > m i n  f l l  ( x )  + km = f l l  ( 2 )  + km 
x c s  x e s  



!J ( i )  = m i n  g ( x )  
x e s  

Ouando k .  v a r i a  com j, t e r e m o s  o  t e o r e m a  a  s e g u i r  
J 

n . . 
# 

1 1 . 4 . 2  - A f u n ç ã o  g  = 1 c . x  + k 6 ( x j )  e  m i n i m i z a d a  
J j j 

num 
j = 1  

v é r t i c e  de  um c o n j u n t o  c o n v e x o  S = 1 x 1  Ax = b ,  x  5 0 1  

de s o l u ç õ e s  v i á v e i s .  

Suponhamos que : 

n  
i n f  Z c . x  + k G ( x j )  = p > - 
XGS j = l  J j j 

Se k j  3 O ,  j = 1,  2 ,  . . . , n,  e x i s t e  um v é r t i c e  

i? E X ,  t a l  q u e :  

P r o v a  : 

S e j a ,  @ , ( x )  = Z C .X  
j = l  J j 

g 2 ( x )  = k j  " x . ) .  Então,, 
j = l  J 

P r o v a r e m o s  o  t e o r e m a ,  m o s t r a n d o  q u e  p a r a  c a d a  p o n  

t o  x  C S, e x i s t e  um p o n t o  e x t r e m o  x *  p e r t e n c e n t e  a o  c o n j u n t o  E 

d e  p o n t o s  e x t r e m o s ,  t a l  q u e :  

c o n s e q u e n t e m e n t e ,  

i n f  @ ( x )  = m i n  fl ( x )  
xES xcE  



S e j a  x  um p o n t o  a r b i t r ã r i o  q u e  n ã o  s e j a  um p o n t o  

e x t r e m o  d e  S ,  e n t ã o  x p o d e  s e r  e s c r i t o  como c o m b i n a ç ã o  c o n v e x a  

d o s  p o n t o s  5 c S  e ri G S .  

F a ç a m o s ,  

R e p r e s e n t a n d o  a  j - é s i m a  c o m p o n e n t e  d e  x ( A )  P o r  

x j ( h ) ,  t e r e m o s :  

P o r t a n t o ,  x ( ~ )  E S  p a r a  t o d o  X t a l  q u e  x . ( A )  2 0 ,  J 
j = 1 ,  2 ,  ..., n .  C o n s e q u e n t e m e n t e  x ( X )  C S  p a r a  t o d o  

h  > 0 3 5  3 r i j .  Da mesma f o r m a  x ( h )  C S  p a r a  t o d o  
j 

X < o = / < .  .< ll 
J j '  

S e j a  A = { X l x ( X ) G  S ,  l i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e  o u  i n  - 

f e r i o r m e n t e ) .  A s s u m i m o s  sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e  q u e ;  

- < i n f  X 
XGA 

S e j a ,  



A = i n f  h < O - 
hG A 

Se A f o r  i l i m i t a d o  e  X = t e r emos :  

x.(h) > O  para  - h < h < X  e  
J 

j = 1 ,  2 >  . . e 3  n 

Mostraremos agora  que para  

h < h < h, x.(h) 5 O s e  xj(ho) 0. - J 

Suponhamos que x .(ho) = o, i s t o  é 
3 

Como O c h0 1 ,  a equação acima 2 s a t i s f e i t a = }  

' j = O e  qj = O. P o r t a n t o ,  

x.(h) = + h(<j - Q.) = O para  h < h < T J j J - 

Suponhamos agora  x .(h) > O. Se c j  # qj, t e remos  de 
J 

( 5 )  que x .(h) é uma função  e s t r i t a m e n t e  monõtona. Consequente 
J - 

mente - h < Ao < X e  a  i g u a l d a d e  ( 7 )  e s a t i s f e i t a  somente quando 
xj(h) > O para  - h < h < h. P o r  o u t r o  l a d o  s e  5 = qj, de (5) t e  

j - 
remos : 

Pela  1  i n e a r i d a d e  da função  x . ( h )  e  o  f a t o  
J 

de  

x(X) S para h < - h, e x i s t e  um i n t e r v a l o  jO, t a l  que x (ho)>O, 
jo 

f. e  x (Ao) < O para  h c A. Como a  função  x e  c o n t i n u a  e  
jo jo 

x .(h) b 0 ,  g a r a n t e  que  
J 



Resumindo os r e s u l t a d o s ,  te remos  que q u a l q u e r  com - 
ponente  nu la  de x ( h o )  é uma componente nula  de x ( h ) ,  -. enquanto  

x ( h )  - tem p e l o  menos uma componente p a r a  a q u a l  a  componente c o r  - 
r e s p o n d e n t e  em x ( h o )  5 p o s i t i v a .  Logo x ( h )  - E S .  

Se X rn, c o n s i d e r a ç õ e s  semelhan tes  mostram que  o 

v e t o r  x ( h )  tem n o  minimo uma componente nu la  a  mais que x ( h o )  e  
x  ( X )  E X . 

Lembramos que;  

fll ( x )  = ( 3 . x  
j = l  i i  

d 

e  c l a r o  que 

g 2  ( x )  = C B .  q x . )  
j = l  J J 

para  todo  X h A o ,  d e s d e  que,  para - X < h  < h, x i ( h )  é z e r o  ou p o  - 
s i t i v o ,  dependendo de  x i ( h 0 )  s e r  nu lo  ou p o s i t i v o .  

Observando que X ( A )  é uma função  l i n e a r  de h ,  

segue  que s e  X é f i n i t o ,  

Se X = a, e n t ã o  ( 2 )  deve  s e r  s a t i s f e i r a .  Neste c a s o ,  a  r e l a ç ã o  

r x  (L)] > !J1 [ x ( h 0 ) ]  imp l i ca  que kJ1 [ x ( A ) ] +  - quando 
1 - 

h  + m ,  V i s t o  que e  l i n e a r .  

I s t o  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  de que i n f  g ( x )  > - 
XéS 



A t r a v é s  d a s  d e s i g u a l d a d e s  d e  ( 9 )  a ( 1 3 )  v e m o s  q u e  
e x i s t e  um p o n t o  x '  C S p a r a  o q u a l  

o n d e  x '  t e m  p e l o  m e n o s  uma c o m p o n e n t e  n u l a  a m a i s  q u e  x .  
- 

( s e  
x = a ,  e n t ã o  x '  = x ( h ) ;  s e  X < a ,  e n t ã o  x '  s e r ã  um d o s  d o i s  v g  

t o r e s  x ( X ) ,  - x ( X ) ) .  S e  x V f r  um p o n t o  e x t r e m o ,  ( 2 )  e s t á  p r o v a d o ,  
P o r  o u t r o  l a d o ,  numa i t e r a ç ã o  s u b s t i t u i r m o s  x  p o r  x ' ,  t e r e m o s  
um n o v o  p o n t o  x "  t a l  q u e ,  

o n d e  x "  tem p e l o  m e n o s  uma c o m p o n e n t e  n u l a  a  m a i s  q u e  x 1  , E c l a  - 
r o  q u e  a p ó s  q u a n d o  m u i t o  n  c o n s t r u ç õ e s  d e s t e  t i p o  t e r e m o s  um 
p o n t o  x "  s a t i s f a z e n d o  ( 2 ) .  



C A P ~ T U L O  111 

METODOS EXATOS 

Neste  c a p y t u l o  descreveremos  a l g u n s  métodos e x a t o s  

como o  de Branch e  Bound, Decomposição de Benders .  

111.1 - Formulação d o  Problema de Expansão de Redes 

A fo rmulação  do problema de expansão de  r e d e s  que 

a p r e s e n t a r e m o s  é uma v e r s a 0  d o  problema g e r a l  do c u s t o  f i x o .  Es - 
t a  fo rmulação  sob  c o n d i ç õ e s  e s p e c i a i s  poderá s e r  r e d u z i d o  a  u m  
problema de  t r a n s p o r t e  com c u s t o  f i x o  como s e g u e .  

S e j a  R e  uma r e d e  e x i s t e n t e ,  d e f i n i d a  por  ( N , A ,  y e )  
onde N e  A s ã o  c o n j u n t o s  de  nõs e  a r c o s  r e s p e c t i v a m e n t e ,  . e  

y e  E R m  é o  v e t o r  de c a p a c i d a d e s  dos a r c o s  n o  inicio do p lano  ho - 

r i z o n t a l  . 

S e j a  R d e f i n i d a  por ( N , A ,  Y )  uma expansão  da r e d e  R e ,  e n t ã o  
e  Y > , Y .  

O problema poderá s e r  fomulado matemat icamente  como 

segue :  

minimizar  z  = 
e  Z f i j  . 6 i j  + c i j ( Y i j  - Y .  . )  -i- t x 

( i ,  j ) C A  1 J  i j  i j  

s u j e i t o  a :  



onde,  

N = { I ,  2 ,  . . . ,  n l  e o  c o n j u n t o  de nõs 

P i ,  i  N o  f l u x o  r e q u e r i d o  que s e r á  p o s i t i v o  s e  e x i s t i r  de - 

manda, n e g a t i v o  s e  e x i s t i r  d i s p o n i b i l i d a d e  e  z e r o  s e  i  f o r  

u m  nó de embarque ( m e r c a d o r i a s )  

A = ( i , )  i , j  E N e  i  j ) ,  é o c o n j u n t o  de a r c o s  com c a r d i  - 
n a l i d a d e  m 4 n ( n - 1 ) / 2 .  

( i )  = { j  N ( i , )  € A ou ( j , i )  6 A) é o  c o n j u n t o  de t o d o s  os 

nós a d j a c e n t e s  ao nó i c  N .  

R é o  c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  do problema.  

Para todo  ( i  , j )  C A t e remos :  

- f l u x o s :  x i j  E R com a s  s e g u i n t e s  convenções :  

x i j  < O , f l u x o  de j pa ra  i  

x  > O , f l u x o  de i  pa ra  j i j  

- c a p a c i d a d e s  e x i s t e n t e s :  e  Y i j  E R+ 

- c a p a c i d a d e s  f i n a i s :  Y i j  E R+ 

- c u s t o s  por  unidade  de t r a n s p o r t e :  t i j  C. R' 

- c u s t o s  de expansão 

# - 
onde c i j  e  o  c u s t o  u n i t á r i o  e  f i j  e o  c u s t o  f i x o .  

- 6 i j  c { 0 , 1 )  5 uma v a r i á v e l  b i v a l e n t e  



d 

I P I  e  um problema não l i n e a r  com 4m t n r e s t r i ç õ e s  e 3m v a r i á  - 
C 

v e i s ,  e  possTvei  t r a n s f o r m á - l o  em u m  problema de programação 
l i n e a r  i n t e i r a  m i s t a .  

As v a r i á v e i s  x i j  não tem r e s t r i ç õ e s  nos s i n a i s ,  en - - 
t ã o  poderão s e r  s u b s t i t u 7 d a s  por 2m v a r i á v e i s  xi e  x que pode 

i j i  j - 

r ã o  s e r  n ã o - n e g a t i v a s  como segue .  

111 .1 .1  - P r o p o s i ç ã o  

- 
As v a r i á v e i s  x i j  e  x  nunca e s t a r ã o  na mesma b a s e .  i  j 

Prova:  
S e j a  ~ ( t j  uma base  para  IPlna t - é s ima  i t e r a ç ã o .  

Suponhamos por absurdo  que d o i s  v e t o r e s  co luna  
t + - 

6 ( t )  e  ~ ' ( t ) ,  c o r r e s p o n d e n t e s  aos  c o e f i c i e n t e s  de x i j  e  x i j  e s  - 
+ t ã o  sempre na mesma b a s e .  P o r t a n t o ,  6 ( t )  = - B - ( - t ) ,  i s t o  6 ,  e  

l e s  s ã o  l i n e a r m e n t e  d e p e n d e n t e s ,  logo  Det I y(.t)  1 = O e  y ( t )  não - 
e  uma b a s e .  

S e j a ,  

4 = 1 f i j  . 6 i j  + c i j ( Y i j  - Y e . )  
(.i A )cA 1 J 

z 1 = $ +  C I x i j I  
( i  , j ) E A  

+ - 
z 2 = $ +  C t i j  ( x i j  + x i j ) ,  e n t ã o :  

( i ,  j ) cA 

min z, = min z 2  
R R 



P r o v a :  -- 
Da p r o p o s i ç a o  1 ,  em q u a l q u e r  i t e r a ç ã o  t e m o s :  

e n t ã o  

t - 
Desde  q u e  s o m e n t e  x i j  ou x i j  e s t a r á  em ' q u a l  q u e r  ba - 

s e ,  podemos  s u b s t i t u i r  na f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  

m i n  z, = min x 2  
R R 

4- - 
O b s e r v a m o s  q u e  o  f a t o  d e  t e r m o s  x i j  = - x i j  Y s i g n i  - 

f i c a  q u e  o  f l u x o  s o b r e  ( i , j )  v a i  d e  j p a r a  i .  

Usando o  f a t o  d e  t i j  > 0, p a r a  V ( i , j )  E A ,  é p o s s i  - 

v e l  s u b s t i t u i r  a  r e s t r i ç ã o  

bijl < y i j  p a r a  V ( i , j )  C A 



e  podemos r e e s c r e v e r  o problema I P 1 ,  como s e g u e :  

e  min imiza r  z = Hij 'ij  + c i j ( Y i j - Y .  . ) s t .  & ( x  -I- + x i j )  
( i  , j )EA I J  I J  i j  

s u j e i t o  a :  
. . -I- - -I- - 

C ('i j - x i  j ) - ( x j i  - x j i ) = P i ,  p a r a  Y i C N  
) 

para  4 ( i , j )  G A 

Temos a g o r a ,  u m  problema de programação i n t e i r a  mis - 
t a  com 5m v a r i á v e i s  e  3m + n r e s t r i ç õ e s .  

d 

E i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que sob c i r c u n s t â n c i a s  e s p e  - 
c i a i s  o problema I P I  s e  r eduz  a u m  problema de t r a n s p o r t e  com 

c u s t o  f i x o .  

111 .1 .3  - P r o p o s i ç ã o  
e  Se Y i j  = O pa ra  Y - ( i , j )  A ,  uma s o l u ç ã o  Õtima pa ra  

o  problema I P I  s e r á  a t i n g i d o  em Ix* I = Y i  para  V ( i  , j )  E A .  Ver 
i  j 1 j 

demonst ração  na r e f e r ê n c i a  ( ) .  

Usando a  p r o p o s i ~ ã o  ac ima ,  e  possFvei  mudar o  p r g  
blema I P I  p a ra  u m  problema de t r a n s p o r t e  com c u s t o  f i x o .  



minimiza r  z = 
-I- 

f i j  + ( c i j  + t i j )  (.Xij + X i j )  
( i ,  j ) G A  

s u j e i t o  a :  

111.2 - Método de Branch e Bound 

Descreveremos o  método que s e r á  usado pa ra  encon - 
t r a r  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  Ótimo i n i c i a l  pa ra  o  problema,  que con - 

s i s t i r á  em r e s o l v e r  o problema I P I  como u m  problema l i n e a r  o r d l  - 

n á r i o .  E m  s e g u i d a ,  a  s o l u ç ã o  ó t ima s e r á  t r o c a d a  por  uma s o l u ç ã o  

i n t e i r a  v i á v e l  pa ra  l P l  da s e g u i n t e  manei ra :  

- s e  6* > 0 ,  e n t ã o  t r o c a - s e  o  seu v a l o r  p o r  
1 j 

- r e c a l c u l e  o  v a l o r  da função  o b j e t i v o  que s e r á  usado como l i m i  - 
t e  i n f e r i o r  i n i c i a l  ZB 

111 .2 .1  - Escolha  d a s  v a r i ã v e i s  para  a s  r a m i f i c a ç õ e s  

- a  i d é i a  é t e n t a r  t r o c a r  uma s o l u ç ã o  i n v i á v e l  pa ra  uma s o l u ç ã o  

i n t e i r a  v i á v e l .  Escolhemos a  v a r i á v e l  6 t a l  que:  
P9 

I s t o  6 ,  a  v a r i á v e l  com a  menor p a r t e  f r a c i o n a l  p e r  

t o  do seu l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o .  



- escolha a variável associada ao ramo que tem a 

maior sobre carga, isto ê :  

3 Ypq - ye = máximo e 
6 ~ q  ~q + o 'i j 

- escolha a variável 6 que tem o menor custo de 
P4 

participação no valor da função objetivo, relacionado ao proble - 
ma conthuo associado ao 1 P 1 . 
1 1 1 . 2 . 2 .  - Entre as estratégias escolhidas para o sub-problema 

foram feitos os seguintes testes: 

- "LIFO" A ideia 6 sempre ramificar o problema ativo mais novo 
criado pela ramificação [.last - in - first-out). Este 

controle tem a vantagem de que para muitos problemas 

é requerido o mhimo de armazenagem de c~lculos. 

- "LAND e D O E "  Este programa faz a ramificação do problema 

limitado, que tem o menor limite atual. 

- Melhor Projeção - A regra é escolher dentre todos os n6s can - 
didatos para resolver o subproblema a seguir, o nó pa - 
ra o qual i é um mínimo onde: k 

z = valor da função objetivo associado a solução de I P  I como um 
O 

problema linear comum 

zk = valor da função objetivo associado a uma solução inteira vi - 
ave1 usada como um limite inferior. 

sk = soma de inteiros inviáveis no nó k 



111.3. - ~étodo de Decompoçição de Benders 

Em 1962, Benders (-2) mostrou que um problema 

de Programação Inteira Mista (PPIM] pode ser formulado como um 

Problema de Programação Inteira CPPI). O algorftimo é baseado 

na resolução sucessiva de um (PPL) e um CPPI). 

111.2.1. - Formulação de um [PPIM] como um (PPI) 

Seja o CPPIM], 

minimizar z = cx + dy (-1 1 1 
sujeito a : Ax + dy 

Problema I 
x 1 - O e inteiro (3) 

Y 2 0  

Tomemos x = 2, satisfazendo (3) e substituindo 

no problema I, teremos: 

minimizar z = cz + dy 

sujeito a: AF + Dy 2 - b 

Y 2  0 

que é um (PPL). Como c: $ uma vostante, teremos 

minimizar dy 

sujeito a: Dy 2 b - AX Problema 11 

Tomemos o dual do problema 11, 

maximar u(b - Ax) C8 1 

sujeito a: 1 Problema I11 

UD - d 69 1 
u 2 0  - C101 

Seja U o conjunto de restrições do Problema I11 

isto G: 



que 5 p o l i t o p o  convexo,  e os v a l o r e s  de u s ã o  i n d e p e n d e n t e s  de  x. 

Denominaresmos u P  os  pontos  ex t remos  de U ,  para  

p = 1 ,  2 ,  . . . ,  P e  v S  os  r a i o s  v e t o r e s  de U p a r a  D = 1 , 2  ,..., S .  

Da maneira  como d e f i n i m o s  U i m p l i c a  na e x i s t e n c i a  de p e l o  menos 

u m  v é r t i c e ,  p o i s  u 3 0 .  

Observações :  

i )  Se n o  problema 111,  U = @ ,  e n t ã o  os problemas TI e TTI s e  - 

r ã o  i  1 i m i t a d o s  ou não a d m i t i r ã o  s o l u g õ e s  v i á v e i s .  

i i )  Se o  problema I11  a d m i t i r  s o l u ç ã o  l i m i t a d a ,  e n t x o ,  p e l o  me - 
nos uma s e r 5  v ê r t i c e  u P  de U .  

i i i )  Se o  problema TI1 a d m i t i r  s o l u ç ã o  i l i m i t a d a  pa ra  um c e r t o  

x = x ,  i s t o  6 ,  s e  e x i s t i r  p e l o m e n o s  u m  r a i o v e t o r  v s  t a l  

que v S ( b  - A x )  > 0 ,  e n t ã o  o  problema I1 não t e r 5  s o l u ç ã o  

pa ra  x = X ou o  problema I  não a d m i t i r a  2 como s o l u ç ã o  v i á  - 
vel  . 

Se U # @ ,  o  problema I11  poder: s e r  t r a n s f o r m a d o  em 

u m  o u t r o  problema,  

maximizar u P ( b  - Ax) 
p = l , Z ,  . . . ,  P 

s u j e i t o  a :  

v S ( b  - A x )  4 O ( S .  1 ,  2 ,  . . . ,  5 )  (-12) 

x >, O e i n t e i r o  (-13) 

Podemos r e e s c r e v e r  o problema I na forma:  



minimizar C cx + mhimo dy) 
Y 

sujeito a: 

x 2 - O e inteiro 

Quando o problema I11 

mhimo de dy será igual ao maximo de u 

tiver solução  limitada,^ 

Cb - Ax), logo o problema I 

poderã ser escrito na forma: 

minimizar C cx + mãximo P u (b - Ax]) 
X p = 1 , 2 , w , P  

sujeito a: 
vS (b - Ax) 4 - 0 (.s = 1,2, ... ? s )  

Fazendo Z = cx + maximo k' u [b - Axl, teremos: 
p=l,S,.*., P 

e o (PPIM)- serâ equivalente ao (-pPIM)., 

minimizar Z 
n 

sujeito a: 

P Z 1. - cx + u (b - Ax] p = l , Z , . , P  (15j IV 

S v (b - Ax). O (s=l,2,.,.,S) (16) 

X L O  - e inteiro (17) I 
Ao resolvermos o problema acima obteremos uma 

solução x*, substituindo no problema I1 obteremos y*. O par(x*,y*) 

será a solução Òtima do problema I. 

A ideia desenvolvida por Benders 6 encontrar a 

solução do problema IV sem ter que trabalhar com todas as restri - - 

ções. O problema será relado da seguinte maneira:em cada iteração - a 



d i c i o n a r e m o s  uma r e s t r i ç ã o  do  t i p o  ( 1 5 )  ou ( 1 6 ) .  E s t e  p r o b l e m a  

r e l a x a d o  d a r á  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  e  o  p r o b l e m a  I 1 6  u m  l i m i t e  s u p e  - 
r i o r  p a r a  o  p r o b l e m a  I .  

O p r o b l e m a  IV r e l a x a d o  é da  f o r m a ,  

m i  n imi  z a r  Z ,  
' 7 

s u j e i t o  a :  
P Z b c x  + u ( b  - Ax) 

p  = 1 , 2 , .  . . , P 1  4 P 

vS ( b  - Ax) 6 0  

s  = 1 , 2 ,  . . . ,  S '  .< S 

x 3 O  e  i n t e i r o  

P r o b l e m a  V 

1 1 1 . 2 . 2  - A l g o r ? t m o  d e  B e n d e r s  

P a s s o  1 :  E s c o l h e r  u m  v e t o r  i n t e i r o  n ã o - n e g a t i v o  T? p a r a  x .  F a z e r  

z S U P  ( z i n f )  a r b i t r a r i a m e n t e  g r a n d e  ( p e q u e n o ) .  V2 p a r a  o  
p a s s o  s e g u i n t e .  

P a s s o  2 :  R e s o l v e r  o  p r o b l e m a  111 p a r a  x  = 1. S e  e s t e  n ã o  a d m i t i r  

s o l u ç ã o  v i á v e l ,  p a r e ;  p o i s  o  p r o b l e m a  I  s e r á  i l i m i t a d o  

ou v a z i o .  Caso  c o n t r á r i o  p o d e r e m o s  t e r :  

P 2 . 1  - Uma s o l u ç ã o  l i m i t a d a  u ( v é r t i c e ) .  Daremos a  zSUP 

o  v a l o r  cY + u P ( b  - Ax) , s e m p r e  q u e  o  v a l o r  q u e  

e s t a v a  em Z S U P  s e j a  m a i o r  q u e  e s t e .  Vá p a r a  o  P a s  - 

s o  3 . 1  

2 . 2  - S o l u ç ã o  i l i m i t a d a ,  f o r n e c e n d o  u m  u P  e  u m  v S .  Vá 
p a r a  o  P a s s o  3 . 2  

P a s s o  3:  3 . 1  - A c r e s c e n t a r  a o  p r o b l e m a  V uma r e s t r i ç ã o  d o  t i p o  
7 

P Z > c x  + u ( b  - A x ) .  Vá p a r a  o  P a s s o  4 .  

3 . 2  - A c r e s c e n t a r  a o  p r o b l e m a  V uma r e s t r i ç ã o  d o  t i p o  

v S ( b  - Ax) i O .  Vá p a r a  o  P a s s o  4 .  

P a s s o  4 :  S e  o  p r o b l e m a  V n ã o  a d m i t i r  s o l u ç ã o  v i á v e l ,  p a r e ,  p o i s  -- 
o  p r o b l e m a  I  n ã o  tem s o l u ç ã o .  

Caso  c o n t r á r i o  f a z e m o s  Z i n f  i g u a l  a o  v a l o r  d e  Z o b t i d o  



n e s t a  i t e r a ç ã o  q u a n d o  r e s o l v e m o s  o  p r o b l e m a  V .  Vá p a r a  
o  P a s s o  5 .  

P a s s o  5 :  S e  Z  - i n f  < z S U P ,  v á  p a r a  o P a s s 2 ,  f a z e n d o  x = F, o b t i d o  
n o  P a s s o  4 ,  i s t o  é,  o  ó t i m o  d o  p r o b l e m a  V .  S e  Z i n f  - - 

- - z S U P ,  o  v a l o r  d e  Y o b t i d o  n o  P a s s o  4  é l e v a d o  a o  p r g  
b l e m a  11 ,  q u e  a o  s e r  r e s o l v i d o  n o s  f o r n e c e r á  7. O p a r  
(T, 7) é s o l u g ã o  Õ t i m a  d o  p r o b l e m a .  O v a l o r  d a  f u n ç ã o  
o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  I s e r á ,  cX t ky = z i n f  = ,  SUP 

1 1 1 . 2 . 3  Uma a p l i c a ç ã o  p a r a  o  P r o b l e m a  d e  I n s t a l a ç ã o  d e  ~ s b r i c a s  

s u j e i t o  a :  n 
nij j n i y i  ( j  = 1 , Z  , . . . , m )  

j = 1  
m 
C x i j = 1  (i = 1 , 2 , . .  . , r , )  

i = l  x i j  2 0  p a r a  V i ,  j 
! 

Yi = 0 0 u 1  ( i = 1 , 2 , .  
o n d e ,  

k i  = c u s t o  f i x o  p a r a  i n s t a l a r  a  f á b r i c a  i 

c i j =  c u s t o  d e  t r a n s p o r t e  p o r  u n i d a d e  d o  p r o d u t o  ( c i j  > O )  

x - f r a ç ã o  d e  d e m a n d a  s a t i s f e i t a  p e l a  f ã b r i c a  i a o  c o n s u m i d o r  j i j- 

n  = n ú m e r o  d e  c o n s u m i d o r e s  a t e n d i d o s  p e l a  f á b r i c a  i .  i 

m = n ú m e r o  d e  f á b r i c a s  

n = n ú m e r o  d e  c o n s u m i d o r e s .  

O b s e r v a m o s  q u e  p a r a  a v a r i á v e l  y b i v a l e n t e ,  o  p r g  
4 

b l e m a  I '  e  r e d u z i d o  a  u m  ( P P L )  p o i s ,  

m 
L k i y i  é uma c o n s t a n t e .  

i = l  



m n 
minimizar gl C x.. 

ij ij 

sujeito a: n 
C x -n.y j=l ij l i '  (i = l,.-s, m) 

m í Problema 11' C x = 1 ,  (.j = 1, ..., n) i=l ij 

> O para ~r i, j xij I 
Tomemos o dual do problema TI', 

sujeito a: 

v - u  < 
j i 'i j 

u > O  i 

Vj qualquer ! Problema I11 ' 

Seja U o conjunto de restrições do Problema 111' 

isto é:  

U = (ul, . a o ,  um, vl, e ,vnl 1 vj para Y ij e - Ui 'ij 

u. > O (-i = 1, ..., m]) independentes de x com P pontos extremos 
1 = 

P P (S raios vetores) com componentes (ui,vj) e (u: ,v?) respectiva- 
J 

mente. 

O CPPIM) sera equivalente ao (PPI), 

minimizar Z \ 

(p = 1, 2 ,  , Pl \ Problema IV' 

Y i = O o u  1, 4 i = 1 , 2  , . . .  , m )  I 



111 .3 .4  - Solução  do Problema Dual 

Para  a  v a r i ã v e l  y  b i v a l e n t e  (y  # O ) ,  o  problema 1 1 '  

s e r á  r e s o l v i d o  por  i n s p e ç ã o .  E m  p a r t i c u l a r  quando y i  = 1 ,  a  f á  - 
b r i c a  i  s e r 5  i n s t a l a d a  e  poderá a t e n d e r  cada um dos n consumido - 

r e s .  Como c i j  > O e  nada s e r á  t r a n s p o r t a d o  d e  uma f á b r i c a  não 

i n s t a l a d a  ( y i  = O),  uma s o l u ç ã o  Ótima s e r á ,  a t e n d e r  cada consumi - 

dor  j da f á b r i c a  i ( j )  com menor c u s t o  de t r a n s p o r t e .  

S e j a ,  

Uma s o l u ç ã o  Ótima p a r a  o  problema I I ' ,  s e r á :  

x = O para  ( j  = 1 ,  . . . ,  n )  
i  Li 

onde ,  

Pa ra  o b t e r  a  s o l u ç ã o  d o  dual  c o r r e s p o n d e n t e ,  temos 

da t e o r i a  d a s  f o l g a s  complementares  que:  

S u b s t i t u i n d o  ( 3 )  no problema 111 '  e  observando que 

y i  = 1  s e  i  I  e  y i  = O c a s o  c o n t r á r i o ,  teremos u m  problema - e  

q u i v a l e n t e .  

maximi z a r  C Li 1 > i  t u  
i  (.i ) - C n . i i . y  

j= 1 i =  1 I I i 

s u j e i t o  a :  



n n 
maximi z a r  z c i  ( j )  , - C n.u  

j=1 c j = ' 1  U i ( . j )  i.J i i 

n - 
Como 

C ' i ( j )  , i  e  c o n s t a n t e ,  podemos r e e s c r e v e r  o  
j= 1  

problema na forma:  

maximizar  C u i  ( j) - C n . u  
j - 1  i  I  1 i  

s u j e i t o  a :  
Problema 

111 '  

pa ra  V i ,  j 

u i  O ( i  = 1 ,  . . . ,  m )  

Para cada j ,  i  ( j )  c o r r e s p o n d e r á  a  alguma f á b r i c a  i ,  

onde i  E I .  Definamos N i  como sendo o nfimero de  vezes  que o  i n d i  - 

c e  i  é um i ( j ) ,  e n t ã o :  

O problema 111 '  poderá s e r  r e e s c r i t o ,  

maximizar  L N i u i  - C n .u  
i  r 1  i  r 1  i i  

s u j e i t o  a :  
- C - - u i  < c i j  i  ( i )  ( i )  



C 
maximizar iEI (.Ni ui - n .  Ui)- 

s u j e i t o  a :  
ui 2 - 'i j + C + u i (-j 1 , j  i (.j 1 

1 - 1 ~ 2 0 ,  ( i ,  ... ,m]. 

maximi zar  C 
iET  (Ni - ni l  ui 

s u j e i t o  a :  

u .  > C - C  + U  
i = i ( . j l  , j  i j  L Cj 1 

i Problema 111' 

Como Ni poderã s e r  o  mâximo n i ,  Ni - n i ,  s e r á  

não-pos i t ivo .  Assim, a  função o b j e t i v o  to rna rá  ui t ã o  pequeno 

quanto p o s s í v e l .  Como u  > O, e só  aumenta o v a l o r  de u i ,  uma 
2 Cj 1- 

solução Ótima para  o  problema 111" e  111' s e r á  u 
i Cj 1 = O para  

V i ( j )  . Então,  pa ra  cada í n d i c e  i ,  ui p r e c i s a r á  s e r  não-negativo 

e u i 2 c  - ' i j  para  cada j  = l , , , .  ,n .  
i ( j  1 , j  

Se f izermos,  mi = máximo ( C 
X j l  , j  

- c  1 i j j = l , . , .  ,n  

pa ra  cada i = 1,. . . ,m, i # l l j l  pa ra  todo j  = i , .  . . , n  uma so lu -  

ção Ótima s e r á :  

u = máximo {O,mil i 

Resumindo e  usando 63) , teremos uma solução Ó t i  - 

ma pa ra  o  problema T I I ' ,  



U 
i  (.i 1 = O e  

u i  = máximo { O ,  m i l  

i = l y  . . . ,  m ,  i  # i ( j )  pa ra  j = l  ,..., n /' 
U m  l i m i t e  s u p e r i o r  pa ra  a  s o l u ç ã o  Otima do problema 

de I n s t a l a ç ã o  de  F á b r i c a s  s e r á  dado p e l o  problema 111" .  

Pe la  t e o r i a  da d u a l i d a d e  podemos e s c r e v e r  

O (PPL) que a p a r e c e  no Passo  2 s e r 5  r e s o l v i d o  por 

i n s p e ç ã o  usando ( 5 ) .  A s o l u ç ã o  Ótima c u j a s  componentes s ã o  

( u i ,  V . )  geram uma d e s i g u a l d a d e  pa ra  o  ( P P I )  no Passo  3 e  u m  l i  
J - 

m i t e  s u p e r i o r  d e f i n i d o  por ( 6 )  ou ( 7 ) .  Reso lv ido  o  ( P P I ) ,  t e r e  
1 

- 
mos uma nova v a r i ã v e l  y b i v a l e n t e  e  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  Z . Quan 

do Z '  = z U ,  te remos  a  s o l u g ã o  Õtima. 



E n t r e  o s  métodos h e u r i s t i c o s  mais e f i c i e n t e s  pode - 
mos c i t a r  os de Wal ke r  e  S t e i n b e r g  ( 1 7 )  que são  f a c i l m e n t e  adap - 
t á v e i s  aos  problemas de g rande  p a r t e .  Nes tes  métodos ,  cada i t e  - 
r a ç ã o  c o n s i s t e  em d e s l o c a r  u m  ponto  extremo para um pon to  e x t r e  - 
mo a d j a c e n t e  como no método Simplex .  Desde que as  r e s t r i ç õ e s  s e  - 
jam l i n e a r e s ,  podemos u s a r  o  método Simplex r e v i s a d o  pa ra  d e t e r  - 
minar  os  pon tos  e x t r e m o s ,  com uma modid icação .  

Antes  d e  descrevermos  e s s e s  mGtodos i n t r o d u z i r e m o s  
a s  s e g u i n t e s  n o t a ç õ e s :  

B = m a t r i z  base  c o r r e n t e  

a  = j -és ima coluna  de  A 
j 

-I 

- X B  - ( x B 1 ,  x B 2 ,  . . . ,  x B m ) T ,  v e t o r  m x 1 formado p e l a s  v a r i á v e i s  
b á s i c a s .  

C~ 
= v e t o r  m x 1  formado pe los  c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  b á s i  -. 

c a s  da função  o b j e t i v o .  

k B  = ( k B l ,  k B 2 ,  . . . , k B m ) T y  v e t o r  m x 1  formado p e l o s  c u s t o s  f i  - 
xos c o r r e s p o n d e n t e s  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s .  

Como em programação 1  i n e a r ,  s e  a  v a r i á v e l  x  
j 

f o r  
e s c o l h i d a  para  e n t r a r  na b a s e ,  a  v a r i á v e l  x B r  que d e i x a  a  b a s e  

s e r á  e s c o l h i d a  como s e g u e :  

Para d e t e r m i n a r  a  v a r i a ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  na fun  - 
ção o b j e t i v o ,  d e f i n i m o s :  



H = { i !  x B i  = O . e  Y i  c 03  

A v a r i a ç ã o  na função  o b j e t i v o  causada  p e l a  t r o c a  

de x B r  por  x na s o l u ç ã o  b á s i c a  s e r á  dada p o r :  
j 

O termo - o j ( z  - C . )  r e p r e s e n t a  o  ac résc imo  pa ra  
J 

a  v a r i a ç ã o  da função  o b j e t i v o ,  devido  a  p a r t e  l i n e a r .  Se todos  

os c u s t o s  f i x o s  forem n u l o s ,  e n t ã o ,  o  v a l o r  do termo acima s e r á  

a  v a r i a ç ã o  da função  o b j e t i v o .  Além d i s s o ,  o v a l o r  da função  o b  - 
j e t i v o  aumentará de k s e  a  v a r i á v e l  x que e n t r a  na b a s e  f o r  

j j 
p o s i t i v a ,  i s t o  é, s e  0 > O .  Se algumas v a r i á v e i s  b á s i c a s  x B i  

j 
forem n u l a s  e  os c o r r e s p o n d e n t e s  y i  j ,  n e g a t i v o s ,  e n t ã o  cada uma 

das:  v a r i á v e i s  x s e r ã o  não-nu las  na s o l u ç ã o  b á s i c a  subsequen B i  - 
t e ,  de modo que o v a l o r  da função  o b j e t i v o  aumentará a d i c i o n a n  - 
do a  soma dos c u s t o s  f i x o s  c o r r e s p o n d e n t e s  ( i s t o  é,  o  termo 

k B i )  Se houver empate na v a r i á v e l  que deve rá  d e i x a r  a  base, 
i cW 
t i r e m o s  mais de uma v a r i á v e l  nula  na s o l u ç ã o  b á s i c a  r e s u l t a n t e ,  

a  s a b e r :  a  v a r i á v e l  b á s i c a  que deixou a  base  e  t o d a s  a s  o u t r a s  

v a r i á v e i s  x B i  cu j a  r a z ã o  

O termo - k B ,  de ( 2 )  r e p r e s e n t a  o  d e c r e s c i m e n t o  c o r r e s p o n  - 
ieV 

d e n t e  na função  o b j e t i v o .  

A p r i m e i r a  f a s e  das  h e u r y s t i c a s  de Wal ker  e  S t e i n  - 
berg c o n s i s t e  em e f e t u a r  a s  i t e r a ç õ e s  semelhan tes  a s  do Método 



Simplex ,  i s t o  é,  em cada i t e r a ç ã o  é e s c o l h i d a  uma v a r i á v e l  x  
j 

que deve rã  e n t r a r  na b a s e ,  c u j o  c  c o r r e s p o n d e n t e  é n e g a t i v o  de 
j 

maneira  que o  v a l o r  da função  o b j e t i v o  dimina em cada i t e r a ç ã o .  
Quando todos  os  c  forem n ã o - n e g a t i v o s  a  s o l u ç ã o  não t e r á  melho 

j - 
r a .  

A p r i n c i p a l  d i f i c u l d a d e  em r e s o l v e r  o  (PCF) e s t á  
no f a t o  de que ,  embora,  u m  ponto ex t remo p a r t i c u l a r  possa  s e r  
uma s o l u ç ã o  melhor  que os s e u s  pon tos  ex t remos  a d j a c e n t e s ,  não 
s e j a  a  s o l u ç ã o  Õtima. Tal ponto extremo s e r á  denominado 
l o c a l  do ( P C F ) .  

1V.B - Descrição das ~ e u r i s t i c a s  

Descreveremos duas h e u r y s t i c a s  de Mal k e r  e  S t e i n  - 
b e r g ,  t o d a s  p a r t i n d o  de uma s o l u ç ã o  Õtima l o c a l .  

Os d o i s  p r i m e i r o s  passos  d a s  h e u r 7 s t i c a s  s ã o :  

Passo 1 :  Achar uma s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l  de 

S =  ( X  I Ax = b ,  x b O }  

Passo  2 :  Achar uma s o l u ç ã o  Õtima l o c a l  do (.PCF) 

I V . l . l  - Heur7st i .ca  de S t e i n b e r g  

Para  c o n t r o l a r  o  número de i t e r a ç õ e s  e f e t u a d a s  a  
pós a  de te rminação  do Õtimo l o c a l ,  devemos e s t i p u l a r  v a l o r e s  pa - 
r a  os pa râmet ros  ao e f io  onde,  

ao = número máximo de  i t e r a ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  a d m i t i d a s  pa ra  en - 
c o n t r a r  u m  novo ponto  extremo com o  v a l o r  de z menor que 

z o  ' 

@o = número máximo de  i t e r a ç õ e s  a d m i t i d a s  nas  q u a i s  o  v a l o r  da 
função  o b j e t i v o  não d i m i n u i u .  

Além d i s s o  de f in imos  d o i s  c o n t a d o r e s ,  u l  e  f i l  que 
indicam r e s p e c t i v a m e n t e  o  número de i t e r a ç õ e s  c o n s e c u t i v a s ,  nas 
q u a i s  o  v a l o r  de zo não ob teve  melhora e  em que o v a l o r  da fun  - 
ção o b j e t i v o  não d i m i n u i u .  



In i c i amos  f azendo  a l  = B1 = O 

Passo  3 :  Achar o  c  que f o r n e c e  o  menor ac résc imo  em z  e i n t r o  
j - 

duza na b a s e ,  o  x c o r r e s p o n d e n t e .  Faça a l  = B1 = 1 e  
j 

vá pa ra  o  Passo  4 .  

Passo 4 :  Escolha  u m  x c u j o  c  c o r r e s p o n d e n t e  s e j a  n e g a t i v o  e  
j j 

i n t r o d u z a  na b a s e .  Denominaremos x l  a  s o l u ç ã o  r e s u l t a n  - 

t e  e  z l  o  v a l o r  da função  o b j e t i v o  e  vá pa ra  o  Passo 5. 

Passo 5 :  Compare z l  com zo 

5.1 s e  z l  < z 0 ,  v o l t e  pa ra  o  Passo 2 

5 .2  s e  z l  = z  o e  x 1  # x O ,  f a ç a  a1 = a1 + 1 .  Se a l  .< ao, 

v o l t e  pa ra  o Passo  4 ;  s e n ã o ,  STOP 

5 . 3  s e  z l  = zo e  x l  = x o ,  f a ç a  a l  
= a l  + 1  e  

B1 = 81 + 1 .  Se o1 o. e  @ I  < B ~ ,  vá p a r a  o  

Passo  6 ;  s e n ã o ,  STOP. 

5 . 4  s e  z l  > z o ,  f a ç a  a l  = a l  + 1 .  Se a l  s a o ,  v o l t e  pa - 

r a  o  Passo  4:  senão  t e r m i n a .  

Passo 6 :  E f e t u a r  B1 i t e r a ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  em cada uma das  va - 
r i á v e i s  que f o r n e c e  o  maior  aumento em z ,  a t e  s e r  i n  

t r o d u z i d a  na b a s e .  Vo l t e  pa ra  o  Passo  4 .  

IV .1 .2  - H e u r 7 s t i c a  I1  de S t e i n b e r g  

A i d é i a  b á s i c a  d e s t a  h e u r i s t i c a  e a c h a r  s u c e s s i v a  - 

mente os pontos  ex t remos  a d j a c e n t e s  pa ra  o  ó t imo l o c a l  xo  com 

o  segundo menor,  t e r c e i r o  menor,  e t c . ,  v a l o r e s  de z e  de cada 

um d e s t e s  pontos  ex t remos  t e n t a r  a c h a r  uma s o l u ç ã o  me lhor .  Espe - - c i f i c a m e n t e ,  ao  e  d e f i n i d o  como na h e u r i s t i c a  a n t e r i o r  e B O  - 
= n - m = numero de v a r i á v e i s  n ã o - b ã s i c a s .  Os c o n t a d o r e s  a l  e  

B 1  s e r ã o  i n i c i a l m e n t e  i g u a i s  a  1 .  

Passo 3 :  I n i c i a r  com o  quadro  c o r r e s p o n d e n t e  a  x o .  Achar o  c j  
d 

que f o r n e c e  o @ l - e s i m o  menor ac résc imo  em z e  i n t r o d u  - 

za o  x c o r r e s p o n d e n t e  na b a s e .  Faça B1 = B1 + 1  e  
j 



s e  B1.<BO + 1 ,  vá p a r a  o  P a s s o  4 ;  s e n ã o ,  STOP. 

P a s s o  4 :  E s c o l h e r  u m  x  c u j o  c  c o r r e s p o n d e n t e  ê n e g a t i v o  e  i n  
j j - 

t r o d u z a  na b a s e .  Denomine a  s o l u ç ã o  r e s u l t a n t e  d e  x l  e  

e  d e  z ,  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  F a ç a  al = al + l e  

s e  a1 < a o ,  v á  p a r a  o  P a s s o  5 .  S e  al  > ao v o l t e  p a r a  o  

P a s s o  2 .  

P a s s o  5 :  Compare z l  com z o .  

5 . 1  s e  z l  > z o ,  v o l t e  p a r a  o  P a s s o  4 

5 . 2  s e  z l  = z o  e  x l  # x o ,  v o l t e  p a r a  o  P a s s o  4 

5 . 3  s e  z l  = z o  e X1  
= x O ,  f a ç a  a l  = 1  e  v o l t e  p a r a  o  

P a s s o  3  

5 . 4  s e  z l  < z o ,  v o l t e  p a r a  o  P a s s o  2 .  

S e  n  2 m e  = n  - m ,  e s t a  h e u r i s t i c a  r e q u e r  mui - 
t o  m a i s  i t e r a ç õ e s  q u e  a  h e u r i s t i c a  a n t e r i o r .  N a t u r a l m e n t e  é p o s  - 
s i v e l  m o d i f i c a r  a  H e u r i s t i c a  11, r e d u z i n d o  o  v a l o r  d e  @ O .  O u t r a  

p o s s i v e l  m o d i f i c a ç ã o  e n v o l v e  a  mudança  d o  P a s s o  3 ,  como s e g u e :  

P a s s o  3  ( a ) :  S e  c ~ ~ / 2 ,  f a ç a  = + 1  e  i n i c i e  com o  q u a  

d r o  c o r r e s p o n d e n t e  a  x o .  
- 

A c h a r  o  c  q u e  f o r n e c e  o  6 , - e s i m o  menor  a c r é s c i m o  
j 

em z  e  i n t r o d u z a  o  x na b a s e  e  vá p a r a  o  P a s s o  4. 
j 

S e  B1 3 e O / 2 ,  vá p a r a  o  P a s s o  3 ( . b ) .  

P a s s o  3 ( b ) .  S e  e1 > f i o ,  STOP; s e n ã o ,  a c h a r  o  c j  q u e  f o r n e c e  o  
4 

(B1 - OO/2  + 1 )  - e s i m o  m a i o r  a c r é s c i m o  em z  e  i n  - 

t r o d u z a  x na b a s e  e  v ã  p a r a  o  P a s s o  4 .  
j 



IV.1.3 - ~ e u r y s t i c a  SWIFT - 1  de Walker 

Es ta  h e u r y s t i c a  é semelhan te  a n t e r i o r ,  a  d i f e r e n  

ça e s t á  no Passo 3  da HeurTs t i ca  1 1 .  As i t e r a ç õ e s  sempre come - 

çam de x O ,  e n t r e t a n t o  na SWIFT-1 a s  i t e r a ç õ e s  podem s e r  i n i c i a  - 
das  de d i f e r e n t e s  ó t imos  l o c a i s .  Após executarmos  os Passos  1  e  

2 ,  SWIFT-1 é d e s c r i t o  por  Walker como s e g u e :  - 

Passo  3 :  F o r ç a r  a  v a r i á v e l  não b á s i c a  c o r r e n t e  que a i n d a  não 

f o i  t e s t a d a ,  a  e n t r a r  na b a s e ,  fo rnecendo  uma nova s o  

l u ç ã o  x l  com v a l o r  da função  o b j e t i v o  z1 3 z o .  

Se t o d a s  a s  v a r i á v e i s  n ã o - b á s i c a s  da s o l u ç ã o  x o  foram 

t e s t a d a s  e  nenhuma fo rneceu  uma melhora t e r m i n a ;  x o  s e  

aprox-imada. Caso c o n t r á r i o  vá p a r a  o  r á  uma s o l u ç ã o  

Passo 4 .  

Passo 4:  I t e r a r  como no 

j n ã o - b á s i c a  e  

Passo  2 a t é  que e ò O pa ra  t o d a  coluna  
j 

te remos  um Ótimo l o c a l  x l  

4 .1  s e  x l  = xo 

Passo  3 .  

, v o l t e  pa ra  a  s o l u ç ã o  xo e  vã pa ra  o 

4 .2  s e  z, < z o ,  temos uma s o l u ç ã o  melhorada .  Reespeci  - 

f i q u e  a  s o l u ç ã o  x o  e  vá pa ra  o Passo  3 .  

4 .3  s e  z ,  3 z o ,  vá pa ra  o  Passo  3 .  

IV.1.4 - ~ e u r y s t i c a  SWIFT-2 de  Walker 

Es ta  h e u r y s t i c a  d i f e r e  da a n t e r i o r  somente no 

so  4 . 3 ,  que é s u b s t i  tuTdo por :  

( -3)  s e  z 2. z o ,  v o l t e  pa ra  a  s o l u ç ã o  x o ,  e  vá pa ra  1  

Passo 3 .  

I .  - ~ é t o d o  Simplex p a r a  [ P C F )  

O a lgory tmo aproximado que segue  denominado 

p lex  do Custo Fixo  porque  conse rva  quase  t o d a s  a s  r e g r a s  de 

c i s ã o  do mêtodo s i m p l e s  de  D a n t z i g ,  levando em c o n s i d e r a ç s o  

Pas - 

o  

Sim - 
de - 

o 



c u s t o  f i x o  a s s o c i a d o  com o  v e t o r  q u e  e n t r a  e  o  v e t o r  q u e  s a i  d a  
b a s e  em c a d a  i t e r a ç ã o .  A d i f e r e n ç a  e s t á  n o  c r i t é r i o  u s a d o  p a r a  
s e l e c i o n a r  o  v e t o r  q u e  e n t r a  na b a s e .  O b s e r v a n d o  a  n ã o - n e g a t i v a  - .  

d e  d a s  v a r i á v e i s  x  o  v e t o r  a  s e r  s e l e c i o n a d o  p a r a  d e i x a r  a  ba 
j ' - 

s e  s e r á  d e t e r m i n a d o  d a  mesma f o r m a  q u e  no m é t o d o  s i m p l e x .  

No a l g o r F t m o  s i m p i e x  do  c u s t o  f i x o ,  o  c r i t é r i o  u s a  - 
d o  p a r a  s e l e c i o n a r  o  v e t o r  q u e  e n t r a  na  b a s e  l e v a  em c o n s i d e r a  - 
ç ã o  a s  v a r i á v e i s  c u s t o  e  c u s t o  f i x o .  Uma v e z  s e l e c i o n a d o  o  v e  - 
t o r  q u e  e n t r a  na b a s ,  o  a l g o r ~ t m o  s e  t r a n s f o r m a  num p r o b l e m a  l i  - 

n e a r  na f o r m a  " s t a n d a r d " .  

D e s c r e v e r e m o s  a  s e g u i r  o s  p a s s o s  do a l g o r T t m o .  

P a s s o  1 :  D e t e r m i n a r  uma s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  p a r a  o  ( P P L ) ,  ig 
n o r a n d o  o s  c u s t o s  f i x o s ;  s e  não  e x i s t i r ,  t e r m i n a  o  p r o  - 
b lema  p o i s  n ã o  e x i s t i r á  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  p a r a  o  

( P C F ) .  

P a s s o  2 :  Com a  s o l u ç ã o  b á s i c a 1  i n i c i a l  o b t i d a  no Pas-so 1 ,  d e t e r  - 
m i n a r  p a r a  c a d a  v e t o r  n ã o - b á s i c o  o  v a l o r  d e  z - c  c o  

j j - 
mo na p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r .  

P a s s o  3 :  P a r a  c a d a  v e t o r  n ã o - b á s i c o ,  d e t e r m i n a r  o  v e t o r  q u e  d e  - 

v e r á  s a i r  d a  b a s e  p a r a  m a n t e r  a  v i a b i l i d a d e  do  v e t o r  
q u e  s e r á  i n t r o d u z i d o  na s o l u ç ã o .  O c r i t e r i o  u s a d o  e :  

o n d e ,  

- 
e  a  i - é s i m a  c o m p o n e n t e  d o  v e t o r  b á s i c o .  

J ' i j  e  a  c o m p o n e n t e  da  l i n h a  i e  a  c o l u n a  j d o  q u a d r o d o  

s i m p l e x .  

P a s s o  4 :  P a r a  c a d a  v e t o r  n ã o - b á s i c o ,  d e t e r m i n a r  a  v a r i a ç ã o  t o  - 
t a l  d a s  v a r i á v e i s  c u s t o s .  ( e x c l u i n d o  o  c u s t o  f i x o ) .  



a 

o n d e  d j  e  a  v a r i a ç ã o  t o t a l  d a s  v a r i ã v e i s  c u s t o s .  

P a s s o  5 :  P a r a  c a d a  v e t o r  n ã o - b á s i c o ,  d e t e r m i n a r  a  v a r i a ç ã o  do  

c u s t o  f i x o  t o t a l  q u e  r e s u l t a r á  s e  o  v e t o r  f o r  i n t r o d u  - 

z i d o  na b a s e .  

o n d e ,  

- 
j 

e  o  c u s t o  f i x o  a s s o c i a d o  a o  v e t o r  j .  

- 
k r j  e  o  c u s t o  f i x o  a s s o c i a d o  a o  v e t o r  b á s i c o  q u e  d e v e  - 

rã d e i x a r  a  b a s e  s e  o  v e t o r  j - e n t r a r  na b a s e .  

P a s s o  6 :  P a r a  c a d a  v e t o r  n ã o - b á s i c o ,  d e t e r m i n a r  a  v a r i a ç ã o  t o  - 
t a l  na f u n ç ã o  o b j e t i v o  q u e  p o d e r á  r e s u l t a r  s e  o  v e t o r  

. f o i  i n t r o d u z i d o  na b a s e  

- 
o n d e  s e  a  v a r i a ç ã o  t o t a l  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  

j 

P a s s o  7 :  S e  t o d o  s  6 0 ,  STOP. S e  u m  ou m a i s  s > 0 ,  s e l e c i o n e  
j j 

o  s m a i s  p o s i t i v o  p a r a  e n t r a r  na b a s e  na i t e r a ç ã o  s e  
j - 

g u i n t e .  

P a s s o  8 :  T r a n s f o r m a r  a  m a t r i z  u s a n d o  o  m é t o d o  s i m p l e x  e  vá p a r a  

o  P a s s o  3 .  

P a s s o  9 :  R e g i s t r e  e  i m p r i m a  a  s o l u ç ã o  Ó t i m a .  

P a s s o  1 0 : S e l e c i o n e  a  v a r i á v e l  n ã o - b á s i c a  p a r a  e n t r a r  na b a s e .  

P a s s o  1 l : D e t e r m i n a r  a  v a r i á v e l  b á s i c a  q u e  d e v e r á  s a i r  s e  a  v i a  - 

b i l i d a d e  f o r  m a n t i d a .  

P a s s o  1 2 : T r a n s f o r m a r  a  m a t r i z  e  c a l c u l a r  o  s  p a r a  c a d a  v a r i a  
j - 

v e l  n ã o - b á s i c a .  

P a s s o  1 3 : S e  t o d o s  o s  p o n t o s  e x t r e m o s  a d j a c e n t e s  f o r e m  i n f e r i o  - 



r e s  q u e  a  m e l h o r  s o l u ç ã o  Õ t i m a  l o c a l  e n c o n t r a d a ,  v ã  pa - 
r a  o  p a s s o  s e g u i n t e .  S e  u m  p o n t o  e x t r e m o  a d j a c e n t e  f o r  
m a i o r  q u e  a  m e l h o r  s o l u ç ã o ,  c o n t i n u e  com e s t e  p o n t o  e  
v ã  p a r a  o  P a s s o  3 .  

P a s s o  1 4 : S e  a p ó s  L i t e r a ç õ e s ,  não  h o u v e r  m e l h o r a  na s o l u ç ã o , t e r  
m i n a  a  f a s e  d e  b u s c a .  Do c o n t r á r i o  vá  p a r a  o  P a s s o  1 0 .  

A f a s e  i n i c i a l  do  a l g o r y t m o  s i m p l e x  do c u s t o  f i x o  
tem s o m e n t e  o s  n o v e  p r i m e i r o s  p a s s o s .  0 s  c i . n c o  Ú l t i m o s  p a s s o s  
s ã o  a d i c i o n a d o s  apÕs a  f a s e  i n i c i a l  do  t e s t e .  

I V .  8 - AlgorTtnio Aproximado 

A i d e i a  g e r a l  d e s t e  a l g o r i t m o  i n i c i a r  com u m  pon - 
t o  e x t r e m o  Õt imo  do ( P P L ) ,  i g n o r a n d o  o  c u s t o  f i x o .  T a l  p o n t o  e x  - 
t r e m o  e s t a b e l e c e  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  v a l o r  6 t i m o  d o  
(.PCF), d e s d e  q u e :  

P o r  i s s o  a  s o l u ç ã o  Ó t i m a  do  (PCF)  p r e c i s a  o c o r r e r  num p o n t o  e x  - 
t r e m o .  C r i t ê r i o s  i n t e l i g e n t e s  f o r a m  d e s e n v o l v i d o s  p a r a  s e l e c i o  - 
n a r  o u t r o  p o n t o  e x t r e m o  s o l u ç ã o .  

P a r a  f o r m a l i z a r  a  i d é i a  a c i m a  f a ç a m o s :  

D e f i n i m o s  w i ,  w; e  w; como o  menor  v a l o r  d e  w l ,  w 2  e  w 3  a t i n g i -  
d o  p o r  q u a l q u e r  p o n t o  e x t r e m o  s o l u ç ã o .  E m  g e r a l  w i ,  w; e  "3 
n ã o  p r e c i s a m  s e r  a t i n g i d o  num p o n t o  e x t r e m o  e  c o n s e q u e n t e m e n t e  - 
e  p o s s i v e l  t e r m o s  w 3  # w; + w;. P o r  c o n v e n i è n c i a ,  s e j a  w l  e  W 2  
o s  v a l o r e s  d e  w l  e  w 2  c a l c u l a d o s  num mesmo p o n t o  e x t r e m o  a s s o  - 

c i a d o  com o  w:; a s s i m  w: = w l  + w 2 .  D e f i n i r e m o s  a g o r a  E ? ,  E; e  

E $  como p o n t o  e x t r e m o  a s s o c i a d o  com w i ,  w; e  w $  r e s p e c t i v a m e n t e .  

Os v a l o r e s  d e  w ? ,  w; e  w$ s ã o  i n i c i a d o s  r e s o l v e n d o  



o o S e j a  e  = { x l ,  . . . ,  x }  0 ponto extremo a s s o c i a d o  a  uma s o l u  - 

ç ã o .  Então:  

- o 
onde y* e  d e f i n i d o  conforme e  . I n i c i a l m e n t e ,  

J 

A h e u r y s t i c a  g e r a  uma s e q u ê n c i a  de pontos  ex t remos  
começando com e'. A melhor  s o l u ç ã o  é dado por E $  após t e r m i n a r  

o  a igorTtmo.  

A de t e rminação  de e t t l ,  dado e t  s e r ã  o b t i d o  como 

s e g u e :  

Para todo  x  d e t e r m i n e ,  
j '  

s e  x t  > O 
j 

t s e x  = O  
j 

C a l c u l e  os c u s t o s  r e d u z i d o s  z  - c  pa ra  t o d a s  a s  
j j 

v a r i á v e i s  n ã o - b á s i c a s  a s s o c i a d a s  com e t ,  do s e g u i n t e  modo: 

onde ,  



t t t C B  = (C:, C 2 ,  . . . ,  C,) a s s o c i a d o s  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  x 
j 

- 1  B t  = i n v e r s a  da base  

Então : 

( 1 )  Se z t  - c t  4 O pa ra  todo  j da v a r i á v e l  não-bás i ca  e  vá  para 
j j 

( 3 ) ;  senão  

( 2 )  Mude a  base  i n t r o d u z i n d o  a  v a r i á v e l  n ã o - b á s i c a  que dá maior  
t + l  v a l o r  pa ra  z t  - c t  e  o  ponto  extremo r e s u l t a n t e  s e r á  e  . 

j j 

t t '  p a r a k = 1 , 2 , 3  C a l c u l e  w k  

t +  1  2.1 s e  w3  .( w 3 ,  f a ç a  w$ = w3 t t l  , E ; = e  t + l  , 

t + l  w1 = w1 , w 2  = w 2  t'l e  vá para ( 2 . 3 )  ; s e n ã o ,  

2 .2  s e  w k t l  < w k  pa ra  k=l  ou k = 2 ,  f a ç a  

w i  = WkC1 e  E *  = e  
k para  k=l  ou k=2 e  vá para  ( 2 . 3 )  

2 . 3  E f e t u e  ( a )  pa ra  e  t + l  

( 3 )  C a l c u l e :  

3 .1  s e  h l  = A 2  = O ,  S T O P  

3 . 2  s e  h l  < A 2  , s e j a  e  t + l  
= E ? ;  s e n ã o ,  e  t t l  = EQ 

s e  h l  = A 2  , s e l e c i o n e  a r b i t r a r i a m e n t e  



e  t+l = E ?  ou e  
t+l 

= E $  

t+ 1 
3 . 3  c a l c u l e  ( 2 . 1 )  pa ra  e  . 



CAPITULO V 

P R O G R A M A Ç Ã O  DISJUNTIVA 

Neste  c a p i t u l o  daremos algumas noções da programa - 

ção  d i s j u n t i v a ,  com o  o b j e t i v o  de a p l i c á - l a  na r e s o l u ç ã o  de u m  
(PCF) .  

V .  1 - Programação D i s j u n t i v a  

Consideremos o  s e g u i n t e  problema de programação ma - 

t e m á t i c a .  

minimizar  z = cx 

s u j e i t o  a :  

Ax >, b 

x > , o  
X E Y 

onde ,  

A é uma m a t r i z  m x n 

b (2 R~ 

Y E o  c o n j u n t o  de cond ições  l ó g i c a s  

Diremos que o  problema acima u m  problema d i s j u n t i  - 

vo(PD) .  

A t i t u l o  de i l u s t r a ç ã o  tomemos u m  exemplo. 

Nes te  c a s o ,  o  c o n j u n t o  de c o n d i ç õ e s  l ó g i c a s  é dado 



p o r :  

Geometr icamente ,  o  c o n j u n t o  não-convexo de s o l u ç õ e s  
v i á v e i s  pa ra  (PD) é r e p r e s e n t a d o  na F igura  V-1, onde a  s o l u ç ã o  
d 

otima x *  = ( 2 , O )  pode s e r  o b t i d a ,  r e s o l v e n d o  d o i s  ( P P L ) .  

F igu ra  V - 1  

V . 2  - Condições  Lóg icas  

Entendemos p o r  Condições Lógicas  , dec l  a r a ç õ e s  que 

envolvem r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s ,  a t r a v é s  dos s e g u i n t e s  o p e r a d o r e s :  

A,  conjunção  

v, d i s j u n ç ã o  
-, complementar d e ,  ou negação .  

0s o p e r a d o r e s  l ó g i c o s  h e  V gozam da p r o p r i e d a d e d i s  - 
t r i b u t i v a ,  i s t o  é ,  sendo A ,  B e  C r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s ,  t e remos :  

O o p e r a d o r  lÔgico  . obedece ã s  ' e i s  de Morgan,ou 



seja: 

V.3, - Definições 

V.3.1. - Sejam f e g dois funcionais definidos em X - c R ~ ,  tais 

que : 

Em termos disjuntivos, teremos: 

Sendo A e B duas restrições, as seguintes con- 

dições são equivalentes: 
- 

A - B -  A V B  

Um "plano de Corte" é uma desigualdade linear 

válida em relação 2 algum conjunto de restrições, Sendo, 

1 D = matriz m x n 

a X  > a - O 
um "Plano de Corte", válido ou implicado por S * a 

disjunção (x k S) v (ax 2 sol é verdadeira para todo x E S. 

V.3.2. - Sejam ax 2 ao e Bx 2 Bo dois cortes válidos para S. 

Diremos que Bx 6, é mais "profundo" que ax,ao C* 



Pela mesma argumentação, ax - > a é um "enfra- o 
quecimento" de gx ~6~ 

Sendo x 0, qualquer enfraquecimento de 

6x 2, 6, tambêm será um corte válido para S ,  já que: (a - B)x,O, 

x 2 - O ;  ou seja, um corte contém todos os seus enfraquecimentos. 

V. 4. - Formas Normais 

Existem várias maneiras de representar um (PD), 

sendo que duas são fundamentais, 

Diremos que [-PD]. esta na forma normal disjunti - 

va (conjuntiva) se for definido por uma disjunção (conjunção], 

cuj os termos não contêm dis junções [conjunções) adicionais. 

V.4.1. - Forma Normal Dis jun t iva  

( minimizar z = CX 

[? D I i 
sujeito a: 

Ahx 2 b h 

V 
h € H  x l 0  - 

Para que CPDI tenha solução viâvel, devemos ter pelo menos um 

Sh f @, OU seja, h v E H  CS,# flL 



V.4.2 - Forma Normal Conjuntiva 

minimizar z = cx 

sujeito a: 

Ax L b - 

x 2 0  - 

minimizar z = cx 

sujeito a: 

(A: : U )  
onde, 

di E 

são conjuntos que podem ser finitos ou não. 

Devido a distributividade dos operadores A e, 

as duas formas estão relacionadas, podendo uma ser obtida a par 

tir da outra. Assim considerando o exemplo inicial teremos: 



Forma Normal Disjuntiva 
- 

Forma Normal Conj unt iva 
-- 

minimizar z = x + 2x2 1 

V.5. - Exemplo 
Para ilustrar escreveremos na forma disjuntiva 

minimizar z = x1 + ZxZ 

sujeito a: 

um problema de programação bivalente, 

Seja o seguinte problema de programação inteira 

sujeito a; 

com n variâveis 

[ minimfzar z = cx 

I sujeito a: Ax 2 b 

x e C 0.,1) 

A forma normal disjuntiva ser; dada por: 

( minimizar z = cx 

[ h E H  x = x  
h 

1 2  *H onde, H = (x , x , ... , x I é o conjunto de todos os elementos 

O - 1, sendo # H  = 2". 

A forma normal conjuntiva ser$: 



minimiza r  z = cx 

s u j e i t o  a :  

Ax 3 b 

V.6 - P r i n c T p i o  Bás ico  da Programação D i s j u n t i v a  

Estamos i n t e r e s s a d o s  na f a m i l i a  de r e s t r i ç õ e s  l i n e a  - 

r e s  i m p l i c a d a s  p e l o  c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  de u m  ( P D ) ,  F .  Todos 

os c o r t e s  v á l i d o s  p a r a  ( P D )  devem p e r t e n c e r  a  e s t a  f a m i l i a .  

Notamos que o  c o n j u n t o  de  pontos  s a t i s f a z e n d o  t o d a s  

a s  r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  d e s t a  f a m y l i a  s e r ã  a  e n v o l t ó r i a  convexa 

de ( P D ) .  Para  o  exemplo dado em ( V . ] ) ,  teremos a  e n v o l t õ r i a  dada 

a  s e g u i r ,  na F igura  V - 2 .  

~nvoltória Convexa F 

F igura  V-2 



Sejam, a, x E R ~ ~  a E R 
O 

N =  1, 2, ..., n 
h 5i mh h E H [não necessariamente finito) ,e b , O j  ER, 

h 
= (aj), matriz (mh x n), h E H e j E N 

h onde, ah é a j-ésima coluna de A . 
j 

V.6.2 - Teorema Fundamental da ~amllia dos Cortes Disjuntivos 

O corte ax 2 - ao 6 uma consequência da disjunção 
h h V ( A ~ X  2 b , x 2 0) e e 2 0, satisfazendo h EH - - - 

h h  h h  
a 1 8 A  - e a  < O b ,  V h E H * C  H 

0 = - 

A demonstração do teorema podera ser encontrada 

em (2). 

V.6.2.1. - Proposição: 

Se para algum h E H*, existe i€ { 1,2,. . . ,mhl tal 
h h h h 

que (aji ,..., ain )x = bi, então i-ésima componente de 0 no Teo- 

rema (V.6.2,] será irrestrita. 

Seja H finito e H* f fl. O corte 
h h 

E mâximo {a. / ao} x. 2 1  6 uma consequência da disjunção 
j E N h ~ ~ * c ~  - J - 

a h x  > a  h j EN j *  j = O <  XzO)*,' 

V.7 - Corte Convexo de Glover 

A idê2a de utilizar os raios vetores provenien- 

tes de um vértice do conjunto de soluções viáveis para gerar um 

hiperplano que corte este vértice não se restringe a ( P P I ) ,  Is- 

to é,  pode ser aplicado a qualquer problema de programação mate - 

mstica, cujas restrições se reduzem em: 



As justificativas deste corte proposto por Glo- 

ver, são provenientes dos trabalhos de Balas e Young (2). 

V.7.1. - Corte de Glover usando a Disjunção 
Consideremos a solução do (PPL) associado ao 

(PD) em termos das variáveis não-basicas . 
L a (--xj). i €1. 

X1 = bi + jEJ ij 

Eliminar a solução contínua corrente, ê equiva- 
lente a resolver o problema a seguir na forma normal conuntiva: 

- - bi + 
C 

j (-xj) y jfJ a ij (-xj). i E J 

(-x.) 2 O C > b  J - i €11 E 1; E [jEJ ahjxj = h I 
Aplicando o corolário (V.6.2.2.), com multipli- 

cadores , 

, se bh > O 

O 

cO , se b = O para V h E I. 
h 

teremos a seguinte equivalência: 
7 

onde, 

Reescrevendo os coeficiente na forma: 



a  e q u i v a l g n c i a  s e r á  mant ida  ao s u b s t i t u i r m o s  
x 2 

por c J 
-Fj 5 1  j GJ 

Se e s t a b e l e c e r m o s  -a cond ição  a d i c i o n a l  de que o c o r  - 
t e  e l i m i n a  apenas  u m  v é r t i c e ,  podemos i n t e r p r e t a r  como um e n f r a  - 

quecimento  e  obtemos o  Cor t e  Convexo de Glover  ( 2 ) ,  

onde ,  

- 
Observamos que s e  v ( b i  = O ) ,  e  p o s s i v e l  que o  c o r  - 

iC1 

t e  convexo não f i q u e  de terminado e  pa ra  superarmos  e s t a  i n d e t e r  - 
minaçáo devido  adegenerescência usaremos o  procedimento  dev ido  a  
Ba las  ( 2 ) .  

A d e g e n e r e s c ê n c i a  o c o r r e r á  sempre que o  v é r t i c e  c o r  - 
- - - 

r e s p o n d e n t e ,  x  = ( X 1 ,  X 2 '  . . . ,  x n )  f õ r  de te rminado  por  mais de n 
h i p e r p l a n o s .  Ba las  mos t ra  que ,  i gnorando  cada r e s t r i ç ã o  pa ra  a  
qual  a  v a r i á v e l  a s s o c i a d a  é nula  no quadro  do Simplex e o  p o l i t o  - 

p o  r e s u l t a n t e  a s s o c i a  n a r e s t a s  d i s t i n t a s  à q u e l e  v é r t i c e .  Assim, 
podemos d e t e r m i n a r  os v a l o r e s  de 6 e  quando adic ionamos  o  c o r t e  

j 
ao quadro  para  r e o t i m i z a ç ã o ,  r e a t i v a m o s  a s  r e s t r i ç õ e s  i g n o r a d a s  
no c á l c u l o  dos c o e f i c i e n t e s  do c o r t e ,  a  menos que e s t a s  sejam r e  

7 

dundan tes  com r e l a ç ã o  ao problema a t u a l ,  podendo n e s t e  caso  serem 
e1 imi nados .  

Ao u t i l i z a r m o s  e s t e  c o r t e ,  e s t a r e m o s  i n t e r c e p t a n d o  
os  r a i o s  v e t o r e s  r  j C J d o  cone e n v o l t õ r i o  convexo C ,  d e f i n i d o  

j ' 
a  p a r t i r  de b,  onde: 

C = i x l  x  = b + z a j ( - x . )  , x j  3 O J 
pa ra  JCj E J ]  

jeJ 



I l u s t r a r e m o s  g e o m e t r i c a m e n t e  no R ~ ,  c o n f o r m e  F i g u r a  

A s e g u i r  f a r e m o s  uma a p l i c a ç ã o  do C o r t e  C o n v e x o ,  a o  

P r o b l e m a  com C u s t o  F i x o  na O r i g e m ,  a t r a v é s  d e  u m  A l g o r i t m o  Dual 

d e  C o r t e s .  

V.8 

u t i  

j e t  

- Algoritmo d e  Taha 

E s t e  a l g o r i t m o  ê d a  f a m i  l i a  " B r a n c h  a n d  Bound l ' ,  q u e  

l i z a  uma " s o l u ç ã o  l o c a l "  p a r a  g e r a r  u m  c o r t e  l e g i t i m o  com o  ob  - 

i v o  d e  e l i m i n a r  a s  s o l u ç õ e s  d e  c o n s i d e r a ç õ e s  f u t u r a s .  E v a l i d o  

p a r a  q u a l q u e r  p r o b l e m a  d e  m i n i m i z a ç ã o  d e  f u n ç ó e s  c ô n c a v a s  s o b r e  

p o l  i  e d r o s  c o n v e x o s .  

Os c o r t e s  p o d e r ã o  g e r a r  n o v o s  v z r t i c e s  e d e v e r ã o  

s e r  c o n s i d e r a d o s  d e  f o r m a  a  n ã o  s e  m u l t i p l i c a r e m  i n d e f i n i d a m e n t e .  

S e j a  o  s e g u i n t e  p r o b l e m a  com c u s t o s  f i x o s  na o r igem,  

na  f o r m a  n o r m a l  c o n j u n t i v a  



minimiza r  f [x )  

onde,  

#CN) = n 

k = ( k l  , k 2 ,  . . . , k n )  t a l  que k > O para  V j  e N 
j 

Sejam F e  F ,  os c o n j u n t o s  de s o l u c 8 e s  vi:ávi:es pa ra  

(PD) e  para  o problema l i n e a r  r e l a x a d o  r e s p e c t i v a m e n t e .  Notamos 

que e x i s t e  uma c o r r e s p o n d ê n c i a  b ion?voca  e n t r e  os e l emen tos  de F 

e  os de F .  Sabemos a i n d a  que o  m7nimo da função  c6ncava f  s o b r e  
- 
F :  c a s o  e x i s t a ,  s e r á  um v é r t i c e  d e s t e .  : 

A i d e i a  c e n t r a l  s e  resume em u t i l i z a r  um a lgorTtmo 
Q 1  k dual  de p lanos  de c o r t e  gerando uma s e q u ê n c i a  x = {x  , x  ,,..,x 1 

de e lmentos  de F de modo que:  

onde,  

cxi  = minimo Icx  I x  t si} 
i  = O , l , . . . , k - 1  

S  i t l  e S i  ( i  = 0 ,  1 ,  . . . ,  k - 1 )  é o  c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  

pa ra  o  (PPL) o b t i d o  a  p a r t i r  de F ,  p e l a  i n t r o d u ~ ã o  de ( i + l ]  c o r  - 
t e s  s u c e s s i v o s  do t i p o .  

i - 
C @ . x .  3 1 ,  onde ,  3 e o  c o n j u n t o  de T n d i c e s  das  v a r i á v e i s  

i  J J  j 6 J  
i  n ã o - b á s i c a s  no Õtimo l o c a l  x e  que ,  a p l i c a d o  a  s i  s ó  e l i m i n a  u m  

ún ico  de s e u s  v é r t i c e s ,  o  Õtimo l o c a l  x i .  Logo, 



Devemos  n o t a r  q u e  a l g u n s  d o s  e l e m e n t o s  d e  X podem 

n ã o  s e r  v é r t i c e s  e f e t i v o s  d e  F, s u r g i n d o  como r e s u l t a d o  d a  a p l i  - 
c a ç ã o  d o s  c o r t e s  c o n v e x o s .  

D e s t a  f o r m a ,  p o d e m o s  g a r a n t i r  a  e n u m e r a ç ã o  d o s  v é r  - 

t i c e s  d o  p o l i t o p o  b á s i c o  a t é  a  r e g r a  d e  p a r a d a  s e  v e r i f i q u e  o u ,  

e n t ã o  a t é  a  e n u m e r a ç ã o  c o m p l e t a .  

F i g u r a  V - 4  

P a s s e m o s  a g o r a ,  à c o n s t r u ç ã o  d e s t a  r e g r a  d e  p a r a d a  

p a r a  a  q u a l  n e c e s s i t a m o s  d e  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  e um l i m i t e  s u p e  - 

r i o r  p a r a  o  v a l o r  d a  s o l u ç ã o  Ó t i m a  g l o b a l .  Estes  l i m i t e s  s e r ã o  

d a d o s  p o r :  

- f  - = c x O ,  l i m i t e  i n f e r i o r  i n i c i a l  p a r a  ( -PD) ,  a t u a l i  - 

z a d o  a  c a d a  i t e r a ç ã o  p a r a  f = c x  i t l  
- 

- 
- f m  l i m i t e  s u p e r i o r ,  a t u a l i z a d o ,  s e m p r e  q u e  

( c x  
i + l  t k y i + l )  < f n a  i t e r a ç ã o  a n t e r i o r  



- S e  c x  "l > 7 p a r a m o s  com ( x i ,  y i )  s e n d o  a  s o l u  - 

ç ã o  Õ t i m a  p a r a  ( P D ) .  

A s e g u i r  d e s c r e v e r e m o s  o  a l g o r T t m o  d e t e r m i n a n d o  o  - 
o t i m o  g l o b a l  p a r a  ( P D )  em u m  n ú m e r o  f i n i t o  d e  i t e r a ç õ e s .  

P a s s o  O :  

0 . 1 )  R e s o l v e r  o  ( P P L )  

o ( P  ) : m i n i m i z a r  { c x  I x  E r}  

0 , 2 )  T e s t e  
o i )  S e  ( P  ) f o e  i l i m i t a d o  t e r m i n a ,  ( P D )  n ã o  t e m  

s o l u ç ã o  Õ t i m a  f i n i t a .  

O i i )  S e  ( P  ) n ã o  f o r  v i á v e l  t e r m i n a  ( P D ) ,  f a ç a :  

x *  = X 
o y *  = y o  e i = O e v á  p a r a  o  & 

P a s s o  1 :  

1 . l )  R e s o l v e r  o  ( P P L )  
i i l  ( p i t l )  : m i n i m i z a r  { c x  I x  E S  } o n d e  

i s i + '  = s n { x  2 0 1  z ~~x~ 1 1  
~ c - J '  

1 . 2 )  A p r o x i m a r  o  l i m i t e  i n f e r i o r ,  ou  s e j a ,  s e n d o  x  i i l  

a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  d e  ( p i c l ) ,  f a z e r  f  = c x  i t l  e 
- v á  

p a r a  o  P a s s o  2 .  

P a s s o  2 :  

2 . 1 )  T e s t e  d e  O t i m a l i d a d e  G l o b a l  
A 

i )  s e c x  2 P t e r m i n a ,  (x*,  y * )  s e rã  o o t l m o  

g l o b a l .  



i i )  s e  cx  i + l  + k y i + l  e i f ,  a p r o x i m a r  o  l i m i t e  s u p e  - 

r i o r  f a z e n d o .  

- 
f  = cx i t l  + k Y i + l  

i i i )  f a z e r  i  = i t l  e  vã p a r a  o  P a s s o  1 .  

V.9 - Exemplo de  A p l i c a ç ã o  

S e j a  o s e g u i n t e  Prob lema L i n e a r  com C u s t o s  F i x o s  na 

Origem na fo rma  normal c o n j u n t i v a :  

m i n i m i z a r  z  = -3x1  - 5x2  + 5y l  + 2y2 

s u j e i t o  a: .  

3x1 4- 2x2 X 3  

P a s s o  O :  

0 . 1 )  R e s o l v e r  o  (PPL)  a s s o c i a d o  a  ( P D )  





i  = O e  vã p a r a  o  P a s s o  1  

P a s s o  1 :  

1 . 1 )  D e t e r m i n a r  o s  c o e f i c i e n t e s  do " C o r t e  Convexo 1 " .  

(minimo { ( o i .  a i  j ) - l  p a r a  a  i  j > O ) )  

B~ = mín imo  {-, 1  1 
, } = mynimo {a, 3 , 6 } =  3  

1 . 2  1 . 1  

1 ,  l o g o  O c o r t e  c o n v e x o  d e  G l o v e r  e d a d o  p o r  C - 
j J B j  

1  1  > 1  t e r e m o s :  x3 + 3 x 5  



1 . 2 )  I n c l u i r  o c o r t e  ao quadro  e  r e o t i m i z a r  



P a s s o  2 :  

x* = (O,  6 ,  6 ,  4 ,  O) 

F a ç a  i = 1  e v o l t e  p a r a  o  P a s s o  1 .  

P a s s o  1 :  

1 . 1 )  D e t e r m i n a r  o s  c o e f i c i e n t e s  d o  C a r b e  Convexo  - 2 

I \ Logo o c o r t e  c o n v e x o  2  é d a d o  p o r  3x5 2 1 = / x  2 3 .  5 

1 . 2 )  Anexando  o  c o r t e  a o  q u a d r o  e  r e o t i r n i z a n d o ,  t e r e  - 

mos : 



1.3) f = cx i + l  
= CX 2 - 

f = (-3, -5 O O 0) = -12 -15 = -27, vá para o - 

Passo 2. 

Passo 2: 
2 

cx = -27 f = -29 solução Ótima global 

x* = (O, 6, 6, 4, 0) 

Geometricamente, podemos observar o desenvolvimento dos 

cortes na Figura V-5. 

Figura V-4 



C A P f a u ~ o  VI 

COMPARAÇUES E C O N C L U S Õ E S  

Descrevemos nos c a p 7 t u l o s  a n t e r i o r e s  a l g u n s  métodos 
e x a t o s ,  h e u r 7 s t i c o s  e a l g u n s  c o n c e i t o s  de programagão d i s j u n t i v a  
pa ra  r e so lve rmos  o problema do c u s t o  f i x o .  

E n t r e  os métodos e x a t o s  c i t amos  o  AlgorTtmo de 
"Branch e  Bound". Nes te  método usamos a s  s e g u i n t e s  a l t e r n a t i v a s  
pa ra  a  s e l e ç ã o  do nó a s e r  expandido:  LIFO, L A N D  e  DOIG e  a  M E  - 

L H O R  PROJEÇÃO. A s e g u i r  usamos t r ê s  métodos para  a  e s c o l h a  da 
v a r i â v e l  a  s e r  f o r ç a d o  na expansão  da e s c o l h a  do nó: menos a d i  - 
v i s ã o  da u n i d a d e ,  c u s t o  mFnimo na função  o b j e t i v o  e  c a r g a  mâxima. 

E s t e  a l g o r l t m o  não é e f i c i e n t e  pa ra  problemas com 
u m  numero mui to  g r a n d e  de  v a r i á v e i s  e  r e s t r i ç õ e s .  

O o u t r o  método 6 o  a lgor? tmo  de Benders ,  que é uma 
v e r s ã o  pa ra  r e s o l u ç ã o  de problemas l i n e a r e s  m i s t o s .  E s t e  a l g o r y t  - 
mo 5 b a s t a n t e  usado pa ra  s o l u ç ã o  de problemas m i s t o s  b i v a l e n t e s  
i s t o  é,  a q u e l e s  em que a s  v a r i á v e i s  só  tomam v a l o r e s  i g u a i s  a  ze  - 
ro ou u m ,  p o i s  u m  esquema enumera t ivo  é bem mais s i m p l e s  p a r a  o  
probl  ema, 

s u j e i t o  a :  
P z c x - k u  ( b - A x )  

p = 1 , 2 ,  . . . ,  P ' S  P 

Usando a  t e o r i a  da d u a l i d a d e  é possTvel m o s t r a r  que 

q u a l q u e r  problema de programação m i s t a  poderá  s e r  e s c r i t o  como 

u m  problema de programação l i n e a r .  I s t o  s u g e r e  r e s o l v e r  u m  p r g  
blema de programação i n t e i r a  e q u i v a l e n t e .  Porém, computac ional  - 
mente,  i s t o  é imposs?vel  pa ra  o b t e r  t o d a s  a s  r e s t r i ~ z e s  da prg 
gramação i n t e i r a  porque r e q u e r  o  v a l o r  numérico de cada ponto  ex 
tremo ou u m  r a i o  v e t o r  d o  p o l i e d r o  convexo,  e  ex i s t em v a r i a s  r e s  - 
t r i ç õ e s  como e x i s t e m  v á r i o s  pontos  ex t remos  e  v a r i o s  r a i o s  v e t o  - 
r e s .  Como o  p o l i e d r o  convexo tem v ã r i o s  pon tos  e x t r e m o s ,  normal - 



mente ser: imposs?vel  l i s t a r  t o d a s  a s  r e s t r i ç õ e s , .  E s t e  a lgo ry tmo  
f u n c i o n a  r e s o l v e n d o  problemas l i n e a r e s  s u c e s s i v a m e n t e  e  um pro- 
b l e a  i n t e i r o .  O problema l i n e a r  f o r n e c e  um ponto  extremo ou u m  
r a i o  v e t o r  e  uma Ünica r e s t r i c ã o  para  o  problema i n t e i r o .  O va - 
l o r  da s o l u ç ã o  Ótima f o r n e c e  u m  l i m i t e  s u p e r i o r  pa ra  a  s o l u ç ã o  - 
otima do problema m i s t o .  Quando reso lvemos  o  problema i n t e i r o ,  o  
qual  é e q u i v a l e n t e  ao problema m i s t o  quando t i v e r m o s  t o d a s  a s  
r e s t r i ç õ e s  f o r n e c e n d o  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  n ã o - d e c r e s c e n t e .  Quando 
os d o i s  l i m i t e s  c o i n c i d i r e m ,  teremos a  so luçSo  õ t ima do problema 
m i s t o .  

F i n a l m e n t e ,  observamos que o  a lgory tmo de  Benders  é 
i n e f i c i e n t e  pa ra  o  (PCF) ,  conforme t e s t a d o  computac iona lmen te ,  
Ver r e f e r ê n c i a  ( 1 4 ) .  

E n t r e  os métodos h e u r y s t i c o s  descrevemos os  de 

Walker e  S t e i n b e r g  (-16) que usam o  método d o s  pon tos  ex t remos  a 4  
j a c e n t e s .  I s t o  é, cada i t e r a ç ã o  c o n s i s t e  em d e s l o c a r  u m  ponto ex - 
tremo pa ra  u m  ponto extremo a d j a c e n t e  usando o  método s implex  da 
programação l i n e a r .  

Para a  implementação computac ional  d e s t a s  h e u r T s t i  - 
tas foram i n c l u ? d o s :  

1 )  t e s t e s  pa ra  i n v i a b i l i d a d e  e  i l i m i t a ç ã o  

2 )  c á l c u l o  dos e  
j 

3 )  e s c o l h a  da v a r i s v e l  que e n t r a  na base  

4 )  e s c o l h a  da v a r i á v e l  que d e i x a  a  base  

5 )  t r a t a m e n t o s  das  v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  

6 )  uso do método s implex  e do método s implex  r ev i . s ado ,  

Desde que o c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  d o  (-PCF) s e j a  s 
mesmo do ( -PPL) ,  o  t e s t e  de i n v i a b i l i d a d e  s mesmo para ambos: a  
i n e f i c i ê n c i a  p a r a  t e r m i n a r  com s u c e s s o  a  Fase  1 d o  metodo sim - 
p lex  com uma s o l u ç ã o  v i â v e l  ., 



~ l é m  d i s s o ,  uma s o l u ç ã o  Õ t i m a ,  i l i t a d a  p a r a  o  p r g  
b l ema  do c u s t o  f i x o  também d e t e r m i n a d o  da mesma f o r m a  como num 
p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r .  P a r t i c u l a r m e n t e ,  s e  p a r a  q u a l  - 
q u e r  v a r i á v e l  n ã o - b á s i c a  x z - c  > O e t o d o  y i  < O ,  i = 

j j j 1 ,  
2 ,  ..., m ,  e n t ã o  a  v a r i ã v e l  x q u e  e n t r a r á  na b a s e  p o d e r á  a u m e n t a r  

j 
i l i m i t a d a m e n t e ,  sem f o r ç a r  q u a l q u e r  v a r i a v e l  b á s i c a  a  s e  t o r n a r  
n e g a t i v a .  Além d i s s o ,  como a  v a r i á v e l  q u e  e n t r a r á  na b a s e  aumen - 
t a  sem l i m i t e ,  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d i m i n u i  i l i m i t a d a m e n t e  
na r a z ã o  d e  ( z  - c * )  u n i d a d e s  p o r  u n i d a d e  a u m e n t a d a  em x  P a r a  

j j' 
q u a l q u e r  v a l o r  f i x o  d e  x , a  s o l u ç ã o  r e s u l t a n t e  é n ã o - b á s i c a  mas, 

j - 
t e r á  no máximo ( m + l )  v a r i a v e i s  p o s i t i v a s ,  e  a  c o n t r i b u i ç ã o  d o  
c u s t o  f i x o  p a r a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  s e r ã  c o m p e n s a d a  p e l o  d e c r e s c i  
mente d a  s u a  p a r t e  1  i n e a r .  

C o n s i d e r a n d o  o  c á l c u l o  d e  e  c u j a  d e f i n i ç ã o  s e r á  2 '  
r e p e t i d a  a  s e g u i r :  

o n d e  

V e r i f i c a m o s  q u e  p a r a  c a l c u l a r  c a d a  e  o s  c o n j u n t o s  
j' 

V e  W p r e c i s a m  s e r  c o n h e c i d o s ,  bem como o  v a l o r  d e  O 
j ' 

Os e l e m e n t o s  y l  j ,  y p j ,  . . , Y m j ,  s ã o  s e q u e n c i a l m e n  - 

t e  e x a m i n a d o s .  P a r a  c a d a  y i j  < O e n c o n t r a d a ,  o  c o r r e s p o n d e n t e  
- 

X B i  e  e x a m i n a d o .  S e  f o r  i g u a l  a  z e r o ,  e n t ã o  k B i  s e r á  i n c l u i d o  na 

soma L k B i  P a r a  c a d a  y i j  > O s e r á  c a l c u l a d a  a  r a z ã o  x B i / y i j  e  
i C W  

s e  e s t a  r a z ã o  f o r  i g u a l  a  r a z á o  minima a t u a l ;  e n t 5 o  k B i  s e r á  i n  - 

c l u i d o  na soma 1 k B i  S e  p o r  o u t r o  l a d o  a  r a z ã o  x B i / y i j  f o r  me - 
i  EV 



n o r  q u e  a  r a z ã o  min ima  a t u a l ,  e n t ã o  s e r â  a  n o v a  r a z ã o  mTnima.  

 pós e x a m i n a r m o s  t o d o s  o s  y i j ,  O v a l o r  d e  Q i s e r á  

c o n h e c i d o ,  bem como E k B i  e  t k B i .  O v a l o r  z  - c  s e r á  o b  
j j - 

i & V  ibK 
- 

t i d o  d o  q u a d r o  d o  s i m p l e x  ou c a l c u l a d o  d e  z  - c  = cgR ' a  - c  
j j j j 

d o  s i m p l e x  r e v i s a d o .  F i n a l m e n t e ,  s e r ;  c a l c u l a d o  o  v a l o r  d e  e  
j '  

4 

O b s e r v e m o s  q u e  t o d o  v e t o r  y  e  r e q u e r i d o  em ordem 
j 

p a r a  c a l c u l a r  e  E s t a  é a  d i f e r e n ç a  f u n d a m e n t a l  e n t r e  a s  e x i g s n  
j '  - 

tias c o m p u t a c i o n a i s  d e s t a s  h e u r S s t i c a s  p a r a  o p r o b l e m a  d o  c u s t o  
f i x o  e  d o  m ê t o d o  s i m p l e x .  

No m é t o d o  s i m p l e x  comum, o s  v e t o r e s  y p a r a  t o d a s  a s  
j 

v a r i á v e i s  n ã o  b á s i c a s  s ã o  a p r e s e n t a d o s  no q u a d r o .  Porgm,  no m é t o  
-I 

- 
d 

do s i m p l e x  r e v i s a d o ,  s o m e n t e  a  b a s e  i n v e r s a  a t u a l  B-', e  c o n h e c i  - 
d a ,  e  q u a l q u e r  v e t o r  y  n e c e s s ã r i o  s e r á  c a l c u l a d o  p e l a  f ó r m u l a  

- 1  j 
y j = B  a  

j .  

No c a s o  d o  p r o b l e m a  d o  c u s t o  f i x o ,  a d e t e r m i n a ç ã o d a  
v a r i â v e l  q u e  e n t r a  na b a s e  d e p e n d e  d o s  y , d e  m a n e i r a  que  é d e s  - 

j- 
p e n d i d o  um e s f o r ç o  c o m p u t a c i o n a l  c o n s i d e r a v e l  em c a d a  i t e r a ç ã o ,  

As h e u r ? s t i c a s  p a r a  o  p r o b l e m a  do  c u s t o  f i x o  s u g e  - 
rem u s a r  o  m e t o d o  s i m p l e x  q u e  o f e r e c e  c e r t a s  v a n t a g e n s  c o m p u t a  - 
c i o n a i s  s o b r e  o  m ê t o d o  s i m p l e x  r e v i s a d o .  I s t o  é v á l i d o  no c a s o  
em q u e  o  e  p a r a  c a d a  v a r i á v e l  n ã o - b ã s i c a  f o r  c a l c u l a d o  em c a d a  

j 
i t e r a ç ã o .  O m é t o d o  s i m p l e x  r e v i s a d o  tem v a n t a g e n s  q u a n d o  o  p r o  - 
blema do  c u s t o  f i x o  f o r  d e  g r a n d e  p o r t e .  

E s t a s  h e u r F s t i c a s  f o r a m  t e s t a d a s  c o m p u t a c i o n a l m e n t e ,  
vem r e f e r ê n c i a  ( Z ) ,  o b t e n d o  b o n s  r e s u l t a d o s ,  

Com a l g u n s  c o n c e i t o s  d e  P r o g r a m a ç ã o  D i s j u n t i v a ,  - a  
p l i c a m o s  o  C o r t e  Convexo d e  G l o v e r  p a r a  r e s o l u ç ' á o  do  ( -PCF) ,  a t r a  - 
v é s  d e  u m  a l g o r i t m o  d u a l  d e  c o r t e s ,  o  A l g o r i t m o  d e  T a h ã .  



E s t e  a lgo r? tmo  f o i  t e s t a d o  para problemas de  peque 
no e  médio p o r t e  por Campello ( 2 )  ob tendo bons r e s u l t a d o s .  Ã me 
d i d a ,  que o p o r t e  dos problemas aumentou, a  e f i c i ê n c i a  da t é c n i  - 
ca d e c r e s c e u .  Uma d a s  r a z õ e s  f o i  a  o c o r r ê n c i a  da d e g e n e r e c ê n c i a  
d.ual e  o  acÚmulo de e r r o s  de Processamento .  



APENDICE 

PROBLEMA DE I N S T A L A Ç Ã O  DE FABRICAS 

O p rob lema de  i n s t a l a ç ã o  de  f a b r i c a s  e u m  P C F  da 

f o r m a ,  

m i n i m i z a r  2 = C C g i j z i j  + C f . ~  
i = l  j = 1  i = l  1 i  

s u j e i t o  a :  m 

x  = O ou 1 ( i  = l , . . . ,  m )  i  ( 5 )  

O mode lo  r e p r e s e n t a  uma s i t u a ç ã o  em que e x i s t e m  m 

f á b r i c a s  que produzem u m  Único p r o d u t o  p a r a  n c l i e n t e s ,  Cada f á  

b r i c a  i  pode rá  p r o d u z i r  no máximo M i  u n i d a d e s  e  c ada  c l i e n t e  j 

r e q u e r  d u n i d a d e s .  
j 

f i  = c u s t o  f i x o  p o s i t i v o  a s s o c i a d o  a  f á b r i c a  i  

g i  j=  c u s t o  d e  t r a n s p o r t e  po r  u n i d a d e .  do p r o d u t o  da f á b r i c a  i ao  

c l i e n t e  j .  

As v a r i á v e i s  s ã o  z i j  e  x i  que  r e p r e s e n t a m  a  q u a n t i  - 

d a d e  t r a n s p o r t a d a  de  i  p a r a  j .  

As v a r i á v e i s  s ã o  z  e  x i  que  r e p r e s e n t a m  a  q u a n t i  i  j - 

d a d e  t r a n s p o r t a d a  d e  i  p a r a  j .  

Quando  x i  = O ,  a  r e s t r i ç ã o  ( 3 )  com ( 4 )  imp l i cam em z i  j=  

, . 
= O  p a r a  j = '1 , . . . , n ,  e  s e  x i  = 1 ,  ( 3 )  s e  r e d u z  a  



ALGORTTMO DE BRANCH E BOUND PARA INSTALAÇAO DE FABRICAS 

Quando cada f á b r i c a  s a t i s f a z  a  demanda de todos  o s  

c l i e n t e s ,  é p o s s í v e l  re formular  o  problema de 1oca l izaçLo de fá -  
b r i c a s  de modo que o  programa l i n e a r  possa  s e r  r e s o l v i d o  por  i n s  - 
peção.  Para  t ransformação do problema definimos Y como f r a ç ã o  

i j  
de demanda do c l i e n t e  j  s a t i s f e i t a  p e l a  f á b r i c a  i ,  i s t o  é ,  

p a r a  todo i ,  j ,  Antes de fazermos uso de ( 7 1 ,  notamos que quando 

n  
M -  > C d .  ( i .  = 1 , .  . . ;m) , a  desii.giialdade c3) s e r á  n e c e s s á r i o  s o  
1 - j = l  J - 

mente p a r a  a s s e g u r a r  que nada 
- - 

b r i c a  não i n s t a l a d a .  I s t o  nos 

poder; s e r  t r a n s p o r t a d a  de uma f á -  

p e r m i t i r á  s u b s t i t u i r ,  (3 )  por  

S u b s t i t u i n d o  Y i j  d .  por  z em ('I), (21 e  (4)  e  fazendo 
- J i j 

C - d  obteremos um problema e q u i v a l e n t e  i j  Pij  j '  
m n  (PIF) minimzar . z  c m 

+ C f . x  i=1 1-1 i j y i j  i=l l i  

s u j e i t o  a :  C 
i=l Y i j  = ( j  = 1 ,  ..., n] 

O problema (PIFI com xi  = O ou 1 s u b s t i t u i n d o  
- 

0 < x < 1 [i = 1, . . . , m)& poderá s e r  r e s o l v i d o  por  inspeção ,  E ,  i - 
em p a r t i c u l a r ,  toda  so lução  ót?ma do PPL s a t i s f a r á  a  r e s t r i ç ã o  

r 

( - 2 )  , e  como f i i .  - O teremos o menor v a l o r  não-negat ivo p a r a  x. 1 

(-1 = 1 , .  . . ,m) , ass im como a  r e s t r i ç ã o  [ 3 )  ' s e r á  s a t i s f e i t a .  Por - 
t a n t o ,  em algum ponto Ótimo do PPL,  



S u b s t i t u i n d o  x i  n o  P P L ,  t e r emos :  

L P "  minimizar  Z L ( c i j  + f i / n ) Y i j  
i = ]  j = l  

s u j e i t o  a :  
m 

Uma s o l u ç ã o  Õtima p a r a  o  problema acima s e r á :  

1  s e  c  + f  . / n  = minimo ( c k j + f k / n )  i  j 1 k=l  ,. . . ,m 
' i j  

O , do c o n t r á r i o  
1 pa ra  j = -, . . . ,  n e  ass im n 

A e x p r e s s ã o  ( 8 )  poderá  s e r  g e n e r a l i z a d a  como u m  
P P L  que a p a r e c e  d u r a n t e  a  enumeração de  Branch e  Bound, que pode - 
r ã  s e r  r e s o l v i d o  por  i n s p e ç ã o .  

-i 

E m  q u a l q u e r  nó,  s e j a  1 0 ,  I ,  e  I f  o  c o n j u n t o  dos i n  - 
- 

d i c e s  i  t a i s  que x i  e  z e r o ,  1  e  l i v r e ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Assim 
O L P  s e  t o r n a r á :  

n n 
L p k  Z f i  + minimizar  ( E  h ( c i j  + f i / n ) Y i j  + 1 c i j Y i j )  

iBI1  I  j = 1  I  1  j = l  

s u j e i t o  a :  



1 Y i j  = 1  (-j = 1  ,. . y n )  
i t I I U I f  

'i j 
> O ( V j ,  e  i  € I o )  

A s o l u ç ã o  Ótima do problema podera s e r  e s c r i t o  como: 

1  s e  c  + ( l i / n )  = minimo ( c  + l k / n )  i  j k  j 
kEIIUIf  

O , do c o n t r á r i o  

onde ,  

f k  s e  x k  f o r  l i v r e  ( k C  I f )  
l k  = 

O s e  x k  f o r  1  ( k  1 1 )  

Exemplo de Apl i cação  
7 

Consideremos m = 4 f á b r i c a s  e  n = 5 l i m i t e s  



minimo ( c l 1  + f l / "  '21 + f 2 / n  , c31 + f 3 / n  , c41  +- f 4 / n )  = 
k = l  ,. . . , m  

minimo ( 4 0 0  + 22 , 600  + 26 , 1 0 0  + 28 , 1 0 0  t 3 2 )  = 1 2 8  y l 1 = 0  
k = l  ,. . . , m  

'1 3  t f  / n  = minimo 1  k = l  ,. . . , m  ( c k j  + f k h )  



min imo  ( c l 3  t f l / n  , 3 f 2 / n  , c j 3  + f 3 / n  , + f 4 / "  = 

m i n i m o ( 5 5 0  t 2 2 ,  1 9 8 0  + 2 6 ,  1 2 1 0  t 2 8 ,  220 t 3 2 )  = 252  y 1 3 = 0  

- mínimo ( c l 4  t f l / n  , c C 4  t f 2 / n  , t f 3 / n  , c C 4  4 f f / n )  - 

m i n i m o ( 9 6 0  t 2 2 ,  240 t 2 6 ,  2520 t 2 8 ,  1320  t 3 2 )  = 266 y 1 4  = O 

C1 5  t f l / n  = min imo  ( c k j  + f k m  
k = l  ,. . . , m  

C1 5  t f  / n  = minimo ( c k j  + f k / n )  1  k=1 ,.. . , m  

minimo ( c  t f l / n  , c Z 5  t f 2 / n  , c 3 5  1 5  + f 3 / n  , c C 5  + f 4 / n )  

m i n i m o ( 4 5 0  t 2 2 ,  5 5 0  + 2 6 ,  750 t 2 8 ,  1 0 5 0  t 3 2 )  = 472  y 1 5  = 1  

C21 t f  / n  = minimo ( c k j  + f k / n )  2  k = l  ,. . . , m  

minimo ( . c l 1  + f l / n  , cC1 -I- f 2 / n  . C 3 1  t f 3 / n  , c 4 ,  + f 4 / n )  = 

C 2 2  t f / n  = minimo ( c k j  + f k / n )  2  k = l  , . . . , m  

C 2 2  t 1 3 0 / 5  = 90  t 26 = 1 1 6  

mínimo ( c l 2  t f l / n  , c Z 2  t f 2 / n  , c C 2  2 f 3 / n  , + f 4 / n )  = 

m i n i m o ( 9 0 0  t 2 2 ,  90 t 2 6 ,  1 8 0  + 2 8 ,  1 1 7  t 3 2 )  = 1 1 6  y Z 2  = 1  



'23 
t 1 3 0 1 5  = 1 9 8 0  t 26 = 2006 

minimo ( c l 3  t f l / n  , c Z 3  3 f 2 / n  , t f 3 / n  , cC3  t f 4 / n )  = 

minimo(.550 t 2 2 ,  1 9 8 0  t 2 6 ,  1 2 1 0  + 2 8 ,  220  t 3 2 )  = 252 y Z 3  = O 

mínimo ( c l 4  t f l / n ,  c Z 4  + f 2 / n  , + f 3 / n  , + f 4 / n )  = 

m i n i m o ( 9 6 0  t 2 2 ,  240 + 2 6 ,  2520 t 2 8 ,  1 3 2 0  t 3 2 )  = 266 y p 4  = 1  

'2.5 t f 2 / n  = min imo  ( c k j  + f k / n )  

'25 t 1 3 0 1 5  = 550  t 26 = 576 

minimo ( c l 5  t f l / n )  , c Z 5  t f 2 / n  , c 3 5  + f 3 / n  , c 4 5  + f fh )  = 

m i n i m o ( 4 5 0  t 2 2 ,  550  + 2 6 ,  750  t 2 8 ,  1 0 5 0  t 3 2 )  = 472  y Z 5  = O 

C21 t f  / n  = min imo  ( c k j  + f k / n )  2  k = l , .  . . , m  

C21  + 1 3 0 / 5  = 600  t 26 = 626 

minimo ( c l 1  t f l / n  , c Z l  + f 2 / n  . c 3 i  + f 3 / n  , c 4 ,  + f 4 / n )  - - 

minimo ( 4 0 0  t 2 2 ,  6 0 0  t 2 6 ,  1 0 0  t 2 8 ,  1 0 0  t 3 2 )  = 1 2 8  y Z l  = O 

C 2 2  t f / n  = minimo 2  k = l  , . . . , m  ( c k j  + f k /  n )  

mínimo ( c l 2  t f l / n  , c Z 2  2 f 2 / n  , c 3 2  t f 3 / n  , + f 4 / n )  = 

min imo(900  + 2 2 ,  90 t 2 6 ,  1 8 0  t 2 8 ,  1 1 7  t 3 2 )  = 1 1 6  y Z 2  = 1  



c  + 1 3 0 / 5  = 1 9 8 0  + 26 = 2006 23  

- minimo ( c l 3  + f l / n  , + f 2 / n ,  + f 3 / n  , + f 4 / n )  - 

m í n i m o ( 5 5 0  t 2 2 ,  1 9 8 0  + 2 6 ,  1 2 1 0  + 2 8 ,  220 + 3 2 )  = 252 y Z 3  = O 

c Z 4  t f  / n  = minimo 2  ( c k j  + f k m  k = l  ,. . . , m  

minimo ( c l 4  + f l / n  , c C 4  + f 2 / n  , + f 3 / n  , c 4 4  + f 4 h )  = 

m i n i m o ( 9 6 0  + 2 2 ,  240 t 2 6 ,  2520 c 2 8 ,  1 3 2 0  + 3 2 )  = 266 y Z 4  = 1  

'25 t f / n  = minimo (.c + f k / n )  2  k j 

minimo ( .c l5  t f l / n  , c Z 5  + f 2 / n  , c,, + f 3 / n  , + f 4 / n )  = 

minimo[450 t 2 2 ,  550 + 2 6 ,  750  t 2 8 ,  1 0 5 0  + 3 2 )  = 472  y Z 5  = O 

'3 1  + 1 4 0 / 5  = 1 0 0  + 2 8  = 1 2 8  

minimo ( c l 1  + f l / n  , c C 1  t f 2 / n  , c j l  + f 3 / n  + f 4 / n )  = 

minimo ( 4 0 0  t 2 2 ,  6 0 0  + 2 6 ,  1 0 0  t 2 8 ,  1 0 0  + 3 2 )  = 1 2 8  ~ 3 1  = 1  

+ f  / n  = minimo 3  k = l ,  . . . ,  m ( c k j  + f k h )  

minimo ( c  t f l / n  , c Z 2  + f 2 / n  , c 3 2  + f 3 / n  , c 4 2  + f 4 / n )  = 1 2  



mínimo ( - c l3  + f l / n  , c 2 3  + f 2 / n  , cC3  + f 3  , + f 4 / n )  = 

m i n i m o ( 5 5 0  + 2 2 ,  1 9 8 0  + 2 6 ,  1 2 1 0  + 2 8 ,  220 + 3 2 )  = 252  y 3 3  = O 

mínimo ( - c l 4  + f l / n  , c C 4  + f 2 / n  , + f 3 / n  , + f 4 / n )  = 

m í n i m o ( 9 6 0  + 2 2 ,  240 + 2 6 ,  2520 + 2 8 ,  1 3 2 0  + 3 2 )  = 266 y 3 4  = O 

c  + f  / n  = mínimo ( c k j  + f k / n )  3  5  3  k = l  ,. . . , m  

c + 1 4 0 / 5  = 750  + 28 = 7 7 8  
3  5  

mínimo ( c l 5  + f l / n ,  , c Z 5  + f 2 / n  , c C 5  5 f 3 / n  3 c 4 5  + f f / n )  = 

m í n i m o ( 4 5 0  + 2 2 ,  550  + 2 6 ,  750  + 2 8 ,  1 0 5 0  + 3 2 )  = 472  y 3 5  = O 

C41 + f  / n  = mínimo ( , c k j  + f k / n )  4  k = l , .  . . , m  

mínimo ( c l 1  + f l / n  , c C 1  + f 2 / n  , C C 1  + f 3 / n  , + f 4 h )  = 

m í n i m o ( 4 0 0  + 2 2 ,  6 0 0  + 2 6 ,  1 0 0  + 2 8 ,  1 0 0  + 3 2 )  = 1 2 8  y 4 ,  = O 

mínimo ( c l 2  + f , / n  , c Z 2  + f 2 / n  , c 3 2  + f 3 / n  , + f 4 / n )  = 

m i n i m o ( 9 0 0 +  2 2 ,  90  + 2 6 ,  1 8 0 +  2 8 ,  1 1 7  + 3 2 )  = 1 1 6  y 4 2  = O 

c  + f  / n  = minimo ( c k j  + f k / n )  
43  4 k = l , .  . . , m  



+ f /n  = mínimo 4  (ckj + f k h )  k = l , . ,  , , m  

C44 + 1 6 0 / 5  = 1 3 2 0  + 32 = 1 3 5 2  

mínimo (.cl4 + f l / n ,  c Z 4  + f 2 / n ,  + f 3 / n ,  + f4/d - - 

mihimo (960  + 2 2 ,  240 + 2 6 ,  2520 + 2 8 ,  1 3 2 0  + 3 2 ) = 2 4 6  => Y44 = 0  

C45  + f / n  = mínimo 4  (ckj + fk/d k = l , .  . . , m  

mínimo (c + f l / n ,  + f 2 / n ,  1 5  + f 3 / n y  + f 4 / n )  = 

mínimo (-450 + 2 2 ,  550 + 2 6 ,  750 + 2 8 ,  1 0 5 0  + 32)  = 4 7 2 *  y 4 5  = O 

para  j = 1 ,  2 ,  ..., n  e 

r f k  
se  Xk f o r  l i v r e  (k E I f )  

l k  = jo 
se xk f o r  f i x o  e m  1 (k E 11) 

F a z e n d o  xl = 1 k = 1 11, x 2 ,  x 3 ,  x 4  l i v r e  t e r e m o s  l1 = O 



F a z e n d o  xl = O - I. = 1 * I f = { 2 , 3 , 4 }  

cll + 1 1 0 / 5  = 4 2 2  mínimo( .626 ,  1 2 8 ,  1 3 2 )  = 1 2 8  =+ Y1l = 0  

'12 + 1 1 0 / 5  = 9 2 2  - m í n i m o c l 1 6 ,  2 0 8 ,  1 2 0 2 )  = 1 1 6  . * Y12 = 0  

'13 + 1 1 0 / 5  = 5 7 2  =+ mínimo(-2006,  1 2 4 8 ,  2 5 2 )  = 252  =+ y13 = O 

'14 + 1 1 0 / 5  = 9 8 2  =, mínimo(-266 ,  2 5 4 8 ,  1 3 5 2 )  = 266  - y14 = O 



C C 
n  

z = i€I1 f i  + mlnimizar LiEI J=1 ( ~ ~ ~ + f ~ / n ) ~ ~ ~  -I- c i j y .  11 . )  

s u j e i t o  a :  C = 1 j  = 1, 2,  ..., n  iEIl  u I f  y i j  





F a z e n d o  x2  = 1 

C1l + f1 /5  = 400 

C12  + f1 /5  = 900  

c13 + f1/5 = 550  

C14  + f1 /5  = 9 6 0  

c15 + f1 /5  = 450  

C 2 1  + f 2 / 5  = 6 0 0  

C22 + f / 5  = :z90 2  

c Z 3  + f 2 / 5  = 1 9 8 0  

'24 + f 2 / 5  = 240 

c Z 5  + f 2 / 5  = 550  

c 3 1  + f 3 / 5 = 1 2 8  

+ f 3 / 5  = 208  

C 3 3  + f 3 / 5  = 1 2 3 8  

+ f 3 / 5  = 2548  

C35  + f 3 / 5  = 778  

C 4 1  + f 4 / 5  = 1 3 2  

C 4 2  + f 4 / 5  = 1 2 0 2  

c + f 4 / 5  = 252  
4 3  

+ f 4 / 5  = 1 3 5 2  

C 4 5  
+ f 4 / 5  = 1 0 8 2  

* * mín imo  ( 9 6 0 ,  2 4 0 ,  2 5 4 8 ,  1 3 5 2 )  = 2 4 0  y34 = O 

* r n h l m o c 4 4 0 ,  5 5 Q ,  7 7 8 ,  1 0 8 2 1 3  450 * yg5 = O 

*m?nimo(OO, 6 0 a ,  1 2 8 ,  1 3 2 )  = 1 2 8  *y41  = O 

mínimo(-900,  9 0 ,  2 0 8 ,  1 2 0 2 )  = 90 * y42  = O 

* m í n i m o ( ~ 5 0 ,  1 9 8 0 ,  1 2 3 8 ,  2 5 2 ) = 2 5 2  * y43 = 1 

* m h i m o ( 9 6 0 ,  2 4 0 ,  2 5 4 8 ,  1 3 5 2 ) = 2 4 0  y44 = O 

* m h i m o ( 4 5 0 ,  5 5 0 ,  7 7 8 ,  1 0 8 2 ) =  4 5 0  y45  = O 



F a z e n d o  x3 = O I l  = { 1 , 2 }  If = ( 4 1  

C1l + f1 /5  = 4 0 0  * m h i m o ( 4 0 0 ,  6 0 0 ,  1 3 2 )  = 1 3 2  

c + f1/5 = 9 0 0  * mínimo(-900 ,  9 0 ,  1 2 0 2 )  = 90  1 2  

c13 + f1 /5  = 5 5 0  * m&imo(550,  1 9 8 0 ,  2 5 2 )  =252  

C14  + f1 /5  = 9 6 0  4 m í n i m o ( 9 6 0 ,  2 4 0 ,  1 3 5 2 )  = 2 4 0  

c + f1 /5  = 4 5 0  * m í n i m 0 ( ~ 4 5 0 ,  5 5 0 ,  1 0 8 2 )  = 4 5 0  
1 5  

C 2 1  + f 2 / 5  = 6 0 0  3 mín imo( -400 ,  6 0 0 ,  1 3 2 )  = 1 3 2  

cZ2  + f 2 / 5  = 9 0  * mínimo( .900 ,  9 0 ,  1 2 0 2 )  = 90  

c Z 3  + f 2 / 5  = 1 9 8 0  4 m í n i m o ( 5 5 0 ,  1 9 8 0 ,  2 5 2 ) =  252  

'24 + f 2 / 5  = 2 4 0  * minimo[.960, 2 4 0 ,  1 3 5 2 )  = 2 4 0  

'25 + f 2 / 5  = 5 5 0  - mín imo( -450 ,  5 5 0 ,  1 0 8 2 )  = 4 5 0  



fazendo x3 = 1 



L P ~  

F a z e n d o  x4 = O Il  = { 1 , 2 1  I f  = I 3 , 4 1  

z  = 1 1 0  + 1 3 0  + 400  + 5 5 0  + 4 5 0  + 9 0  + 2 4 0  = 1 9 7 0  p r i m e i r o  s o l u -  

ç ã o  

F a z e n d o  x = 1 
4  

rl = { 1 , 2 , 4 1  r0  = 1 3 1  

Cíl + f l / 5  = 4 0 0  * m?himoC400, 6 0 0 ,  1 0 0 )  = 1 0 0  3 Y 1 1  = 0  

c + f1 /5  = 9 0 0  =+ m í n i m o ( 9 0 0 ,  9 0 ,  1 1 7 0 )  = 9 0  1 2  Y12 = 0  

+ f / 5  = 5 5 0  - minimo( .550 ,  1 9 8 0 ,  2 2 0 ) =  220  e. C 1 3  1 Y13 = O 



z = 110 + 130 + 160 + 450 + 90 + 240 + 100 + 220 = 1500 segunda 

solução. 
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