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S U M A R I O  

O presente trabalho de tese, tem por objetivo principal a in- 

tegralização de poliedros convexos; fato este de particular interesse na solução 

de problemas de programaç~o linear inteira. 

Primeiramente, se obtém condições necessária e suficiente para 

que um poliedro convexo seja integral. 

n k Em seguida, se exibe uma transformação linear do R no R , que 

preserva a operação de integralização e integraliza-se um (2, 2) -canto poliédri- 

co pela geração dos vetores normais e vértices do seu conjunto de pontos intei- 

ros. 

Por fim, integraliza-se um (2, 2)-poliedro e mostra-se, a im- 

possibilidade de generalização do método apresentado para integralizar. 



A B S T R A C T  

The present work of thesis concerns mainly the integralization 

of convex polyhedrons, being this fact of special interest in the solution of 

problems of Integer Linear Prograrnrning. 

Firstly, necessary and sufficient conditions are obtained for 

a convex polyhedron be integral. 

n k Next, a linear transformation of R to R is shown, preserving 

the operation of integralization and a (2, 2)-corner-polyhedronis integralizated 

by the generation of normal vectors and vertex of its set of integer points. 

Finally, a (2, 2)-polyhedron is integralizated andtheimpossi- 

bility of generalization of the method presented to integralizate is shown. 
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Como se sabe, a solução de um problema de programação linear, o- 

corre em um dos vértices do politopo que o define. 

N ~ O  obstante essa solução, em geral, ser não-inteira, existe uma 

gama enorme desses problemas, cujas soluçÕes são, intrinsicamente, inteiras. 

Assim é, que o problema da mochila, o problema de colorir regiões 

de um mapa com um nÚmero mínimo de cores, o problema do caixeiro viajante e ou- 

tros; cada um, tem sua solução situada num dos vértices da envoltória convexa 

dos pontos inteiros do politopo que o define. 

Em 1958, ~ o m o r ~ ~  apresentou um trabalho que resolvia este proble- 

ma, a partir da aplicação do método do Simplex. E o "Algoritmo dos Cortes de 

Gomory", que conduz a uma solução (quando esta existe) , para o problema de pro- 

gramação linear inteira. 

Esta soluç~o, como já foi dito, está situada em um dos vértices da 

envoltõria convexa dos pontos inteiros do politopo que define o problema. 

Muito se tem pesquisado nesta área. 

~ontribui~ões mais significativas, foram obtidas pelo prÓpri o 

~ o m o r ~ ~ ,  que em 1965, mostrou poder um problema de programação linear inteira, 

ser reduzido a um problema de otimização, com uma equação definida em um grupo 

abeliano finito. 

Autores, como ~alinskil e ~alinski~, ~ h a ~ i r o ~ ~  e ~ h a ~ i r o ~ ~ ,  H U ~ ~  

e outros também têm desenvolvido pesquisas de relevância neste campo. 

Aqui, vale reafirmar, que todas estas pesquisas, têm sido feitas 

a partir dos cortes de Gomory e estes da aplicação simultânea do método do Sim- 

plex. 

A presente tese, no entanto, se baseia em uma nova idéia, a de 

tratar o problema de linear inteira apresentada por Murray~delber~~l 



em trabalho de 1970. 

Este novo caminho, tem por objetivo, a obtensão daenvoltoria con- 

vexa dos pontos inteiros do politopo, do problema de linear, sem a 

concomitante ap licação do método do Simplex. 

Obtida esta envoltória convexa, junta-se-lhe a função objetivo, 

formando assim um novo problema de programação linear inteira, equivalente ao 

primeiro. A seguir, aplica-se o método do Simplex a este problema, para obtensão 

da solução, que sem dúvida será inteira. 

Todavia, dificuldades têm existido neste tratamento e por enquan- 

to só tem sido poss?vel integralizar (obter envoltõria convexa dos pontos intei- 

ros do politopo), politopos em que a matriz do problema é m x 2. 

Espera-se que esta nova idéia, leve a resultados mais interessan- 

tes, na solução de problemas de programação linear inteira. 



2  - ~efinições e generalidades 

Seja R o corpo dos reais e o espaso de dimensão - n sobre R. 

Seja 
- 

X = {xi E 1 i = 0,k 1 

2.1 - combinação Linear 

n 1 
Um vetor x E R é dito, combinação linear dos x E X, se e s6 se 

2.2 - combinação afim 

n i 
Um vetor x E R e dito, combinação afim dos x E X, se e SÕ se, 

onde 

com 

2 . 3  - combinação Convexa 

n i C 

Um vetor x E R é dito, combinação convexa dos x E X, se e so se, 



2.4 - ~e~endência Linear 

L 

O conjunto - X é dito, linearmente dependente, se e so se, 

- 
Ai O para algum i, i = O,k 

Se além disso, 

o conjunto - X é dito, dependente afim. 

2.5 - ~nde~endência Linear 

O conjunto - X é dito, linearmente independente, se e só se 

vê-se que 

portanto, se - X é linearmente independente, ele também é independente afim. 

 ir-se-; que - X é dependente, se ele é dependente afim. E indepen- 

dente se ele não é dependente afim. 



Pode ser mostrado, que - X é um conjunto dependente ou independente, 
C 

se e so se, 
- 
x = Ix' - xo , x2 - xo, .... Xk - xO} 

4 

e linearmente dependente ou linearmente independente. 

lema I - 1 

O conjunto - X é dependente, se e só se X for linearmente dependen- 

te. 

prova : 

da: 

a - 
i) Assumir-se-a X linearmente dependente. 

1 
-(h1+ h2 + .... + hk)xo + hl x + .... + hkx k = O 

- 
hi # O  para algumi, i = l,k 

mas, isto é dizer que - X é linearmente dependente. 

Por outro lado, fazendo 

tem-se que A o  + X1 + . . . e  + Ak = O 

e portanto, - X é dependente. 

ii) ~ssumir-se-; - X dependente. 

o 
hgx + hlxl + .... + h xk = O k 

- * 
Ai # O para algum - i, i = 0,k 

* 
Note que, Ai # O para mais de um i. - 



Fazendo Ao  = - (hl + A2 + .... + h ) segue k 

k 
-(hl h2 + .... + h )xO + hlxl + ... + hkx = O  

k 

hl(xl -xO) + h2(x2 -xO) + . + \(xk -xO) = O  

- 
Ai # O para algum - i ,  i = 1,k. 

Portanto, X linearmente dependente. 

Nas definições vistas até aqui, o conjunto - X tem sido um subcon- 

n 
junto finito do R ~ .  Agora, - X será considerado um subconjunto qualquer do R . 

O conjunto - X tem dimensão k, - onde 0 < k < n, se e SÕ se, - X con- 

tém um máximo de k + 1 elementos independentes e todo conjunto com k + 2 ou mais 

elementos é dependente. 

2.7 - Conjunto Limitado 

O conjunto - X é limitado, se e sÕ se, existem y, z E tais que 

onde - < significa comparação, componente a componente. 

Se - X não é limitado, ele é ilimitado. 

2.8 - Conjunto Convexo 

O conjunto - x é convexo, se e só se, para todo x1,x2 E X ~ ~ E [ O ,  11, 

h x1 + (1 - h)x2 E x 



n 
isto é, se X E R 6 convexo, então ele contém o segmento de reta, que liga quais - 

quer dois pontos seus. 

ex. I - 1 

O é um conjunto convexo, ilimitado e de dimensão 2. 

Um ponto do R2, é um conjunto convexo, limitado de dimensão 0. 

Na figura abaixo, encontram-se vários subconjuntos do R2 com estas 

propriedades. 

Limitado Ilimitado 

f 
A 

\ 
h 

\ 

dimensão 2 

u convexo 

z não convexo i- 

fig. 1 - 1 



2.9 - ~nvoltória Convexa 

n 
Seja - X um suhconjunto do R , 
A envoltoria convexa de X-, denotada H(X), 2 a interseçgo de todos 

n 
os subconjuntos convexos do R que contêm X, 

n 
Assim, H(X) é o menor subconjunto convexo do R que contêm X. 

Se - X é convexo, então H(X) = X, 

H(X) e Única. 

Teorema de Caratheodory (Bonnice and ~ l e e ~ )  

onde 

Este teorema estabelece, que H(X) é o conjunto de todas as combi- 
- 

naçoes convexas, de todos os subconjuntos finitos de - X, que contêm - n+l ou me- 

nos elementos. 

n 
Por outro lado, se - X é um subconjunto finito do R 

pode ser mostrado (~enson~) que 

E vê-se, neste caso particular, que H(X) e o conjunto de todas as 
combinações convexas de X, 

A figura da seguinte, mostra alguns subconjuntos  do^^ e as 

suas envoltõrias convexas . 



fig. .1 - 2 

um subconjunto de k + 1 elementos independentes do Rn. 

3.1 - k-superfície 

Uma k-superf ície IT em Rn, é definida como, 

vê-se claramente, que IT é um conjunto de dimensão L, constituido 

de todas as combinações afim de - X. 

O conjunto - X é o conjunto gerador de IT. 



Equivalentemente,  n pode ser d e f i n i d o  como 

n-k onde A é uma m a t r i z  (n - k)  x n de  pos to  n - k e b é um elemento f i x o  do R de - - - - 
f i n i d o  por  

i i 
Ax = b ,  x E X  

n 
Uma k - supe r f í c i e  em R , é conhecida também, como um s u b - e s p a ç o  

a f im de  dimensão k .  

3.2 - Hiperplano 

Uma (n - 1) - supe r f í c i e  é um h ipe rp l ano  

n a 

aqu i ,  - a é um elemento f i x o  do R , o ponto . i n d i c a  o produto i n t e r n o  e e um 

r e a l .  

vê-se, a p a r t i r  de 3.1,  que uma k - supe r f í c i e  é a i n t e r s e ç ã o  de  

n - k h iperp lanos  independentes e que se k = n ,  Ax não poderá s e r  i g u a l  a nenhum 

v e t o r  f i x o  2, p o i s  o produto m a t r i c i a l  não e s t a r á  d e f i n i d o .  

n n A s s i m ,  uma n - supe r f í c i e  e m  R , s Õ  poderá ser o p r ó p r i o  R . 
n 

Por  ou t ro  l ado ,  se k = 0 ,  T se reduz a um simples  ponto do R . 

ex. 1 - 2 

Considere o R ~ ,  en t ão  

O - s u p e r f i c i e  - A é uma m a t r i z  2 x 2 de pos to  2 .  - 
Logo o s i s t ema  Ax = b  d e f i n e  um ponto  do^^. 

1 - s u p e r f í c i e  - A ser% uma m a t r i z  1 x 2 e tem-se  uma r e t a .  - 

2 - s u p e r f i c i e  - A - não e s t a r á  def i n i d a  e p o r t a n t o  se t e m  o pro  - 



prio R2, isto é 

Note que, uma O-superfície é um conjunto limitado e que se O<%n 

a k-superfície é um conjunto ilimitado. 

A partir de 3 .l, prova-se o 

lema I - 2 

k Dado um conjunto X = (xO,  x l . .  . . x 1 de k + 1 elementos indepen- 

dentes do Rn, então existe uma e somente uma k-superfície contendo estes elemen- 

tos. 

3.3 - k-semi-superf Tcie 

n 
Uma k-semi-superfície T em R , 1 5 k ,< n é um subconjunto convexo 

ilimitado do Rn, cuja dimensão ê k. 

onde Ax = b, define uma k-superf?cie, - a um vetor linearmente independente com as 

linhas de A - e - f3 um real fixo. 

Nota-se claramente, que o conjunto 

é uma (k - 1)-superf ície, 

Esta superfície TV, é o conjunto fronteira da k-semi-superfície. 

ex. 1 - 3 

A figura da página seguinte mostra uma 1-semi-superfkie T e o 
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seu conjunto fronteira uma O-superfhie T' em R2 

I 

fig. 1 - 4 

ex. 1 - 4 Em R3 uma 

1 - semi-superfície é uma semi-reta 

C 

2 - semi-superf?cie e um semi-plano 

C 

3 - semi-superfície e um semi-espaço 

0s conjuntos fronteira destas semi-superfícies, são respectiva- 

mente 

O - superf~cie - um ponto 

1 - superfície - uma reta 
2 - superfície - um plano. 

Sejam a + O um vetor do Rn e 6 E R. 

Um semi-espaço , é o conjunto 



e o seu conjunto fronteira é o hiperplano 

vê-se facilmente, que 

- 
E = {x E ~ ~ / a x  3 6) 

e também um semi-espaço cujo conjunto fronteira S. 

Portanto 

$ = E A E  

Note que, essa interseçao seria vazia, se as inequaçÕes que defi- 

nem os dois semi-espaços fossem ax > B ou ax < 6. 

3.5 - Semi-espaço Suporte 

n 
Seja - X um subconjunto do R . 

n 
Um semi-espaço do R , que contém - X e cujo hiperplano fronteira 

contêm um ou mais pontos de - X, é um semi-espaço suporte de X. 

O hiperplano, fronteira do semi-espaço e que contêm pontos de - X é 

um hiperplano suporte de X. 

4 - Poliedro Convexo 

Um poliedro convexo P - em R*, é a interseção não vazia de um nÚme- 

ro finito de semi-espaços em R ~ ~ ,  

m 
onde - A é uma matriz m x n e - b pertence ao R . 

Se A - tiver posto igual a - k, dir-se-2 que - P é um (n,k)-poliedro. 



P pode ser limitado qu ilimitado e assumir todas as dimensões en- 

tre O e m. - - 
Note que superf~cies e semi-superfTcies são casos particulares de 

po liedros convexos. 

4.1 - Face 

Uma face de - P é uma interseção não vazia de - P com um ou mais dos 
seus hiperplanos suportes. 

i 
Seja a x - .: b uma das desigualdades de Ax < b definindo P. 

i - 
O semi-espaço 

pode ou não, ser um semi-espaço suporte de - P. 

Esse conjunto, é um semi-espaço suporte de E, se 

2 diferente do vazio. 

Entretanto, pode-se considerar um subconjunto - S de Tndices de A - 
de modo que se tenha 

onde AS é a submatriz de A, - constituída dessas linhas e b S as correspondentes 

componentes de - b. 
vê-se claramente, que PS está contido em P. 

Se Ps é não vazio, ele uma face de P. 

~ l ê m  disso, cada face de P pode ser expressa dessa forma 



lema I - 3 

Se P uma face de P e S1 C S designa um conjunto maximal de li 
S - 

nhas de A linearmente independente, então 
S 

prove 

tem-se 

x E Psi pois AS ,X = bs' 

logo 

ii) P C P s1 - S 

As linhas de AS,, constituem um conjunto maximal de linhas de 

A que são linearmente independentes. S 

~ a ? ,  as linhas de A , , podem ser obtidas como combinação li- 
S -S 

near das linhas de AS, . 
i a i-ésima linha de AS-S, e sejam a a2 

S ' 
Seja a S-S ' S1, SI a S ' 

as linhas de AS,. 

Tem-se 



- - 
Se x E PS , então A ,x = bS1, logo é claro que S 

i - i i 
a S-s 1 X = bS-s1 onde i = S' + 1, S' + 2,...S e bS-s, é a 

onde j - bi, = as' x , j = 1,2 ... S' 

Assim P e de i e ii 
S 

4.2 - Subconjunto Face 

O conjunto - S' de linhas de A - linearmente independente, do lema 

1 - 3, 2 um subconjunto face. 

vê-se, que todas as faces de - P, podem ser geradas, considerando- 

se somente esses conjuntos de hdices de linhas de A, linearmente independentes. 
Um caso especial, é aquele em que S = 0, 

Nesse caso, P0 = P* 

A partir daí, existe um número finito de passos para formar P . 
Isto quer dizer que P - tem um número finito de faces. 

As faces de - P são poliedros convexos. 

4.3 - k-face 

Se uma face de P, tem dimensão k, ela uma k-face. - - 
Assim é fácil concluir que 

O - face é um vértice de P 
1 - face e uma aresta de P, 



4.4 - Sub-f ace 

Se PS e P são faces de P e Ps C P S f  , então P uma sub-face 
S' S 

Claramente, se S f  C S  então P é uma sub-face de P s S ' 

e 

ex. 1 - 5 Na figura abaixo P 
{ k, 5 I e sub-face de P 

I 4 1  

f i g .  1 - 4 

4.5 - Face Minimal 

Uma face minimal de P , é aquela que não tem sub-face própria. 

lema I - 4 (Hoffman and ~ r u s k a l l  5, 

Seja P um (n, k) -poliedro convexo, então uma face ,P de P mini- - S - 
mal, se  e só se ,  A consiste de k linhas de A ,  linearmente independentes. S - - 



lema I - 5 (Hoffman and ~ruskal'~) 

Se P é uma face minimal de P, então S - 

C 

ou seja, toda face minimal de E, e uma (n - k)-superf ?cie. 

O conjunto de faces de (n,k)-poliedro convexo - P é parcialmente or - 

denado por C;. - 
r. C 

O maior elemento desse conjunto parcialmente ordenado, e o pro- 

prio P. 

Em geral, não existe o menor membro dessa ordem parcial. 

Todas as faces têm seus postos e cada posto é composto de todas as 

faces de uma mesma dimensão. 

As faces minimais de P , que são (n-k) -superf icies , constituem o 

posto mais baixo, pois elas têm sub-faces 

O posto seguinte, consiste de todas as (n-k71)-faces de P e assim 

por diante. 

O posto maior, consiste de P somente, cuja dimensão estáentren-k - 
e n inclusive. - 

4.5 - Fronteira de uma Face 

Fronteira de uma face de um poliedro convexo é a união de todas 

as sub-f aces próprias dessa face . 
~ a ? ,  vê-se que uma face minimal de P, não tem fronteira. Isto é, 

sua fronteira é vazia. 

A fronteira de - P a união de todas as suas sub-faces. 



ex. I - 6 A figura abaixo, mostra vários poliedros em e os respectivos 

diagramas de ordem parcial de suas estruturas de faces. 

i 
Cada número exibido, representa a i-êsima desigualdade a x < b. 

1 

do sistema que define - P. 

fig. 1 - 5 



lema I - 6 (~adle~l~) 

Um poliedro convexo limitado é igual a envoltória convexa dos seus 

vértices. 

Se - P é um poliedro convexo limitado, então, cada face de - P é li- 

mitada. 

Desde que, uma face minimal de - P, é uma superfície e uma superfí- 

cie limitada só pode ser uma O-superfície; segue que, cada face minimal de P - é 

uma O-superfzcie, isto é, um vértice. 

 ai, P - é um (n, n)-Poliedro. Isto é, o posto de A - e n. - 

4.6 - Face redutível 

Uma face de um poliedro convexo é redutivel, se ela é igual a en- 

voltória convexa da união de todas as suas sub-faces próprias. Isto é, se ela é 

igual a envoltória convexa da sua fronteira. 

Se uma face não é redutível, ela é irredutzvel. 

lema I - 7 (~leel~) 

@ 

Uma face de um poliedro convexo - P e irredutível, se e so se, ela 
C 

e uma superf lcie ou uma semi-superf ície . 
~ l é m  disso, - P é igual a envoltória convexa de suas faces irredu - 

tIveis. 

Um resultado, imediato, da definisão e do lema acima, é que toda 

face minimal de - P é irredutcvel . 
A recíproca não & verdadeira, pois uma semi-superfície é irredu- 

thel, mas &o é minimal, 



~orem, no caso de um poliedro convexo, limitado, a reczproca e 

verdadeira. Isto é verdade, pelo fato de - P ser limitado e daí,nenhuma face de - P 
L - 
e uma semi-superfície. Assim, elas são superfzcies que por sua vez, sao tambem 

limitadas e portanto são O-superfícies . 
Disto se conclue que são faces minimais de P. 

Se uma face irredutgvel de - P é uma semi-superf?cie, então sua fron - 
teira uma superf Zcie que também uma face irredutzvel de P . 

4.7 - Face Maximal ~rredutivel 

Uma face de P é maximal irreduti'vel se ela não contêm nem uma ou- - 
tra face irredutzvel de P. - 

~ l e e l ~  prova que: 

Um poliedro convexo P é igual a envoltória convexa de suas faces 

maximais irredutTveis . 
Note que, neste caso, se - P é um poliedro convexo limitado, então 

suas faces maximais irredutzveis, são O-superfzcies, isto são os próprios vér- 

tices de P. - 

ex. P - 7 A figura da página seguinte, refere-se aos poliedros apresentados 

na fig. 1 - 5. 



limitado 

ilimitado 

limitado 

ilimitado 

ilimitado 

limitado 

ilimitado 

faces 

minimais 

faces 

irredutiveis 

faces 

irredutzveis 

maximai s 

fig. 1 - 6 



4.8 - Pol i ed ro  de  um Problema de  ~ r o ~ r a m a ç ã o  Linear  

Um problema d e  programação l i n e a r ,  t e m  a forma: 

Maximize cx s u j e i t o  

n m 
onde c é um ponto f i x o  do R , A é uma ma t r i z  r e a l  m x n  e b um ponto f i x o  de  R . - - 

A função l i n e a r  é a função o b j e t i v o  do problema. 

O conjunto 

um po l i ed ro  convexo. 

P é o po l i ed ro  do P P L.  - 

lema 1 - 8 

P é i g u a l  a e n v o l t s r i a  convexa da  união f i n i t a  de  O-superf?cies e 

1-semi-superf í c i e s  . 

prova : - P pode s e r  r e e s c r i t o  como 

onde A' contem uma submatriz i den t idade  (negat iva)  n x n e b '  é um v e  t o r  do - - 
Rm+n cuj  as n Últimas componentes são zeros .  - - 

vê-se que o pos to  de  A' - e n.  E da?,  segue - P é um (n, n)  -po l i ed ro  

cu j  a s  f aces  minimais são O-super f íc ies .  

Por ou t ro  l ado ,  o conjunto 



obviamente, ngo contêm 1-superf lcies . E daí, - Q não contém k-superf ícies , I,< k< n 
e nem contém k-semi-superfícies para 2 < k ,< n. 

Assim, as faces irredutíveis de - P são O-superfícies ou l-semi-su- 
perffcies, pois P - está contido em - Q. Isto se conclue com o lema 1 - 7. 

Deste modo 

i) se as faces irredutíveis de o, são O-superffcies (vértices) , 
elas serão maximais irredutíveis e, portanto, pelo lema 1-6, o 

presente lema fica provado em sua primeira asserção; 

ii) se as faces irredutíveis de c, são 1-semi-superfícies, suas 

fronteiras são O-superfícies em P e portanto vértices de P. 

Assim, tem-se o caso i. - 

Agora, que - P tem um numero finito de faces, já foi visto, quando 

o conjunto de faces - P forma um conjunto parcialmente ordenado por - Cem que P = P g  

é O maior membro, onde !d 2 o conjunto vazio. 

5 - Conjunto Convexo Integral 

Seja - J o anel dos inteiros. 
Seja Jn o mÓdulo de dimensão n sobre J. - - - 
Seja X -R" e I(X) o conjunto de pontos inteiros de X. - 

Isto e 

5.1 - Conjunto convexo integral 

L 

X s R n  é convexo integral, se e so se, - X é igual a envoltóriacon- 

vexa dos seus pontos inteiros. Isto ê 

X = H(I(X)) 



ex. 1 - 8 Se j a  X = {x0,  x1 ... .) um subconjunto i n f i n i t o  de  - Jn d e f i n i d o  por  

xo = (O, O) 

A f i g u r a  aba ixo ,  mostra  o s  pr imei ros  elementos de  - X ,  bem como uma 

p a r t e  d a  f r o n t e i r a  de H(X). 

vê-se claramente,  que H(X) é a i n t e r s e ç ã o  d e  um número c o n t ã v e l d e  

semi-planos e po r t an to  não é um p o l i e d r o  convexo. 

f i g .  1 - 7 

Já f o i  v i s t o  que se - X é um subconjunto do Rn, en t ão  e x i s t e  umúni- 

n 
co subconjunto convexo do R , que é a e n v o l t ó r i a  convexa d e  X ,  - 

Agora, se - X é convexo, e n t ã o  e x i s t e  um Único conjunto X '  Rn t q  
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em outras palavras, - X' é a envoltsria convexa dos pontos inteiros de X. 

lema 1 - 9 

n 
Sejam - X e - xP dois subconjuntos convexos do R , então 

X' = H(I(X) 

se e só se, 

i) - X' é integral 

ii) I(X1) = I(X) 

prova: a) assume-se - X' integral e 1(XV) = I(X) 

deve-se mostrar que 

tem-se 

X' integral X' = H(I(x')) 

mas I(X1) = I(X) por hipótese. 

logo X' = H(I(X)) 

b) assume-se X' = H(I(X)) 

deve-se mostrar que - X' é integral e I(X1) = I(X) 

tem-se X' = H(I(X)) -3 I(X) - CI(X1) 
- 

considere X E I(x'). 

como X' = H(I (X) ) , segue que é uma combinaSão convexa de pontos 

Mas & é convexo. Logo X E X. 

Por outro lado, X é inteiro 



d aT - X E I(X) e segue que I(x') gI(X) 

logo 
I(X) = I(X1) 

portanto - X' é integral. 

n 
Para dois subconjuntos convexos do R , & e - X' onde 

diz-se que - X foi integralizado para se obter - X'. 

Essa transf armação recebe o nome de INTEGRALIZAÇÃO. 

Nos capítulos seguintes, serão vistas condições necessârias e su- 

f icientes de integralização de poliedros convexos. 

ver-se-; agora, alguns exemplos que ilustrarão os conceitos de po- 

liedro convexo integral e de integralização. 

ex. 1 - 9 Considere os sistemas de desigualdades 

(a) 4x - < 15 

A figura da pãgina seguinte, mostra a região viável do sistema e 

a envoit8ria convexa dos seus pontos inteiros. 



(ii) 

fig. 1 - 8 

vê-se que, a figura I-$, (i) representa a região viave1 e (ii) a 

envoltgria convexa dessa região viável que é dada pelo sistema 

onde o sTmbolo L A  1, denota o maior inteiro menor ou igual a - A. 

( i ) é um exemplo de poliedro convexo 

(ii) é um exemplo de poliedro convexo integral. 

C 

O processo de transformação do primeiro sistema no segundo e um 

exemplo de integralização. 



ex. 1 - 10 Considere agora, o sistema 

A figura 1- 9, mostra (i) a região viável do sistema e (ii) a en- 

voltõría dos seus pontos inteiros. 

(i 1 (ii) 

fig. 1 - 9 

A envoltõria convexa da região viável ê dada por: 



ex. 1 - 11 Seja o sistema 

A figura abaixo, mostra a região viável desse sistema, bem como a 

envoltória convexa dos seus pontos inteiros. 

- região viável - - envoltória convexa - 
(i> fig. 1 - 10 (ii) 

vê-se claramente, que a envoltória convexa dos pontos inteiros da 

região viável, é dada pelo sistema 



Nesses exemplos que foram v i s t o s  agora,  a in t eg ra l i zaçgo  f o i  f e i -  

t a ,  a p a r t i r  da solução g r á f i c a  do s i s tema dado. 

No en tan to ,  duas b á s i c a s  podem s e r  colocadas n e s t e  momen- 

i )  Dado um po l i ed ro  convexo, como saber  s e  e l e  um p o  l i e -  

dro convexo i n t  e g r  a1 . 

i i )  Dado um po l i ed ro  convexo não - in t eg ra l ,  como i n t e g r a l i z á -  

10. 

essas  suas  questões b á s i c a s ,  s e rão  o b j e t o  de estudo dos prÕximos c a p í t u l o s .  



Neste capítulo serão desenvolvidos vârios resultados ligados a po- 

liedros convexos que têm a propriedade integral. 

Nele, ver-se-ã condições necessária e suficiente para que um po- 

liedro convexo sej a integral. 

1 - superfície Integral 

n 
Uma k-superfície IT em R , é gerada por um conjunto de k + 1 pontos - 

independentes. 

Isto é, IT é o conjunto de todas as combinaçÕes afins desses k + 1 

pontos independentes. 

lema I1 - 1 

Uma k-superfTcie T é integral, se e só se, T gerada por um con- 

junto de k + 1 pontos inteiros independentes. 

prova: i) Assume-se -K uma k-superffcie integral deve-se mostrar, que IT é 

gerada por um conjunto de k + 1 pontos inteiros. 

tem-se 
IT é uma k-superfície, portanto, ela é gerada por um conjunto - X 

de k + 1 pontos do R ~ .  

Por outro lado, IT é integral. 

 ai segue, que cada ponto de - X é uma combinação convexa de pontos 

inteiros em I(v) , 

Como I(IT)C IT, segue que a dimensão de I(T) é menor ou igual a di- 

mensão de IT. 



Suponha que I(T) tem dimensão menor que L. 

 aí segue, que - X tem dimensão menor que L, o que contradiz a hip& 

tese. 

Logo, -r é gerado por k + 1 pontos inteiros. 

ii) Assume-se agora, que T e gerada por um conjunto de k + 1 pon- 

tos inteiros independentes. 

C 

Deve-se mostrar, que -r é integral. Isto e ,  todo x E -r e uma 

combinação convexa de pontos inteiros de -r. 

tem-se n k seja x E R um ponto arbitrário de -r e X = {xO, xl. ..x o con- 

junto de pontos inteiros que gera r. 

equivalentemente, pelo lema I - 1, pode-se escrever 

Sejam agora, as seguintes funções 

tais que 
ho(X.) = maior inteiro, menor ou igual a A.. 

1 1 - 

hl(Ai) = menor inteiro, maior que X . .  
1 - 

vê-se facilmente , que 



k 
considere agora, o conjunto de todas as k-Gplas binârias (0, 1) , onde um membro 
desse conjunto serã 

k todo x E IT, é uma combinação convexa de 2 pontos inteiros de r ,  - 

k geometricamente, esses 2 pontos inteiros são vértices de um cubo de dimensão k. - 
A fim de exibir x como combinação convexa desses pontos inteiros, - 

serão definidas as seguintes funções 

tais que 

e também a função 
k 

* 
Note que a afirmação - 2 explicita a afirmação - 1 ,  



em (2 - 2 ) ,  X = (X1, A 2 . .  . X ) , são OS c o e f i c i e n t e s  que aparecem em (2 - 1). k 

Antes d e  p ros segu i r  com a prova d a  afirmação 2 ,  observe que (2 - 3 )  

é verdade, uma vez que 

Por ou t ro  l ado ,  a equação (2 - 4 ) ,  prova-se por  indução sobre k, 

como segue 

Suponha agora,  que (2  - 4)  e verdade p a r a  algum k ,  1 ,< k < n. - 



Assim, (2 - 4) está provada 
Agora, 

b , g,(A)x = 
b E C0,lI 

e desenvolvendo-se a expressão entre colchetes obtem-se 

C gb(mb (Ai) = 
b E C0,lI i 

k g, (Aj) hbi(Xi) 
b E C0,lI '=L i 

Logo 

De modo, x E IT foi expresso como combinação de pontos inteiros 

da superfície IT. 

~ a ? ,  segue que n integral, e a segunda asseriao do lema estã 



provada. 

Agora, cons idere  A - uma mat r i z  i n t e i r a  (n - k)  xm d e  pos to  n - k e 

n-k b um ponto i n t e i r o  do R , - 

problema 

que condições,  A - e - b devem s a t i s f a z e r  a f im  de  que o sistemaAx=b, 

de£ i n a  uma k-superf í c i e  i n t e g r a l .  

Em o u t r a s  pa l av ras ,  que condições - A e - b devem s a t i s f a z e r  p a r a  que 

o espaço s o l u ç ~ o  de Ax = b ,  contenha m conjunto de  k + 1 pontos i n t e i r o s .  

Pa ra  responder e s s a  ques tão ,  s e r á  usada a segu in t e  notação 

dada B uma m a t r i z  i n t e i r a  r x s de  pos to  r ,  1 I_ r 5 s ,  - - 

s 
m d c [ B  1 = [ m  d c de todos o s  ( r ) menores de  - B ,  de ordem r] . 

onde 
i )  m d c é o máximo d i v i s o r  comum 

s 
i i )  ( r ) c o e f i c i e n t e  binomial 

Note que m d c  [ B ] =  [ d e t  B] s e  r = S. 

Enquanto que, s e  r = 1, - B é uma l i n h a  e m d c [ B ]  é o máximo d i v i -  

s o r  comum de suas componentes. 

Teorema I1 - 1 

Seja  - A uma ma t r i z  i n t e i r a  (n -k)x  n d e  pos to  n - k e b um ponto - 
do R 

en tão  Ax = b 



define uma k-superf?cie integral, se e só se, 

prova 

m d c  [A]= m d c  [A i b] 

i) assume-se que Ax = b define uma k-superf?cie integral 

deve-se mostrar que 

m d c  [A]=mdc [A ! b] 

tem-se 
se Ax = b define uma k-superficie integral, então, pelo lema I1 - 1, 

T é gerada por um conjunto de k + 1 pontos inteiros independentes. 

Seja - xQ um ponto inteiro em T.  

Seja - S um subconjunto arbitrário de Tndices de n - k - 1 colunas de 
S A e A a sua submatriz , compreendida dessas colunas. (n - k) (n - k - 1) - 

segue que 

det [AS i b ] = det [AS 1 AxO ] 

S 
donde se conclue, que o determinante da matriz [A : b ] , é uma combinação in- 

teira dos menores de A - de ordem n - k. 

Logo 
m d c  [A]/ der [AS i b] 

e uma vez que isto vale para todo subconjunto - S, segue que 

ii) Assume-se agora, que rn d c [A] = m d c [A i b ] deve-se mostrar 

que 

Ax = b, define uma k-superfi"cie integral. 

De acordo com ~acobsonl*, existe uma matriz inteira R, (n-k)x(n-k) 



+ + 
tal que det R  = - 1 e uma matriz inteira C  n x n cujo det C = - 1 tal que - 

A = R Ã c  

onde Ã é uma matriz diagonal ( n - k ) x n 

além disso 

mdc [A] = mdc [Ã ]  

e a partir da?, vê-se facilmente, que 

- - - 
mdc Ã =: a1 . a2 ... a 

n-k 

como A  = R Ã C ,  pode-se escrever 

OU 

onde 

uma vez que R e C  são matrizes elementares cujos determinantes são diferentes de - - 
zero e portanto inversíveis . 

Considere C' a matriz inteira (n + 1) x (n + 1) dada por - 



+ 
ve-se que det C' = -1 e que 

e como jâ foi visto, o m d c de menores de mesma ordem de matrizes equivalentes 

são iguais 

mdc [A i b] = m d c  [Ã i b ]  

logo 

mdc [A] = rndc [A i b] 

Tsto é, 

: o 

.- 
a n-k : I .- 

a n-k : 

da?, segue que 

a1 a2 .......... a / b l  a2 ......... a 
n-k n-k 

a1 a2.. ....... .a / a1 b2.. ...... .a n-k n-k 

- - - - - - 
a1 a2.. ....... .a I a1 a2.. ....... n-k bn-k 

mas isto 8 dizer que 

- 
e tem-se que, a k-superfície ã definida por Ãy = b contém o seguinte conjunto de 

k + 1 pontos inteiros independentes. 



- i  - - 
Note-se que Ay = b V- i = 0,k 

- 
Por t an to ,  m é gerada por  e s s e  conjunto d e  k + 1 pontos i n t e i r o s  e 

da;, pe lo  lema I1 - 1, e l a  é i n t e g r a l .  

Agora, uma vez que a k-superfzcie  m d e f i n i d a  por Ax = b é a imagem 

- 1 
de sob a transformação l i n e a r  i n t e i r a  C , segue que m também uma k-super- - 
f i c i e  i n t e g r a l .  

d 

O s i s tema Ax = b d e f i n e  uma k-superf?cie  i n t e g r a l ,  s e  e s o s e , e s -  

s e  s i s tema tem uma solução i n t e i r a .  

prova i )  Se a k-super f íc ie  m d e f i n i d a  por  Ax = b i n t e g r a l ,  en tão  pe lo  

lema I1 - 1, e s s e  s i s tema tem uma solução i n t e i r a .  

i i )  Assume-se agora,  que Ax = b t e m  uma solução i n t e i r a  xO. - 
Deve-se mostrar  que m é i n t e g r a l ,  



tem-se 

I1 - 1 que 

o s is tema Ax = b ,  tendo - x" como uma solução i n t e i r a ,  segue do teo-  

m d c  [A] = m d c  [A : b ]  

Logo, ainda pe lo  teorema 11-1, IT é i n t e g r a l  e o c o r o l á r i o  e s t á p r o  - 

vado . 
..d 

Suponha agora,  que s e  tem o s i s temaAx = b de n - k e q u a ç o e s  

definindo uma k-superfIcie  i n t e g r a l .  

Se ja  AS uma submatriz de A ,  - onde - S é um subconjunto de índ ices  de  

l inhas  de - A que constituem A S ' 

Se Ax = b def ine  uma k-superf íc ie  i n t e g r a l  então 

de f ine  uma k'-superfi"cie i n t e g r a l  onde k L k'  L n e - S tendo n - k '  Tndices . 

prova : i )  Assume-se Ax = b definindo uma k-superfIcie  i n t e g r a l  

deve-se mostrar que A x = b de f ine  uma k ' - superf íc ie  i n t e g r a l  
S S 

tem-se 

s e  Ax = b,  de f ine  uma k-superf íc ie  i n t e g r a l ,  en tão  pe lo  c o r o l á r i o  

a n t e r i o r ,  Ax = b tem uma solução i n t e i r a  - x O .  

Mas s e  - x0 e solução de Ax = b,  e l e  tambêm, 2 solução de 

ASx = bS 

d a í ,  a inda pe lo  co ro lá r io  11 - 1, A x = b de f ine  uma k'-çuperfTcie i n t e g r a l ,  S S 



2 - ~ e m i - s u p e r f í c i e  I n t e g r a l  

n  
Se ja  - T uma k-semi-superfície em R , i s t o  é 

n-k n  
onde - A é uma matr iz  i n t e i r a  (n-k)xn, - b é um ponto do R i n t e i r o ,  a E R in -  

t e i r o ,  e  6 E R. 

a (k  - 1)-superf íc ie ,  de f in ida  por 

é o conjunto f r o n t e i r a  da k-semi-superfIcie T .  

Teorema I1 - 2 

Uma k-semi-superfíicie T é i n t e g r a l ,  s e  e  só s e ,  seu conjunto fron- 

t e i r a ,  a(k - 1)-superf Ic ie  IT é i n t e g r a l .  

prova i )  Assuma T i n t e g r a l  

mostre que IT é i n t e g r a l  

tem-se 
T i n t e g r a l ,  implica I ( T )  + 

d a í ,  duas h ipóteses  exclus ivas ,  podem s e r  formuladas 

rr contém um ponto i n t e i r o  

IT não contém um ponto i n t e i r o ,  

Se a  pr imeira  h ipó tese  ocorre ,  pe lo  c o r o l á r i o  11-1, IT & i n t e g r a l .  



Se a segunda oco r r e ,  ter-se-á 

com i s t o ,  Ax = b e ax  < f3 - 1, definem uma nova k-semi-super fk ie  T P ,  t a l  que 

Mas i s t o  con t r ad i z  o f a t o  de  que - T é i n t e g r a l ,  

Se assim não f o s s e ,  T' e s t a r i a  con t ida  propriamente,  n a  envol tó-  

r i a  convexa dos seus  pontos i n t e i r o s ,  o que c a r a c t e r i z a  esta cont rad ição .  

A s s i m ,  IT contém um ponto i n t e i r o .  

Logo, pe lo  c o r o l á r i o  I1 - 1, é i n t e g r a l .  

i i )  Assuma agora ,  que IT é i n t e g r a l  

mostre  que IT é i n t e g r a l ,  ou equ iva l en t e ,  que T é a e n v o l t õ r i a  

convexa de um &mero i n f i n i t o  cont&el  de  (k - 1)  - s u p e r f í c i e s  

i n t e g r a i s .  

t em-se  

S e j a  

A = m d c  

e s e j a  IT a (k  - 1) - supe r f í c i e  d e f i n i d a  por  
j 

t em-se  

~j i n t e g r a l  p a r a  todo j = 0 ,  1, 2 ... 

no é i n t e g r a l  po r  h i p ó t e s e  



da;, pe lo  teorema I1 - 1 

mdc[.k] a = mdc [.8. a .  :.L.] 
Agora, observe que cada menor de ordem (n - k + 1)  da ma t r i z  

d i f e r e  do seu menor correspondente,  n a  m a t r i z  

da?, segue que 

b 
m d c  [.i.] = c  [.:.i ..... ] 

01 :B - j A  

e  p e l o  teorema I1 - 1, r .  i n t e g r a l :  
-L 

Agora, desde que cada x E T é uma combinação convexa de  pontos em 

TO, TI, r 2 , .  . . , cada dos q u a i s ,  é uma combinação convexa de  pontos i n t e i r o s  emT, 

segue que x E T é uma combinação convexa de pontos i n t e i r o s  em T.  

 ai T é i n t e g r a l .  

Assim o  teorema está provado. 

3 - Pol i ed ro  Convexo I n t e g r a l  

O que s e  v i u  até agora ,  f o i  uma preparaçso p a r a  s e  chegar 2s con- 

d ições  em que um p o l i e d r o  convexo t e m  a propriedade i n t e g r a l .  

n  
Se j a  - P um po l i ed ro  convexo em R 



P = { x  E Rn/Ax 5 b) 

m onde A é uma matriz in t e i r a  m x n e  b  um ponto do R , in te i ro .  - - - 

Teorema I1 - 3 

P é integral ,  se  e  se,  cada face de P é integral .  - - 

prova i )  Assume-se cada face de - P ,  integral  

deve-se mostrar que P - é integral  

tem-se 

pelo lema I - 7 ,  - P é igual a  envoltória convexa de suas faces ir- 

redut?vei S. 

Como por hipótese, todas as faces de - P são in tegra is ,  segue que 

P - é integral .  

i i )  Assume-se agora, C integral  

deve-se mostrar que cada face de - P ,  é integral  

tem-se 

se é uma superfície 

segue que - P é sua Gnica face, e  por hipótese, integral .  

Se - P não é uma superfIcie,  então e l e  tem uma ou mais subfaces pró  - 

prias . 
Seja. 

uma subface prspr ia  de P.  

Seja x E P S '  
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~ n t a o ,  x E. P e por  i s s o  mesmo é uma combinação convexa de  pontos 

m i n t e i r o s  em P, x l  , x2 . . . x . 
Ou s e j a  

i s t o  é 

suponha que i s t o  não verdade. 

Logo 

i ASx < b p a r a  algum i 
S 

o que con t r ad iz  o f a t o  de  que 

x & P 
S 

Assim, - x é uma combinação convexa de pontos i n t e i r o s  em P S ' - 
~ a í ,  P ê i n t e g r a l  e o teorema e s t á  provado. S 

P é i n t e g r a l ,  s e  e so  s e ,  

m d c  [ A ~ I =  m d c  [ A ~  1 b ~ l  



p a r a  todo subconjunto f a c e  - S. 

prova i )  Assume-se P - i n t e g r a l  

deve-se most ra r  que p a r a  toda  f a c e  de P v a l e  - 

m d c  [AJ = m d c  [ A ~  i b S ]  

tem-se 

pe lo  teorema I1 - 3, cada f a c e  de  P é i n t e g r a l .  

Se j a  IT a  s u p e r f í c i e  d e f i n i d a  por  
S  

desde que PS C IT segue que a ' deve con te r  pe lo  menos um pon- - S, s - 
t o  i n t e i r o .  

~ a í ,  p e l o  c o r o l á r i o  I1 - 1 IT é i n t e g r a l .  
S 

Logo, p e l o  teorema I1 - 1 

= m d c  [nSi bS] 

i i )  Assume-se agora,  m d  c  [AJ = m d  c [AS i bS ] p a r a  todo sub- 

conjunto f a c e  d e  P . 
Deve-se most ra r  que P  é i n t e g r a l  - 

tem-se 

Considere a s  f a c e s  i r r e d u t i v e i s  de P .  Pe lo  lema I - 7 ,umafa -  

c e  i r r e d u t i v e l  d e  - P é uma superfí 'cie ou uma semi-super f ic ie ,  

Se P é uma s u p e r f í c i e ,  pe lo  teorema,II  - 1, e l a  é i n t e g r a l .  
S  - 

Se P G uma semi-superf i c i e ,  en tão  seu  conjunto f r o n t e i r a  uma 
S - 

f a c e  i r r e d u t r v e l  de  - P que é i n t e g r a l ,  pe lo  teorema I1 - 1, 

Assim, usando o  teorema I1 - 2 ,  P é i n t e g r a l ,  S  

Finalmente,  uma vez que - P é a  e n v o l t ó r i a  convexa d e  suas  f a c e s  

i r r e d u t ? v e i s ,  todas  das  qua i s  são  i n t e g r a i s ,  segue que P - é i n t e g r a l .  

O c o r o l á r i o  e s t á  provado. 



- 
P ê integral, se e so se, - 

para todo subconjunto face-minimal - S de - P. 

prova : i) a condição necessária, segue diretamente do corolário 11-3. 

ii) Assume-se - S subconjunto face-minimal e 

mdc [A~] = m d c  [As : : bsl 

deve-se mostrar, - P integral 

tem-se 

considere todas as faces irredutíveis de - P. 
Fazendo uso do lema I - 7, uma face irredutível de - P é 

uma superfície, que é uma face rninimal de P 

uma semi-superfície, cuja superfície fronteira é uma face mini - 

mal de P. 

No primeiro caso, P é integral pelo teorema I1 - 1. 
S - 

No segundo caso, a superfície fronteira de P é integral pelo S - 
teorema I1 - 1 e daí P é integral pelo teorema I1 - 2. 

S 

Desde que - P é envoltÕria convexa de suas faces irredutíveis, 

todas as quais são integrais, segue que - P é integral e o corolário está provado. 

O corolãrio I1 - 4, diz que - P ê integral, se todas as suas fa- 
w 

ces minimais o sao. 



Se - P é um (n, k ) -po l iedro ,  en t ão  o pos to  de  A - 8 - k e uma f a c e  

minimal de  - P é uma (n - k)-super fzc ie .  

Se k = n ,  a s  f a c e s  minimais de - P são  todos o s  v é r t i c e s  de P.  

Por  exemplo, esse é o caso de todo p o l i e d r o  dos problemas de  

programagão l i n e a r ,  desde que a condição não-nega t iva  x >, 0, assegure  que o pos- 

t o  de  A é n.  - - 
Em tais casos ,  o c o r o l á r i o  I1 - 4 ,  a s segu ra  que - P é i n t e g r a l ,  

4 

se e s o  se, cada v é r t i c e  de  P é um ponto i n t e i r o .  - 



No p r e s e n t e  c a p í t u l o ,  será d e f i n i d a  a propr iedade ,  t o t a lmen te  

i n t e g r a l .  

será mostrado, que a c l a s s e  de po l i ed ros  tendo e s s a  propr ieda-  

de ,  é uma subc l a s se  de  p o l i e d r o s  i n t e g r a i s .  

considerar-se-á a c l a s s e  dos p o l i e d r o s  de  problemas de progra- 

mação l i n e a r ,  tendo a propriedade to ta lmente  i n t e g r a l  e será v i s t o  que e s s a  c l a s -  

se de  p o l i e d r o s ,  pode s e r  c a r a c t e r i z a d a ,  a lgebricamente,  usando-se aspec tos  da  

t e o r i a  dos grupos,  i d é i a  e s t a  desenvolvida por  ~ o m o r ~ ~ .  

S e j a  - P um p o l i e d r o  convexo, d e f i n i d o  por  

A e b i n t e i r o s .  - - 

Considere-se a submatr iz  AS de  A ,  - c o n s t i t u i d a  de  - S l i n h a s  l i n e  - - 
armente independentes de A .  - 

~ n t ã o ,  o conjunto  

é uma supe r f ?c i e  de  - P. 

O subconjunto de í n d i c e s  - S é chamado, subconjunto supe r fFc i e .  

Note, que um subconjunto f a c e  (def in ido  no c a p í t u l o  I) , é sem- 

p r e  um subconjunto s u p e r f k e .  
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  orem, um subconjunto superfície, nem sempre é um subconjunto fa- 

ce. 

Para se ver isso, é suficiente que 

seja igual ao conjunto vazio 0 

2 - Poliedro Totalmente Integral. 

Um poliedro convexo, é totalmente integral, se e sÕ se, cada su- 

perfzcie T de P, é integral. s - - 

A figura abaixo, mostra um poliedro totalmente integral e um poli - 

edro integral que não é totalmente integral. 

\ TOTALMENTE L INTEGRAL 
INTEGRAL 

fig. 3 - 1 



O lema seguinte, dá as condições necessária e suficiente, para 

que um poliedro convexo - P, seja totalmente integral. 

lema 111 - 1 

P é totalmente integral - 

m d c  [A~]= mdc 

para todo subconjunto superfície - S. 

se e sõ se, 

prova i) Assume-se - P totalmente integral 

tem-se da5 ,. que 

Logo, pelo 

mdc [A,]= 

todas as superfIcies de - P são integrais. 

teorema 111 - 1 

ii) Assume-se agora, que para toda superfície IT de P, tem-se S - - 

da?, pelo teorema I1 - 1, ns é integral. - 
Logo - P é totalmente integral. 

3 - Su~erfTcie Minimal 

Uma superfície IT de P é minimal, se e se, 5 identifica n-k S - - 
linhas de - A, linearmente independentes, onde - n -k é o posto de A. - 

Com isto, tem-se o seguinte lema. 

lema 111 - 2 

P é totalmente integral, se e só se, 



rndc  [As] = r n d c  [AS i bS]  

p a r a  todo conjunto - S d e  s u p e r f í c i e s  minimais. 

prova i )  Assume-se - P to ta lmente  i n t e g r a l  

pe lo  lema 111 - 1, p a r a  toda s u p e r f í c i e  de  - P ,  tem-se 

r n d c  [AS] = r n d c  [As bS] 

i i )  Assume-se agora ,  que 

rndc  [AS] = rndc  [AS i bS ]  

p a r a  todo subconjunto - S de s u p e r f í c i e s  minimais. 

S e j a  R - um subconjunto ~ u ~ e r f í c i e d e ~ ,  - cont idopropr iamente  emS. - 
Pode-se aumentar - R, acrescentando-se-lhe l i n h a s  de A, s e  neces - 

s&io ,  até obter-se  um subconjunto de  s u p e r f I c i e s  minimais, t a l  que R 5 S .  

~ a ? ,  pe lo  o que f o i  assumido, p e l o  c o r o l á r i o  I1 - 2 e p e l o  

teorema I1 - 1, o s i s tema 

d e f i n e  uma s u p e r f i c i e  i n t e g r a l  e  po r t an to  

rndc  [+I = rndc  [% i bR] 

Logo, pe lo  lema 111 - 1, - P é to ta lmente  i n t e g r a l .  

vê-se, entgo,  que s e  um p o l i e d r o  convexo é to ta lmente  i n t e  - 
g r a l ,  en tão  e l e  é i n t e g r a l .  I s t o ,  p e l o  f a t o  de  que cada f a c e  minimal de  P , s e r  

uma s u p e r f í c i e  minimal d e  P. 

Por de f in i ção ,  P - é to ta lmente ,  s e  e só s e ,  toda  f a c e  d e  - P que 

L 

e minimal , f o r  i n t e g r a l ,  Como, n e s t e  caso,  as f a c e s  minimais d e  P - são i n t e g r a i s ,  



segue que - P i n t e g r a l .  

A r e c i p r o c a  não é ve rdade i r a .  

-Veja-se o exemplo a n t e r i o r .  

Suponha agora,  que s e  tem uma ma t r i z  i n t e i r a  A ,  - m x n e s e j a  

m 
T(A) , o conjunto de todos os  v e t o r e s  i n t e i r o s  do R , t a i s  que Ax < b ,  d e f i n e  

po l i ed ros  convexos to ta lmente  i n t e g r a i s .  

l e m a  111 - 3 

T(A) forma um grupo a d i t i v o  abe l iano  

prova i )  e x i s t ê n c i a  do zero  

apl icando o lema 111 - 1 como b = O ,  segue que 

rndc  [AS]= rndc  [AS i O] 

p a r a  todo subconjunto super f?c ie  - S. 

 ai , 

d e f i n e  um p o l i e d r o  convexo to ta lmente  i n t e g r a l  e O E T(A) 

i i )  fechamento 

sejam b l ,  b2 E: T(A). 

Pe lo  lema 111 - 1 

rndc  [As] = r n d c  [ A ~  i b i ]  

rndc  [ A ~ ] =  r n d c  [AS i b i ]  



para todo subconjunto superfície - S. ~a;, segue imediatamente, que 

mdc [AS]= mdc [AS i bS + bg] 

para todo subconjunto superfzcie - S. 

Logo, [bl + b2] E T(A) 

iii) elemento inverso 

seja b E T(A). Ainda pelo lema I11 - 1 

m d c  [Aç] = m d c  [AS i bS] 

mdc [AS] = m d c  [AS i -bS] 

para todo subconjunto superfície - S. 

Logo -b E T(A) 

iv) A comutatividade e a associatividade são Óbvias. 

Portanto T(A) é um grupo aditivo abeliano. 

4 - Poliedro de Problema de programação Linear Totalmente Integral. 

Considere o poliedro convexo, definido por 

A x s b  

x b O  

m 
 onde - A é uma matriz inteira m x n e b - um ponto inteiro do R . 

Seja T(A), o conjunto de vetores inteiros - b, para os quais (3 -1) 

define um poliedro convexo, totalmente integral. 



O prÕximo objetivo desse estudo, é a caracterização algébrica de 

T(A) desenvolvida por ~ o m o r ~ ~ .  

Mais especificamente, será mostrado que T(A) pode ser caracteriza - 
do implicitamente, como um conjunto de soluçÕes inteiras, para uma equação ex- 

pressa sobre um grupo abeliano. 

Ve j a-se . 

O poliedro definido em (3 - l), pode ser escrito como 

onde - I é a matriz indentidade n x n e o posto de 

e4 

A partir dessa conclusão, todas as superf&ies minimais de P, sao 

O-superf?cies, ou vértices. 

Juntando esse resultado ao lema I11 - 2, segue que P - é totalmente 
a 

integral, se e so se, todas as superfícies minimais de - P são pontos inteiros. 
E ainda, juntando-se este resultado ao corolário I1 - 4, - P é in- 

C 

tegral, se e so se, toda face minimal de - P são pontos inteiros. 

Agora, considere ou restrições de P em (3 - I), para escrevê-las 

equivalentemente, como 

~ 3 0 ,  2 3 0  (3 - 3) 

onde I é a matriz identidade m x m, z é o vetor das variáveis de folga. - - 



Seja - B uma base de [A : I], isto é, uma submatriz m x m, não-sin- 

gular e x o seu subvetor correspondente, em 
B - 

Seja - N a submatriz restante m x n e x o seu subvetor correspon - N 

dente, no vetor acima. 

Desse modo, (3  - 2), pode ser reescrito como 

A solução Única, para (3 - 4) 

é uma solução básica para (3  - 2). 

Se além disso, xB 5 0, então essa solução básica, é também viãvel 

e B uma base viável para ( 3  - 2). - 
- 

Note que - B , ser ou nao , uma base viável de [A : I] , depende ex- 

clusivamente, do vetor - b em (3  - 2) . 

vê-se facilmente, que O-superf?cies de - P, correspondem a soluções 

básicas de ( 3  - 2), isso porque, essas O-superfIcies são definidas por subma - 
trizes de - A, formadas de m - linhas linearmente independentes. 

De modo análogo, o O-faces ou vértices de - P, são soluçÕes básicas 

viáveis de (3 - 2) . 



Assim 

i )  P é totalmente integral ,  s e  e só se ,  cada solução básica - 
de (3 - 2) é um ponto in t e i ro .  

i i )  - P é in tegra l ,  se e só se ,  cada solução bãsica viável de 

(3 - 2) é um ponto in te i ro .  

A seguir a caracterização de T(A). 

6 - caracterização de T(A) 

Aqui, ver-se-á uma condição para que P se ja  totalmente in tegra l ,  - 
sob um ponto de v i s t a  diferente e por demais interessante.  

Seja - B uma base de [A I I] e se ja  M(B) o conjunto de todas as com- 

binaçÕes in t e i r a s  das colunas de B. - 
~ n t ã o ,  a solução básica 

* C 

e um ponto in te i ro ,  se  e so se ,  a solução x do sistema 
B 

- 
e um ponto in te i ro .  

C 

Equivalentemente, se  e so se ,  b E M(B). 

Entretanto, uma vez que a matriz m x (n + m) é de posto E, segue 

n + m  que essa matriz tem ( ) bases e que serão denotadas por  B1, B2.. . m Bk ' 
4 

Assim, pode-se afirmar, que - P é totalmente in tegra l ,  se  e so se ,  



-. 
ou equivalentemente, se e so se, 

Relembrando que T(A), é o conjunto de todos os vetores b E pa- 

ra os quais P definido por (3 - 2) e (3 - 3), com A fixo é totalmente integral, - 
ve-se que 

Note, que todo M(Bi), i = 1, 2 ... k, forma um grupo abeliano adi- 
tivo. ~ l é m  disso, cada grupo M(Bi) é um subgrupo abeliano de M(1) , onde I é a - 
matriz identidade m x m. 

- 
~a;, segue que T(A) como uma interseção de subgrupos de M(I), e 

também, um subgrupo de M(1) . 

Antes de prosseguir com a caracterização de T(A), note que um de- 

senvolvimento equivalente a esse, para propriedade integral, não é poss~vel. 

A maior dificuldade em se lidar com a propriedade integral, resi- 

de no fato de que suas bases, devem ser viáveis e isto depende da escolha do ve- 

tor - b, membro direito do sistema. 

Assim, dada uma matriz - A m x n, suponha que Q(A) seja o conjunto 

de todos os vetores inteiros - b para os quais (3 - 2) e (3 - 3) definem um polie- 
dro convexo integral. 

~ntão, se - b1 e - b2 pertencem a Q(A) , não é verdade, em geral, que 

b1 + b2 s Q(A). 

Isto, se deve ao fato de que a base viável associada com - bl, po- 

der não ser a mesma base viável associada com - b2. 

Assim, Q(A) não é fechado para a adição, 

A principal vantagem, em si lidar com a propriedade totalmente in - 
r 

tegral , e que ela envolve todas as bases da matriz [A i 11 para escolha do vetor b . 



Se ja  - B uma base  d e  [A I I]. 

s e r ã  mostrado agora,  como M(B) é ca rac t e r i zado  como o c o n j u n t o  

de soluçÕes p a r a  uma equação expressa  sobre  um grupo abe l iano  f i n i t o ,  c u j a  e s t r u  - 
t u r a  é bem determinada. 

- 1 
Um v e t o r  i n t e i r o  b ,  e s t á  em M(B) , s e  e só  s e ,  B b é i n t e i r o ,  - 
I s t o  é Óbvio, p o i s  

Bx = b 

Teorema 111 - 1 

- 1 
B b é i n t e i r o ,  s e  e só  s e ,  - 

A B - ~ ~  5 O (mod A )  

onde A = [det B] e a congruência é tomada componente a componente. 

prova : i )  Aplicando CRAMER a Bx = b 

tem-se 

x. = 2 - 
1 

Ai onde Ai  = (de t  d e  xi) 
A 

I s t o  é 

A 

d a G  desenvolvendo A, segundo a coluna b pe lo  teorema d e  LAPUCE, p a r a  determi-  
. 1  - - 



nan te s ,  segue 

A .  = bl D1 + b2D2 + i . .  + bmDm 
1 

a 

onde Di e o co-fator  de bi. - - 
Com r a c i o c h i o  análogo, vê-se que D é também um co-fator  de  bk i ' -i ' - 

k = 1, 2 ... m. 

Ora, de 

conclue-se que x. s e r ã  i n t e i r o ,  s e  e s ó  s e ,  
1 - 

A .  Z O (mod A) 
1 

Por ou t ro  lado 

- 1 
AB b = -  A C,dj ~ ] b = ? i  

d e t  B 

- 1 a 

Logo, s e  conclue que x = B b é i n t e i r o ,  s e  e so  s e  

AB-lb O (mod A) 

Considere agora,  o grupo M(AB-'). 

Se f o r  i n t roduz ida  a r e l a@o d e  congruência  em M(AB-'), t a l  que,  

d o i s  v e t o r e s  i n t e i r o s  são congruentes mÕdulo A ,  componente a componente, então, 



o grupo quocien te  com r e s p e i t o  a essa r e l a ç ã o  de congruência  6 

.onde - I é a m a t r i z  i den t idade  m x m. 

~ l é m  d i s s o ,  se B l  , B 2  . . . m 
são  as classes de  congruência  con- 

tendo cada das  colunas de  AB-I e se Õ é a c l a s s e  de  congruência  contendo o v e  - 

t o r  nu lo ,  en t ão  (3  - 5) pode s e r  exp re s sa  como uma equação sob re  o grupo G .  

vê-se que Õ é a c l a s s e  dos m ú l t i p l o s  de  A .  

Assim, o v e t o r  i n t e i r o  - b e s t á  e m  M(B) , s e  e s Õ  se, b - s a t i s f a z  a 

equaqão (3  - 6) sobre  G .  

A s e g u i r ,  será mostrado que a equação (3 - 6 ) ,  pode ser t r a m f o r  - 

mada em uma nova equação sobre  um novo grupo isomórf i c o  a - G ,  cu jo  h d i c e  e es -  

t r u t u r a  são  mais a c e s s I v e i s  à percepção. 

In i c i a lmen te ,  n o t e  que,  se H é um grupo i somórf ico  a G ,  - com i s o -  

mor f i smo 

- 
en tão ,  a equaçao (3 - 6) sobre  - G é s a t i s f e i t a  po r  algum v e t o r  - b, se e só se, a 

equação sobre  H 

e s a t i s f e i t a  por  

Afirmação 1 

O 



4 

e isomórfico ao grupo 

onde a tran~forma~ão linear, não-singular , 

d 

e o isomorf ismo de M(AB-l) em M ( 1 )  e de M(A1)  em M(B) . 
~ a í ,  segue que A, leva uma classe de congruência de E, em uma 

classe de congruência em - G 1  . 

C 

e isomórfico ao grupo 

onde E é a matriz diagonal obtida a par *tir de B, através de oper 

res de linhas e colunas, de acordo com ~ m i t h ~ ~ .  

onde, E1, E2 . . . E são inteiros e positivos. 
m 

~ l é m  disso 

E .  /Ei+l i = 1, 2 ... m - 1 
1 

E1 . E2 ... m = A 

- 
açoes element 



A matriz B, pode ser expressa em termos da matriz B como - 

onde - R e - C são matrizes inteiras com a condição 

Idet R[ = Idet C[ = 1 

A transformação linear não-singular - R e o isomorfismo de - G' em - G". 

Vej a-se 

i) desde que [det R I  = 1, - R é um isomorfismo de M(1) em M(1); 

ii) obviamente, - R é um isomorfismo de M(B) em M(RB). 

Resta mostrar que M(RB) = M(B) 

i) seja Y E M(B) . 
~ntão, Y = RBCx = RB(Cx) para algum vetor inteiro x. - 

Assim, Y M(RB) e desse modo M(B) C M(RB) 

ii) Seja Y E M(RB) 

- -1 
~ntão, Y = RBx = TBC [c-~x] = B [C x] para algum vetor - x 

inteiro. 

-1 
Desde que, o [det C I = 1, C x é um vetor inteiro e daí, segue que 

Logo M(RB) C_ M(B) 

~ntão M(RB) = M(B) e - R é um isomorfismo entre - G' e - G". 

Desse resultado, segue que R leva uma classe de congruência em - G' 

a uma classe de congru&cia em - G1'. 

Agora, seja Jk o grupo aditivo dos inteiros módulo k, então, vê- 

C 

se que G" e isomÓrfico ao produto direto H. 



o isoformismo de - G" para H, transforma uma classe de congruência de - G" em um ve- 

m tor inteiro do R obtido como segue: 

Toma-se um membro de uma classe de G" e reduz-se-lhe as componen- - 

Note que 

r 
e igual a ordem de H. 

No caso em que E. = 1, em nada contribue para a estrutura de H e 
1 

portanto, pode ser omitido. 

O diagrama abaixo, resume a sequência de grupos isomÓrficos apre- 

sentados até aqui 
redução mÕdulo 

- 
(E,, i = 1,m) 

Por fim, pode-se agora, estabelecer o isomorfismo 4 de G sobre H - - 
que dá a caracterizasão procurada para M(B). 

Assim 

m 
C bihi = O 
i=l 

onde 
hi = )(ei 

= R. mod 
1 

= -  I RB (AB-~) . mod 
A 1 



onde o h d i c e  - i denota  a i-êsima coluna d a  m a t r i z  R .  - 

A s s i m ,  um v e t o r  i n t e i r o  - b ,  está em M(B) , se e se, - b s a t i s f a z  a 

Agora será v i s t a ,  a c a r a c t e r i z a ç ã o  de T(A), o grupo de  todos o s  

v e t o r e s  - b ,  i n t e i r o s ,  p a r a  o s  qua i s  a s  r e s t r i ç õ e s  (3 - 2) e (3 - 3 ) ,  definem um 

po l i ed ro  convexo to t a lmen te  i n t e g r a l .  

Relembre que 

onde B.  i = 1, 2 ... k são todas  a s  bases   de[^ i I]. 
1 - 

P a r a  cada base  B f o i  v i s t o  que M(B.), pode ser c a r a c t e r i z a d o  i ' - 1 

por  um conjunto de soluçÕes i n t e i r a s  p a r a  uma equação 

sobre  um grupo abe l iano  f i n i t o  H de ordem i 

~ a í ,  segue que T(A) pode ser c a r a c t e r i z a d o  como um conjunto de to 
das  a s  soluçÕes i n t e i r a s  p a r a  equações s i m u l t ~ n e a s ,  dadas por  

Sobre o s  grupos abe l ianos  

equivalentemente,  T(A) pode ser c a r a c t e r i z a d o  como o conjunto d e  todas  as s o l u r  

r$es i n t e i r a s  p a r a  uma Única equação 



sobre o grupo abeliano L, onde 

Note que a ordem de - k é 

Esses resultados, resumem-se no seguinte teorema. 

Teorema 111 - 2 

Dada uma matriz inteira A m x n, o conjunto T(A) de todos os veto - - 
res inteiros h, para os quais 

define um poliedro convexo totalmente integral, é igual ao conjunto de todos os 

vetores inteiros - b, que satisfazem a equação. 

Sobre um grupo abeliano finito k-, derivado de todas as bases 



A ordem de k é - 

onde 

Uma conclusão Óbvia, pode ser tirada do teorema 111 - 1. 

- T(A) nunca consiste apenas do vetor nulo. 

Agora, para ver isto, seja O(k.) a ordem do elemento k. no grupo 
J J 

k e @ a matriz diagonal m x m - 

Isto pelo de que 

k 
O(kj) < mmc(~l ... Em) m' m 

i 
onde - mmc é o mínimo múltiplo comum e E é obtido através de B. como foi visto an 

m 1 - 
teriormente. 

A partir desse resultado, T(A) tem um número infinito contâvel de 

vetores. 

Em termos de poliedro convexo com a propriedade totalmente inte- 

gral, ele diz que para uma matriz A - existe um número infinito contãvel de veto- 

res inteiros - b tais que (3 - 2) e (3 - 3) definem um poliedro convexo totalmente 
integral. 



Em g e r a l ,  o  problema d e  se i n t e g r a l i z a r  um (n, k ) -po l i ed ro  d e f i n i  - 
m do por  A x , <  b ,  onde A é uma m a t r i z  i n t e i r a  m x  n  e b um ponto i n t e i r o  do R , po- - - 

de  ser t r a t a d o  a p a r t i r  dos parâmetros ,  - n e - k .  

O que s e  quer  d i z e r  com i s t o ,  é que exis te  uma transformação li- 

n e a r  T 

T : + 

que t ransforma o  (n,  k)-pol iedro Pn, e m  um (k,  k)-pol iedro P , preservando a i n -  
- k - 

t e g r a l i  zação : 

O diagrama abaixo,  a p r e s e n t a  este aspec to .  

Aqui, ( - ) é a operação i n t e g r a l i z a ç ã o .  

Tem-se 

A p a r t i r  da?,  p a r a  i n t e g r a l i z a r  P e  o b t e r  P toma-se o  s egu in t e  
n  n  ' 

procedimento 

i )  Aplica-se - T a  P p a r a  o b t e r  Pk 
n  - - 



Resumindo 

i i )  i n t e g r a l i z a - s e  P i s t o  é 
k Y  - 

-1 - i i i )  ap l ica-se  a  transformação i n v e r s a  T a  pk e s e  obtém 
'n 

i s t o  é 

Aqui cabe d i z e r  que pa ra  y E R k 

e ê com e s s a  i n t e r p r e t a ç ã o  que 

Desse modo, o  problema de  s e  i n t e g r a l i z a r  um (n ,  k ) -pol iedro ,  s e  

reduz ao problema de s e  i n t e g r a l i z a r  um (k, k) -pol iedro ,  o b j e t o  de  menores d i f i -  

culdades.  

Como f o i  e s t abe l ec ido ,  A é uma ma t r i z  i n t e i r a  m x n d e  pos to  k .  - - 
Toda ma t r i z  i n t e i r a  T k  x n de  pos to  k ,  c u j a s  l i n h a s  expandem o - - 

- 
k espaço das l i n h a s  de A ,  quando v i s t a  como uma transformação l i n e a r  do no R , 

t ransforma um (n, k ) - ~ o l i e d r o  Pn, e m  um (k, k l - p o l i e d r o  P - k - 

onde - C & uma ma t r i z  m x k d e  pos to  L, não-necessariamente i n t e i r a ,  d e f i n i d a  por 



A = CT. 

E n t r e t a n t o ,  p a r a  que - T prese rve  a operação de  i n t e g r a l i z a ç ã o ,  ela 

deverá s a t i s f a z e r  ãs condi@es 

i )  m d c  [ T ]  = 1 

i i )  cada l i n h a  de  A - é uma combinação i n t e i r a  de l i n h a s  de T. 

lema I V  - 1 

Se A - é uma ma t r i z  i n t e i r a  de pos to  k, en tão  e x i s t e  uma ma t r i z  T, - 
i n t e i r a  m x n d e  pos to  k, t a l  que 

i )  m d c  [ T ]  = 1 

i i )  cada l i n h a  de A é uma combinação i n t e i r a  de  l i n h a s  de T. 

prova : 

S e j a  - U uma submatriz de  A - k x n ,  tendo pos to  k .  - 
De acordo com ~ a c o b s o n l ~ ,  pode s e r  e s c r i t o  como 

onde 

R é uma ma t r i z  i n t e i r a  k x k - 
C é uma ma t r i z  i n t e i r a  n x n - 

3 3 
d e t R = - 1 ,  d e t  C = - 1 
- 
u =  [u' : 01 

sendo - U' uma ma t r i z  diagonal  k x k e - O a ma t r i z  n u l a  kx(n - k ) .  

S e j a  agora 



onde I ê a matriz identidade k x k. - 
Claramente 

mdc p-J= 1 

e d a L  por ~ a c o b s o n l ~  

m d c [ T ] = m d c  [TI= 1 

A£ irma cão 1 

Cada linha de A - é uma combinação in te i r a  de linhas de - T .  

Tem-se 

Seja a uma linha de A .  - 
Desde que - A tem posto - k e U - é uma submatriz de A ,  - que também tem 

posto - k ,  segue que as linhas de - U ,  geram o espaço de linhas de A .  - 
Daí, a linha - a de A, pode ser e sc r i t a  como combinasão l inear  de 

linhas de U.  I s t o  é - 

k 
onde c ê um vetor linha do R . - 

Daí, 

onde 



k 
c '  é um ponto i n t e i r o  do R - 

tem-se 

s e j a  c '  = Lc' 1 + < c t >  

onde: L c ' l  denota a função maior i n t e i r a  ap l i cada  a c '  

c c '  > é o v e t o r  das  p a r t e s  f r a c i o n ã r i a s  de c ' .  - 

Note que, cada componente d e  <c '>  é n ã o n e g a t i v a  e menor que '1. - 

Tem-s e 

a = C ' T  = Lc' J T + < c ' >  T 

da: pe lo  f a t o  de - a e Lc'J T serem i n t e i r o s ,  < c'>T também é i n t e i r o .  

logo <c '>  = O ,  o que s e r á  mostrado a s e g u i r .  

O v e t o r  < c ' > ,  pode s e r  representado  de  modo Único por  

onde - d é um número i n t e i r o  e p o s i t i v o  e e i = 1, 2 . . . k são i n t e i r o s  n ã o n e g a  
i - - 

t i v o  s , t a i s  que 

Se ja  - S um subconjunto de  i n d i c e s  de k colunas de  T, t a l  que a sub- - - 
mat r i z  T tem determinante d i f e r e n t e  de zero .  

S' - 
e 

~ a ? ,  desde que c '  T é um v e t o r  i n t e i r o ,  o v e t o r  cc'>T e tamb.ém S 

um ponto i n t e i r o .  

Se j a  



resolvendo esse sistema ver-se-á que 

onde A = [det TS 1 

fi, f2 . . . f são inteiros 
k 

comparando esse resultado com (4 - 2) e lembrando que mdc(el , e2 . . . ek) = 1 con 

clue-se que 

d/det TS 

De modo análogo, seria mostrado, que d divide todos os menores de 

ordem k de T. - - 
Assim 

logo 

daí, segue que 

O lema está provado 

2 - preservação da ~nte~ralização 

A transformação - T, cuja existência é garantida pelo lema IV - 1 , 
transf orna o (n, k) -poliedro Pn definido por Ax $b , em um (k, k) -poliedro Pk, de - - 
finido por Cy < b, onde Y = Tx e A = CT. 

A segunda propriedade de T, assegura que C e uma matriz inteira. - - 



T transforma uma f a c e  de  P em uma f a c e  d e  P - n k ' 

S e j a  (P ) uma f a c e  d e  P e (Pk) uma f a c e  de P 
n S n k '  

desde que A = CT, segue que 

e 

e a inda  

Assim, T e T-I preservam a e s t r u t u r a  de  f a c e .  - - 
n 

Lembre que a s  f a c e s  minimais de  P são (n - k) - supe r f I c i e s  do R . 
n ' 

Suas imagens sob - T, são f a c e s  minimais d e  P , por t an to ,  O-superfz k - - 
k 

c i e s  do R . - 
Suponha agora ,  que o (k, k)  - p o l i e d r o  i n t e g r a l  

f o i  encontrado, onde C é uma ma t r i z  i n t e i r a  x k de pos to  - k e b um ponto i n -  

k 
t e i r o  do R . - 

~ n t ã o  

C - 
onde Ã e m x n dada por  Ã = CT e o conjunto acima é um (n,  k ) -po l i ed ro ,  p o i s  T 

p re se rva  a e s t r u t u r a  d e  f a c e  e C é d e  pos to  - k ,  



lema IV - 2 

-1 - 
prova : i) inicialmente, será mostrado que T (Pk) integral. 

tem-se 

-1 - 
Cada face minimal de T (Pk) e a imagem de uma face mínima1 de P 

k - 
sob T-' e reciprocamente, pois T-l preserva a estrutura de face. - - 

Faces minimais de P é integral; seus vértices são pontos intei- 
k 

k ros do R . - 
Seja Y0 um vértice de Fk. 

-1 - 
~ntão T-l (Y ) é uma face minimal de T (Pk) . 

que é uma (n - k)-superfície do Rn. 

Como mdc [T]  = 1, segue que 

mdc [T] = mdc [T i YO] 

-1 
da?, pelo teorema I1 - 1, a superfície T (Y0) é integral. 

-1 - 
Por outro lado, essa superfície é uma face minimal de T (Pk). 

-1 - 
Logo, toda face minimal de T (Pk) é integral. 

-1 - 
~ntão pelo corolário I1 - 4, T (Pk) é integral. 

-1 - 
ii) Agora, será mostrado que I(T (Pk)) = I(Pn) 

- 1 -1 
desde que Fk C P e T (Pk) = Pn, segue que T (Fk) C pn k 



considere o conjunto diferença 

suponha que 3 x E M 

da;, x I(Pn)J Y = Tx é um ponto inteiro de P e portanto de P k - k' 

Mas isto contradiz a hipótese. 

Portanto M = @ e desse modo 

De @ e @ e pelo lema 1 - 9 

Resumindo esses resultados, foi visto que dado um sistema de desi - 

gualdades lineares 

definindo um (n, k)-poliedro Pn, existe uma transformação T, que transforma P - - n - 
em um (k, k)-poliedro Pk definido por 

- 

alem disso, integralizando P para obter Ib 
k k 

-1 , 
então, T (P ) definido por Ãx < b, onde Ã = CT é igual a P . k n 

Assiqsem perca de generalidade o problema de se integralizar um 

(n, k)-poliedro, pode ser restringido a integralização de um (k, k)-poliedro. 
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3 - 1ntegralizaÇão de um (n, 1)-poliedro 

Seja P um (n, 1)-poliedro definido por 
n - 

A inteira m x n de ponto 1 e b um posto inteiro do R ~ .  - - 
Seja 

onde a. é uma linha não-nula de A e 
2 - 

A = mdc La.j 
j J 

facilmente, se vê que 

mdc [T] = 1 

e 

isto é 

a. (linha de A), i = 1, 2 . . . m é uma combinação inteira de T 
1 

+ 
c = - mdc [ai] i 

Assim, - T satisfaz as condições de uma transformação que preserva 

a integralização. 

Note agora, que T(P ) é um (1, l)-poliedro P1, definido por n 

onde y = Tx e C uma matriz inteira m x 1 definida por A = CT. - 
~ a ? ,  pelo lema IV - 2 



O problema da integralização de P i ,  resolvido facilmente, - 
Considere a semi-reta oi, definida por 

integraliza-se o como segue. 
i ' - 

* 
Seja oi a semi-reta definida por - 

* 
a fronteira de a. é um inteiro 

1 

* 
da?, pelo teorema I1 - 2, ai integral. - 

~ l é m  disso, 

Logo, pelo lema I - 9 

Considere agora, todas as desigualdades c.y $ b., para as quais 
1 1 

b. 
1 

Seja L aquela em que a razão - é menor. C. 
1 

Considere todas as desigualdades c.y < bi em que c 0 .  
1 i 

b. 
1 

Seja k aquela em que a razão - - é menor. 
-c i * 

Agora, seja P1 definido pelo sistema de pelo menos uma e no máxi - - 
mo duas desigualdades 



por  ou t ro  lado ,  s e  

en tão  I(P*) = I(P1) = $. A s s i m ,  pl* = = $. Do c o n t r á r i o ,  p e l o  c o r o l á r i o  

I1 - 4, pl* é i n t e g r a l .  

Logo, pe lo  lema I - 9 

pl* = Fl 

-1 - 
T (P1) é um (n,  l ) -po l i ed ro  de f in ido  como segue por  um s i s tema d e  pelomenosuma 

e  no máximo duas desigualdades 

e  pe lo  l e m a  IV - 2 



ex. 4 - 1 Seja P3 um (3, l)-poliedro definido por 

então P 1  = T(P3) é o (1, 1)-poliedro definido por 

integralizando P1 obtem-se o (1, - 1) -poliedro F1, definido por 

-1  - 
então T (Pi) é o (3, l)-poliedro integral, definido por 



Neste capitulo, ver-se-á a integralização de um (2, 2)-canto-poli - 
e 

edrico . 
Seja 

P = {X E R ~ / A X  z b l  

onde - A é uma matriz 2 x  2 de posto - 2 e - b um ponto inteiro do R2. 
Nesse caso, - P é dito um (2, 2)-canto-poliédrico. 

Integralizar - P é construir um poliedro P, tal que 

Considere - P, como a interseção de dois semi-espaços 

onde i - i a e uma~linha de A e o ponto (.), denota o produto interno de a - - - 

por E. 

Os semi-planos o1 e 02, são (2, 1) -poliedros e de acordo com o que 

foi visto no final do capítulo anterior, podem ser integralizados como segue: 

i) seja d. = mdc(ail, ai2) , i = l , 2  
1 

ii) então 

são dois semi-planos integrais. 

Agora, desde que 



segue que - P pode s e r  s u b s t i t u i d o  por  o1 fl 02, sem perda  de  genera l idade ,  i s t o  é, 

I(P) = i ( a l  n u2) = l ( õ l  n 3 

no r e s t a n t e  des se  cap?tulo,  será assumido que e s t e  passo  da  i n t e g r a l i z a ç ã o  d e  E, 

já f o i  executado. 

I s t o  é, assumir-se-á que P de f in ido  por  Ax b onde 

e a inda  que A = d e t  A > O 

O o b j e t i v o  a s e g u i r ,  é g e r a r  o s i s tema de desigualdades & ,< b, d e  - 
f i n i n d o  P. 

Lembre que ( - ) b a r r a ,  denota a operação de  in t eg ra l i zação .  

1 - Ponto de  F r o n t e i r a  de I (P )  

s e j a  x0 = um ponto i n t e i r o  de  I ( P ) .  ~ n t ã o ,  x0 - é um ponto d e  

f r o n t e i r a  de  I (P) , s e  e só se, e x i s t e  um v e t o r  i n t e i r o  n ã o n u l o .  



t a l  que p.(x - x") < O x E I @ )  

O v e t o r  i n t e i r o  - p é um v e t o r  supor t e  de  I (P)  em - x0 . 
A desigualdade p . (x - x O )  < 0 ,  d e f i n e  um semi-plano supor t e  p a r a  

- 
Um ponto de f r o n t e i r a  - x 0  de I ( P ) ,  é um v é r t i c e  de  I ( P ) ,  s e  e  so  

s e ,  existem d o i s  v e t o r e s  supor t e s  d e  I (P )  em , l inearmente  independentes.  

lema V - 1 

Se IT é uma r e t a  d e f i n i d a  por  a  . (x - x O )  = O onde ( a l ,  a2)  = 1 en - 
t ã o  I(IT) é o conjunto de pontos expressos por  x + k T a  onde 

prova: i )  suponha x d a  forma x0  + K T a  - 

a) 5 é i n t e i r o .  

I s t o  é verdade, p o i s  x 0  - e - K T a  o  são.  

mas 



Logo 

po r t an to ,  d e  a e b - - 
x E I ( I T )  

ii) suponha agora,  que x E I(IT) , x # x0 e que x não é expres s íve l  - 
na  forma x0 + k T a  

tem-se 

a )  x E I(IT) *x - i n t e i r o ,  x E 

como mdc(al, a2) = 1, e s t a  igualdade só  s e  v e r i f i c a  quando: 

mas, i s t o  é d i z e r  que 

o que con t r ad iz  a h ipó te se .  

O lema e s t á  provado. 

E a lgo  b a s t a n t e  complexo, c a l c u l a r  a lguns pontos de f r o n t e i r a  de  

1 (P) 

No en tan to ,  fazendo uso d e  alguns r e s u l t a d o s  bás i cos  da  t e o r i a  

dos números, i s t o  torna-se poss?vel .  

S e j a  - IT uma l i n h a  i n t e g r a l ,  d e f i n i d a  por  



onde - a & inteiro 

mdc (al , a2) = 1 

uma solução inteira - x 0  para a . x  = b, pode ser determinada como segue 

i) usa-se o algoritmo de Euclides para determinar um vetor - r 

r = [I: ] ta1 que a . r = 1 

ii) faz-se x0 = br e neste caso, esta é a solução procurada. 

a partir daí, a . x = b, pode ser escrita como 

Considere agora, as linhas integrais I T ~  e I T ~ ,  fronteiras dos se- 
- - 

mi-planos o1 e a2 que definem P, -_ 

i Como foi visto acima, pode-se determinar - x  , i = 1, 2, soluçÕes 

e a partir daí, escrever equivalentemente 

Dessa forma, pelo lema V - 1, I(=.) é o conjunto de pontos intei- 
1 

ros, expressos como 



Agora, note que pontos inteiros de I(r1), satisfazem a desigualda - 
de a2 . x 5 b e dai", são pontos de I(P) . 

I(nl) n I(P) é o conjunto de pontos inteiros, expressiveis como 

x1 - kl T a1 

tem-se 

i) x = x1 - k Ta1 +x E I(rl). Isto pelo lema V - 1. 

ii) se um ponto x E I(P) , ele deve pertencer a I(pl n 02) . Isto é, 

deve satisfazer ao sistema 

No caso em ponta, 5 já satisfaz a primeira desigualdade. 

Quanto a segunda desigualdade 



Agora, note que pontos inteiros de I(.rr2), satisfazem a a' , x ,< bl 

e portanto são pontos de I(P). 

De forma análoga, pode-se mostrar que 

I(a2) n I(P) é o conjunto de pontos inteiros, expresslveis como 

x2 + k2 T  a2 

onde 

ambos os conjuntos I(nl) n I(P) e I(n2) n I(P) são conjuntos de fronteira de I(P). 

3 - Vetor normal de I(P) 

Se xO é um ponto de fronteira de I(P), o vetor p inteiro tal que - - 

é um vetor normal de I (P) em - xO. 

A fronteira desse semi-plano, a reta - IT de£ inida por p (x - xO) = O, 

e 

e uma reta suporte de I (P) em - xQ . 
Essa reta contém pelo menos dois pontos inteiros, que sao - xO e um 

dos seguintes xO + Tp ou x0 - T p ,  em I(P) . 



A condição, iii mdc(p 1, p2) = 1, é incluida para que - p esteja na 

sua forma canônica. 

Se esta condição não fosse imposta, qualquer mÚltiplo inteiro de 

p, também seria um vetor normal, o que não é conveniente para os propõsitos a- - 
qui definidos. 

Dois vetores de I(P) são evidentes. 

Para cada ponto de fronteira x1 

a1 é um vetor normal a I(P) em 2 . - 
Analogamente, para cada 

a2 é um vetor normal a I(P) em x2. - - 

Desde que, vetores normais são vetores suporte, vê-se que - xO, p o ~  

to de fronteira de I(P) é um vértice, se existem dois vetores normais de I(P) em 

xo . - 
vê-se também, que se - x0 é um vértice de I(P) e - p é um vetor nor- 

mal de I (P) em - xO, então 

definem um semi-plano, cuj a reta fronteira, contém uma aresta de H(I(P)) . 
~a;, segue que o sistema de todas as desigualdades p . (x - xO) < O 

onde - x0 é um vértice de I (P) e p um vetor normal de I (P) em - xO, define H ( 1  (P) ) . 

Lembre que - A, a matriz inteira do sistema Ax < b, definindo o p o ~  

liedro - P, é uma transformação linear do no R ~ .  

Uma vez que d # O, A - é nãosingular e assim tem uma inversa A-' - , 



dada por 

uma vez que 

segue que 

- 1 
Note, que A , em geral, não é uma matriz inteira. 

Agora, seja X l12. 

O conjunto imagem de - X através da transformação A - é 

P* ={ y E R /y < b> 

1 

e se M(A) denota o conjunto de todas as combinaçÕes inteiras de colunas de A, - 

entzo 

I(P)* = {y E ~ « i ) / y  3 b) 

- A transformação A, preserva a operação formação da envo 1 t Õria 
convexa de I (P) . 

Isto é ilustrado no diagrama abaixo 



lema V - 2 

prova : 

onde 

Logo 

d a í ,  

Logo 



9 3 

+ 
Aqui, oco r re  que se A # - 1, A não p re se rva  a operação de  i n t e g r a  - - 

I s t o  ê 

ou s e j a  
(TI* # ( P X  

p a r a  v e r  i s t o ,  s e j a  P* de f in ido  por  y $ b .  Desde que y = b ,  é um v é r t i c e  de  P* - - 
* + e é um ponto i n t e i r o ,  segue que P e i n t e g r a l .  I s t o  é 

+ 
Ent re t an to ,  s e  A = - 1, não é verdade g e r a l  que 

L 

e um v é r t i c e  de P que é i n t e i r o .  - 
Neste caso,  P não é i n t e g r a l .  - 
I s t o  é 

P # P  

da; segue que 

ex. V - 1 

Se ja  - B o ( 2 ,  2) -canto-pol iédrico,  de f in ido  por  

a f i g u r a  5 - 1 (a) , r ep re sen ta  p a r t e s  de P , I (E) e H ( I  (P) ) . 
* 

a f i g u r a  5 - 1 (b) , r ep re sen ta  p a r t e s  d e  - P , I@)* e H(I(P)*) . 



fig. 5 - 1 



Pode ser mostrado que A - prese rva  a e s t r u t u r a  de  f a c e  de  H(I (P) ) .  

I s t o  é, que a imagem de  uma f a c e  d e  H(I(P)) é uma f a c e  de H(I(P)*) 

e reciprocamente.  

5 - Vetor Normal de  I(P)* 

S e j a  - x0 um ponto de f r o n t e i r a  de  I (P )  e - p o v e t o r  normal a I ( ? )  em 

p o i s  y = ~x + x  = ~ - ' y  

* 
I s t o  é v ã l i d o  p a r a  todo y E I (P)  , onde y0 = AxO, é um ponto de  

* 
f r o n t e i r a  de  I (P )  . 

Mult ip l icando  (5 - 2) po r  A > 0 ,  vem 

I s t o  é, em termos de mu l t i p l i cação  m a t r i c i a l  

Fazendo 

tem-se 

* 
I s t o  acontece  p a r a  todo y E I (P )  . 

* 
P o r t a n t o ,  y é um v e t o r  normal de  I(P)  em y0  - - 

* 
O que se vê ,  imediatamente,  que a cada v e t o r  normal y - de  I(P)  , 

está assoc iado  um v e t o r  normal p d e  I ( P ) ,  o que dado p e l a  equação 



onde 

ou s e j a  

vê-se que Ã é o cof a t o r  de  A .  - 

S e j a  agora,  M(Ã) o grupo a d i t i v o  de  todas a s  combinações i n t e i r a s  

de colunas de  Ã. 

Da equação (5 - 4) , y  E M(Ã) , 
* 

Do que f o i  v i s t o ,  s e  y0 é um ponto de f r o n t e i r a  d e  I (P)  , en tão  o - 
v e t o r  não nulo y  E M(Ã) é normal d e  I(P)* em - y O ,  s e  e só  s e  

i )  Y . (y - yO)  < 0 

i i )  y0 + - T  y  E I(P)* 

i i i )  ~ y  k M(Ã) V h  E ( O ,  1) 

A  condição - i, segue d i r e t o  de  (5 - 1 ) - i .  

A  condição - ii, d i z  que 

p o i s  

AT = TÃ e A T ~  = T Ã ~  = TY 

Por f im,  a condição - iii vem do f a t o  que hp é não- in te i ro  s e  

Desse modo, s e  p  é um v e t o r  i n t e i r o  que s a t i s f a z  (5 - 1 )  e n t ã o  

y = Ãp é um v e t o r  i n t e i r o  que s a t i s f a z  (5 - 5) e reciprocamente.  

ex. 5 - 2 

Sendo - P o (2, 2)-pol iedro convexo, de f in ido  no exemplo V c 1, a 
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t a b e l a  abaixo dá os  v é r t i c e s  e v e t o r e s  normais associados de  I (P)  e de  I(P)* 

fig. 5 - 2 

. X(P> 

.- . 

1 m* 

Note que os  ve to re s  normais de I(P)* são  imagens dos v e t o r e s  nor- 

mais de I (P )  sob a t r a n s f  armação 

6 - Átomos de  um conjunto parc ia lmente  ordenado 

VÉRTICES 

WTORE S 

NORMAIS 

VERTICES 

VE TOM S 

NORMAIS 

* - 
Nesta seção, s e r á  mostrado que os v e t o r e s  normais d e  I (P)  , sao  

atomos de  um subconjunto de M(Ã) , parc ia lmente  ordenado. 

lema V - 3 

[ ::I: 

* 
Se - y é um v e t o r  normal d e  I(P)  e m  y", 

então Y 3 0  

[-Iy[:] 
[I:] 

[:I9[:] 
[i:] 



prova : 

prova-se que 

. L 

se 1 e normal, então 

Lembre que 

Por tanto ,  s e  y s a t i s f a z  (5 - 71, y E M(A) e Y $ b - 

Agora, considere y1 = y0 - lAll. 
Desde que A-' [ O ] e um v e t o r  i n t e i r o ,  segue que [O] M(A)* 

Assim, y1 E M(A) e desde que y0 b e A 3 O ,  segue que y1 < b . 
~ a z ,  y1 E I(P)* 

Fazendo y = y' em (5 - 7 ) ,  obtém-se 

De modo análogo, fazendo 

I s t o  prova o lema. 

* 
Por de f in ição ,  um v e t o r  normal - y de I (P )  , é um elemento de M(Ã). 

Agora, s e j a  o conjunto 

pelo lema V - 3 ,  - y pertence a M(Ã)'. 



Considere o conjunto parcialmente ordenado (M(Ã): <) onde a rela- 

- 
( 5 ) e a desigualdade usual, feita componente a componente, 

- + O elemento 2, pertence a M(A) e é o seu menor elemento. 
- + 

Um átomo de (M(A) , ) é um elemento a E M(Ã)* tal que a O e 

z $ a + z = O  ou z = a  

- + 
para todo z E M(A) 

Teorema V - 1 

* 
Se y é um vetor normal de I(P) em yO, - - 
então, y - é um átomo de (M(Ã)*, 5 )  

prova: i) por definição, y # O e y E M(Ã) pelo lema V - 3, y E M(Ã)+. 

+ 
Agora, assume-se que existe z E M(A) distinto de zero e L, tal 

que z 5 y. 

* 
y0 Tz E I(P) 

Tem-se 

a) TZ E M(A), pois z E M(Ã) e TÃ = AT 

z E M(Ã), implica em - z ser uma combinação inteira de colunas de Ã. 

- C a = AT , implica que TA e uma matriz, cuj as colunas são combinações inteiras de 

colunas, de A, isto é 



Agora, po r  (5 - 5 ) - i i  

y0 Ty E I(P)* 

I s t o  é 

y0 Ty 5 b 

Como por  h i p ó t e s e  O 5 z y , segue que 

A s s i m  

Tem-se 

a )  ~ ( y  - z) E M(A),  p o i s  (y - z) E M(Ã) e TÃ = AT 

análogo,  ao que f o i  v i s  t o  n a  a£  irmação 1. 

C omo y0 2 h( 4 b, segue que 

Y O + T ( ~  - 2 )  < b 

p o i s  0 c y - z < y ,  j á q u e z < y  

d a; y0 ? ~ ( y  - z) E I(P)* 



Tem-se 

ou seja 

+ 
y .  ( - T z )  = O  

+ 
a )  n a  des igua ldade  y . (y - yO)  ,< 0 ,  fazendo y = y0 - Tz, tem-se 

y . (yO Tz - yO)  < O 

+ 
y .  ( - T z ) < O  

b)  fazendo agora y = y0 +- T (y - z) , segue 

+ + 
Y (yO - T(y - z) - yO)  = y . ( - T(Y - 2) ,< O 

+ + 
y .  ( - T y ) - y .  ( - T z ) , < O  

+ 
m a s  y .  ( - T y ) = O  

+ 
d a í ,  -y . ( - T z )  < O 

+ 
y .  ( - T z ) 3 O  

p o r t a n t o ,  de  a e b ,  segue que - - 

+ 
y .  ( - T z )  = O  

+ 
Ora, y .( - Tz) = O + z = Xy p a r a  alguns h E R.  

M a s , O S z Q y ,  z f o  e z Z y  

Logo, i s t o  impl ica  X E ( 0 ,  1). 

porém, z = Xy , X E (0, 1 )  con t r ad i z  (5 - 5 ) - i i i .  

I s t o  l e v a  conclusão+ de  que não e x i s t e  z E M(K): d i s t i n t o  de  - O .e 

y t a l  que z $ y , - 
A s s i m ,  1 é um átomo d e  (M(Ã)+, 5 ) .  

Mais a d i a n t e ,  será v i s t o  que eristem no mâximo, A + 1 de  t a i s  



- 
atomos. 

7 - ~ivisão em duas dimensões 

Essa divisão, será aplicada a cada dois vetores do R ~ .  

serã usada a seguinte notação 

significando a1 > bl e a2 C b2 onde as componentes, são inteiras. 

Teorema V - 2 

Dados r:] e [ s: 1, tais que 

então, existem um Único - q inteiro e também inteiro, tais que 

prova: i) existência 

Seja - q e ug determinados pelo teorema da divisáo, aplicado a 
- 

U1 e u2, 
7 



U1 = qu2 - u3 

U2 > U 3  b O 

desde que u l  > u2 > 0,  segue que q > 1. 

~ n t ã o ,  vg é dado por  - 

v3 = q v 2  - v1 

o 5 v1 ' v2 

desde que q > 1, segue que 

o < v2 C v3 

I s t o  prova a e x i s t ê n c i a  de - q .  

i i )  un ic idade  

q e - 

assuma 

[I: ] são h i c o s  

onde 

Subtraindo (5 - 9) d e  (5 - 81, segue 



(4 - 4 ' )  

de  (5 - 10) ,  segue que 

u2 P u3 3 o 

O 3 - u ' ~  > -2 

Somando (5 - 12) com (5 - 13) ,  obtém-se 

u2 > u3 > u f 3  ' -2 

e e s s a s  desigualdades com a p r ime i r a  equação de  (5 - 11), dada por 

(q - q1)u2  = u3 - u t 3  

implicam em 

q - q 7 = o  

4 = q t  

e i s t o ,  por  sua  vez,  a c a r r e t a  

O teorema e s t á  provado. 

Agora, dados d o i s  pa re s  ordenados de  v e t o r e s  i n t e i r o s  

t a i s  que 
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ap l icação  suces s iva  do teorema V - 2 ,  p roduz i r a  uma sequência  de  p a r e s  ordenados 

A sequência  (5 - 1 4  te rmina  quando uk = O 

I s t o  oco r r e ,  e m  um n b e r o  f i n i t o  de  passos ,  uma vez  que u l  ,u2 ..,uk, 

a 

e uma sequência  monotônica decrescente  e u l  é um i n t e i r o  p o s i t i v o  

O teorema V - 2,  pode ser ap l i cado  n a  d i r eção  r e v e r s a ,  i s t o  é, a 

p a r t i r  do p a r  

encontra-se-a q e Únicos ta is  que 

ex. V - 3 

Aplicando o teorema V - 2, sucessivamente,  obtém-se a sequênc ia  

Agora, ap l icando  o teorema n a  d i r eção  r e v e r s a ,  obtém-se a sequên+ 

- . . - - .- - 



c i a  ex tendida  

pode s e r  produzida pe lo  algori tmo de  Eucl ides ,  ap l icado  a u l  e u2.: 
- - 

~ a ; ,  o conjunto de d i v i s o r e s ,  comuns a u l  e u2,  é i g u a l  ao conjun - - - 
t o  de d i v i s o r e s  comuns a u. e u. + 1, i = 1, 2 ,  ... k - 1. 

1 - 1 - 
Em p a r t i c u l a r ,  s e  u l  e u2 são primos e n t r e  s i ,  en tão  cada pa r  con - 

secu t ivo  u , u. + 1 i = 1, 2 . . . k - 1, também o se rão .  
i 1 - - 

também pode s e r  o b t i d a  aplicando-se o algori tmo de  Eucl ides  a v k e Vk-l ' - - 
Do mesmo modo, v a l e  a observação f e i t a  acima p a r a  os  u . i - 
~ l é m  d i s s o ,  pode-se n o t a r  que quaisquer  três pa res  ordenados, con - 

secu t ivos  da sequência  (5 - 14) ,  e s t ã o  re lac ionados ,  p e l a  equação 

Ademais, e s s a  equaçao, pode s e r  usada p a r a  exp res sa r  todo elemen- 

t o  da sequência (5 - I a ) ,  como combinação i n t e i r a  de  d o i s  p a r e s  ordenados conse- 

cu t ivos ,  quaisquer  da sequência .  

ex. V - 4 

expressar[1:], como combinação i n t e i r a  de  
3 e [a:] 



tem-se 

8 - ~ e r a ç ã o  de Átomos 

Nesta seção, s e r á  mostrado como ge ra r  o conjunto de átomos de  

Antes porém, serão  e s t abe l ec idos  alguns r e s u l t a d o s  do grupo M(Ã). 

Lembre que 

onde 

e p a r a  s impl ic idade  de notação, será e s c r i t o  

onde 

- -1 
Note que (A) = - A 



Seja agora 

O algoritmo de Euclides, pode ser usado para calcular dois veto- 

res r1 e r2 tais que - - 

Considere agora, um número inteiro gl, tal que - 

e um inteiro g2, tal que - 
g2 - a . r1 (mod A )  

onde A = det Ã = det A > O 

0s inteiros gl e jg2 são unicamente definidos embora os - 
vetores 2 e 

C 

~ostrar-se-; que gl é Único e de modo análogo, g2 o e- 
- - 

Tem-se 



i )  sejam 5 e ( r2 )  ' duas r azzes  de  a2. x = 1 

da? 

a 2  . x = a 2  . r2 + a 2  . (x - r 2 )  = O 

como - ( r2 ) '  também e uma r a i z  da equação acima, segue pe lo  lema V - 1 que 

i i )  suponha agora,  que p a r a  e s t a s  duas r a i z e s  r2 e - 9  ( r 2 )  ' e x i s -  

tam g l  e g ' l  s a t i s f azendo  a equação (5 - 15) - - 
I s t o  é 

g1 z a1 . r2 (mod A) 

e 

g; a , ( r2 )  ' (mod A) 

como 

( r 2 ) '  = r2 + k T a 2 ,  

segue que 

g; z o . ( r 2  + k T a2 )  (mod A) 

z (a1 . r2 + kal  . Ta2) (mod A)  

p o i s  a1 . ~a~ = A 

A s s i m ,  g l  é Único, uma vez que 

lema V - 4 

g1 g2 E 1 (mod A) 



prova : g1g2 2 a1 . r2 ) ( a2  , r l )  (mod A) 

5 [(a1 . r ' )  (a2 , r 2 )  -(a1 . Ta2) (r1 . Tr2)1  (mod A) 

2 [ 1 - ~ ( r l  . Tr2)1 (moda) 

Z 1 (mod A) 

o lema está provado 

Agora, cons idere  - (r1)' e - 9  (r2) ' soluçÕes das  equações 

a1 . x = i  

e 

a 2  . x = 1  

e sejam - r1 e - r2 duas o u t r a s  soluçÕes, t a i s  que 

en tão  

a1 . r1 = 1 e c11 . r2 = g1 

A p a r t i r  da;, def ine-se  duas ma t r i ze s  C1 e C z ,  



Note que d e t  C1 = 1 e d e t  C2 = 1 

- - 
A p a r t i r  de  C1 e C2,  sejam G1 = ACl e G2 = AC2. - 

lema V - 5 

prova: s e r á  mostrado que M(Ã) = M(G1) 

- 
y E M(Ã) + y = AX pa ra  algum v e t o r  i n t e i r o  x - 

-1 - 
Mas i s t o  impl ica  em x E M(G ), uma vez que C1 e  uma ma t r i z  i n t e i  - - 

-1 
r a ,  p o i s  d e t  C1 = 1 e  d a í  C1 x é um v e t o r  i n t e i r o .  - 

p a r a  algum v e t o r  i n t e i r o  - x. 
Como clx é um v e t o r  i n t e i r o ,  segue que y E M(Ã) 

e de i e ii, segue que 



D e  modo análogo,  seria provado que M(Â) = M(G2) 

Assim, o lema e s t á  provado. 

lema V - 6 

prova: será mostrado que mdc(A, g l )  = I 

De (5 - 17) ,  tem-se 

mas, p e l o  l e m a  V - 5 M(G2)  = M(G1) 

p a r a  algum v e t o r  i n t e i r o  - x. 

I s t o  é 

ou s e j a  



donde se conclue que mdc(A, gl)/l. 

Logo 

A ~ Ó S  esses resultados preliminares, mostrar-se-á, agora, como ge- 

rar os átomos do conjunto (M(Ã)*, 5 )  parcialmente ordenado. 

Assume que o teorema V - 2, foi aplicado, sucessivamente, as colu - 

nas de G1, gerando a sequência de vetores, ordenada - 

onde 

para k 3 2. 

Por simplicidade de notação, seja - W a matriz 2 x k, cujas colunas, 
são os elementos da sequência (5 - 18). Isto é 

u2 u3 Uk-l uk 1. 
I.. 

Assim 



Afirmação 1 

i - + 
w coluna de - W é um elemento de M(A) 

Note, que as equações usadas para gerar as colunas de - W, 

permite expressar , qualquer das colunas como uma combinação inteira das colunas 

i 
Assim, w E M(G1) 

i Mas, pelo lema V - 5, segue que w E M(Ã). 

~orém,u.>O L e v. 1 3 O 

Logo wic M(K)+ 

Afirmação 2 

Tem-se 

i) uk-l = 1 

Do lema V - 6, mdc(ul, u2) = 1 

~ l é m  disso, foi visto que 

mdc (u. 1' %+l > = mdc(u1, u2) 

para i = 1, 2 ... k - 1. 
Assim, mdc uk ) = i  

Mas,u = O  e k Uk-l> O 



Logo = 1 

i i )  vk = A 

Usando a s  equações, que expressam a s  colunas de W, vem 

d e s t a  Última equação, segue que 

O r a , u m a v e z q u e u  = O  e u = 1  k 
segue que 

k-1 

- 
'k-2 v Uk-2 

~ n t ã o ,  (5 - 20) pode s e r  r e e s c r i t o  como 

Agora, usando (5 - 21) 

k-2 
- Uk-1 

e a s  equações (5 - 191, tem-se 



e d e s t a  Última equação 

I s t o  é 

Logo 
v = A  
k 

i i i )  v = g2 
k-1 

Desde que wk-I E M(G ) ,  tem-se que 

p a r a  algum v e t o r  i n t e i r o  - x 

A s s i m  



Logo u gl vk-l (mod A) k-1 

multiplicando ambos os membros por g2 - 
- 

82 uk-l = 81 g2 Vkml (mod A) 

daí, pelo lema V - 4 e pelo fato de que u tem-se 
k-1 

V E g2 (mod A) 
k-1 

mas 
O , < v  < A  

k-1 

Note que, de modo análogo, - W poderia ser obtida a partir de G2, 

aplicando o teorema V a 2 na direçao reversa. 

ex. V - 5 Seja 

Tem-se 

i) A = 5041 

Ei) Pelo algoritmo de Euclides 

1 = 21(103) + 47 (-46) 

1 = 9(-27) -i 4 (61) 

da;, iii) gl : [ 9 (103) + 4 (-46)] (mod 5041) 

743 (mod 5041) 



g2 E [21(-27) + 47(61)] (mod 5041) 

E 2300 (mod 5041) 

Assim de iv) 

Logo, a matriz - W é gerada usando-se G1 ou G2 e o teorema V - 2 - - 

lema V - 7 

Seja 

então 

e além disso 

prova: 

As equações usadas para gerar as colunas de W, - permitem es- 

crever as colunas de G i como combinações inteiras das colunas - 

Assim 

Mas pelo lema V - 5 



Logo 
M(G.) c_M(Ã) 

1 

ii) Do mesmo modo, aquelas equações, permitem escrever as colunas 

de G1, como combinações inteiras das colunas de M(G.). 
- 1 

~ a ? ,  

M(G E M(Gi) 

Logo, usando ainda o lema V - 5, segue que 

portanto, de i e ii, segue que - - 

M(G~) = M(Ã) 

iii) det Gi = det Ã 

e desde que v = A, segue que k 

det Gi = A 

Assim, o lema está provado. 

Agora, considere o conjunto de todas as combinações inteiras não 

negativas de colunas de - W, 

lema V - 8 
- + 

M+ (W) = M(A) 



prova: 

p a r a  i = 1 

para  i = k 

- + 
Desde que a s  colunas de  - W. são elementos d e  M(A) , segue que 

cada combinação i n t e i r a  não-negativa d e  colunas de - W, e s t a r ã o  

- + 
e m  M(A) . 

i i )  M ( Ã ) + ~  M+(w) 

S e j a  z E M(Ã)+ 

+ 
s e  z = 0, então  z E M(W) 

suponha z # 0, i s t o  é, zl > O ou 22 > O ou a inda ,  ambos maio- 

r e s  que 0. - 

Considere o determinante 

pa ra  provar  e s t a  afirmação, n o t e  que 



Assim, como zl O ou z2 > O ou ambos são maiores que zero, 

segue que 

ou seja 

Agora, de (5 - 23), (5 - 24) e (5 - 25) uma das situações ocorre 

para algum i, i < i < k - 

para algum i, 1 < i < k - 
primeiramente, considere o caso - a. 

Assim z E M(Ã)*+ z E M(Gi) s z  = Gix 

para algum vetor inteiro x. - 

Pelo lema V - 7, det Gi = A 

Aplicando a regra de CRAMER, para resolver z = G.x, segue que 
1 



D i s t o  s e  conclue que - z é uma combinação i n t e i r a  não nega t iva  de 

colunas de  G. . 
1 

Por t an to ,  nes se  caso 5 

Considere agora,  o caso b .  - 

I s t o  é, A .  = o 
1 

Por r a c i o c i n i o  análogo ao caso - i, concluir-se-á que 

onde xl é i n t e i r o  e p o s i t i v o .  

+ 
~ a f ,  z E M (W) e p o r t a n t o  

Logo de  i e ii - - 

M(Ã)+ = M+ (w) 

Agora, s e r á  mostrado o r e s u l t a d o  mais i n t e r e s s a n t e  a que s e  que- 

r i a  chegar.  

Teor.ema V - 3 

- + 
O conjunto de colunas de - W é o conjunto de  átomos de  (M(A) , < ) 

prova: 
i 

i) cada coluna - w de  - W é um átomo de  (M(Ã)+, 3 )  

i i 
Sabe-se que w - E M(Ã)+ e w + O pe lo  lema V - 8. 

- + 
Agora, assuma que e x i s t e  z E M(A) t a l  que 



Ainda pe lo  lema V - 8,  - z pode s e r  expresso como 

C 

onde c .  e i n t e i r o  não-negativo com i = 1, 2 . . . k. 
1 - 

Se c.  = 0,  com i = 1, 2.., k ,  segue que z = O ,  o que c o n t r a r i a  a 
1 

Desse modo c > 0 ,  para  algum 3 1 < j < k .  
j  - 

i i 
Nesse caso,  z e d a í ,  J < w  , po i s  z < w . 
Mas i s t o  impl ica  em 

p o i s  

A p a r t i r  da?, 

i 
'wj z 5 w J = $  

i 
Donde s e  conclue que z = w , o que também c o n t r a r i a  a h i p ó t e s e ,  

i 
Logo, não e x i s t e  o 2 proposto e segue que - w  é um átomo de  

i i )  cada átomo de (M(Ã), ,<) é uma coluna de W .  - 
Se ja  a um átomo de (M(Ã), i). - 

pe lo  lema V - 8, a pode ser expresso,  como - 



onde c. é inteiro não-negativo i = 1, 2,. . k. 
1 - 

Desde que a # 0, existe algum c > O para 1 < j < k, nessa ex- 

.., j 
pressao. 

~ntão, de acordo com (5 - 27) 

j Ora, é sabido que w # O 

A matriz W tem A + 1 colunas. - 
~ a í ,  tem-se a ordem estrita 

O teorema V - 3, afirma pois, que o conjunto (M(Ã), 5 )  tem A + 1 

atomos. 

9 - a era cão de Vetores Normais e vértices 

Foi visto anteriormente, que um vetor normal - y de I(P)* em 2, e 
- + 

um átomo de (M(A) , i). 

Foi visto também, como gerar a matriz E, cujas colunas são os 2- 
- + 

tomos de (M(A) , $). 

Aqui, nesta seção, será mostrado como gerar vetores normais e 

* 
vértices de I (P)  . 



De inTcio  s e r 2  respondida a segu in t e  questao:  

i J( - Dado um ponto d e  f r o n t e i r a  y d e  I (P)  , como determinar  que 
7 

colunas d e  - W s ã o  v e t o r e s  normais d e  I(P)* em yi? 

i * Sej  a y E I (P) um ponto de  f r o n t e i r a .  Tem-se 

Agora, s e j a  

i 
z = b - y  

i 

i i 
en tão  z 3 0, e o v e t o r  das  fo lgas  de y , - 

i Usando e s t e  v e t o r  de  f o l g a s  d e  y , r o t u l e  duas colunasdeW, co- - - 
mo segue 

1 - Rotule  a coluna wP s e  v é o maior elemento da  segunda li- - P 
1 nha de W ,  que é menor ou i g u a l  a z, . - 

2 - Rotule  a coluna 2 s e  u o mai0r elemento da p r ime i r a  li- - 4 
i 

nha de W ,  que é menor ou i g u a l  a z 2 .  - - 

* i Agora, lembre que s e  y é um v e t o r  normal de  I (P )  em y en tão  - -> 

i + 
i i )  y - ~y E I(P)* 



Teorema V - 4 

i JI. Se y é um ponto d e  f r o n t e i r a  d e  I (P )  , e n t ã o  a s  colunas wP e - - 
q 3; i 

w , são  v e t o r e s  normais d e  I (P)  em y .. - - 

prova : 
* i 

Pelos  teoremas V - 1 e V - 3 ,  v e t o r e s  normais de  I(P)  e m  y , 

são colunas de  W.  - 

i + l  i 
e x i s t e u m v e t o r n o r m a l y  d e ~ ( ~ ) * e m y  - t a l q u e  

i+l 
y i - T  EI (P )*  

S e j a  w - uma coluna de W. - 

- + + 
Como M(A) = M (W) , segue que 

p a r a  algum v e t o r  i n t e i r o  - x. 

Logo, Tw E M(A) 

i * 
Por o u t r o  l ado ,  y E I (P )  impl ica  yi E M(A) . 

i + Logo y - Tw E M(A) . 
Agora, n o t e  que p a r a  t oda  coluna 2, j < q ,  

i 
p o i s  Y2 + Uj ' " 2  



Logo, se j 4 q segue que 

* i 
e portanto esses - wj não são vetores normais a I(P) em y . 

Considere agora as colunas 2 - para q < j k 

Tem-se 

yi - T' E I(P)* 

pois 

as colunas , j = q + 1, q + 2,. . . k não satisfazem a desigual - 

i j 
Como y - Tw E I(P)* para j = q, .., k 

i 4 
Seja y = y - tw 
Tem-se 

Note que o determinante acima é maior que zero, se j = q + 1, 

q + 2...k e igual a zero se j = q. 

Logo i+l q y = w  

i -1 J( 
De modo anãlogo, prova-se que existe um outro vetor y de I ( P )  



i em tal que 

Assim o teorema está provado, 

Note que, as colunas wP - e wq, não precisam ser distintas. - 
i Se elas são distintas, significa que - y é um vértice de I(P)*, 

i Se elas não são distintas, y e um mero ponto de fronteira de 

I(P)*, 

Se 5 é um vértice, ter-se-á as desigualdades 

A partir de 

e o sistema de desigualdade (5 - 28) define um poliedro P tal que 

Nesse momento, uma nova questão é colocada: 
i * 

Dado um vértice y de I(P) , como gerar vértices numa vizinhan- - 
i ça de y se eles existirem. 

i 
Seja - y um vértice de I(P)*, 

i i 
Assuma que z = b - y tem sido usado para rotular duas colunas 

P de W, w e como foi visto. - 
serã mostrado aqui, como gerar vetores de folga 



i-2 i 
Para Y e Y  i*2 9 vértices de =(I?)*, vizinhos a y - . Sejam 

Se p = 1 e q k, essas folgas não interessam. 

i-2 
Usando z - i+2 rotule duas novas colunas de W, como se- e L 

r 
1 - Rotule w se vr é o maior elemento da segunda linha de W - 

- - 
i -2 que ê menor ou igual a z i  . 

s 
2 - Rotule - w se u s & o maior elemento da primeira linha de - W 

- - 
i+2 

que é menor ou igual a z2 , 

i-2 * 
Y e yi*2 são vértices de I(P) 



prova: 
s i+2  

~ o s t r a r - s e - ;  que 3 e w - são  v e t o r e s  normais de  I(P)* emy - 
e p o r t a n t o  - yi+2 é um v é r t i c e  d e  I@)* 

Tem-se 
i i y + z  = b  

i+2  + z i+2  = yi + i 
Logo Y 

i+2  
da?, y ~ b ~ y i + 2 & ~ ( ~ ) *  

Agora 

i wq . (y - yiC2) = wq . (y - y ) + 

Mas wq.wq = O 

i + 2 )  
Logo wq . ( y  - y 

Y I@)*  

~ l é m  d i s s o ,  uma vez  que 

segue que 

* i+2  
A s s i m ,  - wq ê u r n v e t o r  normal de  I (P)  e m y  . 

* i+2  
Pe lo  teorema V - 4 ,  - wS também é um v e t o r  normal d e  I(P)  emy 

Logo yi+2 e um v é r t i c e  d e  I(P)* 

i-2 , 
Com r a c i o c h i o  análoy,o+ mostra-se que y e também um v é r t i c e  



Agora, um aspecto importante e que não foi falado até aqui, mas 

que já se faz sentir: 

Jc 
É necessário conhecer-se, previamente, um vértice de I(P) par 

ra se iniciar o processo, 

Como resolver este problema? 

Em seção anterior a esta, foi visto que l(irl)n I(P) e 

..d 

I(r2) r]. I (P) são conjuntos de pontos de fronteira de I(P) , onde 'rrl e r2 s ao - - 
as retas fronteiras dos semi-planos que definem P. 

Além disso, foi visto que I(.rrl) n I(P) , é o conjunto de pontos 

inteiros expressos como 

onde xl está em I(rl) e calculado com o uso do algoritmo de Euclides. 

Uma caracterização análoga, é obtida para I(n2) r] I(P). 

Agora, considere a equação 

Calculando-se z1 = b - yl, é encontrado 



Dessa forma, pe lo  teorema V - 4 ,  wP - e wq -9 p = 1 e q > 1 são  

v e t o r e s  normais de  I(P)* em 2. 
* 

Por t an to ,  y1 - é um v é r t i c e  d e  I (P)  , 
* 

Analogamente, pode-se encont rar  um. v é r t i c e  i n i c i a l  d e  I (P) , a 

p a r t i r  de x2 e m  I(ír2) n I (P)  , sa t i s f azendo  a1 . x ,< bl , - 
Agora, usando-se o v e t o r  de  f o l g a s  - z1 do v é r t i c e  - y1 de  I(P)*,  

ro tu l a - se  duas colunas de  - W,conforme o teorema V - 4. 

o Os ve to re s  colunas de - W, r o tu l ados ,  são v e t o r e s  normais e 

de I(P)* em y l ,  respect ivamente.  L - 
A p a r t i r  d a í ,  a equação (5 - 30) é usada p a r a  s e  o b t e r  novo ve  - 

t o r  d e  f o l g a s  - z3 que é usado p a r a  r o t u l a r  nova coluna d e  W. 
Esses rÕtu los ,  a p a r t i r  de  - z3 ,  são - y2 e - y4 p a r a  o novo v&- 

* 
t i c e  - y2 d e  I(P) e ob t ido  também a p a r t i r  d e  - z3 .  

Desse modo, o processo prossegue a t é  que s e  obtenha 

ex. V - 6 Suponha 

e que 

en tão ,  a ma t r i z  - W r o t u l a d a  s e r á  



No que 

z5 = [ ' i ]  = [ J +  [+] [:] 
O processo. termina, quando um vér t ice  y 2n-1 é encontrado , t a l  

2n-é 
que 22 = O ,  o que deve ocorrer após - k iteraçÕes, correspondentes 2s c o l u n a s  

de - W. 

Se o processo f o i  f e i t o  da d i r e i t a  para a esquerda, o primeiro 

-1 
vetor de folgas será - z e o processo terminará quando for  encontrado o vér t ice  

-2n+l Y -2n+1 em que z l  = O. 

No f i n a l ,  ter-se-á a matriz W - rotulada e para cada vetor de 

i i-1 i+l * 
folgas 5, haverá dois vetores normais y e y- de I ( P )  em - yi . 

Assim, a sequência 

* 
de vetores normais e vértices de I ( P )  que pode ser transformada na sequência 

p o  p 2  p 4  , e * *  p2n 

x1 x3 ....,.,., ,2n-1 



de vetores normais e vértices de I(P), pelas equações 

da?, tem-se o sistema 

Desde que zi = O e z2"-l = 0, segue pelo teorema V - 4, que 
2 

- -1 
p O  = (A) y0 = a1 

pois - -1 -1 
p 0  . x1 = (A) y0 . A y1 

Logo, a primeira desigualdade em (5 - 31) é a1 . x p bl onde - a' 

e 

e a primeira linha da matriz A. 

Analog mente, 

p2n = ( Ã ) ~ ~  y2n = a2 



Portanto a Última desigualdade de (5 - 31) é a2 , x b2. 

Note que estas duas desigualdades, são aquelas que definem o 

poliedro P. 

~ l é m  disso, se - Q é o poliedro definido pelas desigualdades 

(5 - 31), então 

Q = H(I(P)) 

Isto é mostrado, como segue 

i) I(P) CHQ) 
cada semi-plano, cuja interseção é 9, contém I(P) . 

ii) i (Q) C - I (P) 

Desde que a interseção do primeiro com o Último semi- plano 

de (5 - 31) P, segue que, os pontos inteiros de Q são in- 

teiros de P . - 

Assim, se - i e ti, segue que - 

Por outro lado, cada vértice de - Q, por construção, é um ponto 

inteiro. 

Logo - Q é integral. Isto é 

Portanto, pelo lema I - 9 
Q = H(I(P)> 



lema V - 10 

prova: 

ex. V - 7 

en tão  

H(I(P)) tem no máximo h v é r t i c e s .  

Note que a ma t r i z  - W tem no máximo A + 1 colunas.  

 ai, ro tu lando a s  colunas d e  - W, tem-se que no máximo, A v é r t i -  

ces  são gerados.  

A s s i m  o lema e s t á  provado. 

Se ja  - P o p o l i e d r o  d e f i n i d o  por 

Um v é r t i c e  i n i c i a l  - (xO) ' , é dado por 



Assim 

Isto, porque a partir do algoritmo de Euclides, se teve 

Logo 

Agora, rotulando-se a matriz - W a partir de (z ) ' ,  obtem-se 

O sistema de desigualdades resultantes, definindo 

Q = H(I(P) )  



ex. V - 8 Seja P definido por - 

Usando o algoritmo de Euclides, encontra-se 

mdc(488, 216) = 8 

mdc( 46, 103) = 1 

desde que 8/279, a primeira desigualdade não define um semi-plano integral. 

Dessa forma, integraliza-se esse semi-plano, para obter um no- 

vo poliedro P1 que é integral, 



e P1 é de f in ido  por  - 

usando o a lgor i tmo de  Eucl ides ,  acha-se 

e da; 

ou se ja  

onde 

e a ma t r i z  - W r o t u l a d a  



4 

O sistema resultante definido H(I (P) )  e: 



Neste cap? tu lo ,  será v i s t o  como i n t e g r a l i z a r  um (2,  2 ) -po l i ed ro  P, 

de£ i n i d o  pe lo  sistema 

m onde A é uma m a t r i z  i n t e i r a  m x 2 de  pos to  2 e b é um v e t o r  i n t e i r o  do R . - - - 
In i c i a lmen te ,  s e  reduz - P i n t e r s e ç ã o  de semi-planos i n t e g r a i s  , 

i 
transformando cada desigualdade a  . x < b.  de  (6 - 1) , e m  

1 

i Note que, se 0. é o semi-plano d e f i n i d o  por  a  . x < b. e U. o se- 
1 - 1 1 - 

mi-plano d e f i n i d o  por  (6 - 2 ) ,  en t ão  

assim 

d a i ,  segue que n Üi pode ser tomado no l u g a r  de c, s e m  a i t e r a g 8 0  p a r a  I (P)  . 
i=l 

Daqui em d i a n t e ,  será assumido que este p r ime i ro  passo  da  i n t e g r a  - 
l i za lão ,  já f o i  e fe tuado .  

i I s t o  é, assumir-se-á que cada l i n h a  a  d a  m a t r i z  A ,  t e m  a  p r o p r i c  - 
dade 

mdc [ a i l ,  aid = 1 

Com este pr imei ro  passo  r e a l i z a d o ,  o  que se p re t ende  agora ,  é in- 
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t e g r a l i z a r  P, gerando todos os v & t i c e s  e v e t o r e s  normais d e  I ( P ) ,  

1 - Canto supor t e  d e  I(P)  

Um (2 ,  2)-canto p o l i é d r i c o  9, é um canto  supor t e  de  I(P), s e  e s Õ  

i )  C I (Q)  

i i )  I(Q) e I (P)  t ê m  pe lo  menos um v é r t i c e  em comum, 

No que segue, mostra-se como o b t e r  um canto  supor t e  i n i c i a l  de  

A p a r t i r  d a í ,  can tos  supor t e  s e rão  usados p a r a  g e r a r  v é r t i c e s ,  v 2  

t o r e s  normais e o u t r o s  cantos  supor t e  de I ( P ) .  

~ a n t z i ~ ~ ,  mostra  como encont rar  um v é r t i c e  de 2. Associado a 

e s t e  v é r t i c e ,  e s t á  um subsistema de duas desigualdades Cx < d de  Ax < b t a l  que 

i )  d e t  C # O 

-1 
i i )  v = C d 

i i i )  - Q é o canto  p o l i e d r i c o  de£ i n i d o  por  Cx < d e I(P) < I(Q) . 
Aplicando o método v i s t o  no capitulo a n t e r i o r ;  a 9 , obtem-se a 

pO p 2  p 4  . .. p2n 

x1 x3 ... ,2n-1 

d e  ve to re s  normais e v é r t i c e s  de  I(Q).  

i 
N a  sequência  acima, se x E I (P) p a r a  algum i, i = 1, 3 , , . 2n-1, 



e n t ã o  

Tem-se 

mas 

Logo 

i 
x é v é r t i c e  de  I ( P ) .  

I s t o  é c l a r o ,  p o i s  

i 
assim, - x é v é r t i c e  de I ( P )  e  de I (Q) .  

Po r t an to ,  - Q é um canto supor t e  de  I ( P ) .  

Se xi L I @ ) ,  i = 1, 3 ... 2n-1, en tão  

i i )  P i n t e r c e p t a  a  f r o n t e i r a  de H(I(Q)) em uma & i c a  a r e s t a  de  
- 
Q = HWQN 

Veja a  f i g u r a  da página segu in t e .  



fig. 6 - 1 

i 
Note que, se x 1 I (P) , então P intercepta ou não a fronteira de 9 - 

i) Suponha que P não intercepta a fronteira de v. 
Neste caso, desde que v E P e P é convexo, segue que - 

- 
está totalmente contido em Q - Q. 

~a;, I (P )  = @ e portanto P = @ 

ii) Suponha agora, que P ' intercepta a fronteira de v. - 
seja 

i i i + 
e = {x E R ~ / X  = x  + A[X -xi], O < X ~ I I  

i = 1, 3 ... 2n-3, uma aresta de v. 

primeiramente, note que nenhum dos dois conjuntos 

contém todos os pontos em P. Pois se isto acontecesse, ter-se-ia 



i uma vez que v e 5 e é convexo, Mas isto contraria a hipÕtese x 6 I(P). 

i Suponha agora, que duas arestas e e e' i c j ;  de v, contenham - - 
ambas pontos em P. 

~ a ? ,  uma vez que - P é convexo, ter-se-á que 

o que também contraria xi 6 I(P) 

Logo, conclue-se que a interseção de P com a fronteira de C, está - 
i 

contida exatamente em uma aresta e de c. - 
A partir desses dois resultados, forma-se um novo (2, 2)-poliedro 

P' adicionando-se a desigualdade - 2 

ao sistema Ax $ b e desligando o subsistema Cx 5 d. 

- 
Pode-se notar, que P - p1 está totalmente contido em Q - Q e por- 

tanto não contém pontos inteiros de P, uma vez que I(P) I(Q) . - 
Desse modo, I(P) = l(pl) e foi possIvel reduzir o n6mero de desi - 

gualdade definindo - P sem alterar I(P) . Computacionalmente, para cada vértice 

i x , este procedimento é implementado como segue 

i) Calcule os vetores de folgas 

i i i 
ii) Se Z 5 0, para algum - i, então x E I (P)  e x e I(Q) , 

i 
Logo - x é um vêrtice comum e dai", Q um canto suporte de I(P). - 
PARE 

iii) Se zi ) 0, então xi 6 I(P) 



i = 1, 3 ... 2n-1 

nesse  caso,  c a l c u l e  htal  que 

vê-se que (6 - 3) t e m  so lução ,  se e se, - P i n t e r c e p t a  a  f r o n t e i r a  de  Q - em uma - 
i a r e s t a  e  - 

Se não e x i s t e  uma solução p a r a  ( 6  - 3 ) ,  en t ão  I (P )  = @ PARE 

Caso e x i s t a  

i v )  Forme o novo (2,  2) - p o l i e d r o  p l ,  adicionando a des igua ldade  

ao s i s tema Ax 5 b e abandone Cx < d .  

v)  Aplique o processo  t a n t a s  vezes  quantas  f o r  p r e c i s o  p a r a  o b t e r :  

a )  um canto  supor t e  de  I (P )  

OU k  
c) um (2,  2)-pol iedro P d e f i n i d o  po r  m-k - des igua ldades  tais 

O processo  d e s c r i t o  acima, termina,  s e  observadas a s  d u a s r e g r a s d e  

- 
paradas jâ v i s t a s ,  ou en tão  s e  após m - 2 aplicaçÕes do  mesmo, nao o c o r r e r  ne- 

nhuma das duas.  ~er-se-; a;, ob t ido  um ( 2 ,  2)-canto p o l i é d r i c o  P ~ - ~  de - P t a l  que 

m-2 
p o i s  por  d e f i n i ç ã o ,  P é um canto  s u p o r t e  d e  I(P) 



Daqui em diante, será assumido que I(P) # 0, 

Assim, um canto suporte de I (P )  é obtido na k-ésirna iteração do pro - 

cedimento visto, 1 $ k s m - 2. 
Agora, por conveniência, o (2, 2)-poliedro pk-' obtido na (k-l)&i - 

ma iteração, será tomado como E - e o seu sistema como Ax $ b. 

2 -  erac cão de Vetores Normais e vértices 

k i k 
Seja - Q um canto suporte de I(P) e - x o vértice comum aI(P) e I(Q ). 

i chamar-se-á ao par (Qk, x ) um estado do processo de integralização. 

Qk é definido por duas desigualdades 

k e será assumido det(C ) > O 

Geometricamente, serão movimentadas fronteiras de algumas desigual- 

dades de Ax < b. 
A desigualdade cuja fronteira estiver sendo movimentada, será chama - 

da desigualdade objetivo . 
As desigualdades objetivo, estarão associadas aos cantos suportes 

Qj onde j = k * 1, ... m - 2. 
-3 

k " 
A desigualdade objetivo, associada com - Q , sera 

e é a jk7ésima desigualdade do sistema Ax i b. 

O processo de integralização, é feito iterativamente, de estado pa- 

ra estado. 

k i 
Assim, partindo de (Q , x ), pode-se obter um seu sucessor, de modo 

que 

i) será chamado um ( + )-sucessor, se a segunda desigualdade do 



k 
s i s tema C x < dk, f o r  a des igua ldade  o b j e t i v o ,  

i i )  s e r á  um ( - ) - sucessor ,  s e  a p r ime i r a  desigualdade de  

k k 
C x $ d f o r  a desigualdade o b j e t i v o .  

i i i )  cada sucessor  é ca rac t e r i zado  por 

a) um novo v é r t i c e  

OU 

b) um novo canto  supor t e  

OU 

c)  ambos 

O diagrama abaixo,  mostra  e s s a  ca rac t e r i zação  

ex. 6 - 1 

As f i g u r a s  abaixo 6 - 2 (a )  e 6-2(b), i l u s t r a m  um sucessão de  e s t ados  

ob je t ivo  1 / o b j e t i v o  I 

f i g .  6 - 2 



Nas figuras, tem-se a sucess~o 

k k 
assim, as desigualdades objetivo, formam as segundas desigualdades de C x 5 d e 

Ck+l 
x z d  

k+l 

Um estado inicial para o processo será denotado (QO, xO), onde Q0 - 
e definido por 

cOx 5 do 

formado por duas desigualdades de Axzb. 

Desse modo, ambos podem ser tomadas caio desigualdade ob j etivo 

O processo termina quando um estado não tiver um ( + )-sucessor ou 

um ( - )-sucessor. 
i- 

Agora, será descrito o modo pelo qual se determina um ( - ) -  suces- 

i i 
S O ~  de (Q , x 1, se ele existe. 

P1 - usando o método do cap?tulo 5, para se integralizar o ( 2 ,  2) 
+ 
i -1 canto poliédrico, calcula-se a vetor normal p de l(Qk) em 

6yi = AGx 
i 

i i i Z = b - A x  = b - y  

i 
Pg - se todas as componentes de Gy são não-positivas, entáo 

pois 



assim, junte a desigualdade 

i+ 1 i 
p . ( x - x ) 3 0  

ao sistema que de£ ine P. 

- 
onde P = H(P(P)) 

k i 
O estado (Q , x  ) é terminal. 

i 
PL+ - se uma ou mais componentes de - 6y são positivas, calcule os 

racionais nãonegativas 

i 
para todo - j tal que 6y > O 

j 

Seja j + o índice dessas componentes tal que 
k-1 

h. = min ( h .  1 
k+l J 

+ k i 
então, três casos podem ocorrer na obtenção de um ( - )-sucessor de (Q , x ) 

P5 - se jkZl = jk então A 3 1  
jk 



i i i + l  - 
Agora, desde que x + 6x E I (P)  , segue que p e um v e t o r  nor- 

i 
m a l  de  I (P )  em x . - 

Com este r e s u l t a d o ,  junta-se  ao s i s t ema  d e f i n i d o  P, a des igua lda-  

Agora, s e j a  

+ 
X 

k i-2 é um v é r t i c e  comum a  I (Q ) e I (P) 

imediato,  p o i s  

i i )  x 
k 

i'2 é ponto d e  f r o n t e i r a  de  I ( Q  ) 

+ 
I s t o  verdade,  p o i s  p e l o  lema 5 - 1 xiW2 s a t i s f a z  a  equaGão 



+ k 
i i i )  x i-2 é v é r t i c e  de  I ( Q  ) 

p a r a  mos t ra r  este f a t o ,  cons idere  o v e t o r  

Tem-se 

i 
= Axi + L.. JASX + A6xi 

J k  

i i 
Note que y + Z = b 

i como 6y > O por  h i p ó t e s e .  
j 

Segue que 

e p o r t a n t o  x d I ( Q ~ )  

+ 
i -2 

Desse modo [A. 1 é o maior i n t e i r o  t a l  que x E I ( ~ ~ )  
f Jk 

Logo x 
k é v é r t i c e  de  I(Q ) 

Note que p a r a  8 = 0 ,  1 . . ( A 1 - 1)  , o s  pontos  obf i dos  s e r ã o  m 2  
k 

r o s  pontos  de f r o n t e i r a .  

+ 
Provar  que xi-2 v é r t i c e  d e  I ( P ) ,  é b a s t a n t e  mos t ra r  que 

+ 
i -2  k x E I(P) e u s a r  o f a t o  d e  I(P)  C_ I ( Q  ) ou f a z e r  prova análoga a a n t e r i o r .  

No i t e m  - iii daquela  prova,  tem-se 



+ 
k k 

como ele é vértice de I (Q ) e 1 (Q ) ) I (P) segue que xi-2 e vértice de I (P) . 
+ k i 

Toma-se (Qk, xit2) como (-)-sucessor de (Q , x ) .  

+ 
i i i-1 é um 

Neste caso, desde que x + 6x E I(P), segue que p ve tor 

normal de I(P) em x i 

Assim, junta-se a desigualdade 

ao sistema de desigualdade definindo P. 

Agora, seja 

+ 
e seja Qk-I o (2, 2) canto poliédrico, definido por 

jk?l 
ondea x < b  é a desigualdade objetivo, tomada de Ax < b.  

j k21 
+ + i-2 

vê-se que I(P) 5 1(Qk-') e com prova similar a anterior que x 
+ 

C 

e um vértice comum a I (Qk-l) e I(P) . 
+ 

 ai, qk-l é um canto suporte de I(P). 
+ + + k i 

Aqui, toma-se Q k l  x )  como (-)-sucessor de (Q , x ) 

i i 
Neste caso, x + 6x $! I(P) e portanto, não se obtém um vértice 



novo. 
+ 

Seja Qk-I 0 (2, 2)-canto poliédrico definido por 

onde a segunda desigualdade é a nova desigualdade objetivo, tomada de Ax $ b . 
k+-i i - 

vê-se que I(P)$ I(Q ) e que x e um vértice comum a ambos e 
+ 

k i 
(ak-', xi) é o sucessor de (Q , x ) . 

3 - Processo de lntegralização 

+ 
Comesando por um estado inicial (a0, xO) , a sequência - S de ( + ) - 

k sucessores é gerada, até que um estado (Q , x2") é obtido tal que 

i)n>,2 e x 2 ~  = ,O 

ou 

ii) (Qk, x2n) é um estado terminal, isto é, não tem sucessor 

x2n) é um estado terminal, então, começando por (QO , xO) , Se (9 , 
c. 

a sequência - S- de (-)-sucessores é gerada e um estado terminal (Q-~, x-2n) e 

obtido. 

+ 
No caso - i, a sequência - S é caracterizada por - n vértices distin- 

tos de I(P), xO, x2, ... x 2n-2 e retoma a - x0 . 
Se n > 2, então as desigualdades geradas 

i = 0, 2 . . . 2n-2, definem um (2, 2)-poliedro f com - n vêrtices , sendo P um polie - 
- 

dro limitado. P está contido em - P portanto I@) I(P) . 



~ l é m  disso, desde que 

seque que 

Como cada vértice de I@) é um ponto inteiro entao P é integral. 

Logo, pelo lema I - 9 

- 
P = H(I(P)) 

se n = 2, então H(I(P)) é o segmento de reta tendo & e x2 como extremos e ape- 
nas duas desigualdades são geradas definindo a reta contendo H(I(P)). 

+ 
No caso ii, a sequência de S de estados contém n + 1 vértices - - 

2n distintos de I(P) xO, x2.. . x . 
2n APÓS descoberto o vértice - x , ter-se-á um nÚmero infinito de pon- 

tos de fronteira de I(P) e nesse caso, - P é ilimitado. 

~aciocínio análogo pode ser feito sobre c, onde se obtém n1 + 1 

-2n 
vértices distintos de I(P) e após o vértice x , estará um número infinito de 

pontos de fronteira de I(P). 

Recorde a figura 5 - 1 e veja isto. 

Note agora, que as desigualdades 

de£ inem um (2, 2) -poliedro P, ilimitado, tendo n + n' + 1 vértices. 

Com raciocinio anãlogo ao do caso - i, concluir~se-á que 
- 
P = H(I(P)) 



O processo de integrali~a~ão termina, quando um número finito de 

estados tem sido gerado. 

Tem-se 

+ 
Considere a sequência - S de ( + )-sucessores de um estado inicial 

(QO, xO> 

+ + + +  + 
Particionando - S em subsequências So , SI , S2 . . . onde S k' para 

k 
k = 0, 1, 2 . . . consiste dos estados que têm - Q como primeira componente e lem- 

k brando que - Q e definido por 

k k pelo lema 5 - 10, H(I(Q ))  tem no máximo Ak vértices, onde A = ldet C [ . - k 

+ 
~ a i ,  segue que a subsequ&cia S , contém no máximo A estados. k k - 

k 
Como a cada canto suporte Q, está associada uma desigualdade ob- 

jetivo tomada do sistema Ax <, b definindo P, seja jo, j 1.. . os índices dessas de - 
sigualdades. ~ntão dois casos se tem a considerar, sobre esta sequência 

1 - A sequência tem um elemento repetido, isto é j = j .  comi< k. 
k 1 

Assuma j ser o primeiro repetido na sequência. 
k - 

Nesse caso, pode ser mostrado que x0 é um vértice de - 
k + 

I(Q ) e dai, para algum estado de S (Qk, x2n) tem-se k , 

se n = O então I(P) consiste apenas de xO, 

+ 
se n 3 2 tem-se o caso i visto acima e portanto S é uma sub - k - - + 
sequência terminal de S . 

Desde que cada membro da seq~ência j o,  j 1 . . . jk tem m - valores 

poss~veis e j é o primeiro repetido, segue que k 3 m 
k - 



2 - A sequência j o ,  j . contém um elemento j que identifica k - 
uma desigualdade objetivo cuja linha de fronteira contém uma 

semi-reta que é uma aresta de P ,  

k + e  

Neste caso, algum estado (Q , x2n) em Sk e terminal co- - 
mo no item ii acima. - 

+ c + 
Dessa forma S e uma subsequência terminal de S e a 

k - - 
sequência j 0, j 1 . . . jk não tem repetidos. 

+ + + 
Em qualquer dos dois casos, o número de subsequências So, SI.. .Sk 

+ r 
em S e no máximo m + 1 - 

Dessa forma - S+ é uma sequência finita. 

Analogamente mostra-se que - S- é uma sequência f inita. 

 aí o processo de integralização termina quando um número finito 

de estados é gerado. 

ex. 6 - 2 Seja P definido por - 

De início, - P é reduzido 2 interseção de semi-planos integrais 



Agora, um es tado  i n i c i a l  (QQ, x'), encontrado,  gQê de f in ido  por  

C 

e x O  e o v e t o r  n u l o  - 

+ 
Nesse exemplo s e r á  gerada uma sequência S de  sucessores  de (Q0,x9 

- 
~ a z  a s  desigualdades o b j e t i v o  de  cada e s t ado ,  s e rao  as s e g u n d a s  

k 
desigualdades dos s is temas que definem os  cantos-suporte - Q . 

Assim, a cada i t e r a ç ã o  s e r á  formado o s i s tema 

i+l i j k  
e os  pontos i n t e i r o s  que sa t i s f azem a equação p . (x - x ) = O e a . x < b , 

jk -- 
como já f o i  v i s t o ,  são da forma 

onde 



i 
e 5 um ponto i n t e i r o  que s a t i s f a z  a equação acima. 

Dessa forma, p a r a  o exemplo 

i i 
s e r á  apresentada uma t a b e l a  com - Z e 6y , seguida da sequência  d e  cantos-suporte  

e das  ma t r i ze s  - W ro tu l adas .  

i 
N a  t a b e l a ,  a s  componentes de 2 p a r a  a s  qua i s  h é mínimo, apare- 

j - 
cem den t ro  de pequenos cTrcuios e a s  desigualdades 

def in indo  P = H ( I ( P ) )  e s t a r ã o  em re t ângu los .  









A sequência de (+)-sucessores está terminada por x16 = x e 

(Q5 ,  x16) é 0 estado terminal. 

A figura 6 - 3 mostra P e H(I(P)) - 

fig. 6 - 3 



O presente trabalho, como se pode ver, versa sobre poliedros con- 

vexos integrais e integralizaGão de poliedros convexos. 

Entretanto, no que tange ã integralização, somente foi p o s sivel, 

integralizar um poliedro convexo E, definido pelo sistema Ax b, onde A - é uma 

matriz m x 2 de posto igual a - 2. 

O processo aqui empregado para este fim, não se permite generali- 

zar, isto é, valer para k > 2, conquanto, quando da geração de vetores normais de 

* - + 
I(P), estes não serem atomos do conjunto parcialmente ordenado (M(A) , 3 ) .  

ex. 6 - 3 Seja - P definido por 



VETOR NORMAL 

(4,2 92) 

f i g .  6 - 4 

* 
O v e t o r  y = (4 ,  2 ,  2) é um v e t o r  normal de I (P )  , nos v é r t i c e s  

(3, 1, 31, (3 ,  3 ,  1) e ( 2 ,  3 ,  3 ) .  

- + 
É também de  f á c i l  v e r i f i c a ç ã o  que y E M(A) 

E n t r e t a n t o ,  o s  v e t o r e s  (4, 0 ,  O) e (0,  2 ,  2) também pertencem a 

+ 
Desse modo, 1 não é um átomo d e  (M(Q , 5 )  , o que torna i n v i ã v e l  

a do processo  de  i n t e g r a l i z a ç ã o  v i s t o .  

* 
Todavia, formando os v e t o r e s  normais de I(P)  um subconjunto de  



M(Ã)*, subconjunto este,  f i n i t o ,  6 de  se e s p e r a r  que e x i s t a  um método p a r a  d e t e r  - 

miná-los, bem como, o s  r e s p e c t i v o s  v é r t i c e s ,  a eles assoc iados .  
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