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A l e i  de Pa re to  tem s i d o  u t i l i z a d a  para  descrever  d i -  

versos fenômenos sócio-econÔmicos t a i s  como, a renda dos ind i -  

víduos,  o c a p i t a l  das f i rmas ,  o tamanho das cidades etc. 

Es ta  l e i  nos fornece uma medida da desigualdade da  

d i s t r i b u i ç ã o  da v a r i á v e l  considerada e n t r e  os  elementos da  po- 

pulação - o c o e f i c i e n t e  de Pareto.  

In ic ia lmente  apresentamos a l e i  de Pa re to  e sua  c r í t i  - 
ca. Em seguida mostramos o u t r a s  formas de se medir a desiguaA 

dade da d i s t r i b u i ç ã o  da renda ( índ ices  de Gini ,  The i l  e ~ a r i â n  - 
tia dos Logaritmos). 

Posteriormente 6 apresentado o modelo de Champernow - 
ne. E s t e  modelo u t i l i z a  elementos d a  t e o r i a  de cadeias  de 

Markov, e sua d i s t r i b u i ç ã o  e s t a c i o n ã r i a  s a t i s f a z  a l e i  de Par2 

t o .  

Finalmente u t i l izamos  dados das declarações de impos- 

t o  de renda de pessoas f í s i c a s  no B r a s i l  no período 1968 a 

1975 para  v e r i f i c a r  a val idade ou não da l e i  de Pareto.  Es ta  

ap l icação  nos mostra que e l a  só se a j u s t a  sat i s f  atoziarnente 

aos dados das mais a l t a s  f a i x a s  de rendimentos. Desta forma, 

para  e f e i t o s  p r á t i c o s ,  o c o e f i c i e n t e  de Pa re to  é de muito pou- 

c a  u t i l i d a d ~  como medida da  d i s t r i b u i ç ã o  de renda. 
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ABSTRACT 

P a r e t o ' s  law has been f requent ly  used t o  desc r ibe  va- 

r i o u s  social-economic phenomena, such a s ,  personal  income, ca- 

p i t a l  of f i rms ,  s i z e  of c i t i e s  etc. 

T h i s  law provides us  a  measure of t h e  i n e q u a l i t y  i n  

t h e  d i s t r i b u t i o n  of t h e  considered v a r i a b l e  - t h e  P a r e t o ' s  co- 

e f f i c i e n t .  

W e  f i r s t  p r e s e n t  P a r e t o ' s  law and i t s  c r i t i q u e .  Af ter  

t h a t ,  we show o t h e r  means t o  measure t h e  i n e q u a l i t y  i n  t h e  in- 

come d i s t r i b u t i o n  (Gin i ' s  index, The i l  and Variance o£ Loga- 

r i t h m s )  . 

After  t h a t ,  w e  develop Champernowne's model. This  mo- 

de1 u t i l i z e s  concepts from t h e  theory of Markov chains ,  and 

i t s  s t a t i o n a r y  d i s t r i b u t i o n  suggests  t h e  P a r e t o ' s  law. 

We f i n a l l y  u t i l i z e  d a t a  from personal  income t a x  re- 

t u r n s  i n  B r a z i l  f o r  t h e  per iod 1968 t o  1975, t o  v e r i f y  t h e  va- 

l i d i t y  of P a r e t o ' s  law. This  app l i ca t ion  shows us  t h a t  it on- 

l y  adapts  i t s e l f  s a t i s f a c t o r i l y  t o  t h e  h ighes t  income data .  

Thus, f o r  a11 p r a c t i c a l  purposes, P a r e t o ' s  c o e f f i c i e n t  i s  o£ 

l i t t l e  value a s  a  measure of income d i s t r i b u t i o n .  
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A preocupação p e l a  maneira com que a renda 6 d i s t r i b u i  - 
da e n t r e  os  componentes de uma sociedade tem c resc ido  nos Ú l t i -  

mos anos. Esse tema vem in teressando aos economistas desde a 

época dos f i s i o c r a t a s  - a primeira  e s c o l a  de economistas p ropr i  - 

m e n t e  d i t a .  No en tan to ,  somente no f i n a l  do sécu lo  passado, 

surg iu  a pr imeira  t e n t a t i v a  de medir a d i s t r i b u i ç ã o  de renda 

a t r avés  de V 1  LFREDO PARETO [I 2 1  , que conduz uma inves t igação  e- 

conométrica e descobre uma c e r t a  regular idade  na d i s t r i b u i ç ã o  

da renda em um bom numero de sociedades por e l e  estudadas.  O s  

es tudos de Pa re to  nos fornecem a pr imeira  medida o b j e t i v a  de 

d i s t r i b u i ç ã o  de renda de  que s e  tem n o t i c i a .  

* 
Recentemente, no B r a s i l ,  o tema da r e p a r t i ç ã o  da renda 

passou a t e r  maior i n t e r e s s e  a p a r t i r  da divulgação dos dados 

do Censo de 1970, os  q u a i s ,  comparados com os de 1960, mostra - 
ram que a renda s e  t i n h a  tornado ainda mais des igual  ao longo 

dessa  década (ve ja  Tabelas I.  1 e I. 2 )  . 

A renda r e a l  dos 50% da população remunerada de rendas 

mais baixas apresentou um aumento de apenas 1% durante  e s s a  dé- 

cada, enquanto que a renda r e a l  dos 5% da população remunerada 

de rendas mais a l t a s  aumentou de 7 2 %  E3]. 



O s a l á r i o  mínimo r e a l  diminuiu durante  o per iodo men- 

cionado. Um í n d i c e  do v a l o r  do s a l & i o  mínimo r e a l  mêdio, na 

cidade de são Paulo,  tendo por base o t r i ê n i o  1959-61=100,caiu 

para  82 no t r i ê n i o  1962-64, para 75 no t r i ê n i o  1965-67 e 71 no 

t r i ê n i o  1968-70 [ 4 ] .  

Dados divulgados pe lo  I P E A  [7] mostram que o s a l á r i o  

r e a l  médio dos empregados na i n d ú s t r i a  c a i u  de um n í v e l  100 em 

1963 para  85 e m  1967, mantendo-se no n í v e l  90 em 1968 e 1969. 



TABELA 1.1: ~ i s t r i b u i ç ã o  da Renda no B r a s i l  e m  1960 

Percentagem da população (pessoas de 1 0  

anos ou mais) que recebe renda e respec - 

t i v a  percentagem da renda t o t a l  recebi-  

da ( e m  ordem crescente  de renda) 

~ o p u l a ç ã o  remunerada I Renda 

Percentagem Percentagem Percentagem Percentagem 
acumulada acumulada 

5% super io res  

1% super io res  1 11,72 

Fonte: H Ú F F M A N N  R .  e. J .  C .  DUARTE [ 5 ] .  



TABELA 1.2: ~ i s t r i b u i ç ã o  da Renda no B r a s i l  e m  1970 

Percentagem d a  população (pessoas  de 10 

anos ou mais)  que recebe  renda e r e s p e c  

t i v a  percentagem da renda t o t a l  r eceb i -  

da  ( e m  ordem c r e s c e n t e  de renda)  

~ o ~ u l a ç ã o  remunerada 
1 

5% s u p e r i o r e s  

Percentagem 

1% super io re s  

Percentagem 
acumulada 

- - - - - 

Renda 
I 

Fonte: HOFFMAhlN R .  e J.C. VUARTE 1-1. 

Percentagem Percentagem 
acumulada 
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Recentemente, L A N G O N I  r101 - apresentou uma t e o r i a ,  - en - 
t r e  a s  v á r i a s  t e o r i a s  e x p l i c a t i v a s  da r e p a r t i ç ã o  da renda - cha - 
mada t e o r i a  do "Capi ta l  Humano", na q u a l  introduz c inco  va r i a -  

v e i s  independentes "exp l i ca t ivas"  da desigualdade na d i s t r i b u i -  

ção de renda: educação, idade ,  sexo, a t iv idade  e r eg ião .  

O modelo de Langoni c o n s i s t e  e m  r e a l i z a r  regressões  

log- l ineares  e m  que a renda ind iv idua l  é função das c inco  v a r i á  - 

v e i s  independente's. O s  r e su l t ados  dessas  regressões  mostram 

que e m  1960 e s s a s  c inco  v a r i á v e i s  "explicavam" 51% das d i fe ren-  

ças  ind iv idua i s  de renda, enquanto que e m  1970 passaram a "ex- 

p l i c a r "  59%. A cont r ibuição  conjunta  das v a r i á v e i s  sexo,  idade, 

a t iv idade  e reg ião  permaneceu a mesma durante  . e s s a  década en - 
quanto a "va r i áve l "  educação respondia p e l a  quase t o t a l i d a d e  

desse aumento de poder exp l i ca t ivo .  

D e  acordo com o t r a b a l h o  de Langoni, e n t r e  1960 e 

1970, a s  pessoas que possuiam esco la r idade  de n í v e l  s u p e r i o r  ti - 
nham renda 10 vezes super io r  a dos anal fabetos .  A renda r e a l  

dos pr imeiros  subiu 51% ao passo que a dos Ultimos permaneceu 

no mesmo n l v e l .  A r e l a ç ã o  e n t r e  a renda r e a l  dos possuidores  

de  escolar idade  super io r  e a dos que tinham apenas curso  primá- 

r i o  também aumentou nesse período, passando de 1:5,3 e m  1960 

para 1 :7 ,1  em 1970. 

Ainda com base nos dados do Censo ~ e m o g r á f i c o  de 1960 

e 1970, R O D O L F O  H O F F M A N N  e J O Ã O  C A R L O S  D U A R T E  [5J f izeram um e s  

tudo comparativo e obtiveram uma série de resul tados .  Esses  au - 

t o r e s  mostram que a d i s t r i b u i ç ã o  da renda é sensivelmente mais 
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des igua l  no s e t o r  urbano que no s e t o r  primario.  O v a l o r  menor 

para  os  í n d i c e s  obt idos  no s e t o r  pr imário pode s e r  causado, em 

grande p a r t e ,  p e l a  não-inclusão das pessoas que declararam ren  - 

da nula .  

O grau de concentração da renda é maior nas regiões  

Nordeste e Les te ,  mas d i f e r e  pouco do grau de concentração no 

~ a l s  como um todo. 

O aumento no grau de concentração da d i s t r i b u i ç ã o  da 

renda f o i  mais acentuado nas regiões  mais i n d u s t r i a l i z a d a s ,  de 

modo que, em 1970, a s  d i fe renças  e n t r e  o s  h d i c e s  do Nofdeste 

e do Sul  apresentam-se menos acentuadas que no i n i c i o  de 1960. 

O p e r f i l  da d i s t r i b u i ç ã o  da renda pessoal  no B r a s i l  

apresenta ,  em 1970, marcadas descontinuidades.  Metade da  popu - 

l ação  das pessoas remuneradas recebe 13,74% da renda t o t a l .  

Nos d e c i s  de população segu in tes ,  o s  incrementos na p a r t i c i p a -  

ção percentua l  na renda gerada são pequenos (ver  Tabela I.2), 

mas quando se a t i n g e  o d e c i l  super io r  ocorre  um s a l t o  brusco: 

10% da população apropria-se  de quase metade da  renda t o t a l ,  

(48,35%). 

Comparando os  p e r f i s  da d i s t r i b u i ç ã o  da renda, em 

1 9 6 0  e 1970 (ver  Tabelas 1.1 e I . 2 ) ,  parece inegável  que,  nes- 

t e  úl t imo ano, a concentração da renda na cúpula da d i s t r i b u i -  

ção reforçou-se,  ao passo que os  d e c i s  i n f e r i o r e s  da população 

t iveram sua pa r t i c ipação  percentua l  na renda t o t a l  reduzida.  A 

metade da população remunerada, s i t u a d a  no extremo i n f e r i o r  da 
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d i s t r i b u i ç ã o ,  v i u  c a i r  sua pa r t i c ipação  na renda t o t a l  de 

17,69% para  13,74%. 

Nos três d e c i s  subsegÜentes, a s  rendas médias s o f r e  - 
ram acréscimos pouco s i g n i f i c a t i v o s .  0s aumentos s i g n i f i c a t i -  

vos na renda média f icaram reservados pa ra  o 90 e 100 d e c i s  e ,  

especialmente,  para  os  5% da população de ten to res  de a l t a s  r e n  

das.  

A conclusão a que chegaram Hoffmann e Duarte f o i  que 

metade da população não f o i  a t i n g i d a  pe los  benef íc ios  do cres-  

cimento econômico (pe lo  menos em termos monetários) e ou t ros  

30% tiveram acesso apenas marginal a e s s e s  benef íc ios .  

Um dos ob je t ivos  p r i n c i p a i s  d e s t e  t r aba lho  é o teste 

da v e r i f i c a ç ã o  ou não da Lei. de Pare to  para  a d i s t r i b u i ç ã o  de 

renda no B r a s i l .  

A val idade dos r e su l t ados  encontrados f i c a  l i m i t a d a  

p e l a  escassez de dados r e l a t i v o s  ao grau de concentração da 

renda e da r iqueza  em nosso pa i s .  E s s e s  dados foram r e t i r a d o s  

do Anuário ~conÔmico F i s c a l ,  do ~ i n i s t é r i o  da Fazenda, que não 

fornece informações sobre a d i s t r i b u i ç ã o  de renda abaixo de u- 

ma c e r t a  f a i x a  s a l a r i a l .  En t re tan to ,  apesar  das l imitaçÕes,os 

r e su l t ados  encontrados mostram-se coerentes  com a d iscussão  te 
Órica f e i t a  durante  este t rabalho .  

O ~ a p z t u l o  I1 contém uma descr ição  da Lei de Pa re to  

e o í n d i c e  de Pare to ,  seguidos de uma c r í t i c a .  



Procederemos, no c a p í t u l o  111, ao estudo de o u t r o s  í n  

d i c e s  de c o n c e n t r a ~ ã o ,  conforme se segue, respectivamente:  a 

curva de Lorenz e o í n d i c e  de Gini ,  o índ ice  de T h e i l  e a Re- 

dundância, e a ~ a r i â n c i a  dos Logs. 

No ~ a p f t u l o  I V ,  6 apresentado o modelo de Champernow- 

ne, o qual  mostra,  u t i l i z a n d o  cadeias  de Markov, como se pode 

s u g e r i r  o aparecimento da Lei  de Pareto.  

Finalmente, apresentamos no ~ a p i t u l o  V ,  uma ap l i cação  

da Lei de Pare to  a dados b r a s i l e i r o s  de dec la ran tes  do imposto 

de renda no ~ e r í o d o  1968-1975, a qual  mostra a s  d i f i cu ldades  

de u t i l i z a ç ã o  d e s t a  l e i  a dados r e a i s  de rendimentos. 



A L E I  DE PARETO E SUA CRLTICA 

11.1 - A Lei de Pare to  

A preocupação p e l a  maneira com que a renda é d i s t r i b u 2  

da ,  , en t re  os  componentes de uma sociedade, é um tema que já vem 

in teressando os  economistas durante  Longa da ta .  No e n t a n t o ,  sg 

mente no sécu lo  passado, é que um ins t rumenta l  pa ra  medir-se o- 

jebivamente a d i s t r i b u i ç ã o  de  renda den t ro  de uma sociedade p- 

s a  a e x i s t i r .  A pr imei ra  t e n t a t i v a  de medir a d i s t r i b u i ç ã o  de 

renda coincide com o surgimento da econometria e marca o seu  

i n í c i o  como ramo a u x i l i a r  da economia. V Z L F R E D Ú  PARETÚ 1 / 2 1  

conduz a pr imeira  inves t igação  econométrica e descobre uma cer-  

t a  regular idade  na d i s t r i b u i ç ã o  da renda em um bom número de 

sociedades por ele inves t igadas .  E s s a s  sociedades variam no es - 

paço , do "I?eru 2s comunidades européias"  e variam no tempo de 

1471 a 1894. A s  inves t igações  de Pa re to ,  na determinação da  rg 

gular idade na d i s t r i b u i ç ã o  da renda, nos fornece a pr imeira  m g  

d ida  o b j e t i v a  de d i s t r i b u i ç ã o  de renda de que s e  tem n o t í c i a .  

No s i s tema de duas coordenadas c a r t e s i a n a s ,  Pa re to  es-  

calou a renda por f a m í l i a  no e ixo  h o r i z o n t a l  ( x ) ,  enquanto que 

no e ixo  v e r t i c a l  (y)  -escalou o número de famí l i a s  que tinham 



renda i g u a l  ou super io r  a - x. Pa re to  mostrou que, e m  todos o s  

casos por e l e  estudados,  a s  curvas r ep resen ta t ivas  da d i s t r i  - 
buição da  renda tinham o mesmo formato, i s t o  6 ,  h ipé rbo les  com 

a equação 

onde - a rep resen ta  a menor renda e A - e - a são parâmetros p o s i t i -  

vos. 

A curva pode s e r  representada conforma a Figura 11.1. 

Quando x + a ,  y + a, e quando x + a, y + 0,  logo a 

curva tem duas a s s i n t o t a s :  .x = a e y = O .  Se deslocarmos o 

e ixo  y ao ponto a correspondente à menor renda,  en tão  a = O e 

a d i s t r i b u i ç ã o  de Pa re to  toma a forma: 

Es ta  é a expressão m a i s  comum da d i s t r i b u i ç ã o  de Pa re  

t o ,  devido ao f a t o  que a maior p a r t e  dos dados sobre a renda - o 

mite  rendas baixas.  Como veremos ad ian te ,  se tivéssemos i n f o r  - 
mações sobre a população mais pobre, veríamos que a curva cor- 

t a r i a  o e i x o  x = a em algum ponto,  onde a d i s t r i b u i ç ã o  de Pare - 
t o  d e i x a r i a  de  t e r  val idade.  

O p a r h e t r o  a i n d i c a  a convexidade da h ipérbole  em re - 
lação  5 origem. Se a tender  ao i n f i n i t o ,  a h ipérbole  é absor- 

v ida  por sua a s s f n t o t a  v e r t i c a l ,  o que i n d i c a  que todos os  com - 



F I G U R A  1 1 . 1  : R E P R E S E N T A Ç Ã O  G R Á F I C A  D A  L E I  DE 

P A R E T O  



ponentes de uma sociedade t ê m  aquela  renda ( a  - na Figura 11.1). 

Quando a tende a zero,  a desigualdade na renda c resce ,  e a cug 

va tende para  uma r e t a  hor i zon ta l .  

Ao c a l c u l a r  o parâmetro a ,  Pare to  descobriu que e l e  

var iava  de 1,13 em Ausburg em 1536, a 1,89 na ~ Ú s s i a  em 1852, 

com uma media de  1,51. Supondo, uma d i s t r i b u i ç ã o  normal da v2  

r i a v e 1  a l f a ,  sabemos que 99% das observações encontrar-se-ão 

den t ro  de três desvios padrões da média, ou s e j a ,  e n t r e  0,8447 

e 2,5235. 

Pa re to  considerava que a d i s t r i b u i ç ã o  da renda e da 

r iqueza nas sociedades humanas t e n d i a  a s e  a j u s t a r  le i  que 

e l e  e s t abe leceu ,  independentemente da sua organização economi- 

co-social .  E l e  v e r i f i c o u  que a sua "curva de rendas" era s e  - 

melhante pa ra  d i f e r e n t e s  p a í s e s  e em d ive r sos  perzodos (Ingla-  

t e r r a ,  ~ r ú s s i a  e ~ a x Ô n i a  no s6culo X I X ,  Peru no s&ulo X V I I I ,  

na ~ a s í l i a  medieval e t c . ) .  Com base em dados apresentados por 

HUBERMAN [h] , v e r i f i c a - s e  que a curva de  Pa re to  a jus ta - se  bas- 

t a n t e  bem à d i s t r i b u i ç ã o  dos escravos e n t r e  seus senhores ,  nos 

Estados Unidos, e m  1850. 

O sistema s o c i a l  ( c a p i t a l i s t a ,  f euda l ,  e s c r a v i s t a )  va 

r i a ,  mas a l e i  de d i s t r i b u i ç ã o ,  conforme afirmava Pare to ,  per- 

manece v á l i d a .  

L A N G E  C93 nega que a l e i  descoberta  por  Pa re to  s e j a  

uma l e i  n a t u r a l ,  v á l i d a  em todos os  s is temas s o c i a i s .  Esse au - 



t o r  conclui  que a s  rendas de um grupo s o c i a l  homogêneo d i s t r i -  

buem-se segundo uma curva normal simples ou logarí tmica.  Mos- 

t r a  a inda que a d i s t r i b u i ç ã o  dos t raba lhadores  e empregados na 

~ o l Ô n i a ,  segundo seus s a l á r i o s  no mes de setembro de 1965, a- 

justa-se  5 d i s t r i b u i ç ã o  logarítmica-normal e não d i s t r i b u i  - 
ção de Pareto.  Essa le i  é, por tan to ,  uma c a r a c t e r í s t i c a  de 

s is temas s o c i a i s  e m  que a r iqueza  acumulada p o s s i b i l i t a  cont ro  - 

l a r  o t r aba lho  c r i a d o r  de nova r iqueza ,  e não de qualquer so- 

ciedade humana. 

Em re l ação  a c e r t a s  i n t e r p r e t a ç õ e s  da l e i  de Pa re to  é 

i n t e r e s s a n t e  lembrar o s  segu in tes  comentários f e i t o s  por TAW- 

N E Y  - r 1 4 1 ,  em 1 9 2 9 :  "há l e i s  c i e n t í f i c a s  que estabelecem rela - 

ções i n v a r i á v e i s  e n t r e  fenômenos, e há leis que não são  nem 

j u r í d i c a s  nem, no seu sen t ido  mais completo, c i e n t í f i c a s ,  embo - 

ra e l a s  pertençam, sem dúvida, 5 mesma c a t e g o r i a  das Ú l t i m a s .  

Ta is  l e i s  não estabelecem re lações  i n v a r i á v e i s  nem indicam uma 

conduta, mas descrevem como, no g e r a l ,  sob determinadas condi- 

ções h iç tÕr icas  e l e g a i s ,  e quando condicionados por c e r t a s  

convenções e i d é i a s ,  grupos especificas de pessoas tendem, em 

regra ,  a s e  comportar". ... 

"É evidente  que, como os economistas t ê m  frequentemen - 
t e  nos lembrado, muitas leis econômicas são do t e r c e i r o  t i p o ,  

não do pr imeiro nem do segundo. Elas  indicam a maneira p e l a  

q u a l ,  dadas c e r t a s  condições h i s t ó r i c a s ,  c e r t a  forma de o r g a n i  

zação s o c i a l ,  e c e r t a s  i n s t i t u i ç õ e s  j u r í d i c a s ,  a produção ten- 

de  a s e r  conduzida e a r iqueza  d i s t r i b u i d a .  
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Elas  não são menos i n s t r u t i v a s  e Úte is  por causa das- 

s o ,  ao menos para  aqueles que sabem i n t e r p r e t á - l a s .  Mas aque- 

les que, embora bem sucedidos e r i c o s ,  não e s t ã o  completamente 

conscientes  das armadilhas preparadas aos incau tos ,  e que s e  

delei tam quando ouvem f a l a r  de uma l e i  que dá supor te ,  como pa - 
r ece  a e l e s ,  a s  suas p rópr ias  p re fe rênc ias  i n s t i n t i v a s  por  su- 

cesso  e r iqueza ,  algumas vezes encontram, nas l e i s  econÔmicas, 

uma fon te  de confusão i n t e l e c t u a l ,  que 6 desesperador para  

qualquer pessoa e n f r e n t a r ,  e em p a r t i c u l a r ,  deve-se supor,  pa- 

r a  os  economistas. Eles  lançam mão de fórmulas elaboradas pa - 
r a  demonstrar que o s is tema s o c i a l  p a r t i c u l a r  que foram acos tu  

mados a admirar é o produto de fo rças  incon t ro láve i s  com a s  

gua i s  é perigoso a sociedade i n t e r f e r i r .  Eles  se lançam ã pa- 

nacéia  da moda no momento pa ra  s e  l i v r a r  de suas responsa - 
b i l i d a d e s ,  jogando-as sobre algum autômato econômico. 

Como um bêbado que argumenta com seu d c i o  como des- 

culpa para  beber ,  e l e s  apelam para  l e i s  econÔmicas, a maioria  

das quais  são  meramente uma descr ição  da maneira p e l a  q u a l ,  em 

um c e r t o  ambiente e e m  c e r t a s  c i r cuns tânc ias ,  o s  homens tendem 

a s e  comportar, como uma prova de que é impossível pa ra  , e l e s  

modificar seu comportamento." 



1 1 . 2 .  ~ r z t i c a  3 Lei de Pa re to  

A l e i  c r i ada  por Pa re to ,  s e  ap l icada  5 d i s t r i b u i ç ã o  de  

rendas,  só s e  a j u s t a  2s rendas das  c l a s s e s  mais p r i v i l e g i a d a s .  

Trabalhando com dados de d iversos  p a í s e s  em d i f e r e n t e s  

per íodos ,  Pa re to  chegou a uma curva de d i s t r i b u i ç ã o  de rendas 

que acredi tava  "na tu ra l " .  ~ l é m  de  não ter nada de n a t u r a l ,  sen - 
do uma c a r a c t e r í s t i c a  do s i s tema s o c i a l  considerado, g o s t a r i a  - 
mos de chamar a atenção para  a inconveniência da u t i l i z a ç ã o  da 

l e i  de Pare to  quando quisermos es tudar  a d i s t r i b u i ç ã o  de rendas 

de uma determinada população. 

Como vimos na seção 11.1, a l e i  de Pa re to  pode ser re- 

presentada p e l a  equação (11.1) ou simplificadamente p e l a  equa - 
ção (11 .2 )  . 

O c o e f i c i e n t e  de Pa re to  é o parâmetro a das eguaqões 

( I .  1 ou (11 2)  . Quando a tende para o i n f i n i t o  o g r á f i c o  da 

Figura 11.1 tende para sua a s s i n t o t a  v e r t i c a l  o que s i g n i f i c a  

que a renda m a i s  igualmente d i s t r i b u í d a .  Quando a tende para  

zero ,  o da Figura 11.1 tende para  sua a s s i n t o t a  horizon - 

t a l  (Y = A) o que s i g n i f i c a  que a desigualdade na d i s t r i b u i ç ã o  

de rendas é máxima. Por tanto ,  quanto maior f o r  o va lo r  de a ,  

melhor s e r á  a d i s t r i b u i ç ã o  de rendas.  

A equação (11 .2 )  pode ser l i n e a r i z a d a  tomando-se o 10- 
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garitmo dos d o i s  lados da equação. Obtemos en tão  

log Y = Log A - a log  x (11.3) 

que permite a estimação do c o e f i c i e n t e  de Pare to  a pe lo  método 

dos mínimos quadrados l i n e a r e s .  

A imprefeição da l e i  de Pa re to  pode s e r  observada na 

equação ( 1 1 . 2 )  v i s t o  que Y tende para  i n f i n i t o  medida que x 

tende para  zero.  Na p r á t i c a ,  e x i s t e  um número f i n i t o  de  pes- 

soas de forma que a s i tuação  r e a l  s e r i a  melhor representada  pe- 

l a  Figura 1 1 . 2 ,  onde xl é a renda abaixo da q u a l  a l e i  de Pare- 

t o  deixa de s e r  v á l i d a ,  e Ymax r ep resen ta  a população t o t a l .  

Ao tomarmos os  logaritmos das v a r i á v e i s  x e Y, obtemos 

a Figura 11.3,  onde somente a p a r t e  correspondente 5s rendas a 1  - 
tas ( a  p a r t i r  de xl) aparece efet ivamente l inea r i zada .  

Na p r á t i c a ,  a renda xl tende a s e r  e levada,  de forma 

que o c o e f i c i e n t e  de Pare to  s ó  s e  a p l i c a  a rendas a l t a s  ( e s t e  

ponto s e r á  v e r i f i c a d o  empiricamente no c a p i t u l o  V) . 

Finalmente, a ap l icação  da l e i  de Pa re to  a fen6menos 

t a i s  como d i s t r i b u i ç ã o  de rendas,  f irma por c a p i t a l ,  escravos 

e n t r e  seus senhores ,  a r t i g o s  por au to res ,  t raba lhadores  por s i n  - 

d i c a t o s  e t c .  não t ê m  nada de e s p e c i a l ,  pois  qualquer t i p o  de 

d i s t r i b u i ç ã o  cont inua possui a forma aproximada da Figura  1 1 . 2  

( l i n h a  c h e i a ) .  Por tanto ,  nada m a i s  a n t u r a l  do que o f a t o  da 

l e i  de Pare to  se a p l i c a r  5 p a r t e  super io r  das d i v e r s a s  d i s t r i  - 
buições.  O que não deve ser esquecido é o f a t o  de e x i s t i r  um 



F I G U R A  11.2 : A DISTRIBUIÇÃO R E A L  DE R E N D A S  

E  A C U R V A  DE P A R E T O  

situação r e a l  
--- porção inferior da curva 

de Pareto 



F I G U R A  11.3 : I' L I N E A R I Z A Ç Ã O "  D A  C U R V A  D E  

P A R E T O  

situação r e a l  --- porção inferior da curva 
de Pareto " l inear izada" 
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valor minimo da variável  considerada xl, a p a r t i r  do qual a 

dis t r ibuição em questão se aproxima da l e i  de Pareto. 



111.1. A Curva de Lorenz e o fnd ice  de Gini 

Lorenz t eceu  uma c r i t i c a  5 abordagem de Pare to  sobre 

a d i s t r i b u i ç ã o  de renda. Diz L O R E N Z  [ I  I ]  : "O método (de Pare- 

t o )  é especialmente i n a p l i c á v e l  a dados onde o i n t e r v a l o  mais 

a l t o  é dado como aqueles  recebendo mais que uma dada quan t i a ,  

p o i s ,  imagine uma comunidade onde o individuo mais r i c o  se t o s  

na mult i -mil ionário sem nenhuma mudança na r iqueza  dos ou t ros  

componentes da sociedade. A curva de Pare to  nada nos mostra - 
r i a  acerca  d e s t a  modificação". 

Num s is tema de e ixos  ca r t e s i anos  or togonais ,  Lorenz 

propôs que s e  l ançasse ,  no e ixo  das abc i s sas ,  a s  f r ações  acumg 

ladas  do número de pessoas,  a p a r t i r  daquelas de menor renda, 

e ,  no e ixo  das ordenadas, a s  f rações  acumuladas da renda t o t a l  

recebida (Veja Figura 111.1) . A curva r e s u l t a n t e  r ep resen ta  - 
r i a  a d i s t r i b u i ç ã o  r e l a t i v a  da renda. Na opin ião  de Lorenz,eg 

t a  representação r e s o l v e r i a  a l imi tação  da d i s t r i b u i ç ã o  de Pa- 

r e t o ,  embora só t i v e s s e  um s i g n i f i c a d o  v i s u a l ,  p o i s  nenhuma 

medida q u a n t i t a t i v a  f o i  associada a e l a .  

Ficou para  G I M 1  [z] s u g e r i r  uma medida q u a n t i t a t i v a  
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que, associada 5 d i s t r i b u i ç ã o  de Lorenz, nos d a r i a  um i n d i c e  

de desigualdade na d i s t r i b u i ç ã o .  

Se a renda fosse  igua l i t a r i amente  d i s t r i b u í d a ,  a cada 

f ração  acumulada do número de pessoas (xif i = 2 n )  cor- 

responderia  uma i g u a l  f ração  acumulada da renda ( Y ~  1 

i = 1 , 2 , .  . . ,n) , o que s e r i a  representado por uma r e t a  de 45' 

r e l a t i v a  origem ( r e t a  ÃC na Figura I I I . l ) ,  chamada l i n h a  de 
I 

p e r f e i t a  igualdade ou r e t a  de e q h d i s t r i b u i ç ã o .  No o u t r o  ex- 

tremo teríamos o caso da p e r f e i t a  desigualdade, representado 

p e l a  pol igonal  ABC, a l i n h a  da p e r f e i t a  desigualdade. Uma d i s  - 

t r i b u i ç ã o  qualquer s e r á  simbolizada por  uma curva l o c a l i z a d a  

e n t r e  a s  l inhas  de p e r f e i t a  igualdade e de p e r f e i t a  des igualda  

de como a curva ADC no g rá f i co .  O nxvel de desigualdade da 

d i s t r i b u i ç ã o  pode s e r  medido p e l a  á r e a  compreendida e n t r e  a r e  - 
t a  de :eqÜidistribuição e a curva de Lorenz, chamada "á rea  de 

desigualdade".  O í n d i c e  de Lorenz (L) é def in ido  como a razão 

e n t r e  a á rea  de desigualdade e a á r e a  do t r i â n g u l o  formado pe- 

l a  r e t a  de e q h d i s t r i b u i ç ã o  e a l i n h a  de p e r f e i t a  desigualdade. 

No caso do g r á f i c o ,  temos: 

L = á r e a  ACD - - d' 
áreaACB A 

Gini conseguiu um va lo r  aproximado da á r e a  compreen- 

da e n t r e  a curva de Lorenz e o e i x o  das abc i s sas ,  calculando a 

á rea  do poligono cujos v é r t i c e s  são a origem dos e i x o s ,  o pon- 

t o  B e os  pontos (Xi ,  Yi )  , i = 1 , 2 , .  ..,n. Esse poligono pode 

ser decomposto em n t r a p é z i o s  (ou em um t r i â n g u l o  e n-1 t rapé-  

z i o s ) .  A s  bases do i-ésimo t r apéx io  são Yi e  Yi-l, e sua a l -  



tura é (xi - x ~ - ~ ) .  

A área do i-ésimo trapézio é dada por 

Um valor aproximado da área de desigualdade é dado por 

uma vez que a área do triângulo ABC e 0,5. O índice de Gini 

é dado por: 
n 

0,5 - Si n 
i=l G = 
015 

= 1 - 2  1 
i=1 'i 

Substituindo (111.1) em (111.3) temos 

Observe que G é maior ou igual à zero e menor ou igual 

2 unidade. Quanto maior seu valor pior será a distribuiqão da 

renda. 

No cálculo do Xndice de Gini não se incluem; na área 

de desigualdade, as áreas compreendidas entre a curva de Lorenz 

e a poligonal cujos vértices são a origem dos eixos e os pontos 

X ,  Y . Isso faz com que o índice de Gini seja sempre uma 

subestimaqão da desigualdade real. Quando substituimos a curva 

de Lorenz pela poligonal estamos admitindo que, dentro dos es- 



t r a t o s ,  a renda seja igua l i t a r i amente  d i s t r i b u i d a .  

D A V I S  C21 deduziu uma formulação bás ica  que r e l a c i o n a  

o c o e f i c i e n t e  de Pa re to  e o í n d i c e  de concentração de Gini  a- 

t r a v e s  da relação:  

onde G é o í n d i c e  de concentração de Gini e a é o c o e f i c i e n t e  

de Pareto.  

Observe que (111.5) s ó  6 v á l i d a  para  a maior do que 1, 

po i s  caso c o n t r á r i o  o í n d i c e  de Gini s e r i a  super io r  5 unidade. 

Da de f in ição  do í n d i c e  de concentração de Gini pode 

s e r  v i s t o  que,  quanto maior f o r  o seu v a l o r ,  maior é a It  a r e a  - 
de desigualdade",  com a curva de Lorenz m a i s  próxima do e i x o  

das abcissas ,ou  s e j a  próxima l i n h a  da p e r f e i t a  desigualdade. 

Valores baixos do h d i c e  de concentração de Gini  i n d i  

cam maior igualdade na d i s t r i b u i ç ã o  de renda, e ,  no l i m i t e  in- 

f e r i o r ,  quando o í n d i c e  de concentração 6 nulo,  a curva de  Lo- 

renz coinc ide  com a r e t a  da p e r f e i t a  igualdade,  i s t o  é, a cada 

f ração  acumulada do n h e r o  de pessoas corresponde uma i g u a l  

f r ação  acumulada da renda recebida.  
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111.2. ~ a r i â n c i a  dos Losaritmos 

A v a r i â n c i a  dos logaritmos (va r i ânc ia  dos logs )  , como 

o p rópr io  nome sugere,  é a va r i ânc ia  da v a r i á v e l  renda l o g a r i t  

mada, i . e .  

onde 

n 6 o número de 

Zi é a renda do 

log Z é a média 

indivíduos da população 

indivíduo i 

da v a r i á v e l  renda logaritmada, i . e .  

L -- log  z = - I log  zi. 
i=l 

No caso em que a s  rendas são fornecidas  por f a i x a s  

podemos u t i l i z a r  a  f6rmula aproximada 

n ( l o g  zi  - log z ) ~  
i=l 

onde 

f . é a f  req%ncia de indiv íduos  na f a i x a  i 
1 

Zi é a renda média da f a i x a  i 

l o g  Z 6 a média da v a r i á v e l  renda logaritmada, quando 

todos o s  indivzduos da f a i x a  i são considerados recebendo a 

renda Z i ,  i . e .  



I log  Z = - 1 f i  log  Zi n i=l 

onde 

m é o número de fa ixas .  

A necessidade de se logar i tmar  a s  rendas pa ra  se to-  

m a r  a  v a r i â n c i a  é para  se e v i t a r  que aumentos proporcionais  de 

rendas acarretassem aumentos na va r i ânc ia .  A s s i m ,  s e  conside- 

rássemos uma população composta por d o i s  indivíduos onde a ren  - 

da do pr imeiro fosse  um c ruze i ro  e a do segundo fosse  9 c r u  - 
z e i r o s  teriamos a mesma v a r i â n c i a  dos logs  que se considerásse - 

mos as rendas dos d o i s  indivíduos i g u a i s  a 10 e 90 c ruze i ros  

respectivamente. Neste caso,  para  a v a r i â n c i a  dos logs  o que 

importa 6 a re l ação  e n t r e  a s  rendas e não a d i fe rença  e n t r e  e- 

l a s .  Se u t i l izássemos  a va r i ânc ia  s e m  logar i tmar  a s  rendas,  tg 

riamos no segundo caso uma va r i ânc ia  maior, quando na rea l idade  

a d i s t r i b u i ç ã o  de renda e n t r e  os  d o i s  indivíduos nas duas popu- 

lações  6 a mesma, i . e .  10% da renda pa ra  o indivíduo m a i s  pobre 

e 9 0 %  para  o indiv íduo mais r i c o .  

A v a r i â n c i a  dos logs  é uma medida que tende pa ra  zero,  

2 medida em que a d i s t r i b u i ç ã o  da renda tende pa ra  uma s i tuação  

i g u a l i t á r i a ,  e tende pa ra  va lo res  cada vez maiores quando a ren 

da tende a f l c a r c o n c e n t r a d a  nas mãos de um Único indivzduo. Por - 
t a n t o ,  quanto maior o seu va lo r  p i o r  a s i t u a ç ã o  de d i s t r i b u i ç ã o  

de renda dos individuos.  



Uma das vantagens da va r i ânc ia  dos logs é que e l a  po- 

de s e r  decomposta em duas pa rce las  onde uma mede a desigualda- 

de e n t r e  os  d iversos  grupos de renda, e a o u t r a  mede a des i -  

gualdade den t ro  de cada grupo 0 51 . 

A s s i m  podemos esc rever  

onde 

x é a p a r t i c i p a ç ã o  r e l a t i v a  dos indivíduos do grupo i 

i no t o t a l  da renda; 

wi 6 a renda r e l a t i v a  do grupo i; 

Vi é a v a r i â n c i a  dos logs  den t ro  do grupo i. 

111.3. O fndice  de The i l  

Antes de desenvolvermos o í n d i c e  de T h e i l ,  torna-se 

necessár io  apresentar  os  concei tos  bás icos  da t e o r i a  na qua l  

e s s e  í n d i c e  f o i  baseado - a t e o r i a  da informação. 

Suponha que um evento E i r á  ocor re r  com probabi l idade  

p,  O < p < 1. Suponha ainda que, mais t a r d e ,  é recebida  uma 

mensagem garant indo que E ocorreu. Se p e s t i v e s s e  próxima de 

1, não s e r i a  surpresa  saber  que o evento E ocorreu. Ao con- 

t r á r i o ,  s e  p e s t i v e s s e  próxima de zero,  não s e r i a  su rp resa  sa-  

ber  que o evento E não ocorreu. No primeiro caso 41. 1) 



diz-se  que a mensagem tem pouco conteúdo de informação, enquan- 

t o  que no segundo caso (p 2 0) d iz-se  que a mensagem t e m  gran- 

de conteúdo de informação. 

Pe lo  que f o i  d i t o  acima, conclui-se que o conteúdo de 

informação h ( p )  da  mensagem deve s e r  uma função decrescente  da 

probabi l idade de ocorrência  p do evento E ,  função e s s a  que pode 

ser d e f i n i d a  como o logarítmo do inverso  de p ,  ou s e j a :  

1 h ( p )  = log  - = - l og  p 
P 

A escolha  dessa  função pode ser entendida com 

nos segu in tes  axiomas : 

19 axioma: 

2 9  axioma: 

39 axioma: 

4 0  axioma: 

59 axioma: 

(111.11) 

base 

"A informação depende unicamente da probabi l idade 

P" 

" h ( p )  é uma função continua de p ,  O ,< p ,< 1"  

"A su rp resa  é i n f i n i t a  quando s e  é informado que 

alguma c o i s a  que t i n h a  probabi l idade zero ocorreu ,  

enquanto que a surpresa  é nula  quando ocorre  um 

evento que tem probabi l idade u n i t á r i a ,  h ( 0 )  = oU 

e h ( 1 )  = 0" 

"h (p )  é uma função monotonicamente decrescente ,  

"há a d i t i v i d a d e  no caso de eventos independentes,  

ganho de informação, segundo T h e i l ,  pode s e r  d e f i n i -  

do como segue: 



onde : 

p1 é a probabi l idade do evento depois  que a mensagem é 

recebida ; 

po é a probabi l idade do evento an tes  que a mensagem s e  - 

j a  recebida.  

Suponhamos que I E ~  I i = 1 , 2 ,  ..., n)  forme um s is tema 

completo de eventos (exatamente um d e l e s  ocor re rá )  com probabi- 

l idades  associadas {pi I i = l f 2 f . . . f n .  Devemos t e r  

Se uma mensagem d e f i n i t i v a  e conf iável  .nos assegura 

que Ei ocorreu,  definimos conteúdo esperado da informação por: 

onde 
- p = (pll P 2 1 . . * f ~ , )  

e 

Ut i l izando o método dos mul t ip l icadores  ( A )  de  Lagran- 

ge ,  para  obtermos o máximo da  função H(p) temos que maximizar a 

função : 



n 
- 1 p i  10g pi - h ( 1 1 1 . 1 4 )  

i=l i=l 

Diferenciando e m  r e l ação  a pi, e igualando a zero obtemos 

- 1 - log pi = A i = 1 , 2 , . .  . ,n 

expressão que nos informa serem todos os  pi, i = 1 , 2 , . . . , n ,  e- 

quiprováveis ,  i s t o  é 

A s s i m ,  subs t i tu indo  ( 1 1 1 . 1 6 )  em (111.13) , obtemos 

Hmax = l og  n 

donde 

A informação esperada da d i s t r i b u i ç ã o  é frequentemente 

chamada de en t rop ia .  

The i l  es tabeleceu  seu  ind ice  a p a r t i r  de consideraçÕes 

sobre a renda. 

Consideremos um grupo a r b i t r á r i o  de receptores  de ren- 

dimentos e vamos assumir que nenhum dos rendimentos é negat ivo 

(não há perdas)  e que pe lo  menos algum d e l e s  é p o s i t i v o .  En- 

t ã o ,  quando existem ri i n d i v ~ d u o s ,  existem ri quantidades não ne- 



gat ivaã de rendimento i n d i v i d u a l  que somam uma quantidade pos i  - 
t i v a  de rendimento t o t a l .  Equivalentemente, cada indiv iduo g= 

nha uma f ração  não negat iva  yi, i = 1 , 2 ,  ..., n ,  do rendimento 

t o t a l ,  e a soma dos y ' s  6 1: 

A t e o r i a  da informação nos fornece uma medida "na tu  - 
r a l "  da desigualdade de rendimentos, e n t r e  os  ri ind iv íduos ,  ba - 
seada n e s t e s  y i ' s .  Temos igualdade completa quando todos o s  

a 

individuos ganham os mesmos rendimentos. E s t a  quantidade e 

- 1 - - 
Y i  n r  i = 1 , 2 , . . , n .  Temos desigualdade completa quando um 

rendimento ind iv idua l  é i g u a l  ao rendimento t o t a l ,  com todos 

o s  out ros  indivíduos sem nada receber .  ~ n t ã o ,  yi = 1 p a r a  a l -  

gum i ,  
Y j  

= O para  cada j + i. O primeiro caso ( igualdade com 

p l e t a )  fornece o v a l o r  máximo, log  n,  pa ra  a expressão H (y)  a- 

baixo: 

e o segundo caso (desigualdade completa) corresponde ao míni- 

mo de H (y)  , zero. 

Para se t r a b a l h a r  com uma medida "na tu ra l "  da des i -  

gualdade de rendimentos, b a s t a  s u b t r a i r  H (y)  de seu v a l o r  máx& 

mo, ou s e j a  

n Y i  l o g  n - H (y) = 1 yi log  1 
iil 

n 



é a medida desejada.  Nesta r e l ação ,  K i n d i c a  o número de sub- 

conjuntos SI,  S 2 , . . . ,  SK t a l  que cada indivlduo per tença  a exg 

tamente um dos Sk ,  k = 1 , 2 , .  ..,K; nk é o número de indiv íduos  

em Sk t a l  que 1 nk = n e Yk é def in ido  por 
k = l  

Em ( I I I . 2 0 ) ,  a pr imeira  pa rce la  t r a t a  da desigualdade 

e n t r e  conjuntos.  A s  probabi l idades a n t e r i o r e s  são a s  f r ações  

nk/n dos v á r i o s  conjuntos no número t o t a l  de indivíduos (por- 

ções da população) . A s  probabi l idades p o s t e r i o r e s  s ã o  as  

porções de rendimento Yk dos v ã r i o s  conjuntos.  Quando o s  ren- 

dimentos per  c a p i t a  de todos o s  conjuntos K são  o s  mesmos, a s  

porções de rendimento e população são  paralelamente i g u a i s :  

rendimento de Sk nk x rendimento per c a p i t a l  de Sk - - - - - - 
'k rendimento t o t a l  n x rendimento per  c a p i t a l  t o t a l  

- nk - - 
n s e  todos os  rendimentos pe r  c a p i t a  forem i g u a i s .  

Nesse caso, a pr imeira  soma e m  k e m  (111.20) desaparg 



ce. 

N a  segunda soma e m  k ,  na equação ( 1 1 1 . 2 0 )  , as probabi 

l idades  a n t e r i o r e s  são todas  i g u a i s  a l /n  e ,  por t an to ,  i g u a i s  

5 f ração  da população que cada individuo represen ta  no conjun- 

t o  de todos o s  indivíduos.  Nas expressões separadas i n t r a  con - 
junto,  no membro à d i r e i t a ,  temos l/nk como a s  probabi l idades  

a n t e r i o r e s ,  a s  qua i s  são  as f rações  da população dent ro  do c05 

junto re l evan te .  Em ambos os  casos ,  a s  probabi l idades a n t e r i -  

o r e s  são independentes de i. A s  probabi l idades p o s t e r i o r e s  d e  

pendem de i: no membro 2 esquerda,  e l a s  são  da forma yi, que 

são f rações  de renda não condicionais ;  no membro 5 d i r e i t a  t e  - 

mos yi/Yk1 que são f rações  de  renda condicionais .  Obtemos, en - 
t ã o ,  cons i s t ênc ia  na agregação quando interpretamos a medida 

da desigualdade como a informação esperada de uma mensagem que 

transforma f rações  da população e m  f r ações  de renda. 



O MODELO DE CHAMPERNOWNE 

I V . 1 .  O Modelo de Champernowne e a Lei de Pa re to  

CHAMPERNOWNE [ I ]  desenvolveu um modelo de d i s t r i b u i ç ã o  

de renda onde a modelagem e s t o c á s t i c a  é f e i t a  mediante a u t i l i -  

zação das cadeias  de Markov. 

No processo d e s c r i t o  por Champernowne, os  sucess ivos  

es tados  buscam r e t r a t a r  a renda anual de uma pessoa,  m a s  esse 

mesmo processo pode ser adaptado também para  out ros  es tudos  co- 

mo, por exemplo, o crescimento de firmas.  

No modelo de Champernowne, os  sucessivos es tados  da 

cadeia  de Markov indicam o s  n í v e i s  de renda, com a s  l i n h a s  da 

matr iz  indicando as  d i f e r e n t e s  c l a s s e s  discr iminadas pe los  n i -  

v e i s  a l t e r n a t i v o s  de rendas no ano cor ren te  enquanto a s  colunas 

da matr iz  discriminam a s  d i f e r e n t e s  c l a s s e s  pe los  n í v e i s  a l t e r -  

na t ivos  de renda no ano seguin te .  Cada elemento da matr iz  nos 

fornecerá  a probabi l idade de t r a n s i ç ã o  da c l a s s e  de renda Rr no 

ano cor ren te  pa ra  a c l a s s e  de rendas Rs no próximo ano. 

Champernowne supõe que os  rendimentos são  d iv id idos  nu 



ma i n f i n i d a d e  enumerável de faixas de r e n d i m e n t o s ,  as q u a i s  t ê m  

extensão p r o p o r c i o n a l m e n t e  uniforme. P o r  e x e m p l o ,  p o d e m o s  con- 

siderar as faixas de rendimentos anua i s  s e r e m  CR$ 1 . 0 0 0  ,O0 a 

CR$ 2 . 0 0 0 , 0 0 ,  CR$ 2 . 0 0 0 , 0 0  a CR$ 4 . 0 0 0 , 0 0 ,  CR$ 4 . 0 0 0  ,O0 a 

CR$ 8 . 0 0 0 , 0 0  etc. 

Os  estados das cadeias de M a r k o v  são as diversas fa i -  

xas de r e n d i m e n t o .  A s s i m ,  o estado O pode representar rendime2 

tos e n t r e  CR$ 1 . 0 0 0 , 0 0  e CR$ 2.000,OO; o estado 1 pode repre - 
sentar r e n d i m e n t o s  e n t r e  CR$ 2 . 0 0 0 , 0 0  a CR$ 4 . 0 0 0 , 0 0 ;  o estado 

2 pode representar r e n d i m e n t o s  e n t r e  CR$ 4 . 0 0 0 , 0 0  e CR$. . . 
8 . 0 0 0 , 0 0  etc. 

D e n t r o  das considerações do m o d e l o  de Champernowne ,  a 

evolução da dis t r ibuição das rendas poderia ser r e s u m i d a  numa 

descrição em termos dos segu in tes  vetores e m a t r i z e s :  

xr (t) nos fornecendo o n ú m e r o  de pessoas c o m p o n e n t e s  da clag 

se de n l v e l  de rendas Rr, r = 1 , 2 , .  . . no ano t. 

P i s ( t )  nos fornecendo a probabilidade de transição dos ocupa2 

tes no ano t da classe de n i v e l  de renda Rr para a 

classe Rs no ano t+l. 

Com estas definições,  a d i s t r i b u i ç ã o  de r e n d i m e n t o s  

X ( t )  nos s u c e s s i v o s  períodos de tempo será gerada por: r 

(IV. 1) 



Podemos supor,  como é conveniente,  que as  c l a s s e s  de 

rendas são  ordenadas de acordo com o tamanho, havendo uma £ai- 

xa de renda mínima Ro. 

Podemos agora d e f i n i r  um novo conjunto de p robab i l idg  

des de t r a n s i ç ã o  

e reescrever  ( I V .  1) na seguin te  forma 

( I V .  2 )  

'ru (t), en tão ,  r ep resen ta  a proporção dos ocupantes em Rr que 

se deslocaram u f a i x a s  de rendimentos para cima. 

A vantagem p r i n c i p a l  da equação I V . 2 ,  segundo Cham- 

pernowne, decorre  do f a t o  que, no mundo r e a l ,  o s  deslocamentos 

t ê m  amplitude razoavelmente l imi tada ,  de modo que cada P r , ( t ) ,  

encarada como uma d i s t r i b u i ç ã o  de freqüência  e m  u,  e s t á  aproxi  - 

madamente cent rada  em to rno  de u = 0 .  

Para obtenção de modelos s imples ,  s e r i a  i n t e r e s s a n t e  

que se pudesse supor que P r u ( t ) ,  encarada como uma d i s t r i b u i  - 
ção de freqüência  em u ,  d i f e r i s s e  muito pouco na sua  forma pa- 

r a  var iações  numa grande amplitude de va lores  de r e t. 

Quando se considera a con t rapa r t ida  p r á t i c a  pa ra  e s t a  
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suposição, nota-se que as  perspect ivas  de deslocamentos ascen- 

dentes  e descendentes,  e n t r e  os  ocupantes de d i f e r e n t e s  clas- 

ses de rendimento, diferem muito pouco, bem como t a i s  perspec- 

t i v a s  s e  mantêm aproximadamente constantes  de ano para  ano. 

Tais  h ipó teses  não podem ser apl icadas  a todas a s  

c l a s s e s  de rendimento. Por exemplo, do rendimento de um homem 

r i c o  pode s e r  deduzido algum r i s c o  (a t r aves  da morte ou má sog 

te )  de s e r  rebaixado a uma f a i x a  menor no ano segu in te ,  mas 

dos rendimentos na f a i x a  mínima não pode, por de f in ição ,  s e r  

deduzida e s t a  poss ib i l idade .  

Champernowne procura contornar  Q problema da r e l a t i v a  

constância  da d i s t r i b u i ç ã o  de freqüência  em u ,  pa ra  uma grande 

amplitude de va lo res  de r ,  da seguin te  forma: 

". . . a s  mudanças absolu tas  na renda são  de se espe ra r  

muito mais a l t a s  para  rendas de E1.000.QOO do que pa- 

r a  rendas de E100 de modo que as  mudanças devem t e r  

uma amplitude de v a l o r  absolu to  maior para  a s  rendas 

a l t a s  do que para  a s  ba ixas ,  se nossa s impl i f icação  

pretende ter alguma p l a u s i b i l i d a d e .  A escolha  6bvia 

de i n t e r v a l o s  de c l a s s e  6 aquela indicada  anteriormen 

t e ,  onde cada c l a s s e  t e m  i g u a l  extensão proporcional ,  

po i s  en tão ,  fenômenos un ive r sa i s  t a i s  como movimentos 

nos preços e t axas  de juro ,  que são prováveis de a l -  

t e r n a r ,  aproximadamente da mesma forma em termos pro- 

porc iona i s ,  perspect ivas  de  renda pa ra  c l a s s e s  d i s t i n  - 
t a s  Rr e Rs, i r ã o  a f e t a r  a s  d i f e r e n t e s  funções P r U ( t )  



e Psu (t) aproximadamente da mesma forma". 

Champernowne reconhece que a suposição de r e l a t i v a  

cons tância  das funçÕes, em sucessivos períodos de tempo, 6 uma 

h ipó tese  muito f o r t e  e bas tan te  s impl i f i cadora  mas, mesmo as- 

s i m ,  e l e  se propõe a s u s t e n t á - l a ,  argumentando a necessidade 

de um estudo do e q u i l í b r i o  e s t á t i c o  gerado por  um conjunto f i -  

xo de  funções P i s  (t) como sendo um passo pre l iminar  no es tu -  

do do equ i lxbr io  dinâmico, com P i s  (t) mutáveis no tempo. 

Champernowne busca e x p l i c i t a r ,  den t ro  dos pressupos- 

t o s  de seu modelo, a s  condições para  um es tado  de e q u i l í b r i o  

e s t ac ionár io .  Consideremos uma população e sua e s t r u t u r a  e t á -  

r i a .  A população, naturalmente,  e s t á  em es tado  de continuo 

fluxo: a s  pessoas nascem e morrem de forma não de te rmin í s t i ca .  

No en tan to ,  a longo prazo,  a e s t r u t u r a  e t a r i a  tenderá  para  m a  

d i s t r i b u i ç ã o  e s t á v e l  (supondo-se a i n e x i s t ê n c i a  de migrações) 

determinada p e l a s  probabi l idades de nascimento e de morte pa ra  

a s  d i f e r e n t e s  idades.  

Suponhamos agora a intervenção de um f a t o r  ex terno  

(por exemplo, uma epidemia) que a l t e r e  a e s t r u t u r a  e t ã r i a  a n t g  

r i o r .  Se a s  probabi l idades de nascimento e morte para  as d i -  

f e r e n t e s  idades forem mantidas a s  mesmas após t a l  evento,  a 

longo prazo,  a população tenderá  a observar uma e s t r u t u r a  e t á -  

r i a  de  e q u i l í b r i o  e s t á v e l  que seria a mesma observada a n t e r i o r  

mente. 



Segundo Champernowne, a apl icação  r e p e t i d a  de uma ma 
t r i z  P is  (t) , sob algumas condições g e r a i s ,  f a r á  com que qual-  

quer d i s t r i b u i ç ã o  i n i c i a l  de rendimentos s e  aproxime eventual-  

mente de uma h i c a  d i s t r i b u i ç ã o  de e q u i l i b r i o  que 6 determina - 

da apenas p e l a  matr iz  de probabi l idades P;S(t) .  

A Tabela I V . l  mostra uma es t ima t iva  da matr iz  de t r a z  

s i ç ã o  para  a I n g l a t e r r a  e p a i s  de Gales, apresentada por  Cham- 

pernowne . 

Es ta  t a b e l a  mostra algum grau de regular idade  nos da- 

dos,  em cada d iagonal ,  com uma tendência  para  os  menores rendd 

mentos subirem mais f a i x a s  do que os  a l t o s  rendimentos. 
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F e i t a s  e s t a s  consideraçÕes, podemos d i s c u t i r  a  e x i s t ê n  - 

tia ou não de uma d i s t r i b u i ç ã o  e s t a c i o n á r i a  dent ro  das h i p õ t e  - 
s e s  do modelo de Champernowne. 

Champernovme f a z  a  suposição ad ic iona l  de que a s  t r an -  

s i ç õ e s  sejam p o s s i v e i s  somente den t ro  de uma amplitude cont ida  

no i n t e r v a l o  C-n, 11 , ou s e j a ,  t r a n s i ç õ e s  para  f a i x a s  de rendi-  

mentos i n f e r i o r e s  podem s e  da r  a t é  n  f a i x a s  para  baixo,  durante  

um ano, e ,  n e s t e  mesmo período de tempo a s  t r a n s i ç õ e s  para  f a i  - 
xas de rendimentos super io res  s ó  podem ocor re r  pa ra  o e s t ado  i- 

mediatamente acima. 

Teremos assim: 

onde 

A mat r iz  de probabi l idades de t r a n s i ç ã o  do modelo de 

Champernowne pode s e r  d e s c r i t a ,  para  n = 5 ,  como vemos na Tabe - 
l a  337.2: 



TABELA IV. 2 

Matriz de probabi l idades de t r ans iqão  do modelo 

de Champernowne para  n = 5 



Observando a  matr iz  de t r a n s i ç ã o  do modelo de Champer- 

nowne, podemos af i rmar  que e l a  r e t r a t a  um processo markoviano 

onde todos os  es tados  são comunicantes, i s t o  6 ,  par t indo  de um 

es tado  i n i c i a l  qualquer podemos i r  a qualquer ou t ro  e s t ado ,  e ,  

pa r t indo  d e s t e  es tado,  podemos v o l t a r  ao es tado que l h e  deu or& 

gem. Por tanto ,  e x i s t e  apenas uma c l a s s e ,  e t a l  ma t r i z  é d i t a  

i r r e d u t x v e l .  ~ l é m  d i s s o  e l a  é aper iódica  p o i s  P r o ( t )  = Po para  

todo r. Portanto,  p a r a  que e x i s t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  es t ac ioná  - 
r i a  é prec i so  apenas que a  cadeia  de Markov s e j a  recorrente-po- 

s i t i v a .  

O seguin te  teorema, c u j a  prova e s t á  apresentada e m  

ROSS i1 31 , confirma a s  afirmações do parágrafo acima: 

"Numa cadeia  de Markov i r r e d u t í v e l ,  aper iódica  e recor  - 
r en te -pos i t iva ,  temos que: 

Neste caso,  {rj , j = 0 , 1 t 2 1 . .  . I  é uma d i s t . r ibu ição  es-  

t ac ion&ia ,  e  não e x i s t e  nenhuma o u t r a  d i s t r i b u i ç ã o  e s  - 

t a c i o n á r i a ,  onde pYj s i g n i f i c a  a  probabi l idade do pro- 

cesso saindo do es t ado  i e n t r a r  no es tado j, após n 

t r ans ições" .  

E x i s t i n d ~  a  d i s t r i b u i ç ã o  e s t a c i o n á r i a ,  a  equaqão ( I V .  

1) se transforma em: 



(IV. 4) 

Tomando Xs = zS e fazendo as substituições adequadas 

em (IV. 4) , encontramos : 

e, dividindo ambos os membros por Z s-1 

obtemos então a seguinte equação: 

ou, equivalentemente, 

(IV. 5) 

(IV. 6) 

onde 

Champernowne introduz as seguintes condições de esta- 

bilidade que, como veremos adiante, são suficientes para garan - 
tir que a matriz seja recorrente-positiva: 



r i) g (O) = P1 > O 

(IV. 8 )  

Para obtermos g(0) = P1, basta desenvolver o polinõ - 
mio g ( 2 ) .  

Teremos então 

Colocando Z em evidência, encontramos: 

Substituindo Z = 0, obtemos 

Para obtermos g '  (1) = - i u PU, observe-se que: 
u=-n 

Portanto, 



A pr imeira  condição de e s t a b i l i d a d e  do modelo de Cham - 
pernowne garante  que o rendimento de uma pessoa possa aumentar, 

enquanto que a segunda condição implica e m  que a amplitude es- 

perada do s a l t o ,  nas t r a n s i ç õ e s  e n t r e  os  d i f e r e n t e s  n í v e i s  de 

rendimentos, s e j a  negat iva ,  i s t o  6 ,  para  todos os  rendimentos, 

e m  qualquer uma das f a i x a s  s a l a r i a i s ,  o numero médio de f a i x a s  

deslocadas durante  o próximo ano é negativo. 

Para confirmarmos e s t a  afirmação observe-se que: 

. . . + nP,, 

g 1  ( L )  = - ( lP1 - 1PW1 - 

g ' (1) = - (va lo r  médio 

Como uma das condições 

do tamanho do s a l t o )  

4 

do modelo de Champernowne e 

g' (1) > O (h ipótese  de e s t a b i l i d a d e ) ,  o va lo r  médio do tama - 
nho do s a l t o  será negat ivo.  

Es ta  condição é necessá r i a  p o i s ,  do c o n t r á r i o ,  o pro 

cesso s e r i a  d i s s i p a t i v o ,  i s t o  é, o s  rendimentos aumentariam - i 
limitadamente. 



Passaremos agora ao es tudo das r a í z e s  do polinÔmio. 

Observamos que 

l i m  g(Z)  = + 
Z++ 

v i s t o  que o termo de maior grau do polinÔmio tem c o e f i c i e n t e  

pos i t ivo .  

Observamos ainda que: 

Z = 1 é uma r a i z  da equação g(Z) = 0 ,  po i s  tomando-se 

Z = L I  temos 

f PU - 1 = O ,  o que 6 uma ident idade  
u=-n 

Observamos ainda que p e l a  l e i  dos s i n a i s  de Descartes ,  
n n-1 + o número de r a i z e s  p o s i t i v a s  d a  equação f  ( Z )  = aoZ + alZ 

+...+ an = O (ao # O )  é i g u a l  ao número de mudanças de s i n a l  

I1 r 
na seguencia ao r al . . !an OU é menor por um número ímpar. 

No caso de g(Z)  temos duas mudanças de s i n a l  p o i s  

o c o e f i c i e n t e  de Z O  s e r á  i g u a l  a Pl > O 

o c o e f i c i e n t e  de Z '  s e r ã  i g u a l  a Po - 1 < O  

o c o e f i c i e n t e  de z 2  s e r á  i g u a l  a Pml > O 

o c o e f i c i e n t e  de z 3  s e r á  i g u a l  a P-2 > O 

i o c o e f i c i e n t e  de Z s e r á  i g u a l  a P- (i-1) > O 

o c o e f i c i e n t e  de Z será i g u a l  a P - ~  > O 



Com duas t r o c a s  de s i n a l  podemos t e r  en tão  duas r a i z e s  

p o s i t i v a s ,  ou ainda,  uma r a i z  p o s i t i v a .  

Graficamente, o comportamento de g(Z) pode ser desc r i -  

t o  conforme Figura I V . l .  

Tornam-se agora c l a r o s  os  motivos para  a necessidade 

formal das "condições de e s t a b i l i d a d e "  impostas por  Champernow- 

ne,  v i s t o  que e l a s  nos garantem a e x i s t ê n c i a  da segunda r a i z  

b, t a l  que O < b < 1. A pr imeira  condição nos d i z  que o g r á f i  

co e s t a v a  acima dos e ixos  das abc i s sas  no ponto Z = O ,  e a se- 

gunda condição, g '  (1) > O e s t abe lece  que o gr&ico  c o r t e  o e i x o  

das abc i s sas  no ponto 1 de baixo para  cima, de forma que a d e r i  - 
vada e m  t a l  ponto s e j a  p o s i t i v a .  

Por tanto ,  a segunda r a i z  de g(Z) = O e s t á  cont ida  no 

S i n t e r v a l o  ( 0 , l )  , e ,  por t an to ,  XS = b decresce com S. 

Se Xs = bS 6 o número da pessoas na c l a s s e  s ,  o ntímero 

t o t a l  de pessoas em todas  a s  c l a s s e s  será dado então  p e l a  soma 

de uma progressão geométrica i n f i n i t a  de razão b ,  ou s e j a ,  o nÚ - 
1 mero t o t a l  de pessoas s e r á  I b '  

Em termos p r o b a b i l ~ s t i c o s  i s t o  quer  d i z e r  que se o p rg  

cesso de crescimento dos rendimentos e s t i v e s s e  s u j e i t o  2 matriz  

de t r a n s i ~ ã o  do modelo de Champernowne, en tão ,  após um tempo ss 
f ic ientemente  grande, terxamos a probabi l idade (1-b) bs de en- 

con t ra r  uma pessoa na c l a s s e  S. 
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Consideraremos agora que contamos com uma população 

de N pessoas.  A d i s t r i b u i ç ã o  e s t a c i o n a r i a  de e q u i l í b r i o  pode 

s e r  o b t i d a  como s e  segue: 

To ta l  Classes  

bS 

A s s i m  , 

Suporemos agora que os  i n t e r v a l o s  de c l a s s e  p a r a  os  

d iversos  rendimentos sejam 2h e que o menor rendimento considg 

rado s e j a  Ymin. A s s i m ,  ao e s t ado  O da cadeia  de Markov c o r r e s  

pondem rendimentos no i n t e r v a l o  Y min a 'min 2h, ao es t ado  1 cog 

h respondem rendimentos no i n t e r v a l o  Ymin2 a Ymin 22h,  ao e s t ado  

2h 2 correspondem rendimentos no i n t e r v a l o  Ymin2 a Ymin 23h, e 

assim sucessivamente. 

Na Tabela I V .  3 f o i  considerado Ymin = l e h = l  de 

forma que ao es t ado  O corresponde então  a f a i x a  de rendimentos 

e n t r e  1 e 2; ao es t ado  1 corresponde a f a i x a  de rendimentos 

e n t r e  2 e 4 etc. 



TABELA I V .  3 

Estados e r e spec t ivas  f a i x a s  de rendimentos do 

modelo de Champernowne para  Ymin = 1 

es tado  rendimentos 
(em m i l  c ruze i ros )  

Xs s e r á  en tão  o número de pessoas com rendimentos no 

i n t e r v a l o  de c l a s s e  s cu jo  l i m i t e  i n f e r i o r  será dado por: 

Tomando-se o logaritmo na base 2 ,  encontramos 

log  Ys = sh + log  Ymin 

Temos ainda que o número de pessoas com rendimento s u  - 

p e r i o r  a Ys s e r á  dado p e l a  soma das pessoas componentes das 

c l a s s e s  de n i v e i s  de rendimentos maiores ou i g u a i s  a S.  Tere- 

mos assim uma progressão geométrica i n f i n i t a  cu jo  pr imeiro ter - 
mo s e r á  ~ ( 1 - b ) b ~  e c u j a  razão s e r á  b. Denotando por F(Ys) o 

número de pessoas com n í v e l  de rendimentos super io r  a Y s ,  t e r e  - 



P o r t a n t o  

l o g  F(Ys) = l o g  N + s l o g  b 

Definimos, a s e g u i r ,  a e y da  segu in t e  forma: 

~ e c a i m o s ,  en t ão ,  na  s e g u i n t e  equação que r e t r a t a  a 

" l e i  de Pare to"  : 

l o g  F ( Y ~ )  = y - a l og  yS (IV. 9 )  

Desta forma, o modelo de Charnpernowne nos i n d i c a  que,  

pa ra  qua lquer  v a l o r  de Y,, o  logar i tmo do número de pessoas  

com rendimentos i g u a i s  ou s u p e r i o r e s  a Ys 6 uma função l i n e a r  

do l o g  Ys. 

Graficamente, e s t a  equação 6 r ep resen tada  da  s e g u i n t e  

forma : 





O c o e f i c i e n t e  a da  l e i  de Pa re to  dá  uma i d é i a  da d i s  - 
t r i b u i ç ã o  de renda. Baixos va lo res  de a s igni f icam uma tendên 

c i a  5 cen t ra l i zação ,  ou seja, apenas uma pequena p a r t e  da popg 

lação  percebe bons rendimentos enquanto a maior p a r t e  da popu- 

lação  é mal remunerada. Valores de a mais elevados s igni f icam 

que a renda é descen t ra l i zada ,  i s t o  6 ,  não existem grandes des - 

n i v e i s  na d i s t r i b u i ç ã o  dos rendimentos. A sociedade é "mais 

jus t a"  . 

I V .  2. c r í t i c a s  ao Modelo de Champernowne 

Um dos pontos c r í t i c o s  do Modelo de Champernowne é a 

h ipó tese ,  b a s t a n t e  s impl i f icadora ,  de cons iderar  apenas um nÚ- 

mero f i x o  de rendimentos e não l eva r  e m  conta  o problema c r i a -  

do por  mortes,  supondo que p a r a  qualquer perceptor  de renda, 

que por algum motivo de ixe  de e x i s t i r ,  passa rã  a haver exa ta  - 
mente um herdei ro .  Em suas p rópr ias  pa lavras :  " N a  r ea l idade  

novos perceptores  de renda aparecem a cada ano e ant igos  d e i  - 
xam de e x i s t i r ,  m a s  uma suposição s impl i f i cadora ,  Óbvia e fe-  

cunda s e r á  a de admi t i r  que para  cada morte de um perceptor  de 

renda corresponderá um herde i ro  para  sua renda no pr6ximo ano, 

e vice-versa. Es ta  suposição impl icarã  em que o número de r e n  

das s e j a  uma cons tante  a t r a v é s  do tempo e que a s  rendas e x i s  - 
t a m  individualmente embora seus  r e c i p i e n t e s  sejam t r a n s i t ó r i o s .  

N ~ O  haver ia  muita d i f i cu ldade  em se assumir mais ou menos um 

herde i ro  para  cada morte, mas, no g loba l ,  a perda de s impl ic i -  

dade i r i a  provavelmente contrabalançar  a s  vantagens devidas 

aos ganhos em verossimilhança".  
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Champernowne desenvolveu também out ros  modelos em que 

pequenas general izações são  f e i t a s ,  tornando seus modelos mais 

pr6ximos da rea l idade .  Em suas genera l izações ,  a " l e i  de Pare - 

t o "  cont inua a v igora r .  A s  duas p r i n c i p a i s  general izações f e i  - 
t a s  por Champernowne são: 

1) a poss ib i l idade  de t r ans ições  para  d iversos  e s t a  - 
dos super io res  e não apenas para  o es tado imediatamente acima; 

e 2)  a l imi tação  de probabi l idades de t r a n s i ç ã o  indepeg 

dentes  do rendimento apenas para  o s  rendimentos mais a l t o s ,  

c l a r o  que, apesar  das genera l izaç6es ,  o modelo de 

Champernowne ainda parece e s t a r  bas tan te  d i s t a n t e  da r ea l idade .  

Ent re tanto ,  seu  modelo consegue mostrar  que, a p a r t i r  de uma 

renda mínima, a "Lei de Pare to"  s e r i a  adequada para  a d i s t r i  - 
buição de rendimentos. 

Diversos estudos empir icos,  i n c l u s i v e  o nosso, t ê m  

demonstrado e s t a  le i .  O grande problema, e n t r e t a n t o ,  6 que e s  - 
t a  renda minima, a p a r t i r  da qua l  a l e i  de Pa re to  parece se a- 

j u s t a r ,  é bas tan te  a l t a ,  como veremos no c a p í t u l o  V. 



Neste cap i tu lo ,  u t i l izamos  dados r e f e r e n t e s  à s  rendas 

dos dec la ran tes  do imposto de renda no B r a s i l  para  o es tudo em- 

p i r i c o  da Lei de Pare to  e de seu  coe f i c i en te .  O s  dados u t i l i z a  - 
dos foram r e t i r a d o s  do ~ n u á r i o  EconÕmico F i s c a l ,  edições de 

1968 a 1975. Esses dados contêm a s  d ive r sas  f a i x a s  de rendimen - 
t o s  e o número de pessoas dec la ran tes  que pertencem a cada f a i -  

xa (ve ja  Tabelas A . l  a A.8 do ~ p ê n d i c e ) .  

No t ratamento dos dados de nossa amostra, u t i l izamos  o 

programa de computador S t a t i s t i c a l  Package f o r  Soc ia l  Science 

(SPSS). In ic ia lmente ,  trabalhamos com a t o t a l i d a d e  da amostra 

para  cada ano, t e s t ando  um ajustamento log- l inear  e plotando os  

g r á f i c o s  respect ivos .  Posteriormente,  fizemos "cor t e s"  na amos 

t r a ,  eliminando a s  f a i x a s  i n f e r i o r e s ,  i s t o  é, a s  f a i x a s  de  me - 
nor rendimento, com a f i n a l i d a d e  de,  trabalhando com uma amos - 
t r a  menor, conseguirmos uma melhor l inea r i zação ,  t e s t a n t o  o a- 

justamento da Lei de Pare to  e t raçando os g r á f i c o s  respect ivos .  

Apresentamos, a s e g u i r ,  os  r e su l t ados  ob t idos ,  mostran - 
do para cada ano, in ic i a lmen te ,  a s i tuação  r e l a t i v a  5 amostra 

t o t a l ,  e ,  portexiormente,  a s i t u a ç ã o  r e l a t i v a  ao r e s t a n t e  da  po - 

pu%ação após o c o r t e  f e i t o  nas  f a i x a s  i n f e r i o r e s .  



É i n t e r e s s a n t e  observarmos que, para  a segunda m o s -  

t r a ,  onde s6 se t r a b a l h a  com rendas acima de uma c e r t a  renda 

mínima, f o i  conseguido um a j u s t e  muito melhor. I s t o  e s t á  em 

concordância com o que f o i  d i t o  na c r f t i c a  2 le i  de Pa re to ,  ou 

s e j a ,  e s t a  l e i  s ó  tem val idade  a p a r t i r  de urna c e r t a  f a i x a  de 

renda. Nos g r á f i c o s  onde foram u t i l i z a d o s  todos o s  pontos ( l a .  

amostra) i120 se conseguiu uma boa l inea r i zação .  

O s  r e su l t ados  das regressões  para  os  anos do periodo 

1 9 6 8  a 1975 e s t ã o  apresentados na Tabela V.l (os g r á f i c o s  r e s  - 

pect ivos  são  apresentados nas Figuras A . l  a A.8 do ~ p ê n d i c e ) .  



Resultado da regressão  l i n e a r  pa ra  o período 

1968-1975 considerando-se todas a s  f a i x a s  de 

rendimentos 

l o g  6 é o estimador de mínimos quadrados de log  a 

f% é o estimador de mínimos quadrados de B 

é o estimador pa ra  o desvio  padrão de @ 

é O c o e f i c i e n t e  de determinação 

d é a e s t a t í s t i c a  de Durbin-Watson 

N é o número de f a i x a s  consideradas 

Ano 

1968 

1969 

Para ver i f icarmos  a l i n e a r i z a ç ã o  dos dados, u t i l i z a  - 
mos os r e su l t ados  obt idos  p e l a  e s t a t í s t i c a  de Durbin-Watson. 

Se  houver a não-l inearização d i s c u t i d a  no c a p í t u l o  I1 

teremos a s i tuação  apresentada na Figura V. 1 (ve ja  também Figg 

ra 11.3) :  

log  6 

4.690 

5.331 

g 
2.035 

2.137 

"i 
0.048 

0.066 

-- - - -- 

N 

17 

1 4  

- - - 

R* 

0.992 

0.989 

- -- - - - 

d 

0.486 

0.420 



log N 

log R 



Ao se a j u s t a r  a r e t a  de regressão l i n e a r ,  teremos a 

s i t u a ç ã o  apresentada na Figura V.2.  

Para  s e  t e s t a r  se o modelo 6 adequado, podemos u t i l i -  

z a r  o t e s t e  de Durbin-Watson a um n i v e l  de s i g n i f i c â n c i a  de ,  

digamos 1%, supondo a h ipó tese  nu la  de que não há auto-regres- 

são,  i s t o  é, e x i s t e  l i n e a r i z a ç ã o  

onde p é o c o e f i c i e n t e  de co r re lação  e n t r e  res íduos  vizinhos.  

A h ipó tese  a l t e r n a t i v a  é a de que e x i s t e  auto-regres- 

são  p o s i t i v a ,  i s t o  é, e x i s t e  não-l inearização do t i p o  apresen- 

tado na Figura V.2.  

Ut i l izando o t e s t e  de Durbin-Watson pa ra  auto-regres- 

são  p o s i t i v a ,  temos três poss ib i l idades :  

i) não e x i s t e  l i n e a r i z a ç ã o ,  se d dL 

ii) e x i s t e  l i n e a r i z a ç ã o ,  s e  d > du 

iii) o t e s t e  é inconclusivo,  s e  dL Q d 5 du 

O s  v a l o r e s  de dL (para  " l i m i t e s  i n f e r i o r e s " )  e 
dU 

(para  " l i m i t e s  super io res" )  foram obt idos  da r e f e r ê n c i a  . 
Es tes  va lo res  são fornecidos a p a r t i r  de 15 observações. Foi  

f e i t a  então uma ext rapolação  l i n e a r  baseada nos dados fornec i -  

dos na t a b e l a  de  Durbin-Watson, obtendo-se os  r e s u l t a d o s  da 



F I G U R A  v . 2  : AJUSTE DA RETA DE R E G R E S S Ã O  L I N E A R  

A C U R V A  D E  P A R E T O  

log N 



Tabela V.2: 

TABELA V. 2 

Valores de dLe dU entre  8 e 1 4  observações (a = 1%) 

De acordo com os resultados da e s t a t í s t i c a  de Durbin- 

Watson ( d ) ,  da Tabela V.l, obtemos os resultados para os  tes-  

t e s  descr i tos  na Tabela V.3. 



TABELA V. 3 

Resultados do t e s t e  de h ipóteses  u t i l i z a n -  

do-se todos os  dados 

(d < dL) (não-l inearização)  

idem 

idem 

idem 

idem 

idem 

idem 

idem 

Ano 

Como pode s e r  observado, e m  nenhum dos casos acei tou-  

Resultado do teste 

se a h ipó tese  de e x i s t ê n c i a  de l inea r i zação ,  quando s e  conside - 
r a  todas as f a i x a s  de rendimentos ( l a .  amostra).  I s t o  vem 

confirmar o que f o i  d i t o  no c a p i t u l o  11, ou s e j a ,  de que a le i  
e 

de Pare to  só é v á l i d a  para  a s  f a i x a s  super iores  de renda. 

Vamos t r a b a l h a r ,  agora,  com a segunda amostra, onde 

f o i  f e i t o  um " c o r t e "  nas f a i x a s  de menor rendimento. O número 

de f a i x a s  eliminadas f o i ,  de c e r t a  forma, a r b i t r á r i o ,  procuraz 

do-se, e n t r e t a n t o ,  acompanhá-las ao longo do período. O s  r e -  

su l t ados  das  novas regressões  e s t ã o  apresentados na Tabela V. 

4 .  ( O s  g r á f i c o s  r e spec t ivos  são  apresentados nas Figuras  A.9 

a A. 1 6  do ~ p ê n d i c e )  . 



TABELA V. 4 

Resultado da regressão  l i n e a r  para  o período 1968-1975 consi-  

derando-se apenas a s  f a i x a s  de rendimentos 

super io res  

log 6 é o estimador de minimos quadrados de log  a 

i é o estimador de mhimos quadrados de @ 

é o estimador pa ra  o desvio  padrão de 6 
R é o c o e f i c i e n t e  de determinação 

d é a e s t a t í s t i c a  de Durbin-Watson 

N 6 o número de f a i x a s  consideradas 

Uti l izando-se a e s t a t í s t i c a  de Durbin-Watson, com a s  

mesmas h ipóteses  que foram consideradas para  a pr imeira  amos - 
t r a ,  chegamos aos r e su l t ados  d e s c r i t o s  na Tabela V.5. 



TABELA V. 5 

Resultado do teste de h ipóteses  u t i l izando-se  apenas a s  f a i x a s  

super io res  

Ano I Resultado do teste 

t e s t e  inconclusivo (dL < d dU) 

H. (d > dU) - l i n e a r i z a ç ã o  

H. (d > du) - l i n e a r i z a ç ã o  

t e s t e  inconclusivo (dL d < dU) 

H. (d > dU) - l i nea r i zação  

H. (d > dU) - l i n e a r i z a ç ã o  

t e s t e  inconclusivo (dL < d < dU) 

t e s t e  inconclusivo (àL < d < dU) 

Comparando-se e s ses  r e s u l t a d o s  com o s  ob t idos  na Tabg 

l a  V.3, quando se considerou todas  a s  f a i x a s  de rendimento, vg 

mos que, para  a nossa segunda amostra, os  r e su l t ados  obt idos  

foram bem melhores. Para qua t ro  casos f o i  a c e i t a  a l i n e a r i z a -  

e para  os  ou t ros  qua t ro  casos o t e s t e  f o i  inconclusivo. 

A conclusão que podemos t i r a r  de nossos r e su l t ados  em 

p i r i c o s  é que a l e i  de Pare to  descreve aproximadamente os  da- 

dos de rendas apenas para  a s  mais a l t a s  f a i x a s  de renda. Se 

levarmos e m  consideração que os  dec la ran tes  de imposto de ren- 

da no B r a s i l  representam uma pequena pa rce la  da população bra- 

s i l e i r a ,  e que mesmo assim é p r e c i s o  e l iminar  d i v e r s a s  f a i x a s  

para  que a l e i  de Pa re to  se ap l ique ,  podemos conc lu i r  que, pa- 



ra efeitos práticos, o coeficiente de Pareto é de muito pouca 

utilidade para o estudo da distribuição de renda. 



D-ILIZADOS E GRÁFICOS DA LEI DE PARETO 

0s dados u t i l i z a d o s  nes te  t r aba lho  correspondem 5s d e  

c larações  do Imposto de Renda no perlodo 1968-1975, e foram 

r e t i r a d o s  de d ive r sas  edições do ~ n u á r i o  ~conômico F i s c a l  

(1970-1975). Para os  anos base de 1974 e 1975 foram u t i l i z a  - 
das tabulações  pre l iminares  ainda não publicadas.  E s t e s  dados 

e s t ã o  apresentados nas  Tabelas A . l  a  A.8. 

O s  g r á f i c o s  r e f e r e n t e s  à " l inea r i zação"  dos dados de 

renda, an tes  e depois  da  el iminação das f a i x a s  i n f e r i o r e s  de 

renda, são apresentados nas Figuras  A. 1 a A. 16. 



C l a s s e s  de rendimentos. b r u t o s ,  n ú m e r o s  de d e c l a r a n t e s  

e r e n d i m e n t o  b r u t o  t o t a l  dos declarantes de Imposto 

de R e n d a  d u r a n t e  o a n o  de 1 9 6 9 ,  referentes ao ano-ba- 

se de 1 9 6 8  

C l a s s e s  de rendimentos 
b r u t o s  (em c ruze i ros  
do ano-base) 

até 3 . 5 0 0  
3 . 5 0 1  - 6 . 2 4 0  
6 . 2 4 1  - 1 2 . 4 8 0  

1 2 . 4 8 1  - 1 8 . 7 2 0  
1 8 . 7 2 1  - 2 4 . 9 6 0  
2 4 . 9 6 1  - 3 7 . 4 4 0  
3 7 . 4 4 1  - 4 9 . 9 2 0  
4 9 . 9 2 1  - 6 8 . 6 4 0  
6 8 . 6 4 1  - 9  3 .600  
9 3 . 6 0 1  - 2 4 . 8 0 0  

1 2 4 . 8 0 1 -  1 6 2 . 2 4 0  
1 6 2 . 2 4 1  - 2 0 5 . 9 2 0  
2 0 5 . 9 2 1  - 2 5 5 . 8 4 0  
2 5 5 . 8 4 1  - 312  .O00 
3 1 2 . 0 0 1  - 374 .400  

I 3 7 4 . 4 0 1  - 4 4 9 . 2 8 0  
I 4 4 9 . 2 8 1  - 8 9 8 . 5 6 0  

8 9 8 . 5 6 1  - 1 . 7 9 7 . 1 2 0  
1 . 3 9 7 . 1 2 1  - 3 . 5 9 4 . 2 4 0  
acima de 3 . 5 9 4 . 2 4 0  

~ Ú m e r o  de 

D e c l a r a n t e s  

R e n d i m e n t o  b r u t o  
(em c ruze i ro s  do 

a n o - b a s e )  

1 TOTAL 1 4 . 4 0 2 . 8 0 0  1 2 8 . 9 4 3 . 9 3 1  I 
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TABELA A.2 

C l a s s e s  de rendimentos b r u t o s ,  n ú m e r o s  de declarantes 

e rendimento b r u t o  t o t a l  dos declarantes do Imposto 

de R e n d a  d u r a n t e  o a n o  de 1 9 7 0 ,  referentes ao ano-ba 

C l a s s e s  de r e n d i m e n t o s  
b r u t o s  (em c r u z e i r o s  
d o  a n o - b a s e )  

a té  4 . 2 0 0  
4 .200  - 7 . 4 8 0  
7 . 4 8 1  - 1 4 . 9 6 0  

1 4 . . 9 6 1  - 2 2 . 4 4 0  
2 2 . 4 4 1  - 2 9 . 9 2 0  
2 9 . 9 2 1  - 4 4 . 4 8 0  
4 4 . 4 8 1  - 5 9 .  840 
5 9 . 8 4 1  - 8 2 . 2 8 0  
8 7 . 2 8 1 -  1 1 2 . 2 0 0  

1 1 2 . 2 0 1 -  1 4 9 . 6 0 0  
1 4 9 . 6 0 1  - 1 9 4 . 4 8 0  
1 9 4 . 4 8 1  - 3 7 4 . 0 0 0  
3 7 4 . 0 0 1  - l . O 7 7 . l 2 O  

1 . 0 7 7 . 1 2 1  - 2 . 1 5 4 . 2 4 0  
acima de 2 . 1 5  4 . 2 4 0  

TOTAL 

D e c l a r a n t e s  

R e n d i m e n t o  b r u t o  
( e m  c ruze i ro s  do 

a n o - b a s e )  



C L a s s e s  de rendimentos b r u t o s ,  n ú m e r o s  de d e c l a r a n t e s  e 

r e n d i m e n t o , b r u t o  t o t a l  dos declarantes de Imposto de Ren - 
da d u r a n t e  o ano de 1 9 7 1 ,  r e f e r e n t e s  ao ano-base de 1 9 7 0  

Ylasses de rendimentos 
b r u t o s  ( e m  c r u z e i r o s  
10 ano-base) 

5 . 4 0 1  - 7.200 
7 . 2 0 1  - 1 0 . 0 8 0  

1 0 . 0 8 1  - 1 4 . 4 0 0  
1 4 . 4 0 1  - 1 9 . 8 0 0  
1 9 .  8 0 1  - 2 7 . 0 0 0  
2 7 . 0 0 1  L 36 .000  
3 6 . 0 0 1  - 5 4 . 0 0 0  
5 4 . 0 0 1  - 7 2 . 0 0 0 -  
7 2 . 0 0 1  - 1 0 8 . 0 0 0  

1 0 8 . 0 0 1  - ' 1 4 4 . 0 0 0  
1 4 4 . 0 0 1  - 2 8 8 . 0 0 0  
2 8 8 . 0 0 1  - 864 .000  

acima de 864 .000  

TOTAL 

~ ú m e r a  de 

D e c l a r a n t e s  

R e n d i m e n t o  b r u t o  
(em c ruze i ros  do 

a n o - b a s e )  



TABELA A. 4  

C l a s s e s  de r e n d i m e n t o s  b r u t o s ,  n ú m e r o s  de declarantes e 

rendimento b r u t o  t o t a l  dos declarantes de Imposto de Ren  - 
da durante '  o ano de 1 9  7 2 ,  r e f e r e n t e s  ao a n o - b a s e  de 1 9 7 1  

C l a s s e s  de r e n d i m e n t o s  
b r u t o s  ( e m  c ruze i ros  
do ano-base) 

ate 6 . 0 4 8  
6 . 0 4 9  - 6 . 4 8 0  
6 . 4 8 1  - 8 .640  
8 . 6 4 1  - 1 2 . 0 9 6  

1 2 . 0 9 7  - 1 9 . 2 8 0  
1 7 . 2 8 1  - 2 3 . 7 6 0  
2 3 . 7 6 1  - 32 .400  
3 2 . 4 0 1  - 43 .200  
4 3 . 2 0 1  - 6 4 . 8 0 0  
6 4 .  8 0 1  - 8 6 . 4 0 0  
8 6 . 4 0 1  - 1 2 9 . 6 0 0  

1 2 9 . 6 0 1  - 1 7 2 . 8 0 0  
1 7 2 . 8 0  1 - 3 4 5 . 6 0 0  
3 4 5 . 6 0 1  - 1 . 0 3 6 . 8 0 0  
acima de 1 . 0 3 6 . 8 0 0  

TOTAL 

~6mero de R e n d i m e n t o  b r u t o  
(em c ruze i ro s  do 

D e c l a r a n t e s  



TABELA 24.5 

C l a s s e s  de r e n d i m e n t o s  b r u t o s ,  n ú m e r o s  de d e c l a r a n t e s  

e r e n d i m e n t o  b r u t o  t o t a l  dos declarantes de Imposto 

de R e n d a ,  d u r a n t e  o ano de 1 9  7 3 ,  referentes ao ano-ba 
se de 1 9 7 2  

C l a s s e s  de rendimentos 
b r u t o s  (em c r u z e i r o s  
d o  a n o - b a s e )  

7 . 6 0 0  
7 . 6 0 1  - 8 . 2 0 0  
8 . 2 0 1  - 1 0 . 9 0 0  

1 0 . . 9 0 1  - 1 5 . 2 9 0  
1 5 . 2 0 1  - 2 1 . 7 0 0  
2 1 . 7 0 1  - 2 9 . 7 0 0  
2 9 . 7 0 1  - 40 .300  
40 .  3 0 1  - 5 3 . 4 0 0  
5 3 . 4 0 1  - 7 9 . 7 0 0  
7 9 . 7 0 1  - 1 0 4 . 2 0 0  

1 0 4 . 2 0 1  - 1 5 2 . 7 0 0  
1 5 2 . 7 0 1 -  1 9 8 . 7 0 0  
1 9 8 . 7 0 1  - 3 9 7 . 4 0 0  
3 9 7 . 4 0 1  - 1 . 1 9 2 . 3 0 0  
a c i m a  de 1 . 1 9 2 . 3 0 0  

TOTAL 

D e c l a r a n t e s  

R e n d i m e n t o  b ru to  
( e m  c r u z e i r o s  do 

a n o - b a s e )  



TABELA A - 6  

C l a s s e s  de r e n d i m e n t o s  b r u t o s ,  números de d e c l a r a n t e s  e rendi-  

mento b r u t o  t o t a l  dos d e c l a r a n t e s  de I m p o s t o  de R e n d a ,  d u r a n t e  

o a n o  de 1 9 7 4 ,  referentes ao ano-base de 1 9 7 3 .  

C l a s s e s  de rendimentos 
b r u t o s  (em cruzei ros  
d o  a n o - b a s e )  

a t é  1 0  . 7 0 0  

1 0 . 7 0 1  - 1 1 . 5 5 0  
1 1 . 5 5 1  - 1 5 . 3 0 0  
1 5 . 3 0 1  - 2 1 . 2 5 0  
2 1 . 2 5 1  - 30 .050  
30 .05.1 - 40 .750  
4 0 . 7 5 1  - 5 4 . 6 0 0  
5 4 . 6 0 1  - 71 .250  
7 1 . 2 5 1  - 1 0 3 . 0 0 0  

1 0 3 . 0 0 1 -  1 3 0 . 7 5 0  
1 3 0 . 7 5 1  - 1 8 0 . 7 5 0  
1 8 0 . 7 5 1  - . 2 2 2 . 5 5 0  
2 2 2 . 5 5 1  - 4 5 7 . 0 0 0  
4 5 7 . 0 0 1  - 1 . 3 7 1 . 1 0 0  
acima de 1 . ' 371 .100  

TOTAL 

~ Ú m e r o  de 

D e c l a r a n t e s  

R e n d i m e n t o  b ru to  
(em c ruze i ro s  do 

a n o - b a s e )  



TABELA A.7 

C l a s s e s  de r e n d i m e n t o s  b r u t o s ,  n ú m e r o s  d e  declarantes e 

r e n d i m e n t o  b r u t o  t o t a l  dos d e c l a r a n t e s  do I m p o s t o  de Ren 

d a  durante  o ano de 1 9 7 5 ,  r e f e r e n t e s  ao a n o - b a s e  de 1 9 7 4 .  

C l a s s e s  d e  rendimentos 
b r u t o s  (em c r u z e i r o s  
d o  a n o - b a s e )  

ate 1 3 . 9 0 0  

1 3 . 9 0 1  - 1 5 . 0 0 0  
1 5 . 0 0 1  - 1 9 . 9 0 0  
1 9 . 9 0 1  - 27 .600  
2 7 . 6 0 1  - 39 .100  
39.10 1 - 5 3 . 0 0 0  
5 3 , 0 0 1  - 71 .000  
-71 .001  - 9 2 . 6 0 0  
9 2 . 6 0 1 -  1 3 3 . 9 0 0  

1 3 3 . 9 0 1  - 1 7 0 . 0 0 8  
1 7 0 . 0 0 1 -  2 3 5 . 0 0 0  
2 3 5 . 0 0 1  - 289 .300  
2 8 9 . 3 0 1  - 5 9 4 . 1 0 0  
5 9 4 . 1 0 1  - 1 . 7 8 2 . 5 0 0  
acima d e  1 . 7 8 2 . 5 0 0  

TOTAL 

D e c l a r a n t e s  

R e n d i m e n t o  bruto  
(em c r u z e i r o s  do 
ano-base) 



TABELA A . 8  

C l a s s e s  d e . r e n d i m e n t o s  b r u t o s ,  n ú m e r o s  de declarantes e rendimen- 

t o  b r u t o  t o t a l  dos declarantes do Imposto de R e n d a  d u r a n t e  o ano 

de 1 9  76 , referente ao ano-base de 1 9  7 5  

C l a s s e s  de rendimentos 
b r u t o s  (em c r u z e i r o s  
do a n o - b a s e )  

a té  2 6 . 0 0 0  
2 6 . 0 0 1  - 30 .500  
3 0 . 5 0 1  - 36 .500  
3 6 . 5 0 1  - 44:OOO 
4 4 . 0 0 1  - 5 2 . 5 0 0  
5 2 . 5 0 1  - 6 3 . 5 0 0  
6 3 . 5 0 1  - 77 .000  
77:OOl - 9 3 . 0 0 0  
9 3 . 0 0 1  - 1 1 2 . 0 0 0  

1 1 2 . 0 0 1  - 1 3 4 . 5 0 0  
1 3 4 . 5 0 1  - 1 6 3 . 5 0 0  
1 6 3 . 5 0 1  - 1 9 7 . 0 0 0  
1 9 7 . 0 0 1  - 2 3 8 . 0 0 0  
2 3 8 . 0 0 1  - 3 1 0 . 0 0 0  
3 1 0 . 0 0 1 -  5 0 0 . 0 0 0  
5 0 0 . 0 0 1  - 7 7 2 . 5 0 0  
7 7 2 . 5 0 1  - 2 . 3 1 7 . 5 0 0  
acima de 2 . 3 1 7 . 5 0 0  

TOTAL 

D e c l a r a n t e s  

R e n d i m e n t o  b r u t o  
(em c r u z e i r o s  do 
ano-base) 
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