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R E S U M O  - - - - - -  

A f i n a l i d a d e  des te  t r aba lho  f o i  apresentar  

uma colaboração d i d á t i c a  sobre  alguns concei tos  matemáticos 

de fundamental importância em Programação Linear .  

Dentre esses  concei tos  fixamos o  nosso es  - 

tudo em propriedades de Cones e  Conjuntos ~ o l i é d r i c o s  Convexos 

do Espaço Real n-dimensional. ~ l é m  d i s s o  incluímos algumas - a  

pl icações desses  concei tos  dent ro  dos Algoritmos de Pa r t i ção  

de Benders e  de Decomposição de Dantzig-Wolfe. 



A B S T R A C T  

This t h e s i s  cons i s t s  mainly of a comprehensible 

p r e s e n t a t i o n  o f  r e l evan t  concepts and r e s u l t s  i n  Linear  

Programming . 
Among these ,  we concentrated i n  p r o p e r t i e s  

of polyhedral convex s e t s  and cones i n  n-dimensional rea l '  space.  

Besides,  we 'have d ic ressed  some app l i ca t ions  of these concepts 

i n  Bender's p a r t i t i o n i n g  and Dantzig-Wolfe decomposi t ion '  a lgo - 

r i  thms . 
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I N T R O D U Ç Ã O  - - - - - - - - - -  

Neste t r aba lho ,  procuramos apresen ta r  uma 

exposição detalhada de alguns resul tados  matemáticos fundamen - 

t a i s  da t e o r i a  de inequações l i n e a r e s ,  que tem s i d o  de grande 

importância às  necessidades de Programação Linear  e  Matrizes 

dos Jogos. 

O Capítulo I ,  es t ru turado pr incipalmente 

com base no Artigo 1 de Kuhn-Tucker (ver  r e fe rênc ia  1 1 )  , tem 

a  f ina l idade  de fornecer  alguma informação fundamental sobre 

s is temas l i n e a r e s  homogêneos, que formam a  base dos s is temas 

l i n e a r e s  não homogêneos que aparecem em Programas Lineares 

Duais . Par te  dessa informação vem apenas consol idar  a  1 guns 

resul tados  matemáticos já  conhecidos. Mas em p a r t e ,  é uma i n  - 

formação completamente nova sobre uma propriedade de Comple - 

mentaridade de Folga que 6 uma característica dos s i s temas  duais 

de ampla general idade.  0s s is temas estudados consistem de i n e  - 

quações l i n e a r e s  homogêneas, e s c r i t a s  uniformemente 2 - 0 e  

possivelmente de equações l i n e a r e s .  Encontramos no Lema de 

Farkas ( c o r o l á r i o  1 ,  ( I  .2) um importante r e su l t ado  que s e r á  

usado em forma geométrica para  provar o  Teorema 4 (11.3) e  

Lema 3 (111.5).  

No ~ a p í t u l o  11 ,  baseado no Art igo 2 de 

Kuhn-Tucker ( 1 1 ) , tomamos A*, conjunto de soluções de um s i s  - 

tema f i n i t o  AX'  L - O de inequações l i n e a r e s  homogêneas em n  

v a r i á v e i s ,  representado em Rn,  como a  in te r seção  de um número 



f i n i t o  de semi-espaços fechados AiX1 < - O ( i  = 1 . . . p )  (ve r  

d e f i n i ç ã o  de Cone P o l i é d r i c o  Convexo ( I .  1)) . . ' Znic i  almente 

fazemos um e s t u d o  da e s t r u t u r a  f a c i a l  do CPC A* a f im . de 

termos uma boa  base  p a r a  tomar A* como sendo a envoTt6r ia  

convexa de um número f i n i t o  de s emi - r e t a s  ( v e r  Teorema 2 ,  

(11 .3) ) .  A l é m  desse  impor tan te  r e s u l t a d o  destacamos os Teo- 

remas 31 e 4 ( I I . 3 ) ,  todos  e s t a b e l e c i d o s  p a r a  u so  no Capí tu-  

l o  111. Ainda chegamos ao f a t o  de que A* é a e n v o l t ó r i a  con - 

vexa de suas  f a c e s  extremas e p o r t a n t o  pode s e r  gerado de 

um mo do mínimo ( I  I .  4) . 
No Cap í tu lo  111 tomamos S ,  con jun to  s o  - 

lução  do s i s t e m a  de m inequações l i n e a r e s  nã-o hombgêneas 

A - X ' <  1 = B '  a n i n c ó g n i t a s ,  como sendo a i n t e r s e g ã o  de m semi - 
espaços fechados AiX1 - bi ( i  = 1 , .  . . ,m) , v e r  Def inição de 

Conjunto ~ o l i é d r i c o  Convexo (111.1 . l )  . Entre-  todos os  r e s u l  

tados  mostramos que um t a l  conjunto  ( se  não vaz io)  é a soma 

de um Po l i ed ro  Convexo Limitado pA e um Cone ~ o l i é d r i c o  Con - 
< 

vexo Q . i  (Teorema 1 ,  (111.3) . Nosso ou t ro  impor tan te  r e s u l -  

< 
t ado  (Teorema 2,  (111.5)) mostra que pA e Q podem s e r  sepa-  

r ados ,  s e  p A n 9 <  = 4 .  E s t e  c a p í t u l o  f o i  t i r a d o  pr incipalmen - 

t e  do A r t i g o  3 de Kuhn-Tucker ( 1 1 ) . 
Finalmente apresentamos,  num Último c a  - 

pi ' tu lo ,  f o c a l i z a ç õ e s  dos CPC e CCPC nos Algori tmos de P a r t i  - 

ção de Benders e Decomposição de Dantzig-Wolfe. 



SISTEMAS DUAI S DE RELAÇÕES LINEARES HOMOGÊNEAS 

I .  1. INTRODUÇÃO 

O nosso o b j e t i v o  nes te  c a p í t u l o  é apresen ta r  

alguns resul tados  fundamentais sobre Sistemas Lineares Homogê - 

neos, formados de equações e  inequações l i n e a r e s  homogêneas. 

A s s i m  sendo o elemento p r i n c i p a l  des te  cap í  - 

tu10 é um Par Geral de Sistemas Duais, o  qual  chamamos de PGSD 

para s i m p l i f i c a r  a  notação, apresentado como segue: 

U l i v r e  - A X - B Y = O  

V 2 0  - - C X - D Y L O  - 

A r U  + :C1 V 2 O e  
- X - > o - 

B ' U  + D r  V = O Y l i v r e  

onde as  l e t r a s  A, B ,  C e  D indicam matr izes  U, V, X e  Y ve to res  

(matrizes de uma coluna) e  o  símbolo " ' "  i n d i c a  t ranspos ição .  

Para uma melhor a n á l i s e  des te  PGSD, vamos 

descrevê-lo de uma maneira mais de ta lhada .  I s t o  é, para 



A = (a  .) h j  pxn ' B = (Bhklpxq3 C = (cijImxn e  

com valores  r e a i s  a r b i t r á r i o s  para  os respect ivos  coe f i c i en tes  

u = (u, . . e  Uh u  ) E  R', 
P  

Y = (yl ... Yk . Yq) & Rq. 

temos o  PGSD e s c r i t o  do s e g u i n t e  modo: 

4 bk % + li d, vi = O yk livre 

0bs.ervando o  PGSD na forma ( I  . l .  2) podemos 

não s ó  entender  melhor o  sen t ido  da pa lavra  dua l ,  bem como t e r  

uma visão mais o b j e t i v a  de uma c a r a c t e r í s t i c a  das inequações i n  - 



d i v i d u a i s  .de um PGSD, a  s e r  f o c a l i z a d a  mais t a r d e ,  com o  nome 

de Propr iedade-  de Complementaridade de Folga. 

Por o r a ,  notemos que e x i s t e  uma cor respon  - 

dênc ia  b iun ivoca  e n t r e .  as  v a r i á v e i s  l i v r e s  de um s i s t ema  e  

equações do o u t r o  e  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  não n e g a t i v a s  de u m s i s  - 

tema e  inequações  do o u t r o .  A l é m  d i s s o .  observemos que a  ma - 

t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  num s i s tema é a  t r a n s p o s t a ,  com s i n a l  

c o n t r á r i o ,  m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  do. o u t r o  s i s t e m a .  

1 . 2 .  NOÇÕES PRELIMINARES 

Inic iemos com a l g u n s  r e s u l t a d o s  neces sá  - 

r i o s  a o ' n o s s o  e s tudo  que,  dizem r e s p e i t o  a  do is  pares  de s i s  - 

temas dua i s  o b t i d o s  do PGSD mediante algumas t rans formações .  

Tomemos o  s e g u i n t e  p a r  de, Sis temas Duais 

U l i v r e  

A ' U  L O - 

que f o i  o b t i d o  do PGSD na forma ( I  . 1 . 1 ) ,  fazendo-se B ,  C e  D 

v a z i a s  e  t rocando-se  - AX = O por  AX = 0 .  



Lema 1 :  "O par  de s i s temas  dua is  ( I .  2.1) possui  soluções  U e X 

t a i s  que A i  U + xl > O .  Sendo AI a p r ime i ra  coluna da ma t r i z  A 

e x1 a pr imei ra  componente do v e t o r  X". 

Demonstração: e s t a  prova é encontrada na r e f e r ê n c i a  l 3  1 . 

 orol lá rio 1: (Lema de Farkas) - "Se a inequação AO U O v a l e  - - 

para  toda solução U do s i s tema A ' U  2 - 0, en tão  Ao = A X  pa ra  a 1  - 

gum X 2 O " .  

Demonstração: s e j a  o par de s i s temas  duais 

U l i v r e  [- Ao A] [xo X] '  = O 

Apliquemos o Lema 1 a e s t e  p a r ,  sendo que AI e xl são s u b s t i  - 

tu idos  por  - Ao e x respect ivamente .  Então e s t e s  s i s temas  pos 
O - 

- 
suem so1uçÕe.s Ü e (x0 , X) t a i s  que : 



Temos que 

A ; Ü L O  - 

po i s  por h ipó tese ,  para  toda solução U do sistema A'U 2 - O tem- 

s e  que A; U - > 0 .  
- 

De ( I  .2.2) vem que xo > A; U e  por ( I .  2.4) temos 

De (1 .2 .3 )  vem que Ao xo = AX e  por (1.2.5) temos 

Ao 
> O  = AXO com XO = - - 

Xo 

Logo Ao = AXO para  um XO - 0 .  

Corolár io 2 :  "O pa r  de s is temas duais  ( I  . 2  . l )  possui  soluções - 

U* e  X* t a i s  que A ' U *  + X* > O ( i s t o  é, todas as componentes 

de A ' U *  + X* são p o s i t i v a s )  ." 

Demonstração: O r e su l t ado  do Lema 1 d iz  r e s p e i t o  2 primeira  co --- - 

luna da matr iz  A ,  indicada por AI .  En t re tan to ,  s e  reenumerar 

mos a s  colunas de A, podemos t e r  no lugar  de A1 urna ou t ra  colu - 

na qualquer A Consequentemente o  resul tado  do Lema 1 ,  agora 
j *  

d iz  r e s p e i t o  a  e s t a  coluna A . Logo, para  j = 1 ,  .. . , n  existem 
j 

~j e  ~j t a i s  que 



Tomando-se 

obtemos 

~ l é m  d i s s o ,  pa ra  j = 1 ,  . . ., n ,  temos que 

k A! U* + x'! = 1 (A! uk + x . )  , A '  u j  + x j  
k J j 

( 1 . 2 . 7 )  
J J J - j  

De (I  . 2 . 6 )  e (I  - 2 . 7 )  temos que 

o que nos l e v a  a c o n c l u i r  que A ' U *  + X* > 0 .  

c o r o l á r i o  3 :  "O s i s t ema  de equações A X . =  O tem 

i) uma so lução  X  completamente p o s i t i v a  (ou s e j a  xi > O pa r a  

i = 1 ,  ..., m) s e  não e x i s t e  so lução  U t a l  que A ' U  - O e 

A ' U  O 



i i )  uma solução X não nega t iva  e  não t r i v i a l  (ou s e j a  xi 2 O , 

i = 1 , .  e  3j  = 1 , .  . . , n  t a l  que x  f  O) s e  não e x i s t e  
j  

U t a l  que A ' U  > 0".  

Demonstração: Pelo c o r o l á r i o  2 exis tem U* e  X* t a i s  que - 

AIU* 2 O, AX* = O, X* 2 O - - e  

i )  # U  / A I U >  - O e  A'U + - O  => A'U* = O implica  por (1 .2 .8 )  

que X* > O 

i i )  # u / A ' U  > O => e x i s t e  alguma coordenada j  de A'U* , 

A'. U* t a l  que A '  U* = O =) por ( I .  2.8) x?. > O ~ * f :  O 
J j  J 

Observação: os i ' tens ( i )  e  ( i i )  são mutuamente exc lus ivos .  E s  - 

t a  exc lus iv idade  - é decorren te  da propriedade de Complementari- 

dade de Folga,  (ver  Teorema 3) , propriedade e s t a ;  c a r a c t e r i s t i  - 

c a  do PGSD e  consequentemente do p a r  de s i s temas  dua i s  (I .  2.1) . 

Tomemos agora o  segu in te  p a r  de s i s temas  du - 

a i s  

ob t ido  do PGSD, fazendo-se A, B e  D v a z i a s .  

Teorema 1 :  '!O par  de s i s t emas  duais  ( I .  2.9) possu i  soluções  V* 

e  X* t a i s  que V* - CX* > O e  C ' V *  + X* > 0 . "  



Demonstração: Consideremos o  s e g u i n t e  p a r  de s i s t e m a s  dua i s  

onde I é' a ma t r i z  i d e n t i d a d e .  

Aplicando-se o  c o r o l á r i o  2 a  e s t e  p a r ,  vemos que ex i s tem so  - 

luções  V* e, (W*, X*) t a i s  que:  

( I .  2.11) 

(1.2.12)1 

Por (1.2.10) temos que V* O e  C ' V *  2 0 ,  logo V* 6 uma s o  - - - 

lução do s i s t ema  

Por ( I  .2.11) temos W* + CX* = O ou - CX* = W*. Como Por 

( I .  2.12) W *  2 - 0 ,  e n t ã o  - CX* 2 - O .  ~ l é m  d i s s o  a i n d a  Por 

(I..2.12) temos X* 2 - 0 ,  logo X* é uma so lução  do s i s t e m a  



Finalmente por ( I .  2.13) temos que .V* + W* > O e  como W* = -CX*, 

en tão  V* - CX* > O .  Ainda por ( I .  2.13) temos que C ' V *  + X* > 0 .  

Corolár io :  " O par  .de s i s temas  duais  ( I .  2 . 9 )  possui  soluções V* - 

e  X* para  as quais são verdadei ras  a s  seguin tes  a l t e r n a t i v a s :  

i )  ou C'V* f O OU X* > O 

i i )  ou C ' V *  > O OU X* $ O 

i i i )  ou V* > -0 ou - CX* f O 

iv )  ou V* $ O ou - C X *  > O . "  

Demonstração : I! uma consequência imediata  do Teorema 1 que, s e  - 

a  pr imeira  pa r t e  dos "itens ( i )  - ( iv)  não s e  v e r i f i c a ,  então a  

segunda deve s e r  verdadei ra .  Se ao c o n t r á r i o ,  a  pr imeira  p a r t e  

6 verdadei ra ,  então a  segunda não deve v a l e r  porque 

Essa exclusividade e n t r e  a s  duas s i t u a ç õ e s  - a  

presentadas em todos os  ? tens  de ( i )  - ( iv )  , 6 decorrente  da 

propriedade de Complementaridide de Folga. 

1 .3 .  ASPECTOS - FUNDAMENTAIS DO PGSD 

Teorema 2:  "O PGSD possui  soluções (U*, V*) e  (X*, Y*) t a i s  que 

V* - CX* - DY* > O 

A ' U *  + C I V *  + X* > 0 . "  



D e m o n s t r a ç ã o - :  S e j a m  o s  s i s t e m a s  duais  

A p l i c a n d o - s e  o T e o r e m a  1 a e s t e  pa r  de s i s t e m a s ,  e x i s t e m  s o l u -  

ções 

t a i s  que: 

- A I U ;  + A ' U ;  + C ' V *  - - > O AX* + BYT - BY* > O 2 = 

- B I U ;  + B ' U ;  + D ' V *  - - > O -AX* - BY; + BY* > O 
2 = 

e 
B'U;  - B'U;  - D ' V *  - - > O -CX* - DY; + DY? 2 O 

F a z e n d o - s e  U* = U; - U i  e Y* = Y; - Y; , então 

A ' U *  + C ' V *  - > O - -AX* - BY* = O 

B I U *  + D ' V *  = O  e -CXX - DY* L O - 

A ' U *  + C I V *  + X* > O V*-CX* - DY* > O 

o que c o m p l e t a  a p rova .  



Definição:  - denomina-se inequação com f o l g a  de um s is tema,  uma 

inequação (2 - 0) que 6 s a t i s f e i t a  e s t r i t amente  (> 0) por alguma 

solução do s is tema.  

Observação: dado um sis tema A I U  L - O B ' U  = 0 ,  s e j a  J o  conjun - 

t o  de índ ices  j  t a l  que A' U .  > O para  alguma solução U do s i s  
j~ j  - 

tema. Então l j  U j  6 uma solução do s i s tema,  t a l  que 

A! (I. U.) > O j  E J .  I s t o  mostra que inequações com fo lga  
J J J  

de um s is tema,  podem s e r  ca rac te r i zadas  como o  conjunto m~ximo 

de inequações do s is tema que são s a t i s f e i t a s  e s t r i t amente  por 

alguma solução do s i s tema.  A s  inequações r e s t a n t e s  são aquelas  

s a t i s f e i t a s  e s t r i t amente  por todas a s  soluções do s i s tema.  

Teorema 3: "No PGSD cada um dos m + n pares  de inequações cor  - 

respondentes 

contém exatamente uma inequação com f o l g a  (com re lação  ao s e u  

respect ivo  sistema) " . 

Demonstração: Sejam (U,V) e  ( X , Y )  soluções quaisquer do PGSD . 
Multiplicando-se I t e n s  correspondentes des te  par. de s is temas 



d u a i s  , o b t e m o s  : 

U '  (-AX - BY) = -U1 AX - U 1  BY = O 

V' ( -CX - DY) = -V' CX - V' DY 2 - 0 

( A I U  + C ' V ) X .  = U I A X  + V ' C X  - - > O 

( B ' U  + D ' V ) Y  = U'BY + V'DY = O 

A d i c i o n a n d o - s e  ( I  . 3 . 2 ' )  a ( 1 . 3 . 4 )  e ( I  .3.3) 

a ( I . 3 . 5 ) ,  o b t e m o s  

- U'BY + V' CX 2 O - e U'BY - V' C X L O .  - L o g o  t e m o s  

que : 

U '  BY - V ' . C X =  O 

C o m b i n a n d o - s e  ( 1 .3 .6 )  c o m  ( 1 . 3 . 2 )  e .CO m 

( I .  3 . 5 )  , t e m o s  que : 

e usando estas igualdades  e m  (1 .3 .3)  e ( 1 . 3 . 4 )  v e m o s  que 

O = (A'U + C t V ) ' X  = 1. (h ahj.uh+ li cij V - ) X  ( 1 . 3 . 8 )  
J 1 j 



A equação (1.3.7) mostra que: s e  vi > O en - 

então vi = 0 .  

De modo análogo, ' po r  ( I  .3.8) verifiaamos que: 

Se (Ih a h j  Uh + li  c i j  v..) 1 > O então x = O e  s e  x > O então 
j  j  

(Ih ah j  uh + l i  c i j  vi) = O .  I s t o  é, que em cada p a r  de inequa - 

ções duais correspondentes ( I .  3.1) , pe lo  menos um s i n a l  de 

igualdade deve v a l e r  p a r a  todas as  soluções.  Por tanto  concluí  - 

mos que: 

( i )  cada pa r  de inequações correspondentes 

contém no máximo uma inequação com fo l - .  

Mas , pe 10 Teorema 1 existem soluções (U* ,V*) 

e  (X* ,Y*) do PGSD, t a i s  que: 

v; + (- x j  c i j  X? J - I d y*) > 0 ,  .i = 1 ,..., m k i k  k 

u* + li C i j  v?) + x? > o , ( Ih  ah j  h  j  = I , . ' .  . ,n 
1 J 

o  que nos leva  à conclusão segu in te :  

( i i )  cada p a r  de inequações correspondentes 

contém pelo menos uma inequação com 

fo lga .  



Então de ( i )  e ( i i )  conclul'mos que cada p a r  

de inequações correspondentes do PGSD, contém exatamente uma 

inequação com fo lga  ( r e l a t i v a  ao seu  respect ivo  s i s t e m a ) .  

Propriedade C a r a c t e r í s t i c a  do PGSD: como podemos observar ,  o 

Teorema 3 a t r i b u i  2s inequações ind iv idua i s  do PGSD, uma p r g  

priedade que descrevemos coletivamente como 

Complementaridade de Folga: o conjunto de - 
inequações com fo lga  de um sis tema é o complementar do conjunto 

de inequações com fo lga  do s e u  s i s tema dual .  

Exemplo de um PGSD: s e j a  o PGSD, em pequena - 

e s c a l a ,  dado abaixo : 

> o *  - - 

y1 ( l i v r e )  

y 2  ( l i v r e )  

Notemos ,que as inequações deste  pa r  de s i s -  

temas duais indicadas pe lo  asterl 'sco "*" são inequações com 

fo lga  e que exibem a propriedade Complementaridade de Folga 



p o i s ,  tomando-se 

(ul;  v17 v 2 ,  v3) = (-1;  1 ,  0 ,  1) e  

como soluções dos respect ivos  s i s t emas ,  observamos que e s t a s  so - 

luções sa t i s fazem es t r i t amente  (> O )  as inequações i n d i  cadas 

com I!*" e  a s  r e s t a n t e s  (que não são  de fo lga ,  consequentemente 

devido ao i tem (i) da demonstração do Teorema 3) como equações 

( = 0 ) .  



C A P I T U L . 0  I1 - - - - - - - -  - 

CONES POLIEDRICOS CONVEXOS - 

11.1. Introdução 

Iniciaremos es  t e  c a p í t u l o ,  recordando alguns 

conceitos que e s t a r ã o  constantemente em uso no decorrer  do nos - 

s o  t rabalho .  

E! conveniente, a inda ,  especificarmos que todo 

o nosso estudo f o i  f e i t o  no espaço v e t o r i a l  r e a l  de dimensão n ,  

OU s e j a ,  em IRJ1. 

Produto Esca la r :  Sejam X e Y dois vetores  quaisquer  de Rn ,  i s  - 

t o  é, X = (xl ,  .. . ,xn)  e Y = (yl ,... ,yn) com xi e yi em IR para  

i = 1 , .  . . , n .  Chama-se produto e s c a l a r  de X por  Y ao número 

Reta: Sejam X1 e X 2  dois vetores  quaisquer  de e A um r e a l  

qualquer. Chama-se r e t a  em  IR^, ao conjunto 

Segmento de r e t a :  Sejam X1 e X2 dois ve tores  quaisquer  de IRn e - 

X um r e a l  t a l  que O 5 - h 5 - 1. Chama-se segmento de r e t a  que une 

os vetores  X1 e X2, ao conjunto 



Semi-reta (ou r a i o )  gerad-a por  um v e t o r :  S e j a  V # O um ve to r  

de llXn e  V 2 - O um r e a l .  Chama-se semi-reta  gerada p o r  V, ao con - 

junto 

r = I X  E R ~ / X  = V . V ) .  

Hiperplano: Chama-se h iperp lano em IRn , ao conjunto 

H = CX E R ~ / C X '  = z} onde C f O é um ve - 

t o r  de IRn e  z E IR. 

Observemos que o  ve to r  C é ortogonal a  .qual  - 

quer ve to r  do h iperp lano,  o  que nos l e v a  a  v e r  que C é normal 

ao hiperplano.  Ainda é conveniente lembrar que o  h iperp lano H 

divide IRn em semi-espaços 

S1 = I X  E lRnn/c X 1  < z} , . S2 = . { x  E IRn/ C X 1  > Z)  abertos  e  

S3 = . { X  &lRn/c X 1  - 5 z, , S4 = { X  E ~ R ~ /  C X 1  - > z} fechados. 

Conjunto Convexo: Diz-se que um conjunto C de IRn é convexo s e ,  

C = { X  E IRn/x = h X 2  + (1 - h) X1l onde X i  e  

X2 e s t ã o  em C e  O 5 - h ( 1 .  

Observemos que,  t a n t o  um conjunto u n i t á r i o  de 

n  IR como o  conjunto vazio são  convexos. 



Vetor Extremo de um Conjunto Convexo: um ve to r  X de m" é e x t r e  - - 

mo de um conjunto convexo s e  e  somente se  não existem ve to res  

X1 e  X2 do conjunto com X1 f X2 t a i s  que X = hX2 + (1-h) X1 , 

O < h < 1 para  h E IR .  

Nota: faremos a  s e g u i r  algumas afirmações apenas como lembrete ,  

pois  e s t a s  são  f&xis de serem ver i f i cadas .  

i )  A i n t e r s e ç ã o  de dois conjuntos convexos é um conjunto conve - 

XO 

i i ) A  i n t e r s e ç ã o  de dois hiperplanos é um hiperplano.  

i i i )  A i n t e r s e ç ã o  de dois semi-espaços (aberto-fechado) é um 

semi-espaço (aberto-fechado) . 

Combinação Convexa de um número f i n i t o  de ve tores :  Sejam os ve - 

t o res  Xi de lR" com i = 1,. . . ,m. Chama-se combinação convexa des - 
m m 

s e s  m ve tores  ao v e t o r  X = 1 v i  X .  com r e a i s  vi 2 0 e  1 v - = l .  
i =l 1 i=l 

hembremo-nos que, um conjunto formado por  

todas as combinações convexas de um número f i n i t o  de ve to res  

ainda é um conjunto convexo. 

~ n v o l t ó r i a  Convexa de um Conjunto A não convexo: Da(do um con - - 
junto não convexo A de IRn, chama-se e n v o l t ó r i a  convexa de A, ao 

menor conjunto convexo que contenha A .  

Pol iedro  Convexo gerado por  um número f i n i t o  de ve to res :  Chama - - 
-se po l i ed ro  convexo gerado por  um número f i n i t o :  m, de ve tores  

de  IR^, 2 envo l tó r i a  convexa desses m ve to res .  



Notemos que o  po l i ed ro  assim gerado, t e r á  

no máximo m ve tores  e ~ t r e m o s .  I s s o  nos sugere que o  po l i ed ro  

convexo pode s e r  representado pe lo  conjunto das combinações 

convexas desses m ve tores  extremos. 

Cone: Diz-se que um. conjunto C de IRn é um cone s e ,  pa ra  todo 
I 

ve to r  X de C e  para  todo e s c a l a r  ( r e a l )  h 2 - 0 ,  tem-se XX em 

v é r t i c e  de um cone: Diz-se que um cone tem v é r t i c e  s e ,  o  ve - 

t o r  O de IRn e s t á  em C .  Neste caso o  cone pode s e r  chamado de 

Cone Po la r :  Tomemos um conjunto qualquer A de JRn formemos - 
o conjunto A* = {X E JRn /~x l  ( - O} chamado Polar  de A, consis-  

t indo de todos os vetores  X de 1Eln t a i s  que Y X '  5 - O p a r a  cada 

Y do conjunto A. 

Observemos que o  conjunto A*, assim d e f i -  

nido, é um cone convexo. 

Cone Po l i éd r i co  Convexo: Se ja  A um conjunto f i n i t o  de IR" t a l  - 

que A = {A1,. . . ,A } com A. emJRn p a r a  i = 1,. .. ,p .  Ou a inda ,  
P  1 

s e j a  a matr iz  A = (aij)  
com a i j  

E I R  p a r a  i = 1,. .. , p e  
Pxn 

j  = 1 , .  . . ,n  t a l  que Ai = (a i l ,  a i2 ,  .. . ' "in ) E I R ~  é a  i -ésima 

l inha  da matr iz  A. 

Chama-se cone p o l i é d r i c o  convexo, ao con - 

junto A* = { X  E IR" /A~  X '  < - O,. . . ,A X '  5 O}. 
P - 

Podemos observar que A* é a  i n t e r s e ç ã o  de 



um número f i n i  t o  de semi-espaços da forma Ai X '  < - O ( i = l > .  . . ,p) 

cujos  hiperplanos f r o n t e i r a s ,  Ai X' = O ( i  = 1 , p )  passam 

pe la  origem. 

De um ponto de v i s t a  mais concreto,  A* é o 

conjunto de soluções de um s is tema homogêneo f i n i t o  de p  inequa - 

ções l i n e a r e s  a  n  incógn i t a s .  

É de nosso i n t e r e s s e  desenvolver nas p a r t e s  

subsequentes des te  c a p í t u l o ,  toda uma t e o r i a  em re lação  a  um 

Cone ~ o l i é d r i c o  Convexo, o  qual  indicaremos p o r  CPC, apenas p a  

r a  simplicidade de notação. 

1 1 . 2 .  ESTRUTURA - FACIAL DE UM CPC 

1 1 . 2 . 1 .  - Conceitos Fundamentais 

Definição 1: Face Aberta genérica de um CPC. - 

Dado o  CPC A* t a l  que 

e  tomando-se o  conjunto de índ ices  I = ( 1 , .  . . ,p )  , diz-se que , 

a cada subconjunto H (que pode s e r  vazio) de I  corresponde um 

subconjunto FH de A*, def in ido  como o  conjunto 



e chamado Face Aberta de A* correspondente a H .  

Podemos observar que A* apresenta  2P f a c e s ,  

sendo que alguma delas  pode s e r  vaz ia ,  s e  para  i s s o  observamos 

que H pode s e r  recolhido de zP maneiras poss íve i s  e que faces  

não vaz ias ,  correspondentes a subconjuntos de índ ices  d i s t i n  - 

t o s ,  s ã o  d i s j u n t a s .  

L 

Se FH f @ então FH = O n LH, onde O H  e  o H 

conjunto (aberto)  t a l  que 

e hH 6 O subespaço l i n e a r  t a l  que 

L~ = { X  E I R ~ / A ~  X 1  = O, Vh E (I-H) O U - V ~  6 H} 

~ e f i n i ç ã o  2: Dimensão de uma FH (genérica) não vaz ia  de A*. - 

Sejam 

n = dimensão de lRn 

r = r@ 
= posto da matr iz  A = número máximo de ve tores  linearmen - 

t e  independentes de A. 

rH= número máximo de vetores  l inearmente independentes de LH = 

número máximo de equações l inearmente independentes no s ub - 
espaço l i n e a r  LH. 

d = d  = n -  
@ 

r = dimensão da face  F ( face  de A* de menor dimen 
@ - 

são) .  



dH = dimensão de uma face genérica FH de A*.  

Diz-se que FH é uma face  de dimensão dH, com 

d H = n -  r ~ *  

Definição 3 :  Face Limite de uma FH. - 

Seja  I o conjunto de índices  e G C H C  I. Se 

FG f O e FH # 0 ,  diz-se  que FG é uma face  l i m i t e  de FH. 

Definição - 4 :  Chama-se Conjunto Limite de uma FH ao conjunto f o r  - 

mado p e l a s  faces  l i m i t e s  de FH. 

I I .  2 . 2 .  - Propriedades Fundamentais 

Proposição: ''Se FG é uma face  l i m i t e  de FH, então  dG < dH". 

Demonstração: Como por  h ipó tese  .FG é uma face l i m i t e  de FH, t e -  - 

mos que 

G C H C I ,  FG # O, FH +'O, onde 

F~ = oH n L, = { X  E ~ n / ~ h ~ f  O ,  *h E H ;  A ~ X I  = O ,  E (I-H)}. 

Se G C B  então (I-G) Z) (I-H) o que implica em que o s i s tema de 

equações que d e f i n e  LH é um subconjunto do s i s tema de equaçóes 



que def ine  L G .  Logo 

dG 5 dH 

Seja  g E (H-G), i s t o  6 g E H e g q! G .  Supo- 

nhamos que dG = dH. Como dH = d (LH) = n - rH e dG = d (LG)="-rG, 

temos que rG = rH. Então a equação 

é linearmente dependente das equações 

de t a l  modo que qualquer X que s a t i s f a ç a  (11.2.2.3) s a t i s f a z  

(11.2.2.2).  

Temos então que FH = @ ,  o que va i  con t ra  a 

h ipó tese .  Logo 

Por (11.2.2.1) e ( I1  . Z  . 2 . 4 )  concluímos que dG < dH. 

Lema 1: '<Um v e t o r  Xo s i t u a d o  na face  FH de dimensão dH > d + 1, -- 

pode s e r  expresso como a soma Xo = X1 + X 2 ,  onde X1 e X 2  s ão  

vetores  das f aces  l i m i t e s  de FH de dimensões > d (e necessa r i a  - 

mente dH) . I 1  

Demonstração: Como o subespaço l i n e a r  LH tem dimensão dH>d+l :s, 



onde d = d (H=@) , podemos acha r  em LH um v e t o r  t a l  que X g! S , @ 
sendo S o subespaço l i n e a r  gerado p o r  Xo  e p e l o s  v e t o r e s  de F 

@ 

A s s i m  com Xo e X podemos d e f i n i r  um espaço 

l i n e a r  b id imens iona l  L 0  formado p o r  v e t o r e s  X t a i s  que 

com t e s emIR. 

O - .  L e um subespaço de LH p o i s ,  como Xo E LH 

(porque Xo E FH) e X E LH, temos que:  

S e j a  

Um v e t o r  X da forma (11.2.2.5) e s t á  em LH e p o r t a n t o  au tomat ica  - 

mente s a t i s f a z  (11.2.2.6) #h é H. A s s i m  X E ~ O , s e  e somente s e ,  

X s a t i s f a z  (11.2.2.6)  #h E H .  

Observemos que H f -  4 porque ,  po r  h i p ó t e s e  , 

d H > d + l > d = d .  
4 

Como t(AhXA) + s ( A ~ X ' )  5 O Vh E H ,  t e s em 

IR e n t ã o  Ah X; < O .  Logo 



11 . Fazendo-se f h  = - - , temos que 

*hX; 

Observemos que (11.2.2.7) é (11.2.2.6) r e e s c r i t a  pa ra  vh E H . 
Em ( I I . 2 . 2 . 6 ) ,  levando-se em conta somente a  igualdade,  temos 

as equações 

que são  representadas ,  num plano (s , t )  , por um conjunto de re-  

t a s  passando pe la  origem, com inc l inações  

Notemos que s e  f fosse  cons tan te ,  teríamos o  conjunto de r e t a s ,  

dado p e l a s  equações ( I I .2 .2 .8 ) ,  com apenas um elemento, i s t o  . 
4 

e , uma r e  t a  de equação 

passando p e l a  origem com inc l inação  f .  

Como Xo e  X e s t ã o  em LH, (-11.2.2.9) s e r i a  ainda v á l i d a  para  

h $ H, o  que s i g n i f i c a r i a  que 



Ah(f Xo  +X)' = 0 t a l  que f Xo + X E F @  

e  i s t o  i r i a  em contradição à maneira p e l a  qual  X f o i  e sco lh i -  

do. Logo f não pode s e r  cons tan te ,  i s t o  é, no p lano ( s , t ) t e r e -  

mos mais de uma r e t a .  

Portanto o  conjunto de r e t a s  contém r e t a s  de inc l inação  máxima 

( f h l )  e  mínima (fh, ,)  correspondendo a  h '  e h" em H ( f b ,  f h n ) .  

- 
Fazendo-se X1 = t X + s l  X e  X 2  = t X + 1 o 2 o  

- 
+ s 2  X pa ra  Xo = X1 + X 2  = ( t l  + t2)Xo + (s l  + s2)X,  obtemos o 

s is tema l i n e a r  homogêneo de 4 equações a  4 i ncógn i t a s  

cu j  a  solução é: 

Para Xl e  X2 a  equação (11.2.2.7) s e  reduz a  



Vemos que X1 s a t i s f a z  (11.2.2.7) (logo s a t i s f a z  também - 

(11.2.2.6)) como uma equação para  h = h '  e como uma inequação 

e s t r i t a  para  h = h" ; enquanto X2 s a t i s f a z  (11.2.2.7) (logo s a  - 

t i s f a z  também (11.2.2.6)) como uma equação para  h = h" e como 

uma 5nequação e s t r i t a  pa ra  h = h ' .  

A s s i m  cada X1 e X2 s a t i s f a z  (11.2.2.6) co - 

mo inequação e s t r i t a  para  algum, mas nem todo,  h de H. Ainda, 

como X1 e X 2  e s t ã o  em LH , e l e s  sa t i s fazem (11.2.2.6) como uma 

equação para  cada h não de H. Consequetemente X1 e X 2  e s t ã o  

s i tuados  em faces  l i m i t e s  de FH de dimensão maior que d (e ne - 

cessariamente menor que dH) . 

Teorema 1: "Dado A* ou, A* é sua p r ó p r i a  face F ou, A* é a - 4 
e n v o l t ó r i a  convexa de sua face  F e de suas faces  de dimensões 

4 
d + 1". 

L 

Demonstração: a) sabe-se que a face de menor dimensão de A* e - 

a face F (onde H = 4 e d4 = d).  I s t o  é, A* não tem faces  com 4 
dimensões menores que d.  Logo temos que A* tem faces de dimen - 

sões i g u a i s  ou maiores que d. 

No caso de A* t e r  somente a face F temos que 
4 , 

b )  suponhamos agora que A* não s e j a  cons t i tu ído  

apenas da face F mas s i m  des ta  e de outras  f a c e s ,  cujas  d i  4 , - 

menções são maiores que d. 

Tomemos um v e t o r  X s i tuado  numa face de A* 



de dimensão maior que d + 1. Temos, pe lo  Lema 1 ,  que 

X =  Xi com Xi E FH e dH = d * l  
i=l i i 

e pa ra  m > O temos m Xi E FH , logo 
i 

i s t o  é, X é' i g u a l  à combinação convexa dos ve tores  das faces 

FH. , donde concluÍmos ,que X e s t á  na.  e n v o l t ó r i a  convexa das 
1 

faces  FH . 
i 

0s  demais vetores  de A* e s t ã o  em Fb O U  

em FH , logo e s t a r ã o  também na e n v o l t ó r i a  convexa da face  F 
i <p 

e das faces  FH . 
7 

i )  Assim conclu~mos que A* e s t á  contido na e n v o l t ó r i a  conve - 

xa da face  F e das faces  FH . 
<p i 

i i )  Como A* é convexo e contém F e as faces  FH então A* 
<p : 7 

I 

contém a envo l tó r i a  convexa das faces  F e FH . 
<p i 

Por ( i )  e ( i i )  temos que A* é a ' e n v o l t õ r i a  convexa das faces  

Corolár io 1: "A in te r seção  de um número f i n i t o  de semi-espa- - 

ços é :  

a) um subespaço l i n e a r  de dimensão d,  ou 

b) a envo l tó r i a  convexa de um número f i n i t o  de semi-espaços 



de dimensões d + 1 ,  l im i t ados  p o r  um subespaço comum de d i  - 

mensão d t f .  

Demonstração: Vimos em (11.1.10) que o CPC A* pode s e r  i n t e r -  - 
pre tado  como sendo a i n t e r s e ç ã o  de um número f i n i t o  de semi - 

espaços fechados ,  Ai X '  < - O , ou s e j a  

Observemos que A* .a inda é wn semi-espaço.  

P e l o  Teorema 1 ,  temos que 

a )  A* = Fm , onde 

F = 0 4 n  L$ 
4 = {x 6 I R " / A ~ x ' <  o ,  h. E 4; %x' = O,% E (1-4)) 

p o r t a n t o  Fb = L e d = dL = d .  Logo A* é um subespaço l i n e -  
4 Q 0. 

a r  de dimensão d .  Ou, 

b )  A* 6 a e n v o l t ó r i a  convexa de s u a  f a c e  F e de s u a s  f a c e s ,  
4 

FH , de dimensões d + 1. 
i 

p a r a  i = 1, .  . . , R  .(R < p) , são  semi-espaços de dimensões d + l  . 

F~ 
- f a c e  l i m i t e  das f a c e s  FH é um subespaço de dimensão d .  

i 
Logo A* é a e n v o l t ó r i a  convexa de um número f i n i t o  de semi - 

espaços (F ) de dimensões d + 1, l i m i t a d o s  p o r  um subespaço 
Hi 

comum (F ) de dimensão d .  
4 



a 

Corolár io  2 :  "Se o posto da matr iz  A é i g u a l  a  n  então  A* e :  

a> {O) ou 

b) a  envo l tó r i a  convexa de {O 1 e dos r a i o s  de A*." 

Demonstração : 

i ) s e d = d  = n -  o .  onde r = n = posto  o 
da matr iz  A ,  en tão  d = O .  Logo F = ' { O ) ,  ou s e j a ,  F o o cons is  - 

t e  apenas do ve to r  zero de IRn. 

Pela p a r t e  (a) do ~ e o r e m a  1 e por  ( i )  , t e  - 
. _*_..- 

mos que A* = {O I ,  ou s-eg-.a, A* tem apenas uma face  cuj  a  dimen - 

são é zero ( i s t o  é,  F é um "vér t ice1 '  de A*). Geometricamente o 
a 

dizemos que o CPC A* e  "pontudo". 

i i )  s e  dH = d + 1 e d = 0 ,  então % = 1. 
-. - 
I I 

Logo as  faces  FH são semi-retas  aber tas  ou r a i o s  de A*. 
i 

Pela  p a r t e  (b) do Teorema 1 e p o r  ( i i )  t e  - 

mos então  que A* é a envo l tó r i a  convexa de C01 e  dos r a i o s  de 

A*. 

Nota: vale  a  pena a s s i n a l a r  que e s t a s  semi - 

r e t a s  abe r t a s  ou r a i o s  de A* podem s e r  achadas por  um proces - 

s o  d i r e t o  (embora traba1hos.o). Es te  processo c o n s i s t e  em es - 
colhermos (de todos os  modos possi 'veis) um subconjunto de n-1 

vetores  linearmente independentes de A.  O conjunto solução do 

s is tema de equações homogêneas correspondente,  c o n s i s t e  de t o  - 

dos os múlt iplos  t X  de uma solução p a r t i c u l a r ,  não t r i v i a l ,  X. 

Se X s a t i s f a z  AX' 5 - 0 ,  então a  semi- re ta  abe r t a  tX, p a r a  t>O, 

é um r a i o  de A*;  s e  X s a t i s f a z  AX' , - O então a  semi- re ta  aber  - 

t a  t ( -X) ,  para  t > 0 ,  é um r a i o  de A*. 



11.2.3. Exemplo 

Se ja  A um conjunto f i n i t o  de IR2, t a l  que 

A = {A1 ,A2} com A1 = ( 1  0 E IR2 e A2 = (O - 1  E IR'. Ou a i n  - 

da: 

com Ai E  IR^ = i-ésima l i n h a  da 

matr iz  A pa ra  i = 1 , 2 .  

Então o  CPC A* é o conjunto de IR' t a l  que 

A* = 2 {X E IR / A ~  X '  5 - O, A2 X '  ( - O}, i s t o  é: 

2 
ou s e j a ,  A* =-{(X1,X2) &IR /xl L O ,  x2  = > O}.  

Como I = . { 1 , 2 1  então A* t e r á ,  no máximo, 

2 4 (2 ) f a c e s ,  achadas do seguin te  modo: 

Se H = 111 então  FH = F1 = { ( x 1 , x 2 ) E ~ 2 / ( - 1 , ~ )  (X1j O ,  
X2 



2 
F1 = .{(x1,x2) E IR  /xl > O, x2=O} com dH = dl = 2 - 1 = 1 .  

Logo F1 é uma semi- re ta ,  ou r a i o ,  de A*.  

2 X 
se H = I 21 en tão  F H = ~ 2 = {  (x1 ,x2) "IR / (0 -1) (,S) c 0 ,  

2 F2 = . { ( x 1 , x 2 ) ~  IR /x2 > O, xl= 0 )  comd =d = 2 - 1  = 1. Lo H 2 - 

go F2  6 uma semi - re ta ,  ou r a i o ,  de A * .  

x 
se H = m, então  F~ = F ~ = I ~ ~ , x ~ ) E  $ / ( - i  O)( 1) = O ,  

X2 

2 F = I (x1,x2) E I R  /xl = 0 ,  x2 = O} com d  =d =d=2-2.0. m H m 

Logo F  = { (0 ,O)} 6 um v é r t i c e  de A*. 
0 

2 Se H=I, então FH=F12={ (xl,x2)c~iR / ( - I  O)(::) c O, 

Logo e s t a  f a c e ,  nada mais é, do que o  i n t e r i o r  de A*.  



Temos que A* tem quat ro  ' faces  , onde as faces  

F1, F2 e F são faces  l i m i t e s  de F12 e F é a face l i m i t e  para  
cP cP 

Graficamente temos que : 



11.3. ALGUNS TEOREMAS FUNDAMENTAIS 

Definição - 5 : Con-junto Expansão. 

Se ja  B = {B1, ..., B 1 com B emIRn, 
j  

p a r a  
9  

j  = 1 ,  .. . ,q  e  V = ( v l , . .  . , v  ) um ve to r  de IRq t a l  que V 2 O (is 
9  - - 

t o  é: v .  > O para  j  = 1 ,  .. . , q ) .  Chama-se eonjunto expansão de 
J = 

< 
B ,  ao cone convexo, indicado por  B , t a l  que 

B<= {X E ~ / x =  VB, V > - o } = ~ x  E R ~ / X  = v ~ B ~ +  ... + V B V.> O}. 
9 9' 3= 

< 
Ou s e j a ,  o  conjunto expansão B , c o n s i s t e  de todas a s  combina- 

ções l i n e a r e s  f i n i t a s ,  com coef i c i en tes  não negat ivos ,  de ve - 

tores  de B .  

Observação : podemos pensar em B , como s e n  - 

do a  matr iz  de coe f i c i en tes  r e a i s  

onde B E I R ~  é a  j-ésima l inha  de B ,  com j =  1 ,..., q. 
j  

É de f á c i l  v e r i f i c a ç ã o  cada a f i rma t iva  &ai - 

xo: 

i )  B< é a  envo l tó r i a  convexa das semi-retas  v  j B j '  V .  J =  > O g c  



radas pelos  ve tores  B de B .  
j 

i i )  Inversamente, a e n v o l t ó r i a  convexa de qualquer f a m í l i a  f i  - 
< 

n i t a  de. semi*-retas, pode s e r  e s c r i t a  na  forma B . 

i i i )  Para formar B escolhemos um ve to r  não nulo para  cada s e  - 

mi-reta  não degenerada.. (Se quizermos esco lhe r  B = { O )  , 

b a s t a  usarmos um ve to r  V = O e teremos a semi-reta  dege- 

nerada) . 

' - Teorema 2 :  (Teorema de Minkowski) : "Dado um conjunto f i n i t o  A 

de vetores  em1lIn, e x i s t e  um conjunto f i n i t o  B de ve to res  em 

 IR^, t a l  que A* = B < . > '  

Demonstração: Pelo Teorema 1 ,  é s u f i c i e n t e  mostrarmos que a 

face F tem um conjunto expansão e cada uma das faces  de d i  4 - 
< 

menções d + 1 também têm conjuntos expansões e que B pode 

s e r  tomado como a união desses conjuntos.  

i )  Se d = O en tão  F = {O). Por tanto  {O) é um conjunto ' expan 
@ - 

< 
são para  F i s t o  é, B = {O). Como temos p e l a  p a r t e  (a) do 

0' 
< 

Teorema 1 ,  que A* = F$, en tão  A* = F@ = {O) = B . 

i i )  Se d > O, tomemos'{B1, ..., Bd) como u m a b a s e p a r a  F Logo: 
@ 

porém nada nos garante que todos os ci ( i  = 1, .  . . ,d) 

> O .  Então façamos: - - 

sejam 



u = max (ci,O) O e  vi = max (-ci,O) 2 O .  P o r t a n t o  
i - - 

Segue que E = -  {B1,. . . ,Bd, - B1 , . . . ,-Bd} ex - 

pande F ou s e j a  s e ,  X pe r t ence  à f a c e  F en t ão  X p e r t e n c e  ao 
@ '  @ 

conjun to  expansão de '8 ( i s t o  é: X E F + X E E'). 
@ 

S e j a  FH uma f a c e  qua lquer  de A* de dimensão 

d + 1. 

Como 4 C H, Fg # I$ e  FH # 4 e n t ã o  F é f a  4 - 

ce  l i m i t e  de FH (com d = d e dH = d + 1 ) .  
@ 

Temos que a dimensão de FH é dada por LH e 

que LH 3 Fg,  p o r t a n t o  LH é gerado l inearmente  pelos  ve to re s  

de F e (mais) p e l o  v e t o r  BH ( i s t o  é: BH E LH ( . O .  BH E FH) t a l  
@ 

que BH g! F + ) .  Po r t an to  

Como H # 4 ,  en tão  

Logo, = B {BHj  é uma base  pa ra  FH. Por - 

t a n t o  



< 
A'expansão t o t a l  B. , s e r i a  a exp-ansão das 

faces  FH e da face F i s t o  é:  
0' 

Com e s t e  f a t o  e p e l a  p a r t e  (b)  do Teorema 

< 1 ,  temos que A* = B . 

a 

c o r o l á r i o :  "Uma i n t e r s e ç ã o  f i n i t a  de vá r ios  semi-espaços e 

uma e n v o l t ó r i a  convexa f i n i t a  de vár ias  semi-retas"  . 

Demonstração: Es te  r e su l t ado  6 uma consequência imediata do - 

Teorema 2 .  

Teorema 3 :  (Teorema de Farkas) ."Se A 6 um conjunto f i n i t o  de 

vetores  de IRn, então A** = A'" . . 

Demonstração: De acordo com as def inições de CPC e Conjunto 

expansão, temos que 

A** = (A*)* = { Y  &lRn/x~! .  5 O . ,  VX E A*} e - 

> O ) .  u i  = 

Provemos que ( i )  A** C A' e que ( i i )  A<C A**. 

i )  Seja o Corolár io 1 (Lema de Farkas) do ( I .  2) e façamos a 

seguin te  t roca  e n t r e :  



C o r o l á r i o  1 Teorema 3 

Por t an to  temos que :  s e  a inequação X Y '  5 - O v a l e  p a r a  todos  os 

ve to re s  X t a i s  que AX < - 0 ,  e n t ã o  Y = ul A + ... + u A pa ra  
P P 

algum U = (ul ,... , U  ) de com u -  > O, i = l , . .  . ,p .  Ou s e j a :  
P 1 - 

a ( ~  E A** - j y  = f ui Ai, U .  > 0 com i = 1 ,..., p- 
i=l 1 = 

Logo A * * C  A< 

i i )  Temos que 

+ Y E A < * Y =  F ui Ai, U.  > O com i = 1 ,..., p e 
i=l 1 = 

< O ,  VA E A ,  o que i m p l i c a  x E A* AiX' = i 

Logo A< C A**. 

Por ( i )  e ( i i )  temos en t ão  que A** = A< 

Teorema 4 :  (Teorema de Weyl) : "Seja  A um conjun to  f i n i t o  de ve - - 

t o r e s  de IRn. E x i s t e  um conjun to  f i n i t o  B de v e t o r e s  de IRn t a l  



< que A* = B e A' = B * . . ! ~  

a) P e l o  T e o r e m a  2 ,  e x i s t e  u m  conjunto  f i n i t o  B  de ve tores  de 

<  IR^ t a l  que A* = B . 
b)  P r o v a m o s  que ( B < ) *  = B * .  

P a r a B  = { B l  . . . ,  B  1 c o m B  e m I R n  ( j  = 1 ,..., q) t e m o s  que: 
q j 

i) VY E ( B < )  * +Y E R ~ /  XY'  - 5 O c o m  x E B' e 

J Y  E R ~ /  v B . )  Y '  5 0  c o m  v .  > O para j = i ,..., q 
j~ - 

j = l  J  = 

*Y E R ~ /  v j  ( B ~ Y ' )  5 O =+ Y E E P / B .  Y~ 5 O c o m  J  - 
j =i 

B .  E B  e j = I ,..., q => Y  E B * .  L o g o  
3  

(d)* C B 

ii) $ Y  E B * - = > Y  E I R ~ / B . Y '  5 O , # B .  E B  para j= 1 ,..., q 
J  - .J 

e Y  & I R n / v .  ( B . F 1 )  5 0 ,  c o m  v .  > 0 4  
J J  - J  = 



. e Y  E (B<) *. Logo 

Por ( i )  e  ( i i )  vem que (B-')* = B* 

< c)  Temos que: por  (a) A* = B e  p o r  (b) (B<)* = B*, logo A**=B*. 

< Ainda pe lo  Teorema 3 A** = A , então  

Corolár io : "Toda e n v o l t ó r i a  convexa f i n i  t a  de v á r i a s  semi - r e -  

t a s  6 a  i n t e r s e ç ã o  f i n i t a  de vá r ios  semi-espaços e  r ec ip roca  - 

mente. " 

< Demonstração: In ic iando com um conjunto B que é a  e n v o l t ó r i a  

convexa f i n i t a  de v á r i a s  semi - re tas ,  en tão  podemos i n v e r t e r  os 

papéis dos conjuntos A e  B no Teorema 4 .  t ai' podemos af i rmar  
< que e x i s t e  um conjunto f i n i t o  A t a l  que,  B = A*.  A s s i m  temos 

que B' 6 expresso como a  in te r seção  f i n i t a  de vá r ios  semi-espa - 

ços ,  do t i p o  AiX'  5 - O para  Ai E A.  



A afirmação inversa  é precisamente o  Corolá - 

r i o  do Teorema 2 (Teorema de Minkowski). 

Exemp 10 : 

3 Seja  o  conjunto A ={A1,A2} deIR , onde 

3  A1 = ( - 2 , - 1 , - 2 ) ~  IR e A 2  = ( - 3 , - 2 , , - 1 ) ~  IR3. Logo A*=0[=(x1,x2,x$ 

Vemos que A* é definido pe los  ve tores  X de 

3  IR que são ortogonais (caso l imi te )  e  obtusos com os vetores  

A1 e  A2 de A .  

Como I = - { 1 , 2 } e n t ã o A *  t e m z 2  = 4 f a c e s ,  

que são:  

comd = d = n -  
4 

= 3 - 2 = 1. Logo F  é a  r e t a  def in ida  pe 
$ - 

10s r a i o s  X (-3,4,1)  e  A ( 3 , - 4 , - l ) ,  com X E I R  t a l  que X 2 - O .  

3  H={I}JF =F ={x E R /2x1+x2+2x3 > O ; ~ X ~ + Z X ~ + X ~  = 0 1  H 1 

com dH = dl = n - r~ = 3 - 1 = 2 .  Logo F1 é o plano 3x1+2x2+x3=0 

l imi tado por F  
$ *  

3 
H={2) JFH=F2={X E IR /3x1+2x2+x3 > 0 ;  2x 1 2  +x + 2 x 3  = 0 1  



com dH = d2 = n - r~ = 3 - 1 = 2 .  Logo F2 é o plano 2x1+x2+2x3=0 

l imitado por  F  
dJ 

- d12 = n - com dH - rH = 3 - O = 3. Logo F12 é o i n t e r i o r  do co - 

ne A*, i s t o  é, a  p a r t e  do cone (pa r t e  aberta)  l imi tada  pe las  

faces  F  F1 e  F2. 
4 '  

A fim de caracter izarmos melhor o  CPC A* ,  

procederemos do seguin te  modo: 

i )  tomemos o  caso l i m i t e  da or togonal idade,  i s t o  é, sejam os 

hiperplanos (no caso,  planos)  

(a) 2xl + x2 + 2x3 = O 

(b) 3x1 + 2x2 + x3 = 0 

Temos que o  ve to r  A1 é normal ao h ipe rp lano  

(a) e  que A2 é normal ao hiperplano (b) .  Ainda vemos que a  i n  - 

t e r seção  de (a) e  (b) 6 def in ida  pe las  semi-retas  A(-3,-4,l)  e  

h(3,-4,-1) com h 2 - 0 ,  que por  sua vez são  or togonais  a  A1 e  A 2  

simultaneamente. Logo o  hiperplano -3x1 + 4x2 + x3 = O (OU 

3x1 - 4x2 - x3  = 0) contém A1 e  A2 e  é perpendicular  (ou o r to -  

gonal) simultaneamente aos hiperplanos (a) e  (b ) .  

i i )  fazendo-se a  in te r seção  do h iperp lano -3x1 + 4x2 + x3  = O 

com (a) e  (b) , obtemos dois  pares  de semi-retas .  

Considerando-se uma das semi - r e t a s  i n t e r s e -  



ção de -3x1 + 4x2 + x3  = O com ( a ) ,  uma das semi-retas  i n t e r s e  - 

ção de -3x1 + 4x2 + x3 = O com (b) e  a  i n t e r s e ç ã o  de (a) e  (b),  

temos) o cone A* perfei tamente carac ter izado.  I s t o  6 ,  teremos 

uma base para  c o n s t r u i r  A*. Chamemos de B e s t a  base.  

A i n t e r s e ç ã o  dos hiperplanos -3x1 + 4x2 ? x3= 

= O e  (a) é dada pe las  semi-retas  A(-7 , -8 , l l )  e  X(7,8,-11) com 

r, o ,  h 1 0,  ~ o r é m  a  pr imeira  delas  não s a t i s f a z  3x1 + 2x2 + x3  = 

logo não pertence a  A*. 

A i n t e r s e ç ã o  dos hiperplanos -3x1 + 4x2 + x3= 

= O e  (b) 6 dada pe las  semi- re tas  A(-1,-3,9) e  A(1,3,-9) com 

X - L 0 ,  mas a  segunda delas  não s a t i s f a z  2x1 + x2 + Zx3 2 O, 12 

go não per tence  a A*. 

Então, tomando-se A = 1 ,  temos que 

< 
Logo A* = , B  

Consideremos agora o  conjunto B =  de 
3 IR onde B1 = (7,8,-11)  e  B 2 =  ( -1 , -3 ,9 ) .  Temos que 

A ca rac te r i zação  de B*, efetuando-se os  mes - 

mos procedimentos que anter iormente,  nos levam a  achar  uma ba - 

s e  A para  B * ,  t a l  que,  



Logo B* = A < .  

Graficamente temos que : 



11.4. FACES EXTREMAS E CONJUNTOS M~NIMIs IE EXPANSÃO 

11.4.1.  - Propr iedades  R e l a t i v a s  a  uma. Face Extrema 

Def in i ção  6 :  Face Extrema de um CPC 

Sejam FH uma f a c e  de A*, X1 e  X2 v e t o r e s  de 

A* e  XH um v e t o r  qua lquer  de FH. 

Diz-se que FH é uma f ace  extrema de A* s e ,  

XH = X1 + X2 com p e l o  menos um :dos v e t o r e s  X1, X2 em FH. 

Lema 2 :  "Se um v e t o r  X e s t á  em uma f ace  FH de A* e  s e  X = X1 + 

+ . . . + Xm com Xi E A* ( 1  5 i 5 m) , e n t ã o  cada Xi e s t á  ou em 

F  ou em uma f a c e  l i m i t e  de FH1'. H 

Demons t r a c ã o  : 

+h 'h H, ou h E ( H ) ,  temos que AhX1 = A X 1  + . . . + A  X 1 = O  h 1 h m 

e  como p o r  h i p ó t e s e  Xi E A*, também temos que AhXi  5 O p a r a  

1 5 - i 5 - m. Logo temos que 

v h  j! H, A X! = O p a r a  i 5 i 5 m, o  que t o r n a  impli 'ci  h 1 - - 

t a  a af i rmação do Lema. 



Lema 3 :  "As faces  extremas de A* são precisamente a face F de 
@ 

dimensão d e a s  faces  de dimensões d + 1." 

Demonstração: De acordo com o Lema 1 v i s  to  em (11.2.2) e com 

a Definição 6 ,  vemos que nenhuma face de dimensão maior que 

d + 1, pode s e r  face  extrema. Então faces  extremas são  faces  

cujas  dimensões s ã o  d ou d + 1. 

Mostremos que F e que FH (41 = d + 1) são  
@ 

faces  extremas. 

i )  Escolhamos um ve to r  X E F t a l  que Q @ 

X@ 
= X1 + X2 com X1 e X2 em A*. 

I 

Como F não tem faces l i m i t e s ,  porque é a face de menor d i  
@ - 

mensão, temos pe lo  ~ e m a  2 que X1 e X2 e s t ã o  em F Logo, p g  . @ *  

l a  Definição 6 ,  vemos que F é m a  face extrema de A*.  4 

i i ) S e j a  FH uma face  qualquer de A* com 41 = d + 1 e s e j a  XH E 

- 
FH t a l  que XH = X1 + X2com e jf2 em A*. 

Suponhamos que n e m 1  e nemX2 estejam em 1 
- 

FH. Então, pe lo  Lema 2, X1 e E2 e s t ã o  em faces l i m i t e s  de FH , 
- 

ou s e j a ,  X e K2 pertencem a F Logo XH E F o que é absurdo 1 cp ' @ 
po i s  partimos da h ipó tese  de que XH E FH com dH = d + 1. Logo 
- 
Xl OU X2 - (pe lo  menos um deles)  e s t á  em FH, o que i n d i c a  ( p e l a  

Definiç" 6 )  que FH é uma face extrema de A*. 



A 

Teorema 5:"i) A* e a e n v o l t ó r i a  convexa de suas faces  extremas. 

i i )  A l é m  d i s so ,  s e  A* é a e n v o l t ó r i a  convexa de algum 

conjunto S de suas f a c e s ,  en tão  S deve i n c l u i r  todas as faces 

extremas de A*." 

Demonstração: i )  Es ta  p a r t e  é consequência d i r e t a  do Teorema 1 

e do Lema 3 .  

i i )  Se ja  S o conjunto das faces  de A* e usemos o 

termo face-S, p a r a  uma face de. A* que e s t á  em S. 

Se ja  FH uma face  extrema qualquer de A* e 

mostremos que FH é uma face-S. Para i s s o ,  escolhemos um ve to r  

XH de FHI en tão  

XH = t X * .. . + tm Xm onde Xi E face-S com i = 1,. . . ,m para  1 1  

Eliminando-se todos os ti = O e reenumerando, 

s e  necessá r io ,  podemos assumir s ó  os ti > O .  E n t ã o o s  ti Xi e s  - 

t a rão  na  mesma face que os Xi, logo os ti Xi pertencem face - 

S. 

Para provarmos que FH é uma face-S, necess i -  

tamos somente mostrar que alguns ti Xi e s t ão  em FH ( faces  d i s  - 
u 

t i n t a s  de A,* s ão  ' d i s  jun tas ) .  

Pelo Lema 3 ,  ou cada ti Xi e s t á  em F ou ca 
H - 

da ti Xi e s t á  numa face  l i m i t e  de FH. Logo: 

a) s e  FH = F então  F não tem face l imi te .  Logo cada ti Xi e s  
4 H - 

t a  em FH. 



b)  s e  FH tem dimensão d + 1 então sua Única face  l i m i t e  é F 
cp 

Logo cada ti Xi e s t á  em F ou cada ti Xi e s t á  em FH: 
cp 

C) s e  todos os ti Xi e s t ão  em F então FH= 
4 '  

d) s e  alguns dos t i X i  não pertencem a F 
cp ' 

então alguns ti Xi pertencem a FH. 

Tanto em (c) como em (d) temos alguns ti Xi 

em FH . 
Por (a) e  (b) temos que FH é uma face-S e  

como FH é uma f a c e  extrema qualquer de A * ,  então S contém t o  - 

das as faces  extremas de A*. 

O s  lemas 4 e  5 especi f icam.os  argumentos - u 

sados na demonstração do Teorema 2 .  

4 

Lema 4 :  "Sejam d > O e  = {B1 ,..., Bd, Bd+l} onde B1 ,... ,Bd e  

d 
uma base para F+ e  Bd+l = - C  Bi . Então F = E'. Qualquer con 

cp - 
i=l 

junto expansão para  F contém no mínimo d + I vetores  ." 
cp 

Demonstração : Primeiramente,  tentemos expressar  F como sendo - cp 
(BO)<, onde B0 é um conjunto de,  no máximo, d ve tores  de F . 

cp 
Ou s e j a ,  co locar  F = (BO)< onde (BOI< é um subconjunto cp 

do 

subespaço l i n e a r  gerado pelos  ve tores  de BO = {B1 ,.. . ,Bdl.  

O 
Para que F = (BO)<, é necessár io  que B s e  4 - 

j a  uma base para  F . porém e s t a  condição ainda não é s u f i c i e n  
cp - 

d 
t e ,  porque o ve to r  Bd+l = - 1 Bi per tence a  F e  e s t á  sendo 

i +l @ 
v i s t o  como uma combinação l i n e a r  f i n i t a  de ve tores  de BO, com 

todos os  c o e f i c i e n t e s  i g u a i s  a  - 1 ,  o  que impl ica  em que o ve - 

Bd+l  não per tence  ao conjunto (BO)<. En t re tan to ,  s e  tomar - 



mos o conjunto B = {B1 , - "Bd, Bd+l  > então F = (E)'. Provemos 
4 

então e s t a  afirmação: 

i) ci 2 O para i = 1 ,  ..., d 

(11.4.1.2) 

Por (11.4.1.1) e p o r  (11.4.1.2) temos que 

i i )  algum ci O 

Seja v = max'.{-cl ,..., -cd} e s e j a  vi = ci v. 

Note que v > O e v.. > O para  i = 1 ,..., d. 
1 = 

j X  E (E)' . Logo F4 C (E)< (1.1.4 .l. 3)  



d 
V X E  (E)' X= 1 vi B~ + V B ~ + ~ ,  com V > O  e vila# 

i=l 

Por (11.4.1.3) e (11.4.1.4) temos que F = (E)'. 
@ 

Lema 5 : "Seja B um conjun to  f i n i t o  de ve tg re s  de lEln t a l  -- que 

A* = B'. Então:  

i )  B contém p e l o  menos um v e t o r  de cada f a c e  FH de dimensão 

dH = d + 1 ;  

i i )  Se d > O e n t ã o  B contém um subconjunto  Bo t a l  que F = ( B ~ ) ' "  
4 

Demonstração : i )  tomemos o con jun to  S formado p e l a  f a c e  

F e p e l a s  f a c e s  FHls 
4 

de A*, onde cada f a c e  FHls contém um ve - 

t o r  de B.  

< 
Por h i p ó t e s e  g e r a l  temos que A* = B . Logo 

p e l a  p a r t e  ( i i )  do Te:orema 5 ,  vem que B contém, p e l o  meno-s , um 

v e t o r  de cada f a c e  FH de dimensão dH = d + 1. 

i i )  s e j a  o con jun to  B o  t a l  que B o C  B e Bo 

é formado p o r  todos os v e t o r e s  de B que e s t ã o  em F . Como po r  
4 

h i p ó t e s e  p a r o i a l  temos que d > 0 ,  e n t ã o  b a s t a  provarmos que 

B o  # 4 -  

Se d > 0 ,  e n t ã o  e x i s t e  um v e t o r  X # O em 



F t a l  que X = ul B1 +... 
@ 

+ um Bm, u.  > O, Bi E B ( i = l ,  ..., m). 
1 = 

Como F não tem f a c e s  l i m i t e s ,  o Lema 2 nos 
@ 

permi te  a f i rmar  que cada ui Bi p e r t e n c e  a F e que Bi E F s e  
@ @ 

Ui > O .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  s e  ui = O en t ão  Bi 4 F@,  p o r t a n t o  

Bi $ Bo.  Mas como o v e t o r  X # 0 ,  nem todos  os ui são  n u l o s ,  10 - 

go Bo f $ 9  

< 
Notemos que s e  X = O ,  X E (BO) . 

11.4.2.  - Escolha ~ h i m a  do Conjunto de Expansão 

Teorema 6 :  "Se A* # ( 0 )  en t ão  um conjun to  mínimo B t a l  que A*.= - 

= B', é obt ido  p e l a  e s c o l h a  a r b i t r á r i a  de um v e t o r  BH e m  cada 

face  FH de dimensão d + 1 de A*, aos q u a i s  s e  j u n t a  o con jun to  
- 
B t a l  que F = (B)' (para  o caso de d > O é como f o i  v i s t o  no 

@ 
Lema 4)  ". 

Demonstração: S e j a  B =  {BH) U E onde $ é um v e t o r  a r b i t r á r i o  de 

cada - f a c e  FH de dH = d + 1 e E é o conjun to  t a l  que F = (E)'. @ 

Vamos d i v i d i r  e s t a  demonstração em duas p a r  - 

t e s ,  sendo que na p r i m e i r a  provamos que B expande A* e na  s e  - 

gunda que B, como f o i  e s c o l h i d o ,  é mínimo. Então:  

i )  - Se d > 0 ,  e n t ã o  B contém que expande F e con jun tos  que 
@ 

a 

expandem cada f a c e  FH de dH = d + 1 (ou s e j a :  cada FH e '  
- 

expandida por  - B = B U { B ~  1 com BH E FH, como f e i t o  . no 

Teorema 2 ) .  Por o u t r o  l a d o ,  o Teorema 1 nos g a r a n t e  que 

B expande A*.  



- Se d  = 0 ,  en tão  cada face FH de d  H = d + 1 é uma semi-re - 

t a ,  que é expandida pelo ve to r  BH e  F = I O I e s t á  con t i -  
4 

da em B'. Sendo assim a  expansão também é garant ida  pe lo  

Te orema 1. 

i i )  Cada conjunto expansão para  A* contém no mínimo um ve to r  

de cada f a c e  FH de dH = d + 1 e s e  d > 0 ,  en tão  e s t e  con - 
junto deve con te r  também um conjunto de expansão pa ra  F  

4 
(Lema 5 ) .  Ainda o  conjunto expansão pa ra  F deve con te r ,no  

4 
mínimo, d  + 1 vetores  (Lema 4) , i s t o  é, o mesmo número de 

ve tores  que f o i  escolh ido  para  E. 

Observação: Se ja  v  o-número de faces  de A*, cu jas  dimensões são 

igua i s  a  d  + 1. 
a 

Se v  = d = 0 ,  então A* = ( O 1  t a l  que C03 e  

o  conjunto mínimo de expansão pa ra  A*. 

Definiçáo.  7 : Sejam C' e  C' dois cones po l i éd r i cos  convexos quais - 

quer  de Rn,  t a i s  que 



2 Chama-se Conjunto ~ n t e r s e q ã o  de c1 e  C , ao 

coneepo l i éd r i co  convexo, indicado por C1 n C', t a l  que 

De acordo com e s t a  de f in ição ,  podemos obser- 

var  que o conjunto i n t e r s e ç ã o  c1 n C' é o "maior" cone convexo 

contido em C1 e  C'. Logo o  símbolo "n " tem o  mesmo s i g n i f i c a d o  

que o  usado pa ra  d e f i n i r  in t e r seção  na Teoria dos Conjuntos. 

Definição 8 :  Sejam C1 e  C 2  dois cones po l i éd r i cos  convexos quais - - 

quer de IRn, t a i s  que 

Chama-se Conjunto União de C1 e  C2  ao : cone 

1 
po l i éd r i co  convexo, indicado por  C iJ C', t a l  que 



1 2 Observemos que o  con jun to  C C , como f o i  

d e f i n i d o ,  é wn CPC que e s t á  em algum cone convexo que contém 

1 2 1 C e  C , i s t o  é ,  C U C.' é o  "menor" cone convexo que contém 

1 C e  C 2 .  A s s i m  sendo podemos a i n d a  n o t a r  que o  símbo1o"U"' u sa  - 

do aqui  p a r a  união dos c o n e s ,  não tem o  mesmo s i g n i f i c a d o  que 

o  usado p a r a  d e f i n i r  un ião  de con jun tos  na Teo r i a  dos Conjuntos. 

E s t a s  d e f i n i ç õ e s  nos mostram que o  Sistema 

formado po r  todos os CPC de IR", forma um r e t i c u l a d o  c , levan-  

do-se em con ta  uma ordem p a r c i a l ,  a q u i  dada p e l a  r e l a ç ã o  de i n  - 

c lusão  ( C ) .  

O cone que c o n s i s t e  do ún ico  v e t o r  O é o  "me - 

nor  edemento de , enquanto que todo o  IRn" c o n s t i t u i  um cone 

que é o  "maior" cone de 6. . 
O s  subespaços  l i n e a r e s  L de IRn formam um i n  - 

t e r e s s a n t e  s u b - r e t i c u l a d o  de 6 . . - 

Afi rmat iva  1: é um r e t i c u l a d o  modular ,  i s t o  é ,  

p a r a  

todo L 2  de . 

2 Demonstração: Sejam L', L e  L 3  os subespaços l i n e a r e s  de IRn de - - 

f i n i d o s  p o r :  

L1 = {X E lRn/AX' = O}, I.,' = {X E E?/Bx' = O}, L3 = {X E B?/cx' = O}. 

Por h i p ó t e s e  temos que L1 C - L3, i s t o  é, 



VX E L ' >  X E L3. Logo podemos v e r  que 

Para provarmos a  igualdade de conjuntos  - da 

a f i r m a t i v a ,  b a s t a  provarmos en tão  que: 

i )  VX E [LIU (L2 , L3)7 .=> X = a X1 + 6 X2 com a > - 0 ,  6 2 0 ,  

2 e X2 E L , temos que 

X E (L1 U L2) (11.5.2) 

De X1 E e d e  (11.5.1) vem que E X i  = O .  Ainda p o r  

X = a X1 + $ X 2  temos C X '  = a C X i  + f3 CXS = 0 ,  O que impl i -  

ca  em C X i  = O .  Logo 



2 De (11.5.2)  e  (11.5.3) temos que X E C ( L ~  U L ) fl L ~ ] .  Logo: 

CLI" (L' ri ~ ~ 1 1  C u L') n ~~1 

i i )  \Lx E [(L1 u L 2 1 n  L3] __* X E ( L I C I  L2) e  X E L3 

1 2 De X E (L U L ) temos que X = a X1 + @ X 2  com a 1 0 ,  - 

1 
@ 2 O, X1 E L e  X2 E L 2 .  P o r t a n t o  A X i  = O e  B X i  = 0 .  

3  De X E L temos que C X 1 =  O .  A indasendo  o  v e t o r  X= a X 1  + @X2, 

temos C X '  = a C X i  + @ C X S  = O .  Então p o r  (11.5.1) vemos que 

2 3  De BXS = O e  C X i  = O temos que X 2  E (L # L ) ,  de A X i  = O 

1 vemque X1 E L e  sendo X = a X1 + B X2 c o m a ?  - O e  B 1 - O, e n  - 

t ã o  X E [L1 U (L2 n L3)7.  Logo 

Af i rmat iva  2 :  Para  n  2 (n = dimensão do espaço) não é um - - 

r e t i c u l a d o  modular. 

Demonstração : Provemos e s t a  a f i r m a t i v a  a t r a v é s  de um exemplo em - 
2 I R .  

1 2  3  Sejam C , C e  C cones p o l i 6 d r i c o s  convexos 

2 de IR , t a i s  que:  



Graficamente temos que : 



Lema 6 :  "A cor respondênc ia  C c-+ C* .é um automorfismo d u a l  (an- -- 
t i - au tomorf  ismo i n v o l u n t á r i o )  sob re  a , i s t o  é:  

Demonstração: Lembremo-nos que p a r a  C = {X E I R ~ / A X '  5 0 1  = A* - - 

com A um conjun to  f i n i t o  de v e t o r e s  de IRn, temos que:  

a )  s e  C = A* e n t ã o  C *  = A** = A', p e l o  Teo - 
rema 3 .  Por t an to  (A<)* = A* = C .  Logo C** = C ;  

dl  
2 ( -) ) *X E C' 3 X Y '  5 - O p a r a  Y E (C ) * .  Mas por h i p ó t e s e  t e  - 

1 2 1 mos que WY E (C )*-} Y E (C ) * .  Logo XY'  O, VY E (C )*=) 

1 ) X E C .  

~ n t ã 0 . c ~  C C 1 

1 ((=) M E (C ) *  => XY < - O, YX E C'. Mas p o r  h i p ó t e s e  temos 

2 q u e ~ x  E C i x E cl. L O ~ O  X Y '  5 - O ,  vx C' =) Y E ( c2 )  *.  

Então (c1)* C ( c 2 ) * .  



=)3 D = C *  E Q t a l  que C = D*.  

e)  para  provar e s t a  igualdade precisamos mos - 
1 t r a r  que: ( i )  ( C  ri c 2 ) * G  (c1)* (c2 )*  e 

( i i )  (c1)* ( c 2 ) *  (c1 C')*. 

1 2 i )  Seja  Y E (C' n C')* t a l  que Y & (C ) *  U (C ) *  e s e j a  o con- 

junto Ch = I ~ Y  2 - 0 ,  h > - O}. Vemos que 

1 2 
Logo [(C ) * U (C ) * I 0  é um conjunto convexo d i s j u n t o  de C h .  

(Estamos indicando por  ] O  o conjunto i n t e r i o r  de [ 1). 
Então aplicando-o-Teorema da Separação para  e s ses  conjuntos,  

temos que: 

e x i s t e  um v e t o r  de Rn,  Z f O, t a l  que,  

W E [(c1) * U (c2)*J0 , Z V '  5 - O e com maior r azão ,  por 

2 s e r  [(C') * (C ) *I0 um conjunto a b e r t o ,  temos que 



Z V '  O e  +W E C A ,  Z W '  2 O ,  i s t o  é Z Y '  > 0 .  
- 

Se ZV' < O en tão  Z E [(c1) * (c2) *I', O que implica C K f  S O - 

1 2 c o m K ~  [ ( c ~ ) * ~ ( c ~ ) * I  e  K = Y + W comY E (.C ) *  e  W . E  (C ) *  . 
Logo : 

1 2 
Então temos Y E ( ~ ' r )  C'): ZY '  > O e  que Z E ( C  C ) ,  O que 

é uma contradição.  Logo VY E (C' n C') * ,  temos Y E [(c1) *U (c2) *I. 

Então: 

(c1 () c21 * C (c1) * u (c2)*  

1 2 
i i )  Se ja  Y E (C ) * V  ( C  I *  = {Y/Y = Y1 + Y2, Y1 E (c1)* e  

2 
Y Z E  (C ) * I .  Por tanto :  

1 2 -VY E (C ) *  u ( C  )*3 Y= Y1 + Y2 com X Y i  < O ,  X E  C 1 e  

2 1 2 XY'  < O ,  X E C XY'  = X Y i  + X Y i  5 O pa ra  X E ( C  n C ) j  2 = 

1 2 =>Y E (C fl C ) * .  Logo temos 



Lema 7 :  "O automorfismo dua l  C ++ C *  sob re  , é uma ortocomple - 

mentação, i s t o  6 

Demonstração.: - 

i )  pro.vemos que C n C* = ( 0 1  

VX E (C . C*).=>X E C e X E C* com C* = I Y  E E ~ / X Y '  < O  - ,VX E C1 

LOFO X X '  5 - O p a r a  X E C, o que imp l i ca  em que X = O .  P o r t a n t o  

temos C n C *  = ( 0 ) .  

i i )  provemos que C u C* = R" 

Pe l a  p a r t e  ( a )  do Lema 2 temos C V C* = C** U C* e p e l a  p a r t e  

(b) do Lema 2 ,  C** U C* = ( C * n  C)*. Como C n C *  = ( 0 )  e n t ã o ,  

C u ' C *  = { O ) *  = I R n .  

O s  r e s u l t a d o s  aqui  apresen tados  podem ser 

resumidos num s ó  teorema, que damos a s e g u i r .  

Teorema 7 (D. Ga l e ) :  " O s  cones p o l i é d r i c o s  convexos de um es  - 

paço v e t o r i a l  n-dimensional  Eúc l id i ano ,  formam um r e  t i c u l a d o  a 
sob r e l a ç ã o  de i n c l u s ã o .  é ortocomplementado p e l o  autom0.r- 

f ismo dual  C ++ C*, mas não é modular p a r a  n - L - 2" .  



C A P f T U L O  I11 - - - - - - - -  - 

CONJUNTOS POLIÉDRICOS CONVEXOS - 

I I I .  1. INTRODUÇÃO 

Desenvolvemos nes te  c a p í t u l o  i n t e r e s s  antes  

resul tados  em re lação  a um conjunto p o l i é d r i c o  convexo, situa - 

do no espaço v e t o r i a l  r e a l  n-dimensional Rn. 

111.1.1. Caracter ização de um Conjunto Po l i éd r i co  Convexo 

Definição: um conjunto p o l i é d r i c o  convexo S, é a i n t e r s e ç ã o  - 

de m semi-espaços (fechados) AiX1 - bi (1  2 i 2 m) em pos - i 

ções a r b i t r á r i a s  em IRn. 

Mais concretamente, S é o conjunto so lução  

da sistema 

de m inequações l inea res  não homogêneas a n incógn i t a s .  



Podemos ainda escrever  S ,  como sendo o  con - 

junto 

S = { X  E IRn/~xl  5 - B I I = E X  E I R n / ~ l ~ t  - ~ b ~ ,  . . . ,AmXt ( b,} 

onde : 

n A = {A1, ... ,Am}~IR com Ai &:I.Rn para  i = 1, .. . ,m ou 

A = (a .  .) com a E IR para  i = I , .  . . ,m e  j= l . ,  . . . ,n, 
i J mxn i j 

sendo - Ai - (ail7 a i2 , .  . . ,ain) E IRn a  i-ésima l i n h a  da ma - 

m n  t r i z  A ;  B = ( b , . . ,  b )  EIR e  X = (xl ,..., xn) E I R  . 

Notamos que um conjunto S ,  assim de f in ido ,  

pode s e r  vazio.  

Observação: - 

i )  s e  S # $I então S  é convexo. De f a t o :  

sejam X1 e  X2 dois  ve tores  quaisquer  de S t a i s  que X1 j X 2  e  

s e j a  X E [0,1]. Então temos que 

-3 [ A X ~  + ( l - ~ ) ? ~ ]  E s ~=) s é convexo. 



i i )  se  B = O, ou s e j a ,  s e  o s is tema de inequações é 

homogêneo, en tão  S é um Cone Pol iédr ico  Convexo. Sendo assim 

S s a t i s f a z  toda a t e o r i a  de CPC do c a p í t u l o  T I .  P a r t i c u l a r  - 

mente, pe lo  Teorema 2 ( I I . 3 ) ,  -S pode s e r  expresso como a en - 

< 
v o l t ó r i a  cone convexa Q , de um conjunto f i n i t o  de ve to res  

de IRn , Q = {Q1. . . , \ I ,  onde 

Q < =  {x E R ~ / X  = VQ, V &IRq.e V )  - 01 = 

Mais concretamente temos que 

911 912 " q l n  

n com Q = ( q j ,  q )  E IR a j-ésima 
j 

l i n h a  da matr iz  Q para  j = 1 , .  . . ,q .  

i i i )  chamamos S de conjunto p o l i é d r i c o  convexo, p a  

r a  acentuar  o f a t o  de que S é a in te r seção  de um n k e r o  f i n i  - 

t o  de semi-espaços fechados. 

i v )  Daqui por d i a n t e ,  anotaremos conjunto p o l i é d r i -  

co convexo, por  CCPC, pa ra  s i m p l i f i c a r  a notação. 



111 .1 .2 .  Caracter ização do Cone Po l i éd r i co  Convexo C n + l  

s e j a  ~ l " + '  = {X = (X,t)/X E  IR^ e  t E IR) 

 ré-~ema 1: "O conjunto C = {X s IRn+ l /~x '  - B ' t  5 - 0 , t  2 - O) 

é um cone po. l iédrico convexo, s i t u a d o  no semi-espaço t 2 - O do 

lRn+l 1 1  

Demonstração: Se ja  o CCPC (S) def inido em (JII.1.1) e  considere - - 

mos ainda o semi-espaço t - O de IR"". Formemos então  o s i s t e -  

com m + 1 inequaçóes (< - 0) p a r a  X = ( X ,  t )  de IRn*l, ou s e j a :  

Logo os ve tores  X de IR que sa t i s fazem es  - 

t e  s i s tema formam um conjunto que é um cone p o l i é d r i c o  convexo 

n + l  s i t u a d o  no semi-espaço t - O do espaço lR . 



Observação : Indicaremos o  cone p o l i é d r i c o  - 

convexo cnC1 por  CPC (C n + l )  

111.2.  CORRESPONDÊNCIA ENTRE CCPC (S) E CPC (C n + l )  
- 

 ré-Lema 2 :  "S # c), - se  e  somente s e ,  cn+l  tem i n t e r s e ç ã o  

não vaz ia  com o  hiperplano t = 1 do R n+L1 

Demonstração : - 

=$) s e  S  # $ então  e x i s t e  algum v e t o r  Xo E S  t a l  que 

Cn + 1 
OU s e j a ,  i n t e r c e p t a  o  h iperp lano t = 1 do 

do I R n + l .  

c=) s e  tem in te r segáo  não vaz ia  com o  hiperplano t = 1 

do IRni1, en tão  e x i s t e  algum Xo = (Xo, 1) E t a l  que 

AXA - B 1 . l  < - O =) AX' < . B '  => Xo E S  -> S $. 
0 = 

 ré-Lema 3: "Se S1 = { X  E l R n / ~ x '  5 - B 1 )  e  S2 = I X  E IRn/Cx '<  - Dt)  

n + l  
t a l  que S1 C S2 ,  então C1 C C;*' para  



. Logo AXA - B ' t  < O , Demonstração: S e j a  Xo = (Xo, to )  E C1 o = 

t > 0 .  
0 = 

t X '  
- - B 1  ) 5 o*+) como 

O O o 

S1 C S 2 ,  temos que 

n + l  n + l  =>Xo E C;*'. Po r t an to  C1 C C 2  . 

ii) Se to = 0 ,  en tão :  

Escodhedo-se um v e t o r  f i x o  X1 E S I ,  temos 

que A X i  2 B ' . 
 aí para  um A E R qualquer  t a l  que A =; - O 

temos que (X1 + AXo) E S I ,  porque 

A(X1 + hxo) '<  -. A X i  + AAX' < B '  . +  5 5 B ' ,  onde § = AAXA e § (  0. o = - 

Como S I C  S2 e (X1 + AXo) E SI vem que 

(X1 AXo) E S2 p a r a  A 2 - 0 .  Ou s e j a :  



C X i  + X C X '  < D '  e  como 
0 = 

temos que 
n + l  n + l  

C X '  < O => K = (Xo,O) E C;+'. Portanto C1 C C 2  . o  = 

n + l -  = {X E ~ n + l / ~ ~ '  - ~ ' t  5 O ,  t 2 o } c c 2  -  ré-~ema 4 :  "Se 4 # C1 - - - 

= {X E IRn+'/cx' - D ' t  5 - O, t 2 - O}, ambos com in te r seção  não 

vaz ia  com o  h iperp lano t = 1, então  S1 C - S2 onde 

S1 = {X E I R ~ / A X '  - - < B') e  s2 = {X E nn/ C X '  5 D') ."  

~emons t ração  : - 

VX O E Sl-AX' C B ' 4  3 ( X o , l ) &  Ainda por  h i p ó t e s e ,  
0 = 

n + l  temos que C1 ç e  ambos tem in te r seção  não vaz ia  com 

o  hiperplano t = 1 do B l n + l .  Logo temos 

i 

(Xo,l)  E C ? ~ ~ + C X '  o  = D '  4 Xo E S 2 .  Portanto S1 C S2 .  

= {X E I R ~ + ' - / A X '  - ~ ' t  5 o,  t , 01 = s e  e  somente s e ,  C1 - - 

n + l  n+l  = {x & I R  / CX' - D ' t  5 O, t 2 O } . "  = C 2  - - 



Demonstração : 

=>)se S1 = S2 então S1 C - S2 e S2 L SI. Ainda, pe lo  - 

n + l  Lema 3 ,  temos que C1 C C 2  n+ l  e cY1 C c y l  . Logo - 

n+ 1 <- ) s e  C1 = C 2  então c1 C e C - C;*'. Ain- 
n + l  

da,  pelo  ré-~ema 4 ,  temos que S I C  S2 e S2 SI.  Por - 

t an to  S1 = S2.  

Lema 1: "A correspondência que assoc ia  os conjuntos 

{X E I R n / ~ x '  5 v B'} e { X  E IR~"/AX' - B ' t  5 - O ,  t 1 - O} é uma cor- 

respondência biunívoca e preserva  a inclusão e n t r e  os CCPC (S) 

não vazios de IRn e os CPC (C 
n + l  n+l) no semi-espaço t > - O do IR , 

n + l  , I  que têm in te r seção  não vaz ia  com o hiperplano t = 1 de IR . 

Demonstração,:> b a s t a  juntar-mos as  demonstrações dos  ré-Lemas - 

Observa-ção : a correspondência des te  Lema pode' s e r  e s c r i t a  como 

n + l  = C s --p- C n+l (S) 

cncl -t s = S (C n + l )  . e  note que 



I l u s t r a ç ã o :  -Vejamos um exemplo de como c a r a c t e r i z a r  um - CPC 

a 

e :  S é o conjunto solução do s i s t ema  1 

e  S2  é O conjunto solução do s i s tema 

Então C;" = {X E R ~ / ~ x '  - B t t  t z  - O} C G+l = { X E  R ~ / C X '  - 

- ~ l t < O ,  t ,  O } ,  sendo - - 



Na f i g u r a  1 podemos ver  claramente que S1CS2, 

onde: 

(hachurado vert icalmente)  

(hachurado horizontalmente) .  

E na Figura 2 temos C1 n+ l  C sendo 

C;+' o  CPC com v é r t i c e  (0 ,O ,O) dado pe los  r a i o s  s , s l ,  r 3 ,  r4 e  

o  CPC com v é r t i c e  '(0 ,O ,O) dados pelos  r a i o s  rl , r2 , r 5  e C2  



F I G U R A  - I 





1 1 1 . 3 .  RESOLUCÃO DE CCPC 

Teorema 1: "Um conjunto p o l i é d r i c o  convexo não vazio - 

S = {X E IRn /~x '  L - B 1 l  pode s e r  expresso como a  soma 

de um - Poliedro Convexo Limitado pA = { X  E IRn/X= UP, U 2 - O , 

f ui = 11 ,  onde P  = (pih)pxn para  (pih) E IR, Pi= (pi l , . . . ,p in)  
i= 1 

E 1R" é a  i-ésima l i n h a  da matr iz  P  e  U = (ul ,  ... u  ) E IRP e  um 
P  

< 
Cone ~ o l l é d r i c o  Convexo Q = {X E lRn/x = VQ, V L O}, -- - on de 

ésima l i n h a  da matr iz  Q e V = (vl ,  . . . ,V ) E IRq. A l é m  d isso  
9  

Q< = {X E I R ~ / A X '  5 - O}. Inversamente, qualquer conjunto não va - 

L z i o  da forma P + Q <  é um conjunto p o l i é d r i c o  convexo". 

Demonstração: - a)  s e j a  o  CCPC (S) ,  i s t o  é, S = { X  ~ n í "  / 

AX' 5 B' )  não vaz io ,  s i tuado  emlRn. Pelo Lema 1 obtemos. um 

CPC (C n + l )  n + l  , ou s e j a  C (s) = {X E I R ~ + ' / A X '  - ~ ' t  5 - O ,  t 2 - 01 

s i t u a d o  no semi-espafo t > - O de IRn", o  qual  tem i n t e r s e g ã o  

n+-l não vaz ia  com o  h iperp lano t = 1 de IR . 



Pelo Corolário do Teorema 2 v i s t o  em (II.3), 

temos garant ida  a e x i s t ê n c i a  de um conjunto f i n i t o  de ve tores  

de IRn", que expande o cone C n + l  (S) . Sendo que e s t e  conjunto 

é formado por  ve tores  do t i p o :  

Em ( i )  como ti > O e por C n*l (s) s e r  um 

cone, a componente t pode . s e r  normalizada de modo que ti = 1. i 

E m  ( i i )  a Última componente 'é sempre nu la ,  

não podendo s e r  negat iva  porque o cone C (s) e s t á  no semi- 

espaqo t 2 - 0 de Ainda, o f a t o  de que C (S) i n t e r c e p t a  

o h iperp lano t = 1 de R"*', nos garante  sempre que p > O e s e  

q = O definimos (Q1,O) = (0,O). Logo C n+l (S) c o n s i s t e  de to  - 

dos os ve tores  X = (X, t )  de IR t a i s  que: 

com u-  > 0 ,  f u = l e v .  > O p a r a i = l ,  ..., p e  j = l ,  ..., q .  
1 = i=l i J = 

- 
Ou s e j a  C"*' (S) c o n s i s t e  de todos os ve tores  X = (X, t )  de 

Rn+ 1 t a i s  que: 



Como S. = { X  E f (x, 1) E c n + l l ,  temos que S 

6 o conjunto de ve tores  da forma 

com f U -  = 1 ,  u . ' > O ,  v .  > O p a r a i  = 1 ,..., p e  j  = 1 ,.., q.  
1- 1 - i=l J - =  

Por tanto  C (S) c o n s i s t e  de todos os ve to  - 

' r e s  X = (X, t )  de IR t a i s  que x E S .  

A Logo S  = P + Q <  

b )  s e j a  um conjunto não vazio da forma 

pA + Q < =  I X E I R ~ / X = U P + V Q ,  u > o , !  - u i = l e v > 0 1 . ( 0 f a  - - 
i=l 

t o  des te  conjunto s e r  d i f e r e n t e  do vazio implica em p  > O ) .  Mos - 

tremos que esse  conjunto é um C C P C .  

Para i s s o  então ,  construamos no IR n+ 1 
O 

CPC D cons is t indo de todos os ve tores  da forma 

Vemos claramente que 

com D nil s i tuado  no semi-espaço t > - O e  in terceptando o  h i p e r -  



plano  t = 1 d e R  n + l  (porque p > O). Logo p e l o  Lema 1 ,  temos que :  

s ( ~ ~ + l )  = {x E wn/ ( x ,  i )  E D ~ + ~ I  

A é um CC.PC, ou s e j a ,  P  + Q< = S (D"*') é un CCPC. 

c )  r e ç  t a  mostrarmos que ,  s e  S = (X E IRn/ 

A AX'  < - B ' )  = P + Q <  en t ão  Q' = {X E I R ~ / A X '  < - O}.  

O cone D cons t r u í d o  n a  p a r t e  (b) tem a  

p ropr iedade  

n + l  P o r t a n t o  S = S (D ) 

P e l o  Lema 1 ,  S é t a l  que D n + l  - p+l - (S 1 

(po i s  a  cor respondênc ia  é biun ívoca)  . P o r t a n t o  

AX' 5 - O). 

Observemos que o problema fundamental é que 

o  cone D n+l ob t ido  de {X E Rn/Ax' 5 - B '  1 é o mesmo o b t i d o  de 

pA + Q', p e l o  ~ e m a ' i .  



1 1 1 .4  . cONSIDERAÇÕES SOBRE VETORES -EXTREMOS DE UM CCPC 

Como v i s t o  em ( I 1  . l )  um v e t o r  X é extremo a  

um conjunto  convexo S s.e, X pe r t ence  a  S e  X não pode s e r  ex  - 

pres so  como combinação convexa de o u t r o s  do is  v e t o r e s  d i s t i n  - 

t o s  X1 e  X 2  de S. Pa r t i cu l a rmen te  temos que:  

Lema 2 : "Seja  S = {X E l R n / ~ ~ '  5 B '  1 um CCPC não v a z i o ,  onde a  

ma t r i z  A tem p o s t o  n .  Então X é um v e t o r  extremo de S , s e ,  e  

somente s e ,  (X , l )  es tá  em uma a r e s t a  de C n + l  - - p+1 1 s )  t t .  

Demonstração: s e  a  m a t r i z  A tem p o s t o  n ,  en tão  a  m a t r i z  - 

tem pos to  (n + 1 ) .  P o r t a n t o ,  p e l o  v i s  t o  no c a p s t u l o  1 1 ,  o  CPC 

tem F = {O}, ou s e j a , ,  o  CPC (cn") poss;i v é r t i c e .  
4 



Temos a inda ,  pe lo  Lema 1 ,  que: 

S = {X E n n / ( x , l )  E 

Mostremos então que: 

i )  s e  (X,1) e s t á  em uma a r e s t a  (semi - r e t a  

ou r a i o )  de C n + l  - - Cn+l  ( S ) ,  então X é um vetor  extremo de S. 

Suponhamos qUe X não é um vetar extremo de 

1 S. Então, para X1 e X 2  em S t a i s  que X1 # X2, temos X = - (X1+ 
2- 

+ X 2 )  Assim temos que 

1 1 n + l  com - (X1, 1)  e - (X2 , I )  em C . 
2 2 

Temos então  que: (X, 1) es t ã  em uma a r e s t a  

1 1 de C"'' e que os ve tores  - (X1 , I )  e - (X2 '1) de C não sendo 
2 2 

. nulos ,  não pertencem a face F = { O )  (Única face  l i m i t e  de FH). 
@ 

1 1 Ainda, sendo - ( X l )  # - (X2, 1) com a Última componente i g u a l ,  
2 2 

e s t e s  ve tores  não podem e s t a r  ambos, na mesma a r e s t a  FH. Lõgo 

temos uma contradição ao Lema 2 (11.4.1)-. Portanto X é um ve - 

t o r  extremo de S. 

i i )  s e  X é um ve to r  extremo de S ,  então 

(X,1) e s t á  em uma a r e s t a  de C n + l  = C n + l  (SI 



Suponhamos que (X,l)  não pertence a  uma a res  - 

t a  de cn+'. Então, pe lo  ~ e m a '  1 ( 1 1  2 . 2 ,  temos que 

Cn+l  para (X.1) E FH de dH > d + 1 ,  com (Xl,t l)  e  (X2, t2)  em 

mas, que não es t ão  na mesma face em que e s t á  o  ve to r  (X, 1 ) .  

1 Se t2  5 t l  então t2 2 - (notemos que + 
2 

t2 = 1 ) .  Assim, a  igualdade (111.4.2) f i c a :  





t e s e  de que X 6 um ve-tor extremo de S. 

n + l  Logo (X,l)  per tence  a  uma a r e s t a  de C . 

Corolár io 1: "Seja S = I X  E I R n / ~ x t  B1} um CCPC não vaziro e  - - 

n = posto da matr iz  A. Então S tem uma base mínima IP1,. . . ,P , 
P 

a d 

Ql, ... ,Q } que e  unica (a  menos de múlt iplos  pos i t ivos  dos Q . ) .  
9  J 

A l é m  d i s s o  {P1,.. . ,P 1 é o conjunto de vetores  extremos de S". 
P 

Demonstração: - Observa-se da demonstração do Teorema 1 que uma 

base (mínima) de S ,  provém de um conjunto (mínimo) que expande 

o cone C n + l  
(SI 

Como n = ponto da matr iz  A, segue ( t a l  a  

prova do Lema 2) que o cone C (S) tem d = O ( i s t o  é ,  tem v& - 

t i c e )  . A l é m  d i s s o ,  como C 
n + l  (S) tem in te r seção  não vaz ia  com 

o hiperplano t = 1 de IR  ré-~ema 2) , e l e  não cons i s t e  ape- 

nas ;do v e t o r  nulo (0,O) de IR n+l . Pelo Teorema 6 ( 1 1 4 . 2 )  o  

cone C (S) tem um conjunto que o expande, mínimo e Único (a 

menos de múlt iplos  p o s i t i v o s )  que e s t á  cont ido em qualquer ou - 
t r o  conjunto que. o  expande. Es te  conjunto é ob t ido ,  escolhendo - 

-se um ve to r  (P i , t i )  com ti > O em cada a r e s t a  de C 
n+ 1 

(SI que 

não e s t e j a  no hiperplano t = O e  um v e t o r  (Q ,O) em cada a r e s  
j  - 

t a  de C (S) que e s t e j a  no hiperplano t = : O .  Normalizando, de 

modo que ti = 1, então temos que 

{ P l , - - *  ,Pp, Q l , * * - , Q q }  

é uma base mínima e Única de S e  o conjwito {P1, ... ,Pp}, pe lo  



Lema 2,  é o conjunto de vetores  extremos de S. 

Corolário 2 :  "Seja um conjunto po l i éd r i co  convexo não vaz io  S= 

{X E lRn/Ax' <. B 1  1. S  é l imi tado s e ,  e  somente s e ,  Q < =  { X  E IRn/ 

AX'  L - O) = '  (01. Neste caso S  é um pol iedro  convexo l imi tado  e  

é a  e n v o l t ó r i a  convexa de s e u  conjunto f i n i t o  de ve tores  ex - 

tremos. A l é m  d i s s o ,  qualquer  conjunto de vetores  do qual S é a  

envol tór ia  convexa, deve i n c l u i r  todos os vetores  extremos de . 
S" . 
Demonstração : Se ja  S  = { X  E ~R"/Ax' < B ' 1 um CCPC não vaz io .  Pe 
7 

- - - 
A 10 Teorema 1 ,  temos que S  = P + Q'. Mostremos então que: 

i )  s e  S  é l imi tado então iQ<= {X E IRn/Ax' < - 0 1  = {O) 

Suponhamos que e x i s t e  um ve to r  Xo # O t a l  

que Xo E Q'. Então, S  contém a  semi- re ta  {X E JRn/x = X1 + AXo, 

X > 0 1  onde X1 é um v e t o r  f i x o  de S. Por tanto  S é i l i m i t a d o .  

i i )  s e  Q <  = { X  E B ~ / A X '  < - 0 1 = {O 1 então S é l imi tado.  

Se Q< = {O} então S  = p A ,  i s t o  é, S é um 

pol iedro convexo l imi tado.  A l é m  d i s s o ,  pe lo  Corolário 1 do Le - 

ma 2 ,  podemos tomar P como sendo o  conjunto dos ve tores  e x t r e -  

mos de S. Por tanto ,  pe la  def in ição  de po l i ed ro  gerado por  um 

número f i n i t o  de ve tores  (11.1) , temos que P  é a  envo l tó r i a  con 

vexa dos ve tores  extremos de S. Logo, S é a  envo l tó r i a  convexa 

de seu  conjunto f i n i t o  de vetores  extremos. 

A l é m  d i s so ,  s e  T é um conjunto de ve tores  ta l  

A que S  = P é a  envo l tó r i a  convexa de T ,  então T 6 uma base  para 



S. Logo, p e l o   orol lá rio 1 do Lema 2 ,  T deve i n c l u i r  todos  os ve - 

t o r e s  extremos de S ,  ou s e j a ,  T 3 P. 

I I I .  5 ,i . SEPARAÇÃO DE CCPC 

Daremos a q u i ,  a lguns  conce i to s  que nos permi - 

tem s e p a r a r  do i s  conjuntos  p o l i é d r i c o s  convexos d i s  j untos  p o r  

um h ipe  rp l ano  . 

Lema 3 :  "Um dado ve t o r  Xo de IRn, ou pe r t ence  a um dado 
v- 

CPC 

Q< = {X/X = VQ, V 2 - 01 ou ,  e x i s t e  um h ipe rp l ano  deIRn, YX'  = O 

< 
que sepa ra  Xo de Q , no  s e n t i d o  de que Xo e s t á  s i t u a d o  no semi- 

espaço a b e r t o  YX'  > O mas Q< e s t á  no semi-espaço fechado YX'<O1'. - 

Demonstração: p e l o  Teorema. 3 (Farkas)  de (11.3) temos que 

. Q < = { x E I ~ ~ / x  = VQ, V 2 - O}={X E R " / Y X '  - - < O , ~ Y  E Q*1=Q** 

sendo Q* = { X  E Rn/yx'  5 - O, #Y E Q}. A s s i m  temos que Xo Z Q< 

s e ,  e somente s e , 3 Y  E Q*/YX;) > O .  ~ l é m  d i s s o  p a r a  e s s e  Y E Q*, 

temos que 

YX'  5 0 ,  - -k X E Q< = Q** 

Teorema 2 :  "Sejam dados um p o l i e d r o  convexo l i m i t a d o  P' = {X E 

IRn/ X = UP, U 2 - 0 ,  7 ui = 1) e um cone p o l i é d r i c o  convexo 
i=l 



A Q< = {X E IRn/x = YQ, V - - s O } . .  Então,  ou P e  Q< s e  in terceptam 

A ou, e x i s t e  uni hiperplano YX'  = O que separa  P e  Q', no s e n t i  - 

A do de que, P e s t á  s i t u a d o  no .semi-espaço aber to  Y X '  > O mas 

Q< no semi-espaço fechado Y X '  5 - 0". 

~emons  t ração:  Observemos que a s  duas a l t e r n a t i v a s  do enuncia- 

do des te  teorema são  mutuamente exclus ivas .  

S e j a P  = { p l ,  ..., P 1, s e  p = 1 então  e s t e  
P 

teorema s e  reduz ao Lema 3 .  Suponhamos então que p > 1 e que 

P* fl Q' = cj ( i s t o  é,  que a  pr imeira  a l t e r n a t i v a  não 6 vál ida) .  

Mostremos que a  segunda a l t e r n a t i v a  é vá l ida .  

Em primeiro lugar  mostremos que: 

Este f a t o  realmente ocor re ,  porque senão 

teríamos : 

do-se 



obtemos que 

A < j = 1 ,..., q  o  que impl ica  em P  (7 Q # @. E. i s t o  c o n t r a d i z  à 

A '  < nossa  supos i ção  de que P fl Q = @. Logo (111.5.1) rea lmente  

o c o r r e .  

Pelo  Eema 3 ,  temos que: 

pa ra  cada 1 5 i 5 p  e x i s t e  um v e t o r  Yi t a l  que - - 

P o r t a n t o  

Y.P! ' > . O ,  Y.P1 > O q k  # i e  . Y . X 1  < O VX E Q' 
1 1  1 k =  1 = 

( p o i s  

< 
Q< 

e s t á  c o n t i d o  no cone I-P1,. . . ,-Pi-l- Pi+l ,  , -pp ,  Q1, ,Qq} )- 

Logo, s e  definimos o  v e t o r  Y = f Yi, e n  - 
i=l 



tão : 

Ou s e j a ,  e x i s t e  um hiperplano Y X '  = O t a l  que pA e s t á  s i t u a d o  

no semi-espaço aber to  Y X '  > O e  Q< no semi-espaço fechado 

Y X '  - L O .  



ESTUDO DOS ALGORIlM3S DE DANTZIG-WOLE E 

DE BENDERS. DO PmTO DE VISTA DA TEORIA 

DE CONJUNTOS E COES POLIÉDRICOS CONVEXOS 

É de nosso in texesse  nes te  c a p í t u l o ,  mos - 

t r a r  apenas , algumas apl icações dos conceitos de Cones e Con - 

juntos po l i éd r i cos  convexos em determinados métodos de resolu-  

ção para problemas de programação l i n e a r .  

Par t icu larmente ,  trabalharemos com o Algo 

ri tmo de P a r t i ç ã o  de Benders p a r a  problema de programação li - 
near  de va r i áve l  mista  (ver r e f e r ê n c i a  1 4 w 5 - 7  I e com o Algor i t  - 

mo de Decomposição de Dantzig - Wolfe 1 4 " ' 1  para  problema. de 

programação l i n e a r  general izado . 

I V  . 2 . CONSIDERAÇOES SOBRE O ALGORI TMO DE PARTIW DE BENDERS 

Seja  o problema de programação l i n e a r  mis- 

t a :  



Minimizar CX'  + FY' 

s u j e i t o  a :  AX' + DY'  - B '  

X > o - - e i n t e i r o  

Y 1 . 0  - , onde 

A = (aih)nxp com i = 1 ,..., n e h = 1 ,..., p ,  

com j = 1 ,..., n e  i = 1 ,..., m. 

Chamemos e s t e  problema de problema I .  
- 

Tomemos X = X ,  onde X 2 - O e suas componentes 

s ã o  números r e a i s  i n t e i r o s .  Então o problema I f i c a :  

Minimizar CX1 + FY' 

s u j e i t o  a :  + DY1 - - > B T  

gramação l i n e a r  (PPL) . 



Como CT' é -  uma cons tante ,  então temos o  s e  - 
guinte  PPL: 

Minimi zar  - FY' 

s u j e i t o  a :  DY' 2 - B '  - AX' 

Y '  2 - 0 , que chamamos de problema 11. 

Se o  problema I1 admit i r  Y como so lução ,  en - 
- - 

t ã o  (X,Y) s e r á  uma solução v iáve l  pa ra  o  problema I .  

Tomemos agora,  o dual do problema 11 ,  i s t o  
4 

e ,  s e j a  o  PPL: 

Maximizar (B - XA' )  U '  

s u j e i t o  a i  D ' U '  5 - F '  

n  U 2 0  - , onde U =  (U un) EIR , O 

qual  chamamos de problema 111. 

Chamemos de U ao conjunto formado pe las  

r e s t r i ç õ e s  do problema 111, i s t o  é: 

U = (U E IFn/ D ' U '  5 F ' ,  U 2 0 )  - - 

que é um con jun to - -po l i éd r i co  convexo, como v i s t o  em (111 . l )  . 

Como U f o i  de f in ido  pa ra  U 2 - 0 ,  i s t o  impli-  



ca na e x i s t ê n c i a  de ,  pe lo  menos, um ve to r  extremo (ou v é r t i c e )  

em U. Ou- s e j a ,  U f $I. 

Como U f $I, podemos e s c r e v e r ,  pe lo  Teorema 1 

( I I I . 3 ) ,  que: 

onde P* = {X E IRn/x = f wipi, Cwi = 1 e w .  > O 
1 = 

para  
i=l 

i = 1,. . . ,p)  6 um po l i ed ro  conue-xo l imi tado com 

P = (p. 1 ih pxn ' i = 1 , .  p  e  h = 1 ,... ,n  . 

Pi E JRn é a  i-ésima l i n h a  da matr iz  P  

W = ( w ,  w )  &IRp, 
P  

e  

um cone p o l i é d r i c o  convexo com 

- Q = (qjkIqxn , j - 1 ,... ,q  e k  = 1 ,... 'n 

E IRn é a  j-ésima l i n h a  da matr iz  Q 



Por tanto ,  para  todo U ve to r  de U, temos: 

LI = f wi Pi + v j  Q j  com f wi = 1 ,  w -  > 0 
1 = 

para 
i=l j=1  i=l 

i = 1 , .  p  e  v j  2 O para  j  = 1 ,... , q .  Ou a inda ,  podemos d i  - 

zer  que: o  CCPC (11) é a  soma da e n v o l t ó r i a  convexa do conjun- 

t o  de seus v é r t i c e s  Pi, com o  cone po l i éd r i co  convexo, forma- 

do pelas  combinações l i n e a r e s  f i n i t a s  não negat ivas  de seus 

r a i o s  extremos Q 
j 

Pelo  c o r o l á r i o  2 (111.3) temos também que:, 

s e u  é l i m i t a d o  então Q< = 0 Por tanto  U = P*, i s t o  6 ,  U é 

a envo l tó r i a  convexa de s e u  conjunto f i n i t o  de ve to res  e x t r e -  

mos P i .  (Nesse caso não há r a i o s  extremos) . 

Podemos esquematizar o  resul tado  do seguin- 

t e  modo: 



Nota: os U E U independem de X. 

Façamos a  s e g u i r ,  alguns comentârios em re -  

lação  aos problemas I ,  I1 e 111. 

a) Se ,  no problema 111 U = @ ,  i s t o é ,  I11 

não admitzr só-ibução v i á v e l ,  então (pelo Teorema da Dualidade) 

os problemas I1 e I ou se rão  i l imi tados  ou não admit i rão s o l u  - 
a 

õe s -\i-+ii.âve i s . 
b)  Se o problema I11 admi t i r  solução l i m i t a  - 

da, en tão  ao menos uma s e r á  um v é r t i c e  P de U.  i 

c) Se o problema 111, admit i r  para  um c e r t o  

X = X, solução i l i m i t a d a  i s t o  é ,  s e  e x i s t i r  pe lo  menos um raio 

ve to r  Q .  t a l  que 
7 .  

então o conjunto solução do problema I 1  s e r á  vazio (ou a inda ,  

o  problema I1 não admit i rá  solugão viável)  para,X = X, OU 

a inda ,  o  problema I não admi t i r á  X como solução v iáve l .  Esta-  

mos in teressados  nos ve tores  X t a i s  que 

(B - XA')  Q; 2 0 pa ra  j  = l , * - = , q  

pois  caso e s t e s  X sejam também não negativos e  i n t e i r o s ,  s e  - 

rão também soluções v iáveis  p a r a  o problema I .  



Observ'ação: verificamos e s t e  comentário com -- 

a  ajuda da seguin te  f i g u r a :  

(B - XA' )  Q'. 6 o produto e s c a l a r  dos dois 
J 

ve tores  que nos fornecem o  s i n a l  do cos a .  Lembremos q  Ue 

( B  - XA')  6 o g rad ien te  da função ob je t ivo .  Logo, enquanto os 

dois vetores  6izerem um ângulo menor que 909, a  função o b j e t i  - 

vo não s e r á  l i m i t a d a - p e l a  r e s , t r i ç ã o  cujo r a i o  ve to r  é Q 
j - '  

Se ja  11 f @ ,  então  o  problema 111 pode s e r  

trãns'formado no s e g u i n t e  p  rob'lema: 

Maximizar (B - X A ' )  P i  para  i = 1 , .  . . ,p 

s u j e i t o  a :  (B - X A ' )  Q; 5 O p a r a  j  = 1 ,  . . . , q  

X 2 - O e  i n t e i r o  

. . 
Podemos também reescrever  o  .problema I ,  co 

mo sendo o  segu in te  problema: 



Minimizar '{CX' + mínimo FY') 

Y 

s u j e i t o  a: DY' 2 B '  - AX' - 

X L O e  i n t e i r o  - 

Quando houver so lução  l i m i t a d a  p a r a  o  p rob le  

m a  111, sabemos que:  

~ í n i m o  FY ' = Máximo (B - XA' ) P i  

1 
l ogo ,  o  problema I pode s e r  colocado sob o u t r a .  forma: 

Minimizar { C X '  + ~ á x i m o  (B - X ~ f ) p ; }  

i = l , .  . . , p  

s u j e i t o  a :  (B - XA') Q; 2 O ,  j = 1 , .  . . , q  

X 2 - O e  i n t e i r o  

Tomemos z = C X '  + ~ á x i m o  (B - XA') Pi: 

i = l , .  . . , p  

Logo, temos que 

z 2 - C X '  + (B - XA1)Pi , i = 1 ,..., p ,  

P o r t a n t o  p a r a  o  problema I pode s e r  e s c r i t o  sob a  s e g u i n t e  f o r  - .  

ma: 



Minimi zar  . . z 

s u j e i t o  a :  z 2 - C X '  + (B - XA1)PI , i = I , - * *  ,P 

(IV. 2.1) 

(B - X A ' g Q !  < O , j = 1 ,  ... ,q (IV. 2.2).  
J = 

X 2 - 0 e i n t e i r o  

que chamamos de problema IV. Es te  problema é um PPL mista  on - 

de somente z é cont ínua.  

Se resolvermos o problema IV e encontrarmos 

uma solução X * ,  levaremos e s t a  solução p a r a  o problema I1 e 

encontraremos Y*.  O p a r  (X* ,Y*) s e r á  a solução do problema I. 

, A i d é i a  desenvolvida nes te  método 6 a de en - 

c o n t r a r  uma s o l u ~ á o  p a r a  o problema I V  s e m  t r a b a l h a r  com t o  - 

das as  r e s t r i ç õ e s ,  i s t o  é,  em cada i t e r a ç ã o  adiciona-se uma 

r e s t r i ç ã o  do t i p o  (IV. 2 . l )  ou (IV. 2.2) ao problema I V .  Então 

e s t e  novo problema dará uma cota  i n f e r i o r  ;:para o problema I 

e.uma super io r  para  o problema 111. 

Encontramos frequentemente problemas de pro  - 

gramação l i n e a r  com um n h e r o  muito grande t a n t o  de va r i áve i s  

como de r e s t r i ç õ e s .  E, um caminho pa ra  l i d a r  com e s t a  d i f i c u l  - 

dade é apresentado p e l o  Algoritmo de Decomposição de Dantzig- 



Wolfe. 

A i d é i a  b á s i c a ,  n e s t e  algoritmo, cons i s t e  em 

s e  t ransformar o  problema o r i g i n a l  num problema equivalente  

denominando Problema Mestre, com menos r e s t r i ç õ e s  e  mais - va - 

r i â v e i s  do que o  problema o r i g i n a l .  ~ l é m  d i s so  resolve-se o  

Problema Mestre, sem c a l c u l a r  todas as  suas colunas ,  mas sim 

gerando-as, quando o  ~ é t o d o  Simplex n e c e s s i t á - l a s .  

Consideremos então o  seguin te  problema de 

programação l i n e a r  (PPL) : 

Minimi zar  z = C X '  

su jek to  a :  AX1 = B 1  

X 2 0  - 

Onde : 

n 
C = (c1, ..., C,) & I R  

A = (a; .) 
i J mxn 

Chamemos o  conjunto das r e s t r i ç õ e s  do p ro  - 
blema (IV. 3.1) de S ,  i s t o  é: 

S = {X E I R ~ / A X '  = B '  , X 2 0 1  , que é um conjunto p g  - 



l i é d r i c o  convexo, como v i s  t o  em (111.1) . Ou s e j a ,  mais concre  - 

tamente S é o  conjun to  so lução  do s i s t e m a  de m equações l i n e a  - 

r e s  não homogên.eas a  n  i n c ó g n i t a s ,  

Podemos e s c r e v e r  e s t e  s i s t e m a  da s e g u i n t e  ma - 

n e i r a :  

onde - 
Al = (aijImlxn , A2 - ( a i  j ) m Z ~ n 9  Bl = (b l ,  ... 'bml) ' 

- B2 - (bm + l , - , b  1 e m = ml + m Z .  P o r t a n t o ,  p a s s a  - 
1 m2 

mos a t e r  do i s  siabconjuntos de r e s t r i ç õ e s ,  que s ã o :  

 aí e n t ã o  podemos e s c r e v e r  o  problema (IV.3.1) na  s e g u i n t e  fo r  

ma: 



Minimizar z = C X '  

s u j e i t o  a :  AIX1  = B i  

A2X1 = BS 

X 2 0  - 

Se o  con jun ta  p o l i é d r i c o  convexo S2 6 d i f e -  

r e n t e  do v a z i o ,  en t ão  p e l o  Teorema 1 ( 1 1 1 . 3 )  temos que :  

< onde pA é um p o l i e d r o  convexo l imi t ado  e  Q um cone p o l i é d r i -  

co  convexo. Ou a inda :  

pA = {X E R ~ / X  = f ui Pi ,  f ui = 1, u.  1 = > O}, onde P.=(pil 1 ,.:., 
i=l i=l 

pin) E IR? s ã o  OS v é r t i c e s  (ve to re s  extremos) de S2 ; 

Q< = I X  E I R ~ / X  = f n  
j=l  v j  Q j ,  V .  > O}, onde Q = ( q j l , . = .  , q j n ) ~  iR J = j  

s ã o  os r a i o s  extremos de S2 .  P o r t a n t o  temos que: 



Ou melhor ,  o  CCPC (S2) pode s e r  v i s t o  como sendo a  soma da e n  - 
v o l t ó r i a  convexa de s e u s  v é r t i c e s  com o  cone p o l i é d r i c o  conve - 
xo de S 2 ,  cu jos  v e t o r e s ,  s ã o  combinações l i n e a r e s  não n e g a t i -  

vas dos r a i o s  extremos de S  . 
2 

Podemos v e r  o  PPL (IV.3.2) como segue :  es  - 

colhe-se  de todos os v e t o r e s  X d e  S 2 ,  aque les  que e s t e j a m  em 

S1 e  minimizam z .  I s t o  é:  

s e j a  X s o l u ç ã o  de (IV. 3.2)  , e n t ã o  

x E s 2 ,  OU s e j a ,  X = E ui P + v j  q j  com. P ui = i ,  u .  > O ,  
1 i=l 1 = j = l  i=l 

v .  > O p a r a i  = l , . . . , p  e  j  = 1 ,..., q ,  t a l  que AIX1 = B i 7  OU 
J  = 

s e j a ,  u iA1  P: + V A Q !  = ~ i  e  z = CX', ou 
j l ~  

s e j a ,  
i=l j = l  

Definimos p a r a  cada í n d i c e  : 

i = 1 ,  . . . , p  um ve t o r  M = A P! e  um e s c a l a r  ei  = CPi (IV. 3.3) 
i 1 1  

j  = 1 ,... , q  um v e t o r  R = A Q! e  um e s c a l a r  e j :  = CQ; (IV.3.4) 
j  1 J 

Então e s c r e v e r  o  s e g u i n t e  PPL em ui 



Minimi zar  E 
i=l j = l  e j  

u. > O p a r a i  = 1 ,  . . . , p  
1 = 

v.  > O para  j = 1 , .  . . ,q 
I = 

(IV. 3.6) 

(IV. 3.7) 

que 6 um PPL equivalente  ao PPL (IV.3.Z) , denominado Problema 

Mestre . 
Podemos ve r  que o  Problema Mestre tem somen- 

t e  (ml + 1) l i n h a s ,  o  que é um tamanho econômico s e  comparado 

com as ml + m2 l i n h a s  do PPL (IV. 3.2) , para  m2 um número grande. 

Ainda o  Problema Mestre tem t a n t a s  colunas quantos forem os vér  - 

t i c e s  Pi do CCPC (S2) , que podem s e r  milhares s e  m2 f o r  grande. 

Em vez de tabularmos todas e s sas  colunas,  - u 

samos a  t é c n i c a  de geração de coluna,  assim criando colunas pa - 

r a  e n t r a r  na base quando essas  forem necessá r i a s .  Vejamos como 

i s t o  é , f e i t o :  sejam 

- Mi 
ei = e  - n (. . . . . .) , o coef i c i en te  de custo r e l a t i v o  à var iá-  i 

1 v e l  ui 

- R .  
e  = e  - Ii (. . .?. .) , o c o e f i c i e n t e  de cus to  r e l a t i v o  à var iá -  
j j 

o 



ve l  v 
j '  

Tomemos ií = (nl ,  no) , onde iíl é o v e t o r  cor - 

respondente as r e s t r i ç õ e s  (IV. 3.6) e iio o e s c a l a r  corresponden - 

t e  2 r e s t r i ç ã o  (IV. 3 .7) .  Então usando-se as def inições (IV. 3.3) 

e (IV. 3 .4 )  em ei e temos que : 
j' 

O c r i t é r i o  usual  do Simplex exige que ache- 

mos o 

Min { (C - lil Al) P i  -- iío, ( C  - " AI) Q;} 
2 ,  j  

com o fim de escolhermos uma va r i áve l  ui ou v para  e n t r a r  na 
j 

base.  Ou s e j a ,  precisamm reso lve r  o subproblema 

Minimizar (C - lil A1) X '  

(IV. 3.9)  

Temos dois casos a cons iderar :  

a). se  Min (C - iil A1) X '  6 . l imi tado ,  en tão  (C - 111 AI) Q! > 0 .  
J = 



Logo chegamos à solução Ótima (C - A1)PI 

b) s e  Min (C - ill A1) X '  é i g u a l  a  - então e x i s t e  um r a i o  

ve to r  de S 2 ,  Q; ,  t a l  que (C - ri1 AI) Q 1 - <  O .  Podemos d ize r  
J 

que (C - AI) Q ?  é uma solução v i á v e l ,  mas não s e  pode a  
J - 

f i rmar  s e  é ótima. 

Se resolvermos o subproblema (IV. 3.9) e  o b t i -  

vermos uma solução  Ótima X '  en tão  a  coluna a  e n t r a r  na s '  base 

s e r á :  

com c o e f i c i e n t e  de custo e  = CX; . 
S 

O algoritmo ainda envolve i t e r a ç ã o  e n t r e  um 

conjunto de subproblemas independentes,  do t i p o  do subprob lema 

(IV.3.91, cu jas  funções ob je t ivo  contém custos va r i áve i s  e  o  

Problema Mestre. Essa i t e r a ç ã o  é f e i t a  da seguin te  maneira: os 

subproblemas aceitam um conjunto de parâmetros (ou cus tos)  do 

Problema Mestre . Estes  enviam suas respect ivas  soluções p a r a  o 

Problema Mestre , que combina e s t a s  çoluç&s com as soluções a n  - 

t e r i o r e s  e  c a l c u l a  novos cus tos .  Es tes  novos custos são  o u t r a  

vez enviados pa ra  os subproblemas e  a  i t e r a ç ã o  prossegue a t é  

que 6 s a t i s f e i t o  um t e s t e  de otàmalidade. 
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