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RESUMO 

O t r a b a l h o  t r a t a  da a n á l i s e  r e c u r s i v a  de  modelos li - 

nea re s  de r eg re s são  e s é r i e s  temporais .  

A abordagem r e c u r s i v a  guarda in t ima  r e l a ç ã o  com a 

r ep re sen tação  Markoviana de processos .  Es t e  f a t o  permite  e s t a b e  - 

l e c e r  uma ana log ia  e n t r e  os  conce i to s  de parâmetro e de e s t a d o ,  

j u s t i f i c a n d o  a u t i l i z a ç ã o  de um a lgor i tmo de es t imação de va r i á -  

v e i s  de e s t ados :  o f i l t r o  de Kalman. 

Ênfase p a r t i c u l a r  é dada à apresen tação  do método 

Bayesiano de p r e v i s ã o  de Harr ison e Stevens ,  c u j a s  p r i n c i p a i s  ca  - 

r a c t e r i s t i c a s  s ão  a r á p i d a  adap tab i l i dade  a mudanças bruscas  no 

comportamento da série, a a p l i c a b i l i d a d e  com número pequeno de 

observações  e a p o s s i b i l i d a d e  de comunicação d i r e t a  sistema-ana - 

l i s t a  em todos  o s  i n s t a n t e s .  Es t e  método é ap l i cado  a uma s é r i e  

de  demanda mensal de e n e r g i a  e l é t r i c a .  



ABSTRACT 

This  work d e a l s  wi th  t h e  r e c u r s i v e  a n a l y s i s  o£ 

r e g r e s s i o n  and t ime s e r i e s  l i n e a r  models. 

The r e c u r s i v e  approach i s  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  t h e  

Markovian r e p r e s e n t a t i o n  of p rocesses .  Such f a c t  l e a d s  t o  an 

analogy between t h e  concepts  of parameter and s t a t e ,  j u s t i f y i n g  

t h e  use of  a s t a t e  v a r i a b l e  e s t i m a t i o n  a lgor i thm:  t h e  Kalman 

F i l t e r .  

S p e c i a l  emphasis i s  given t o  t h e  p r e s e n t a t i o n  of 

t h e  Bayesian f o r e c a s t i n g  method developed by Harr ison and 

Stevens  which has  a s  main f e a t u r e s  t h e  quick a d a p t a t i o n  t o  

sudden changes i n  t h e  s e r i e s  behavior ,  t h e  c a p a b i l i t y  of 

working o u t  even wi th  a smal l  number of obse rva t ions  and t h e  

p o s s i b i l i t y  of c l o s e  cornmunication forecas te r - sys tem a t  any 

moment. This method i s  app l i ed  t o  a monthly e l e c t r i c a l  energy 

consumption s e r i e s .  
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O objetivo principal deste trabalho é a apresentação 

e a aplicação, a uma série de demanda mensal de energia elétrica, 

do método Bayesiano de previsão a curto prazo de séries temporais 

desenvolvido por Harrison e Stevens. Entretanto, a modelagem 

Markoviana por ele utilizada propicia um tipo de estimação essen- 

cialmente recursiva que, a cada instante, atualiza a estimativa 

dos parâmetros combinando a estimativa anterior com a informação 

daquele instante. Em outras palavras, a estimativa anterior carre - 

ga consigo toda a informação acerca do passado suficiente para pre - 

ver seu efeito no futuro. Isto estabelece uma analogia marcante 

com o conceito de estado, permitindo encará-lo como um método de 

estimação das variáveis de estado de um sistema linear dinâmico es - 

tocástico e justificando o uso, para a estimação, de uma relação 

de recorrência comum em Teoria de Controles: o filtro de Kalman. 

O enfoque do trabalho passa a ser, então, a análise recursiva de 

modelos lineares de regressão(por mínimos quadrados) e séries tem- 

porais, procurando lhe dar consistência teórica e estabelecer sua 

evolução cronológica e apontando, quando se julgar procedente, tó- 

picos da Teoria de Controles a ela relacionados. Neste particular 

é dada especial atenção do conceito de estado, à derivação do fil - 

tro de Kalman e a representação de séries temporais em modelos de 

espaço de estados. Ressalte-se que o objetivo principal continua 



sendo o método Bayesiano de p rev i são  a c u r t o  prazo de s é r i e s  t en-  

p o r a i s ,  apenas s i t u a d o  num contex to  mais amplo. 

Es t e  t i p o  de i n t e r e s s e  se j u s t i f i c a  na medida e m  

que a p rev i são  é um s u b s í d i o  r e l e v a n t e  à tomada de dec i sões .  Como 

dec i sões  c r i t e r i o s a s  geralmente proporcionam economias cons iderá  - 

v e i s ,  a a n á l i s e  de séries temporais  ob je t ivando  métodos e f i c i e n  - 

tes de p rev i são  s e  r e v e s t e  de  grande importância .  

A formulação r e c u r s i v a  an te r io rmente  c i t a d a  permite  

uma abordagem Bayesiana a o  problema. A cada i n s t a n t e ,  pode-se 

prover  informações,  a t r a v é s  de  d i s t r i b u i ç õ e s  a p r i o r i ,  de duas ma - 

n e i r a s  d i f e r e n t e s :  in ternamente ,  es tabe lecendo  l e i s  de va r i ação  

e propr iedades  e s t a t í s t i c a s  para  o s  parâmetros e externamente,  

r e f l e t i n d o  a oco r r ênc i a  de f a t o s  que in f luenc iam o comportamento 

f u t u r o  da série. E este t a l v e z  s e j a  o ponto p r i n c i p a l :  a i nc lu -  

s ã o  formal do a n a l i s t a ,  com sua expe r i ênc i a  e s e n s i b i l i d a d e ,  como 

p a r t e  i n t e g r a n t e  do sistema de prev isão .  

A maior ia  dos métodos b a s e i a  a p rev i são  numa a n á l i s e  

r e t r o s p e c t i v a  dos dados, não levando e m  conta  o f a t o  p re sen te  e 

suas  conses;ências f u t u r a s .  E x i s t e  uma tendênc ia  a p rev i sões  de- 

masiadamente ca l cadas  no passado e e s t e ,  em determinado i n s t a n t e ,  

pode d e i x a r  de s e r  s i g n i f i c a t i v o .  Exemplificando, uma série de 

vendas de um produto pode s o f r e r  s e n s í v e l  modificação quando um 

competidor e n t r a  no mercado, quando se e f e t u a  uma propaganda ma- 

c i ç a  ou quando se a l t e r a m  o s  h á b i t o s  do consumidor. O s  e f e i t o s  

p rovenien tes ,  d i f í c e i s  de exp res sa r  quan t i t a t i vamen te ,  necess i tam 

de d i s t r i b u i ç õ e s  de probabi l idade  pa ra  descrever  sua i n c e r t e z a .  



Um modelo que opera somente com a s é r i e  h i s t ó r i c a ,  transformando 

mecanicamente dados de entrada em informações de sa ída ,  não pode 

prever  acontecimentos des ta  natureza e c o r r e  o r i s c o  de, a p a r t i r  

de determinado i n s t a n t e ,  s e  to rna r  inadequado. Surge, en tão ,  a 

- 
necessidade de métodos mais f l e x í v e i s  que permitam incorporar  a 

s é r i e  h i s t ó r i c a  informações t ransmi t idas  pe lo  a n a l i s t a  e/ou pos- 

suam uma e s t r u t u r a  adapta t iva  que p o s s i b i l i t e  uma percepção ráp i -  

da de mudanças externas ,  expressando-as convenientemente em t e r -  

mos q u a n t i t a t i v o s .  

Es tas  i d é i a s ,  basicamente, motivaram a Harrison e 

Stevens o desenvolvimento do método Bayesiano de previsão,  cu jas  

c a r a c t e r í s t i c a s  s e  prestam a e s t e  t i p o  de s i tuações .  

Em l i n h a s  g e r a i s ,  a esquematização do t rabalho  e a 

seguinte:  o c a p í t u l o  I s i t u a  o problema e def ine  os  ob je t ivos .  O 

c a p i t u l o  I1 f a z  uma rev i são  da l i t e r a t u r a  relacionada ao assunto 

procurando es tabe lece r  uma s e q k n c i a  cronológica.  O c a p í t u l o  I11 

aborda a estimação por mínimos quadrados de &elos lineares de r e  - 
gressão, mostrando rapidamente os  resul tados  c l á s s i c o s  para poste  - 

riormente s e  d e t e r  nos algoritmos recurs ivos ,  nos casos de parâ- 

metros cons tantes  e v a r i á v e i s .  O c a p i t u l o  I V  introduz os  tópicos 

da Teoria de Controles que t ê m  re lação  com a p a r t e  e s t a t í s t i c a  

do t rabalho ,  basicamente, o concei to  de es tado de um sistema e a 

derivação Bayesiana do f i l t r o  de Kalman. O c a p í t u l o  V s e  ocupa 

da a n á l i s e  r ecurs iva  de s é r i e s  temporais, apresentando os fun- 

damentos t e ó r i c o s  e a s  c a r a c t e r í s t i c a s  do método Bayesiano de pre - 

v i são  a cu r to  prazo , a representação de vá r ios  modelos usuais  de 



séries temporais em modelos de espaço de estados e um método re- 

cursivo de estimação dos parâmetros de um modelo dinâmico de fun - 

ção de transferência baseado em modificações por variáveis instru - 

mentais e máxima verossimilhança aproximada das equações recursi- 

vas de mínimos quadrados. O capítulo VI mostra a aplicação do mé - 

todo Bayesiano à série de demanda mensal de energia elétrica das 

Centrais ~létricas do ~spírito Santo S.A. (ESCELSA). O capítulo 

VI1 contém conclusões e sugestões para possíveis desenvolvimentos 

de determinados tópicos. Seguem-se a bibliografia e os anexos. 



A primeira ap l icação ,  na a n á l i s e  de observações, do 

p r i n c í p i o  de estimação por mínimos quadrados do modelo de regres-  

são  l i n e a r  da ta  do i n i c i o  do século  X I X  e deve-se a GAUSS em 

1801 e LEGENDRE em 1806. 

A p a r t i r  d a i ,  o método s e  desenvolve naturalmente, 

evoluindo de um mero processo mecânico de a j u s t e  para um contexto 

e s t o c á s t i c o ,  no qual  a s  observações e os estimadores são conside- 

rados v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  com propriedades e c a r a c t e r í s t i c a s  co- 

nhecidas. I s t o  proporciona maior cons is tência  t e ó r i c a ,  p o s s i b i l i  - 

tando a obtenção de uma s é r i e  de r e su l t ados  importantes.  

Em 1950, PLACKETT 114) acrescenta  a lgo  realmente no- 

vo à t e o r i a ,  apresentando modificações no método ap l i cáve i s  a 

duas s i tuações :  

(i) - quando a matr iz  relacionando o va lo r  esperado das observa - 

ções com os parâmetros desconhecidos não for de rank pleno. 

Nela, formaliza resul tados  obt idos por YATES e HALE em 

1939 que, supondo a e x i s t ê n c i a  de uma re lação  f i x a  e n t r e  

os  parâmetros desconhecidos, determinam, por s u b s t i t u i -  

ção, sua matr iz  de covariância;  

(ii) - quando s e  dese ja  a t u a l i z a r  a s  e s t ima t ivas  dos parâmetros, 

da sua matr iz  de covar iância  e da soma dos quadrados dos 



resíduos,  devido a presença de novas observações. Nela, 

desenvolve uma elegante formulação ma t r i c i a l  recursiva que, 

em presença das novas observações, a t u a l i z a  a s  es t imat ivas  

com um esforço  computacional menor que o método c l á s s i c o  

(no qual  é necessár ia  a inversão de uma ma t r i z ) .  

Apesar da potencial idade,  da elegância e da s imp l i f i  - 

cação, a aná l i s e  recurs iva  de mínimos quadrados não causa no meio 

e s t a t í s t i c o  a devida repercussão. Na real idade é at ravés  de KALMAN 

1 8 1 ,  um engenheiro de Controles,  que a i dé i a  se  populariza a par - 

t i r  de um t rabalho publicado em 1 9 6 0 .  Considerando os  parâmetros 

como a s  va r iáve i s  de es tado de um sistema dinâmico desc r i tos  por 

um conjunto de equações l i nea re s  e s tocás t i c a s ,  a hipótese de inva - 

r i ânc i a ,  impl íc i t a  no t rabalho de P lacke t t ,  pode s e r  generalizada: 

e l e s  são supostos va r iáve i s  com uma componente determinís t ica  (ca- 

racter izando o processo evolut ivo normal do sistema) e uma compo- 

nente e s tocás t i c a  (representando a a lea tor iedade  inerente  a todo 

sistema f í s i c o )  Para de r iva r  e s t a  formulação ge ra l ,  Kalman u t i l i  - 

za o conceito de projeções ortogonais.  Deve-se r e s s a l t a r  que o 

t rabalho s e  des t ina  basicamente à t e o r i a  de f i l t ragem,  não sendo 

aventada explici tamente pelo au to r  sua re lação com a i d é i a  de míni - 

mos quadrados recursivos da ~ s t a t í s t i c a .  Apesar d i s t o ,  a s  equa- 

ções de P lacke t t  constituem caso p a r t i c u l a r  das de Kalman sem que 

possivelmente e s t e  tenha conhecimento do t rabalho daquele. A s  d i -  

versas formas do algoritmo de f i l t ragem de Kalman (d i s c r e t a ,  con- 

t ínua  e discreta-contínua)  desempenham um importante papel na Teo- 

r i a  de Controles sendo apl icadas ,  inc lus ive ,  nas estimações da t r a  - 

j e t ó r i a  e da ó r b i t a  da missão Apolo. 



Em 1 9 6 4 ,  H0 e LEE 17 1 propõem uma solução Bayesiana 

para der ivar  a s  equações do f i l t r o  de Kalman num t rabalho que vi-  

s a  formular uma c l a s se  ge r a l  de problemas de estimação estocás-  

t i c a  sob o ponto de v i s t a  da Teoria de ~ e c i s ã o  Bayesiana. Esta so - 

lução, mais detalhada, aparece no mesmo ano num l i v r o  de LEE 110 1 
que dá um tratamento aprofundado aos problemas de estimação, iden - 

t i f i c a ç ã o  e cont ro le  Ótimos de sistemas es tocás t i cos  . Nele, O 

c r i t é r i o  de a j u s t e  recursivo por mínimos quadrados é deduzido ex- 

pl ici tamente,  sendo pela primeira apontada a l igação e n t r e  estima - 

ção de parâmetro e de estado.  

Em 1 9 6 9 ,  YOUNG 1 1 7  1 mostra como são obt idas a s  equa - 

ções de estimação recurs iva  por mínimos quadrados do modelo de r e  - 

gressão l i n e a r  e como e l a s  podem s e r  modificadas para permi t i r  a 

percepção de poss íveis  variações dos parâmetros. A seguir ,  discu - 

t e  sua apl icação na estimação e iden t i f i cação  de processos dinâmi - 

tos a p a r t i r  dos dados normais de operação. 

Em 1 9  71, HARRISON e STEVENS 1 4 1 aplicam os pr inc í -  

pios Bayesianos à previsão a cur to  prazo de s é r i e s  temporais. Pe- 

l a  primeira vez, um método modela explici tamente a ocorrência de 

s i tuações  ''anormais "como mudanças de n íve l  e de inc l inação ou t r a n  - 

s i ênc i a s ,  calculando a s  probabilidades a p o s t e r i o r i  des tes  even- 

t o s  a cada i n s t an t e  e fornecendo, com i s t o ,  d i s t r ibu ições  do ní-  

v e l  e da incl inação,  re levantes  à tomada de decisões baseada nas 

Em 1972, MACGREGOR 1121 d iscute  a abordagem de va r i á  - 

ve i s  de estado para modelar sistemas dinâmicos l inea res  d i sc re tos  



es tocás t i cos  e a re lac iona  que u t i l i z a  modelos funções de t r ans  - 
ferência  e modelos ARIMA. Mostra que a forma padrão do modelo de 

va r iáve i s  de estado usando dois  ve tores  normais independentes po- 

de sempre s e r  e s c r i t a  numa forma mais s implif icada,  empregando um 

único vetor  normal, dando vá r i a s  des tas  representações para o mo- 

delo ARIMA ge ra l .  

Em 1 9 7 4 ,  YOUNG 1 18 1 formaliza a aná l i s e  recurs iva  de 

mínimos quadrados estabelecendo seu processo evolut ivo e suas 

p r inc ipa i s  c a r a c t e r í s t i c a s  e indicando sua u t i l i dade  no delinea- 

mento de métodos recursivos de aná l i s e  de s é r i e s  temporais para 

modelos de sistemas dinâmicos es tocás t i cos .  Comenta que a maio- 

r i a  da l i t e r a t u r a  aborda modelos convencionais t i p o  "caixa-preta1' , 
preocupados basicamente com as  relações en t r e  a s  e n t r a d a s e  as s a i  - 

das,  contrastando com a escassez de publicações a respe i to  de mo 

delos t i p o  "espaço de es tados" ,  mais voltados à descrição in te rna  

do processo. Estes  modelos são importantes por fac i l i t a rem o uso 

de informações a p r i o r i  sobre o sistema e por poss ib i l i ta rem que 

s e  e v i t e  a especif icação de formas canônicas s a t i s f a t ó r i a s  para 

a s  equações de modelos multivariados. 

Em 1 9 7 4 ,  AKAIKE I 1 I discute  a re lação da representa - 

ção Markoviana de um processo es tocás t i co  es tac ionár io  com a re-  

presentação ARMA (auto-regressivo médias móveis) , com um c r i t é r i o  

de máxima verossimilhança para o a j u s t e  da representação Marko- 

viana. Introduz um procedimento p r á t i co  para encontrar  uma forma 

i n i c i a l  des ta  representação, demonstrando com exemplos numéricos 

sua val idade.  



Em 1 9 7 4 ,  BLIGHT 1 2 I .discute algumas apl icações das 

abordagens Bayesiana e de Wiener - Kolmogorov na construção de e- 

quações recurs ivas  para a estimação de parâmetros es tocás t i cos .  A - 

ponta soluções para os casos de previsão, f i l t ragem e amortecimen - 

t o  quando o parâmetro segue um processo Markoviano e é observado 

com er ro .  U t i l i z a  a solução Bayesiana para ge ra r  um fa to r ização  

canônica da função geradora da autocovariância da s é r i e  observa - 

da, generalizando e s t a s  técnicas  para out ros  modelos. 

Em 1 9  7 6 ,  HARRISON e STEVENS 1 5 1 e 1 6 1 apresentam o 

sistema Bayesiano de previsão a cur to  prazo de s é r i e s  temporais 

em dois  a r t i gos :  um t eór ico ,  enfatizando como pr inc ipa l  aspecto 

a inc lusão formal do a n a l i s t a  no sistema de previsão e introduzin - 

do, a t ravés  dos modelos de múltiplos processos, a noção de incer- 

t eza  quanto ao verdadeiro modelo em curso num determinado ins tan  - 
t e ,  numa generalização dos conceitos apresentados no trabalho de 

1 9 7 1 ;  outro,  contendo a apl icação do método a quatro s é r i e s  tem- 

pora is .  

Em 1 9 7 7 ,  LEONARD e HARRISON / 11 1 desenvolvem novas 

técnicas  para o método de Harrison e Stevens. supõem d i s t r i b u i -  

ções a p r i o r i  contínuas para a s  var iâncias  desconhecidas do mode- 

l o  e descrevem uma maneira de a t u a l i z a r  a s  var iâncias  e os  par2 - 

metros do processo. Computam, a t ravés  de integração midimensio - 

na11 d i s t r i bu i ções  das fu tu ras  observações, comparando com os 

resul tados  obt idos pela  apl icação de um modelo ARIMA Box e Jenkins. 

propõemuma generalização da abordagem Bayesiana para s i tuações  em 

que a s  observações não t ê m  d i s t r i bu i ção  normal. 



Em 1 9  78, LEDOLTER 1 9 1 d i s c u t e  a estimação recurs iva  

de parâmetros e m  modelos de regressão  l i n e a r  (parâmetros constan- 

t e s  e va r i áve i s )  e modelos ARIMA. Nos modelos ARIMA mostra que, 

no caso de haver termos de médias móveis, o modelo p rec i sa  s e r  li- 

nearizado e a a tua l ização  dcuestimativik f e i t a  ?e lo  f i l t r o  de Kal- 

man Extendido. 

Em 1 9  78, SOUZA e HARRISON 1 1 6  1 generalizam o traba- 

lho  de 1976 de Harrison e Stevens apresentando uma abordagem 2 pre  - 

v i são  baseada em pr inc íp ios  Bayesianos e Teoria  da ~nformação.  A 

formulação do modelo u t i l i z a  a função de ent ropia  de Shannon e o 

p r i n c í p i o  de máxima en t rop ia  de Jaynes,  poss ib i l i t ando  o relaxa-  

mento das h ipóteses  de normalidade e l inea r idade  necessár ias  a t o  - 

dos os  métodos de previsão e tornando o modelo l i n e a r  dinâmico de 

1976 um caso  p a r t i c u l a r  d e s t a  formulação. 

Todas e s t a s  publicações contêm tópicos  diretamente 

relacionados a e s t e  t raba lho .  Outras publicações sobre modelos de 

- s é r i e s  temporais c i t a d a s  a segu i r  s e  relacionam a modelagem de 

s is temas l i n e a r e s  dinâmicos e s t o c ~ s t i c o s ,  campo desenvolvido quase 

independentemente por e s t a t í s t i c o s ,  com i n t e r e s s e  p r i n c i p a l  na mo- 

delagem de séries temporais, e engenheiros de con t ro les ,  com i n t e -  

r e s s e  p r i n c i p a l  no con t ro le  dos processos carac ter izados  pelos  mo- 

delos  dinâmicos e s t o c á s t i c o s .  Torna-se i n t e r e s s a n t e  apresentá- los  

por s e  relacionarem indiretamente a temas abordados nes te  trabalho. 

Na á r e a  da ~ s t a t i s t i c a ,  o i n t e r e s s e  em modelos de sé - 
ries temporais des ta  espécie  começa com YULE (19271 e SLUTSKY 

(19 27) . Eles mostram que comportamentos pseudo-periódicos seme- 



l han tes  aos verdadeiramente ocorr idos  em algumas s é r i e s  tempo- 

r a i s  podem r e s u l t a r  de modelos contendo somente componentes a l ea -  

t ó r i a s .  YULE introduz a noção de s é r i e s  auto-regressivas ,  enquan - 

t o  SLUTSKY considera um caso e s p e c i a l  do processo de médias mó- 

v e i s .  O s  desenvolvimentos subseqientes  de modelos e s t a c i o n á r i o s  

auto-regressivos e de médias móveis devem-se grandemente a t raba-  

lhos de WALKER (1931 , WOLD (1938) , KOLMOGOROV (1939) , que pro - 

põe uma solução para o problema de f i l t r agem e previsão e BAR- 

( 1 9 4 6 )  e (1955) . A h ipótese  de es tac ionar idade  é relaxada por 

YAGLON (1955 ) que introduz a i d é i a  de cons iderar  e s t a c i o n á r i a s  

algumas d i ferenciações  do processo. N u m  famoso t rabalho ,  BOX e 

- 
JENKINS 12 1 em 1970 mostram que e s t a s  d i ferenciações  permitem a 

s é r i e  o r i g i n a l  s e r  homogeneamente não e s t a c i o n á r i a  quando c e r t a s  

condições de i n v e r s i b i l i d a d e  e es tac ionar idade  são  s a t i s f e i t a s  pe - 
l a s  p a r t e s  auto-regressiva e de médias móveis do modelo. A par- 

t i r  d a í  propõem uma c l a s s e  bas tan te  g e r a l  de modelos denominados 

modelos in tegrados  auto-regressivos médias móveis (ARIMA) que 

também permite a incorporação de e f e i t o s  sazonais .  

Na á rea  de Controles ,  o ponto de p a r t i d a  deve-se a 

WIENER (1949 ) que, em c o n t r a s t e  com a s  equações paramétricas de 

d i ferenças  p re fe r idas  pelos  e s t a t í s t i c o s ,  usa representações não 

paramétricas para c a r a c t e r i z a r  o s  d i s t ú r b i o s  e s t o c ã s t i c o s  e s t a c i o  - 

nár ios  (autocorre lação ,  cor re lação  cruzada e função densidade es-  

p e c t r a l ) .  Ele  mostra que a especi f icação  de um f i l t r o  l i n e a r  pa- 

r a  a previsão de mínimo e r r o  quadrã t ico  de um s i n a l  e s t o c á s t i c o  

ou a separação e n t r e  o s i n a l  e o ru ído  levam a uma equação i n t e -  

g r a l  denominada equação de Wiener - Hopf. Para resolvê- la ,  pro- 



põe um método de fa to r i zação  e s p e c t r a l  vá l ida  no caso de uma sé- 

r i e  temporal com espec t ro  r ac iona l .  De todas a s  extensões que s e  

seguem a s  mais importantes devem-se a ZADEH e RAGAZINNI  (1950) e 

a BODE e SHANNON (1950) que apresentam um método de solução s i m -  

p l i f i c a d o  baseado na i d é i a  de cons iderar  uma série temporal e s t a  - 

c i o n á r i a  com um espec t ro  r ac iona l ,  como a s a í d a  de um f i l t r o  li- 

near  com um ru ído  branco de ent rada .  ~ t é  que em 1960 KALMAN, con - 

forme mencionado anter iormente,  dá uma abordagem g e r a l  nes ta  á rea  

para o problema de f i l t r agem l i n e a r  e previsão.  Ele  vol ta-se  pa- 

r a  uma representação paramétrica de modelos dinâmicos e s t o c á s t i -  

cos em termos de equações d i f e r e n c i a i s  de ve tores  de es tados ,  con - 

tornando o problema da f a t o r i z a ç ã o  e s p e c t r a l  de Wiener e fornecen - 

do resul tados  g e r a i s  para os  problemas de f i l t r agem e previsão de 

processos Markovianos mult ivar iados não-estacionários .  

De um modo g e r a l ,  e s t a s  são a s  publicações mais i m -  

po r t an tes  d i r e t a  e indiretamente relacionadas ao t rabalho .  



ANALISE RECURSIVA DE MODELOS LINEARES DE 

BEGRESSÃO POR M ~ N I M O S  QUADRADOS 

O principio de estimação por mínimos quadrados dos 

parâmetros do modelo de regressão l i n e a r  é uma técnica bastante 

u t i l i z ada  em aplicações p rá t i ca s  e  em desenvolvimento de pesqui- 

sas  c i e n t í f i c a s .  Suas vas tas  apl icabi l idade e acei tação devem- 

se ,  basicamente, ao f a t o  de a l i a r  simplicidade matemática a  re- 

sul tados precisos e  coerentes,  além de possuir  um f o r t e  apelo in- 

t u i  t ivo .  

Neste capi tu lo ,  após breve exposição do resul tado 

c láss ico ,  são apresentados os algoritmos recursivos,  para os ca- 

sos de parâmetros constantes e  var iáveis .  Como ao longo do tempo 

raramente s e  conhece o modelo es tocás t i co  gera l ,  são f e i t a s  algu- 

mas simplif icações que levam aos modelos de Gauss-Markov de P r i  - 
meira Ordem e de Passeio ~ l e a t ó r i o .  Para e s t e  apresenta-se um 

t e s t e  para v e r i f i c a r  a  veracidade ou não da hipótese de parâme - 
t r o s  var iáveis .  

111.1 - Abordagem c l á s s i ca  

Seja o problema de regressão l i n e a r  no qual uma va- 

r i á v e l  y s e  relaciona linearmente, por hipótese,  com N var iáveis  
- 

independentes x . ( j  = 1,N) cujos valores são conhecidos. Efetuan- 
3 



do-se t observações da va r i áve l  dependente y ,  denotadas por 
- 

y i ( i  = 1,t). cada uma vem "contaminada1' pe la  presença de um ru í -  

do a l e a t ó r i o  vi decorrente  de e r r o s  de medida ou de e r r o s  esto-  

c á s t i c o s  devidos, possivelmente, à i n f luênc ia  de va r i áve i s  omi t i  - 
- 

das no modelo. 
sendo x i j  

( j  = 1 , N )  o conjunto de va lores  a s soc ia  - 

dos à observação yi, pode-se escrever  o seguin te  s is tema de equa - 

ções l i n e a r e s  relacionando a s  va r i áve i s :  

onde ol ,  O Z  , . . . . . , O N  são  parâmetros cons tantes  e desconhecidos 

cujos  va lores  s e  dese ja  de alguma forma e s t i m a r e  os  ruidos v i 
' t ê m  c a r a c t e r í s t i c a s  especi f icadas  no i t e m  111.2.2. 

Uma maneira mais funcional  de r ep resen ta r  o s is tema 

é a t ravés  da formulação m a t r i c i a l :  

onde : 

Y - ve to r  de observações (t x 1) 

X - matriz  de va r i áve i s  independentes ( t  x N )  

O - ve to r  de parâmetros (N x 1) 

v - ve to r  de ru ídos  ( t  x 1) 

sendo Y e X conhecidos, O e v desconhecidos. 

A s s i m  colocado o problema s e  resume em es t imar  o ve- 

t o r  O tendo como informação a matr iz  X e o ve to r  Y. O método 

mais conhecido para i s t o  é o dos mínimos quadrados que c o n s i s t e  

em determinar o va lo r  5 que minimiza a soma dos quadrados dos r e  - 



- 
siduos ei (i = 1 , t) . com os resíduos sendo def in idos  p e l a  seguin - 

te re lação:  

onde 

e - ve to r  de res íduos  (t x 1) 

A s s i m ,  o ru ído  v ind ica  o e r r o  verdadeiro na re l ação  

e n t r e  X e Y (quando são  relacionados a t r avés  do va lo r  desconhe - 

c ido  0 )  e o res íduo e ,  o e r r o  estimado (quando são re l ac iona  - 

dos a t r avés  de O )  : 

Definindo: 

o problema de estimação pode s e r  enunciado da seguin te  maneira: 

determinar o va lo r  O que minimiza a função de c r i t é r i o  J s a t i s f a  - 

zendo a re lação  ( 3 . 3 ) ,  i s t o  é: 

I 

Min J = e e 



Desenvolvendo ( 3 . 4 )  : 

,I I  

Observando que O X Y é e s c a l a r  e por tanto  i g u a l  a 
I ,  

seu  t ranspos to  Y XO,  vem: 

Como J uma função unimodal no espaço dos parâme- 

t r o s , a  condição necessár ia  e s u f i c i e n t e  para  sua minimização é 

que o va lo r  O s a t i s f a ç a  a s  condições: 

Tem-se : 

~ l é m  d i s so :  



A 

Como X ' X  é p o s i t i v a  de f in ida ,  o  va lo r  de (3.5) é 

ponto de mínimo da função J. 

Observe-se que a  h ipótese  de independência e n t r e  a s  

v a r i á v e i s  x .  (j = m) garante  a  e x i s t ê n c i a  de ( X ' X ) - I  em (3.5)  
3 

1 1 1 . 2  - Abordagem Recursiva: ~ a r â m e t r o s  Constantes 

1 1 1 . 2 . 1  - Algoritmo ~ e t e r m i n í s t i c o  

Introduzindo em (3.5) o  índ ice  t para i n d i c a r  que a  

e s t ima t iva  f o i  r ea l i zada  levando-se em conta t amostras, chega-se 

a:  

onde : 

-1 
Pt = ( X ' X )  

bt = ( X ' Y )  

Definindo-se xi como a i-ésima l i n h a  da matr iz  X (xi = 

[ X ~ ~ , . . , X ~ ] )  e  yi como o i-ésimo elemento do ve tor  Y ,  a s  seguin - 

t e s  re lações  decorrem da de f in ição  de mul t ip l icação  m a t r i c i a l :  

t 
X'X = C x!y 

i i i=l 





Por o u t r o  l ado ,  de (3 .8)  t i r a - s e  que: 

AS equações (3.13) e (3.14) fornecem v a l o r e s  de Pt 

e bt e m  função de Pt-l e bt-l já estimados e da informação o b t i -  

da na t-ésirna amostra { xt,  yt } . I s t o  sugere  a t e n t a t i v a  de u- 
A 

ma fórmula r e c u r s i v a  para  determinação de O que u t i l i z e  a es t i  
t - 

A 

mativa Ot-l f e i t a  após (t-1) amostras e um 'termo c o r r e t i v o  ba- 

seado na informação con t ida  na t-ésima amostra,  represen tada  por 

xt e y t .  Para  t a l  b a s t a  s u b s t i t u i r  (3.13) e (3.14) e m  (3 .6 ) .  ob - 

tendo-se : 

Mas de  (3.11) t i r a - s e  que: 

Subs t i t u indo  e s t a  expressão e m  (3 .15) :  
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Portanto a s  equações (3.13) e ( 3  . l 6 )  : 

o = 
t O t - 1  t t t t-1 - xtyt) - P  ( x x o  

fornecem a p a r t i r  de valores i n i c i a i s  a r b i t r á r i o s  e Po uma so 
O - 

lução recursiva para a equação (3 .6 ) :  

1 1 1 . 2 . 2  - Algoritmo Estocást ico 

O algoritmo recursivo apresentado é um método pura- 

mente determinís t ico  de estimação, não levando em conta as hipó- 

t e s e s  a r e s p e i t o  da natureza e s tocás t i c a  dos ruídos e não fornecen - 

do nenhuma informação e s t a t í s t i c a  acerca das es t imat ivas .  A con- 

s ideração das hipóteses e s t a t í s t i c a s  c l á s s i ca s  da regressão li- 

near proporciona uma melhora no seu desempenho, na medida em que 

permite es tabelecer  propriedades r e l a t i v a s  à "qualidade" das e s t i  - 

mativas (como por exemp10,não tendenciosidade, cons i s tênc ia ,e tc ) .  

A s s i m ,  tem-se: 

~ i p ó t e s e s  

1 - E [V] = O .  OS ruídos t ê m  média nula 

2 2 2 - E [vv'] = o I+.Os ruídos t ê m  var iância  constante o e são se- 

rialmente não cor relacionado^ 

3 - O s  ruídos v e cada var iáve l  independente Xi (i=l, t )  são inde- 

pendentes en t r e  s i .  



Propriedades 

A 

1 - E .- r O 1 = O O estimador O de (3.16 ) é não tendencioso t -  t 

Prova: 

De (3.2) e (3.5) vem (considerando o índ ice  t) : 

A 1 -1 ' 1 1 

o, = ( X  X) x Y = ( x l x ) - l x l  (XO, + v) = ( X  x ) - l x  xot + (x lx )  - l x 1 v  = 

Tomando o va lo r  esperado: 

Pe la  h ipótese  (1) : 

* A 2 2 - Pt $ Cov(Ot) = o Pt. A matriz  de covariáncia  do e r r o  da e s t i -  

mativa i g u a l  ao produto da va r i ânc ia  dos ru ídos  o 2  pe la  matr iz  

pt de (3 .13) .  

Prova: 

De (3.21, (3.5) e (3.7) vem: 



Mas Pt é s imé t r i ca  e  por tanto  Pt = P;. Logo: 

pe la  h ipótese  ( 2 )  : 

De (3.7) vem: 

De posse d e s t e s  r e su l t ados ,  pode-se s u b s t i t u i r  P por 
t. 

* 2 
P ~ / O  nas equações (3.13) e  (3.16) , obtendo o algoritmo: 

É i n t e r e s s a n t e  r e s s a l t a r  que (3.17) e (3.18) cor- 

respondem às equações obt idas  por P l a c k e t t .  

111.2.3 - c a r a c t e r í s t i c a s  do Algoritmo ~ s t o c á s t i c o  

111.2.3.1 - Vantagens 

- e m  re lação  ao algori tmo de te rmin í s t i co ,  o  f a t o  de incorporar ,  - a 
* 

t r a v é s  da matr iz  de covariância  do e r r o  da es t ima t iva  P uma in- 
t 



formação e s t a t í s t i c a  que indica o grau de confiabilidade dessa es- 

timativa. Portanto para cada amostra { xi, yi} i = ) , fornece 
C 

uma estimativa O ,  dos parâmetros e uma medida de sua precisão, além 
1 

de informar acerca de sua convergência. 

- em relação à solução clãss ica ,  o f a to  de não necessi tar  inver- 
* 

são de matrizes por se r  escalar  o termo . Esta van - 
tagem é considerável principalmente para sistemas de processamento 

em tempo real("on-l inen)  onde os dados são recebidos continuamen- 

t e  e as  estimativas precisam se r  atualizadas rapidamente em função 

das novas informações. A solução cláss ica  requer, a cada nova ob- 

servação, a inversão de uma matriz N x N .  

- algoritmo de inferência Bayesiana 

* 
Considerando P como a matriz de covariância do e r ro  t * 

da estimativa, a recursão é iniciada escolhendo-se um valor 
Po 

A - 
consistente com o nível  de crença no valor $. Deste modo O0 com 

* 
matriz de covariância a p r io r i  P associada representa uma estima 

O - 
t i v a  a p r io r i  que, após o conhecimento da primeira amostra{ xl,yl} 

* 

dá origem à estimativa a poster ior i  O com matriz de covariância a 
1 * 

poster ior i  P, associada, que por sua vez representa uma estimativa 
- 

I 

a p r i o r i  para a segunda 

maneira: com a chegada 

r i o r i  torna-se a p r io r i  

zando perfeitamente um 

estimativa. O processo prossegue desta 

de novas informações, a estimativa a poste - 
II 

para a estimativa subsequente, caracter i -  

processo de inferência Bayesiana. 



- algoritmo de aproximação e s t o c á s t i c a  multidimensional 

Basta notar  que por (3.3)  e  (3.4) e  pe la  de f in ição  

de mul t ip l icação  m a t r i c i a l  decorre:  

& 

O gradiente  de J em re lação  a  O f i c a :  
t 

a J  t t 
(3.20) V. (J) = - = ( E xixi) Ó t  - E x!y = O t a ot i i i=l i=l 

A comparação da Última parce la  de (3.20) com a de 

* 2 
A 

(3 .18) ,  sugere que s e  considere o termo pt/o ( X ' X  o,-,- x; yt) c2 t t  

mo uma medida ins tantânea  do gradiente  da função de c r i t é r i o  J no 

* 2 t-ésimo " i n s t a n t e  amostral" , modulado pe la  matr iz  Pt/o . Encaran - 
do des ta  forma (3.18) representa  um método d i s c r e t o  multidimensio . - 
na1 do gradiente  e  o  algori tmo (3.16) e  (3 .17) ,  um algoritmo de a- 

proximação (ou de g rad ien te )  e s t o c á s t i c a  multidimensional com o ga 
* 

nho e s c a l a r  s u b s t i t u í d o  pe la  matr iz  de ganho pt/02* 

Considerando a  cons i s t ênc ia  da e s t ima t iva ,  à medida 

que a  estimação prossegue a  confiança na es t ima t iva  aumenta e  o  

g rad ien te  observado passa a  decorrer ,  provavelmente, da imprecisão 

in t roduzida  pe lo  ruído.  Como o peso associado ao termo c o r r e t i v o  
* 

diminui, a  matr iz  P / o 2  a t u a  no sen t ido  de suavizar  @ i  f i l t r a r  e s t a  

imprecisão. 



A in te rp re tação  como um algoritmo de aproximação es-  

t o c á s t i c a  é importante por dois  motivos: 

(i) permite uma v i sua l i zação  " f í s i c a "  do seu funcionamento. 

(ii) proporciona um elemento de uni f icação  e n t r e  vá r ios  métodos 

de i n f e r ê n c i a  e s t a t í s t i c a  superf ic ia lmente  d i f e r e n t e s  como 

estimação do modelo de regressão l i n e a r  por mínimos quadra- 

dos, estimação de va r i áve i s  de es tado e t e o r i a  de f i l t ragem,  

como s e r á  v i s t o  no c a p í t u l o  I V .  

Para i n i c i a l i z a r  o algori tmo e s t o c á s t i c o ,  há duas ma - 

n e i r a s  poss íve is :  

* A 

- a r b i t r a r  um va lo r  e, (por  exemplo Ooigual ao ve to r  nulo ( N  x 1)) e 
* 

f a z e r  Po uma matr iz  diagonal com va lo res  bem g r a n d e ~ ~ i n d i c a n d o  pou - 

ca  c red ib i l idade  na es t ima t iva  i n i c i a l  e nenhum conhecimento da 

covariância  e n t r e  a s  componentes des ta  e s t ima t iva .  Pode-se mos- 

t r a r  que, des ta  forma, os  resul tados  fornecidos pelo algoritmo t e n  - 

dem aos da solução c l á s s i c a  obt idos  resolvendo repetidamente a e- 

quação ( 3 . 5 ) ,  para t > N (os  r e su l t ados  são  ass in to t icamente  equi- 

v a l e n t e s ) .  Na rea l idade  a convergência é bas tan te  rápida,  desde 
* 

que os  elementos da diagonal de Po sejam suficientemente grandes. 

* A - para um M > N ,  c a l c u l a r  PM(e c ~ n s e ~ u e n t e m e n t e  P ) e OM M Por * 4 

( 3 . 6 ) ,  (3.7) e ( 3 . 8 ) .  A. s e g u i r ,  para t > M ,  o b t e r  Pt e O t  pe 10 

algori tmo e s t o c ã s t i c o .  



111.3 - Abordagem Recursiva: ~ a r â m e t r o s  va r i áve i s  

A estimação por mínimos quadrados do modelo de re- 

gressão l i n e a r  anteriormente efe tuada  considera i m p l í c i t a ,  t a n t o  a 

c l á s s i c a  quanto a r ecurs iva ,  a h ipótese  que os  parâmetros permane - 

cem cons tantes  ao  longo de todo o processo.  N ~ O  s e  leva  e m  conta  

que uma pa rce la  de seu va lo r  possa decorrer  de f a t o r e s  puramente 

a l e a t ó r i o s  ou que e l e s  possam e v o l u i r  no tempo segundo uma regra  

de te rmin í s t i ca  independente dos va lores  assumidos pe las  va r i áve i s  

{xi,yi} OU queixm determinado i n s t a n t e  possam s o f r e r  uma variação 

esperada(. Quando i s t o  ocorre  a apl icação pura e simples dos con - 

c e i t o s  anter iormente expostos torna-se per igosa na medida em que 

pode conduzir a e r r o s  s e n s í v e i s  de estimação. 

Dois t i p o s  de algoritmos u t i l i z a d o s  para superar  es- 

t e  problema são  expostos a segu i r :  o de ponderação exponencial e o 

l i n e a r  dinâmico. 

111.3.1 - Algori  tmo de ponderação Exponencial 

Uma maneira de d e t e t a r  var iações de parâmetros é en- 

c u r t a r  a memória do processo de estimação fazendo com que o e f e i t o  

das observações mais remotas s e  reduza an te  a presença das mais 

recentes .  I s t o  pode s e r  f e i t o  ponderando-se os  dados por uma fun- 

ção exponencial, o que na rea l idade  representa  o encurtamento do 

processo de estimação a t ravés  de um f i l t r o  passa-baixo ( I'low- 

-passU)  d i s c r e t o  com função de ponderação exponencial. A função 

de c r i t é r i o  a s e r  minimizada toma então  a forma: 



L- I 
J = I: (x. A - yi) (1-a) a 

i=l i i 

Para esta função de critério (3.13) e (3.14) ficam: 

representando uma operação de filtragem "passa-baixo" discreta de 
I 1 

primeira ordem nos elementos xtxt e xtyt com o "comprimento" da me - 

mória especificado pelo fator escalar a (O<a<<l) . 

A partir de (3.21) e (3.22) , repetindo o procedimen- 
* 2 

to do item 111.2.1, chega-se a (substituindo Pt por Pt/o 1 :  

* 1 * a * 
l 2  a * * 

(3.23) p = -  - Pt-l t x Y 1  x ~ P ~ - ~  Pt-l x ( o + -  
1-a (i-a) 1-a XtPt-l t 

O efeito físico do fator a é impedir que os elemen - 
* 

tos da matriz de covariância Pt se tornem muito pequenos permitin- 

do, com isto, que as novas observações continuem a influenciar as 

estimativas. Assim, qualquer modificação no gradiente causada por 

variação dos parhetros pode ser detetada e utilizada para atuali- 

zar sua estimativa. 



O a lgor i tmo de ponderação exponencial  possu i  duas 

p r i n c i p a i s  desvantagens:  

- o s  e f e i t o s  do r u í d o  s ã o  de t e t ados  simultaneamente com a s  va r i a -  

ções de parâmetros porventura  e x i s t e n t e s ,  modificando também o 

g r a d i e n t e  e consequentemente, a e s t i m a t i v a .  A s s i m  a es t imação 

só 6 s a t i s f a t ó r i a  s e  a ordem de grandeza da va r i ação  dos parâ-  

metros f o r  b a s t a n t e  s u p e r i o r  a da f l u t u a ç ã o  a l e a t ó r i a  devida ao  

ru ido .  

- não permite  s e l e t i v i d a d e  a p r i o r i  dos parâmetros,  i s t o  é, todos  

o s  parâmetros s ã o  t r a t a d o s  igualmente.  A s s i m  caso s e  s a i b a  a 

p r i o r i  que somente a lguns  parâmetros devam v a r i a r ,  não e x i s t e  

uma maneira de i nco rpo ra r  e s t a  informação ao a lgor i tmo.  

Na p r á t i c a ,  Young 1171 a f i rma que melhores r e s u l t a -  

dos s ã o  ob t idos  t rabalhando-se  com a v a r i á v e l  e s c a l a r  at , função 

e s t r i t a m e n t e  decrescen te  do tamanho da amostra,  assim de f in ida :  

Note-se que 

l i m  at= a 
t + m  

111.3.2 - Algoritmo Linear  ~ i n â m i c o  

A s  l i m i t a ç õ e s  do a lgor i tmo de ponderação exponencial  

sugerem o desenvolvimento de um a lgor i tmo mais f l e x í v e l  no q u a l  a s  

va r i ações  dos parâmetros não sejam d e t e t a d a s  simultaneamente com 



o e f e i t o  do ru ido  e a s  informações a p r i o r i  sobre os  p a r h e t r o s  

possam s e r  incorporadas selet ivamente.  Por uma questão de coerên- 

c i a ,  deve s e  basear  nos algoritmos recurs ivos  anteriormente desen- 

volvidos uma vez que a recursão permite a a tua l i zação  imediata da 

e s t ima t iva  dos parâmetros à medida que novas observações vão sendo 

recebidas.  

A in t e rp re tação  e s t a t í s t i c a  das equações de mínimos 

quadrados sugere um e legan te  método de modelagem das var iações dos 

parâmetros em que o s  problemas suprac i tados  desaparecem. supõe-se 

que e l e s  evoluem e n t r e  e s t á g i o s  subseq:entes segundo uma regra  de- 

t e r m i n i s t i c a  dinâmica i n e r e n t e  ao processo superposta  a uma p e r t u r  - 

bação de c a r á t e r  a l e a t ó r i o .  Es ta  h ipó tese  pode s e r  modelada pelo 

seguin te  modelo l i n e a r  dinâmico: 

o ~ , Y ~ , x ~ ,  vt - def in idos  anteriormente 

Gt-l,t - matriz  de t r a n s i ç ã o  ( N  x N )  conhecida 

L1.t  - m a t r i z  de ent rada  (N x M )  conhecida 

Wt- 1 - ve to r  de perturbação dos parâmetros (M x 1) 

A s  seguin tes  h ipó teses  são f e i t a s  acerca do ve to r  

wt-y é um ve to r  de va r i áve i s  a l e a t ó r i a s  com média nula ,  matr iz  de 

covariância  W e ser ia lmente independentes. Ele  p o s s i b i l i t a  a va- 

r i a ç ã o  e s t o c á s t i c a  dos parâmetros. 



O conhecimento da forma de var iação  dos parâmetros 

e n t r e  e s t á g i o s  subseqLentes (representada pe las  matr izes  G e r 

e pe las  propriedades e s t a t í s t i c a s  do ve to r  w em(3.25))proporciona 

uma informação ad ic iona l  a p r i o r i  que pode ser usada na estimação 

de O t .  A i d é i a  é u t i l i z á - l o  para v a r i a r  de maneira semelhante 

sua es t ima t iva ,  an tes  da obtenção da nova amostra. Desta forma, 

no t-ésimo " i n s t a n t e "  de estimação pode-se r e a l i z a r  a tua l i zações  
n * 

a p r i o r i  (previsões)  a p a r t i r  das e s t ima t ivas  O t m l  e Pt-l ob t idas  
LI 

no (t-1) -&imo " i n s t a n t e " .  Representando por OtItwl e s t a  estima- 
LI 

' t i v a  a p r i o r i  de O t  baseada na es t ima t iva  O t  - e na l e i  de var ia-  
* 

ção (3.25) e por Pt/t-l a matr iz  de covariância  associada,  tem-se 

(de agora em d i a n t e  o s  índ ices  são omitidos das matr izes  Gt-l , t  e 

L l , t  por s impl i f icação)  : 

I s t o  porque de (3.25) e (3.27) vem: 

Mas : 



Logo : 

Como por (3.25) wt - e O t - 1  são independentes,as 2a. 

e 3a. parce las  s e  anulam. Logo: 

(3.27) e (3.28) combinadas aos resul tados  obt idos  pa - 

r a  o caso de parâmetros cons tantes ,  permitem a formulação de um 

algoritmo para a estimação do parâmetro va r i áve l  O t  composto de 

duas pa r t e s :  

p a r t e  I: previsão ( ~ s t i m a ç ã o  a p r i o r i )  



Nesta pa r t e  6 f e i t a  a previsão para o t-ésimo "ins- 

t an t e "  de estimação baseado no conhecimento das est imativas Ot-l e 
* 

Pt-l 
e da l e i  de variação dos parâmetros. 

Pa r te  11: correção 

Westa pa r te  o conhecimento da t-ésima amostra permi - 

t e ,  à luz da nova informação, a correção das es t imat ivas  a p r i o r i  
n * A * 
%/t-1 e Pt/t-l para O t  e Pt .  Es tas ,  por sua vez, se rv i rão  de 

base para es t imat ivas  a p r i o r i  para o i n s t a n t e  ( t  + 1) e assim su  - 

cessivamente. 

Estes  resul tados  podem ser obtidos a t ravés  de uma a- 

bordagem Bayesiana: 

* 
çe O % -~,J(o ,I? j então (o  índ ice  superior  ind ica  que es tão  sendo con 

o O 0 - 
siderados todas 

valor  do índice  

as  observações a t é  o " ins tan te"  correspondente ao 



E s t a s  d i s t r i b u i ç õ e s  ( a  p r i o r i  e  a p o s t e r i o r i )  s ã o  ob- 

t i d a s  p e l o  f i l t r o  de Kalman, a ser v i s t o  detalhadamente no cap í -  

t u l o  I V .  

* 
Como no caso  de parâmetros cons t an t e s ,  O0 e Po ~ r e c i '  

sam s e r  e sco lh idos  pa ra  s e  d a r  i n i c i o  à recursão .  Da mesma f o r -  
* 

m a ,  O0 pode s e r  o  v e t o r  nu lo  e  P uma ma t r i z  d iagona l  com elemen- 
O 

t o s  bem grandes r e f l e t i n d o  a ignorânc i a  a  r e s p e i t o  do v a l o r  r e a l  

OO. Se t f o r  r e l a t i vamen te  grande,  pode-se u t i l i z a r  a informação * 
dos dados pa ra  a e sco lha  de Po. 

111.3.3 - Casos P a r t i c u l a r e s  do Modelo Linear  ~ i n â m i c o  

O a lgor i tmo l i n e a r  dinâmico é b a s t a n t e  g e r a l ,  podendo 

ser a p l i c a d o  pa ra  a t u a l i z a r  a  e s t i m a t i v a  de qua lquer  modelo ARIMA 

dos p a r h e t r o s ,  como será v i s t o  no i t em 111.3.4. Na p r á t i c a  o  mo - 

de10 r e a l  raramente é conhecido, obrigando a  h i p ó t e s e s  s i m p l i f i c a  - 

doras .  Dois d e s t e s  modelos p a r t i c u l a r e s  s ão  importantes .  

111.3.3.1 - O Pas se io  ~ l e a t ó r i o  Multidimensional  

É d e f i n i d o  p e l a  s egu in t e  l e i  de va r i ação  dos p a r h e  - 
t r o s  . 

I s t o  equ iva l e  a :  

t 



P o r t a n t o  O t  é a soma de O com t v a r i á v e i s  a l e a t ó r i -  
O 

a s  independentes de média nu la  , fazendo com que o s  p a r h e t r o s  

sofram f l u t u a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  e m  t o rno  do n í v e l  O com v a r i â n c i a s  
O 

d e f i n i d d s  pe los  elementos d iagona is  da m a t r i z  W. 

O a lgor i tmo de p r e v i s ã o  n e c e s s i t a  somente da m a t r i z  W 

para  func ionar :  

Com i s t o ,  o s  elementos d iagona is  devem r e f l e t i r  a  t a -  

xa de va r i ação  esperada  dos parâmetros.  Caso se s a i b a  que a lguns  

dos parâmetros devam permanecer cons t an t e s ,  b a s t a  a n u l a r  o s  e l e -  

mentos correspondentes  da d iagona l  de W. 

O a lgor i tmo ap re sen ta  bom desempenho pa ra  a es t imação 

de parâmetros c u j a  va r i ação  é l e n t a .  

111.3.3.2 - O Modelo de Gauss-Markov de P r ime i r a  Ordem 

É d e f i n i d o  p e l a  s egu in t e  l e i  de va r i ação  dos parâme- 

t r o s  



- 
onde G é uma m a t r i z  d iagona l  em que o s  elementos g .  ( i = l , N )  s ão  

1 

t a i s  que I g i l < l .  E l e s  funcionam como um c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a  - 

ção e n t r e  o s  i-ésirnos elementos dos v e t o r e s  Ot e Ot-l  , fazendo 

com que o a lgor i tmo ap re sen te  bom desempenho quando a va r i ação  

dos parâmetros é l e n t a  e co r r e l ac ionada  no tempo. 

O a lgo r i tmo  de p rev i são  f i c a :  

111.3.3.3 - cons ideração  

C 

E s t e s  casos  p a r t i c u l a r e s  s ã o  mais u t i l i z a d o s  na p r a  

t i c a  porque a forma g e r a l  (3.25) requer  mui ta  informação a p r i o  - 
ri;  e n t r e t a n t o  e l a  pode s e r  a p l i c a d a  e m  a lguns  sistemas f í s i c o s  

din&nicos bem d e f i n i d a s  e dos q u a i s  s e  conhece o funcionamento. 

Neste caso  a determinação da m a t r i z  G f i c a  f a c i l i t a d a  como no ca  - 

s o  , por  exemplo, da es t imação dos c o e f i c i e n t e s  de c o n t r o l e  e es - 

t a b i l i d a d e  de um m í s s i l .  Logicamente, e s t e s  exemplos fogem ao 

escopo do t r a b a l h o ,  não sendo p o r t a n t o  abordados. Para  t a l  v e r  

1171. 

111.3.4 - ~ e n e r a l i z a ç õ e s  do Modelo Linear  ~ i n â m i c ~  

111.3.4.1 - Modelo ARIMA dos ~ a r â m e t r o s  



(3.25) espec i f i ca  um processo autoregressivo como mo - 

de10 para os parâmetros. Entretanto,  a  introdução de parâmetros 

adic ionais  aux i l i a r e s  ( pode-se cmsiderá-10s va r iáve i s  de estado) 

permite que s e  coloque nes ta  forma qualquer processo ARIMA para 

modelo dos p a r h e t r o s .  A s s i m  s e j a  o processo ARIMA: 

onde : 

l , . . . , p , Y l , . . . Y  -+ matrizes (NxN) conhecidas 
q 

i B + operador re ta rdo  ("backshi f t" )  , i s t o  é, B O t  = Ot-i  

Sejam: 

@ . = O  para j  >p 
1 

Y . = O  para j >q 
3 

I (k-1) N 
a  matr iz  ident idade de dimensão (k-l)N 

* 
O vetores de parãnetros auxiiiares ( ~ x l )  para 2 < j < k  
j , t  

- - 

O o  ve tor  nulo (IxN) 
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O p rocesso  (3.35) pode s e r  e s c r i t o  na forma: 

( 3 . 2 6 )  por  sua vez toma a forma: 

111.3.4.2 - ~ a r i â n c i a s  N& Constantes  

O modelo de r eg re s são  l i n e a r  (3.25) e (3.26) supõe 

v a r i â n c i a s  cons t an t e s  do r u í d o  e das  per tu rbações  dos p a r h e -  

t r o s .  cons ide rá - l a s  função do " i n s t a n t e "  de es t imação,  genera- 

l i z a  o modelo tornando-o mui to  m a i s  r e p r e s e n t a t i v o  da r e a l i d a d e  
L 

A s s i m ,  fazendo v a r ( v  ) =  ot e Wt=O chega-se a um modelo e s t á t i  - t 



Ele não necessita de transformações estabilizadoras 

de variância e leva em conta diretamente as implicações de trans - 

formações na variância do ruído que objetivam uma forma conveni- 

ente do modelo linear. 

2 
Fazendo-se var(v ) = a e var (w ) =  W chega-se a um t t t t 

modelo dinâmico : 

2 
Yt = xtOt + vt I var (vt) = o 

t 

var (w ) =  W t t 

Este modelo é importante em econometria onde normal- 
2 2 

mente se utiliza o modelo linear clássico estático(ot=o e Wt=O) 

no qual os parâmetros são estimados a partir dos dados históri- 

cos. Isto traz dificuldades porque eles sofrem frequentes alte- 

rações ao longo do tempo, devido ao dinamismo das condições só- 

cio-econômicas. Surge então o problema: usando somente as Últi - 

mas amostras o erro da estimativa é muito grande; usando todas, 

o erro é pequeno mas ela pode estar totalmente desatualizada. O 

modelo dinâmico oferece meios de acompanhar o "movimento" da re - 

lação entre as variáveis, pelo fato das variâncias não serem 

constantes. Isto proporciona grande flexibilidade a ser explora - 

da pela habilidade do "modelador". Exemplificando, Wt pode ser 



esco lh ida  como uma função da informação no espaço das  v a r i á v e i s  

independentes:  quando há uma mudança nunca a n t e s  v e r i f i c a d a  nas  

condições sócio-econÔmicas, Wt to rna-se  grande r e f l e t i n d o  o  au- 

mento da i n c e r t e z a  quanto 5 s i t u a ç ã o  r e s u l t a n t e .  D a  mesm-a f o r -  

m a ,  Wt  pode s e r  f e i t a  cons t an t e ,  r e f l e t i n d o  uma queda cons t an t e  

com o tempo do v a l o r  das  informações a n t e r i o r e s .  

Logicamente, e x i s t e  uma i n f i n i d a d e  de maneiras pa ra  

d e f i n i r  Wt. No método de p r e v i s ã o  de Harr ison e Stevens ,  a  d e f i  - 
nição  de Wt e Vt desempenha um pape l  de fundamental importância  

p a r a  sua  f l e x i b i l i d a d e  e e f i c á c i a ,  conforme será v i s t o  no c a p i t u  - 

10 v. 

111.3.5 - Um Tes te  pa ra  a ~ n v a r i â n c i a  dos ~ a r â m e t r o s  

Usando a s  t amostras d i s p o n í v e i s ,  pode-se desenvol - 
v e r  um t e s t e  de h i p ó t e s e s  pa ra  v e r i f i c a r  s e  o s  parâmetros de um 

p a r t i c u l a r  modelo s ã o  realmente  v a r i á v e i s  ou cons t an t e s ,  i s t o  é, 

se o modelo r e a l  é dinâmico ou e s t á t i c o .  O modelo considerado 

pa ra  o desenvolvimento do t e s t e  é um p a s s e i o  a l e a t ó r i o  m u l t i d i  - 

mensional  e m  que a  v a r i â n c i a  das per tu rbações  dos parâmetros W é 
L 

supos t a  l inearmente  r e l ac ionada  à v a r i â n c i a  do ru ído  o , i s t o  é: 

onde R +- mat r i z  ( N x N )  

Obviamente pa ra  e s t e  modeloR #O s i g n i f i c a  p a r h e t r o s  



variáveis e R = O t  parâmetros cons t an t e s .  Pode-se en tão  d e f i n i r  o 

t e s t e .  

Ho: P $0 

D e  (3.31) t i r a - s e  que pa ra  G = I a d i s t r i b u i ç ã o  a 

p r i o r i  f i c a :  

Como a s  suces s ivas  observações s ã o  independentes tem- 

s e :  

De (3 .36 )e  (3.37) obtém-se: 

* 
onde e Po podem s e r  t r a t a d o s  como p a r k e t r o s  conhecidos. 

Mas de  (3.34) t i r a - s e :  



Logo : 

2 * 2 A 
x!) = o  f x' = o (1 + XiPili-l 

0 + XiPi 1 i-1 i i 

onde fi = 1 + x ~ P ~ ~ ~ - ~  x' i 

Portanto (3.38) se transforma em: 

2 
O logaritmo da função de verossimilhança de a e R 

a * 
fica (tratando O0 e Po como parâmetros conhecidos): 

2 2 

Seja 3 o estimador de máxima verossimilhança de a . 
2 

Derivando (3.39) em relação a 5 e igualando a zero vem: 



2 

Usando o v a l o r  5 de (3.46) chega-se ao  logar i tmo da 

função de veross imilhança concentrada ou p e r f i l  de veross imilhan - 

ça:  

t t  1. t 
(3.41) ~ o g  [ L ( R ~ ~  , x )I= t log 2- - L 10g f i  

2 
i=l 

É d i f í c i l  determinar  ana l i t i camen te  o es t imador  de 

máxima veross imilhança R ,  ponto de máximo de (3 .41 ) .  E n t r e t a n t o  

i s t o  pode s e r  conseguido a t r a v é s  de uma t é c n i c a  qualquer  de o t i  - 
mização não- l inear .  

Devido 5 s i m e t r i a  da ma t r i z  R ,  n eces s i t a - se  determi  - 
n a r  i n t e r v a l o s  de  conf iança pa ra  N (  N + 1 ) / 2  elementos que,  se 
gundo Ledo l t e r  191, pa ra  um n í v e l  de conf iança  de aproximadamen- 

t e  (1 - a )  s ã o  dados por: 

L 

onde xk é a a b s c i s s a  da d i s t r i b u i ç ã o  qui-quadrado com k graus  
r a 

de l i b e r d a d e  que de ixa  a da á r e a  2 sua  d i r e i t a .  

De posse de (3.42) pode-se t e s t a r  H c o n t r a  Hl. 
O 



O FILTRO DE KALMAN 

A formulação recurs iva  das equações de estimação por 

mínimos quadrados do modelo de regressão l i n e a r  guarda íntima r e  - 

lação  com uma e s t r u t u r a  de estimação recurs iva  mais gera l :  o f i l  - 

t r o  de Kalman. O problema de es t imar  um conjunto de p a r h e t r o s  

variando segundo uma forma conhecida a p r i o r i  como (3.25) a par- 

t ir  da equação de observação (3.26) é anãlogo ao de es t imar  o ve to r  

de es tados  de um sis tema l i n e a r  dinâmico e s t o c á s t i c o  d i sc re to :  

a p a r t i r  de um ve to r  de observações l inearmente relacionado ao 

ve to r  de es tados  a t r avés  da seguin te  equação de observação: 

onde : 

t - í nd ice  de ordem 

Y t  - ve to r  de observações (~xl) 

O t  - ve to r  de es tados  (Nxl) 

F - matr iz  de v a r i á v e i s  independentes ( M x N )  

G - matr iz  do s is tema (NxN) 



r - m a t r i z  de e n t r a d a  (NxN) 

v t - v e t o r  a l e a t ó r i o  (Mxl) com média nu la  e  ma t r i z  de cova- 

1 r i â n c i a  V represen tando  o  r u í d o  da observação 

W t- 1 - v e t o r  a l e a t ó r i o  (Nxl) com média nu la  e  ma t r i z  de cova- 

r i â n c i a  W represen tando  a  per tu rbação  do s i s tema.  

O s  v e t o r e s  a l e a t õ r i o s ,  por h i p ó t e s e ,  s ã o  independen- 

t e s  e n t r e  s i  e e n t r e  e s t á g i o s  subsequentes .  

A s  formas (3.25) - (3.26) e  ( 4 . 1 )  - ( 4 . 2 )  s ã o  materna - 

t icamente  e q u i v a l e n t e s ,  a  menos dos f a t o s  de xt s e r  v a r i á v e l  e  F 

( s eu  correspondente)  c o n s t a n t e ,  da observação s e r  um vetor(Mx1) 
L 

( o  que t ransforma a v a r i â n c i a  dos ru ídos  e s c a l a r  o numa ma t r i z  

V(MxM))e das  ma t r i ze s  G e r serem cons t an t e s .  

( 4 . 1 )  e  ( 4 . 2 )  podem s e r  r ep re sen tadas  pe lo  s egu in t e  

F igura  4 . 1  

diagrama de b locos  : 

v 
t 

W t-1 
> 

* 

r O t  
I F 

Y t  



Torna-se patente a analogia entre  estimação de parâ- 

metro e de estado em modelos de sistemas dinâmicos, sugerindo 

uma tentat iva  de unif icar  e s t e s  dois conceitos. Fundamentalmen- 

t e ,  neste t i po  de modelos não ex is te  diferença entre  e les  e a se  - 

paração com que são normalmente tratados deve-se mais a razões 

h is tór icas  e a uma causa f í s i ca :  denomina-se p a r h e t r o  quando 

naohá variação ou há uma variação lenta  e estado quando a varia- 

ção é relativamente rápida. 

Nestes termos o f i l t r o  de Kalman, algoritmo de e s t i -  

mação do vetor B t ,  assume par t icu la r  importância neste trabalho. 

Suas equações se prestam não só à estimação recursiva de mini - 
mos quadrados como permitem a formulação de métodos recursivos 

de análise e previsão de sé r i e s  temporais. Torna-se, portanto, 

interessante mostrar como e la s  podem se r  obtidas para uma me - 
lhor compreensão destes métodos e para j u s t i f i c a r  o algoritmo li - 

near dinâmico de 111.3.2. Das duas soluções mais conhecidas, a 

de Kalman 181 baseada em projeções ortogonais e a de Ho e ~ e e l 7 1  

baseada em inferência Bayesiana, optou-se pela segunda devido 5 

sua maior relação com o método Bayesiano de previsão de Harrison 

e Stevens do capítulo V. 

Para s i t u a r  o problema enuncia-se o conceito de e s t a  - 

do em sistemas deterministicos e estocásticos,  define-se o pro- 

blema geral  de estimação de estados (amortecimento, filtragem e 

previsão),  introduz-se a versão discreta  do f i l t r o  de Kalman e 

finalmente, deriva-se suas equações. 



I V . 1  - O Conceito de Estado e m  Sistemas ~ e t e r m i n í s t i c o s  

In tu i t i vamen te ,  o e s t a d o  de um s i s t ema  d e t e r m i n í s t i -  

co pode ser considerado como a quant idade minima de informação 

ace rca  de s eu  passado,  s u f i c i e n t e  pa ra  p reve r  o e f e i t o  do passa- 

do no comportamento f u t u r o  do s i s tema.  Chamando Ot  - o v e t o r  r e  - 

p r e s e n t a t i v o  do e s t a d o  no i n s t a n t e  (t-1) , decor re  da d e f i n i ç ã o  

que o e s t a d o  no i n s t a n t e  t deve ser uma função somente de Ot-l  e 

da e n t r a d a  l ~ ~ - ~  no i n s t a n t e  (t-1) , ou s e j a :  

De um modo g e r a l ,  pode-se e s t a b e l e c e r  um s i s tema de 

equações d i f e r e n c i a i s  (ou de d i f e r e n ç a s )  descrevendo o comporta- 

mento dinâmico de um processo  f í s i c o  pa ra  en t ão  colocá- lo  na f o r  - 

ma ( 4 . 3 ) .  

A s  v a r i á v e i s  de e s t a d o  podem t e r  um s i g n i f i c a d o  f í s i  - 
co. E n t r e t a n t o  como no caso  de equações l i n e a r e s  de e s t a d o  (ca- 

s o  d e s t e  t r a b a l h o )  o s i s t ema  de e n t r a d a  e s a í d a  não é a f e t a d o  

por t ransformações  l i n e a r e s  não-s ingula res  das  v a r i á v e i s  de e s t a  - 

do, e x i s t e  uma i n f i n i d a d e  de r ep re sen tações  de v a r i á v e i s  de e s t a  - 
do pa ra  um mesmo s i s t ema  de e n t r a d a  e s a í d a  e ,gera lmente ,  a fo r -  

m a  m a i s  d e s e j á v e l  de se t r a b a l h a r  não é a forma o r i g i n a l .  A s s i m ,  

ao  c o n t r á r i o  das  e n t r a d a s  e das  s a í d a s  que t e m  um s i g n i f i c a d o  fí - 
s i c o  concre to ,  o e s t a d o  deve ser o lhadorem p r i n c í p i o ,  como uma 

quant idade a b s t r a t a  (no métoào Bayesiano de Harr ison e Stevens ,  

e n t r e t a n t o ,  e l e  possu i  s i g n i f i c a d o  f í s i c o ) .  



4 7  

A equação (4.3) pode geralmente s e r  l inea r i zada  para  

O t  - ve to r  de es tados  (Nxl) 

'-'t - ve to r  de v a r i á v e i s  de ent rada  (Rxl) 

G e I' - matrizes  (NxN) e (NxR) 

A s a í d a  observada do s is tema pode s e r  expressa como 

combinação l i n e a r  das v a r i á v e i s  de estado:  

onde : 

Y t  - ve to r  de sa ída  (Mxl) 

F - matriz  (MxN) 

Na forma ( 4 . 4 ) ,  qualquer componente do ve to r  de e s t a  - 
dos pode s e r  e s c r i t o  como uma equação de d i ferenças  de N-ésima 

ordem e vice-versa,  fazendo com que s e j a  sempre poss íve l  escre-  

ver  qualquer modelo l i n e a r  dinâmico n e s t a  forma. 



Note-se que somente a s  en t radas  e  a s  s a í d a s  y são 

quantidades conhecidas diretamente.  A s  va r i áve i s  de es tado se r -  

vem simplesmente para d e f i n i r  o  comportamento i n t e r n o  do s i s t e -  

ma. Existem meios de s e  o b t e r  informações sobre a s  va r i áve i s  de 

es tado a t r avés  das observações y ou de manipulá-las indiretamen- 

t e  pe lo  a j u s t e  da ent rada  v .  A manipulação envolve os concei tos  

de con t ro lab i l idade  e  observabi l idade e  foge aos ob je t ivos  do 

t rabalho .  

I V . 2  - O Conceito de Estado em Sistemas ~ s t o c á s t i c o s  

N u m  sistema e s t o c á s t i c o  e x i s t e  a  necessidade de s e  

modif icar  o  concei to  de es t ado  porque n e l e  o comportamento f u t u  - 

r o  não pode s e r  determinado unicamente pe lo  es tado presente .  Uma 

extensão n a t u r a l ,  então,  é a exigência  de que a  d i s t r i b u i ç ã o  de 

probabi l idade f u t u r a  do v e t o r  de es tados  s e j a  unicamente determi - 

nada pe lo  seu verdadeiro va lo r  presente .  I s t o  implica em que 

e l e  s e j a  d e s c r i t o  por um processo Markoviano mult ivar iado da f o r  - 

ma ( 4 . 1 ) .  

Como no caso de terminis t ico ,  a  s a í d a  pode s e r  expres 

s a  como combinação l i n e a r  das va r i áve i s  de es tado e ,  por tanto ,  

por ( 4 . 5 ) .  Ent re tanto ,  a forma ( 4 . 1 )  e  (4.5) não é a forma pa- 

drão do modelo l i n e a r  e s t o c á s t i c o  de es tados .  Desde os  t raba-  

lhos  de Wiener tornou-se p r á t i c a  comum represen ta r  a  observação 

do processo yt como a soma de dois  processos e s tocás t i cos :  um r e  - 

lacionado ao es tado O t  e  um ru ído  indesejado v t ,  o r i g i n á r i o  de 



e r r o s  de medida e e r r o s  e s t o c á s t i c o s .  Com i s t o ,  chega-se 5 for-  

ma ( 4 . 1 )  e ( 4 . 2 )  para  r ep resen ta r  o modelo l i n e a r  e s t o c á s t i c o  de 

es tados .  

Supondo conhecidas as  matr izes  do modelo, o f i l t r o  

de Kalman proporciona a e s t ima t iva  ótima do ve to r  de es tados  O t 

a p a r t i r  do conjunto de observaçÕes y . Antes de der ivá- lo,  

convém enunciar  de uma maneira ge ra l  o problema de estimação de 

es tados  num sistema e s t o c á s t i c o .  

I V . 3  - O Problema de ~ s t i m a ç ã o  de Estados 

Seja  o diagrama de bloco g e r a l  do sistema e s t o c á s t i -  

Figura 4 . 2  

O problema ge ra l  de estimação de es tados  pode s e r  e- 

v t 
v 

nunciado: conhecidas a s  re lações  f í s i c a s  e n t r e  O t  e w t-1' e n t r e  

y t ,  O t  e v a s  propriedades e s t a t í s t i c a s  de vt e w t f  t-1 
e as ob- 

servações y 1~ Y 2 r  . . - I  y t ,  determinar G ( r / t )  a melhor e s t ima t iva  

de O segundo algum c r i t é r i o  desejado. 
T 

W t-l P 

Dependendo do va lo r  de T ,  t rês  t i p o s  de problemas 

surgem: 

MJ3DIDOR . Y t  - SISTEMA 
O 

3. 



T < t - problema de amortecimento 

T = t - problema de f i l t ragem 

T > t - problema de previsão 

De um modo gera l ,  uma vez especif icado o c r i t é r i o  pa - 

r a  a  melhor es t imat iva ,  e s t e s  problemas são matematicamente bem 

definidos.  

I V . 4  - F i l t r o  de Kalman Discreto: solução Bayesiana 

A versão d i s c r e t a  do f i l t r o  de Kalman f o i  inicialmen - 

t e  apresentada por Kalman em 1 9 6 0 .  Em 1 9 6 1 ,  Bat t in  derivou inde - 

pendentemente resul tados  semelhantes , onde conseguiu es tabelecer  

o estimador l i n e a r  ótimo tan to  para caso de e r r o s  correlacionados, 

quanto para o de erros não correlacionados. Ele supôs para solução 

uma re lação recurs iva  onde a nova es t imat iva  é a soma de uma es- 

t imat iva  extrapolada,  baseada em es t imat ivas  passadas, com uma 

matriz de "ganho" modificando os resíduos. Deste modo, o proble - 

ma se  resume na determinação da matriz de ganho Ótima que minimi - 

za o e r r o  médio quadrát ico das es t imat ivas .  

O enfoque aqui u t i l i z a d o  enuncia o problema como um 

problema gera l  de estimação e s tocás t i c a  de múltiplos es tág ios ,  

apresenta sua solução Bayesiana e  depois a  p a r t i c u l a r i z a  para o 

f i l t r o  de Kalman. 

A i d é i a  ge ra l  da solução Bayesiana é, conhecidas to- 



das as  observaçÕes, determinar a função densidade de probabi l ida  

de a p o s t e r i o r i  do ve to r  de e s t ados ,  já que e l a  contém todas a s  

informações e s t a t í s t i c a s  de i n t e r e s s e .  Com i s t o ,  o problema es-  

t o c á s t i c o  de estimação s e  transforma numa s é r i e  de re lações  de- 

t e r m i n í s t i c a s  que s e  pode v i s u a l i z a r  e manipular. 

I V .  4 . 1  - Caso Geral: Estimação Es tocás t i ca  de ~ Ú l t i p l o s  Está- 

g i  os  

Parte-se do pressuposto que no e s t á g i o  de ordem t 

(em termos de parâmetros, no t-ésimo " i n s t a n t e "  amostral)  são co - 

nhecidos : 

(i) - a equação governando a evolução do es t ado  e a equação r e l a  - 

cionando-o à observação 

( 4 . 6 )  

( 4 . 7 )  

onde 

t - í nd ice  de ordem 

O - ve to r  de es tados  t 

Y t  
- ve to r  de observações 

W t- 1- ve to r  de perturbações 

v , ve to r  de ruídos t 



(ii)- o conjunto de todos  os  v e t o r e s  de observações 

.(iii) - a s  funções densidade de probabi l idade  

De posse d a s  informações (i.), (ii), (iii), deseja-se  esti- 

mar O o v e t o r  de e s t a d o s  no e s t á g i o  t .  t1 

A so lução  d e s t e  problema pode s e r  desenvolvida nos 

s e g u i n t e s  passos:  

l i ) -  o b t e r  p(Ot1Ot_,). 

I s t o  pode ser f e i t o  a p a r t i r  do conhecimento de 

P ( w ~ - ~ I  v ~ I O ~ - ~ )  I P ( @ ~ - ~ ~ Y  (t-l)) e de ( 4 . 6 ) .  

I s t o  pode s e r  f e i t o  a p a r t i r  de p(wt+ v ~ ~ ~ - ~ ) I  

(4 .6)  e ( 4 . 7 ) .  



(-iii 1,- o b t e r  p  ( Ot, yt [y (t-1) , O t )  ~ ( 0 ~ 1 0 ~ - ~ )  

A p a r t i r  d i s t o ,  a s  funções densidade marginais  

P ( E ' ~ ! Y  
(t-1) 

) e  p(Yt!Y ( t - l )  ) podem s e r  o b t i d a s  d i re tamente .  

E s t a  equação r e p r e s e n t a  a  função densidade de proba- 

b i l i d a d e  a  p o s t e r i o r i  do e s t a d o  O i s t o  é, o conhecimento t f  da 

s u a  na tu reza  após o  conjun to  de todas  observações y  . Por  de- 

f i n i ç ã o ,  e l a  contém todas  a s  informações e s t a t í s t i c a s  neces sá r i -  

a s  à est imação.  

t 
) - o b t e r ,  a  p a r t i r  de p  ( O t  l y  ) , e s t i m a t i v a s  de O 

t ' Dependen- 

do do o b j e t i v o  dese jado ,  v á r i a s  funções de c r i t é r i o  p a r a  a  

es t imação podem ser d e f i n i d a s ,  o r ig inando  v á r i a s  e s t i m a t i -  

va s ,  e m  algum s e n t i d o ,  Ótimas. Exemplos t í p i c o s  d e s t a s  es - 

t i m a t i v a s  s ã o  o s  s egu in t e s :  

a )  c r i t é r i o :  maximizar a  p robabi l idade  de O t '  
t 

= moda de p(Otly ) ,  ou s e j a ,  a  e s t i m a t i v a  

mais provável ,  



b) c r i t é r i o :  minimizar t 
p(Otly  dO 

t-  solução:  8  = E i~~ l Y  J, ou s e j a ,  a  média condic iona l .  t 

E s t a  e s t i m a t i v a  é também chamada de i g u a l  ris - 

co,  porque a  p robabi l idade  de O t  ser maior ou 

menor que O é a  mesma. t 

c )  c r i t é r i o :  minimizar o  máximo de 10 - O t  1 t 

t solução:  O t  = mediana de p(O I y  ) , ou s e j a ,  a  e s t i m a t i  t - 

va que minimiza o  maior e r r o  p o s s í v e l .  

E s t a s  três e s t i m a t i v a s  s ão  r ep re sen tadas  na f i g u r a  

t s e g u i n t e ,  pa ra  o  ca so  de v a r i á v e i s  e s c a l a r e s  com p(Otly  ) gené r i  - 

Figura  4 . 3  

Logicarnente, def inindo-se  o u t r o s  c r i t é r i o s ,  novas es - 

t i m a t i v a s  podem s e r  ob t idas .  Além d i s s o ,  pode-se de te rminar ,  a  

p a r t i r  de p(O ly ) , i n t e r v a l o s  de c o n f i a n ~ a  p a r a  cada caso.  De t - 
t 

ve-se n o t a r  que se p(Ot ] y  ) f o r  normal, a s  três e s t i m a t i v a s  an t e  - 



r io rmente  d e f i n i d a s  coincidem. 

I V .  4.2 - Caso P a r t i c u l a r :  O F i l t r o  de Kalman 

O f i l t r o  de Kalman é um c a s o  de e s t imação  p a r t i c u l a r  

no q u a l  a s  r e l a ç õ e s  f u n c i o n a i s  (4 .6 )  e (4 .7 )  assumem a forma 

( 4 . 1 )  e (4 .21,  r e e s c r i t a s  a s e g u i r :  

com a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e r i s t i c a s :  

(i)- v e w t t-1 
s ã o  r u í d o s  brancos  normais independen tes  com mé- 

d i a  n u l a  e m a t r i z e s  de c o v a r i â n c i a  V e W ,  r e spec t ivamente .  

Como w t-1 e v independem do e s t a d o ,  t 

t 
Em conseqdênc ia ,  a d i s t r i b u i ç ã o  a p o s t e r i o r i  ( 0 S y  ) 

se t rans forma  e m :  



Por tanto ,  a solução do problema requer a determina- 

ção das três funções densidade de probabi l idade à d i r e i t a  de 

( 4 . 8 ) .  A s s i m :  

(i) - p(O t l y ( t - l )  1- N ( G ~ ~ - ~ ,  P* t  1 t-1 ) , onde: 

I s t o  porque: 

Como w ~ - ~  independe de y (t-1) 

Logo : 

- 
cov bt I Y  (t-l)] = cov F O  - t-1 1 y ( t - l ) ]  + cov [rwt-l] = G P ; -~  G' + 



Finalmente , p ( O  l y ( t - l )  ) é normal por  ser combinação t 
u=- 1) l i n e a r  de duas normais. p ( O t - l  1 e p ( w t 4 )  

I s t o  porque: 

Como v independe de y (t-1) . 
t 

Logo: 

Cov [ytly(t-l)] = F Cov b t l ~  F t  + Cov [vt] = FP; lt-l F 1 +  V 

Finalmente,  p (y t  I y (t-1) ) é normal po r  ser combinação 

l i n e a r  de duas normais,  p ( O  l y ( t - l )  t ) e p ( v t )  . 

I s t o  porque: 



Como v  independe de Ot: t 

Logo : 

COV LYt /ot] = F Cov O jO F  + COV V = V L t l  LI 
Fina lmente ,  p  (y  1 0 ) é normal porque p  (v t )  é normal.  t t  

S u b s t i t u i n d o  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  (i) , (ii) e (iii) e m  

( 4 . 8 ) ,  obtém-se: 

t 1 exp  1 -  + - F Ó ~ )  I V 
-1 

p(Ot ly  = (y t  - ~ 8 ~ )  1 
M 1 I 

/ 1 exp i -  i [(yt - F G B ~ J  I 

M 1 



Logo : 

Completando os quadrados  e m  ( 4 . 9 )  , chega-se a: 

onde : 

e 

(4 .11 )  O - t - GOt-1 - '?;I t-l F '  (FP; F '  + (FG& - y t )  

( 4 . 1 2 )  P* = P *  - t tl t-1 P;l t-1 F ' (FP;  F '  + V ) - '  Ft P;lt-l 



Por t an to ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  a  p o s t e r i o r i  do v e t o r  de pa - 

râmetros no i n s t a n t e  t é normal com média 8 e v a r i â n c i a  P* i s t o  
t t '  

4 

e: 

( 4 . 1 1 )  e  (4.12) s ã o  matematicamente equ iva l en t e s  a  

(3.29) e (3.30) , a  menos das  d i f e r e n ç a s  apontadas na  in t rodução  

do c a p í t u l o .  A s s i m ,  e s t ã o  demonstradas a s  equações r e c u r s i v a s  do 

a lgo r i tmo  l i n e a r  dinâmico do i t e m  111.3.2. 

~ l é m  d i s t o ,  e s t e  r e s u l t a d o  proporciona um s u b s í d i o  

t e ó r i c o  r e l e v a n t e  ao desenvolvimento de métodos r ecu r s ivos  de anã - 

l ise e  p r e v i s ã o  de séries temporais .  



 pós a formulação recursiva das equações de mínimos 

quadrados do modelo de regressão l i nea r  e sua relação com o f i l -  

t r o  de Kalman, r e s t a  a aplicação dos conceitos de estimação recur - 

s iva  ao estudo de s é r i e s  temporais. O s  métodos recursivos para a 

estimação dos ~ a r â m e t r o s  de uma s é r i e  temporal podem s e r  u t i l i z a -  

dos t an to  nos modelos convencionais t i p o  "caixa-preta",  que se  

preocupam basicamente com as relações en t re  as entradas e as  sa í -  

das do sistema, quanto nos modelos t i p o  "espaço de estados",  mais 

voltados à descrição in te rna  do processo. 

Para os modelos convencionais apresenta-se um méto- 

do baseado em modificações por variáveis  instrumentais e máxima 

verossimi lhança aproximada (VI-MVA) das equações recursivas de m í  - 

nimos quadrados que em relação aos t rad ic iona is ,  embora não s e j a  

es ta t i s t icamente  e f i c i e n t e ,  possui a vantagem de produzir compara - 

tivamente est imativas de pequena variância com muito menor esfor-  

ço computacional, além do potencial  para aplicações em tempo rea l .  

Para os modelos t i p o  "espaço de estadosl1 apresenta- 

se um método baseado em inferência  Bayesiana e desenvolvido por 

Harrison e Stevens, cujas pr incipais  ca rac t e r í s t i ca s  são as  se- 

guintes : 



- capacidade do a n a l i s t a  prover  a o  s i s t ema ,  a cada i n s t a n t e ,  

informações a p r i o r i ,  i n t e r n a  e externamente,  conforme o ex- 

pos to  no c a p i t u l o  I. I s t o  p o s s i b i l i t a  uma in te rvenção  huma- 

na baseada na t e o r i a ,  es tabe lecendo  a união da t e o r i a  com a 

p r á t i c a .  

- capacidade de d e t e t a r  e se a d a p t a r  rapidamente,  de maneira au - 

tomát ica  ou sob " in te rvenção"  do a n a l i s t a ,  a s i t u a ç õ e s  "anor- 

mais" como mudanças b ruscas  de n í v e l  e i n c l i n a ç ã o ,  a t r a v é s  de 

uma modelagem e x p l í c i t a  d e s t a s  s i t u a ç õ e s .  O s  métodos não 

Bayesianos geralmente demoram a perceber  e s t a s  mudanças, s e  

adaptando de modo m a i s  l e n t o  e produzindo e r r o s  s e n s i v e i s  de 

p r e v i s ã o  duran te  um tempo r e l a t i vamen te  longo. I s t o  pode s e r  

profundamente p r e j u d i c i a l  tomada de dec i sões  e ao p lane ja -  

mento da operação do sistema e m  es tudo .  

- a p l i c a b i l i d a d e  quando se d ispõe  de um número pequeno de obser  - 

vações ou a té  mesmo no i n í c i o  do processo ,  quando a inda  não se 

d i spõe  de observações ( n e s t e  caso,  baseada somente na expres-  

s ã o  q u a n t i t a t i v a  da e x p e c t a t i v a  do a n a l i s t a ) .  A importância  

d e s t e  f a t o  r e s s a l t a  quando s e  v e r i f i c a  ser comum a ocor rên  - 
c i a  de a l t e r a ç õ e s  na  série h i s t ó r i c a  que tornam não s i g n i f i c a  - 
t i v o s  os  dados a n t e r i o r e s  a um determinado i n s t a n t e ,  fazendo 

com que somente uma pequena quant idade d e l e s  passe  a c o n t e r  

informações r e l e v a n t e s .  Um f a t o  d e s t a  na tureza  pode impedir 

a ap l i cação ,  po r  exemplo, do método Box & Jenkins  que g e r a l  - 
mente só ap re sen ta  bom desempenho quando s e  d i spõe  p e l o  menos 

de c e r c a  de 30 observações.  



modelagem da série por  um modelo l i n e a r  dinâmico com a  es t ima  - 

t i v a  dos p a r h e t r o s  a t u a l i z a d a  p e l o  f i l t r o  de Kalman, es tabe-  

lecendo,  impl ic i tamente ,  a ana log ia  p a r h e t r o - e s t a d o .  E s t e  

modelo i n c l u i  como casos  p a r t i c u l a r e s  v á r i o s  modelos conven- 

c i o n a i s  como reg re s são  l i n e a r ,  amortecimento exponencial  e mo - 

de los  ARIMA Box & Jenkins .  E s t e s  necess i tam ser l i n e a r i z a  - 
dos,  u t i l i z ando- se  na e s t i m a t i v a  de s eus  parâmetros o  f i l t r o  

de Kalman Extendido. 

Quase a  t o t a l i d a d e  do capz tu lo  s e  c o n s t i t u i  na a- 

p resen tação  d e s t e  método, sendo a  p a r t e  f i n a l  rese rvada  ao méto - 

do VI-MVA. 

V . l  - Modelos Espaço de Estados:  O ~ é t o d o  Bayesiano de Previ-  

s ã o  a  Curto Prazo 

V . l . l  - c a r a c t e r í s t i c a s  

(i) - ~ e p r e s e n t a ç ã o  paramét r ica  (ou de v a r i á v e i s  de Estado) 

U t i l i z a  uma r ep re sen tação  paramét r ica  do processo  

( e m  vez de uma r ep re sen tação  func iona l )  que além de s i m p l i f i c a r ,  

p o s s i b i l i t a  a  a t r i b u i ç ã o  de um s e n t i d o  " f í s i c o "  (como n í v e l ,  in-  

c l i n a ç ã o ,  e t c . )  a  cada parãmetro,  f a c i l i t a n d o  a  v i s u a l i z a ç ã o  do 

mecanismo e v o l u t i v o  do processo.  Es t a  represen tação  é a  respon - 

s ã v e l  p e l a  p o s s i b i l i d a d e  de comunicação sistema - a n a l i s t a  em a m  - 

bos os  senti dos:^ a n a l i s t a  pode t r a n s m i t i r ,  a t r a v é s  de informa - 
çÕes sob re  o s  p a r h e t r o s ,  sua  op in i ão  ace rca  da i n f l u ê n c i a  de £a - 
t o s  ex t e rnos  e o  s i s t ema  pode responder ,  e m  termos de i n c e r t e z a ,  



suas possiveis consequências. A s s i m ,  o ana l i s ta  pode entender e 

e aval iar  inferências sobre os parâmetros. 

t i )-  Descrição Probabil ist ica dos Parâmetros 

O vetor de parâmetros é suposto um vetor a leató  - 
r i o  multidimensional desconhecido cuja dis t r ibuição conjunta se  

deseja i n f e r i r  para cada ins tante ,  a p a r t i r  das observações a t é  

aquele instante.  Esta informação é extrapolada para i n f e r i r  os 

futuros valores da sér ie .  Deve-se r e s sa l t a r  que a incerteza a- 

cerca do futuro provem não somente da grande aleatoriedade dos 

fa tores  que o determinam, mas também da incerteza acerca dos va- 

lores presentes dos parâmetros. A i s t o  se a l i a  a capacidade do 

modelo estabelecer corretamente a ligação do passado com o futu - 

ro. 

No caso da observação se r  um vetor, as d i s t r ibu i -  

ções conjuntas oferecem um meio simples de previsão s u j e i t a  a 

res t r ições  e de uso dos dados de um produto para obtenção de in- 

formações acerca de produtos correlatos.  

(iii) - Descrição Sequencial 

Especifica a evolução do processo entre  dois ins  - 
tantes  subsequentes (t-1,t) descrevendo sua evolução s i s t e m ~ t i c a  

e a lea tór ia .  I s t o  permite a inferência do vetor de p a r h e t r o s  

no ins tante  t a p a r t i r :  



- da d i s t r ibu ição  a pos t e r io r i  dos parâmetros no ins tan te  (t-1) 

- das d i s t r ibu ições  do ruído da observação e da perturbação dos 

parâmetros no i n s t an t e  t 

- da observação no i n s t an t e  t 

Um aspecto importante do método é não haver exigên - 

tia que o modelo representa t ivo da t rans ição (t-1,t) s e j a  o mes- 

mo para qualquer i n s t an t e  t. I s t o  proporciona grande f l e x i b i l i -  

dade já  que d i fe ren tes  modelos podem s e r  apropriados a determina - 

das t rans ições  (por exemplo, quando grandes a l terações  no compor - 

tamento da s é r i e  são esperadas como decorrência de fa tos  exter -  

nos ) .  

.(iv)- Modelos de ~ Ú l t i p l o s  Processos 

vár ios  métodos e s t a t í s t i c o s  foram desenvolvidos pa - 

r a  manipular a incer teza  dos parâmetros de um determinado mode- 

l o ,  mas o problema da incer teza  quanto ao próprio modelo não r e  

cebeu o mesmo tratamento. Pouca atenção tem s ido  dada ao proble - 

ma da dúvida sobre que modelo e s t á  em curso determinado instan-  

t e .  Em s é r i e s  temporais,  além des te  dúvida, é bastante lógico 

supor que d i fe ren tes  modelos estejam em curso em d i fe ren tes  ins- 

t an tes .  



Existem d o i s  t i p o s  p r i n c i p a i s  de i n c e r t e z a  quanto 

a modelos: 

- e n t r e  um conjun to  d i s c r e t o  de a l t e r n a t i v a s ,  um Único modelo 

do processo  está  em curso  em todos  os  i n s t a n t e s ,  não sendo 

conhecido q u a l  ( i t e m  V.1.7.1).  

- o modelo do processo  num determinado i n s t a n t e  é umacombinação 

a l e a t ó r i a  e n t r e  um número d i s c r e t o  de a l t e r n a t i v a s .  E s t e  ti- 

po de abordagem p o s s i b i l i t a  a modelagem e x p l í c i t a  das  mudan - 
ç a s  bruscas  e t r a n s i ê n c i a s  da s é r i e  ( i t e m  V.1.7.2). 

V . 1 . 2  - Modelagem do Processo:  O Modelo Linear  ~ i n â m i c o  

O p rocesso  é modelado por  um modelo l i n e a r  dinâmi- 

co (MLD) que e s p e c i f i c a :  

- a r e l a ç ã o  de dependência e n t r e  as observações e o s  parâmetros 

do p roces so .  

- a evolução dos parâmetros no tempo, devido a uma r e g r a  s i s t e -  

mát ica  i n e r e n t e  ao  processo  e a "choques" a l e a t ó r i o s .  

O MLD u t i l i z a d o  é o segu in t e :  

(5 .1)  yt = FtOt+ v t ,  V t - N ( O I V t )  - equaqão de observação 



(5.2) - O t  - GOt-l + W t , - N(O,Wt)  - equação do sistema t 

onde : 

- í n d i c e  de tempo ( t = l , 2 , 3 ,  ... ) 
- v e t o r  de observação (Mxl) no i n s t a n t e  t 

- mat r i z  de v a r i á v e i s  independentes (MxN) conhecida no i n s  - 

t a n t e  t 

- v e t o r  de p a r h e t r o s  (Nxl) no i n s t a n t e  t 

- mat r i z  do s i s t ema  (NxN) conhecida 

- v e t o r  a l e a t ó r i o  de r u i d o  (Mxl) com d i s t r i b u i ç ã o  normal 

de média n u l a  e ma t r i z  de cova r i ânc i a  V conhecida t no 

i n s t a n t e  t 

- v e t o r  a l e a t ó r i o  de per turbação  dos parâmetros (Nxl) com 

d i s t r i b u i ç ã o  normal de média n u l a  e m a t r i z  de covariân- 

c i a  W conhecida no i n s t a n t e  t. t 

A equação de observação e s p e c i f i c a  a dependência 

e n t r e  a observação e os  p a r h e t r o s  e ,  por  h i p ó t e s e ,  a d i s t r i b u i -  

ção de y t ,  enquanto a equação do s i s t ema  e s p e c i f i c a  a evolução 

d e t e r m i n í s t i c a  (ma t r i z  G) e a a l e a t ó r i a  ( v e t o r  wt)-dos parâmetros 

A forma (5.1) e (5 .2)  p o s s i b i l i t a  duas i n t e r p r e t a -  

ções  p r i n c i p a i s  pa ra  o s  parâmetros do processo:  

i )  considerando Ft v a r i á v e l ,  expressam uma r e l a ç ã o  e n t r e  a v a r i á  - 

v e l  dependente yt e a s  v a r i á v e i s  independentes F g e n e r a l i  - t' 
zando a i n t e r p r e t a ç ã o  paramét r ica  do modelo l i n e a r  e s t á t i c o .  



ii) considerando F constante,  o MLD pode s e r  encarado como uma t 

representação em espaço de estados de uma s é r i e  temporal com 

os p a r h e t r o s  admitindo in terpre tações  f í s i c a s  como n íve l  e 

incl inação do processo. Neste sent ido,  estabelece-se uma li- 

gação com a Teoria de Controles a t ravés  da correspondência pa - 

râmetro-estado mencionada na introdução dos capí tu los  I V  e V. 

Em relação ao MLD mais dois  aspectos devem s e r  r e s  - 
sa l tados  : 

i) teoricamente nada impede que e l e  s e j a  generalizado admitindo- 

-se,  por exemplo, G var iável  e d i s t r ibu ição  conjunta para v t 

e w com médias não nulas.  Na p rá t i ca ,  en t re tan to ,  e s t a s  mo- t 

di f icações  o tornam desnecessariamente complexo, uma vez que 

o modelo apresentado é su f i c i en t e  para a grande maioria das 

apl icações.  

ii) e l e  pode representar  combinações l ineares  de modelos l ineares  

e modelos h ie rá rqu icos .  

V.1.3 - ~ s t i m a ç ã o  dos ~a râme t ros :  O F i l t r o  de Kalman 

A forma (5.1) e (5.2) de representação do processo 

é análoga 2 forma ( 4 . 1 )  e ( 4 . 2 )  que representa a observação de 

um sistema l i n e a r  dinâmico es tocás t ico .  Na rea l idade,  conside - 
rando w = Iwt-l  t e a menos da hipótese das matrizes de covariân - 

tia Vt e Wt e da matriz F var iáveis  no tempo, as  duas formas t 



são matematicamente igua i s .  I s t o  sugere que s e  u t i l i z e  na e s t i -  

mação dos parâmetros a s  equações de recorrência  do f i l t r o  de 

Kalman ( 4 . 1 1 )  e ( 4 . 1 2 )  com e s t a s  a l te rações .  A s s i m ,  par t indo da 

suposição que no i n s t an t e  i n i c i a l  t = O o ve tor  de parámetros O0 
A 

tem d i s t r i bu i ção  normal com média 0, e matriz de covariância as- 
* 

saciada P i é: o' 

e que o processo y é desc r i t o  pelo sistema (5.1) e (5.2) , a d i s  t - 
t r ibu ição  a p o s t e r i o r i  dos parâmetros no i n s t an t e  t é da forma: 

A * 
com a média O t  e a matr iz  de covariância P sendo obtidas pelas  t 

relações:  

onde : 

(5.5)  e ( 5  - 6 )  representam est imativas a p r i o r i  da 

média e covariância dos parâme t r o s  , a t u a l i  zados após o conheci- 



mento da informação r e l a t i v a  ao instante t, através de (5.3) e (5.4). 

Alguns resultados intermediários destas relações 

merecem ci tação:  

* A 

O t  1 t-1 - est imativa a pr ioki  da média dos parâmetros O t  
* 

Pt 1 t-1 - matriz de covariância a p r i o r i  associada à est imativa 

A 

F t O t ]  t-1 - previsão de y um passo 2 f r en t e  f e i t a  no instante (t-1) 
* 

t 

( ~ t - ~ t ~ t  1 t-1 ) - e r r o  da previsão um passo à f ren te  
* 

F '  + Vt)  - matriz de covariância associada a previsão (FtPtlt-l t 

de yt um passo à f r en t e  

* * -1 
Pt I t-lF; pt+ FtPtI t-lF4 - matriz que pode s e r  considerada 

uma extensão da constante de amor- 

tecimento esca la r  

Conforme o mencionado anteriormente e s t a  formula- 

ção permite que se  i n f i r a  a d i s t r ibu ição  a pos t e r io r i  dos parâme - 
t t  t r o s  no ins tan te  t, (0 1 , F  a p a r t i r :  

t 

- da d i s t r ibu ição  a pos t e r io r i  dos parâmetros no i n s t a n t e ( t - 1 ) .  

- da observação no ins tan te  t ,  Yt 
- das matrizes de covariância do ruido e da perturbação dos pa- 

râmetros no ins tan te  t ,  V e Wt t 



A grande vantagem d i s t o  é p o s s i b i l i t a r :  

uma base  t e ó r i c a  p a r a  p rev i sões  com poucas ou a t é  nenhuma ob- 

se rvação  

o desenvolvimento de e s t r u t u r a s  que permitam a comunicação 

s i s t e m a - a n a l i s t a  

V.1 .4  - prev i são  

Obtida a d i s t r i b u i ç ã o  a p o s t e r i o r i  do v e t o r  de pa - 

râmetros  no i n s t a n t e  t ,  u t i l i z a - s e  esta informação p a r a  i n -  

f e r i r  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  das  observações f u t u r a s  do processo 

~ ~ + ~ ( k = 1 , 2 , . . . ) .  E s t a s  p r ev i sões  decorrem da ex t r apo lação  da i n  - 

c e r t e z a  dos v a l o r e s  c o r r e n t e s  dos parâmetros ,  combinada aos v a l o  - 

r e s  f u t u r o s  das  ma t r i ze s  de cova r i ânc i a  V t+k  e Wt+k sendo, por  - 
t a n t o ,  fundamentalmente d i s t r i b u i ç õ e s .  Em conseqüência,  pode-se 

e s c o l h e r  como p rev i são  o parâmetro m a i s  apropr iado  à s i t u a ç ã o  e m  

e s tudo ,  não havendo necess idade de a s s o c i a r  p rev i são  a v a l o r  e s  - 

perado. I s t o  6 importante  quando as conseqdências de um e r r o  de  

 revisão cometido num determinado s e n t i d o  s ã o  mais s é r i a s  que a s  

de um e r r o  de mesma magnitude cometido no s e n t i d o  oposto.  Exem- 

p l i f i c a n d o ,  num s i s t ema  h idro té rmico  de geração de e n e r g i a  e l é  - 
t r i c a ,  a p rev i são  de  uma a l t a  e n e r g i a  a f l u e n t e  ao s i s t ema  quando 

na r e a l i d a d e  oco r re  uma ba ixa  a f l u ê n c i a  t r a z  conseqtiências muito 

mais d e s a s t r o s a s  do que o caso inverso :  pode-se g e r a r  e n e r g i a  h i  - 

d r ã u l i c a  e m  demasia e e s v a z i a r  o s  r e s e r v a t ó r i o s .  A s s i m ,  tendo 



as na tu reza  de  d i s t r i b u i ç Õ e s ,  pode-se f azê - l a s  tenden- 

c i o s a s  pa ra  l e v a r  em consideração f a t o s  d e s t a  e spéc i e .  

A p a r t i r  de (5.1) e (5 .2)  t i r a - s e  que o v a l o r  da  

observação no i n s t a n t e  f u t u r o  ( t + k )  pode s e r  o b t i d o  por:  

Supondo conhecidas a s  m a t r i z e s  de cova r i ânc i a  

V t + k t W t + l l  " lWt+kr  a p rev i são  do v a l o r  f u t u r o  da  observação 

Yt+k r eque r  a i n f e r ê n c i a ,  no i n s t a n t e  t ,  dos v a l o r e s  f u t u r o s  do 

v e t o r  de parâmetros Ot+k e da ma t r i z  de  v a r i á v e i s  independentes 

%+k . Sejam a média e a v a r i â n c i a  do v e t o r  de  parâmetros Ot+k 

d e f i n i d o s  por:  

O s  v a l o r e s  O o r t =  O t  

i n s t a n t e  t p e l o  f i l t r o  de Kalman. 

podem s e r  o b t i d a s  p e l a s  s e g u i n t e s  

* - * 
e P - Pt s ão  conhecidos no 

o , t  
A p a r t i r  d e l e ~ ~ ( 5 . 9 )  e (5.10) 

r e l a ç õ e s  : 



A p a r t i r  de (5.7 ) , (5 .8)  , (5.11) e (5.12) pode-se 

o b t e r  a média e a v a r i â n c i a  da p r e v i s ã o  k passos  5 f r e n t e  da ob- 

se rvação  do processo:  

(5.13) e (5.14) pressupõem o conhecimento de Ft+ 

no i n s t a n t e  t. Caso i s t o  não oco r ra ,  e l a s  se modificam pa ra  

r e f l e t i r  a i n c e r t e z a  a d i c i o n a l  na  revisão decor ren t e  da i n c e r t e  - 

za a s soc i ada  ao v a l o r  de Ft+k. 

Supondo i n i c i a l m e n t e  que a observação do processo  
A 

é e s c a l a r  ( M = l )  e que Ft+k possa  ser est imado p e l o  v e t o r  Ft+k 

com ma t r i z  de cova r i ánc i a  @t+k a s soc i ada ,  a média e a v a r i ã n c i a  

da  p rev i são  k  passos  à f r e n t e  ficam (omi t indo-seos  í n d i c e s  t+k  e 

k , t  po r  s i m p l i f i c a ç ã o )  : 



Da d e f i n i ç ã o  de m u l t i p l i c a ç ã o  m a t r i c i a l  deco r r e  

que (5.16) e q u i v a l e  a :  

Fazendo E [F. 6 .] = @ i j  + F .  F . (onde O i j  é o elemento 
1 3  1 3  

e e * 
( i , j )  de @ ) e  E ~ o . o . ] =  p + 0 . 0 .  (onde p* é o elemento (i ,  j) de 

3 - 3  i j 1 3  i j  * 
p ) , pode-se e s c r e v e r  (5.17) na forma: 

= L . L  ( $ .  . p  0 . 0 .  + p.. F . F . )  + V i -13-1  11 i j  + @ i j  1 3  i j  i 3 

Colocando (5.18) na forma m a t r i c i a l :  

Pa ra  o c a s o  de M > 1 ,  m i j  t o rna-se  uma m a t r i z  

Q ,  (M x M). Definindo a m a t r i z  Z ,  ( M x M ) ,  t a l  que s e u  elemento 
- 

n - I * 
z = t r a ç o  [mi (ok r + P  )I, ( i , j  =-)  pode-se mos t r a r  i j k , t  

que (5.19) e q u i v a l e  a :  

O termo Z r e p r e s e n t a  a i n c e r t e z a  a d i c i o n a l  na  pre-  



visão decorrente da incerteza associada ao valor de F t+k ' 

Assim, para o caso de Ft+k desconhecido, as expres - 

sÕes da média e da variância da previsão k passos à frente fi- 

cam (reintroduzindo os índices): 

O princi@io da superposição estabelece que uma com - 

binação linear de modelos lineares é também um modelo linear. Se - 

rã mostrado que para o caso de dois modelos lineares dinâmicos 

(a extensão para mais de dois 6 imediata) ele permanece válido. 

Sejam eles: 

As equações de observação são supostas, individual - 

mente, sem ruído. A observação do processo é uma combinação das 

duas : 



O sistema (5.22), (5.23) e (5.24) pode ser escrito 

na forma: 

I 

que é um MLD com Ot =(Olltf 02,t) 

Com isto pode-se decompor um MLD de grande porte 

em MLDs mais simples e, portanto, mais fáceis de serem estudados 

individualmente. Exemplificando, num problema de  revisão de 

vendas pode-se considerar o processo gerador da série como $ m a  

combinação de quatro MLDS: um representativo da dependência en- 

tre vendas e variáveis econométricas, um da variação sazonal, um 

do efeito de propaganda e um de fatores desconhecidos. 

V.1.6 - ~epresentação de Modelos Convencionais em Espaço de Es - 
tados 

Uma série de modelos cl&sicos de séries temporais 

admite representação em espaço de estados, isto é, pode ser re- 

presentada por um MLD. Alguns deles serão apre~entados~primeiro 

na forma convencional e, posteriormente, na representação em es- 



paço de e s t ados .  

A represen tação  do modelo ARIMA r eque r  sua l i n e a r i  - 

zação, conseguida a t r a v é s  do desenvolvimento de uma série de 

Taylor ,  com o processo  de es t imação r e a l i z a d o  p e l o  f i l t r o  de 

Kalman Extendido. 

O símbolo a denota  uma per turbação  a l e a t ó r i a  no 

p a r h e t r o  correspondente .  

V.1.6.1 - ~ e g r e s s ã o  Linear  

Tanto o modelo e s t á t i c o :  

quanto dinâmico 

s ã o  MLDs  p a r t i c u l a r e s  e m  que M = l ,  F =x e G = I ,  de  acordo com o t t  

c a p i t u l o  111. Deve-se e n f a t i z a r  a importância ,  e m  termos de f l e  - 

x i b i l i d a d e ,  dos modelos não exigirem v a r i â n c i a s  cons t an t e s ,  pe- 



l a s  razões  expos t a s  no i t em 111.3.4.2. 

V.1.6.2 - Modelo de Crescimento Linear  Sazonal  

E s t e  modelo é b a s t a n t e  u t i l i z a d o .  supõe que o p r o  - 
ces so  é composto de um " n í v e l "  c r e s c e n t e  (ou dec re scen te )  ao l o n  - 

go do tempo superpos to  a um e f e i t o  s azona l ,  d e s c r i t o  por  um ve- 

t o r  de f a t o r e s  s azona i s  a d i t i v o s .  Geralmente ap re sen ta  bons re - 

s u l t a d o s  em ap l i cações  p a r a  séries de demanda e sua  forma é a s e  - 

g u i n t e  : 

onde o s  termos podem s e r  i n t e r p r e t a d o s :  

?-'t - n í v e l  do processo  no i n s t a n t e  t 

B t  - i nc l inação (c re sc imen to )  no i n s t a n t e  t 

' m í t )  , t  
- f a t o r  sazona l  no i n s t a n t e  t assoc iado  ao "mês" m ( t )  

T - per íodo  



E s t e  modelo pode s e r  represen tado  por  um MLD com: 

A p resença  da  per turbação  de n í v e l  oBt nos d o i s  

p r ime i ros  elementos do v e t o r  w i n t roduz  uma cova r i ânc i a  na ma- t 

t r i z  Wt.  O v e t o r  F é composto de ze ros  em todas  a s  posições  ex  t - 

teto três:  a p r ime i r a ,  a segunda e a correspondente  a m (  t) . 
Com i s t o ,  apesa r  de não s e r  cons t an t e ,  v a r i a  s i s temat icamente ,  

sendo conhecido em todos  o s  i n s t a n t e s .  



V.1.6.3 - Modelo de   unções periódicas 

Existem situações, como o caso de dados semanais, 

que a representação da sazonalidade do processo através de T pa- 

râmetros pode não compensar o esforço computacional decorrente 

da melhoria do desempenho. As vezes, uma representação através 

de funções periódicas da forma: 

pode ser perfeitamente aceitãvel e introduzir uma simplificação 

computacional sensivel. 

Combinando esta representação sazonal com o modelo 

de crescimento linear chega-se a: 

a = a i,t i,t-1 ""i,t 

Este modelo pode ser representado por in MLD com: 



As funções f i( t)  mais usuais são da forma 

( 2 n i t )  sen - ( 2 , f i i t )  
T 

e cos 7 , i = 2 , T / 2  Na prá t ica ,  um n h e -  

ro  pequeno de harmônicos é em geral  suf ic iente  para uma represen - 

tação adequada da sazonalidade do processo, fazendo com que o mo - 



de10 t enha  uma dimensão r e l a t i v a m e n t e  r eduz ida .  

V.1.6.4 - Modelo ARIMA: O F i l t r o  de  Kalman Extendido 

Pode-se d e f i n i r  um modelo i n t e g r a d o  a u t o r e g r e s s i v o  

médias móveis (ARIMA) p e l a  s e g u i n t e  equação de d i f e r e n ç a s :  

onde 

operador  r e t a r d o  

1-mp-. . .-0 BP e Y ( B ) =  1 - Y  B-. . .-Y BP - polinÔmios c u j a s  
P 1 q  

r a i z e s  de @ ( B ) = O  e Y ( B ) = O  s ã o  s u p o s t a s  f o r a  do c i r c u l o  u n i  - 

t á r i o ,  não t endo  o s  d o i s  r a i z e s  comuns. 

d i f e r e n ç a  e s t a c i o n á r i a  d a  obse rvação  o r i g i n a l  

seqt iência  de v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  independen tes  com d i s  - 
2 

t r i b u i ç ã o  N ( O  ,a ) 



S e j a  a = ( p , l , . . . , p , Y l , . . . , Y  )' o v e t o r  de parâme 
q - 

t t r o s .  Conhecido o conjunto de observações a t é  o i n s t a n t e  t , z  , 

pode-se d e r i v a r  a e s t i m a t i v a  de máxima veross imilhança de a que, 

e m  g e r a l ,  n e c e s s i t a  de t é c n i c a s  i t e r a t i v a s  de maximização pe lo  f a  - 

t o  da  função de veross imilhança e x a t a  s e r  não l i n e a r  nos parâme- 

t r o s  ( v e r  13 1 ) . 

Es te  processo de es t imação é essenc ia lmente  não r e  - 

c u r s i v o  e supõe parâmetros cons t an t e s .  Para  t o rná - lo  r e c u r s i v o  

e ,  p o r t a n t o ,  p e r m i t i r  va r i ações  nos parâmetros b a s t a  co loca r  o mo - 

de10 ARIMA (5.24) na forma de MLD (5 .1)  e ( 5 . 2 ) .  En t r e t an to ,  co- 

mo o modelo ARIMA 6 não l i n e a r  nos par%netros,  há  necess idade de 

l i nea r i zá -10  e i s t o  pode ser conseguido expandindo-o numa série 
- - - - 

de Taylor  em to rno  de um v a l o r  de r e f e r ê n c i a  a = (p,$l, . . . ,B Y P' 1' 

(5.14) pode s e r  e s c r i t o  ( v e r  1 3 1 ) : 

Definindo : 

chega-se a uma aproximação l i n e a r  pa ra  o v a l o r  de z expandindo a 
t 

função (5.25) numa série de Taylor em t o r n o  de ã: 





A s  passagens i n t e r m e d i á r i a s  de (5.28) e (5.29) p r g  

vêm de (5 .24c )e  de: 

Supondo o s  p a r h e t r o s  var iando  segundo a expressão  

pode-se expandi r  o modelo ARIMA (5.24) em t o r n o  da t r a j e t ó r i a  
- - 
a t =  Gat-l e r ep re sen tá - lo  na forma: 

E s t e  modelo pode s e r  encarado como um MLD com: 

N = p+q+l 
- 

yt= zt-f ( a ,  z ) : r e p r e s e n t a  o desv io  na  medida da observação 

- 
Ot = (at-  at) : r e p r e s e n t a  o desv io  na  t r a j e t ó r i a  ut 



A s s i m  dada uma t r a j e t ó r i a  Ft e  o  conjunto de obser  - 
t 

vações z  , pode-se c a l c u l a r  o  desv io  na medida da observação 

Y t  = - £ ( a t f z  
(t-1) 

t e u s a r  o  f i l t r o  de Kalman pa ra  d e r i v a r  uma 
a 

e s t i m a t i v a  Ot  do desv io  na t r a j e t ó r i a  O = a -a t t t o  De posse de O t  
a 

chega-se imediatamente a  a t :  

A t r a j e t ó r i a  de r e f e r ê n c i a  ao pode ser e sco lh ida  

como a e s t i m a t i v a  a  p r i o r i  de ao. E n t r e t a n t o ,  se e s t a  e s t i m a t i v a  

não f o r  f i ded igna ,  o  desv io  O t  pode se t o r n a r  demasiadamente gran  - 

de ,  inva l idando  a  l i n e a r i z a ç ã o  de (5.26) . Uma maneira de con to r  - 

n a r  o  problema é l i n e a r i z a r  o  modelo (5.30) e (5.31) e m  t o rno  de 
a 

cada nova e s t i m a t i v a  a  2 medida que e l a s  vão sendo o b t i d a s ,  ou 
a 

s e j a ,  f a z e r  a=a . E s t e  procedimento u t i l i z a  uma e s t i m a t i v a  me - 

i h o r  pa ra  a  t r a j e t ó r i a  assim que e l a  se t o r n a  d i spon íve l ,  impedin - 

do a propagação de e r r o s  grandes e m  t o r n o  da t r a j e t ó r i a  devidos a  

m á s  e s t i m a t i v a s  a  p r i o r i .  

O procedimento g e r a l  de l i n e a r i z a r  recurs ivamente  

modelos não l i n e a r e s  é conhecido como uma f i l t r a g e m  de Kalman Ex- 

t end ida .  



V.1.7 - Modelos de  ~ Ú l t i p l o s  Processos  

U m a  das  c a r a c t e r í s t i c a s  do método que l h e  empresta 

grande f l e x i b i l i d a d e  é a i n c e r t e z a  em r e l a ç ã o  ao modelo do pro- 

ce s so  e m  cada i n s t a n t e .  Dos d o i s  t i p o s  p r i n c i p a i s  de i n c e r t e z a  

comentados no i tem V . 1 . 1 ,  apresen ta -se  suscintamente  o pr imei ro  

e detalhadamente o segundo. A r azão  d i s t o  é a segu in t e :  o p r i -  

meiro guarda in t ima  r e l a ç ã o  com a t e o r i a  de dec i são  Bayesiana; 

sua  d e s c r i ç ã o  completa importa numa série de conce i to s  que além 

de f u g i r  aos  o b j e t i v o s  do t r a b a l h o ,  pouco s u b s í d i o  t r a z  à a p l i c a  - 

ção do método. Em c o n s e q ~ ê n c i a ,  somente se ap re sen ta  suas  i d g i -  

a s .  Quanto ao  segundo, c o n s t i t u i  uma p a r t e  b a s t a n t e  importante  

da a p l i c a ç ã o  do método. 

V.1.7.1 - Modelo Unico Represen ta t ivo  do Processo 

Considera-se que e x i s t e  um Único modelo desconheci  - 

do que r e p r e s e n t a  adequadamente o processo  e m  todos  o s  i n s t an -  

tes. Como a s  ma t r i ze s  F , G , V  e Wt c a r ac t e r i zam um MLD no i n s  - t t 

t a n t e  t, pode-se d e f i n i r :  

como a e s p e c i f i c a ç ã o  de um modelo n e s t e  i n s t a n t e .  D e  um modo 

g e r a l ,  a p r ó p r i a  s i t u a ç ã o  em es tudo  sugere  a esco lha  de Ft e G. 

Exemplificando, o modelo de crescimento l i n e a r  s azona l  f requente  - 



mente representa  muito bem s é r i e s  de demanda. Por out ro  lado,  a 

determinação das va r i ânc ias  V e Wt é mais d i f í c i l .  t 

Supondo que a ince r t eza  acerca  do modelo e seus pa - 

r h e t r o s  possa s e r  d e s c r i t a  por um conjunto d i s c r e t o  de modelos 

a l t e r n a t i v o s  M") ( j = 1 , 2 , .  . . , N )  com probabi l idades associadas,  o 

ob je t ivo  é i n f e r i r  qual  de les  representa  adequadamente o proces- 

s o  em todos os  i n s t a n t e s .  Neste t i p o  de i n c e r t e z a  pode-se d i s -  

t i n g u i r  duas espécies  de problemas : 

- a p a r t i r  de um conjunto M:') e scolher  um Único modelo para r e  - 
presen ta r  o processo e ne le  basear  a previsão  e a s  decisões.  

- todo o conjunto ~ ( j )  prove informações em que a previsão e a s  t 

decisões s e  baseiam. 

Como exemplo da segunda, pode-se imaginar uma si- 

tuação onde s e  conhece a "forma" do modelo a t r avés  das matr izes  

Ft e G (modelo de crescimento l i n e a r ,  por exemplo) , mas não s e  

conhece o va lo r  de Vt. Neste caso o procedimento pode s e r  a es- 

(1) ( 2 )  ( N  pec i f icação  de um conjunto d i s c r e t o  de va lores  Vt ,Vt  , . . . , V t  

2 qual  s e  a t r i b u i  probabi l idades 2 p r i o r i  que são constantemente 

a tua l i zadas  e basear  a previsão na informação de todo o conjunto 

O s  r e su l t ados  concernentes 2 informação no ins tan-  

t e  t relacionando o ve to r  de p a r h e t r o s  Bt 2s observações futu-  



ras Yt+k foram e s t a b e l e c i d o s  condicionalmente a um MLD e s p e c i f i  - 

cada. Considerando um conjun to  de modelos ~ i j )  , a s  d i s t r i b u i -  

( ] )  e a função de ve ros s i -  çÕes conjun ta  e cond ic iona l  de O t  e Mt 

milhança cond ic iona l  de y s ã o  fac i lmente  o b t i d a s .  Com i s t o , s e  t 

chega à informação sobre  a s  observações f u t u r a s  a t r a v é s  das  d i s  - 

t r i b u i ç õ e s :  

A p a r t i r  de ( 5 . 3 2 ) ,  in t roduz indo  uma função de 

u t i l i d a d e  e u t i l i z a n d o  o processo  de dec i são  Bayesiano, pode-se 

e s c o l h e r  o modelo m a i s  "apropr iado".  Por exemplo, o modelo que 

maximiza a esperança acumulada da função de u t i l i d a d e .  

V . 1 . 7 . 2  - Modelo ~ Ú l t i p l o  Represen ta t ivo  do Processo 

A abordagem Bayesiana f a z  com que n o i n s t a n t e ( t - 1 )  

as Únicas informações n e c e s s á r i a s  pa ra  p reve r  a observação no 

i n s t a n t e  t sejam a d i s t r i b u i ç ã o  a p o s t e r i o r i  dos parâmetros 

( O t - l l y k - u t  E''-') e 0 MLD que descreve a evolução do processo 

na  t r a n s i ç ã o  ( t-l , t) ,  não havendo necess idade  do mesmo MLD des- 

c r e v e r  todas  a s  t r a n s i ç õ e s .  

Neste i t e m  se aborda a s i t u a ç ã o  na q u a l  nenhum 

MLD sozinho r e p r e s e n t a  adequadamente o que acontecerá  ao proces  - 



s o  no próximo período. I s t o  p o s s i b i l i t a  um tratamento apropr ia  - 

do a ocorrências  "anormais" s ú b i t a s ,  assumindo grande importân- 

c i a  s e  f o r  considerado que em processos sócio-econômicos e s t a s  

ocorrências  são a t é  c e r t o  ponto normais(por exemplo em s é r i e s  

de vendas, observações esdrÚxulas ocorrem com freqUência, além 

de mudanças de n í v e l  do processo em decorrência  de propaganda 

ou a l t e r a ç ã o  de hábi tos  do consumidor). Estas  s i tuações  podem 

s e r  convenientemente expressas  como p a r t e  de um MLD,bastando r e  - 

l ac ionar ,  por exemplo, a s  mudanças nas var iações do ru ído  e das 

perturbações aos ~ a r â m e t r o s  do processo (exceto quando a s  mudan- 

ças  nas matr izes  V e/ou W forem d i f í c e i s  de an tec ipa r  e não f o  - 

rem associadas a quantidades mensuráveis à p r i o r i ) .  

Para t r a t a r  e s t e  problema considera-se modelos 

que em qualquer i n s t a n t e  t compreendam um conjunto de M L D s ,  ca - 

da qual  com uma forma de f in ida  i d ê n t i c a  (F e G i g u a i s )  mas d i f e  - 

r indo e n t r e  s i  pe las  matr izes  decovariância do ru ído  V a da per- 

turbação W. 

Como i l u s t r a ç ã o  s e j a  o modelo de crescimento li- 

near do i tem V . 1 . 6 . 2  sem a p a r t e  sazonal :  



O r u í d o  vt a f e t a  o processo  somente no i n s t a n t e  t 

não i n t e r f e r i n d o  nos v a l o r e s  subsequentes .  JS a s  per tu rbações  

de n í v e l  out e i n c l i n a ç ã o  oBt s e  incorporam ao  processo atuando 

sobre  todos  os  v a l o r e s  f u t u r o s  da série. A s  f i g u r a s  5.1,  5.2 e 

5.3, nas q u a i s  s e  supõe um processo  d e t e r m i n í s t i c o  exce to  no i n s  - 

t a n t e  t quando v t ,  out e oBt s ã o  respect ivamente  não nu los ,  per-  

m i t e m  v i s u a l i z a r  o oco r r ido .  Um v a l o r  muito grande de v causa  t 

somente uma t r a n s i ê n c i a  i n s t a n t â n e a ,  de opt uma mudança de n í v e l  

permanente e de oB+ uma mudança de i n c l i n a ç ã o  permanente. 

F igu ra  5 .1  F igura  5.2 F igura  5.3 

Do exemplo pode-se depreender o pape l  desempenhado 

po r  Vt e Wt.  Um v a l o r  de V excepcionalmente grande i n d i c a  uma t 

observação "anormal" no i n s t a n t e  t s e m  e f e i t o  no f u t u r o .  JS um 

v a l o r  grande de Wt i n d i c a  uma mudança s i g n i f i c a t i c a  no i n s t a n t e  

t que se incorpora  ao  processo  a fe tando  suas  observações f u t u  - 

ras. I s t o  permite  que s e  modele exp l i c i t amen te  e s t a s  s i t u a ç õ e s  

supondo a e x i s t ê n c i a  de um número de p o s s í v e i s  d i s t r i b u i ç õ e s  a 

p a r t i r  das  q u a i s  os  v a l o r e s  do r u í d o  e das  dos pa râ  - 

metros s ã o  gerados no i n s t a n t e  t. Como wt é ( N  x 1) p e l o  menos 



( N  + 1) dessas  "anormalidades" podem ser modeladas, e spec i f i can -  

do d i f e r e n t e s  v a l o r e s  pa ra  V e P? t t '  

V.1.7.2.2 - Modelos de ~ Ü l t i p l o s  Estados 

E s t a  abordagem dá origem ao modelo de mÚltiplos es - 

t ados .  Nela, um modelo Mt ( I )  = { F ~ ,  G, V:') , ~ : j ) } , t o d o s  conheci - 

dos,  d e f i n e  um e s t a d o  j e c a r a c t e r i z a  a evolução do processo no 

i n s t a n t e  t. O modelo de m ú l t i p l o s  e s t a d o s  compreende todo o 

conjunto ~ ( j )  e descreve o e s t a d o  em curso  no i n s t a n t e  t por  um 

processo  Markoviano c a r a c t e r i z a d o  por  uma ma t r i z  de p robab i l i da -  

(i) - 
des  de t r a n s i ç ã o  ( M t  - , ( j ) ) ,  onde i N .  Neste t raba-  Mt 

lho ,  e n t r e t a n t o ,  supõe-se por  s i m p l i f i c a ç ã o  que cada modelo M ( j )  

t e m  uma probabi l idade  a p r i o r i  cons t an t e  IT de e s t a r  em curso  no 
j 

i n s t a n t e  t ,  independente do passado do processo.  

Para  exempl i f i ca r  a d e f i n i ç ã o  de e s t a d o s ,  s e j a  o 

modelo de crescimento l i n e a r .  Pode-se d e f i n i r  q u a t r o  e s t ados  bá - 

s i c o s  represen tados  na f i g u r a  5 . 4 :  

1 - normal 

2 - mudança de n í v e l  

3 - mudança de i n c l i n a ç ã o  

4 - t r a n s i e n t e  



N O R M A L  

Figura 5 . 4  \ 

Cada um de les  é ca rac te r i zado  pe las  var iâncias  do 

ru ido  e da perturbação (além das probabi l idades de es tado 
- 

IT , j  = 1 , 4 )  conforme mostra a t abe la :  
j 

1 Normal Muito Pequena 

2 Normal Grande 

3 Normal Muito Pequena 

4 Grande Muito Pequena 

Var (oBt) 

Muito Pequena 

Muito Pequena 

Grande 

Muito Pequena 

V.1.7.2.3 - ~ondensação  de P o s t e r i o r i s  

Dado um modelo ~ ( j )  , a d i s t r i b u i ç ã o  a p o s t e r i o r i  

de O t  pode s e r  ob t ida  diretamente pe lo  f i l t r o  de Kalman usando 

(1) e os  va lo res  Vt  ( I )  apropriados.  Supondo que a s  probabi l ida  t - 

des a p o s t e r i o r i  de cada es tado j no i n s t a n t e  t sejam conheci- 

das ,  a d i s t r i b u i ç ã o  a p o s t e r i o r i  de O t 6 uma combinação l inear ,  

ponderada pe las  probabi l idades,de N d i s t r i b u i ç õ e s  normais d i s -  

t i n t a s ,  onde N 6 o número de es tados .  No i n s t a n t e  ( t  + l ) ,  a 



2 

distribuição a posteriori de Ot+l seria uma combinação de N nor - 

mais distintas, cada uma correspondendo à aplicação do filtro 

de Kalman à transição entre os estados i e j nos instantes 
3 4 

(t,t+l). Prosseguindo se obteria N , N ,... componentes num pro - 
cesso proliferativo que de algum modo deve ser contido. O se- 

guinte procedimento é sugerido por Harrison e Stevens: supondo 

que no instante (t-1) toda a informação relevante ao futuro este 

ja sumarizada sob a forma de N distribuições normais e N probabi - 

lidades de estado a posteriori conhecidas 

(I) é a probabilidade do modelo M onde Ptml (j) estar em curso no 

instante (t-l), o filtro de Kalman gera no instante t, baseado 
2 

nesta informação e na observação y ,N distribuições a posterio t - 

2 

e N probabilidades a posteriori 



onde 

que são  grupadas em N d i s t r i b u i ç õ e s  e p robab i l i dades  a p o s t e r i o  - 

ri p e l a s  s e g u i n t e s  equações de condensação: 

onde : 

Por t an to  o processo  de condensação grupa toda  a 

informação p o s t e r i o r i  correspondente  ao  mesmo e s t a d o  j ,  p r e s e r  - 
vando a s  informações m a i s  r e l e v a n t e s  e reduzindo a dimensão do 

2 
problema a p o s t e r i o r i  ( N  ) pa ra  a dimensão a p r i o r i  ( N ) .  



V.1.8 - Exemplos de ~n t e rvenção  do Analis ta  

Para encerrar  a apresentação do método, um exemplo 

de como o a n a l i s t a  e o sistema podem s e  comunicar. Seja a d i s  - 

t r ibu ição  a p r i o r i  do n íve l  do processo no i n s t an t e  t dada pelo 

t t  f i l t r o  de Kalman, ( ~ ~ + ~ l y  ,F ) - N ( 1 0 0 , 4 0 0 ) .  O a n a l i s t a  sabe que 

no m ê s  seguinte um novo mercado s e  abre para o produto, estiman- 

do que a s  vendas aumentarão em cerca de 50%. Entretanto,  e s t á  

muito i nce r to  em re lação a e s t e  va lor .  Ele pode desprezar a es- 

t imativa do f i l t r o  de Kalman e estabelecer que ( pt+l 1 t )  -N (l50,2500)* 

~ p Ó s  o conhecimento da observação O f i l t r o  de Kalman combi - 

na e s t a  informação com a do a n a l i s t a  e prossegue o processo e s t i  - 

mativo. Da mesma forma o a n a l i s t a  poderia t e r  aumentado a proba - 

bi l idade  de ocorrência do estado "mudança de n ível" .  

Em out ras  pa lavras ,  a abordagem Bayesiana permite 

que s e  misture t e o r i a  e p r á t i c a .  

V. 2 - Modelos Convencionais: O ~ é t o d o  VI-MVA 

Este método s e  ocupa da estimação de parâmetros ca - 

racter izando uma representação de um sistema l i nea r  dinâmico a- 

t r avés  de um modelo de função de t r ans fe rênc ia  d i s c r e to  de sé- 

r i e s  temporais. A formulação recurs iva  das equações de estima- 

ção permite a estimação de parâmetros va r iáve i s  do sistema. 



V.2.1 - ~ i p ó t e s e s  do Sis tema 

O s i s t ema ,  por h i p ó t e s e ,  possu i  duas en t r adas :  um 

s i n a l  d e t e r m i n í s t i c o  u  e  um r u í d o  branco v  (se&ncia  de v a r i -  t t 
2 á v e i s  a l e a t ó r i a s  com média n u l a ,  v a r i â n c i a  cons t an t e  a , s e r i a l -  

mente não cor re lac ionados  e  indegendentes de u t o  

O s i n a l  ut pa s sa  p e l a  função de t r a n s f e r ê n c i a  do 

s i s t ema  gerando uma s a í d a  s e m  ru ído  x  t ' O ru ído  branco vt passa  

p e l a  função de t r a n s f e r ê n c i a  de r u í d o  gerando uma per turbação  C p  

E s t e s  d o i s  termos (xt  e E ) somados produzem a observação t Y t '  

conforme a  f i g u r a  5 .5 .  

F igura  5 .5  

Em termos de a n á l i s e  convencional  de séries tempo- 

r a i s ,  Xt e E t  s ã o  gerados po r  um processo  ARMA agindo sobre  a s  

e n t r a d a s  ut e v  t '  



V . 2 . 2  - ~ e l a ç õ e s  en t r e  as  var iáveis  

Seja B o operador re tardo definida no item 

111.3.4.1 e E~IB]. FEB] cIIB] e D[B] polinômios em B da forma: 

A s  relações en t r e  as  var iáveis  podem s e r  e s c r i t a s :  

Em termos das entradas: 

Para não in t roduz i r  complicações t eó r i ca s  que nada 

de in te ressan te  acrescentariam ao problema, supõe-se que os pro- 



cessos  e s p e c i f i c a d o s  p e l a s  equações (5.34) e (5.35 ) s ã o  e s t á -  

v e i s .  o p rocesso  de ru ído  é i n v e r s í v e l  e que a e n t r a d a  ut propor - 

c iona  e x c i t a ç ã o  s u f i c i e n t e  pa ra  p e r m i t i r  a completa i d e n t i f i c a -  

ção  do s i s t ema .  

Combinando (5.33) e (5 .35)  : 

(5.37) e (5.34) equivalem a: 

Definindo: 



chega-se às s e g u i n t e s  equações v e t o r i a i s  p a r a  descrever  o s i s t e -  

ma global :  

1 
O v e t o r  O contém o s  parâmetros que definem o sis- 

2 tema e v e t o r  O , o s  ~ a r â m e t r o s  que definem a do sis - 
tema. 

V.2.3 - ~ s t i m a ç ã o  dos ~ a r â m e t r o s  

Colocado n e s t e s  termos, o problema da es t imação se 

1 2 
resume e m  e s t i m a r  os v e t o r e s  de parâmetros O e o tendo como i n  - 

formação a s  e n t r a d a s  u e a s  observações y , i = m. 
i i 

O a lgor i tmo VI-MVA executa  e s t a  es t imação e m  d o i s  

e s t á g i o s  conforme mostra a f i g u r a  5.6. 

1 
No p r ime i ro  e s t á g i o ,  o v e t o r  O é est imado a t r a v é s  

de um a lgor i tmo r e c u r s i v o  de mínimos quadrados modificado: u t i l i  - 

za-se v a r i á v e i s  i n s t rumen ta i s  p a r a  a s segura r  c o n s i s t ê n c i a  da  es- 

-1 
t ima t iva .  A p a r t i r  da e s t i m a t i v a  O , est ima-se  a s a í d a  s e m  r u í -  

do % a t r a v é s  (5.33) e a per tu rbação  2 a t r a v é s  de (5.35)  . t t 



- - -  r SISTEMA 

MODELO 

AUXILIAR I 

ALGORITMO 

VI-MVA 

Figura 5.6 

N o  segundo e s t á g i o  da estimação, a  e s t ima t iva  't 

anteriormente obt ida  serve como en t rada  para o  algoritmo de máxi 

ma verossimilhança aproximada, uma o u t r a  modificação do a l g o r i t -  

no de mínimos quadrados recurs ivos ,  que proporciona uma e s t i m a t i  - 
2 va cons i s t en te  do ve to r  O . 



V.2.4 - O Algoritmo de v a r i á v e i s  In s t rumen ta i s  ( V I )  

A u t i l i z a ç ã o  de v a r i á v e i s  i n s t rumen ta i s  no a l g o r i t  - 
mo r e c u r s i v o  de mínimos quadrados,  prende-se ao f a t o  de (5.38) 

r e p r e s e n t a r  um modelo e s t r u t u r a l  e m  vez de um modelo de regres -  

s ã o  l i n e a r ,  devido ao " ru ído"  m não ser independente do v e t o r  t 

z  t' Com i s t o ,  a  ap l i cação  pura  e s imples  do a lgor i tmo r e c u r s i v o  

produz e s t i m a t i v a s  a s s i n t o t i  camen t e  tendenciosas .  

S e j a  o  v e t o r  s e m  ru ído :  

X = A x L i-lr 
. . . I  X 

-i i - N f  U t I  " ' I  U t - N  - 

e 2.  um v e t o r  de v a r i á v e i s  i n s t rumen ta i s  e s c o l h i d o  com a s  seguin 
-1 - 

tes c a r a c t e r í s t i c a s  : to ta lmente  não correlacionado com a per turba-  

ção  ti e o  mais a l tamente  correlacionado possível com o v e t o r  x .  
-i 

A e s t i m a t i v a  não r e c u r s i v a  de O pode ser o b t i d a  de maneira s i m i  
1 - 

l a r  a  (3 .6)  : 

onde : 



A semelhança e n t r e  ( 5 . 4 0 )  e ( 3 . 6 )  sugere  que s e  de - 

senvolva um a lgor i tmo r e c u r s i v o  p a r a  a es t imação  de 0 l  u t i l i z a n -  t 

do um r a c i o c í n i o  análogo a o  do i t em 111.2 .l. Chega-se, e n t ã o ,  

a o  a lgor i tmo:  

A e s c o l h a  de 2 é baseada nas c a r a c t e r í s t i c a s  f í s i  
-t - 

1 c a s  do s i s tema.  A p a r t i r  de uma e s t i m a t i v a  a p r i o r i  do v e t o r  O , 

cons t ró i - s e  um modelo a u x i l i a r  do s i s t e m a  que ge ra  uma s a í d a  2 
t 

considerada uma e s t i m a t i v a  i n i c i a l  de x t ' O v e t o r  de v a r i á v e i s  

i n s t r u m e n t a i s  é e n t ã o  de f in ido :  

A 

X = I - X  U -t - - 1  - -  t! . e  1 ut-N] 

Ã medida que a es t imação prossegue,  a e s t i m a t i v a  / 
1 do v e t o r  s e  t o r n a  mais c o n f i á v e l ,  p o s s i b i l i t a n d o  a a t u a l i z a -  

ção  do modelo a u x i l i a r .  Com i s t o ,  melhora-se a "qual idade"  das  

v a r i á v e i s  i n s t r u m e n t a i s  e ,  consequentemente, a  e f i c i ê n c i a  das  e s  - 

t ima t ivas .  

E i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que o a lgor i tmo V I  r e c u r s i v o  

pode s e r  considerado como uma ex tensão  dos métodos de mínimos 

quadrados de d o i s  e s t á g i o s  da  Econometria. 



V.2.5 - O Algoritmo de ~áxima Verossimilhança Aproximada (MVA) 

A aplicação do método de variáveis instrumentais ge- 

ra uma saída 5 do modelo auxiliar que, após a convergência da es t - 
1 

timativa 8 , pode ser considerada uma estimativa da saída sem rui - 

do xt. Como consequéncia, obtém-se através de (5.35) uma estima- 

tiva 5 do ruído do processo. t 

De posse de uma estimativa ct do ruído branco v ,  tor t -  

na-se plausível a obtenção de uma estimativa consistente do vetor 

de perturbação do sistema @2 utilizando mínimos quadrados em (5.39) 

com 5 e v substituídos por 5 e c t t t t' Da mesma forma que no caso 

de variáveis instrumentais, uma versão recursiva pode ser obtida. 

O algoritmo de máxima verossimilhança aproximada produz uma esti- 

mativa O2 através do seguinte algoritmo recursivo: 

onde : 

A partir da estimativa O2 pode-se estimar v tt t Por 



E s t e  v a l o r  é u t i l i z a d o  na e s t i m a t i v a  O2 e assim s u  t + l  - 
cessivamente.  

O a lgor i tmo VI-MVA c o n s t i t u i  um método b a s t a n t e  f l e -  

x í v e l  de a n á l i s e  de modelos de função de t r a n s f e r ê n c i a  de  s é r i e s  

temporais ,  já  tendo s i d o  ap l i cado  com sucesso  e m  p rocessos  quími- 

cos ,  h id ro lóg icos  e macroeconÔmicos. 

Young 1171 o a p l i c o u  a um modelo de combustão de um 

gás  em que a e n t r a d a  u r e p r e s e n t a  a t a x a  de gás u t i l i z a d a  e t a 

s a í d a  yt ,  a  concentração de d ióx ido  de carbono r e s u l t a n t e .  Box & 

Jenk ins  131 i d e n t i f i c o u  o s e g u i n t e  modelo de função de t r a n s f e r ê n  - 

tia e n t r e  a s  duas v a r i á v e i s :  

O a lgor i tmo r e c u r s i v o  p o s s i b i l i t o u  duas conclusÕes 

não r eve l adas  p e l a  a n á l i s e  t r a d i c i o n a l :  

(i) a pequena d i f e r e n ç a  e n t r e  a s a í d a  do modelo a u x i l i a r  2 e a 
t 

observação yt sugere  que o s i s t ema  é pra t icamente  s e m  ru ído .  



(ii) a s  e s t i m a t i v a s  o b t i d a s  indicam uma p o s s í v e l  não e s t ac iona -  

r i edade  dos parâmetros ,  pa r t i cu l a rmen te  no f i n a l  dos dados. 

A s s i m ,  o a lgor i tmo r e c u r s i v o  permi te  a percepção do 

fenômeno, à medida que e l e  oco r r e ,  enquanto na a n á l i s e  convencio- 

n a l  sua oco r rênc i a  pode p a s s a r  desperceb ida ,  conduzindo a conclu- 

sões e r r a d a s .  



CAPÍTULO VI 

APLICAÇÃO DO M~?TODO BAYESIANO - 

V I .  1 - ~ n t r o d u ç ã o :  C a r a c t e r í s t i c a s  da  s é r i e  

A p a r t e  p r á t i c a  do t r a b a l h o  cons ta  d a  ap l i cação  do 

método Bayesiano de p rev i são  a c u r t o  prazo  2 s é r i e  de consumo mé- 

d i o  mensal de e n e r g i a  e l é t r i c a  das  C e n t r a i s  ~ l é t r i c a s  do ~ s p í r i t o  

Santo S.A. (ESCELSA) . A e s c o l h a  deve-se ao f a t o  d e s t a  s é r i e  apre  - 

s e n t a r  algumas t r a n s i ê n c i a s  , decor ren t e s  de consumos anormais, e 

mudanças de n í v e l  e i n c l i n a ç ã o ,  deco r ren t e s  da e n t r a d a  e m  opera- 

ção  de us inas  de p e l o t i z a ç ã o  e s i d e r u r g i a s  cu j a s  ca rgas ,  devido 

ao r e l a t i v o  pequeno consumo de e n e r g i a  e l é t r i c a  no e s t a d o ,  exer-  

cem s e n s í v e l  i n f l u ê n c i a  que s e  propaga no fu tu ro :  inúmeras indús- 

t r ias de base se criam expandindo o número de empregos, desenvol- 

vendo a r e g i ã o  e melhorando o padrão de v i d a  da população, tudo 

concorrendo p a r a  o aumento do consumo. I s t o  p r o p i c i a  a ap l i cação  

a p leno  p o t e n c i a l  do método: o conhecimento da  d a t a  e do aumento 

de demanda esperados  permite  p rover  informações a p r i o r i  e s e n t i r  

s e u  desempenho n e s t a s  s i t u a ç õ e s .  Por o u t r o  lado ,  a ausênc ia  de 

informações a p r i o r i  quando alguma mudança é esperada  permite t e s  - 

t a r  a percepção e a adap tab i l i dade  do método d i a n t e  de s i t u a ç õ e s  

anormais. Em suma, a s é r i e  e m  e s tudo  p o s s i b i l i t a  a v a l i a r  o desem - 

penho do método d i a n t e  de a l t e r a ç õ e s  e spe radas ,  inesperadas  e ,  10 - 

gicamente,  duran te  o per íodo  de evolução normal do processo.  



Desenvolveu-se um programa e s c r i t o  na  linguagem PL/I. 

Espec i f icado  o modelo r e p r e s e n t a t i v o  do processo ,  O progra- 

ma ge ra  a p r i m e i r a  p rev i são  correspondente  à pr ime i r a  observação 

e prossegue ponto a ponto numa e spéc i e  de simulação do processo.  

A comparação e n t r e  os  va lo re s  p r e v i s t o s  e observados ao  longo do 

tempo permite  a v a l i a r  o desempenho do método. I s t o  pode ser 

f e i t o  a t r a v é s  de r ep re sen tações  g r á f i c a s  e de c r i t é r i o s  q u a n t i t a -  

t i v o s  como o e r r o  médio q u a d r á t i c o ,  exp l icados  no i tem I V .  3. 

V I . 2  - Modelo U t i l i z a d o  

A s  c a r a c t e ~ ~ s t i c a s  da série sugerem pa ra  represen tá -  

l a  um modelo paramétr ico m u l t i p l i c a t i v o  da forma: 

- - 
"t "t-1 @t O " t  

- 
@t 

- 
B t - 1  a %  

- - 
"i,t 'i,t-1 O P i I t  I 

onde os  parâmetros podem s e r  i n t e r p r e t a d o s :  

% - n í v e l  do processo 

@ t - i n c l i n a ç ã o  do processo  



- f a t o r  s azona l  do "mês" i 
' i , t  

0 B t r  0 p i f t  
- d i s t ú r b i o s  de n í v e l ,  i n c l i n a ç ã o  e sazonal idade 

com d i s t r i b u i q ã o  log-normal. 

v - ru ído  da observação com d i s t r i b u i ç ã o  log-normal. t 

E s t e  modelo não l i n e a r ,  composto de 1 4  parâmetros,  

pode s e r  transformado no modelo de crescimento l i n e a r  sazona l  do 

i t em V. 1 .6 .2 ,  t rabalhando-se com o logar i tmo de suas  equações. 

A i n c e r t e z a  ace rca  do modelo e m  curso  é d e s c r i t a  a- 

t r a v é s  de um modelo de mú l t i p lo s  processos  composto de q u a t r o  es-  

t a d o s ,  os mesmos do i t e m  V. 1 . 7 . 2 . 2 :  normal, mudança de n í v e l ,  mu- 

dança de i n c l i n a ç ã o  e t r a n s i e n t e .  A o c o r r ê n c i a  d e s t e s  eventos ,  / 

conforme d e s c r i t o  naquele i t em,  é reconhecida pe los  modelos de e 2  

tado  que os representam. Opera-se, p o r t a n t o ,  num contex to  de m Ú l  - 

t i p l o s  e s t a d o s  com p robab i l i dades  cons t an t e s  a p r i o r i  de ocorrên- 

c i a .  E s t a s  p robab i l i dades ,  à medida que se recebe novas observa- 

ções ,  s ão  u t i l i z a d a s  e m  conjunto com o u t r a s  informações p a r a  de- 

t e rminar  as p robab i l i dades  de e s t a d o  a p o s t e r i o r i ,  nas q u a i s  se 

baseiam a s  e s t i m a t i v a s  dos v a l o r e s  c o r r e n t e s  dos parâmetros e as 

p rev i sões .  

A impor tânc ia  dos e s t a d o s  normal e t r a n s i e n t e  decor- 

r e  do f a t o  de que s e  o processo  e v o l u i  normalmente, o e s t a d o  nor- 

mal assegura  p rev i sões  sem f lu tuações  v i o l e n t a s ;  quando surge  uma 

observação "anormal" s o l i t á r i a ,  o e s t a d o  t r a n s i e n t e  a reconhece e 



o s i s tema não a l e v a  e m  consideração.  

V I .  3 - ~ n f o r m a ç ã o  de Entrada:  c r i t é r i o  de Escolha dos ~ a r ã m e t r o s  

O s i s t ema  n e c e s s i t a  de d o i s  t i p o s  de informações de 

e n t r a d a  p a r a  funcionar :  

(i) 

(ii) 

a d i s t r i b u i ç ã o  i n i c i a l  dos parâmetros , e s p e c i f i c a d a  p e l a  m é -  

d i a  O. e p e l a  ma t r i z  de cova r i ânc i a  a s soc i ada  Pô.  

os  modelos de e s t a d o ,  e s p e c i f i c a d o s  p e l a s  ma t r i ze s  de cova r i  - 

ã n c i a  do r u í d o  da observação V e da  per turbação  dos p a r h e -  t 

t r o s  Wt. 

Na modelagem u t i l i z a d a  (mode 10 de crescimento l i n e a r  

s azona l  e m  combinação com um modelo de mú l t i p lo s  processos  de qua - 

t r o  e s t a d o s )  , i s t o  importa na  e s p e c i f i c a ç ã o  de 18 parâmetros de 

e n t r a d a  (não confundi r  com o s  parãmetros do p r o c e s s o ) ,  que s ã o  de - 

vidamente manipulados p e l o  programa, dando origem às d i v e r s a s  d i s  - 

t r i b u i ç õ e s  n e c e s s á r i a s .  

É b a s t a n t e  l óg i co  supor  que a lguns  subconjuntos de 

parâmetros  de e n t r a d a  exerçam maior i n f l u ê n c i a  no desempenho do 

s i s t ema ,  i s t o  é, alguns pa râme t ros  sejam mis s i g n i f i c a t i v o s  que ou - 

t r o s .  A fim de e s c o l h e r  o conjun to  de v a l o r e s  mais r e p r e s e n t a t i -  

vo do processo ,  algum c r i t é r i o  deve s e r  e s t a b e l e c i d o ;  optou-se pe - 

10s d o i s  apontados na  in t rodução  do c a p í t u l o ,  po r  parecerem os  

mais l óg i cos  : 



(i) o e r r o  médio q u a d r á t i c o  e n t r e  a observação e a p rev isão  um 

passo  à f r e n t e ,  que fornece uma medida q u a n t i t a t i v a  dos des- 

v i o s  e n t r e  a s  duas,  mas não permite  s e n t i r  a adap tab i l i dade  

d i a n t e  de mudanças b ruscas .  

(ii) a r ep re sen tação  g r á f i c a  da observação e d a  p rev i são  um passo 

à f r e n t e ,  que permite  v i s u a l i z a r  o comportamento d i a n t e  de 

mudanças bruscas .  

Devido ao tempo p r o i b i t i v o  de computador, não s e  po- 

de e f e t u a r  uma a n á l i s e  de s e n s i b i l i d a d e  completa, a fim de encon- 

t r a r  um conjunto  de va lo re s  dos parâmetros de e n t r a d a  que garan- 

t i s s e  um ótimo g l o b a l  segundo e s t e s  c r i t é r i o s .  Procedeu-se e n t ã o  

da s e g u i n t e s  maneira: var iava-se  a lguns  parâmetros ,  enquanto os  

demais eram mantidos cons t an t e s .   pós uma a n á l i s e  de ta lhada  dos 

r e s u l t a d o s ,  determinava-se uma r e g i ã o  e m  que os v a l o r e s  assumidos 

por  e s t e s  parâmetros eram mais s i g n i f i c a t i v o s .  Dentro d e s t a  re- 

g i ã o ,  e sco lh i a - se  2 con jun tos  de va lo re s .  Em seguida ,  var iava-se  

o u t r o s  parâme t r o s  mantendo-se os  demais cons t an t e s  . Repetia-se o 

procedimento a n t e r i o r  com os  parâmetros cons t an t e s  assumindo os 

v a l o r e s  de cada conjunto anter iormente  de terminado e assim suces- 

sivamente. E s t e  t i p o  de busca obviamente não ga ran te  o Ótimo g l o  - 

b a l .  Todavia, s e  a a n á l i s e  de s e n s i b i l i d a d e  f o r  e f e tuada  com a- 

t enção ,  a t inge-se  certamente um ponto de "quase" o t imal idade  a 

p a r t i r  do q u a l  t a l v e z  não compense mais i n v e s t i r  e s f o r ç o s  no sen- 

t i d o  de melhorar o desempenho do s i s t ema .  



convém s a l i e n t a r  que todos os  v a l o r e s  e spec i f i cados  

a s e g u i r  se referem ao modelo m u l t i p l i c a t i v o  do processo.  A s  

t ransformações p a r a  o modelo de crescimento l i n e a r  s azona l  s ã o  e-  

f e t u a d a ~  automaticamente p e l o  programa. 

~ 1 . 3 . 1  - ~ s p e c i f i c a ç ã o  da ~ i s t r i b u i ç ã o  I n i c i a l  dos ~ a r â m e t r o s  

Pa ra  descrever  a i n c e r t e z a  i n i c i a l  dos p a r â m e t r o s ,  

s ã o  fornec idos  a mediana e os  l i m i t e s  i n f e r i o r  e s u p e r i o r  do in -  

t e r v a l o  de 95% de conf iança .  Tomando-se o logar i tmo da mediana, 

determina-se a média Õ o  e elevando-se ao quadrado o quoc ien te  en- 

t re  a d i f e r e n ç a  dos logar i tmos dos l i m i t e s  s u p e r i o r  e i n f e r i o r  e 

a cons t an t e  3.96, determina-se de n?ocio aproximado a ma t r i z  de co- 
* 

v a r i â n c i a  P o  . O f a t o  dos l i m i t e s  serem a r b i t r a d o s  t o r n a  inconse- 
* 

quente  a maneira aproximada da determinação de P o  . 

O s  v a l o r e s  u t i l i z a d o s  foram: 

I N F E R I O R  MEDIANA SUPERIOR 

A a s s i m e t r i a  dos l i m i t e s  em r e l a ç ã o  à mediana decor- 

r e  da forma a s s i m é t r i c a  da d i s t r i b u i ç ã o  log-normal, que possu i  u- 

ma cauda à d i r e i t a .  



VI.3.2 - ~ s p e c i f i c a ç ã o  dos Modelos de Estado 

O p r ime i ro  passo é a e s p e c i f i c a ç ã o  do desvio  padrão 

do ru ído  da observação ( e  consequentemente a  v a r i â n c i a )  . Confor- 

m e  comentado na  t e o r i a ,  o  f a t o  de considerá- lo  v a r i á v e l  no tempo 

t o r n a  o  modelo muito mais r e p r e s e n t a t i v o  da  r e a l i d a d e .  Como o pa  - 

râmetro mais s i g n i f i c a t i v o  do processo  é seu  n í v e l ,  optou-se por  

expressá- lo  como função do n í v e l  do processo  em cada i n s t a n t e .  A s  - 

s i m  ( e m  termos de v a r i â n c i a )  : 

onde C e  P s ã o  cons t an t e s .  E s t a  formulação 6 b a s t a n t e  f l e x í v e l .  

Por exemplo, P = O s i g n i f i c a  desv io  padrão cons t an t e  e  P = 1, pro- 

p o r c i o n a l  ao n í v e l .  

Har r i son  e Stevens  sugerem que se e s p e c i f i q u e  um con 
= 

j un to  de p o s s í v e i s  v a l o r e s  p a r a  a  cons t an t e  C ,  a  cada um a t r i b u í -  

do uma probabi l idade  a  p r i o r i  de oco r rênc i a ,  determinando-se, des  - 

t a  forma, um v a l o r  mediano i n i c i a l  Co.  A medida que a s  novas ob- 

servações  vão sendo r eceb idas ,  a t u a l i z a - s e  a s  p robabi l idades  e  no - 
vos v a l o r e s  Ct s ão  ob t idos .  I s t o  c a r a c t e r i z a  exatamente o  modelo 

de mú l t i p lo s  processos  do p r ime i ro  t i p o  no q u a l  um Único modelo 

desconhecido r e p r e s e n t a  o  processo  e m  todos  os i n s t a n t e s .  Entre-  

t a n t o ,  entendeu-se ser e s t e  procedimento desneces sá r io  p a r a  a  sé- 

r i e  e s tudada  e optou-se p e l a  determinação da  cons t an t e  segundo 

os c r i t é r i o s  de a n á l i s e  expostos .  Com i s t o ,  chegou-se à re lação :  



Uma vez e s p e c i f i c a d a  a  v a r i k c i a  do ru ído  do proces- 

s o ,  r e s t a  a  e s p e c i f i c a ç ã o  das v a r i â n c i a s  das per tu rbações  dos pa- 

râmetros e  das  p robab i l i dades  de e s t a d o ,  pa ra  a  d e f i n i ç ã o  dos mo- 

de los  de e s t ado .  A s  v a r i â n c i a s  da per turbação  de n í v e l  e  do t r a n  - 

s i e n t e  s ã o  também cons iãeradas  funções do n í v e l  do processo ,  não 

só  p a r a  t o r n á - l a s  m a i s  r e p r e s e n t a t i v a s  da r e a l i d a d e ,  como também 

p a r a  mantê-las coe ren te s  com o s  v a l o r e s  d a  v a r i â n c i a  do r u í d o ,  f a  - 
c i l i t a n d o  o  método na t a r e f a  de i d e n t i f i c a r  corretamente a s  d i -  

ve r sa s  s i t u a ç õ e s  que surgem. Em r e l a ç ã o  5 i n c l i n a ç ã o  e  aos f a to -  

res sazona i s ,  a  ordem de grandeza de seus  v a l o r e s  é b a s t a n t e  i n f e  - 

r i o r  5 do n í v e l  do processo.  ~ ã o  e x i s t e  p o s s i b i l i d a d e  do s i s t ema  

confundi r ,  por  exemplo, o  e s t a d o  mudança de n í v e l  com o 

de i n c l i n a ç ã o ,  ao c o n t r á r i o  dos e s t a d o s  mudança de n í v e l ,  t r a n  - 

s i e n t e  e normal. Por e s t a s  r a z õ e s ,  a s  v a r i â n c i a s  das  per tu rba-  

ções de i n c l i n a ç ã o  e  f a t o r e s  sazona is  não necess i tam s e r  r e l a c i o  - 

nadas ao n í v e l  do processo.  

Por conveniência ,  e s p e c i f i c a - s e  a s  per tu rbações  p a r a  
- 

qualquer  modelo de e s t a d o  j ( j = l , N )  da s egu in t e  forma: 

va r  ( u t l  j) = b ( j )  u L -ti 
v a r  ( ~ ~ 1  j )  = F(j)] 



A p a r t i r  des ta  t a b e l a  e  das probabi l idades de e s t a -  

do, pode-se e s p e c i f i c a r  os  qua t ro  modelos de es t ado  u t i l i zados :  

A s  transformações ,das va r i ânc ias  das perturbações do 

modelo m u l t i p l i c a t i v o  para  o a d i t i v o  são  f e i t a s  a t r avés  da r e l a -  

ção e n t r e  a s  var iâncias  das d i s t r i b u i ç õ e s  log-normal e normal: 

onde 

o2 -+ v a r i h c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  normal 
N 

c ( j )  

O 

O 

0 .008  

O 

b ( j )  

O 

0 .35  

O 

O 

MODELO DE ESTADO ' 

1- normal 

2- mudança de n í v e l  

3- muaança de inc l inação  

4- t r a n s i e n t e  

o2 + var iânc ia  da d i s t r i b u i ç ã o  log-normal 
L 

d j )  

O 

O 

O 

0 . 3 2  

Algumas considerações sobre os modelos de es tado de- 

vem s e r  f e i t a s :  

d ( j )  

0 . 0 1  

O 

O 

O 

.rr(j) 

0.893 

0 .O09 

O. 009 

0.089 



(i) é p r e f e r í v e l  t r a t a r  i n i c i a lmen te  uma mudança de n í v e l  como 

t r a n s i e n t e  do que o caso  c o n t r á r i o ,  devido à mudança de n í -  

v e l  i n f l u e n c i a r  os  v a l o r e s  f u t u r o s  da s é r i e .  A s  p r o b a b i l i -  

dades de e s t a d o  u t i l i z a d a s  (x ( 4 )  1 0 n  ( 2 )  ) e a s  magnitudes 

das  v a r i â n c i a s  ( 0 .  32  > 0.25) garantem que uma oco r rênc i a  a- 

normal é t r a t a d a  como um t r a n s i e n t e  a t é  que os  v a l o r e s  sub- 

sequentes  d a  série confirmem a e x i s t ê n c i a  de uma mudança de 

n íve  1. 

(ii) a v a r i â n c i a  d a  per turbação  do f a t o r  sazona l  deve s e r  peque- 

na p e l o  f a t o  da  a l t e r a ç ã o  do f a t o r  e s t a r  i n c l u í d a  na  e s p e c i  - 

f i c a ç ã o  do modelo do e s t a d o  normal. 

(iii) a p robab i l i dade  de oco r rênc i a  do e s t a d o  normal é ce rca  de 

1 0  vezes maior que a soma dos o u t r o s ,  fazendo com que e l e  

p reva l eça  na  maior p a r t e  do tempo. 

Com i s t o ,  ficam de f in idos  os  18 parâmetros de e n t r a -  

da n e c e s s á r i o s  ao funcionamento do método: 9 p a r a  a d i s t r i b u i ç ã o  

in ic ia l  dos parâmetros do processo,  2 p a r a  a v a r i â n c i a  do r u í d o ,  

3 p a r a  a v a r i â n c i a  das  pe r tu rbações ,  3 p a r a  a s  p robab i l i dades  de 

e s t a d o  (a q u a r t a  é o complemento) e 1 para a variância do transiente. 

V I . 4  - Lógica do Programa de ~ Ú l t i p l o s  Estados  

Pa ra  f a c i l i t a r  a compreensão da l ó g i c a  do programa, 

ao  l i d a r  com o modelo de m ú l t i p l o s  e s t a d o s ,  considere-se i n i c i  - 
almente a informação assoc iada  a um modelo de e s t a d o  p a r t i c u l a r  



num determinado i n s t a n t e  (t-1) após a  observação y 
t-1' A p a r t i r  

d a  t a b e l a  do i t em V I .  3.2, cons t ró i - s e  4 ma t r i ze s  W e  4 e s c a l a  
t-1 - 

r e s  Vt-l , cada p a r  correspondendo a  um es t ado .  O conhecimento a- 

c e r c a  dos parâmetros é expresso  a t r a v é s  de 4 v e t o r e s  8 
t-1 com 4 

* 
matr i  z e s  de c o v a r i k c i a  assoc iadas  P t-1' cada p a r  correspondendo 

a  um es t ado .  ~ l é m  d i s s o ,  4 p robab i l i dades  independentes do h i s t ó  - 
r i c o  expressam a s  p o s s i b i l i d a d e s  de uma t r a n s i ç ã o  pa ra  cada e s t a -  

do no i n s t a n t e  s egu in t e .  

Ao p a s s a r  do i n s t a n t e  (t-1) p a r a  o  i n s t a n t e  t ,  após 

a  observação y se t o r n a r  d i spon íve l ,  o  programa i n v e s t i g a  a s  16 
t 

p robab i l i dades  de t r a n s i ç ã o  (i, j )  do processo  e s t a r  no e s t a d o  j  

no i n s t a n t e  t tendo e s t a d o  an te r io rmente  no e s t a d o  i (no i n s t a n t e  

- 1 .  Para  cada t r a n s i ç ã o ,  o  f i l t r o  de Kalman produz um v e t o r  de 

média dos parâmetros e  uma mat r iz  de cova r i ânc i a  assoc iada ,  deno- 

t a d o s  por  5 ( i J )  e * , u t i l i z a n d o  a s  ma t r i ze s  corresponden- 

- ( i )  * ( i )  ( j )  t e s :  O t-1' Pt-l Vt e w:') e a  veross imilhança da  oco r rênc i a  é 

ca lcu lada .  Neste ponto s e  i n i c i a  o  p rocesso  de condensação de i n  - 
- (1, j )  formações: p a r a  cada e s t a d o  j ,  O , ..., - O ( 4 . 1 )  , * ( l , j )  

I * . . I  

P* ( 4  j )  s ã o  condensados respect ivamente  em 8 (1) e * ( J , segundo 

a s  equações do i t e m  V. 1 .7-2 .3 .  Da mesma forma, a s  verossimilhan- 

ç a s  s ão  n o m a l i z a d a s ,  t ransformadas  em p robab i l i dades  de t r a n s i -  

ção e  condensadas em p robab i l i dades  de e s t a d o  a  p o s t e r i o r i .  

E s t a  informação a  p o s t e r i o r i  condensada ( 5  (1) , p * ( j )  
I 

P ( l )  , j  = m) é u t i l i z a d a  p a r a  a  p rev i são  dos v a l o r e s  f u t u r o s  da 

série, r e a l i z a d a  segundo alguma r e g r a  e s t a b e l e c i d a .  A mais natu- 

r a l  combina a s  p rev i sões  de cada modelo de e s t a d o ,  p a r t i n d o  do 



pressupos to  que o  processo  permanece no e s t a d o  correspondente nos 

i n s t a n t e s  subsequentes ;  a  p r e v i s ã o  é uma média das  p rev i sões  dos 

modelos de e s t a d o  ponderada p e l a s  p robab i l i dades  de e s t a d o  a  pos- 

t e r i o r i .  Out ras  duas r e g r a s  p o s s í v e i s  são:  cons ide ra r  somente o  

e s t a d o  de maior p robabi l idade  a  p o s t e r i o r i  e  cons ide ra r  a  média 

ponderada dos e s t a d o s  c u j a s  p robab i l i dades  a  p o s t e r i o r i  excedam 

0 . 1 .  

V I . 5  - 1ntervençÕes do A n a l i s t a  

A série em es tudo  ap re sen ta  c inco  mudanças s e n s í v e i s  

de n í v e l  acompanhadas de mudanças de i n c l i n a ç ã o .  E la s  se s i tuam 

por  v o l t a  de maio de 1970, agos to  de 1970, a b r i l  e  maio de 1973, 

setembro de 1975 e  agos to  a  outubro de 1977. Cada uma correspon- 

de à e n t r a d a  em operação de s i d e r u r g i a  ou u s i n a  de p e l o t i z a ç ã o  

c u j a s  ca rgas  s ão  b a s t a n t e  r e p r e s e n t a t i v a s  em r e l a ç ã o  ao consumo 

do e s t ado .  O conhecimento a  p r i o r i  d e s t e s  f a t o s  p o s s i b i l i t o u  a  

comunicação ao s i s t ema  das  a l t e r a ç õ e s  esperadas  nos parâmetros, e x  - 
plorando-se uma das  c a r a c t e r í s t i c a s  p r i n c i p a i s  do método. A s s i m ,  

n e s t e s  meses, acrescentou-se  a s  e s t i m a t i v a s  fo rnec idas  p e l o  f i l -  

t r o  de Kalman os s e g u i n t e s  va lo re s :  
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Em r e l a ç ã o  5s mudanças de setembro de 1975, não fo- 

ram fo rnec idas  informações a p r i o r i ,  com o o b j e t i v o  de t e s t a r  a 

adap tab i l i dade  automát ica  do método. 

V I .  6 - Desempenho do Modelo 

Para  os  va lo re s  dos parâmetros de e n t r a d a  e s p e c i f i c a  - 

dos no i t e m  V I . 3 ,  o  e r r o  médio q u a d r á t i c o  e n t r e  a observa - 

ção  e a p rev i são  um passo  à f r e n t e  f o i  de 2050, ce rca  de 4 % ,  con- 

s iderando  que o v a l o r  médio da série se s i t u a  e m  t o rno  de 50000. 

E s t e  r e s u l t a d o  f o i  ob t ido ,  u t i l i z a n d o  a t e r c e i r a  r e g r a  de prev i -  

são :  considerando somente os e s t a d o s  com probabi l idade  de e s t a d o  

a p o s t e r i o r i  maior que 0 . 1 .  

A r ep re sen tação  g r á f i c a  correspondente ,  e m  anexo, a- 

p r e s e n t a  a lguns  a spec tos  i n t e r e s s a n t e s :  



- outubro e novembro de 1 9 7 0  se const i tuem em d o i s  t r a n s i e n t e s  se - 

guidos.  A p r i m e i r a  observação o modelo i n t e r p r e t a  como t r a n s i  - 

e n t e .  E n t r e t a n t o ,  após a segunda, e l e  s e  convence que houveuma 

mudança de n í v e l  e fornece uma p rev i são  p a r a  dezembro, adaptada 

ao  novo " n í v e l " .   pós a observação de dezembro, e le  percebe o 

engano e r e t o r n a  ao  n í v e l  r e a l  da s é r i e .  

- em novembro de 1977, a p resença  de um t r a n s i e n t e  o r i g i n a  uma pre - 

v i s ã o  mais a l t a  p a r a  dezembro, t a l v e z  antevendo uma mudança de 

n í v e l .  E n t r e t a n t o ,  a  observação de dezembro confirma o t r a n s i -  

e n t e  a n t e r i o r  e a p rev i são  p a r a  j a n e i r o  e f e v e r e i r o  é f e i t a  den - 

t r o  dos n í v e i s  normais da s é r i e .  Mas e m  f e v e r e i r o ,  uma nova ob - 

servação  a l t a  sugere  que uma mudança de n í v e l  se av iz inha ,  o r i -  

ginando uma p r e v i s ã o  mais e l evada  p a r a  março. 

- por  v o l t a  de agos to  de 1975, ocorrem simultaneamente uma mudan- 

ç a  de i n c l i n a ç ã o  e uma l i g e i r a  mudança de n í v e l .  O s i s t ema  ra -  

pidamente percebe e se adapta  à mudança de i n c l i n a ç ã o ,  mas não 

consegue acompanhar a conten to  a mudança de n í v e l ,  o r ig inando  

p rev i sões  " p a r a l e l a s "  à s  observações.  O mesmo f a t o  ocor re  por  

v o l t a  do meio de 1974. 

- e m  março de 1977, uma observação ba ixa  induz iu  o s i s t ema  a anu- 

l a r  o crescimento,  o r ig inando  uma p rev i são  p a r a  a b r i l  p r a t i c a -  

mente i d ê n t i c a  à a n t e r i o r .  E n t r e t a n t o ,  a  observação de a b r i l  

sugere  uma t r a n s i ê n c i a  ou uma mudança de n í v e l .  O s i s t ema ,  en- 

t ã o ,  f a z  a s  p rev i sões  subsequentes  considerando este f a t o .  



- a s  va r i ações  em t o r n o  dos n í v e i s  do processo  não e s t ã o  bem acom - 

panhadas. I s t o  sugere  duas i n t e r p r e t a ç õ e s :  m á  e spec i f i cação  

dos parâmetros sazona is  ou o f a t o  da s é r i e  não a p r e s e n t a r  c a r a c  - 

t e r i s t i c a s  sazona is  marcantes,  como s e  supunha a p r i o r i .  

V I . 7  - cons iderações  F i n a i s  

(i embora o desempenho como um todo possa  ser considerado bas - 

t a n t e  s a t i s f a t ó r i o ,  p r inc ipa lmente  devido 2 i r r e g u l a r i d a d e  

da s é r i e ,  a lguns  a spec tos  podem s e r  melhorados. O proble-  

ma das va r i ações  em t o r n o  dos n í v e i s  do processo t a l v e z  

possa  s e r  superado p e l a  in t rodução  de um parâmetro ad i c io -  

n a l  no modelo, r e l ac ionado  2 au toco r re l ação  dos e r r o s  en- 

t r e  a s  observações e a s  p rev i sões  um passo 5 f r e n t e  ou en- 

t r e  a s  observações e o s  n í v e i s  est imados.  

(ii) mudanças de n í v e l  e i n c l i n a ç ã o  s imul tâneas  não e s t ã o  sendo 

perceb idas  prontamente. Geralmente, s ó  a mudança de i n c l i  - 

naqão é rapidamente notada.  I s t o  t a l v e z  possa s e r  supera- 

do a t r a v é s  de uma modificação nas  proporções r e l a t i v a s  en- 

t r e  a s  p robab i l i dades  de e s t ados  e e n t r e  o s  f a t o r e s  de va- 

r i â n c i a .  

(iii) o e f e i t o  dos v a l o r e s  da  média e da v a r i â n c i a  i n i c i a i s  dos 

parâmetros ,  desde que coe ren te s ,  logo desaparece.  Em pou- 

co tem2o, a s  p rev i sões  passam a independer d e l e s  e ,  quanto 

maior a v a r i â n c i a ,  mais rapidamente i s t o  acontece.  Em fun - 

ção d i s t o ,  e s t e s  parâmetros de e n t r a d a  são  os  menos impor- 



t a n t e s  no desempenho do s i s tema,  quando s e  possu i  uma quan - 

t i d a d e  razoáve l  de observações.  

( i v )  das  t rês  r e g r a s  de p rev i são  do i t em VI.4, a p r ime i r a  e a  

t e r c e i r a  apresentam melhores r e s u l t a d o s ,  dependendo do con - 

junto  de v a l o r e s  u t i l i z a d o  pa ra  os  parâmetros de en t r ada .  

A segunda, e n t r e t a n t o ,  nenhuma vez supera  a s  demais. 

( V )  o s  q u a t r o  e s t ados  d e f i n i d o s  parecem s u f i c i e n t e s  pa ra  r e p r e  - 

s e n t a r  a  i n c e r t e z a  do processo.  Poder-se-ia pensar  num 

q u i n t o  e s t a d o ,  por  exemplo, e s t a d o  de mudança de sazona l i -  

dade. Para e s t a  s é r i e ,  e n t r e t a n t o ,  nada a c r e s c e n t a r i a  de 

G t i i .  

( v i )  em s é r i e s  com padrões  s azona i s  e s t á v e i s  t a l v e z  s e j a  mais 

p rove i to so  t r a b a l h a r  com sazona l idade  d e t e r m i n í s t i c a ,  es t i  - 

mando-se o s  f a t o r e s  sazona is  a  p a r t i r  de um subconjunto da 

s é r i e  h i s t ó r i c a .  No modelo u t i l i z a d o ,  i s t o  r e p r e s e n t a  uma 

redução de 1 4  pa ra  2 parâmetros ,  b a s t a n t e  s i g n i f i c a t i v a  em 

termos de e s f o r ç o  computacional.  Logicamente, o que deve 

o r i e n t a r  a  e sco lha  e n t r e  a s  duas abordagens é a c a r a c t e r í s  - 

t i c a  sazona l  da série em es tudo .  



O t r a b a l h o  v i s a ,  basicamente,  a  formulação t e ó r i c a  

u n i f i c a d a  de modelos l i n e a r e s  de r eg re s são  e  s é r i e s  temporais  que 

possuem como c a r a c t e r í s t i c a  comum uma e s t r u t u r a  r e c u r s i v a  de e s t i  - 

mação. Neste contex to ,  r e s sa l t am também como c a r a c t e r í s t i c a s  co- 

muns a  represen tação  Markoviana dos processos  e  o  a lgor i tmo de e s  - 

t imação do f i l t r o  de Kalman. Em função d i s t o ,  a  apresen tação  se-  

parada dos modelos de r eg re s são  e  de s é r i e s  temporais  deve-se mui - 

t o  mais a  razões  h i s t ó r i c a s  e  p r á t i c a s  do que t e ó r i c a s ;  e l e s  pode - 

r iam ser per fe i tamente  considerados  casos  p a r t i c u l a r e s  de um mes- 

mo modelo l i n e a r  g e r a l .  

A es t imação r e c u r s i v a  dos parâmetros p o s s i b i l i t a  uma 

e s t r u t u r a ç ã o  dinâmica que,  ao c o n t r á r i o  do t i p o  convencional  de - a  

n á l i s e ,  admite a  h i p ó t e s e  d e l e s  var iarem no tempo e ,  quando conve 

nientemente e s p e c i f i c a d a ,  permite  a  r áp ida  percepção d e s t a s  v a r i -  

ações .  Es te  a spec to  é important íss imo:  a  v i d a  em s i  é dinâmica e  

todo modelo que de alguma maneira a  r e p r e s e n t a ,  deve também s e r  

dinâmico, p a r a  não c o r r e r  o  r i s c o  de s e  t o r n a r  inadequado. Outro 

a spec to  importante  é o f a t o  dos métodos não r ecu r s ivos  geralmente 

necess i ta rem de uma quant idade cons ide ráve l  de dados p a r a  ope ra r ,  

o  que,  na p r á t i c a ,  mui tas  vezes ,  não s e  consegue. Neste p a r t i c u -  

l a r ,  assume des taque  o  método Bayesiano de p rev i são  de s é r i e s  tem - 



p o r a i s  de Harr ison e Stevens ,  extremamente dinâmico, e que combi- 

na ,  e m  bases  s ó l i d a s ,  t e o r i a  com p r á t i c a .  Ao c o n t r á r i o  dos méto- 

dos convencionais ,  que s ó  consideram a s  informações h i s t Ó r i c a s ,  o 

método Bayesiano l eva  em conta  uma f o n t e  de informações p r e c i o s a  

e quase sempre neg l igenc iada :  o i nd iv íduo  que conhece o s i s t ema  e 

sabe da consequência de f a t o s  ex t e rnos  no desenvolvimento f u t u r o  

do processo.  Outra  c a r a c t e r l s t i c a  i n t e r e s s a n t e  do método é a 

i d é i a  da i n c e r t e z a  em r e l a ç ã o  ao modelo em curso  e m  cada i n s t a n -  

te. Ela  p r o p i c i a  grande f l e x i b i l i d a d e  e s e  c o n s t i t u i  num campo 

de pesquisa  a merecer a tenção.  

F i c a  como i d é i a  g e r a l  do t r a b a l h o  a ên fa se  aos  mode- 

l o s  vo l tados  5 d e s c r i ç ã o  da e s t r u t u r a  i n t e r n a  dos processos  que 

representam, de c e r t a  forma análogos aos modelos de espaço de es -  

paço de e s t a d o  da Teor ia  de  Cont ro les .  E l e s  permitem a t r i b u i r  

s i g n i f i c a d o  f í s i c o  aos  parâmetros ,  f a c i l i t a n d o  a v i s u a l i z a ç ã o  e a 

compreensão do mecanismo e v o l u t i v o  do processo  e a comunicação 

s i s t ema-ana l i s t a .  Ultimamente, a  l i n h a  de  pesquisa  em s é r i e s  tem - 

p o r a i s  tem-se o r i e n t a d o  pa ra  o e s tudo  de s i t u a ç õ e s  anormais e de 

mudanças de comportamento. Es t e s  modelos s e  prestam perfei tamen- 

t e  a este t i p o  de enfoque. 

Como suges tões  pa ra  desenvolvimento p r á t i c o  do t r a b a  - 

l h o ,  ficam: 

(i) a i n s i s t ê n c i a  na a p l i c a ç ã o  do método Bayesiano 2 série de 

demanda de e n e r g i a  e l é t r i c a  da Esce l sa ,  v isando a supe ra r  



o s  problemas apontados nos i t e n s  VI.6 e VI.7, principalmen V 

t e  o das  va r i ações  em t o r n o  do n í v e l  do processo.  

(ii) ap l i cação  de uma t é c n i c a  de  ot imização não- l inear  pa ra  de- 

terminação do conjunto de v a l o r e s  Ótimos dos parâmetros de 

e n t r a d a ,  i s t o  6 ,  dos modelos de e s t a d o  e da  d i s t r i b u i ç ã o  

i n i c i a l  dos p a r h e t r o s  do processo  Ótimos, segundo o c r i t é  V 

r i o  de  mínimo e r r o  quad rá t i co .  I s t o  permite  v e r i f i c a r  s e  

a d i f e r e n ç a  e n t r e  e s t e  procedimento e a a n á l i s e  de s e n s i b i  v 

l i d a d e  e f e t u a d a  é s i g n i f i c a t i v a .  

(iii) sua  ap l i cação  a o u t r a s  s é r i e s  temporais ,  pa ra  uma conclu- 

s ã o  mais d e f i n i t i v a  sobre  a sua r e a l  e f i c á c i a .  Em s é r i e s  

s azona i s ,  u t i l i z a r  o modelo de funções p e r i ó d i c a s  do i tem 

VI.1.6.3 pa ra  a v a l i a r  s e  a s i m p l i f i c a ç ã o  in t roduz ida  com- 

pensa a p o s s l v e l  perda de e f i c i ê n c i a  e se e s t a  perda r e a l -  

mente se v e r i f i c a .  

( i v )  a comparação e n t r e  o seu desempenho e o de  o u t r o s  métodos, 

notadamente o Box & Jenkins .  I s t o  deve s e r  e f e tuado  em sé - 

ries "bem" comportadas e "mal" comportadas. 

( V )  ap l i cação  do método VI-MVA a modelos de função t r a n s f e r ê n -  

c i a  de  séries temporais .  E s t e  método parece p o s s u i r  gran- 

de p o t e n c i a l ,  tornando-se importante  na  p rev i são  de s é r i e s  

c u j a s  observações dependam dos v a l o r e s  assumidos por o u t r a  

s é r i e  em i n s t a n t e s  a n t e r i o r e s .  A s  vantagens d e s t a  aborda- 

gem sobre  a de Box & Jenk ins  já foram apontadas e sua a p l i  - 



cação a s é r i e s  econÕmicas, cu jo  dinamismo t o r n a  f r equen te s  

va r i ações  nos parâmetros ,  deve s e r  f e i t a .  Ressa l te - se  que 

o método pode s e r  ap l i cado  t a n t o  com o b j e t i v o s  "on- l ine" ,  

p a r a  uma cont inua  a t u a l i z a ç ã o  dos parâmetros ,  quanto "o f f -  

l i n e "  , em que r e p e t i d a s  ap l i cações  sobre  subconjuntos de 

dados indicam o momento de se te rminar  a est imação: quando 

a d i f e r e n ç a  e n t r e  e s t i m a t i v a s  subsequentes f o r  desprez í -  

v e l .  

Como suges tões  pa ra  desenvolvimento t e ó r i c o  do t r a -  

ba lho ,  ficam: 

(i) a gene ra l i zação  do método Bayesiano de Harr ison e Stevens 

com o relaxamento das  h i p ó t e s e s  de normalidade e l i n e a r i d a -  

de. I s t o  pode s e r  f e i t o ,  seguindo a l i n h a  de Souza e 

Harr ison 1161, que u t i l i z a  p r i n c í p i o s  de Teor ia  da Informa- 

ção. 

(ii) a gene ra l i zação  do método VI-MVA pa ra  o caso  de m ú l t i p l a s  

e n t r a d a s .  
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