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Este trabalho u m  código para a solução automática de 

problemas combinat6rios em ~ r o ~ r a m a ç ã o  In te i r a  bivalente. O algoritmo de E- 
22 

numeração ~ m p l i c i t a  é uti l izado na forma proposta por GEOFFRION , como s i m  - 
L ,.2 

plificação do algoritmo de BALAS . ~ e s t r i ç õ e s  subst i tutas  ou F i l t ros ,  sao 

implementados para acelerar o processo de enumeração de pseudo-soluçÕes par - 

c ia i s .  O s  problemas de determinação dos conjuntos Recobrimento e Particiona - 

mento dnimos e suas formas part iculares  dentro da teor ia  dos grafos não o- 

rientados são tratados aqui, e como aplicação, é proposta uma metodologia 

para a solução do problema de alocação Ótima ou pelo menos viável, de tri- 

pulações em ro ta s  a&eas de uma companhia de aviação. 



Summar y 

This work proposes a code f o r  automatic solution of 

combinatorial problems i n  bivalent Integer Programming. The Implic i t  
22 

Enumeration algorithm i s  u t i l i z e d  i n  the  form proposed by GEOFFRION , a s  
2 

a simplification of the  BALAS algorithm. F i l t e r s  or  surrogate cons t ra in t s  

a r e  implemented t o  accelerate the  pa r t i a1  pseudo-solutions enumeration 

process. The set-covering and set-parti t ioning problems and its pa r t i cu l a r  

versions within non-oriented graph theory, a r e  t rea ted  here. A s  an 

application, a methodology is  proposed f o r  the  solut ion of a i r l i n e  crew 

scheduling problem. 
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MODELOS COMBINAT~RIOS : SUAS ÁREAS DE APLICAÇÃO, HIST~RICO , DIFICULDADE 

COMPUTACIONAL E PLANO DE TRABALHO. 

Na l i t e r a t u r a  corrente sobre ~ r o ~ r a m a ç ã o  ~a temát i ca  e em par - 
titular sobre ~rogramação In te i ra ,  encontramos f a r t a s  referências ao f a t o  

de que o potencial  de aplicação desta área tem crescido enormemente e nas 

duas Últimas décadas numerosos avanços teóricos foram registrados. Como re- 

sultado destes avanços temos hoje uma vasta coleção de métodos e algoritmos 

que aliados ao desenvolvimento da exatidão, velocidade e sofisticação dos 

sistemas de computadores d ig i ta i s ,  prometem ser  de grande va l ia  na solução 

de importantes problemas prát icos que estão surgindo. 

Neste trabalho tentaremos fazer  l i g e i r a s  contribuiçÕes as a- 

plicações de resultados de natureza cornbinatória, colocando i disposição um 

código para solução dos problemas de ~ro~rarnação  In te i r a  bivalente, de de- 

terminação dos conjuntos recobrimento e particionamento dnimos, emparelha- 

mento máximo e recobrimento dnimo em grafos não orientados. 

Desde que a s  circunst&cias forçaram uma opção pela  so f i s t i -  

cação tecnolÓgica, vários problemas de natureza combinatória surgiram e c02 
I r  

tinuam aparecendo e os identificamos frequentemente na construção de gran- 

des redes de transmissão de informações ou de dados para processamento auto 
,., 

mático, no setor  de transporte urbano, na alocação de tripulações e avioes 

das companhias aéreas, na administração do espaço f i s i c o  em escolas e uni- 

versidades, no se tor  pol i t ico,  na construção de c i rcu i tos  eletrônicos im-  

pressos, na recuperação de informações de grandes arquivos em centros de 

processamento de dados, na seleção de projetos su je i tos  a uma restr ição or- 



çament&ia, etc.  Com a necessidade das soluçÕes desses problemas, e s t á  sur- 

gindo uma área de estudos que poderiamos denominar de "otimização combinató - 

r i a "  e é nesse campo que pretendemos desenvolver algumas experiências. . 

Naturalmente foram muitos os pesquisadores que trabalharam 

com processos enumerativos de busca de soluçÕes de problemas de ~ r o ~ r a m a ç ã o  

In te i ra ,  que promoveram progressos no estudo de situações especialmente es- 

truturadas, como os problemas dos conjuntos recobrimento e particionamento, 

suas relações e seu enfoque par t icu lar  dentro da t eo r i a  dos grafos. Mas pa- 

r a  f i n s  do nosso trabalho e seguindo a ordem em que abordaremos os fa tos ,  

faremos um breve histórico, relacionando somente os nomes dos pr incipais  

contribuintes. 

Praticamente, o primeiro trabalho a estabelecer valiosos crL 

t é r i o s  no sentido de otimizar processos de enumeração e a receber ampla di- 

vulgação nos setores  especializados, f o i  o de LAND e DOIG em 1960, resumida 

mente referenciado pelo nome de "Branch and Bound". Posteriormente, em 1953, 

BALAS introduziu a s  bases da enumeração implicita bivalente, aperfeiçoada 

por e l e  mesmo em 1965, quando o processo chamou a atenção dos especial is tas  

de Pesquisa Operacional. Seguindo a e s t a  fase,  GLOVER, a p a r t i r  de 1965, 

introduziu sensiveis progressos, mostrando a possibilidade de serem usadas 

restr ições especiais que funcionariam como f i l t r o s ,  promovendo a aceleração 

do processo. GEOFFRION, 1967 e 1969, mostrou um interessante processo de ge 

r a r  esses f i l t r o s  a p a r t i r  de soluções produzidas por variáveis duais rela- 

t i v a s  às restr ições do problema proposto, juntamente com uma l ige i r a  modifi 

cação do conceito de "poder" desses f i l t r o s  no sentido de acelerar a conver - 
gência, inicialmente proposto por GLOVER.  ai em diante e por algum tempo, 

BALAS, GLOVER e GEOFFRION se  alternaram e outros pesquisadores como 

SPIELBERG, LEMKE e SALKIN, introduziram refinamentos valiosos na f m a  dos 



t e s t e s  existentes.  GARFINKEL e NEMHAUSER, promoveram estudos e algoritmos 

especiais para a solução dos problemas de determinação dos conjuntos reco- 

brimento e particionamento minimos. Nesse sentido podemos c i t a r  mais uma 

vez a de BALAS que proporcionou, juntamente com PADBERG, resul  - 
tados interessantes nesse campo. A equivalência entre o emparelhamento máxi - 

..2 

mo e o recobrimento minimo em um grafo nao orientado, f o i  construida por 

NORMAN e RABIN em 1959. Um recente trabalho de BALAS e SAMUELSSON, 19-/7, 

apresentou um novo algoritmo para os problemas de emparelhamento e reco- 

brimento em graf os não orientados. Outros pesquisadores, como GREENBERG, 

BELLMORE , SPITZER , BALINSKI e QUANDT , se  ocuparam de aplicaçÕes, resolvendo 

importantes problemas práticos,  uti l izando os recursos combinat~rioi  mencio - 
nados. 

..2 

Diferentemente ao caso dos programas continuas ( ~ r o ~ r a m a ç a o  

~ i n e a r ) ,  não há esperanças de, no futuro podermos resolver todos 

os problemas de Programação In te i r a  por um Único algoritmo. Por outro lado, 

a dificuldade computacional observada nas técnicas de ~ r o ~ r a m a ç ã o  In te i r a  

de caráter  geral,  conduziu à formulação e desenvolvimento de métodos especi - 

a i s  para solução de problemas in t e i ros  que possuam estruturas  particulares.  

I s t o  é, algoritmos especiais são continuamente produzidos uti l izando a es- 

t ru tura  par t icu lar  de uma f a d l i a  de problemas. Uma outra possibilidade, é 

projetar  algoritmos complexos, capazes de analisar,  aval iar  e decidir  que 

t ipo  de procedimento poderia ser  aplicado na solução do problema particu- 

l a r  que se  apresentasse. Por exemplo, existem algoritmos para solução do pro - 

blema de determinação do conjunto recobrimento minimo, que trabalham melhor 

com matrizes de a l t a  densidade e outros, ao contrário, são mais eficazes no 

t r a t o  com matrizes de baixa densidade. Aceitamos a idé ia  de que qualquer e? 

tudo experimental dentro deste campo, deva ser  levado a e f e i t o  com uma - 



t i c a  (que pode se r  uma dessas), bem definida em mente, o que tenderia mini- 

mizar dificuldades de ordem global. 

Iniciaremos com um capitulo sobre enumeração parc ia l  que de- 

verá s e  cons t i tu i r  no miolo de todo o processo que produzirá na sua Última 

forma, a ferramenta com que poderemos resolver o problema (aplicação) pro- 

posto no cAF'ÍTULO V I .  Em seguida cuidaremos de uma par te  dedicada ; questão 

da determinação dos conjuntos recobrimento e particionamento dnimos (na 

sua forma prát ica,  o modelo de particionamento se  assemelha ao de recobri- 

mento com res t r ições  de igualdade). &, no CAP~TULO 111, es tará  o esqueleto 

da aplicação que pretendemos recomendar. Segue o CAP~TULO I V ,  onde relacio- 

namos a s  idé ias  par t iculares ,  daquelas do CAF'ÍTULO 111, dentro da Teoria 

dos Grafos, i. e. ,  trataremos com o emparelhamento máximo e recobrimento & 
nimo em grafos não orientados. No CAF'ÍTULO V, descrevemos a construção do 

código, objeto cent ra l  de nossas experiências e finalmente, no cAF'ÍTULO V I ,  

ilustramos a aplicabilidade do programa, recomendando uma aplicação referes  

t e  ; alocação de tripulações em ro tas  aéreas para uma companhia de aviação. 



Vamos colecionar e ordenar os resultados necessários para a 

solução de um problema de ~ rograma~ão  In te i r a  bivalente, pelo método de enu - 
meração parc ia l  ou enumeração implicita,  como é conhecido na l i t e r a t u r a  cor 

rente. 

Seja z uma função 

Sobre z queremos resolver o seguinte problema: 

minimizar z = 1 C j x j  



su je i to  a b.4- 1 ) a . x . > 0 ,  i~ J i < M = ( ' ,  ..., .) 

Algumas vezes preferiremos uma forma mais compacta: 

minimizar z = cx (11.6) 

su je i to  a b -i- Ax > 2, (11.7) 

onde c o vetor de n dimensõès (c . . . , c  ), b e 0, respectivamente os veto 
l' 9 

- 
t t 

r e s  de m dimensões (b . . . , b ) e (0, . . . , O ) .  x= (x , . . . ,x ) é um ve'cor biná- 
1' m 1 n 

r i o  de n dimensões e A= (a.  .), 6 unia matriz mxn. Qualquer vetor binário x de 
1 J  

n dimensões, será chamado uma l~pseudo-soluç~o" de (P) . Qualquer pseudo-solu - 
&o que s a t i s f i z e r  (11.4)~ será chamada de solução viável de (P) e a solu- 

ção viável de (P) que minimizar, z entre  todas a s  soluçÕes viáveis, implici- 

t a  ou explicitamente enumeradas, será chamada de solução Ótima de (P). 

Suporemos sempre que c >  0, sem que i s t o  constitua uma res- 

t r i ção  generalidade, uma vez que, ocorrendo c .< O, transformaremos x em 
J j 

1 - x g .  NO decorrer da apresentação das idéias ,  f i ca rá  c la ra  a necessidade 
j 

de mantermos sempre es ta  situação. 

~ambém aproveitamos a possibilidade de podermos desenvolver 

um número na sua correspondente forma (expressão) de base 2, para estender- 

mos nosso algoritmo na ta refa  de solucionar qualquer problema de Programa- 

ção In te i r a  limitado, i . e . ,  qualquer problema de Programação In te i r a  onde 

cada variável x > 0, possui uma cota superior u De fa to ,  s e  x é uma v2 
k k' k 

r i áve l  i n t e i r a  qualquer, possuindo uma cota superior u i . e . ,  xk< uk, pc k' 
demos escrever 



K+1 
onde K é o menor nÚmero determinado de t a l  forma a sa t i s fazer  2 - 1> uk. 

O inconveniente desta representação, é a grande quantidade de var iáveis  que 

surgem para grandes valores de u tornando a solução do problema impraticá 
k7 - 

v e l  dentro de um tempo computacionalmente viável. 

2.3 - PROCEDIMENTO PARA ENUMERAR PARCIALMENTE A S  SOLUÇÕES DE (P) . 

Para formalizar melhor a s  idé ias  envolvidas neste  procedimen - 
to ,  precisamos de alguns termos (ou expressÕes), cujas definições daremos - a 

gora. Comecemos por "pseudo-soluç~o parcial".  

Uma pseudo-soluç~o parc ia l ,  é uma atribuição de valores biná - 
r i o s  a um subconjunto das n variáveis. 

Uma variável à qual não s e  a t r ibuiu valor, se rá  chamada de 

"variável l i v re"  (trata-se de uma var iável  l i v r e  para receber uma atr ibui-  

ção binária no momento em que os t e s t e s  do algoritmo determinarem). 

Representaremos uma pseudo-soluç~o parc ia l  por W, conjunto 

dos índices das var iáveis  que compõem a pseudo-soluç~o parc ia l ,  de t a l  for- 

ma que s e  j W, x . = l  e s e  -j  Para i l u s t r a r ,  s e  
E J  

teremos x =1, x =1, 
4 

x =o 
6 

e a s  var iáveis  l i v r e s  re- 
2 

m, 

lativamente a e s t a  pseudo-soluç~o parc ia l ,  serao x X3 e X5- 

Dada uma pseudo-soluç~o pa rc i a l  W, t a l  que c a r d ( ~ ) = k ,  exis- 

tem n-k var iáveis  l iv res .  Atribuindo valores 0-1 a essas n-k var iáveis  li- 
n-k 

vres, podemos formar 2 vetores de n-k dimensões, que chamaremos de "veto - 
r e s  l ivres".  Tomando o pequeno exemplo dado, temos os seguintes vetores li- 



vres referentes a W: 

Com i s so  podemos def in i r  o complemento de uma pseudo-soluç~o parcial .  

Um "complemento" ou "remate" de uma pseudo-soluç~o parc ia l  W, 

é uma pseudo-soluç~o definida pelos valores das variáveis cujos h d i c e s  es- 

tão  em W, juntamente com os valores das variáveis especificados num dos ve- 

tores  l ivres .  Mais uma vez, s e  n=6 e W= , o remate da pseudo-soluç~o 

parc ia l  (?, 1, ?, 1, ?,O),  é a pseudo-solução (1,1,0,1, 1, O ) ,  formada com o ve- 

t o r  l i v r e  (*) dado acima. 

O complemento nulo de uma pseudo-soluç~o parcial ,  é uma pseu - 
do-solução formada com o vetor l i v r e  que tem todos os elementos iguais  a ze 

r0 . 
O número de complementos de uma pseudo-soluç~o parcial  é na- 

turalmente o mesmo de vetores l ivres .  Portanto, uma pseudo-soluç~o parc ia l  
n-k 

W ,  t a l  que card(#)=k, tem 2 complementos ou remates. W é o complemento de 

si mesma quando não existem variáveis l ivres .  Neste caso, c a r d ( ~ ) = n .  

Na descrição do procedimento para enumerar a s  pseudo-solu- 

çÕes parc ia i s  de (P), a s  variações dos verbos "podar" e "sondar", terão si- 

gnificados tecnicamente precisos: 

O a t o  de "podar" uma pseudo-soluç~o parc ia l  (P) ,  executado 

pelo algoritmo, corresponde 2 ação de: 

i) enumerar a pseudo-soluç~o parc ia l  e enumerar implicitame; 

t e  todos os seus complementos, s e  a pseudo-soluç~o parcial  não tem comple- 

mento viável. 

ii) caso contrário, enumerar o melhor complemento viável da 

pseudo-soluç~o parc ia l  e enumerar implicitamente todos os seus outros com- 

plementos. 

O algoritmo 'lsonda" uma pseudo-soluç~o parc ia l  quando e l a  é 

viável (ou tem complemento viável),  verificando s e  seu melhor complemento 

viável produz uma cota superior sobre a solução ;tima melhor (menor) do que 



aquela conhecida a t é  aqui. Em seguida poda a referida pseudo-soluç~o parci- 

a l .  

Faremos referência ao "um" como complemento lógico do "zero" 

e vice-versa, o que certamente não será confundido com complemento de uma 

pseudo-soluç~o parcial .  

O número de todos os v e t o r e s  binários-que definimos como 
n 

pseudo-soluçÕes de (P), é 2 , e portanto, por um processo exaustivo de enu- 

meração, poderiamos encontrar a solução Ótima de (P), quando e l a  ex is t i sse .  

Entretanto, qualquer busca exaustiva da solução de (P), se r ia  por demais 

dispendiosa, principalmente em termos de tempo, para os valores de n que 

surgem nas aplicações prát icas .  A idéia  da enumeração parc ia l  ou implicita,  
2 

proposta por BALAS, surgiu no sentido de estabelecer um algoritmo munido de 

c r i t é r i o s  que permitissem podar todas. a s  pseudo-soluçÕes parc ia i s  sem per- 
I 1  

correr  exaustivamente a árvore gerada por elas.  Esses c r i t é r i o s  dão seq&- 

c i a  a um mecanismo dinâmico de avanço e retorno sobre os ramos da árvore em 

cu jos nós estão a s  pseudo-soluçÕes. 

O algoritmo estabelece uma poda passando ao complemento &i - 
co do Último elemento ainda não complementado na pseudo-soluç~o parc ia l  po- 

dada e liberando a s  variáveis cujos indices figuram na pseudo-soluç~o parti 

a1  podada, imediatamente à d i re i t a  dele. 

Em resumo, enumeração implicita é um processo de solução ba- 
. .-.2 

seado na geração de um grafo t ipo  árvore, cujo nos sao depositários das 

pseudo-soluçÕes parc ia i s  e baseado em c r i t é r i o s  que permitem enumerar i m p l i  

c i t a  ou explicitamente todas a s  pseudo-soluçÕes possiveis. 

W é um conjunto ordenado, no sentido de que a ordem dos seus 
11 

elementos, r e f l e t e  a ordem em que foram gerados, i. e. ,  r e f l e t e  a sequência 

natural  definida pelos mecanismos de avanço e retorno do processo enumera- 

vo. Quando um indice de W & logicamente complementado, e l e  é também subli- 

nhado para indicar que o outro valor de sua variável já f o i  considerado. A l -  

gumas vezes abreviaremos por "complemento 16gico1r, aquilo que na verdade é 

o complemento lógico sublinhado. 

Quando uma pseudo-soluç~o parc ia l  & produzida, o algoritmo 



ver i f ica  se  e l a  é viável. Se fo r ,  ver i f ica  ainda (sonda) se  seu melhor com- 

plemento viável fornece uma cota superior sobre a s6iução Ótima, melhor do 

que aquela conhecida a t é  aqui. Se i s t o  acontece, a pseudo-soluç~o parc ia l  é 

considerada sondada, seus complementos são excluidos de futuras  considera- 

ções, excessão f e i t a  de seu melhor complemento viável que é armazenado, j- 

tamente com a cota, para futuras  averiguações (futuras comparações). Se a 

cota produzida não é melhor do que a existente,  o algoritmo simplesmente pc 
*i , 

da a pseudo-soluç~o parc ia l  em questão. Se a pseudo-solug~o parc ia l  nao e 

viável, o algoritmo tenta  vencer a inviabilidade, buscando uma pseudo-solu- 

ção parc ia l  descendente desta, da seguinte forma: coleciona a s  variáveis li - 
vres que fixadas ajudariam na obtenção de uma cota superior melhor do que a 

existente e cooperariam para vencer a inviabilidade. Se não existem variá- 

ve is  l i v r e s  com essas caracter:sticas, o algoritmo poda a pseudo-soluç~o paz 

c i a l .  Caso contrário, e l e  elege dentre a s  variáveis com a s  carac ter i s t icas  

acima, aquela que minimiza a quantidade t o t a l  de inviabilidade existente.  O 

indice desta variável é acrescentado àqueles da pseudo-soluç~o parc ia l  con- 

siderada, formando com e le s  uma nova pseudo-soluç~o parcial  descendente da- 

quela. 
k I1  

Representamos por (W ) a sequência das pseudo-soluçÕes par- 

o 
c i a i s .  O algoritmo i n i c i a  o processo de enumeração com W = 4. O processo 

O O 
terminaria nesse ponto s e  o algoritmo podasse W , pois c a r d ( ~  )=O e os com- 

o n 
plementos de W , em número de 2 , seriam implicitamente enumerados. Caso 

1 O 
contrário, o algoritmo obtém W , como descendente de W , pelo aumento desta 

com a eleição de uma variável l i v re ,  a cada passo tentando podar (ainda que 

depois de sondar), a presente pseudo-soluç~o parcial .  Prosseguindo assim, 

P a t é  que na p-ésima pseudo-soluç~o parcial ,  W é sondada. O melhor complemen - 
P t o  de W , se e s t e  produzir uma cota superior sobre a solução Ótima melhor 

do que a cota conhecida a t é  então, é guardado como uma solução candidata. 

P k a 

Dois membros sucessivos, W e WpC1, da seqknc ia  (W ) sao 

P 
d i s t in tos  ou porque wP C wp+l,, que acontece quando wp+lé descendente de W 

ou porque possuem elementos logicamente c6mplementares. Este f a t o  f az  da se  - 
11 k " .. 

quência (W ), uma sequencia não redundante, no sentido de que e l a  não dupli - 



ca nenhuma pseudo-soluç~o parcial  previamente podada. 

A fim de visual izar  melhor o que f o i  d i to  acima, a figura 

11.1, mostra par te  de uma árvore gerada pelas  pseudo-soluçÕes parc ia i s  de 

um problema de ~ r o ~ r a m a ç ã o  In te i r a  bivalente. L; estão representados doze 

elementos da 

que rege a 

de u m  membro 

Ir,. k 
sequencia (W ).  través destes elementos podemos observar a l e i  .- 

11 

f ormação da sequência de pseudo-soluçÕes parciais .  Passamos 
,. 

para outro da sequencia, s e j a  pela complementação lógica do ÚL 

timo elemento ainda não complementado, se ja  pelo acréscimo de mais um ele- 

mento. No primeiro caso, abandonamos todos os elementos imediatamente ; di- 

r e i t a  do Último elemento complementado. Este f a t o  corresponde a um retorno 
11 

nos ramos da árvore. ~uando a passagem para o membro da sequência, 

se  f az  através do acréscimo de mais u m  elemento, o algoritmo es t á  provocan- 

do um avanço nos ramos da &ore (criando um descendente). Observamos que a 
1 2  2 2, 

diferença entre  W e W, e s t á  no elemento a mais que W possui (W e descenden - 
1 

t e  de W ) e a diferença entre  w2 e I?, es t á  no elemento logicamente comple- 

3 
mentado que W possui. 

2.4 - CRITÉRIO PARA CONSTRUÇÃO DO MELHOR COIVIPLEMENTO DE UMA PSEUDO-SOLUÇÃO 

PARCIAL. 

Se para uma pseudo-soluç~o parc ia l  W, f o r  construido um com-. 

plemento, atribuindo a cada variável l i v r e  x o valor O ou 1, conforme 
j 

c . > O ou c . < 0, respectivamente e lembrando que nosso problema é de mini- 
J J 

mização, estaremos diante de um complemento da pseudo-soluç~o parc ia l ,  que 

se  f o r  viável, será  o melhor complemento viável em cpestão. Como os custos 

de (P) são todos posit ivos ou temos a possibilidade de obtê-los assim, pela 

transfomnação de variáveis já explicada no in ic io ,  observamos que o comple- 

mento nulo de uma pseudo-soluç~o parcial ,  quando f o r  viável, será  o melhor 

complemento viável nessas condições. A s s i m ,  s e  o complemento nulo viável de 

uma pseudo-soluç~o parc ia l  não produzir uma cota superior sobre a solução 



Figura 11.1 

Par te  de uma árvore de pseudo-soluç~es parc ia i s  de um problema de 

~ r o ~ r a m a ç ã o  I n t e i r a  bivalente 



Ótima melhor do que a atual ,  o algoritmo não tem necessidade de t e s t a r  os ou - 
t r o s  complementos e o que e l e  tem a fazer,  é podar a pseudo-solução parc ia l  - 
em questao. 

Com relação ao complemento nulo de cada pseudo-soluç~o parci- 

a l ,  o algoritmo tem duas coisas a fazer: 

i. Testar sua viabilidade. 

ii. Se f o r  viável, ver i f icar  (sondar) s e  a cota superior sobre 

a solução Ótima, gerada por e s t e  complemento, é melhor do 

que a Última cota armazenada como candidata ao Ótimo de 

0') 

Obviamente, a segunda condição será testada se  a primeira s e  cumprir e do 

cumprimento da segunda condição, resul tará  o armazenamento do refer ido com- 

plemento nulo como solução candidata ao Ótimo. Do cumprimento ou não da con- 
' 

dição ( i i ) ,  o passo que o algoritmo executa, é a poda da a tua l  pseu- 

do-solução parcial  e o não cumprimento da condição ( i ) ,  faz  com que o a l g o r c  

mo ten te  estabelecer uma pseudo-soluç~o parc ia l  descendente da atual .  

2.5 - O ALGORITMO. 

A s  res tr ições do nosso problema, t ê m  a forma 

Chamando de y , i M a variável de folga, a s  restr ições assumem o aspec 
i - 



de onde tiramos naturalmente que 

Uma pseudo-soluç~o parc ia l  W se rá  viável,  quando 

e e s t a  viabil idade s e  t ransfere  automaticamente para o complemento nulo de 

W .  Quando W não é viável,  o algoritmo 

W 
j l i v r e s  I z + c .< z 

J min' 
C-l 

W *  
onde z e o valor de 

c r i a  o conjunto: 

a > O para algum y .< O 
i j  1 

vazio, W é podada. Certamente um j 

não melhorará a cota superior z sobre a solução Ótima ou não cooperará pa 
min - 

r a  diminuir a inviabilidade. I s t o  quer dizer  que, s e  para algum y.< O, ti- 
1 

vermos 

(11 014) 

não temos como eliminar a inviabil idade da a tua l  pseudo-soluç~o parc ia l ,  o 

algoritmo não t e r á  como c r i a r  uma descendente para e la .  V não sendo vazio ou 

não acontecendo (11.14)~ o algoritmo elege um indice j V, que reduz ao &- E 
nimo a inviabil idade da a tua l  pseudo-soluç~o parcia l .  Em outras  palavras, es - 



Fei to  i s t o ,  e l e  acaba de c r i a r  uma nova pseudo-so lu~~o parc ia l ,  descendente 

da an te r ior .  O s  t e s t e s  são novamente acionados e o processo enumerativo con- 

t inua dentro desta l inha.  Um exemplo i l u s t r a r á  bem o que dissemos. 

2 
Exemplo: BALAS . 

Seja  o problema de ~ ro~ra rnação  I n t e i r a  

minimizar z=5x +7x +lOx +3x + x 
1 2  3 4 5  

s u j e i t o  a 

Iniciamos com 

Z - + m  
min 

O vetor das folgas  f i c a  

Como existem elementos negativos (basta que ex i s t a  um), passamos a 

V={. 1,374 I 

Como V # 4 ,  verificamos s e  6 possivel eliminar a inviabilidade: 

i= 1 -2+1+0+5+1+0 = 5 > O 

i=3 -1+0+0+2+0+0 = 1 >/ O. 

o 
Passamos à criação do descendente de W : 



y= (3,-3,l) 

Como y(2) < 0, temos 

V={ 2 , s  I 

Como V # $  , tentamos vencer a inviabilidade: 

1 
Descendente de W : 

~ = ( 0 , 3 , 0 ) -  
2 .  

Como y ( i )  2 O, v i  E M, a pseudo-soluç~o parc ia l  W e viável e seu melhor 

complemento viável, é o complemento nulo. 

e como 17 < z  , temos que 
min 

z t  1 7 e  
min 

x "candidata" + (O, 1, 1, O, O) .  

L 
O algoritmo acaba de sondar a pseudo-soluç~o parc ia l  W , no passo e- 

l a  será  podada, i . e . ,  seu melhor complemento viável será  enumerado e os ou- 

t r o s  complementos, implicitamente enumerados e teremos: 



Como y(2) < 0, temos 

V={ 5 1 

e como V # 4 , passamos a 

i= 2 -3+2 =-1 < O. 

Com o indice em V não se  consegue vencer a inviabilidade da res t r ição  2. As- 

s i m ,  o algoritmo poda w3. 

C omo 
- 

a inviabilidade da te rce i ra  res t r ição  nao pode se r  superada, a1 - 
4 

goritmo poda W e encerra o processo enumerativo. O algoritmo termina o pro- 

cesso enumerativo, quando e l e  poda uma pseudo-soluç~o parcial  em que todos 

os elementos já foram logicamente complementados. Esta é sua regra de para- 

da. A solução Ótima é a Última solução que f o i  guardada como solução candida - 
t a  e é portanto: 

A árvore gerada pelas pseudo-soluçÕes parc ia i s  enumeradas e s t á  na figu- 
,., 

r a  11.2. Ela tem 5 nós e os outros implicitamente enumerados, sao em número 

de 



Figura 11.2 

Árvore das pseudo-soluçÕes parc ia i s  do exemplo apresentado. 

Colecionamos agora os passos do algoritmo. 

P Passo 1: Faça p=O e W = $  . 

P Passo 2: Se W não pode se r  sondada, vá para o passo 3, senão vá para o pas- 

so 4. 

Passo 3: Se exis te  um indice j, de variável l iv re ,  que produz uma cota supe- 

r i o r  melhor (menor) sobre a solução Ótima e diminui a quantidade t o  - 
t a l  de inviabilidade, aumente wP acrescentando j à sua d i r e i t a ,  fa- 

ça p + p+l e vol te  ao passo 2. Caso contrário, vá para o passo 5. 

Passo 4: Se o melhor complemento viável de wP f o i  encontrado e se  e l e  produz 

uma cota superior melhor do que a cota produzida pela Última solu- 

ção candidata, armazene e s t e  complemento viável como a a tua l  solu- 

ção candidata . 
P Passo 5: Encontre o elemento de W , mais à sua d i r e i t a  ainda não logicamente 

complementado. Se não exis te  nenhum, termine. Caso contrário,  tro- 

que-o pelo seu complemento lógico sublinhado e abandone todos os e- 

lementos imediatamente ; sua d i r e i t a .  Faga p-+p+l e vol te  ao passo 

2. 



22 
Teorema: G L O V E R ~ ~  e GEOFFRION . A sequênoia de pseudo-soluçÕes pa rc i a i s  ge- 

rada pelo algoritmo acima, é não redundante e termika' somente quan- 
n 

do todas a s  2 pseudo-soluções parc ia i s  forem expl ici ta  e/ou impli- 

citamente enumeradas. 

O s  principais passos de uma demonstração por indução, 
22 

GEOFFRION , baseada na forma de podagem das pseudo-soluçÕes parc ia i s  pelo 
- 

algoritmo, sao: 
O 

Se o algoritmo pode podar W , a s  condições do teorema ficam 
1 P 

sa t i s f e i t a s .  Caso contrário, tomando por hipótese (de indução) que W , . . . , W  , 
p > 1 são não redundantes, a prova de que W P ' ~  é não redundante, garantirá 

a não redundância de toda a seqkncia .  W P ' ~  é não redundante ou porque é uma 

P descendente de W e nesse caso wPC Wp'l ou porque WP'' contém pelo menos 

um elemento logicamente complementar de algum elemento em cada pseudo-solu- 

&o parc ia l  previamente podada. Estes f a tos  são v is tos  melhor s e  desmembrar- 

P mos os passos do algoritmo, responsáveis pela passagem de W para WP'~. As- 

s i m ,  WP" é obtida de wP: 

i. pelo aumento à d i re i t a  de wP com um indice de variável l i v re .  (Aqui 
P Wp'l é uma descendente de W ) . 

P ii. pela  t roca do Último elemento de W pelo seu complemento lógico subli- 

nhado. 

P iii. pela  t roca do Último elemento de W , ainda não logicamente complementa- 

do, pelo seu complemento lógico sublinhado e abandono de todos os ele- 

mentos 5 d i r e i t a  deste Último logicamente complementado. 

n 
A s  2 pseudo-soluçÕes parciais  são implicitamente enumeradas, 

somente depois que a pseudo-solução parcial  onde todos os elementos foram 12 

gicamente complementados, f o r  implicita ou explicitamente enumerada. A sua 

enumeração é garantida pelas regras de f i x a r  e l i be ra r  a s  variáveis.  



%&e o elemen- 

t o  pelo seu cow 

plemento lógico 

sublinhado e a- 

bandone . todoe 

os elementos lc- 

gicamente CO(P 

plernentados . e 

sublinhados á 

direita  dele. 

Fluxograma para o algoritmo de enumeração implic i ta  das pseud~soluçÕes par - 
c i a i s  de um problema de ~ r o ~ r a m a ~ ã o  I n t e i r a  bivalente. 
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2.6 - ACELERAÇÃO DO ALGORITMO, FILTROS OU RESTRIÇÕES SUBSTITUTAS. 

2 
vários projetos de aceleração do algoritmo de BALAS , foram 

levados a e fe i to  e alguns com muito sucesso. O s  pr incipais  e melhores avan- 

46 23 ços, na nossa opnião, foram produzidos por GLOVER2f PETERSEN e GEOFFRION . 
O segundo, dentre outras coisas, estabeleceu como gerar uma pseudo-soluç~o , 

parcial  viável i n i c i a l ,  i. e.,  uma origem para i n i c i a r  o processo de enumera- 
- 

çao. Trata-se de começar com uma pseudo-soluç~o parc ia l  viável, onde os h d i  - 
ces das variáveis são obtidos da ordenação crescente dos valores de 

De fa to ,  os valores dnimos da razão são produzidos pelos menores custos c 
j' 

j N e pelas maiores somas 

e portanto, pelos indices que têm grande possibilidade de par t ic ipar  da sol! 

Ótima (menores custos porque estamos minimizando e maiores somas (11.17), 

porque estamos tentando vencer inviabilidades). 

GLOVER 
25,26 mostrou que melhores inf  ormações sobre viabilidade 

e otimalidade re la t ivas  às variáveis l i v res  em problemas de ~ro~rarnação  In- 

t e i r a  bivalente, podem se r  obkidas pela combinação cr i te r iosa  das restr ições 

or iginais  do problema, numa Única restr ição,  chamada de "Filtro" ou " res t r i -  

ção substi tuta".  Usaremos a abreviação "s-restrição" para esses f i l t r o s .  

G E O F F R I O N ~ ~ ,  mostrou como gerar essas s-restrições através de soluçÕes prodg 

zidas por variáveis duais re la t ivas  g s  restr ições de subproblemas do proble- 

ma proposto. Estes subproblemas, como veremos, são construidos a p a r t i r  das 



variáveis l i v r e s  re la t ivas  a uma pseudo-soluç~o parcial .  A definição que se- 

gue formaliza melhor a idé ia  de s-restrição. 

Uma s-restrição é uma combinação l inear  não negativa das res- 

t r ições  do problema original.  

Se b-i-Ax > 0, descreve o conjunto das restr ições de um proble - 
ma de ~ r o ~ r a m a ç ã o  In te i r a  bivalente, uma s-restrição, definida a p a r t i r  de- 

l a s ,  tem a forma 

r onde u=(u . . . ,u  ) é t a l  queu .  > O, v i  M. 
1' m 3. / 

Para i l u s t r a r  a ef icácia  das s-restrições, tomemos um simples 

problema de programação In te i r a  bivalente em que a s  duas Únicas res t r ições  
e.s 

sao : 

Uma solução viável para a primeira, é (1,0) e uma viável para a segunda é 

(0 , l ) .  Agora, s e  construirmos uma s-restrição com u= (1,l) , teremos 

que mostra a inviabilidade binária do problema. 

Sobre a s  s-restrições, temos dois f a t o s  importantes : 

O O 
a .  Se x é uma solu&o viável do problema original  (b-i-AX > O ) ,  

O 
x é também viável para qualquer s-restrição deste  proble- 

ma (u(b+AX) > O ) .  

b. Se uma s-restrição não tem solução viável, o problema ori- 

ginal, também não tem. 

O f a t o  (a)  que dizer  também que uma s-restrição & uma res t r ição  redundante 



no sentido usual. O f a t o  (b), sugere que a criação de t e s t e s  que o conside- 

rem, pode apressar o processo enumerativo. 

23 
GEOFFRION propos uma s-restrição compondo aquela de GLOVER 

26 

com a res t r ição  z - cx >, 0, querendo com i s so  que uma solução fosse viável 
min 

para a s-restrição resultante quando também produzisse um valor para a fun- 

ção objetivo melhor do que a a tua l  cota superior guardada em z . Ou seja ,  
min 

a s-restrição proposta, tem a forma 

u(b-~-A~)+(z - cx) > 0. 
min (11 19) 

Consideremos agora uma restr ição da forma 

Dizemos que e l a  é binário inviável, s e  e l a  não tem solução binária,  i . e . ,  s e  

não exis te  um vetor binário que a sa t i s faça  e é binário inviável condicionai 

mente, s e  sua viabilidade binária é r e s t r i t a  a determinados valores das var i  - 
&eis x . Uma outra forma de expressarmos i s t o ,  6 

j 

1 )  b +E a x . 2  0 (> 0 )  6 bin&o inviável se, e somen- 
k k j  J 

j 
t e  se, 

então 

x .,,= O ou x .,= 1, conforme a < O ou a > O, em qualquer solução biná- 
J " J ̂  k j% kjs 

r i a  de 



Um conceito de "poder" introduzido para a s  s-restrições,  no 

sentido de sua e f ic iênc ia  quando submetidas a t e s t e s  de viabil idade binár ia ,  

23 
f o i  também proposto por GEOFFRION . 

Relativamente a uma pseudo-soluç~o pa rc i a l  W, a s-restrição 

u (b+Ax) + (z - cx) >I 0, 1 min 

é mais f o r t e  do que a s-restrição 

u (b*) + (z - cx) O, 
2 min 

u (b+Ax) + (z - cx)) < max {u2(b+Ax) + (z - cx) ) , 
min x min 

onde os máximos são tomados sobre a s  var iáveis  l i v r e s ,  i . e . ,  sobre as variá- 

v e i s  x . ,  t a i s  que j 
J 

26 
GLOVER usou uma definição de "poder" semelhante a es ta :  

Relativamente a uma pseudo-soluq~o pa rc i a l  W ,  a s-restrição 

é mais f o r t e  do que 

s e  o máximo de z - cx, su j e i t o  a u ( b + ~ x )  > O, é menor do que o máximo de 
min 1 

z - cx, su j e i t o  a u (b-t-Ax) > O, os máximos sendo tomados sobre a s  variá- 
min 2 

ve i s  l iv res .  

O problema de determinar s-restrições poderosas no sentido - 
das definições acima, é o de minimizar sobre todos os u > O, a s  expressoes 

max(u(b+Ax) x + (z min - c ~ ) ) ,  



ou se ja  

min { m;tx { u(b+hx) + ( z  - cx), x l i v r e  , u > O ) .  
u min 

Nosso passo, é mostrar como os u > O podem se r  obti- 

dos como variáveis duais re la t ivas  gs  restr ições do problema original.  Este 

sendo transformado num subproblema pela substituição dos valores das variá- 

ve i s  fixadas pela  pseudo-soluç~o parcial ,  o que não a l t e r a  o número das res- 

t r ições  originais.  

Tomemos então o problema 

min max { u ( b + ~ )  + ( z  - cx), x l i v r e  
min 

u > o  x 

Desenvolvendo sua par te  de maximização, obtemos 

x i J  J - c j x - c . x .  1 ui > 07 max {C ( b i + x a i  Ia .X . I  + (zmin 
J J  

L 

Fazendo 

e substituindo em (11.21)~ vem 



Trocando a s  restr ições xji ;  r { 0, 1) por O < x . < 1, não afetamos as solu- 
J v 

çÕes do problema, dado que no caso continuo o máximo é assumido nos 

mos. A s s i m ,  teremos para o lugar de (11.22) o seguinte 

O dual da parte  

Finalmente temos a forma do problema de programação l inea r  que produzirá os 

coeficientes u > 0, para a geração dos f i l t r o s  ou restr ições subst i tutas ,  
i 

dada por 

su je i to  a a u.- v < c j  
i j  i j 

Vejamos algumas inf armações interessantes produzidas pelas 



soluçÕes de (PPL ). Chamando de t a solução dnima (ótima) de (PPL ), te- 
W min W .  

mos o seguinte: 

i. Pela par te  (1) dos t e s t e s  de viabilidade binária, a a tual  

pseudirsoluç~o parc ia l  W ,  não tem remate viável s e  t < 0. O cálculo de 
min 

t pode se r  interrompido no momento em que e s t e  valor s e  tornar negativo. 
min 

Neste caso, o algoritmo poda a pseudo-soluç~o parcial  W .  

ii. Por outro lado, s e  t 0, o algoritmo não poda a atual  
min 

pseudo-soluç~o parc ia l  W e os valores dos uo s são ut i l izados para gerar a m 2  
1 

lhor res t r ição  subst i tuta  re la t iva  pseudo-soluç~o parc ia l  W e a par te  (2) 

dos t e s t e s  de viabilidade binária,  f i x a  convenientemente variáveis l i v r e s  

nos niveis  zero ou um, criando a pseudo-soluç~o parcial  descendente de W, 

agora possivelmente, pelo acréscimo de vários indices de variáveis l i v r e s  na 

a tua l  pseudo-soluç~o parcial  W. 

A s-restrição introduzida por GEOFFRION~? pode s e r  for ta lec i -  

da se  obrigarmos a uma pseudo-soluç~o parcial ,  sa t i s fazer  

I c x , z  -1, 
L min 

no lugar de 

cx < z 
min 

como mais uma condição para que e l a  s e j a  viável. Neste caso, a s-restrição 

f i ca r i a :  

u(b+AX) + (Z - 1 - CX) > O. 
min 

(11.31) 

Vejamos agora um exemplo para for ta lecer  a compreensão dos f? 

t o s  abordados. 



Exemplo: 

minimizar z = 3x + 2x + 5x + 2x + 3x 
1 2 3 4 5  

su je i to  a 

1 +  x +  1 x -  2 :  x3-ZXq+ x g > "  

-2 + 7x 
1 

- 3 x + l p + 3 x  > o 
3 4 5./" 

-1 - I l x  + 6x 
1 2  

+ 3x + 3x 
4 5 > O  

Aplicando primeiro os t e s t e s  do algoritmo de enumeração impll - 
c i t a  para o cálculo de uma pseudo-solução parc ia l  viável i n i c i a l ,  obtemos 

z = 3. 
min 

1 
O algoritmo poda a pseudo-soluç~o parc ia l  W e o resultado, é 

Agora, o PPL que determinará os coeficientes uos com os quais a s-restrição 
W 1 

será  construida, 6 

w2 w2 
minimizart  = u - 2 u -  u + v + v + v + v + ( z  - 1 - z  ) 

1 2  3 1 2 3 4  min 

su je i to  a - 3 + u + 7u - l l u  - v 
1 2  3 1 

- 2 +  u + 6u - V 

á o  
1 3 2 á "  



AS soiuções são: 

u =  O, u =  O , 4 8  e u =  0,03. 
1 2 3 

w2 w2 
t =-0 ,gg-k  (z - 1 - z  ) =  
min min 

w2 2 
Como t > O, W não é podada e a s-restrição 6 construida: 

min 

Depois de serem f e i t a s  a s  contas, vem 

Aplicando nesta s-restrição os t e s t e s  de viabilidade binária  (mais especifi- 

camente, a par te  (2) dos referidos t e s t e s ) ,  obtemos que a s  variáveis l i v r e s  

x e x3, devem ser  fixadas no nzvel zero na p s e u d ~ s o l u ç ~ o  parcial ,  
2 

para que e s t a  tenha pelo menos um remate viável para a s-restrição. Informa- 

ções adicionais como estas ,  não são providas pelas restr ições or iginais  do 

problema. Lembrando que uma pseudo-soluç~o parcial  viável para o conjunto o- 

r ig ina l  de restr ições é também viável para a s-restrição, mas que, entretan- 

to ,  a afirmação contrária não é necessariamente verdadeira, criada uma pseu- 

do-solução parcial  viável para a s-restrição, temos necessidade de t e s t a r  

sua viabilidade relativamente ao conjunto or iginal  de restr ições.  Caso exis- 

t a  inviabilidade, os t e s t e s  do algoritmo de enumeração implicita se  encarre- 

gam de c r i a r  uma pseudo-soluç~o parcial  descendente desta, quando i s t o  é pos - 
szvel e quando não, o algoritmo poda, como de costume, a presente pseudo-sz 

2 e 
lução parcial .  Agora, a pseudo-soluç~o parcial  descendente de W , e 



Como e l a  não 

os t e s t e s  do 

30 

tem complemento viável para o conjunto or iginal  de restr ições,  

algoritmo elegem entre as  varizveis l ivres ,  x e x4, a Gltima 

4 3 
variável, formando assim, a pseudo-soluç~o parcial  W , descendente de W , ou 

O próximo PPL tem uma Única res t r ição  relativamente 
W 

x No novo PPL t torna-se negativo, o que mostra 
1 ' W' 

à Única variável l i v r e  

a impossibilidade de 

se r  construida uma pseudo-soluç~o parc ia l  com complemento viável para a 

s-restrição que s e r i a  construida e portanto para o conjunto or iginal  de res- 

tric$es. O algoritmo poda a atual  pseudo-soluç~o parcial  e prossegue assim, 

a t é  a obtenção de informações f ina i s .  Neste exemplo, e l e  não consegue exibir  

uma pseudo-solug~o parc ia l  que forneça uma cota superior melhor do que 

z = 3 e e s t a  f i c a  sendo portanto, o valor da função objetivo re la t ivo  a u- 
min 

ma solução Ótima encontrada, que é (0,0,0,0,1). 

2.7 - ALGUMAS OBSERVAÇÕES ' ADICIONAIS. 

Finalizando es te  c a p ~ t u l o ,  faremos algumas observaçÕes . 
No algoritmo original  de enumeração irnplicita a passagem de 

P uma pseudo-soluç~o parc ia l  W para a sua descendente e ra  f e i t a  pelo a- 

P créscimo de um Único indice de variável l i v r e  em W . I s t o  pode, evidentemen- 

t e ,  s e r  f e i t o  pelo acréscimo de vários indices simultaneamente. 

A s  soluções Ótimas al ternat ivas  podem se r  obtidas construindo 
O 

W com uma permutação de uma solução Ótima, fazendo z igual  ao valor Ó t i -  
min 

mo da função objetivo e trocando a res t r ição  

c x i - c  < z 
j min 

da construção do conjunto V pela  restr ição 

c x + c . <  z . 
J min 

Neste caso, cada solução candidata ao Ótimo, & uma solução ótima. Se para a1 - 



gum j , tivermos c .= O, ao fim da enumeração das pseudo-soluçÕes parciais ,  
O 

J o 
não teremos encontrado todas a s  so1uçÕes Ótimas necessariamente, pois  s e  x 

j o 
na solução Ótima ficou no nlvel  zero, x = 1, s e  não a l t e r a r  a viabilidade, 

es ta rá  numa solução Ótima também. 
j o 

O algoritmo acrescenta ou l ibera  lndices de variáveis nos su- 

cessivos W' s, obedecendo a disciplina: ";ltimo a chegar, primeiro a sair" .  

Esta não & a Única nem necessariamente a melhor regra. 



OS MODELOS DE RECOBRIMENTO E PARTICIONAMENTO. 

Trataremos aqui com uma classe de problemas dentro da otimiza - 
&o combinatória, também do t ipo  0-1, cuja modelagem para estudo de muitas 

situações rea is ,  é f e i t a  com a idé ia  do que chamamos de "conjunto recobrimen - 

to" e "conjunto particionamento" . 

3.2 - CONJUNTO RECOBRINIENTO E CONJUNTO PARTICIONfU'ENTO. 

s e j a m ~ = { l ,  ..., m ) ,  N = { l ,  ..., n) e K = { K  n 

três conjuntos t a i s  que para cada j c"7 IX .C .e 

J 

Definição 1: 

Chamamos de "conjunto recobrimento" de M a um sub - 
conjunto N*C N, t a l  que UR = M. 

j E N+ 

Definição 2: 

Chamamos de "conjunto particionamento" de M a um 

subconjunto N-3 N, t a l  que C 

ii. KSn Kt = , para dois h d i c e s  2 e 4 quais- 

quer, t a i s  que sc N*, tc N* e s # t. 



Se para cada j N, chamarmos de c ( c .  > O) o custo associa 
j~ - 

do a e s t e  indice, teremos que o custo t o t a l  do conjunto recobrimento 

N" C N, será dado por 

Propomos o problema de encontrar o conjunto recobrimento de custo dnimo. Pz 

r a  c r i a r  o modelo de recobrimento, definimos uma variável x p71)para ca- 
j 

da j é N, t a l  que, na solução do problema, x .= 1 se j pertence ao conjunto 
J 

recobrimento de custo dnimo e x .= 0, caso contrário. A matriz A= (a.  .) do mo 
J i J  

- 
delo, é t a l  que a .  = 1 quando o elemento j r N recobre o elemento i< M, (i. 

i i L - 
e.,  i K C M )  e a = 0, aaso contrário. Chamaremos este ,  problema do con- 

J i j 
junto recobrimento (PCR) e a forma de seu modelo será a de u m  problema de 

~ ro~ra rnação  In te i r a  bivalente: 

minimizar z = 7 cjxj7 

su je i to  a 

~arnbém podemos procurar a solução do problema do conjunto particionamento de 

custo dnimo (PCP), bastando para tanto t rocar  (111.3) no modelo do 

( ~ ~ 1 7  Por 



a x = L ,  
i j  j 

i€  M=P, ..., m). 

No (XR) procuramos a união mais barata dos conjuntos K q s ,  t a i s  que cada 
J 

i M, pertence a "pelo menos um" K . (i. e., cada i M é recoberto por "pelo 
J 

menos umr1 K .). No (PCP) também procuramos a união de menor custo dos conjun - 
J 

t o s  KU.s, mas agora com a condição de que cada i M, pertença a "um &icorl 
J 

K . (cada i M é recoberto por "um Único" K .). Para tanto, os K ' s  devem ser  
J J J 

disjuntos.  são muitas a s  situações reais ,  basicamente modeláveis dessa for- 
11 

ma, dado que é muito frequente a ut i l ização de uma matriz ~ = ( a .  .) mxn, cujas 
i J  

entradas são in t e i ros  0-1, para representar a distribuição de n elementos pa - 
r a  m con$untos: 1's na l inha i< M, designam os elementos que ocorrem no i- 

ésimo conjunto e 1's na coluna j c N, designam os conjuntos que contém o j- 

ésimo elemento. Tais matrizes são consideradas fundamentais em investigações 

Para i l u s t r a r ,  vejamos o seguinte: imaginemos a disponibilida - 

de de n recursos para a execução de m tarefas .  Cada recurso j N= 1, . . . , n  E { 
pode s e r  alocado para a execução de algumas ta refas  (ou todas). Com isso,  pc 

demos construir  uma matriz (catálogo) de todas a s  formas possiveis de associ 

a r  um ou mais recursos a uma dada tarefa ,  su je i to  a uma sé r i e  de restr ições 

como loca l i zaç~o ,  demanda, espaço, tempo, condições geográficas, climáticas, 

etc.  A s s i m ,  na matriz catálogo, a s  l inhas correspondem as t a re fas  e a s  colu- 

nas, às possiveis combinações das ta refas  para os recursos ( i .  e.,  a s  formas 

possiveis de cada recurso j se r  ut i l izado) .  A s s i m ,  uma entrada a - i j (k) da ma 
t r i z  é 1(0),  s e  a k-ésima combinação o recurso j é (não é) ut i l izada  pela tz 
re fa  i. Atribuindo um custo c à uti l ização da k-ésima combinaSão do re- 

j (k) 
curso j (i. e . ,  k-ésima combinação que u t i l i z a  o recurso j ), podemos estabele - 
ter um modelo para o problema, definindo uma variável x 

j (k) <{oJ} ,  que 
será  igual  a 1 na solução, s e  a k-ésima combinação do recurso j é ut i l izada  

e O (zero), caso contrário. A garantia do cumprimento de cada ta refa ,  "pelo 

menos uma vez", ou uti l izando "pelo menos um recurso", 6 dada por 



para cada ta refa  i e se  quizermos garant i r  o cumprimento de 

cada ta refa  "uma Única vez", ou uti l izando "um Único" recurso, obrigamos que 

w 

onde a {O, 1 ) . Como desejamos minimizar o custo t o t a l  de execuçao 
i j í k )  

das tarefas ,  temos finalmente o modelo completo dado por 

minimizar z = 
C j  (klxj (k) 

O quadro da f igura 111.1, dá uma i lustração do que dissemos. Observamos na 

definição dos modelos dos (PCR) e (KP) que a s  restr ições x j C  { o71}, 

j N, podem ser  substi tuidas por x . O e in te i ro ,  N. Uma equival&- 
j 

c i a  entre  a s  duas formas, é dada pelo f a t o  de que em qualquer solução dnima, 

a condição x .  O e in te i ro ,  N, implica x { 0, 1 ) , (a  implicação 
J j 

contrária é Óbvia). De fato,  s e  numa s o l u ç ~ o  dnima (Ótima), a s  restr ições 



~ a r i  &eis  

---------- ---- 

Custos 

-------------- 

Recursos 

-------------- 

combinações 

-------------- 

Tarefas 

Figura 111.1 

são s a t i s f e i t a s  e pelo menos um x é maior que 1 (x . > l), a redução desta 
j J 

componente a 1, continua satisfazendo >s res t r ições  (111.12) e como os cus- 

to s  são posit ivos,  temos neste caso uma s o l u ç ~ o  melhor do que a anter ior ,  o 

que contradiz o f a t o  da s o l u ç ~ o  com uma componente x. > 1, se r  Ótima. 
J 



Naturalmente, o (FCR) é mais geral  do que o (PCP), posto que 

qualquer solução viável do (PCP) é também viável para o (XR) e pela  modifi- 

cação dos custos, podemos transformar um (KP) num (PCR), desde que o (PCP) 

tenha uma solução viável. Com isso ,  uti l izando um algoritmo que busque a s  

soluçÕes do (PCR), podemos encontrar a s  soluçÕes do (FCP), quando e l a s  exis- 

tirem. Chamando de y , i M, a s  variáveis de folga do (PCR), i. e., 
i 

temos que o (PCP) es tará  resolvido s e  a solução do correspondente (FCR) (so- 

lução Ótima, minima), f o r  obtida com todas a s  variáveis de folga igua is  a ze - 

ro. Atribuindo a cada variável de folga um custo suficientemente a l t o ,  por 

exemplo, um custo maior do que a soma de todos os custos, temos a possibi l i -  

dade de obtermos a solução dnima do (PCR) com todas a s  variáveis de folga 

nulas e e s t a  s o l u ç ~ o  dnima é também solução Anima do (PCP). Caso numa solu - 

ção como esta ,  a s  variáveis de folga não sejam todas nulas, temos a evidên- 
- 

tia de que o (FCP) nao 

0 ( ~ p )  

tem solução. 

correspondente ao (PCR ) 

minimizar z = 7 .jXj 

é equivalente a 



su je i to  a a .x - y i = l ,   EM, } i ~ j  

onde V c . Vejamos o comportamento das soluçÕes dos (PCP) e (PCR), a- 

l i g e i r a  transformação dos custos do (PCP), formalizado no 

Teorema: Sejam A= (a.  . ) uma matriz mxn, c= ( c  , . . . , c ) o vetor dos custos e 
J-J 1 n 

Escolhendo qualquer número V > 1 c j c N, temos que, s e  o (PCP) 
j' 

definido com a matriz A e o vetor dos custos c, tem uma solução Ó t i  

ma, então o (PCR) definido por A e pelos custos cl.=c .+ V.p para 
J J  j' 

todo j E N ,  tem a mesma solução Ótima. 

Chamando de S e S respectivamente, os conjuntos das solu- 
R P 

çÕes dos (PCR) e (PCP), temos imediatamente que 

ou seja ,  a s  soluçÕes de particionamento são também de recobrimento. Interes- 

sa-nos o f a t o  de que 



Para demonstrá-lo, imaginemos que exista pelo menos uma solução de recobri- 

mento que não seja de particionamento, i. e., imaginemos que 

Tomemos 

Naturalmente, xP S implica x1 
P 

SR. Chamando de p o vetor 

Observando que v>y c j  >y cjx;=cx' 



temos que 

Agora 

c';; = c: + v( 1 
i 

pelo menos um b é maior que 1. A s s i m ,  podemos decompor o vetor (b. ) no ve- 
i 1 

t o r  (1 + bo ) e pelo menos um vetor bp será diferente  de zero. Temos 
1 

Chamando de F o conjunto 



e observando que card(F) >/ 1, ou seja,  que ex is te  pelo menos uma res t r ição  

que é s a t i s f e i t a  com a desigualdade e s t r i t a  ( > ), temos 

já que estamos tratando com números in t e i ros  e portanto, cada bo ou é zero 
1 

ou sa t i s f az  b! >/ 1 e para cada i que b! > 1 ocorra, a cardinalidade de F 
1 1 

é aumentada de 1 (um) .  

Substituindo (111.22) em (111.21)~ obtemos 

Ora, x t <  S e cv; > c l x u .  Como por hipótese 2 é solução de recobrimento, 
R 

a desigualdade traduz uma contradição para o f a t o  de que exis te  uma solução 

de recobrimento em S - S ou seja ,  a situa@o , correta é descri ta  por 
R p7 

provando a igualdade dos conjuntos das soluçÕes de recobrimento e particiona 
r1 

mento e consequentemente, a equivalência dos dois problemas nessas condições. 

Ve j amos agora um 

Exemplo: 



Seja o problema 

minimizar z = 2x I- 3x I- 6x + x 
1 2  3 4  

su je i to  a 

A solução Ótima deste (PCP) é (1,1,0,0) e o (PCR) obtido a p a r t i r  deste  pela 

troca das res t r ições  de igualdade pelas correspondentes restr ições do t ipo  

>/ , tem como solução Ótima (1,0,0,1). Fazendo 

o vetor dos custos c l=c  + V e a j 6 dado por ( 3 7  e a 

i 
solução Ótima do (PCR), é (1,1, O, 0). 

3.5 - REDUÇÕES (ELIMINAÇÃO DE LINHAS E COLUNAS DA MATRIZ DOS MODELOS DE RECO - 
BRIMENTO E PARTICIONAMENTO) . 

Existem situações em que podemos eliminar l inhas e colunas da 

matriz do modelo, sem que i s so  a fe t e  as  soluções do problema e torne menos 



penosa a busca das mesmas. Algumas eliminações são válidas para os dois pro- 

blemas e outras para um Único. Indicaremos i s so  claramente. Representaremos 

por l i n ( i )  a i-ésima linha da matriz e por c o l ( j )  a j-ésima coluna. 

1. Recobrimento e Particionamento. Se l i n ( i )  é o vetor nulo para Algum i c M, 

nenhum dos dois problemas tem solução viável, uma vez que a i-ésima res- 

t r i ção  não pode s e r  sa t i s f e i t a .  Uma situação como esta  decorre da não con - 
s i s tênc ia  do problema ou dos dados ou ainda de sua má  formulação. 

2. Recobrimento e Particionamento. Se l i n ( i ) = e  (e é o vetor uni tá r io  onde 
q q 

a q-&sima componente é igual  a 1) para algum i < M, q N, então x = 1 em 
q 

toda solução viável e a c 0 1 ( ~ )  pode se r  suprimida. Cada linha p, t a l  que 

p c ICq7 i. e.  , a = 1, pode se r  suprimida, uma vez que é imposs:vel reco- 
Pq 

b r i r  a l i n ( i )  sem a c 0 1 ( ~ )  e cada elemento de K é recoberto pela  c 0 1 ( ~ ) .  

r 3 .  Particionamento. Para ev i ta r  um "super-recobrimento" da linha s M, jun- C 
t o  com a supressão da redução (2),  cada coluna k # q, t a l  que a - a = 1, 

s k  sq 

deve se r  suprimida, uma vez que sendo x = 1, fazendo x = 1, teremos 
q k 

4. Recobrimento e Particionamento. Se l i n ( s )  >/ l i n (p )  (no s.entld,o ve to r i a l ) ,  

para algum s, p, então l i n ( s )  pode ser  suprimida, uma vez que cada reco- 

brimento da l inha p, recobre também a l inha S. 

5. Particionamento. Para ev i ta r  um llsuper-recobrimento'l, junto com a supres- 

são da l inha s na redução anterior,  cada coluna q, t a l  que a = 1 e a =O, 
sq Pq 

deve s e r  suprimida, uma vez que alguma coluna k com a a - 1, deve t e r  
pk= sk- 

x = 1, a fim de recobrir  a l inha p. Dessa forma, se  x = 1, a l inha s se- 
k q 

r i a  "super-recoberta" . 



6. Recobrimento e Particionamento. Se para algum conjunto Q de colunas e al- 

guma coluna q, tivermos 

a coluna q pode se r  suprimida. Na p ior  das hipóteses, as  colunas de Q, de - 
sempenham a s  funções da coluna q, com a mesma eficiência.  Em outras pala- 

vras, a coluna q e o conjunto de colunas Q, seriam redundantes. 

7. Recobrimento. Se para algum conjunto Q de colunas e alguma coluna q, ti- 

a coluna q pode s e r  suprimida, pelo mesmo motivo de (6). 

3.6 - OS MODELOS DE RECOBRIMENTO E PARTICIONAMENTO E SUAS FORMAS CONTÍNUAS. 

Algumas relações interessantes entre  os modelos de recobrimen - 
t o  e particionamento e suas formas continuas (modelos de programação l inear ) ,  

ajudam na construção e aperfeiçoamento de novos algoritmos para obtenção das 

soluçÕes. Por exemplo, mudando a s  restr ições x 
j E ( 0 ~ 1 ) ~  \dj E N ,  por 

x > O, nos modelos dos (PCR) e (PCP), obtemos suas correspondentes formas 
j 

continuas (formas em programação l inear )  e vemos que o (PCR) tem uma solução 

binária viável se,  e somente se, sua correspondente forma de PL, tem uma so- 

lução viável. Não há nada a se r  provado no caso do (FCR) t e r  uma solução in- 

t e i r a  e e s t a  s e r  uma solução viável para seu correspondente PPL. A implica- 

ção contrária, f i c a  c la ra  a p a r t i r  da seguinte construção: 

Se x l= (x  . . . ,x ) 6 uma solução do PPL, obtemos uma solução 
1' n 



viável para o (PCR), fazendo 

.., 
Agora, a existência de urna solução viável para o PPL de Particionamento, nao 

implica necessariamente uma solução viável para o (PCP). ~ambém, os PPL de 

recobrimento e particionamento correspondentes, onde ajuntamos ao conjunto 

de suas restr ições,  uma outra definida por x .  < 1, 
J L  

v j E N, tem a s  mesmas 

soluçÕes ótimas, quando es t a s  existirem. 

3.7 - ALGORITMO PARA A SOLUÇÃO DOS PROBLEMAS DE RECOBRIMENTO E PARTICIONAMENTO. 

Para solução dos problemas de determinar os conjuntos recobri - 
mento e particionamento dnimos, utilizaremos o algoritmo de enumeração i m -  

p l i c i t a  do CAPÍTULO 11, acrescido de cer tas  facil idades,  como eliminação de 

cer tos  t e s t e s ,  forma de armazenamento da matriz A e também a s  supressões de 

l inhas e colunas da seção 3.5. Em problemas práticos,  a matriz A 6 quase sem - 
pre esparsa (grande quantidade de entradas iguais a zero), o que sugere a 

ut i l ização de algum processo de estocagem da matriz que mantenha só os ele- 
.., 

mentos não nulos. Nestes modelos os elementos não nulos, sao sempre iguais  a 

1 e os t e s t e s  podem levar e s t e  f a t o  em consideração. O algoritmo do CAP~TULO 

11, junto com o processo que utilizamos para armazenar a matriz A, opera me- 

lhor  em matrizes de baixa densidade (a densidade, sendo o n h e r o  de l ' s  di- 

vidido pelo produto de m por n).  Daremos maiores detalhes de seu funcionamen - 
t o  na descrição da construção do código, objeto central '  deste trabalho. A so 

lução dos problemas de particionamento, é obtida pela  transformação de cada 

res t r ição  



em outras duas desigualdades 

Uma outra forma possivel, é pela  ut i l ização da transformação proposta no teo  - 
rema da seção 3 .4 .  



O EMPARELHAMENTO MÁXIMO E RECOBRIMENTO M ~ N I M O  EM GRAF'OS NÃO ORIENTADOS. 

Trataremos agora com algumas idé ias  dentro da t eo r i a  dos gra- 

fos ,  relacionadas com aquelas de recobrimento e particionamento em Programa- 

ção In te i ra .  Na verdade, tratam-se de casos par t iculares  dos modelos re fer i -  

dos acima. A matriz dos modelos de recobrimento e emparelhamento em um grafo 

não orientado, 6 a matriz de incidência desse grafo e portanto, tem apenas 

duas entradas não nulas em cada coluna. 

Seja 

um conjunto de pontos, vér t ices  ou nós e se ja  

A = { ( ~ , J )  I i j ~ p )  

um subconjunto de todos os pares não ordenados, formáveis com os elementos 

de P. Aos elementos de A, chamaremos arcos, eixos ou arestas.  

~ e f i n i ç ã o :  Chamamos de "grafo não orientado" ao par G = (P, A ) .  

Dado um grafo G = (P, A)  não orientado, definimos o "grau" de 

i E P como 

gr  (i) = número de arcos de A incidentes no vért ice  i. 
A 



Um "emparelhamento" de G é um subconjunto E C A, t a l  que 

grE( i )  < 1, V i E P. 

Estamos definindo aqui o emparelhamento em um grafo não orien - 
tado, como um subconjunto dos arcos do grafo com a propriedade de que dois 

arcos quaisquer do subcon junto, não têm nenhum vér t ice  em comum. Ou ainda com 

a propriedade de que cada vér t ice  do grafo se ja  incidente no máximo a um Ú- 

nico arco do subconjunto. Este é o emparelhamento dos nós por arcos. Dois a 

dois, os nós são ligados pelos arcos do subconjunto, sendo que cada par  de 

nós é ligado por um &ico arco. Um conceito similar, é o de emparelhamento 

dos arcos pelos nós. Neste caso, temos um conjunto de nós, digo, u m  subcon- 

junto, com a propriedade de que, dois a dois, os arcos do grafo são inciden- 

t e s  nos nós do subconjunto e cada nó é o ponto de conexão de somente dois a r  - 

tos. Este conceito e s t á  ligado ao de "coeficiente de estabilidade interna", 

de um grafo. Nas nossas discussões, o termo emparelhamento s e  r e fe r i r á  ao 

dos nós pelos arcos. Todo grafo contém um emparelhamento, dado que 

Um caminho em um grafo G = (P,A), é uma sequência de arcos ad - 
jacentes (dois arcos são adjahentes quando têm um nó em comum) e um grafo é 

conexo, quando entre  dois quaisquer de seus vér t ices ,  ex is te  pelo menos um 

caminho. Sem res t r ing i r  a generalidade, estamos supondo que o grafo G é cone 

xo e s e  i s t o  não acontece, os resultados abordados serão válidos para a s  suas 

componentes conexas (componentes conexas de um grafo são a s  classes  defini- 

das pela relação de equivalência: dois 

ou exis te  um caminho entre  i e j ) .  

E q  é um "emparelhamento 

card(E ) = max c a r d ( ~ )  I C 
Se atribuirmos um peso, 

vér t ices  i e j, são t a i s  que ou i = j 

máximo" de G s e  

E é emparelhamento de G . } 
custo ou lucro c a um arco 

j 



podemos def in i r  o peso, custo ou lucro de um emparelhamento E, como sendo 

Um emparelhamento E' é chamado de "emparelhamento máximo pon- 

derado", s e  

Generalizando o que dissemos acima, podemos permitir  que 

onde b é um n;mero i n t e i r o  positivo. Dado o vetor b = (b 
1'"" 

b ), chama- 
i m 

mos E de um b-emparelhamento s e  

Se c e x são vetores de dimensão card(A), c é O peso, custo 
j 

ou lucro associado ao arco a = ( i , k )  A e x = 1 s e  o arco a e s t á  no b- 
j j j 

emparelhamento E e x = 0, caso contrário, o problema de encontrar o b-empa- 
j 

relhamento máximo ponderado, pode ser  expresso da seguinte forma: 

maximizar z = c .x 
J j' 

su je i to  a 

onde Q = (q. .) é a matriz de incidência do grafo G = (P, A)  e qij  = 1 s e  o a r  
i J  

- 



co a é incidente no nó i P e qij  = 0, caso contrário. Se b = (1, .  . . ,l), 
j 

temos o caso do emparelhamento máximo ponderado e s e  c = (1, . . . , l), simples- 

mente o problema do emparelhamento máximo. 

Muitos problemas continuas exibem soluçÕes i n t e i r a s  (por exem - 
plo, o problema do transporte, da atribuição).  A condição suficiente  para is - 
so é que a matriz do modelo se ja  totalmente unimodular (uma matriz A é t o t a l  - 
mente unimodular se, e somente se, toda submatriz quadrada de A, tem determi - 
nante igual a -1, O ou 1. Se A é a matriz de um problema de programação li- 

-1 
near, toda base B, já que B exis te  e A é totalmente unimodular, tem 

d e t ( ~ )  c -1, 1 ). No caso do problema de emparelhamento máximo, poderia a C > - 
contecer o mesmo, o que dispensaria a res t r ição  de que a s  variáveis x fos- 

j 
sem in te i r a s  e a solução do problema poderia se r  encontrada uti l izando o mé- 

todo simplex (o problema se r i a  resolvido como um PPL). Entretanto i s s o  não - a 

contece. Vejamos um exemplo que mostrará a necessidade de ( I V . ~ )  ou a de que 

os xis sejam in te i ros  ou ainda a necessidade de que o problema se ja  resolvi- 
J 

do por um processo que produza soluçÕes desse f e i t i o .  

Exemplo : 

Consideremos o grafo da f igura I V . l  

Figura I V . l  

Cada um dos emparelhamentos Cal), {a2}, e (a3) é um emparelhamento máximo 

(&imo). O problema de ~rogramação In te i r a ,  que produzirá como solução e s t e s  

emparelhamentos, é 



su je i to  a x + x 
1 

X 
1 

+ x  < I  
3.' 

+ x + x  < l  
2 3 L  

Se trocarmos as  restr ições x E { 0 , 1 ) ,  j = 1, 2, 3, por x > O, e subme- 
j j 

termos o problema ao m6todo simplex, a &ida solução ótima é dada por 

1 x = x = x  = -  
1 2 3 2  

e a matriz Q = (q. . ) do modelo, dada por 
i J  

1 1  o 

Q =  O 1 

O 1 1  

6 t a l  que d e t ( ~ )  = -2. Por es te  exemplo vemos que a matriz do modelo de e- 

relhamento, não 6 necessariamente unimodular, digo, totalmente unimodular. 

Agora vejamos uma situação em que podemos garant i r  a unimodu- 

laridade t o t a l  da matriz do modelo. 

4.3 - EMPARELHAME:NTO EM GRAFOS BLPARTIDOS. 

Um grafo G = (P,A) é bipartido se  existem conjuntos P e 
1 

t a i s  que 

e cada arco de A é incidente em u m  nó de P e em u m  nó de P 
1 2' 

A matriz Q = (q. .) de incidência de um grafo bipartido, 6 to- 
i J  

talmente unimodular, posto que a partição da definição de grafo bipartido s e  



enquadra nas hipóteses do 

Teorema: Uma matriz i n t e i r a  

todo j, 6 totalmente unimodular, s e  

Q = (q. 1 J  .), com qij€{0, 1, -1 , para todo i e 

a. N ~ O  mais do que dois elementos d is t in tos  de zero aparecem em ca- 

da coluna de Q. 

b. A s  l inhas de Q podem ser  particionadas em dois  conjuntos I< eK 
1 2' 

t a i s  que 

i) Se uma coluna contém dois elementos d is t in tos  de zero com o 

mesmo s ina l ,  um elemento es tá  em K e o outro em K 
1 2' 

ii) Se uma coluna contém dois elementos d is t in tos  de zero com si- 

na i s  opostos, ambos estão no mesmo conjunto. 

~emonstração : (por indução ) 

Tomando a s  submatrizes de Q constituidas de um &ico elemen- 
w 

to ,  temos que os possiveis valores dos determinantes destas submatrizes, sao 

-1, 0, 1. Supondo que os valores dos determinantes das submatrizes de Q de 

ordem p - 1, são também iguais  a -1, 0, 1 (hip6tese de indugão) e que Q P  & uma 

submatriz de ordem p, temos: 

1. Se Q1 tem uma coluna nula, det(Q1) = 0. 

2. Se ex is te  uma coluna com um bico elemento d i s t in to  de .ze- 

ro, expandimos o det(Qv) por es ta  coluna (teorema de ~ a p l a c e )  e pela' hipÓte- 

3. Se cada coluna de Q1 tem dois elementos não nulos, temos 

~ o r  (i) e (ii) que 



Agora, representando por qi a i-ésima linha de Q f 7  temos por (TV. 8 ) ,  que 

ou que 

cujo significado é o de que a s  l inhas de Q f  são linearmente dependentes e 

portanto, det(Q1) = 0. 

O teorema continua valendo, ainda que um dos cunjuntos, K ou 
1 

K se j a  vazio. 
2 

O clássico problema da atribuição pode se r  interpretado como 

um problema de emparelhamento ponderado num grafo bipartido. 

4.4 - O PROBLEMA DO RECOBRIMENTO EM UM GRAFO 

Dado u m  grafo G = (P,A), não orientado, um subconjunto R 

V i  P. 

C A 

é denominado um "recobrimentol' de G s e  gr  (i) > 1, 
R 

Um recobrimento R'  é chamado de recobrimento dnimo s e  

Aqui estamos tratando do recobrimento dos nós pelos arcos de 

um grafo e como no.caso do emparelhamento, ex is te  um conceito similar de re- 

cobrimento dos arcos pelos nós. Como antes, lembramos que o termo recobrimen - 

to ,  s e  refere  ao dos nós pelos arcos. ~ambém recobrimentos ponderados e b- 

recobrimentos, são definidos como no caso do emparelhamento. 



O problema de encontar 

grafo G, é descrito por 

minimizar z = ,) c .x 
J j 

su je i to  a 

o recobrimento dnimo ponderado de um 

Existem relações interessantes entre o emparelhamento máximo 

e o recobrimento mhimo em um grafo não orientado. Vejamos algumas. 

4.5 - RELAÇÕES ENTRE EMPARELHAMENTOS E RECOBRIMENTOS EM UM GRAFO NÃO ORIENTA - 
DO. 

Antes de introduzir os resultados que traduzem algumas rela- 

ções entre  emparelhamentos máximos e recobrimentos dnimos em grafos não o- 

rientados, lembramos que estamos tratando com grafos sem laços e t a i s  que en - 
t r e  dois  vér t ices  quaisquer exis te  no máximo um arco '(a um grafo deste t ipo, 

chamamos de "grafo simples"). Também, os conceitos de "nó saturado por um em - 
parelhamento" e "emparelhamento perfeito" , serão dados agora. 

Um nó i C P é d i to  "saturado" pelo emparelhamento E de um gra 
L - 

f o  G = (P,A), s e  um arco de E é incidente no nó i. 

Um emparelhamento que satura todos os nós de G, é chamado de 
* 

"emparelhamento perfeito".  Naturalmente, um emparelhamento per fe i to ,  e um eE 



parelhamento máximo. 

Dado um grafo G = (P,A), s e  E 6 um emparelhamento de G, repre - 
sentamos por S a t ( ~ )  o conjunto dos vért ices  de P saturados por E e por 

C o conjunto dos vért ices  d e ~ n ã o  saturados por E. (~elat ivamente a um 
Sat (E) 

emparelhamento E, os conjuntos s a t ( ~ )  e C. são complementares). 
$at (E)' 

Nos modelos definidos por ( I V ; ~ ) ,  ( I V , ~ ) ,  ( I V . ~ ) ,  (IV. 11) , 
(1~.12) ,  (1V.13) e (IV.l4), tomemos os vetores b e c, como b = (1, . . . 1 )  e 

c = (1, . . .,I). Em casos assim, dado um grafo G = (P,A) que tem E como empare - 
lhamento m&imo 6 R com6 u m  recobrimento dnimo, temos 

card (E ) < card (R ) (1~. 15) 

A relação (IV. 15), permite o seguinte: 

Pelo acréscimo de arcos a um subconjw'rbo que se ja  um empare- 

lhamento máximo, obtemos um recobrimento dnimo e pela  supressão de arcos de 

u m  subconjunto que se j a  um recobrimento dnimo, obtemos um emparelhamento má - 
ximo. Formalizando melhor, temos 

i. Seja R um recobrimento dnimo de um grafo não orientado 

G = @,A) .  Para cada nó i C P, t a l  que g r  (i) > 1, remova arcos incidentes em 
L R 

i, em n6mero igual  a g r  (i) - 1. O conjunto resul tante  de arcos, é um empaz 
R 

lhamento máximo de G. 

ii. Seja E um emparelhamento máximo de um grafo não orienta- 

do G = (P, A) .  Se adicionarmos um arco a cada nó i, t a l  que g r  ( i )  = O, o con 
E - 

junto de arcos resultante,  6 um recobrimento dnimo de G. 

Agora, dado um grafo G = (P,A) que tem E como um emparelhamen 

t o  máximo e R como um recobrimento dnimo e observando que 

c a r d ( ~ a t  (E))  = 2 c a r d ( ~ ) ,  

temos 



De fa to ,  

de onde tiramos a relação (IV. 16). 

4.6 - OBSERVAÇÕES ADICIONAIS. 

Naturalmente, estamos interessados na máxima aplicabilidade 

do código que desenvolvemos para solução de vários problemas de natureza com - 
binatória.  Com i s so  em mente, abordamos também os casos do emparelhamento má - 
ximo e do recobrimento mhimo em grafos não orientados, suas relações (algu- 

mas e talvez a s  mais: simples) e o fizemos de forma superf icial ,  mas o sufi- 

c iente  para identificarmos a conveniência de s e  apl icar  o algoritmo desenvol - 
vido no CAP~TULO 11, na solução dos problemas modeláveis com es tes  recursos. 

Como vimos, nem sempre a matriz destes modelos é totalmente unimodular e por - 
tanto não temos como apl icar  o método simplex para a obtenção das soluçÕes 

discretas  destes problemas. Este enfoque, aparece como um tratamento al terna - 

t ivo,  inclusive para problemas como o da atribuição e do transporte, t ra ta-  

dos freqÜentemente dentro de um outro contexto. Tratados assim, com recursos 

da teor ia  dos grafos, certamente cooperam para que esta  teor ia  se  t o m e  pro- 

gressivamente mais atraente.  



C ~ D I G O  PARA A SOLUÇÃO DOS PROBLEMAS DE PROGRAMAÇÃO INTEIRA BIVaENTE, DE DE- 

TERMINAÇÃO DOS CONJUNTOS RECOBRIMENTO E PARTICIONAMENTO NIÍNIMOS, EMPARELHA- 

MENTO &IMO E RECOBRIMENTO M ~ N I M O  EM UM GRAFO NÃO ORIENTADO. 

Aqui, procuraremos mostrar como desenvolvemos o código para a 

solução dos problemas referidos no t i t u lo .  Tentaremos or ientar  um possivel 2 

su&io na ut i l ização do programa para a solução de um problema cujo modelo 

se ja  um dos mencionados acima. 

5.2 - A LINGUAGEM UTILIZADA. 

O programa f o i  desenvolvido em ALGOL/B~~OO.  Algo1 é uma lin- 

45 
guagem de programação, estruturada em bloco, ORGANICK , própria para repre- 

sentação de algoritmos complexos, dada sua eficiência em otimizá-10s e pro- 

cessá-10s com recurso de alocação dinâmica de memória, KNUTg5, i. e. ,  com r e  - 
cursos de algoritmos que reservam e liberam dinamicamente, blocos de memória 

de tamanho variável. Estas propriedades algoritmicas da linguagem, atendem 

melhor nosso trabalho e seu processamento é o mais adequado no computador 

que utilizamos. 



Uma rot ina de entrada e saida faz  todo o gerenciamento da l e i  - 

tu ra  dos dados, iniciação das variáveis, chamada das rot inas  que fazem a bus - 
ca da solução do problema em cpestão e emite os resultados e/ou outras infor  - 
mações referentes ao processamento. Existem duas procedures para a enumera- 

ção implicita das pseudo-soluçÕes parciais:  uma para os problemas de progra- 

mação i n t e i r a  bivalente em que a matriz do modelo não tem forma ou estrutura 
N .  

especial (por exemplo, nao e esparsa, os elementos são in t e i ros  quaisquer, i 
guais a zero, posit ivos ou negativos) e o vetor b também 6 constituido de i n  - 
t e i ros  quaisquer; a outra jg leva em conta a estrutura especial da matriz A, 

onde os elementos são todos iguais a zero ou um, é esparsa e o vetor b tem 

todos os elementos iguais  a 1. A forma dos t e s t e s  e todo o tratamento dos da - 
dos t ê m  carac ter i s t icas  bem d i s t in t a s  daquelas do primeiro caso. A procedure 

ENUXIMPXRECXPAR, faz a busca das soluçÕes dos problemas de recobrimento e par - 
ticionamento dnimos, emparelhamento máximo e rehobrimento dnimo em um gra- 

f o  não orientado. A rot ina ENUMXIMPL, se  encarrega da enumeração implicita 

das pseudo-soluçÕes de um problema in t e i ro  bivalente. Com o que dissemos no 

in i c io  do CAPÍTULO 11, poderiamos resolver qualquer problema de programação 

in t e i r a ,  mas tratariamos desnecessariamente com problemas que dariam origem 

a um grande &mero de variáveis e es tes  são sol&eis a custo de menor esfor- 

ÇO, uti l izando outras técnicas mais adequadas. 

Faremos uma descrição na ordem em que o programa é impresso e 
w 

pela ordem em que aparecem no programa, a s  procedures fundamentais, sao: 

..2 

DETXMIN: na solução de um problema de programação l inear  de minimizaçao, o 



algoritmo simplex faz  a determinação da coluna pivÔ (ou da variável que deve 

entrar na base), através desta procedure. 

PROXLIN: ro t ina  para solução de um problema de programação l inear  pelo méto- 

do simplex revisado. Esta procedure é uti l izada para geração de restr ições 

subst i tutas ,  calculando as  soluções, ou melhor os valores das variáveis duais 

re la t ivas  às restr ições de subproblemas do problema de programação i n t e i r a  

em questão, como explicado no CAF'ÍTULO 11. Construida com esse objetivo, a 

rot ina não e s t á  implementada para a solução de um problema em que a origem 

não se ja  uma solução viável. A forma dos problemas subm&idos a essa rot ina,  

dispensa os recussos para criação de uma solução i n i c i a l  (por exemplo, méto- 

do das duas fases).  O tableau simplex APL, passado como parâmetro, é armaze- 

nado como um arranjo de uma Única l inha ou coluna e a referência a um elemen - 
t o  de coordenadas I e J (l inha I, coluna J ) ,  6 f e i t a  através de 

APL(1 x DECOL + J x DELIN), 

onde DECOL é a distância na memória entre dois elementos consecutivos de uma 

coluna (6 um passo de l inha)  e DELIN, a distância entre dois elementos conse - 
cutivos de uma linha (é um passo de coluna). Neste caso, os indices I e J 

funcionam como apontadores. O tableau simplex tem m + 1 linhas e n + 1 colu- 

nas, incluindo os custos e o vetor constante e se  e l e  é armazenado na forma 

de uma &ica coluna, temos: 

DECOL = 1 e DELIN = m + 1. 

E se  é armazenado na forma de uma Única linha, temos: 

DECOL = n i- 1 e DELIN = 1. 

A figura V . l ,  é uma i lustração que explica melhor a função destas variáveis. 
N 

A s  outras variáveis passadas como parâmetros, sao : 

INDVB: vetor que dá os indices das variáveis básicas. 

INDVN: o mesmo para a s  variáveis não básicas. 



vetor 

constante 

custos 

arranjo em forma de linha: 

arranjo em forma de coluna: 

r---i 

Figura V. 1 

Esquema de armazenamento do tableau APL. 



ZA: 6 o valor da função objetivo do problema in te i ro ,  associado : a- 

t u a l  pseudo-soluç~o parcial .  

ZXMENOR: é o melhor valor da função objetivo do problema in te i ro ,  conheci- 

do a t é  aqui. 

A rot ina INVERTE, local  à procedure PROXLIN, cuida da inver- 
N 

são da matriz da base a cada passo. A s  outras "principais" variáveis, sao: 

COMPLETOU: é uma variável lógica (booleana), que mantém o processamento no 

laço principal da ro t ina  enquanto- seu estado é "FALSE". 

SALTA: é também uma variável lógica para controle dentro do programa. 

TP: indica se  o problema não tem solução viável, s e  o problema tem ou 

não solução f i n i t a .  

I X ,  I Y :  vetores com os indices, respectivamente, das colunas e l inhas (ou 

indices das variáveis não básicas e bákicas) admissiveis para uma 

troca. 

I Z  : vetor auxi l ia r  de I X  e I Y .  

A presença do processamento no laço principal de PROXLIN, é 

mantida enquanto a variável lógica COMPLETOU está  no estadd FALSE e a expres - 
N 

sao 

APL(O) + ZXMENOR - 1 - ZA (V. 1) 

f o r  não negativa. Nela, APL(0) 6 o valor da função objetivo do problema de 

programação l inea r  em questão. Quando es ta  expressão f i c a  negativa, como mos - 
trado no CAP~TULO 11, a presente pseudo-soluç~o parcial  não tem complemento 

viável que produza uma cota superior melhor do que a atual  ZXMENOR. Portan- 

to ,  o algoritmo poda a presente pseudo-soluç~o parcial ,  i. e., enumera a a- 

t u a l  pseudo-soluç~o parc ia l  e enumera implicitamente todos os seus complemen - 
tos .  Naturalmente, quando a saida da procedure PROXLIN é f e i t a  pela negativi - 
dade de- (~.1), não ocorre geração de restr ições substi tutas,  dado que es tas  



N 

sao, nesse caso, binário inviáveis . 
A rot ina SOLXDUAL, completa a preparação do problema de pro- 

gramação l inear  que fornecerá os valores das variáveis duais, dimensionando 

convenientemente os arranjos, atualizando (reiniciando) algumas variáveis e 

chamando a procedure PROXLIN. De acordo com os resultados dados por PROXLIN, 

e l a  c r i a  os coeficientes para posterior geração das restr ições subs t i tu tas  

por uma outra rotina.  

A procedure RESXSUB, i n i c i a  a preparação do problema de pro- 

gramação l inea r  que fornecerá os valores das variáveis duais, no caso dos mo 
delos de recobrimento e particionamento &nimos, eniparelhamento máximo e re- 

\ I 
cobrirnento dnimo em um grafo não orientado. No caso dos problemas de progra - 
mação di2creta bikalentk, b mesmo papel é desempenhado por RESTRICXS. A ne- 

cessidade destas duas rot inas  e s t á  principalmente no f a t o  das matrizes dos 

modelos serem armazenadas de forma d is t in ta ,  como veremos. RESXÇUB e RESTRI- 

CXS têm em comum (chamam) a procedure SOLXDUAL. Suas principais variáveis 
.-, 

sao : 

U : vetor para guardar os valores das variáveis duais, soluçÕes do pro- 

blema de programação llliear; usadas na geração das res t r ições  substi  - 
t u t a s  

u(b + AZ) + (z - cx) >I 0. 
min 

AVANÇA: variável i n t e i r a  que recebe e transmite para futuras  decisões, os va 

lo res  da expressão 

APL(O) + ZXMENOR - 1 - ZA. 

Como d i to  anteriormente, s e  AVANÇA é não negativa, é gerada a r e s t r i  
1 

ção subst i tuta  e com base nos t e s t e s  de viabilidade binária do C&$- 
N 

TULO 11, novos avanços na árvore das pseudo-soluçÕes parciais ,  sao 

produzidos pela fixação de variáveis l i v r e s  nos niveis  zero ou um. 

GERA: variável lógica. Se GERA é FALSE, a res t r ição  subst i tuta  não é gera- 

da, o algoritmo poda a pseudo-soluç~o parcial .  



AS, BS: arranjos que guardam os coeficientes das restr ições subs t i tu tas  man- 

t i d a s  para serem submetidas ao t e s t e  de viabilidade binária. Podem 

se r  mantidas tantas  res t r ições  subst i tutas  quantas quisermos e a ca- 

da passo, nova restr ição é adicionada ao conjunto, enquanto outras 

são abandonadas. Em RESTRICXS, são mantidas sempre duas res t r ições  

subst i tutas  e a cada passo a mais antiga é abandonada no momento em 

que s e  'adiciona a Gltima restr ição gerada. A t i t u l o  de i lustração , 
mantivemos em RESXSUB, cpatro rèstr ições subst i tutas  embora nossa 

crença se ja  de que devam se r  mantidas apenas duas. 

ENUXIMPXRECXPAR, como já mencionamos, é a par te  do código que 

resolve o problema no caso da matriz A = (a .  .) se r  t a l  que a 
1 3  i j <( 0?1}, P: 

r a  todo i e todo j. Esta matriz é esparsa em problemas prát icos e aprõveita- 

mos esse f a t o  para armazenar somente os elementos não nulos e fizemos i s t ó  u - 
5 t i l izando uma estrutura em l i s t a ,  KNuT~!? , i. e., h esquema de armazenamento 

em que a ordem lógica dos dados 6 determinada por apontadores (ponteiros) . 
Um elemento k da l i s t a  (um só) tem o seguinte aspecto: 

A(0,k) contém o valor do elemento e é dispensável nos casos dos modelos em 

que esse valor é sempre um., ~antivemos no programa o elemento armazenado, dz 

do ao modo part icular ,  como mostraremos mais tarde, de resolver os problemas 
.., 

do conjunto partici'onamento. Nesses problemas alguns elementos sao -1. 

A(1,k) dá a l inha do elemento, A(2,k) a coluna, ~ ( 3 , k )  aponta para o prÓxi- 

mo elemento da coluna e A(4,k) para o próximo da linha. De resto,  o algori t -  

mo de enumeração implicita é o do CAP~TULO 11, cujo fluxograma também está  

representado lá. A rot ina ENUMXIMPL, para s o l u ç ~ o  de qualquer problema 'de 

programaç$o discreta  0-1, usa o mesmo algoritmo e a matriz do mede10 é arma- 

zenada naturalmente como um arranjo qualquer de m l inhas e n colunas. Manti- 

vemos para a s  duas rot inas  os mesmos nomes de suas principais variáveis,  co- 



PERMXLAÇO: é a variável lógica que mantém o processamento no laço princi- 

p a l  da procedure enquanto seu estado f o r  TRUE. 

conjunto dos indices de variáveis l i v r e s  candidatos a par t ic ipa  - 
rem da pseudo-soluç~o parcial .  

contém a cada passo a psèudo-soluç~o parc ia l  e f o i  implementado 

como uma pi lha onde estão os nós da árvore das pseudo-soluçÕes 

parciais .  Seu tamanho (quantidade de nós) va'ria naturalmente 

com o processo de enhmeraçãd: acréscimo ou d&c&cimo dos &di- 

ces fixados, poda das pseudo-soluçÕ~s parciais.  

XSOLXATUAL: guarda a melhor solução viável X. 

B : vetor constante. 

C : vetor dos custos. 

ZERO : vetor que indica quais variáveis foram fixadas no n ive l  zero, 

com base no t e s t e  de viabilidade 'binária. 

Cada uma das duas procedures, ENUXIMPXRECX.PAR e ENUMXIMPL, 

tem uma rot ina,  SUBLIXCOMPL, local ,  para o processo de poda das pseudo-solu - 
w 

çoes parciais .  Ela passa ao complemento lógico do Último elemento ainda não 

complementado, digamos, mais acima na bi lha W e abandona todos os elenieAtos 
I 

que jg passaram ao complemento iógico, acima deste h t i m o  complementado, con - 
forme discutido no CAPÍTULO i1. ~ l é m  disso, ENUXIMPXRECXPAR tem a s  seguintes 

variáveis 

PRIXLIN: cabeça de l i s t a .  Aponta para o primeiro elemento de cada l inha. 

PRIXCOL: o mesmo para cada coluna. 

LINXSEG: apontador para a l inha seguinte a uma dada linha. Sua u t i l idade  a- 

parece após as  reduções que suprimem l inhas e colunas da matriz , 



conforme CAPf TULO 11. 

A s  procedures de enumeração implicita, foram implementadas u- 

t i l izando uma pi lha de nós disponiveis, para f a c i l i t a r  a programação e visua - 
l ização daquilo que o algoritmo faz.  ENUMXIMPL, tem um recurso opcional para 

a criação de uma solução i n i c i a l ,  conforme mencionamos no CAP~TULO 11. A s  ex - 

periências que desenvolvemos mostraram que em alguns casos e l a  acelera o p- 

cesso de enumeração, em outros, é indiferente e nos casos dos modelos de re- 

cobrimento e particionamento, desaconselhamos seu uso. Na ENUXIMPXRECXPAR, 
L 

através do t e s t e  de BALAS , o algoritmo acrescenta um Único indice em cada - a 

vanço no processo de enumeração (criação de descendentes) e na E N U M X I ~ ~ L ,  a- 

crescenta vários, quando i s so  é possivel. Sempre que uma solução f o r  viável 

para a s  restr ições subst i tutas ,  testamos sua viabilidade para a s  restr ições 

do problema e no caso de uma soluçãd inviável, tentamos vencer a inviabi l ida - 
de através dos t e s t e s  do algoritmo de enumeração implici-ta comum (sem r e s t r i  - 

ções subst i tutas) ,  utilizando as  restr ições or iginais  do problema. Pois sabe - 
o c 

mos que s e  x e uma solução viável para & > b, e l a  também é viável para 

uAx >/ ub, mas o caso contrário, não é necessariamente verdadeiro (veja exem - 
pio  do CAP~TULO 11). 

A procedure REDUÇÕES, executa a s  supressões de l inhas e colu- 

nas, de acordo com os c r i t é r i o s  mencionados no CAP~TULO 111. Suas ro t inas  10 - 
ca i s  são DESATIVAXLINHA e DESATIVAXCOLUNA, cujas funções, os nomes 

indicam. De suas variáveis, destacamos 

RECOBRE: indica se  o problema para o qual estão sendo f e i t a s  as  reduções, 

de recobrimento. 

PARTICI: a mesma coisa para um problema de particionamento. 

A procedure AJUSXPONT, cuida da iniciação das var iáveis  no ca - 
so dos problemas em que a matriz é 0-1. ATIVXPONT, at iva ( l iga )  os ponteiros 

aos dados à medida que es tes  são l idos  pela procedure ENTRADASAIDA. A s  r o t i  - 
nas LIGAXPONTXLINHA e LIGAXPONTXCOLUNA, são loca is  2 ATIVXPONT e a função de - 



l a s  es tá  indicada no nome. REAJXPONT atual iza o apontador LINXSEG após a su- 

pressão de l inhas e colunas da matriz do modelo. A rot ina ESCREXDADOS, escre - 
ve a matriz dos modelos 0-1, na sua forma normal. ESCREXRESUL, dá os resu l ta  - 
dos de todos os problemas 0-1. Na procedure ENTRADAXSAIDA, são tomadas a s  de - 
cisões sobre os caminhos a serem seguidos para a solução do problema, atra- 

vés das var iáveis  

ENUMERA: s e  f o r  u m  problema de programação discreta  0-1, qualquer. 

RECOBRE: s e  fo r  de recobrimento. 

PARTICI: se  f o r  de particionamento. 

EMPAREL: de emparelhamento. 

RECXGRA: de recobrimento em grafos. 

A s  reduções são opcionais, mas caso não se ja  indicado o con- 

t r á r io ,  o programa sempre as executa regularmente quando possivel. Em proble - 
mas de pequeno porte, a s  experiências nos indicaram que são dispensáveis, da - 
do que o tempo despendido com e la s  é muitas vezes suf iciente  para a solução 

do problema. O programa f o i  exaustivamente testado com problemas de dif icul-  

dade reconhecida e apresentou excelentes resultados quando as restr ições subs - 
i t i t u i a s  foram introduzidas. Um dos t e s t e s  f e i to s ,  mostrou que com um tempo 

de processamento de cinco horas, o algoritmo sem a implementação de r e s t r i -  

ções subst i tutas ,  não conseguiu obter a solução Ótima de um problema de 50 

variáveis e 5 restr ições.  J; implementado com a s  restr ições subst i tutas ,  a so - 
lução f o i  obtida com 19 minutos de processamento. Uma outra ten ta t iva  f o i  a 

geração de uma origem, obtida a p a r t i r  da s o l u ç ~ o  continua (por programação 

l inear ) .  Esta s e  revelou uma heuris t ica  pouco ef ic ien te  nos casos em quea sz 
lução continua e s t á  perto da solução i n t e i r a  Ótima. A versão def in i t iva  do 

programa não e s t á  implementada com esse recurso. 



A s  experiências adquiridas com t e s t e s  exaustivos do código 

construido, nos autorizam dizer que para problemas a p a r t i r  de um cer to  ta- 

manho, o processo de enumeração implicita de pseudo-soluçÕes parc ia i s  em Pro - 

gramação In te i r a  bivalente, sem outros recursos adicionais, é um recurso pofi 

co poderoso. Entretanto, com a implementação de restr ições subst i tutas ,  o 

processo tomai se  bastante ef ic iente ,  principalmente nos casos em que a ma- 

t r i z  do modelo 6 do t ipo  0-1 e 6 armazenada como mostramos, utilizandouma es  - 
t ru tura  adequada. Relativamente as reduções, desaconselhamos seu uso para p- 

blemas pequenos. A geração de uma solução i n i c i a l  como a que f o i  implementa- 

da na rot ina ENUMXIMPL, em alguns casos acelera o processo de enumeração , 
mas desaconselhamos seu uso para a maioria dos problemas de recobrimento. 

5.6 - COMO UTILIZAR O PROGRAMA. 

Daremos agora a s  orientações para ut i l ização do programa. 

O primeiro cartão de dados é o da dimensão do problema. OS va - 
lares M e N, nesta ordem, devem s e r  perfurados no formato' 213, oprimeiro cam 

po, começando na coluna 1. 

O segundo cartão, informa o t ipo  do problema: 

 numeração ~ m p l i c i t a :  perfurar 1 na coluna 1 

Recobrimento: I I  2 " l i  2 

Particionamento: I I 3 "  3 

Recobrimento em grafos: I I 4 "  4 

Emparelhamento em grafos: I I 5 " 5. 

Nos problemas de Recobrimento, Particionamento e Recobrimento 



em grafos, a s  reduções (eliminação de l inhas e colunas), são sempre executa- 

das, entretanto, s e  i s t o  não f o r  desejado, no mesmo cartão que indica o t ipo  

do problema, deve s e r  perfurado na coluna 15, um número maior que zero e me- 

nor que dez. 

No caso de um problema de enumeração implicita,  o cax 

tão  será o que indica: 

Tipo de restrição: 

Perfurar 1 na cqluna 1 se  f o r  do t i p o  < . Obs.: o pro- 

grama não e s t á  preparado para resolver problemas com re2 

triçÕes de igualdade e s t r i t a  ( = ) somente >- ou < . 
Se vai gerar uma solução in i c i a l :  

Perfurar 1 na coluna 2. 

Se o t ipo  do problema f o r  de maximização: 

Perfurar 1 na coluna 3. 

Para qualquer dos cinco t ipos de problemas, os dados 

serão: CUSTOS, MATRIZ DO MODELO e VETOR CONSTANTE, nesta ordem. 
I 

No caso de um problema de enumeração implicita,  os CUSTOS, MA - 
TRIZ DO MODELO e o VETOR CONSTANTE, são perfurados no formato 1615, o primei - 
r o  campo começa na coluna 1. 

No caso dos outros problemas, temos o seguinte: 

O s  CUSTOS: O formato & 1615, o primeiro campo começando na co 

luna 1. 

A MATRIZ DO MODELO: Cada cartão informa a l inha e a coluna de 

um Único elemento. O formato 6 214. O Último cartão para l e i t u r a  da matriz 

do modelo, 6 um CARTÃO BRANCO. O primeiro campo do formato começa na coluna 



1. 

O VETOR CONSTANTE: O formato é 1615, o primeiro campo começan - 
do na coluna 1. 

O Gltimo cartão de dados será um CARTÃO BRANCO para informar 

que não será l ido  nenhum outro problema. 

Lembramos que a forma das restr ições de um problema para s e r  

resolvido pelo método de enumeração implicita é 

i . e . ,  com o vetor constante, no lado esquerdo da desigualdade. 

Se o problema é de um dos outros t ipos,  a s  restr ições são 

N > o u < )  b, 

ou seja ,  com o vetor constante, no lado d i r e i to  da desigualdade. 



Para i l u s t r a r  e mostrar's aplicabilidade do código que desen- 

volvemos, vamos propor um problema de alocação de tripulaçÕes em ro ta s  a& 

reas  e dar a s  l inhas básicas da solução. Não será um próblema que envolverá 

a complexidade natural  das operações dessa natureza, mas será  suf iciente  pa- 

r a  recomendar um encaminhamento ou uma metodologia possivel para t r a t a r  si- 

tuações como a que apresentaremos. 

6.2 - ASPECTOS GERAIS E FORMULAÇÃO DO PROBLEMA. 

Tendo uma companhia aérea estabelecido uma tabela de horários 

para seus vÔos (as  tarefas) ,  surge o problema de como preencher os horários 

ou os segmentos de vÔos (um vôo ou um conjunto de vÔos consecutivos) com a s  

tripulaçÕes disponiveis (recursos), satisfazendo os regulamentos da empresa, 

do local  onde e l a  opera, a s  condições contratuais dos membro das tripula- 

ções, e tc . ,  de t a l  forma ainda que o custo t o t a l -  de operação se ja  dnimo. Com 

i s so  temos um problema cujo modelo gen&rico tem a forma daqueles de Programa - 
ção Matemática, i. e. , otimizar (minimizar ) uma função de custo, su je i to  a u- 

r., 

ma ou mais restr ições.  Particularmente, os modelos mais frequentes, sao de 

programação discreta  bivalente, pois  são de natureza essencialmente combina- 

&ia, queremos recobrir  os horários ( tarefas)  com as  tripulaçÕes (recursos 

disponiveis), como no cAPÍTTJLo 111. 



O problema de otimizar a alocação de tripulações a vÔos de u- 

ma companhia aérea, tem sido objeto de vários estudos e sua solução, às ve- 

zes parcialmente sa t i s f a tó r i a ,  tem sido conseguida por diferentes enfoques 
I 

(exatos, heuristicos) , pelas diferentes companhias. ARABEYRE , mostra os di- 

ferentes tratamentos dados ao problema pelas diferentes empresas e agrupa em 

alguns i t e n s  gerais  a s  principais fases  de sua so luç~o .  

No tratamento do problema, uma das cpestões in i c i a i s ,  é a de- 

terminação do periodo para o qual o planejamento 6 válido. .Chamando-o de "pe 

riodo de planejamento", e l e  pode se r  de um dia,  uma semana ou mesmo de um 

mes, o que i n f l u i  naturalmente no tamanho do problema (número de variáveis  

e/ou restr ições) .  Uma outra situação que o otimizador enfrenta no in ic io ,  6 

a da determinação da "unidade de planejamento". Quase sempre, es ta  unidade 6 

uma "rotação" e 6 definida como uma viagem de tamanho frio (tempo ou &mero 

de segmentos de vôos), f e i t a  por uma tripulação, partindo de sua base (local 

de residência ou formação da tripulação) e incluindo o retorno ao ponto de 

partida.  Também pode s e r  considerada como unidade de planejamento, o menor 

segmento de vôo, ligando duas cidades. A s s i m ,  o problema é o da seleção de um 

conjunto de rotações com tripulações associadas a elas,  de modo a cobrir  ca- 

da segmento de vôo pelo menos uma vez, a custo dnimo. 

Imaginando um conjunto de n caminhos ou n rotações (cada ca- 

minho possivelmente constituido de um ou vários segmentos de vôos) e um con- 

junto de m vÔos possiveis, como escolher dentre os caminhos, alguns, de t a l  

forma que todos os vÔos sejam aproveitados e o custo de operação minimizado? 

A resposta pode s e r  dada pela solução do problema clássico de determinar o 

conjunto recobrimento (ou particionamento) de custo m;nimo. A matriz A = 

(a.  .) do modelo 6 gerada (falaremos mais tarde como), de t a l  forma que cada 
i J  

uma de suas colunas se j a  uma rotação poss:vel e a = 1 se  o vôo i f i z e r  par  
i j  - 

t e  da rotação (caminho 'de ida e vol ta )  j e a = 0, caso contrário. Se c = 
i j  

(c  . ) é o vetor dos custos (c é o custo do caminho/rotação j ), podemos bus- 
J j 

car  como no CAPÍTULO 111, a solução, abstraindo de outras restr ições possivel - 
mente existentes,  através do modelo 



su je i to  a 

Na solução, x = 1 s e  o caminho/rotação j é escolhido e x = O caso contrá- 
j j 

r io .  Quando a s  rotações são escolhidas de t a l  forma que um segmento de vôo é 

coberto mais de uma vez, temos uma situação operacional f r e q k n t e  em que uma 

tripulação v ia j a  como passageira para r e tomar  à base ou assumir algum outro 

segmento de vôo. 

Como já dissemos, uma rotação possivel será  representada por 
... 

uma coluna da matriz A = (a .  .). O s  vôos (segmentos de vôo;), serao a s  li- 
i J  

nhas. A s s i m ,  a matriz A pode s e r  considerada como um "catálogon de todas a s  

rotações possiveis e consideradas. ~ p Ó s  a geração da matriz, procedemos 2 sua 

redução à correspondente matriz de tamanho, digamos, manuseável como também 

à eliminação de l inhas e colunas, conforme mostramos no CAPÍTULO 111, já na 

fase  de otimização. 

Algumas companhias juntam ao conjunto das res t r ições  natu- 

r a i s ,  uma s é r i e  de outras restr ições que limitam a quantidade de trabalho de 

uma base de tripulações. Estas são conhecidas como "restrições de base". 

O problema da catalogação e alocação das tripulaçÕes tem pos- 



sivelmente como sua pr incipal  fase,  a questão da geração da matriz das res- 

t r ições  e naturalmente cada companhia, levando em conta a s  suas ca rac te r i s t i  

cas e as  do lugar onde e l a  opera, tem o seu gerador de matriz. Este gerador 

é um programa implementado com carac ter i s t icas  básicas da empresa, como qu- 

t idade de aeronaves (consideradas como unidade de produção), mão de obra d i s  - 
ponivel, demanda e com carac ter i s t icas  do local  de operação ou então esses - e 

lementos são fornecidos como dados ao gerador. A geração da matriz é f e i t a ,  

levando em conta também o periodo e a unidade de planejamento, as  condições 

contratuais dos empregados e geralmente, a unidade de planejamento ut i l iza-  

da, é o menor segmento de vôo, que leva de uma cidade outra, sem paradas 

intermediárias ou então uma rotação. Um passo importante dentro dageração da 

matriz, consiste em fazer  a correspondência entre a l i s t a  completa das aero- 

naves (unidades de produção) e a l i s t a  dos segmentos de vôos. I s t o  é f e i t o  

geralmente por uma rot ina de atribuição. Uma operação bastante complicada é 

o t e s t e  para ver i f icar  s e  uma dada rotação é possivel. Dado que estamos t ra-  

tando com um problema combinatório, em nGmero, a s  rotações geradas são mui- 

t a s  e além da necessidade de aproveitar somente as  possiveis, buscamos tam- 

bém a conveniência de reduzi-las a uma quantidade manuseável. Naturalmente, 

após a obtenção da solução matemática para o problema, surge a questão, já f o  - 
r a  da fase  de otimização, de fazer  a ligação dos vôos em rotações, uti l izan- 

do a "escal&ão de serviço" que determina os membros das tripulaçÕes. Resu- 

mindo, o gerador desempenha a ta refa  de produzir toda a seqüência combinató- 

r i a  de rotações e o nosso algoritmo faz  a escolha Ótima ou ainda, escolhas 

viáveis das rotações. 

O s  custos de cada rotaSão são formados, dentre outras, com os 

sa lá r ios  pagos aos componentes das tripulações, prêmios, seguros, estadias,  

manutenção, serviço de bordo, e tc .  Algumas empresas pagam seus p i lo tos  um sa 
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l á r i o  fixo, sem levar em conta o desempenho pessoal ou a quantidade de traba - 
lho. Outras já adotam um esquema de remuneração diferente e pagam proporcio- 

na l  ao desempenho de cada um. são adotados, de um modo geral,  desde os mais 

simples c r i t é r i o s  aos mais complexos, na determinação da forma de remunera- - 
çao. Naturalmente, do ponto de v i s t a  de quem modela, e s t e  aspecto tem pouca 

inportância. 

- 
A s  reduções propostas no CAPÍTULO 111, para supressao de li- 

nhas e colunas de uma matriz 0-1, no caso de modelos de recobrimento e p a r t i  - 
cionamento, são naturalmente aplicáveis aqui para a redução do tamahho da ma 
t r i z  de catalogação das rotações e se  juntam aquelas reduções processadas pe - 

10 gerador após sua construção. Em problemas de grande tamanho, e s t a s  redu- 

ções são de grande va l ia ,  dado que o processo enumerativo das pseudo-solu- 

çÕes parciais  f i c a  naturalmente amenizado. 

6.6 - ATRIBUIÇÃO ( ALOCAÇÃO ) INDIVIDUAL DE TRIPULANTES ÀS TRIPULAÇÕES . 

Um outro problema cuja s o l u ç ~ o  interessa 2s empresas aéreas, 

é o da alocação Ótima de t r ipulantes  2s tripulações, principalmente no caso 

das tripulações não serem f ixas  (i. e. , de serem variáveis de vôo para vôo). 

A questão surge quando se  procura saber como catalogar as  tripulações de mo- 

do a aproveitar a mobilidade dos t r ipulantes  que chegam de diversas procedên - 
tias e partem para vár ios  destinos, levando em conta que diversos t ipos  de 

aeronaves são ut i l izados com a res t r ição  de que certos t r ipulantes  não podem 

manusear certos t ipos  de aviões ou não estão autorizados para tanto (parques - 
t ão  de treinamento, sa;de, condições contratuais, e t c )  . 



Para i l u s t r a r ,  imaginemos o caso de dois vôos com procedên- 

c i a s  d is t in tas ,  chegando quase simultaneamente numa mesma cidade. ~ p Ó s  a che - 
gada seus comandantes devem fornecer re la tór ios  dos respectivos vÔos ao es- 

c r i t ó r i o  da empresa e para i s so  dispõem de um cer to periodo (por exemplo, 40 

min). ~ l é m  disso, dispõem de um tempo para descanso e alimentação antes de 

s e  dirigirem novamente i administração para receberem a designação para umno 
' A  

vo voo, re la tór ios  das condições do tempo e do tráfego aéreo. Nesteponto, os 

t r ipulantes  chegados de procedências d is t in tas ,  são candidatos aparentemente 
h 

em iguais  condições, ao voo. Entretanto, surge uma sé r i e  de conveni- 

ências para a designação de determinados t r ipulantes  para o vôo seguinte. Es - 

t a s  conveni&cias atendem muitas vezes 2s restr ições impostas ao trabalho 

dos t r ipulantes  (número máximo de horas de vôo por periodo ou por unidade de 

planejamento, número máximo de dias  fora  da base, residência, e tc ) .  Mais uma 

vez surge a possibilidade de se  resolver e s t e  problema com recursos combina- 

tór ios ,  bastando para tanto a geração da matriz catálogo, onde nas colunas 

temos a s  rotações possiveis para os t r ipulantes  e nas l inhas os vôos dispon: - 
veis.  O modelo se r i a  também formado por (VI. l), (VI. 2 ) ,  (VI .3) e (VI. 4). Se 

tomarmos os custos todos uni tár ios  (c  = 1, v j < N ) ,  estaremos minimizando 
j 

o número de determinado membro de tripulação, caso contrário minimizamos o 

custo t o t a l  das rotações. A res t r ição  ( )/ ) , permite aos t r ipulantes  viaja- 
h 

rem como passageiros para assumir um próximo voo. 

6.7 - UM TRATAMENTO ALTERNATIVO DA MODELAGEM. 

Imaginemos que a matriz catálogo se ja  gerada,. de t a l  forma que 

grupos de colunas correspondam às combinações poss:veis de vôos, formando r o  - 
w 

tações manipuláveis por uma tripulação. A s s i m ,  a s  entradas da matriz serao: 

a = 1, se o i-ésimo vôo pode se r  f e i t o  pela k-ésima combinação atr ibui-  
i j  (k) 

da à j-ésima tripulação e a = 0, caso contrário. Na solução, 
i j  (k) Xj(k)  = ' 

se a k-&sima combinação f o i  escolhida para a j-ésima tripulação e 
Xj(k) =' 



caso contrário. Posto que cada vôo deve s e r  executado por uma &ica (ou pelo 

menos por uma) tripulação e que c representa o custo da k-ésima combina- 
j (k) 

ção atribuida à j-&ma tripulação, o modelo agora tem a forma: 

minimizar z = 7 'j-' Cj(k)xj(k) 

su je i to  a = (>> i  

Observemos que neste modelo temos naturalmente a res t r ição  de que cada t r ipu  - 
lação se ja  alocada a somente uma combinação (rotação). I s t o  é traduzido por: 

Uma outra restr ição pode impor que uma &ica tripulação (ou no máximo u m  cer 

t o  número de tripulaçÕes) de cada base se j a  ut i l izada.  Esta será uma re s t r i -  

&o adicional denominada "restrição da base". A f igura V I . . l ,  mostra o aspec- 

t o  da matriz catálogo do modelo contendo também a s  restr ições adicionais que 

acabamos de mencionar. 

6.8 - UMA ILUSTRAÇÃO NUMÉRICA. 

A solução de qualquer problema de catalogação e alocação de 

t r i p u l a ç ~ e s ,  de interesse prático, envolveria a geração da matriz das r e s t r i  - 



TRIPULAÇÃO ( J ) 
---- --- - --- 

COMBINAÇÃO (K ) 
---- --- 

BASE 

DA 

TRIPULAÇÃO 
--------------. 

VARIÁVEL 

X 
J (K) 

No máximo uma 

combinação po - 
de s e r  usada. 

Restrições i m  - 
postas sobre 

a s  bases de 

Figura V I .  1 

S . .  

Matriz catálogo com a s  res t r ições  adicionais. 



ções, matriz catálogo, f a t o  que foge aos objetivos deste trabalho. A inten- 

ção deste capitulo, é meramente indicar como o código que desenvolvemos pode 

ajudar um especial is ta  de Pesquisa Operacional, na solução de i n h e r o s  pro- 

blemas combinatÓrios que aceitassem uma modelagem semelhante a que tem sido 

objeto de nossa atenção. Naturalmente, após a geração da matriz catálogo, a- 

lém de pequenas modificações possivelmente para inc lu i r  aspectos particula- 

r e s  do problema, como restr ições d i s t in t a s  das habituais, o programa desen- 

volvido e s t a r i a  apto a buscar a solução do problema. 

Vejamos agora u m  simples exemplo numérico, . . para i l u s t r a r .  I- 

maginemos que se j a  fornecida uma tabela onde para cada vôo temos a s  seguin- 

t e s  inf armações: 

I n;mero data local loca l  duração custo I I I 

chegada salda 

Vejamos o aspecto das res t r ições  para a geração da matriz catálogo das rota- 
..s 

çoes. Seja a combinação (kl,k2,k3). Se e l a  é uma rotação válida, temos: 

2. ~ ~ ( k 2 )  = ~ ~ ( k 3 )  ( V I .  11) 

3. HS (k2) - HC (k1 ) >/ p (minutos ou horas) (VI. 12) 

5. DUR(k1) + D U R ( ~ ~ )  + DUR(k3) < (horas) (v1 14) 

6. card { k l ,  k2, k3 ) < r (r é o número m&imo de 

vôos para uma dada tri - 
pulação num periodo ) . 



7. DV(k3) - DV(kl)<s (s é o n&nero de dias  que (VI. 16) 

uma tripulação pode f i -  

car  fora  de sua base). 

O significado das restr ições 6 facilmente compreens~vel. A res t r ição  (VI. 10) 

junto com a (VI. l l ) ,  impõem que o local  de chegada de um vôo deva coincidir  
* 

com o de saida do seguinte. (~1 .12)  e (V1 .13 ) ,  impõem que ent re  dois voos 

consecutivos, a s  tripulações devam dispor de um certo tempo para t roca de r2 

latór ios ,  repouso, alimentação, etc.  (VI. 14) s e  refere  a um máximo de horas 

de vôo por periodo. 

Na f igura V I .  2, temos representados pelos traços,  alguns vôos 

entre  algumas cidades (ida e/ou volta).  Fizemos uma geração manual de 75 ro- 

tações viáveis (combinações possiveis) com os 16 vôos. A s s i m ,  um modelo de 

75 variáveis e 16 restr ições f o i  constuido, simplesmente para f i n s  de i lus-  

tração e t e s t e  do programa. Foi minimizado o custo t o t a l  de operaç%o, como 

também minimizado o &mero de tripulações necessárias para manipular os vôos. 

A despreocupaç~o com que f o i  f e i t a  es ta  i lustração numérica, certamente nos 

impede de fazer  maiores coment&ios sobre os resultados (cpe foram coeren- 

t e s ) ,  a não s e r  o tempo de processamento surpreendente para a solução destes 

problemas. 



Figura V I .  2. Um esquema simples para catalogar vôos. 



a. Programa em ALGOL/B~~OO,  para: 

i. solução de problemas de programação In te i r a  bivalente . 

ii . ~eterminação dos conjuntos recobrimento e particioname2 

iii . Determinação do emparelhamento máximo e recobrimento d - 
nimo em grafos não orientados. 

b. Dados ut i l izados para t e s t e  do programa. 
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SOBRE OS DADOS PARA TESTE DO PROGRAMA 

Transcrevemos aqui os dados ut i l izados para t e s t a r  o progra- 

ma que busca a solução de um problema de ~ro~rarnação  In te i r a  bivalente, pe- 

l o  método de ~numera~ão  ~ m p l i c i t a  de pseudo-soluçÕes parciais .  Estes dados 

47 foram obtidos de PETERSEN . A s o l u ç ~ o  Ótima deste problema, sem a u t i l i z a  - 
ção de f i l t r o s ,  não f o i  obtlda em 5 horas de processamento no ~16700,  pc- 

rém com a hplementação dos f i l t r o s ,  e l a  f o i  alcançada em 19 minutos. 

Custos: 

Matriz A(I, J): 



Vetor B: 

Valor Ótimo da função objetivo: 16537. 



Transcrevemos também os dados correspondentes ao problema ge - 
rado para t es te  da parte do programa que determina o conjunto recobrimento 

ou particionamento minimo. Ele corresponde a uma parte de um problema mais 

amplo que t r a t a  da alocação Ótima de tripulações em rotas aéreas. O trecho 

que testamos é exatamente o que faz a busca do Ótimo após a geração da ma- 

t r i z  das rotações. Neste problema temos 16 vôos è 75 rotações geradas com 
A 

esses voos. A s s i m ,  trata-se de um problema de 75 varigveis e 16 restrições. 

Custos : 

B(I) = 1, para I = 1, ..., 16. 

Matriz ~ (1 ,  J): 

A(I,J) = 1 para i =  1, J =  1, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26 

I = 2, J = 2, 19, 20, 21, 22, 27, 28, 29, 30, 31 

1 = 3, J = 3, 17, 18, 32, 33 
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