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RESUMO 

Es te  t r aba lho  apresenta  um método de resolu-  

ção de problemas de t r a n s p o r t e  com v á r i a s  r e s t r i ç õ e s  adi  c i  o- 

n a i s .  O método, desenvolvido anter iormente por D. Klingman e 

R. Russel,  é basicamente o método prima1 simplex, e spec ia l i zado  

p a r a  exp lo ra r  a e s t r u t u r a  topológica  embebida no problema. O 

método acopla a t é c n i c a  de Poly-w de Charnes e Cooper com o mé- 

todo  da soma linha-coluna que resultam na compactificação da 

matr iz  i n v e r s a ,  minimizando d e s t a  forma as informações a serem 

geradas em cada i t e r a ç ã o  e os cá lcu los  requeridos no pivotea-  

mento. 

Um sumário do problema de t r a n s p o r t e  puro 

e da t é c n i c a  de Poly-o são  apresentados a fim de f a c i l i t a r  a 

compreensão da p a r t e  p r i n c i p a l  da t e s e .  Um programa em l ingua  - 

gem FORTRAN, baseado no método de D. Klingman e R. Russel e de- 

senvolvido como p a r t e  do t r aba lho ,  é também i n c l u i d o ,  f artamen- 

t e  documentado. 



ABSTRACT 

This work p resen t s  a  s p e c i a l i z e d  method f o r  

so lv ing  t r a n s p o r t a t i o n  problems with severa1  a d d i t i o n a l  l i n e a r  

cons t r a i n t s  . The method has been developed o r i g i n a l l y  by 

D. Klingman and R. Russel; it i s  b a s i c a l l y  t h e  prima1 simplex 

method, s p e c i a l i z e d  t o  e x p l o i t  f u l l y  t h e  topo log ica l  s t r u c t u r e  

embedded i n  t h e  problem. The method couples t h e  Poly-w 

technique of Charnes and Cooper wi th  the  Row-column-sum method 

t o  y i e l d  an " inverse  compact i f icat ion" , t h a t  minimizes t h e  b a s i s  

information t o  be s t o r e d  between sucess ive  i t e r a t i o n s  and 

minimizes t h e  a r i thmet ic  c a l c u l a t i o n s  requi red  i n  p ivot ing .  

A sumrnary o£ both t h e  pure t r a n s p o r t a t i o n  

problem an t h e  Poly-w technique have been included i n  order  t o  

f a c i l i t a t e  t h e  understanding o£ t h e  main p a r t  of t h e  t h e s i s .  A 

FORTRAN code, based on t h e  method o£ D. Klingrnan and R. Russel,  

and developed as  p a r t  o£ t h e  t h e s i s  work, i s  a l s o  inc luded,  

f u l l y  documented. 
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Existem vár ios  modelos de programação l i n e a r  

c u j  a mat r iz  dos c o e f i c i e n t e s  das r e s t r i ç õ e s  possui uma e s t r u t u  - 

r a  p a r t i c u l a r  que permite  pa r t i c ioná- l a  em duas ou mais subma- 

t r i z e s .  Nesta c l a s s e  de problemas e s t á  inc lu ido  o problema 

de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o ,  que é, basicamente, o problema de t r a n s  - 

p o r t e ,  ao qua l  foram adicionadas v á r i a s  r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s .  

Devido 5s d ive r sas  ap l icações  e x i s t e n t e s  do problema de t r ans -  

p o r t e  r e s t r i t o ,  e n t r e  os  qua i s  e s t ã o  inc lu idos :  "Warehouse- 

funds-flow" e o modelo de mis tura  de pe t ró leo  desenvolvido por 

Charnes e Cooper [71, gerou-se um grande i n t e r e s s e  e m  to rno  da 

c r i a ç ã o  de um método espec ia l i zado  pa ra  sua resolução.  Exis- 

tem, i n c l u s i v e ,  t é c n i c a s ,  como a desenvolvida por Glover , 

Klingman e Ross L31 que permitem a transformação de um problema 

com r e s t r i ç õ e s  e x t r a s  em um problema de t r a n s p o r t e  puro equiva - 

l e n t e .  No en tan to ,  como nem sempre é poss íve l  e s s a  transforma- 

ção, OS algorítmos e x i s t e n t e s  e que solucionam o problema de 

t r a n s p o r t e  puro, não poderão s e r  sempre apl icados ao problema 

de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o .  Em v i s t a  d i s s o ,  D Klingman e R. Russel 

[I] desenvolveram um método espec ia l i zado  para  sua resolução.  

a 

O método e m  ques tão ,  apresentado n e s t e  t r aba lho ,  e basicamente 

o método simplex, adaptado para  a p r o v e i t a r  os esquemas computa - 

c iona i s  usados na codi f icação  do método da soma l i n h a  coluna 



1 1  e do método dual  r121 e des te  modo reduz i r  o tempo de pro - - 

cessamento. 

A obtenção de uma solução ótima pa ra  o pro- 

blema de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o ,  a t r avés  do algori tmo proposto 

por  Klingman e Russel r11 - - exige o conhecimento de uma p a r t e  m í -  

nima da tábua simplex associada ao problema em cada i te raçã .0 ,  

ou s e j a :  a representação do v e t o r  que e n t r a r á  na b a s e f a s  q Ú l t i  - 

mas componentes da l i n h a  piv6 (:onde q é o n? de r e s t r i ç õ e s  - a 

d i c i o n a i s )  ; Q-I, uma submatriz da matr iz  inve r sa  genera l izada  

à esquerda da base ,  o v e t o r  de f luxos  bás icos ,  e os  va lo res  de 

z - C  
j j -  

O procedimento acima reduz o n? de informações gera- 

das e o número de cá lculos  usados no pivoteamento em cada i t e -  

ração. I s t o  s e  t o r n a  p o s s í v e l ,  devido ao acoplamento da t é c n i  - 

ca  de Poly-w de Charnes e Cooper r71 com o método da soma-li- 
d 

nha-coluna [ll), que associados à p a r t i ç ã o  da base ,  proposta  

por  Charnes e Cooper no método de reversão  dupla r7], geram a 

compactificação da matr iz  i n v e r s a  [B] . Deste modo não é neces - 

s á r i o  g e r a r  integralmente a matr iz  i n v e r s a  genera l izada  e s i m  

uma sub-matriz (q + 1) x q e uma árvore geradora p a r a  cada 

base.  A p a r t i ç ã o  da base permite a exploração da árvore gera- 

dora e s i m p l i f i c a  os cá lculos  necessár ios  para  obtenção de 

z - c e das representações dos ve to res  não bás icos  em termos 
j j 

dos ve to res  bás icos .  

Devido ao método em questão exp lo ra r  a e s t r u  - 

t u r a  da árvore geradora i n e r e n t e  ao problema de t r a n s p o r t e  pu- 

r o ,  foram desenvolvidos na segunda p a r t e  des te  t r a b a l h o  os  a s  - 

pectos mais s i g n i f i c a t i v o s  d e s t e  problema e que são  de v i t a l  



importância pa ra  a  compreensão do método de solução do problema 

de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o .  Es tes  i t e n s  foram desenvolvidos tendo 

como base os t r aba lhos  de Hadley [51, Simmonard [6], Charnes e  

Cooper [ 7 j  e  Saul J. Gass 193 . 

A t é c n i c a  de Poly-w, de Charnes e Coope r 

171 que permite a  geração de uma l i n h a  completa da  matr iz  i n v e r  - 

s a  genera l izada  da base ,  sem ca lcu lá - l a ,  é abordada em um capí  - 

tu10 em separado. 

Na q u a r t a  p a r t e  des te  t r aba lho  é apresentado 

o  método espec ia l i zado  pa ra  solução de problemas de t r a n s p o r t e  

com r e s t r i ç õ e s  e x t r a s  desenvolvido por D.  Klingman e  R. Russel 

111, ao qua l  foram adicionados alguns exemplos e  algumas demons - 

t r ações  que não constam -no t e x t o  o r i g i n a l .  Finalmente, na Ú l t i  - 

ma p a r t e  da t e s e ,  tendo como base o  algori tmo g e r a l  de Klingman 

e  Ross p] , para  a  solução do problema de t r anspor te  r e s t r i t o ,  

f o i  e laborado um programa em linguagem Fortran.  O s  de ta lhes  

p a r a  a  u t i l i z a ç ã o  do programa, a  l i s tagem e  os r e su l t ados  o b t i -  

dos em cada. i t e r a ç ã o ,  para  o  exemplo apresentado na q u a r t a  pag 

t e ,  s ão  também p a r t e s  i n t e g r a n t e s  des te  cap í tu lo .  



O PROBLEMA DE TRANSPORTE 

2 . 1  - ~ o r m u l a ç ã o  ~ a t e m á t i c a  do Problema 

O problema de t r anspor te  "puro" c o n s i s t e  em: 

Minimizar: C 1 C x i j  i j  
i=l j = l  

onde ai ,  i = 1, 2 ,  . . . , m - quantidade d isponíve l  na origem 

i; 

b j ,  j = 1, 2 ,  . . . , n  - quantidade que pode s e r  recebida 

pe lo  d e s t i n o  j ;  

Ci j - cus to  u n i t á r i o  de t r a n s p o r t e .  

X i j  (i = 1, 2 ,  . . . , m ; j = 1, 2 ,  .. . , n) - quant i  - 

dade a  s e r  t ranspor tada  da origem i ao d e s t i n o  j . 



às r e s t r i ç õ e s  ( 2 . 1 )  chama-se r e s t r i ç õ e s  o f e r  - 

t a  e às r e s t r i ç õ e s  ( 2 . 2 )  , r e s t r i ç õ e s  demanda. 

Somando-se a s  m r e s t r i ç õ e s  o f e r t a  tem-se: 

A soma das n r e s t r i ç õ e s  demanda é dada por: 

Por (2.3) e ( 2 . 4 )  es tabelece-se qu.e a quan- 

t idade  t o t a l  enviada é i g u a l  à quantidade t o t a l  recebida.  

O problema de t r a n s p o r t e  poderá a inda  s e r  

formulado como : 

Minimize cx s o a  ~ 7 1  

Ax = P o 

x > o - 



onde C = clnI c ~ ~ ~ . . . , c ~ ~ , . . . ,  Cmlf . . = ,  C 1 mn 

p0 = (a l ,  a 2 , . . . ,  a I blt  b 2 f - t  bn) 

A - matriz dos coeficientes das res t r ições  

Desenvolvendo as res t r ições  do problema ( 2 . 1 )  e ( 2 . 2 )  tem-se: 



A Matr iz  A dos c o e f i c i e n t e s  será: 

onde 1 = (1 , 1, . . . , 1) v e t o r  l i n h a  

I n  - mat r i z  u n i t á r i a  de ordem n .  

2.2 - Propr iedades  da Matr iz  A: r5, 6 1  

m l i n h a s  

n  l i n h a s  

com n  componentes. 

i) A ma t r i z  A pode também ser e s c r i t a  como: 

Cada v e t o r  P i j  (i = 1, 2, ... I m , 
j  = 1, 2 ,  .. . , n) 6 um v e t o r  de m+n componentes, das q u a i s  



somente a i-ésima e a (m+j) -ésirna componentes diferem de zero  

e são  i g u a i s  a 1; e ,  por t an to ,  pode s e r  e s c r i t o  como uma soma 

de dois  ve to res  u n i t á r i o s  

R - v e t o r  u n i t á r i o  de m+n componentes c u j a  i-ésima componen i - 

te  6 i g u a l  a 1. 

Exemplo: Matriz A de um problema de t r a n s p o r t e  (2x3) 

ii) Rank de A é i .gual a m+n-1 . 191 



Somando as p r i m e i r a s  l i n h a s  de A,  desde a  2a 

até a  m-ésima l i n h a  e ,  s u b t r a i n d o  e s t e  t o t a l  da  soma das  n-Últi  - 

mas l i n h a s  de A, encontra-se  como r e s u l t a d o  a la l i n h a  de A. V e  - 

r i f i c a - s e  que e s t a  l i n h a  é uma combinação l i n e a r ,  com c o e f i c i e n  - 

t e s  não n u l o s ,  das  o u t r a s  m+n-1 l i n h a s  r e s t a n t e s .  General izan - 

do, qua lquer  l i n h a  de A pode ser e s c r i t a  como uma combinação 

l i n e a r ,  com c o e f i c i e n t e s  não nu los ,  das  o u t r a s  mi-n-1 l i n h a s .  

Em A,  e x i s t e  e n t ã o ,  um conjun to  de  m+n-1 l i n h a s  l inearmente  

independentes  e rank A = m+n-1. 

Como consequência ,  apenas m+n-1 das restri- 

ções  ( 2 . 1 )  e (2 .2)  s ão  l inearmente  independentes  e  p o r t a n t o  

uma equação do s i s t ema  (2 .1)  e  ( 2 . 2 )  poderá  ser e l iminada .  

iii) Toda sub-matriz quadrada de A tem determinante  igual.  a  

O ,  + 1 ou -1. [5, 61 .  

Seja % uma sub-matriz quadrada de A c u j a  

ordem é K (1 < k - < m + n ) .  V i s t o  que cada v e t o r  de A possu i  

apenas d o i s  elementos não nu los ,  um v e t o r  coluna de Ak p o s s u i r á  

no máximo d o i s  elementos d i f e r e n t e s  de zero .  Se cada coluna 

de % c o n t i v e r  d o i s  elementos não nu los  ter-se-á I % 1 = 0 , p o i s  

sendo um d e l e s  c o e f i c i e n t e  de uma r e s t r i ç ã o  origem e o  o u t r o  

c o e f i c i e n t e  de uma r e s t r i ç ã o  d e s t i n o ,  a soma das  m p r i m e i r a s  li - 

nhas de será i g u a l  2 soma das  n  Últimas l i n h a s  e a d i f e r e n  - 

ç a  e n t r e  e s s e s  dois. r e s u l t a d o s  s e r á  uma l i n h a  nu la .  Subs ti- 

tuindo-se  uma l i n h a  de % p o r  essa l i n h a  n u l a  o  de te rminante  de 

A s e r á  ze ro .  k  



Se e x i s t i r  uma coluna de % que contenha me- 

nos de duas e n t r a d a s  não n u l a s ,  

V i s t o  que  IA^ 1 = O OU 1 r e s u l t a  que : 

i v )  A sub-matriz formada p o r  m+n-1 colunas  l inearmente  indepen- 

den tes  de A c o n s t i t u i r á  uma base  p a r a  o  problema de t r a n s -  

p o r t e  1 11, 6 1 e s e r á  chamada de B . Note que toda  l i n h a  

de B pode ser e s c r i t a  como uma combinação l i n e a r  das  m+n-1 

l i n h a s  r e s t a n t e s .  ~ n t ã o  rank ( B )  = m+n-1. 

V) OS v e t o r e s  Pi j  de A (i = 1, 2,  ... , m ; j  = 1, 2 ,  . . . , n)  

podem a p r e s e n t a r  um í n d i c e  único K ,  sendo K = n (i-1) + j e 

2 . 3  - ~ á b u a  a s soc i ada  ao problema de t r a n s p o r t e  

A t ábua  a s soc i ada  ao problema de t r a n s p o r t e  

é uma tábua  r e t a n g u l a r ,  com m l i n h a s  que correspondem às o r i -  

gens Oi e n  colunas  que correspondem aos d e s t i n o s  D 
j  

Cada ce- 

l a  (i, j )  c o n t e r á  o  c u s t o  C i j  e o  v a l o r  d a  v a r i á v e l  x i j  Para 

cada c e l a  (i ,  j) h á  e m  correspondência  um v e t o r  P i j  da  ma t r i z  

A. 



Origem 

al 

a 2 

a m 

a 

2.4  - Grafo G e Grafo T associados ao problema de Transporte 16 1 

A o  problema de t ranspor te  associamos um gra- 

fo  b ipar t ido  G com m nós origem e n nós des t ino,  - - 



A cada a rco  ( O i  , D.) associa-se um cus to  u n i t á r i o  de t r a n s p o r t e  
I 

C i j ,  (i = 1, 2 ,  ... , m ; j  = 1, 2 ,  ... , n) 

O g ra fo  T é um grafo  associado à tábua do 

problema de t r a n s p o r t e ,  onde cada v é r t i c e  de T é cen t ro  de uma 

c e l a  (i ,  j )  e ,  cada a r e s t a  de T é o segmento que une os  v é r t i -  

c e s ,  s i tuados  na mesma l i n h a  ou coluna da tábua.  

Chama-se de n-grafos aos grafos p a r c i a i s  de 

T ,  cujos v é r t i c e s  são  subconjuntos quaisquer  do conjunto de v é r  - 

t i c e s  de T e cu jas  a r e s t a s  são  a r e s t a s  de T ,  que unem os v é r t i -  

ces adjacentes  desses subcon juntos.  

0bse.rvações : 

i) ~á uma correspondência biunívoca e n t r e  os  v é r t i c e s  ( i ,  j )  

de um n-grafo e a s  a r e s t a s  I Oi  , D .  1 de um grafo  G. 
I 

ii) A cada v e t o r  P da matr iz  A e s t á  associada uma i j a r e s t a  

I oi , D .  I de G e um v é r t i c e  (i ,  j )  de T.  A matriz  B ,  base , 

I 

para  o problema de t r a n s p o r t e ,  e s t á  associado um gra fo  par- 

c i a l  de G e um n-grafo a que denominar-se-á árvore geradora.  

comentário - Um grafo  p a r c i a l  de G com (m+n-1) a r e s t a s  é uma 

árvore se, e somente s e ,  as  colunas da matr iz  de inc idênc ia  

de A ,  associadas com as  a r e s t a s ,  são  l inearmente independentes. 

Ex i s t e  uma correspondência biunívoca e n t r e  

a s  bases do problema de t r a n s p o r t e  e os grafos  p a r c i a i s  de G 

que são  árvores .  



2.5 ~ é t o d o  Simplex apl icado ao problema de t r a n s p o r t e  

Do mesmo modo que no método g e r a l  simplex, 

requer-se uma solução i n i c i a l  bás ica  v iáve l  p a r a  i n i c i a r  o pro- 

cesso de obtenção de uma solução Ótima para  o problema. Ex i s t e  

uma variedade de algoritmos de i n i c i a ç ã o  para  o problema de 

t r a n s p o r t e .  O s  métodos de i n i c i a ç ã o  primal,  incluem, ent.re ou- 

t r o s :  Regra da Esquina Noroeste [ 7 ] ,  ~ é t o d o  de ~proximação de 

Vogel 1101 Regra do mínimo da l i n h a  coluna [ll] , Regrít do mínimo 

da matr iz  [5] , e t c .  

A e x i s t ê n c i a  de uma solução i n i c i a l  é assegu- 

rada .pe lo  teorema abaixo: 

Teorema: Um problema de t r a n s p o r t e  tem sempre uma solução bás i -  - 

ca  e toda solução 6 l imi tada  s e  ai e b forem l imi tados  [6] 
j  

a . b  m n 
Dem: O s  va lo res  xi = 1 j  , a =  1 a i =  1 b j  , cons t i -  

a i=l j =i 

tuem uma solução v iáve l  e pa ra  toda  solução, tem-se necessar ia -  

mente: 

x i j  - < min [ai, b j ]  

Examinando-se A ,  observa-se que A não contém 

a matr iz  ident idade  e ,  po r t an to ,  s e r i a  necessá r i a  a adição de 

m+n va r i áve i s  a r t . i f i c i a i s  pa ra  i n i c i a r  o processo.  Por out ro  l a  - 

do, devido 5 redundância que há no conjunto de r e s t r i ç õ e s  ( 2 . 1 )  

e  ( 2 . 2 )  , uma solução 6tima p a r a  o problema conterá  apenas uma 



v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  ao n í v e l  zero [5] . Em v i s t a  do problema de 

t r s n s p o r t e  t e r  sempre uma solução v i a k l ,  a v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  

pode s e r  e s c r i t a  ao n í v e l  zero na f a s e  i n i c i a l  e ,  po r t an to ,  con - 

siderar-se-á  a base B para  o problema de t r a n s p o r t e ,  cons i s t in -  

do apenas de m+n-1 ve tores  colunas l inearmente independentes de 

A. Todo v e t o r  coluna Pi j  de A pode s e r  e s c r i t o  como uma combi- 

nação l i n e a r  dos ve tores  bás icos .  

ou,  em notação m a t r i c i a l  

1 - somatório sobre  os  ve tores  básicos 
aB 

- vetorés  bás icos  
P a ~  

' i j  - representação do ve to r  Pi j  em re laçáo  à base B .  

comentário - O s  va lo res  de y i j  s e r ã o  i g u a i s  a O ,  + 1 ou - 1. 

L51 71 

Desenvolvendo ( 2 . 1 0 )  t e r -se-á  um s is tema 

com m+n equações e m+n-1 incógni tas  Y:!. Da matr iz  B pode s e r  

removida uma l i n h a ,  resu l tando uma matr iz  B não 1 s i n g u l a r .  

Se ja  i o número da l i n h a  a s e r  removida de ( 2 . 1 0 ) .  O v e t o r  



Pi que possui  1 na i-ésima e na (m+j) -ésima componentes, s e  

t ransformará em um v e t o r  u n i t á r i o  1 com m+n-1 componentes, m+j-1 

e o novo s i s tema s e r á :  

Sendo Bl não s i n g u l a r ,  pode-se escrever :  

a,+ j -I- é a (m+j-1) -6sima coluna de B-I 1 

Cada componente de am+ j-l pode s e r  determina- 

da pe lo  quociente  de algum menor de ordem m+n-2 por IBl / .  Sen- 

do os menores de B1, menores de B I  cada elemento é i g u a l  

a +I, -1 ou O e por tan to  Y:! = +1 , -1, ou O 

E s t e  r e su l t ado  gera v á r i a s  simplificaçÕes 

na apl icação  do método simplex, desde o pivoteamento, a t é  a de- 

terminação da v a r i á v e l  que s a i r á  da base ,  pos to  que a tábua 

simplex s e r á  c o n s t i t u í d a  de va lores  1, -1, ou O .  

De ( 2 . 1 0 )  e ( 2 . 1 4 )  tem-se: 

Omite-se os ve to res  pB para  os  qua i s  y a B  = 0 .  
aB i j  



Desenvolvendo (2.15) ter-se-á:  

O quadro acima mostra a s  c e l a s  bás icas  que re - 

presentam o caminho único do v e t o r  P i j r  desde o n ó  origem i ao 

nó d e s t i n o  j  . 

O s  s i n a i s  da combinação l i n e a r  ( 2 . 1 6 )  s ão  a l -  

ternados,  i s t o  e ,  caminha-se em l i n h a ,  posit ivamente ,. e em colu- 

na ,  negativamente. Note que o pr imeiro e Último ve to res  da com- 

binaqão l i n e a r  recebem s i n a i s  p o s i t i v o s .  O caminho termina quan - 

do s e  chega 5 mesma coluna de onde s e  t i n h a  p a r t i d o .  

O ve to r  Yi j ,  cu jas  componentes 

0 ,  s e r á  a representação do v e t o r  P em re lação  5 i j 

são  i1, -1, OU 

base B e e s t a  

representação s e r á  Única. Diz-se en tão ,  que o ve to r  P 
B cujo 
uf.3 

c o e f i c i e n t e  6 i1 ou -1 e s t á  no caminho Único de Pi j ,  da origem 



para  um problema de t r a n s p o r t e  (3x4) 

O v e t o r  P31, não básico.  s e r á  e s c r i t o  na for -  

ma de ( 2 . 1 6 )  como: 

- 
'31 - '32 - '22 + '23 - '13 + '11 

Sua representação e m  r e l ação  à base se rá :  

O s  ve to res  P 
11' P13' P Z 2 .  P Z 3 '  P32 e s t ã o  no 

caminho Único de P,, , do nó origem 3 ao nó d e s t i n o  1. 

Se ja  cB os preGos correspondentes aos veto- 
aB 

res básicos P então: 
aB 



Usando (4.20) poderá ser obt ido  o í n d i c e  s t  

do v e t o r  a e n t r a r  na base.  

- 
Zs t  Cs t = máx ( z i j  - c i j )  (i = 1, 2 ,  ... , m) ; 

( j = l ,  2 ,  ... , n). 

2 . 6  Quadro Simplex associado ao problema de t r anspor tes  

(Exemplo) 

Minimize: 

xll + 6x12 3x13 + 5 ~ 1 4  + 7~~~ + 3~~~ + 1~~~ + 6xZ4 + 9~~~ + 



A solução i n i c i a l  bás ica ,  encontrada u t i l i z a n  - 

do o método da esquina noroeste é apresenta.da na tábua abaixo: 

O ve to r  a e n t r a r  na base s e r á  P j 2  , po i s  : 

max(z - i j  c i j )  = 3 > O e sua representação em re lação  aos veto- 



novos quadros serão:  

se rá :  

A solução ótima é dada obt ida  no quadro abaixo: 

D2 D3 D4 

CX* = 152 
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2 . 7  Problema Dual 

Max 1 ai Ri + 1 b .  k s . a  
I j 

Ri'  k 
j 

l i v r e s  

O dual  do problema de t r a n s p o r t e  é c o n s t i t u í  

do de m n r e s t r i ç õ e s  e m+n v a r i á v e i s .  

Se x e R , k são soluções ótimas para  o i j 3 

problema de t r a n s p o r t e  e pa ra  o dual  do problema, respectivamen- 

t e ,  en tão ,  segundo o Teorema das fo lgas  complementares, são  sa-  

t i s f e i t a s  as  condições 



Sendo xi j  uma variaGei bás ica  então xij > O 

e de ( 2 . 2 2 )  ter-se-á: 

~ n t ã o :  Ri f k = Ci j para os índ ices  (i, j )  r e l a t i v o s  às v a r i á  
j  - 

ve i s  bás icas .  

Pelo  método da soma-linha-coluna de Dantzig, 

os seguintes  resul tados  são es tabelec idos  : 

i) Ri + k  = 
j  

para  cada c e l a  bás ica  da tábua associada ao Ci j 

problema. 

ii.) Ri + k  - 
j  - ' i j  

para  toda c e l a  não bás ica  

A s  m+n-1 equações do sis tema (2.23) podem 

ser facilmente resolvidas  estabelecendo-se Ri = O para  uma ce l a  

bás ica  (i , j )  . 

O cá lculo  de z - i j  ' i j  torna-se mais s i m -  

p l e s ,  do que o rea l i zado  anteriormente,  quando f o i  aplicado o m é  - 

todo de "Stepping-Stone", e s e r á  dado por: 



Para a solução ótima do último exemplo, serão  

calculados os valores de Z - c 
i j '  

dados no quadro abaixo, com 
i j 

os respect ivos valores  de R .  (i = 1, 2 ,  .. . , m) e k , 
1 j 

( j  = 1, 2 ,  . . . , n) . 

Para as  ce l a s  básicas:  



Para as celas básicas - 
'i j cij = O 



A t écn ica  de Poly-w f o i  desenvolvida Por 

Charnes e  Cooper [7] - a  fim de s e  poder ge ra r  uma l i n h a  completa 

da matr iz  i n v e r s a  da base de um problema de programação l i n e a r ,  

sem ca lcu lá - l a ,  previamente. V i s t . 0  que em muitos problemas a  

base não é quadrada, e  por t an to ,  não possui  inve r sa ,  a  geração 

de uma l i n h a  da matr iz  inve r sa  genera l izada ,  à esquerda ou à di-  

r e i t a ,  f a c i l i t a  muito a  resolução dos mesmos. 

A t é c n i c a  recebeu o  nome de "Poly-w" devido 

a necessidade de s e  g e r a r  um v e t o r ,  semelhante a  w ( v e t o r  das 

v a r i á v e i s  do problema d u a l ) ,  para  s e  o b t e r  a  r-ésima l i n h a  re-  

quer ida  e  também por  p e r m i t i r  a  determinação de v á r i a s  l inhas .  

S e j a  um problema de programação l i n e a r  e s c r i -  

t o  na forma s tandard .  

Minimizar cx 

Ax = P o 

x > o  - 

onde A = (P1, P 2 ,  ... , Pn) 



Se ja  B uma base p a r a  o problema, não necessa- 

riamente,  quadrada. E x i s t e  uma Única matr iz  Y t a l  que: 

A = B Y  

onde a r-ésima l i n h a  de Y é dada por  (yrl ,  y r2 ,  . . . , yrn) 

Seja w ( r )  uma solução de: 

e - ve to r  u n i t á r i o  tendo 1 na r-ésima componente. 
r 

De (3.2)  e (3.3) tem-se: 

(yr1t Y r 2 r  I yrn) é a r-ésima l i n h a  de Y ,  matr iz  das repre-  

sentações dos ve to res  P j  = 1, 2 ,  . . . , n em re lação  5 base B .  
j '  

O processo pode s e r  u t i l i z a d o  para  o cá lcu lo  

de qualquer 1inh.a de Y e ,  s e  a matr iz  A f o r  extendida a fim de 

con te r  os  elementos de C ,  como no método simplex modi f icado , 
os elementos da l i n h a  z - c podem s e r  d.eterminados. 

j  j 

O n? r da l inha  a ser gerada,  e s t á  associado 

-à r-ésima v a r i á v e l  b á s i c a ,  ou r - é s i m o .  v e t o r  da base B .  A s  compo - 

nentes da l i n h a  r ,  correspondem ã expressão da r-ésima v a r i á v e l  

bás ica  em termos das v a r i á v e i s  não bás icas .  



Exemplo : 

Considere o problema de t r a n s p o r t e  abaixo, 

com 2 or igens  e 4 des t inos .  

O quadro abaixo mostra a solução i n i c i a l  para  

o problema, a qua l  f o i  o b t i d a  pe lo  método dual ,  tendo s i d o  os 

f luxos a l t e r a d o s  



Segundo, o método dual ,  xll é a va r i áve l  a 

deixar  a base pois  x < O .  Esta  va r i áve l  xll é usada para  de- 11 

s ignar  a r-ésima l i nha  a s e r  gera.da. 

T Ao quadro (3.5) associa-se um ve to r  e r ,  colo- 

cado no canto i n f e r i o r  esquerdo das ce las  básicas.  O s  elementos 

T de e r ,  se rão  considerados como pseudos custos un i t á r i o s  referen-  

tes 5s c e l a s  bás icas .  Em correspondência aos pseudos-custos , um 

(r) ' conjunto de pseudo-avaliadores duais ,  componentes do ve to r  w , 

pode s e r  calculado. 

O s  números colocados no canto super io r  das 

ce las  do quadro serão  os  custos r e a i s  un i t á r i o s  para o problema 

de t r anspor te .  

Seja  w (r) ' ( r )  ( r) ( r )  (r)  r) = (R1 , R2 , ... 1 Rm 1 K1 1 K 2  I --• r K ~ I  

(r)  í r) ( r )  ( r )  (r)  ( r )  ) Para o exemplo: w ' = ( R  , R2 K1 I K 2  I K j  r K 4  



O ve to r  e: corresponderá 5s componentes da 

r-ésima l i n h a ,  associadas aos ve tores  bás icos .  Tendo-se e T 
r '  

b a s t a  c a l c u l a r  a s  componentes r e s t a n t e s ,  y r j ,  associadas aos ve - 

t o r e s  não b á s i c o s ,  pa ra  que a l i n h a  r ,  s e j a  gerada,  integralmen - 

t e .  A s  componentes y s e r ã o  determinadas por:  
r j 

= Ir) + K ( r)  
Yrj  , 4 (i, j )  não bás ica  

j 

Considerando-se o quadro (3.5) tem-se, por  (3.3) 

onde e l  = (1, 0,  0 ,  0 ,  O ) ,  po i s  xll é a v a r i á v e l  a d e i x a r  

base e ,  como é a pr imeira  componente bás ica ,  o no r da l i n h a  

s e r  gerada é 1. 

B =. Ipl1, P12r P13r P141 P21} 

Desenvolvendo ( 3 . 8 ) :  



Fazendo-se R1 = O tem-se: 

Calculando-se y r j  por (3.7) 



O s  va lo res  de y se rão  colocados no canto 
r j 

i n f e r i o r  esquerdo das c e l a s  não bás icas  envolvidas por  dupla li - 

nha pont i lhada.  

a 
A r-ésima l i n h a  procurada, no caso,  a 1- li- 

nha, de Y é então:  (1, O ,  O ,  O ,  O ,  -1, -1, -1). 

3.1 ~ e t e r m i n a ç ã o  do ve to r  a e n t r a r  na base 

í n d i c e  K do v e t o r  

De acordo com o método dua l ,  determina-se o 

a e n t r a r  na base por: 

O cá lcu lo  de Z i j  - c i j s e r á  f e i t o  após o cá lcu lo  dos avaliado- 

r e s  duais  R i =  . m e K j = 1 ,  2 ,  ... , n  
j r  

po i s ,  ' i j  = Ri + K pa ra  a s  v a r i á v e i s  não bás icas  e 
j '  

- c  = R i + K  - Ci j .  Sabendo-se que Ri + K = Ci para  
'i j i j j 

as  c e l a s  b á s i c a s ,  obtém-se : 



P o r t a n t o  P23 é o v e t o r  a e n t r a r  n a  b a s e  e a- 

t u a l i z a n d o  B: 

Min 

B = 1PL2 r P13r P14t P21r P231 

A s o l u ç ã o  ó t i m a  será a s s e g u r a d a  por:  

z i j  - c 
i j  

Y r j  

= 1 = Min{ -3  - 
-1 

I 
-1 

-1 
I 

- 3  

-1 
1 = 

1 

1 '. 



O PROBLEMA DE TRANSPORTE COM RESTRIÇÕES A D I C I O N A I S  

M i n i r n i z e  

Para d e s e n v o l v i m e n t o  do a l g o r i t m o  a s s u m e - s e ,  

do p r o b l e m a  de t ranspor te  puro que 



A s  r e s t r i ç õ e s  ( 4 . 1 )  s e  referem ao problema 

de t r a n s p o r t e  puro. 

Em ( 4 . 2 )  tem-se as  r e s t r i ç õ e s  e x t r a s  ou adi-  

c i o n a i s ,  que juntamente com ( 4 . 1 )  formam o conjunto de restri- 

ções p a r a  o  problema de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o .  

Na construção das r e s t r i ç õ e s  ( 4 . 2 )  procurou- 

s e  a  forma mais g e r a l ,  podendo por tan to  também considerar-se  os  

s i n a i s  ( < )  - ou ( = I .  

Forma Standard [l] 

Minimize 1 E C i j X i j +  1 O S r  



Matriz A associada ao problema 

A = [(m + n + q )  x (mn + i , i - < Zq)] 



onde : 

1 = 1 1 . . . , 1) ve to r  l i n h a  com n componentes n 

I n  - matriz  u n i t á r i a  de ordem n 

r - r r fin - ( f i l f  f i2 ,  . .. , f;,) i = 1 2 ,  . . , m - ve to r  l i n h a  

com n componentes 

-sl1 -s2, . . . -S - v a r i á v e i s  de f o l g a  
q 

a l ,  a2 , . . . , a - var iáve i s  a r t i f i c i a i s  
q 

A matr iz  A pode ainda s e r  e s c r i t a  como: 

Cada v e t o r  coluna de A é um vet.or com m i- n + q componentes. 

4 . 2  Grafo G associado ao problema 

Ao problema de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o  associa-se 

um gra fo  b i p a r t i d o  cujos  a rcos  possuem " f l a g s "  correspondendo 

aos c o e f i c i e n t e s  das r e s t r i ç õ e s  ad ic iona i s .  A cada ve to r  
A 

P i j  (i = 1, 2 .  ... . m ; j = 1, 2 ,  ... , n) de A h á e m  corres-  



A 

pendência um a rco  (i, j) de G. Se os ve tores  P ij de A t iverem 

mais de duas en t radas  não nu las ,  i s t o  é, um ou mais coe f i c i en -  

t e s  r e f e r e n t e s  5s r e s t r i ç õ e s  e x t r a s ,  não nulos ,  haverá,  respec- 

t ivamente,  um ou mais " f l a g s "  nos arcos (i, j) de G.  0s arcos 
* A 

correspondentes aos ve tores  de fo lga  PS1, PS2 ,  ... , Psr OU 

A C A 

a r t i f i c i a i s  Palr  Pa2 ,  ... 'ar são colocados a rb i t r a r i amente  

nos nós origem. 

- s associados aos arcos (i,  j (i = 1. 2. . . . m )  ; 



4.3 Base p a r a  o  problema de Transpor te  R e s t r i t o  

Uma sub-matriz de A composta de m + n + q - 1 

v e t o r e s  colunas  l inearmente  independentes  c o n s t i t u i r á  uma base  

p a r a  o  problema de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o  e será chamada de B.  E s -  

t a  sub-matriz é obtid-a,  i n i c i a l m e n t e ,  a p a r t i r  da  base  do p rob le  - 

m a  de t r a n s p o r t e  puro,  a  q u a l  já é previamente conhecida.  S a- 

be-se que e s t a  base  é formada po r  m + n - 1 v e t o r e s  colunas  li- 

nearmente independentes .  E s t e s  v e t o r e s ,  quando r e t i r a d o s  da  ma- 

t r i z  A ,  t e r ã o  mais q  componentes, r e f e r e n t e s  aos  c o e f i c i e n t e s  

das  res t r ições  e x t r a s .  Adicionando-se a  este conjun to  de m+n-1 

v e t o r e s  q  v e t o r e s  de f o l g a  ou a r t i f i c i a i s ,  uma vez que as q  res - 

t r i ções  a d i c i o n a i s  ( 4 . 4 )  envolvem v e t o r e s  de f o l g a  ou a r t i f i -  

c i a i s ) ,  tem-se m + n + q - 1 v e t o r e s  l inearmente  independentes  

que c o n s t i t u i r ã o  a  base  p a r a  o  problema de t . ranspor te  r e s t r i t o ,  

c u j o  rank s e r á  m + n + q - 1. 

Inversamente;  considerando-se os v e t o r e s  que 

formam a  base  B ,  e d e l e s  r e t i r ando- se  a s  q componentes r e l a t i v a s  

às r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s ,  t e m - s e  m + n + q - 1 v e t o r e s  colunas  

r eduz idos ,  com m + n componentes, dos q u a i s  somente m + n - 1 

v e t o r e s  l inearmente  independentes ,  v i s t o  que o s  q v e t o r e s  a r t i -  

f i c i a i s  ou de f o l g a  de B ,  quando reduz idos ,  tornam-se nu los .  A 

ma t r i z  [(m+n) x (m+n-l)] composta dos m + n - 1 v e t o r e s  l i n e a r -  

mente independentes  t e r á  rank = m + n - 1 e s e r á  a base  p a r a  

o  problema de t r a n s p o r t e  puro,  c u j a  notação é BT. 

A notação m a t r i c i a l  da base  B será: 



onde : 

BT [(mfn) x (m+n-l)] - base para o problema de t r anspor te  pu - 

ro.  

F~ Lq x (m+n-l)] - matriz de "f l ags" ,  associada a B T 

B~ 
[(m+n) x q] - matriz  dos arcos adic ionais  reduzidos 

FA lq x q] - matriz  de "f  lags"  associada a B A'  

A matriz B poderá também ç e r  e s c r i t a  como: 

onde 

Esta  pa r t i ç ão  da base corresponde ao esquema 

ge ra l  de pa r t i ção  proposta por Charnes e Cooper [7] no método 

de reversão dupla. 

Aos m + n - 1 vetores  colunas de B que for-  

mam a matriz B associa-se um grafo  p a r c i a l  de G cujos arcos pos T - 



suem " f l a g s " .  E s t e  g ra fo  p a r c i a l  denomina-se árvore  geradora 

com arcos "f lagged".  O s  ve to res  colunas de B que formam a ma- 
A 

t r i z  B são v i s t o s ,  simplesmente, como arcos ad ic iona i s  à Zrvo 
A - 

A A 

r e  geradora B 
T ' 

Adicionando-se um ve to r  de B 5 árvore gerado 
A - 

r a  B c r i a - se  um c i c l o  e. s e  forem adicionados q ve to res  
T r 

de 
A A 

BA, cria-se-ão q c i c l o s  fechados d i f e r e n t e s  em B 
T '  

Por tanto  

a  base B pa ra  o problema de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o  pode s e r  v i s t a  

como um gra fo  conexo tendo pe lo  menos q c i c l o s  fechados. 

De acordo com o que f o i  v i s t o  anteriormente 

uma base viaGei i n i c i a l  para  o problema de t . ransporte  r e s t r i t o  

pode s e r  formada a  p a r t i r  de uma base v iáve l  ou Ótima p a r a  O 

problema de t r a n s p o r t e  puro a  qua l  adiciona-se q ve to res  de £01 - 

ga ou a r t i f i c i a i s .  

Exemplo : - 

Se ja  o problema de t r a n s p o r t e  (2x3) com duas 

r e s t r i ç õ e s  ad ic iona i s .  



Matriz A associada ao problema 



Base i n i c i a l  para  o problema de t r a n s p o r t e  
A A A A A A 

r e s t r i t o :  B = {Pll P12 P22  P23 Pal Pa23 sendo: 

B = (P l l l  P121 Pss l  Ps3 1 base ótima para  o problema de t r ans -  

p o r t e  puro.  

Usando-se a  p a r t i ç ã o  da base ( 4 . 7 )  tem-se: 



o o 

e ,  por ( 4 . 8 ) :  

Grafo associado a B 

O s  vetores de BA formam 2 c i c l o s  fechados na árvore geradora BT 

e foram associados arbi t rar iamente  aos nós origem. 



4 . 4  O Problema Dual 

A formulação do problema dual  é a segu in te :  

Maximize : 

Ri e K  são  l i v r e s  ( i = l 1 2 , . . . , m  ; j = l , 2  ,... r n )  
j 

Um s is tema de equações r e l a t i v o  às r e s t r i ç õ e s  

( 4 . 1 0 )  pode s e r  desenvolvido, aplicando-se o teorema das fo lgas  

complementares 2s r e s t r i ç õ e s  duais .  Es tas  tomam a forma de i- 

gualdade, quando associadas às  v a r i á v e i s  bás icas  do problema 

primal.  Por tanto ,  pode-se e sc rever  u t i l i z a n d o  a p a r t i ç ã o  da ba - 

onde : CT - v e t o r  cus to  associado aos arcos bás icos  

CA - v e t o r  cus to  associado aos arcos e x t r a s  

R ,  K ,  S - aval iadores  duais .  



4 . 5  c á l c u l o  dos aval iadores  duais R ,  K e 6 

Desenvolvendo ( 4 . 1 1 )  tem-se : 

0s va lo res  de R e K se rão  faci lmente de ter -  

minados por  ( 4 . 1 2 )  após t e r - s e  calculado o va lo r  de 6 .  

Sabendo-se que 6 e s t á  associado 5s r e s t r i -  
A 

çÕes ad ic iona i s  do problema prima1 e ,  que cada arco  de BA. quan - 
4 

do adicionado a B forma um c i c l o ,  o va lo r  de 6 pode s e r  ca l -  
T '  

culado u t i l i z a n d o  as  q condições impostas por cada arco  a d i c i o  - 
A A 

na1 de BA à árvore geradora B 
T'  

Quando um c i c l o  é c r i ado  e m  BT a t r avés  de 

um arco  de f o l g a  ou a r t i f i c i a l ,  o v a l o r  da componente b r  de 6 

s e r á  S r  = O ou 'r = M ( M  > > 0) , respectivamente.  

A 

Se BA f o r  c o n s t i t u i d a  de ve to res  de fo lga  

ou a r t i f i c i a i s  tem-se B = O e por (4.13) 
A 

F + matriz  diagonal  cujos  elementos são  -1 e/ou 1, respect iva-  
A 

mente. 



T CA + v e t o r  cus to  cujos  elementos s e r ã o  O ou M ,  respectivamente 

aos ve to res  de f o l g a  ou a r t i f i c i a i s  e por t an to  os  va lo res  

das componentes S r r  de 6 ,  s e r ã o  6 = O ou 'r = M s e  os r 

q ve to res  de B forem de f o l g a  ou a r t i f i c i a i s .  Se 
A B~ 

c o n t i v e r  somente um v e t o r  de f o l g a  ou a r t i f i c i a l ,  o v a l o r  

da componente de 6 r e l a t i v a  a e s s e  ve to r  s e r á  = O ou 

'r = M. 

A 

Quando um c i c l o  é c r i ado  em B por um arco  T 

de B ~ ,  s e m  s e r  de f o l g a  ou a r t i f i c i a l ,  i s t o  é, por  um v e t o r  de 

B que pode s e r  e s c r i t o  como uma combinação l i n e a r  dos ve to res  A 

bás icos  de BT; O va lo r  de s e r á  encontrado resolvendo o sis- 

tema de equações duais  associadas aos arcos de BT que entram 

na combinação l i n e a r ,  juntamente com a equação r e l a t i v a  ao ar -  - A 

co de BA que c r i a  o c i c l o  em BT. 

A 

S e j a ,  por  exemplo, um arco  (1, p) de BA que 
A 

c r i a  um c i c l o  em BT, denotado pe los  arcos I (1, 1) , ( 2 , l )  , ( 2 , 2 )  , 

e s c r i t o  como uma combinação l i n e a r  dos ve tores  P 11, P21 '  P22' 

P32 t  O-• r Ppp ; de acordo com o que mostra a tábua abaixo. 



Sistema dual associado aos arcos do c ic lo .  

Os valores de 6 que satisfazem ao sistema 

( 4 . 1 4 )  s a t i s f a rão  também a uma combinação l inear  de ( 4 . 1 4 )  . 

Multiplicando-se, alternadamente, por (-1) 

e (i-1) as equações acima e somando-se as mesmas, obtém-se: 



Este  r e su l t ado  pode ser e s c r i t o  como: 

Generalizando, por (4.15) temos que uma solu- 

ção v i á v e l  p a r a  o  s i s tema de equações dua i s ,  associada a um c i -  

c l o ,  deve s a t i s f a z e r  a  uma. combinação l i n e a r  des tas  equações 

duais . 

O g r a f o  correspondente ao c i c l o  ( 4 . 1 4 )  s e r á :  



De acordo com o que f o i  v i s t o  acima, cada ci-. 
4 

c10 em BT determina uma equação que deve s e r  s a t i s f e i t a  pelos  

aval iadores  duais  c Y r ,  r = 1, 2 ,  .. . , q.  Por tanto  os  q c i c l o s  

em BT determinam q equações com q v a r i á v e i s  ( 6 i,. 6 , . . . , c Y q )  

A matr iz  dos c o e f i c i e n t e s  d e s t a s  q equações s e r á  chamada de Q.  

Cada equação em Q é determinada por uma com- 

binação l i n e a r  das equações ( 4 . 1 2 )  e (4.13) onde exatamente uma 

equação em (4.13) é mult ip l icada  por  um c o e f i c i e n t e  d i f e r e n t e  

de zero  e por tan to  e s t a  equação de 4.13 pode s e r  s u b s t i t u i d a  

por e s s a  combinação l i n e a r ,  de todas as  l inhas  sem a l t e r a r  a so- 

lução do s is tema.  Repetindo-se o mesmo processo para  a s  q equa - 

ções de (4.13) tem-se um sis tema equiva lente  a ( 4 . 1 2 )  e (4.13) 



T onde C é um ve to r  c u s t o  com q componentes associado às equa- 
Q 

çÕes dos c i c l o s .  

Determinando-se o v a l o r  de 6 por (4.15) e  

subs t i tu indo  o va lo r  encontrado em ( 4 , 1 4 )  determina-se os  valo- 

res de R e  K ,  explorando a  t r i angu la r idade  da árvore geradora 

BT. 
Tendo-se os va lo res  de R ,  K e  6 ,  ca lcula-se  os  va lo res  de 

r .  - 
' i j  ' i j  

onde Z i j  = Ri + K + 1 f i j  6, (i = 1, 2 ,  ... , m: 
j  r=1 

4 . 6  - Propriedades da matr iz  Q r11 

i) Q é não s i n g u l a r  

Cada l i n h a  de Q é uma combinação l i n e a r  não 

nula  das l i n h a s  da matr iz  de c o e f i c i e n t e s  do s is tema dua l ,  que 

por sua vez, s ã o  l inearmente independentes,  po i s  são  formadas 

p e l a  t r a n s p o s t a  da base pr imal .  Por tanto  as  l inhas  de Q formam 

um conjunto l inearmente independente. Sendo Q não s i n g u l a r  e- 

-1 -1 x i s t e  Q t a l  que Q . Q = I:. 

Q 
-1 é uma sub-matriz da matr iz  i n v e r s a  genera l izada  da base 

ii) 
# 

(2 esquerda ) ,  denotada por B , .e ocupa as  q Últimas campo- 

# nentes  das q Últimas l i n h a s  de B . 

Usando a  t é c n i c a  de Poly-w de Charnes e  



+i 
Cooper r71 pode-se de te rminar  uma l i n h a  completa de B (mat r iz  - 
i n v e r s a  gene ra l i zada ,  5 esquerda  de B )  . 

S e j a  (m+n) o í n d i c e  d a  l i n h a  a ser 

Tem-se en tão :  

gerada , 

onde em+n é um v e t o r  u n i t á r i o  com m+n+q-1 componentes, tendo 

1 n a  (m+n) -ésirna componente. - A (m+n) -6sima l i n h a  de B é a p r i -  

meira  das  q Últimas l i n h a s  de B , v i s t o  que B possu i  m-tn+q-1 

l i n h a s  e (m+n+q) colunas .  

Expandindo ( 4 . 1 6  ) t e m - s e  : 

onde el é um v e t o r  u n i t á r i o  com q componentes tendo 1 na 

meira  componente. 

Por  ( 4 . 1 4 )  e (4.15) tem-se um s i s t e m a  

(4.17) 

(4.18) 

p r i -  

equiva - 
- 

l e n t e  a (4.17) e (4.18) tendo Q como sub-sistema. No caso  CT e 

u m  v e t o r  nu lo  e C é um v e t o r  u n i t á r i o ,  
Q 



T T -1. De ( 4 . 2 0 )  t e m - s e  6 = elQ , o que s i g n i f i c a  

que 6 T  compreende a lo l i n h a  de Q-l e a s  q Últimas e n t r a d a s  da 

# 
(m+n)-ésima l i n h a  de B . A s  r e s t a n t e s  (m+n) ésimas componen- 

t e s  da (m+n)-ésima l i n h a  de B poderão ser ca lcu ladas  s u b s t i t u i n  - 

do-se o v a l o r  de 6 em ( 4 . 1 9 ) .  Repetindo-se o processo p a r a  os 

ve to res  u n i t á r i o s  em+n+ll 
-1 mostra-se que Q OCU 

R 

=k 
pa a s  Últimas q componentes das  Últimas q l i n h a s  de B e po r t an  R 

# 
t o  6 uma sub-matriz de B . 

A 

iii) Se BA f o r  c o n s t i t u i d a  de ve to res  de f o l g a  ou a r t i f i c i a i s  

a mat r iz  Q será uma mat r iz  d iagonal  com -1 e/ou +1 na dia-  

gonal p r i n c i p a l .  

A 

Sendo os elementos de BA ve to res  de f o l g a  ou 

a r t i f i c i a i s  en tão  B = O e F s e r á  uma mat r iz  diagonal  
A A 

com 

-1 e/ou +1 na d iagonal  p r i n c i p a l .  

D e  (4.13) tem-se: 

T T T 
( R ~ ,  K ) B A  + 6 FA = CA Fazendo BA = O 

- T 
que é equ iva len te  a (4.15) sendo FA - Q e CA 

T 
= C ~ -  



Por tanto  Q é uma matr iz  diagonal com -1 e/ou 

+1 na diagonal  p r i n c i p a l  

i v )  Se Q é uma matr iz  diagonal  (qxq) com +1 e/ou -1 na diago- 

-1 na1 p r i n c i p a l  en tão  Q = Q. 

De acordo com a e s t r u t u r a  de Q tem-se Q.Q=I. 

Sendo Q não s i n g u l a r ,  e x i s t e  Q-L t a l  que: 

Logo Q = Q 
-1 

4 . 7  ~ e p r e s e n t a ç ã o  de u m  a rco  (s ,  t) 

Dentre a s  p a r t e s  que s e  fazem necessá r i a s  

conhecer da tábua  simplex, associada ao problema de t r a n s p o r t e  

r e s t r i t o ,  e s t á  a representação Y do arco de en t rada  ( s ,  t )  em 

re lação  aos ve tores  bás icos .  Es te  a rco  s e r á  determinado a t r a -  

vés do c r i t é r i o  de en t rada  do método simplex., i s t o  é, 

De acordo com a p a r t i ç ã o  da base B em ( 4 . 8 )  
A 

o ve to r  coluna de A, Pst ,  correspondente ao arco  (s , t) , pode 

s e r  par t ic ionado em Pst , que é a p a r t e  de Pst r e l a t i v a  ao pro- 

blema de t r a n s p o r t e  puro, e por tanto ,  composta de suas m+n 



A 

primeiras  componentes e em F s t '  pa r t e  de Pst r e l a t i v a  às restri- 
A 

ções adic ionais  e ,  composta das q Últimas componentes de 
A 

Pst-  

Do mesmo modo, Y ,  representação de Pst em relaçáo aos vetores  

básicos,  s e r á  part icionado em YT e YA. 

Sabendo-se que todo ve to r  de A pode s e r  e s c r i  - 

t o  como uma combinação l i n e a r  dos vetores bás icos ,  tem-se: 

Usando a pa r t i ç ão  da base 

O va lo r  de Y poderia s e r  calculado por ( 4 . 2 1 )  

5# - 
e s e r i a  dado por Y = B Pst (4 .23)  

O cá lcu lo  de Y ,  porém, f i c a  mais simples,  

-# quando, em lugar  de s e  ca l cu l a r  B , o que é computacionalmente * * muito caro ,  usa-se uma sub-matriz de B , notada por BL, que e 

-1 
composta das q Últimas l inhas  de B e que contém Q como sub-ma - 

t r i z .  

Visto que YA denota as  q Últimas componentes 

de Y ,  pode-se escrever :  



Esquema: 

A 

N ~ O  sendo Pst um v e t o r  de fo lga  ou ar t i f ic ia l ,  

o v e t o r  reduzido Pst conterá  apenas duas ent radas  não n u l a s ,  s 

e m + t ,  e ,  ao mul t ip l i ca r - se  as (m+n) pr imei ras  en t radas  das q 

.# 
l i n h a s  de BL por  Pst v e r i f i c a - s e  que somente a s-ésima e 

4= (m+t)-ésima colunas de BL precisam ser conhecidas para  o cá lcu lo  

de YA. Es tas  colunas se rão  d.eterminadas usando a t é c n i c a  de 

Poly-w, onde, nas q l i n h a s  geradas determinar-se-ão somente O 

s-ésimo e o ( m + t )  ésimo elementos. 

Ã s  duas en t radas  não nulas  de Pst há e m  cor- 

respondência os pseudo-avaliadores duais  R 
S 

e K t l  associados ao 

apropriado pseudo-vetor 6 em Q-I. Assumindo-se que o s i s tema 

em ( 4 . 1 9 )  t e m  um grau de l ibe rdade ,  te r -se-á  cada va lo r  de 

=/I= 
Rs = O na s-ésima coluna de BL, bastando c a l c u l a r  a s  q ent radas  

na (m+t) -6sima coluna de B# i s t o  é, os va lo res  de X t .  
L '  

O s  va lores  de K s e rão  gerados usando ( 4 . 1 6 )  , t 

num t o t a l  de q i t e r a ç õ e s .  O s  ve to res  u n i t á r i o s  se rão  r e s p e c t i v a  - 

mente em+nl e m+n+l " ' ' em+n+q-l* Em cada e t a p a  o v a l o r  de Rs 

s e r á  zero.  

Conhecendo-se os  q va lores  de K t ,  que cons t i -  

tuem o v e t o r  Kt (qx l )  , e a matr iz  Q-I, Y pode s e r  e s c r i t o  como: 
A 



* 

No cálculo  acima assume-se que P não é um s t  

vetor  de fo lga  ou a r t i f i c i a l ,  po i s ,  s e  o f o r ,  o ve tor  reduzido 
- 

Pst s e r á  um ve to r  nulo e nes te  caso, K não p rec i sa  s e r  de ter -  t 

minado e YA s e r á :  

Expandindo ( 4 . 2 2 )  tem-se: 

A s  equações (4.27) e (4.28) t e r ão  Única so lu  - 
A 

ção, em v i r tude  de Pst t e r  uma única representação em re lação  

à base B ,  e de s t e  modo, Y poderá s e r  calculado usando somente T 

a equação ( 4 . 2 7 ) .  

Sendo BT,  base para  o problema de t r anspor te  

# 
puro, sua inversa  (à  esquerda) s e r á  notada por BT. D e  (4.27) 

vem : 



Yst - representação de Pst em re lação  à base BT 

yK - representação do k-ésimo v e t o r  coluna de BA em re lação  à 

base BT K = 1 ,  2 ,  ... , q .  

Yak - K-ésima componente de YA. 

O s  ve tores  Yst e Yk podem s e r  calculados 

por  ( 4 . 2 9 )  , e n t r e t a n t o  o cá lcu lo  das representações de Pst e 

dos q ve tores  de B torna-se mais rápido u t i l i z a n d o  o 
A 

método 

de "S tepping-Stone " . Em p a r t i c u l a r ,  pa ra  determinar Yst b a s t a  

encont rar  um caminho Único na árvore geradora B do nó origem T I  

s ,  ao nó d e s t i n o  t. Es ta  representação s e r á  Única. O que f o i  

f e i t o  para  Y s t I  s e r á  r ea l i zado  para  os  q ve tores  de BA. Portan - 

t o ,  para  o cá lcu lo  de YT por 4.30 b a s t a  determinar q + l  cami- 

nhos Únicos. Note que s e  BA f o r  c o n s t i t u i d a  de ve tores  de f o l -  

ga ou a r t i f i c i a i s ,  as  representações de Yk des tes  ve tores  s e r ã o  

nulas .  

4 . 8  ~mplementação da mudança de base 

Para e fe tua r - se  a mudança da base B a t r avés  

do processo usua l  de programação l i n e a r ,  necess i ta r -se-á  do 

va lo r  a tua l i zado  de Po e da representação Y ,  do arco de en t ra -  

da (s, t ) .  

O ve to r  Po é ob t ido ,  in i c i a lmen te ,  dos algo- 

ritmos de i n i c i a ç ã o  para  o problema de t r a n s p o r t e  puro e o seu 

v a l o r ,  a tua l i zado ,  a t r avés  de pivo-teamento em cada i t e r a ç ã o .  



A l é m  de Po , é imprescindível  conhecer os  v a l o  - 
-1 r e s  a tua l izados  de Q e 6 ,  em cada i t e r a ç ã o ;  pois  v e r i f i c a - s e ,  

de acordo com o que f o i  abordado anter iormente,  que Q-L e 6 de- 

sempenham um papel  fundamental pa ra  o desenvolvimento do algo- 

rí tmo . 

Tendo-se a representação Y de um ve to r  de en- 
A 

t r a d a  Pst e a representação a tua l i zada  de P determina-se o ' O 

ve to r  que s a i r á  da base ,  de acordo com o c r i t é r i o  de s a í d a  do 

método simplex, i s t o  é: 

Ai O = min ( 'ik > O ; i = 1, 2, ... , m+ntq-1) 

rk 'ik 

onde , r é o no da l i n h a  pivÔ. 

Conhecendo-se o n9 - r da l i n h a  pivõ,  torna-se 

necessár io  c a l c u l a r  somente suas  q Últimas componentes, que se-  

-1 rão  chamadas de 6 importante pa ra  a a tua l i zação  de Q , po i s  
Q: 

-1 +k 
Q ocupa as  q Últimas en t radas  das q Últimas l i n h a s  de B . 

Se r = m+n+i, i = 1, 2 ,  ... , q-1, en tão  

s e r á  a i-ésima l i n h a  de Q - ~  cujo va lo r  é conhecido. 

Se r # m+n+i, i = 1, 2 ,  . . . , q-1, a r-ésima 
4k 

l i n h a  de i3 pode s e r  determinada a t ravés  da t é c n i c a  de poly-w. 

O cá lcu lo  de 6 porém, s e  t o r n a  mais s impl i f i cado ,  usando c?' a s  
A 

informações geradas para  a representação do v e t o r  de en t rada  Pst.  



- 
P o r  ( 4 . 2 3 )  v e m  Y = B  Pst 

E s q u e m a :  

D - s u b - m a t r i z  de B: f o r m a d a  pelas m+n p r i m e i r o s  vetores colu- 

* 
P o r  ( 4 . 2 9 )  t e m - s e  YT = BT Ps t  

* - B  B  Y  onde 
T  A A  

d!= - 
S a b e - s e  por ( 4 . 2 4 )  que YA = BL Ps t .  U t i l i z a n  - 

do ( 4 . 3 1 )  v e m :  

Y A = D .  

- # 
Subs t i tu indo-se  ( 4 . 3 2 )  e m  YT - BT Ps t  - B$ BAyA 

#= Y T = B  P  
=H= 

T 
s t  - B ~  B A ( D  pSt + Q - ~ F , ~ )  

YT = B*P 
=H= 

T s t  - B~ B~ Pst  - B: B ~ Q - ~ F ~ ~  

-1 
YT = (B? - BA D) Pst  + (-B$ BAQ Fst 

* 
P o r t a n t o  B  pode ser par t ic ionada em:  



Sabe-se por (4.30) que 

31= K = 1, 2 ,  . . . , q .  Subst i tuindo-se em -BT BA Q-I tem-se: 

Se ja  yT(r)  O ve to r  formado pe las  r-ésimas 

componentes das q representações de cada um dos ve to res  de B~ 

e m  re lação  a BT. Sabendo-se que So é o ve to r  formado p e l a s  - 
q Últimas componentes da l i n h a  pivÔ r tem-se: 

4 

Antes de s e  r e a l i z a r  a mudança de base ,  e 

importante v e r i f i c a r ,  s e  a p a r t i ç ã o  da base B ,  dada por ( 4  7 )  

é mantida, i s t o  é, s e  o ve to r  que e n t r a  em B não d e s t r ó i  a es -  
A 

T 

t r u t u r a  da árvore geradora BT. Por tanto ,  dado um arco  de e n t r a  - 

da (s  , t) , t rês  casos podem ocor re r :  

A A - 
i) O v e t o r  que e n t r a ,  Pst ,  s u b s t i t u i  um v e t o r  em BA, nao a l t e -  

A 

rando a base BT. Neste caso o pivoteamento pode s e r  r e a l i -  

zado imediatamente. 



ii) O v e t o r  que e n t r a ,  Ps t ,  s u b s t i t u i  um ve to r  em BT,  mas não 
A 

d e s t r ó i  a e s t r u t u r a  da árvore geradora B T ,  i s t o  é, não f o r  - 

m a  c i c l o .  Neste caso,  o pivoteamento pode s e r  r e a l i z a d o  

imediatamente. 

iii) O ve to r  que e n t r a ,  Pst , s u b s t i t u i  um v e t o r  em BT e d e s t r ó i  

a e s t r u t u r a  da árvore geradora,  p o i s ,  forma um c i c l o  e m  
A 

B~ 
. Neste caso,  an tes  do pivoteamento tem-se que e f e t u a r  

A 

uma t r o c a  e n t r e  o ve to r  P r ,  que deixa a base ,  por um ve to r  
a a A 

Px de BA. Deste modo o v e t o r  Pst e n t r a r á  em BA, mantendo 

a e s t r u t u r a  da árvore geradora B T '  

Examinando-se a representação Yst de um ve- 
A 

t o r  de en t rada  Pst ,  pode-se c o n s t a t a r  s e  P c r i a  ou não um c i -  
A 

s t  

c10 na árvore geradora BT. Se a r-ésima componente de Yst  f o r  
A A 

d i f e r e n t e  de ze ro ,  o ve to r  Pst não c r i a  um c i c l o  em B T'  
po is  

P r ,  que de ixa  a base ,  e s t á  no caminho Único de Ps t ,  do nó o r i -  
A 

gem s ao nó d e s t i n o  t. O v e t o r  Pst c r i a r á  um c i c l o ,  s e  o ve- 

t o r  Pr não f o r  usado na representação de Pst ,  i s t o  é, se a 

r-ésima componente de Yst f o r  nula .  

A 

Quando o c i c l o  é formado, e x i s t e  um arco  
A A a A 

Px 

em BA que s u b s t i t u i r á  Pr.  O v e t o r  Px de BA, c u j a  r-ésima compo - 

nente de sua representação Yx f o r  d i f e r e n t e  de zero ,  s e r á  o ve- 
A 

t o r  escolhido p a r a  s e r  t rocado por  Pr; mantendo d e s t a  maneira, 
A A 

a e s t r u t u r a  da árvore  geradora BT. De f a t o ,  o ve to r  Pst subs- 
A A 

t i t u i r á  um v e t o r  Pr em BT,  s e  o elemento pivÔ e s t i v e r  nas 

m+n-1 pr imeiras  componentes da representação Y .  Denotando-se 

o elemento pivÔ por  Y T ( r )  , te r -se-á ,  Y T ( r )  # O , ou s e j a ,  Por 



Visto  que P r  não s e  encontra  no caminho 

Único de Ps t ,  en tão  Y ( r)  = O .  I s t o  implica na s t  e x i s t ê n c i a  
A 

de pe lo  menos um v e t o r  P e m  B c u j a  representação,  
A Yxf  possui  

X 

a r-ésima componente não nu la ,  ou s e j a ,  Y x ( r )  # O , sendo Y # O .  ax 

Passos a s e g u i r  quando se faz  necessá r i a  a t r o c a  de ve tores  - 

A 

i) Encontre um v e t o r  P em BA t a l  que Y x ( r )  # O .  Mude as  pos i  
X - 

ções bás icas  de Px e Pr.  

A 

ii) Troque a l inha  em Q-I associada  com Px com 6 e reordene P 
A 

C> o 
e a representação Y ,  de Pst. Uma vez f e i t a  a mudança, pode- 

se da r  i n í c i o  ao  pivoteamento. 

4 . 9  - Algorítmo g e r a l  

Passo 1 - Obtenha uma solução i n i c i a l  v iáve l  p a r a  o - problema 

de t r a n s p o r t e  puro. Selecione da matr iz  de coe f i c i en  - 

t e s  do problema de t r a n s p o r t e  r e s t r i t o  os  ve to res  bá- 

s i c o s  e adicione q ve to res  de f o l g a  ou a r t i f i c i a i s .  

Determine os  f luxos  nos arcos básicos.  

Passo 2 - P a r t i c i o n e  a base em uma árvore geradora BT e uma ma- 
A 

t r i z  BA c o n s t i t u i d a  de q ve to res  de f o l g a  ou ' a r t i f i -  



c i a i s .  I n i c i a l i z e  o v e t o r  6 ( lxq )  fazendo S i  = O ou 
, I  , 

6 i  = M s e  a i-ésima coluna de BA 6 um ve to r  de fo lga  

ou a r t i f i c i a l ,  respectivamente.  Forme Q ,  mat r iz  dia-  

gonal (qxq) tendo o i-ésimo elemento diagonal igual a "1 
A 

ou +1, se o i-ésimo ve to r  coluna de BA é um v e t o r  de 

f o l g a  ou a r t i f i c i a l ,  respectivamente.  Faça Q - ~  = Q. 

Passo 3 - Determine os va lores  dos aval iadores  duais  ( R ,  K )  , e 2  
A 

plorando a t r i angu la r idade  da árvore geradora BT usan - 

T T T T do ( R  , K )BT = CT - 6 FT. Encontre Z i j  - 'i j 
para  

(i = 1 2 . , m ; j = 1, 2 ,  ... , n ) .  Faça 

Z s r  - C = -6  -M e ZAr - 'ar 
= 6 - M s e  os  veto- sr  

r e s  forem de fo lga  ou a r t i f i c i a i s .  Se os  preços b á s i  - 

tos forem Ótimos vá p.ara 13,  de ou t ro  modo encontre  

o ve to r  que e n t r a  Pst sendo Zst  - Cst = min ( Z i  - 

- Ci , Zsr  - Csr) e vá p a r a  4 . 

T T T Passo 4 - U s e  ( R  , K , 6 ) B  = em+n+i - , i ,  2 . .  - 1  pa- 

r a  g e r a r  z as  q Últimas componentes do v e t o r  coluna t '  

na tábua ,  que corresponde ao aval iador  dual  K t* 

Passo 5 - U s e  a expressão (4.25) para  ge ra r  YA,  a s  Últimas q 
A 

componentes da representação de P s t '  

Passo 6 - Use (4.30) para  ge ra r  a s  pr imeiras  m+n-1 componentes - 
A 

de Y , representação de Pst.  

Passo 7 - Tendo Po e Y use o usual  c r i t é r i o  de s a í d a  de progra - 



mação l i n e a r  para determinar o vetor  que deixa a base. 

Passo 8 - Use a expressão (4.33) s e  necessário, para gera r  as q 

entradas da l inha  pivÔ r ,  r f m + n - i ,  i = 1 , 2  ,... ,q-1. 

A A 

Passo 9 - Se Pst e n t r a  em BA, vá para 1 2 ,  caso con t rá r io  vá para - 

Passo 10 - Determine s e  Pst c r i a  um c i c l o  em B T '  Se c r i a r  vá pa- 

r a  11, caso contrár io  vá para 1 2 .  

Passo 11 - Implemente uma t roca  de vetor  para manter a par t ição - 

da base como uma árvore geradora, mais q vetores adi- 

c i  onai s . 

-1 Passo 1 2  - Dados Y e 6 ache os valores atual izados de Q , 6 e Q 
Po a t ravés  de pivoteamento. vá para 3 . 

Passo 13.- Se todas as  var iáveis  a r t i f i c i a i s  estiverem fora  da ba - - 

s e ,  a solução é ótima, de outro  modo o problema é in-  

v iável .  E m  qualquer caso PARE. 

4 .10  -- Exemplo numérico - 

Considere o problema de t ranspor te  com duas 

r e s t r i ções  adic ionais ,  (3x4) abaixo. 

Minimize xll + 6x12 + 3x13 + 5x14 + 7~~~ + 3~~~ + + 6~~~ + 

-k 9~~~ + 4x32 -k 5~~~ f 4~~~ + O s l  + O s 2  + MA1 + MA2 





Por conveniência os  coe f i c i en tes  não nulos 

das r e s t r i ç õ e s  ad ic iona i s  são  coe f i c i en tes  u n i t á r i o s .  

1s i t e r a ç ã o  

1) obtenção da solução.  v iáve l  p a r a  o problema de t r a n s p o r t e  

puro pe lo  processo de cus tos  mínimos de l i n h a s .  

Adicionando-se os ve to res  a r t i f i c i a i s  P e Pa2 tem-se a 1  

Fluxos bás icos  associados : 



T 
6 = ( M ,  M )  

T T T 3 )  Usando ( R ~ ,  K ) B T  = CT - S FT 

FT - matriz nula, para essa  i te ração  



A 

v e t o r  que e n t r a  é P 14 ' 

4 )  c á l c u l o  de .e4 u t i l i z a n d o  

Fazendo RL = 0 ,  p o i s  P é o v e t o r  que e n t r a  14 



Repetindo o processo para: 

tem-'se K4 = O 

5 )  cá lculo  de YA 

Yk = ( 0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 )  para K = 1, 2 ,  pois  s ão  a r t i f i -  

c i a i s .  



Y; = ( O ,  1, 1, -1, -1, 1) 

Y =  [:I yT = ( O ,  1, 1, -1, -1, 1, 1, O )  

A 

P22 
é o v e t o r  que s a i r á  da base.  

' 1 4  náo c r i a  c i c l o ,  po i s  P22 está no cami- 

nho Único. i s t o  é, a 3° componente de Y14 6 não nula.  

8)  Como todos os  ve to res  de BA são  nulos 

sT = ( O ,  0 )  
Q 

Plvoteando tem-se : 



a 2- i teracão:  

- 
'i j 

Cij = ( O ,  -1, O ,  O ,  - 8 + M ,  -M, O ,  -3. 2 M - 9 ,  0 .  2 M - 3 1  

A 

Vetor que en t r a  é P 3 3 '  



Sendo P: = (11, 7 ,  2, 10, 13, 12, 4, 18) 

7  min (- , 12 4 18 4 
I 
- } = -  

1 1 1 1 1 

é o ve to r  que s a i  da base 

Pivoteando tem-se: 



P33 6 um vetor de B que forma um ciclo em B A T 

C33 - C34 + 5 4  - 5 3  
= 5 - 4 + 5 - 3 = 3  

a 3- i teração: - 

T 
( R ~ ,  K ) = (O, -2, 2-M, 1, 2+M, 3, 2+M) 

- 
' i j  ' i j  

= (O, -1, 0, 0, M-8, M-3, 0, -3, -6 ,  0, 0, 0, M-3, -M, 

A 

Vetor que en t ra  é P22 

= ( O ,  -1, 1, 1, 1, -1) Y22 

yT = (O, -1, 1, 1, 1, -1) + (0, 1, -1, 0, 0, 1) = (OKO, o, 1, 1) T 



1 o Min {- , 13 14 10 
I 

) = -  

A 

Vetor que s a i  é P 2 3 

a  
4- i t e r a ç ã o :  

( lXTr K ~ )  = (O, 1-M, 2-M, 1, 2+Mr 3, 2+M) 



A 

Vetor que en t r a  na base é Psl 

q 

y: = YST - 1 ',kYk = ( O ,  1, -1, 0 ,  0 ,  1) 

k = l  

3 Min C- , - , 8 4 3 -} = - 
1 1 1 1 

A 

O vetor que s a i  é P 1 3  

A A 

Psl c r i a r á  um c i c lo  e m  B T 

A * 

Trocando-se as posições básicas de P13 e P j 3  t e m - s e :  



Reordenando Po t e m - s e  : 

A A 

Psl e n t r a r á  no  l u g a r  de  P13. 

P ivo teando  P: = (11, 1 7 ,  9 ,  1 0 ,  3 ,  5 ,  3 ,  1) 

sT  = ( O ,  M) 

a 5- i t e r a ç ã o :  

T 
( R ~ ,  K ) = ( O ,  -2 ,  -1, 1, 5 ,  6-MI 5)  



Vetor que e n t r a  é PZ1. 

11 1 0  5 1 
A 

Vetor que s a i  é min C- I -  I - - 3  é P  
1 1 1 1 a2 

A A A A A A - 
Nova base {P1lr P 3 3 t  P L 4 ~  P22 I P32 I P 3 4 ~  Psll p211 

Pivoteando po r  tem-se: P: = ( 1 0 ,  1 7 ,  1 0 ,  9 ,  4 ,  4 ,  1) 

a 6-  i te ração:  

Tendo em v i s t a  que - 
' i j  

< o 

A solução é ótima e s e r á  dada por: 



x* = 1 0  x i 4  = 1 0  = 1 x22 = 9 xS2 = 4 xS3 = 1 7  11 

x;4 = 4 s1 = 4 

cx* = 2 1 1  



No anexo é apresentado um programa e m  

linguagem FORTRAN, dest inado à resolução de problemas de t r a n s -  

p o r t e  com r e s t r i ç õ e s  ad ic iona i s  e ,  que f o i  e laborado,  tendo 

como base o algori tmo desenvolvido por D. Klingman e R. Russel. 

O programa em questão é cons t i tu ido  do pro- 

grama p r i n c i p a l  e t rês  sub-ro t inas .   través da pr imeira  sub-ro - 

t i n a  obtém-se a solução Ótima p a r a  o problema de t r a n s p o r t e  pu- 

ro.  Util izando-se a segunda sub-rot ina tem-se os va lo res  dos 

aval iadores  duais  Ri e  K . ( V . )  (i = 1, 2 ,  ... , m ; j = l f 2 , . . . , n )  
3 3 

e do ve to r  zT (KF) . A t e r c e i r a  sub-rot ina determina a represen - 

t ação  (Ys t )  de um arco  de en t rada  Pst em re lação  5 base do pro- 

blema de t r a n s p o r t e  puro BT. 

5 .1  - Dados de en t rada  

O s  dados de en t rada  são  perfurados e m  car-  

t õ e s  que e s t ã o  d i spos tos  em c inco  grupos. 

l? grupo - é c o n s t i t u i d o  de um c a r t ã o  onde s e  l ê ,  m ,  n ,  q ,  ql  , - 
q2 no formato 515. 

m - n? de or igens .  

n - n? de des t inos .  

q - número de r e s t r i ç õ e s  ad ic iona i s .  



q1 - n h e r o  de v a r i á v e i s  de fo lga .  

q2 - número de v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s .  

20 grupo - 6 c o n s t i t u i d o  de um c a r t ã o  onde s e  l ê  RT, v e t o r  com 

q componentes cujos elementos s ã o  1, -1 ou O .  Es te s  

elementos e s t ã o  associados às  r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s ,  

seguindo o seguin te  c r i t é r i o :  

1 - s e  a r e s t r i ç ã o  ad ic iona l  apresentar  o s i n a l  ( > ) .  

-1 - se a r e s t r i ç ã o  ad ic iona l  apresentar  o s i n a l  ( < ) .  - 

O - se a r e s t r i ç ã o  ad ic iona l  apresentar  o s i n a l  ( = ) .  

O s  elementos de RT s e r ã o  perfurados no forma - 

30 grupo - são  l i d o s  m c a r t õ e s ,  contendo os cus tos  u n i t á r i o s  

para  o problema de t r a n s p o r t e  puro,  que e s t ã o  dispos - 

t o s  em uma matr iz  mxn. O s  custos  s ã o  l i d o s  por  li- 

nha, tendo-se por tan to ,  m ca r tões ,  e em cada um de- 

l e s ,  n custos  a serem l i d o s  no formato (nI7)  . 

40 grupo - s ã o  l i d o s  os c o e f i c i e n t e s  das r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s ,  - 
inc lu indo os c o e f i c i e n t e s  das v a r i á v e i s  de f o l g a  

e/ou va r i áve i s  a r t i f i c i a i s .  Tem-se n e s t e  caso ,  p a r a  

cada r e s t r i ç ã o ,  um c a r t ã o  (ou mais) a s e r  perfurado 

no formato ( J 6  F5.2) onde J 6  = m x n + q 1 + 9 2 '  

50 grupo - s ã o  l i d o s  m+n+q c a r t õ e s  contendo nos m pr imeiros  a 
7 

capacidade de produção para  cada origem, OU s e j a ,  



ai (i = 1, 2 ,  . . . , m) ; nos n c a r t õ e s ,  a  s e g u i r ,  b  
j r  

capacidade de demanda pa ra  cada d e s t i n o  e  nos q ú l t i  - 

mos os va lores  de d r = 1, . . . , q .  Em cada car -  r ' 
t ã o  s e r á  l i d o  um v a l o r  no formato (F8.2) . 

5 . 2  - Dados de s a í d a  

O s  dados de s a í d a  incluem os dados de s a l d a  

p a r a  o programa p r i n c i p a l  e  os dados de s a í d a  correspondentes 

à pr imeira  sub-rot ina.  

5 .2.1 Para a  pr imeira  sub-ro t ina  há três conjuntos de s a í d a :  

i)  "shadow-price" p a r a  a s  o r igens ,  ou s e j a ,  os c o e f i c i e n t e s  de 

ii) "shadow-price" para  os  d e s t i n o s ,  ou s e j a ,  os  c o e f i c i e n t e s  de 

K j  = I ,  2 ,  ... , n. 
j r  

iii) solução ótima na sequência das or igens .  

~á qua t ro  e r r o s  de te tados  p e l o  programa, 

que s e r ã o  impressos quando ocorrerem. Nenhum poderá acontecer .  

Se um deles  o c o r r e r  o  "shadow-price" s e r á  sem s e n t i d o ,  mas a  

solução s e r á  a  melhor que pode ocor re r .  

E r ro  1 - não há elemento da base na l i n h a  que contém elemento --- 

de e n t r a d a  em uma i t e r a ç ã o .  



Erro  2 - não há base em c i c l o .  

Er ro  3 - o c i c l o  da base tem mais elementos do que os elementos 

da base.  

Er ro  4 - não há elemento no c i c l o  da base menor que K2. - 

5.2 .2  - Dados de s a í d a  p a r a  o programa p r i n c i p a l  

Para 

i 

ii) 

iii) 

i v) 

v 

v i  ) 

v i i )  

v i i i )  

cada i t e r a ç ã o  tem-se: 

IBASE - v e t o r  com m + n + q - 1 componentes cujos  elemen- 

t o s  são os í n d i c e s  dos ve to res  bás icos  p a r a  o problema de 

t r a n s p o r t e  r e s t r i t o .  O duplo índ ice  de cada ve to r  P i j t  

bás ico ,  f o i  transformado em um í n d i c e  Único K ,  a t r a v é s  da 

operação K = (i-1)ni-j .  

R e V ( K )  - aval iadores  duais .  

J max - í n d i c e  do v e t o r  a e n t r a r  na base.  

- 
Kt OU s e j a  VF. 

~ e p r e s e n t a ç ã o  Y do v e t o r  que e n t r a r á  na base .  

Vetor P o r  de f luxos  bás icos .  

Vetor CT, de custos  bás icos .  

-1 
Q , submatriz da i n v e r s a  general izada da base.  
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Quanto à solução  f i n a l ,  pode-se t e r  t rês  s a í d a s .  

i) solução Ótima e va lo r  do cus to  t o t a l  (Zo) . 

< O ,  K = 1, 2 . , mxn+ql e ii) solução i n v i á v e l  - s e  Zk - Ck - 
ainda houver va r i áve i s  a r t i f i c i a i s  na base.  

iii) solução i l i m i t a d a  - s e  os  elementos de Y forem todos não 

p o s i t i v o s .  
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Clr P T  J. P4 UC 

K A ( I ) = Z  

C D N T i N U E  

DO 102 *=11*M 

I F ( t ? A ! l f * ? J E + S )  GCI T3  3 9  
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