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A determinação da configuração Ótima de uma rede 

de transmissão de potência, assim como diversos tipos de estudos 

de planejamento envolvendo sistemas de grande porte, recai em um 

problema de síntese ou expansão de redes, considerando-se fun- 

ções côncavas de custos. A aplicação de algoritmos convenci0 - 
nais de otimização a estes problemas torna-se bastante ineficien - 
te com o aumento do tamanho da rede e do nhero de estágios de 

planejamento . 

Assim sendo, torna-se bastante Útil a resolução 

desses problemas por algoritmos que convirjam rapidamente para 

soluções aproximadas, suficientemente próximas das suas soluções 

Ótimas, de forma tal que possam ser utilizadas em estudos depla - 

nejamento que não necessitem de uma grande ~recisão quanto 2 oti - 

malidade da solução apresentada, ou como boas soluções iniciais 

para processos exatos de otimização. 

O uso de modelos simplificados, resolvidos por a1 - 

goritmos aproximados, é ilustrado por uma aplicação na área de 

expansão de sistemas de transmissão de potência, mostrando que 

seus resultados são bastante próximos dos obtidos através de mo- 

delos detalhados e algoritmos precisos. 
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ABS'TRACT 

The determination of the optimal configuration of 

a transmission network, as well as severa1 types o£ similar 

planning studies involving large systems, lead to the problem of 

network synthesis and/or expansion when concave cost functions 

are considered. The use of conventional optmization algorithms 

for these problems becomes inefficient with the increase of the 

size of the network and the number of planning stages. 

Thus it is very useful to solve such problems 

using algorithms that coverge rapidly to near optimal solutions, 

close enough to the optimal to make them useful ' in planning 

studies that do not need great precision, or as good starting 

solutions for exact optmization processes. 

The use of simplified models, solved by approximate 

algorithms, is illustrated by an application inthearea of power 

transmission systems expansion, showing that their results are 

very close to those obtained through the use of detailed models 

and precise algorithms. 
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O critério de planejamento atualmente empregado,sno 

setor energético objetiva a definição de um plano de expansão,con - 

siderando-se fatores energéticos e econÔmicos para determinação 

da melhor alternativa, tal que o mercado de energia elétrica pre- 

visto para o horizonte de planejamento em estudo possa ser atendi V 

do, com a entrada em operação das obras de geração e transmissão 

que compõem este plano. 

O programa energético brasileiro, no que tange ao 

setor -.elétrico, prevê aplicações anuais médias que atingem o mon - 

tante de quatro bilhões de dólares, nos quais os investimentos em 

obras de geração são sensivelmente maiores, representando 50% do 

total, enquanto as obras de transmissão correspondem a 30%, e as 

de distribuição e instalações gerais a 20%. Tal fato faz com que, 

na comparação de alternativas energeticamente equivalentes, sejam 

analisadas principalmente as obras de geração e seus custos res- 

pectivos, utilizando-se estimativas para os custos de transmissão, 

distribuição e instalações gerais. Torna-se necessário então, V a 

pós a escolha de uma alternativa como a que melhor atende os cri- 

térios energéticos e econÔmicos de planejamento, que sejam refei- 

tos os estudos relativos 2s obras de transmissão, principalmente, 

com um maior nível de detalhe e precisão com relação a custos. 

Existem diversos modelos e algoritmos aplicáveis 

ao problema de otimização da expansão de uma rede de transmissão, 

através da determinaçãode quais ramos devem ser expandidos, e por 



qual tipo de linhaIl51. Entretanto, a determinação de uma solução 

Ótima para este problema encontra as seguintes dificuldades: 

- Os dados necessários são, muitas vezes, estimados e.portanto 
não muito precisos, não apresentando um nível adequado de con- 

fiabilidade. 

- Nem sempre uma solução matematicamente ótima será uma solução 

ótima em termos empresariais. Por exemplo, um determinado pro- 

g,rama pode levar uma empresa a níveis de endividamento tão ele- 

vados que não compensem os investimentos envolvidos. 

- ~ l é m  disto, 5 medida em que o porte dos problemas aumenta, os 

algoritmos tornam-se em geral, ineficientes em termos computa - 
cionais, e nem sempre são aplicáveis na prática. 

Esta é a situação do setor elétrico. Como as obras 

no setor são extremamente demoradas h o atendimento ao mercado , 
que cresce a umritmo de expansão bem acelerado2, é uma necessida- 

de legalmente estabelecida, o número de usinas que compõem o par- 

que gerador e a rede de transmissão devem crescer rapidamente. 

Tem-se então, associado à grande quantidade de aproveitamentos e- 

nergéticos viáveis e 5s grandes dimensões do pais,um grande nhe- 

ro de possíveis alternativas de expansão do sistema a serem anali - 

sadas e comparadas entre si. 

( I )  A construção de uma usina hidroelétrica demora de cinco a oi- 
to anos e a de uma nuclear aproximadamente nove anos. Uma li- 
nha de 345 kV como a que liga a usi~a de  rês Marias a Belo 
Horizonte , percorrendo uma distância de 244 km, é construí- 
da a um ritmo de 10 krn/mês e sua construção demora cerca de 
dois anos. 

(2) O mercado de energia elétrica cresce a uma taxa de aproxima- 
damente 10% ao ano 112,2,61, o que faz com que os requisitos 
de energia dobrem a cada sete anos. 



Assim sendo, é necessária a existência de modelos 

que sejam flexiveis e de fácil utilização, e que selecionem al- 

ternativas mais promissoras que são então analisadas através de 

técnicas mais precisas, e por isto mesmo de aplicação mais com - 
plexa e demorada. Este trabalho se propõe a mostrar a utiliza - 
ção de modelos e algoritmos para determinação de aproximações e- 

ficientes da configuração Ótima da expansão de um sistema de 

transmissão de potência, obtidas através de pequeno esforço com- 

putacional, com a finalidade de fornecer rapidamente informações 

sobre determinadas alternativas. 

Na sequência deste estudo serão apresentadas ini - 
cialmente algumas caracteristicas do planejamento no setor ele - 

, 

tricor para em seguida proceder-se 2 formulação do problema de 

expansão de um sistema de transmissão de potência, quando serão 

então discutidas algumas técnicas aproximadas de resolução que 

serão aplicadas a dois problemas, com a finalidade de tirar-se 

conclusÕes sobre a aplicabilidade e as vantagens decorrentes do 

emprego destas técnicas. 



CONCEITOS BASICOS DE PLANEJAMENTO DE SISTEMAS :DE .GERAÇÃO 

E TRANSMISSÃO DE ENERGIA E L ~ T R I C A  

O suprimento de energia  e l é t r i c a  a um cen t ro  con- 

sumidor é composto pe las  f a s e s  de geração, t ransmissão e d i s t r i -  

buição. Na maioria  dos estudos de planejamento energét ico  a n a l i  - 

sa-se apenas os  problemas de geração e t ransmissão (principalmen - 

t e  ge ração) ,  em razão do s i s tema de d i s t r i b u i ç ã o  não depender d i  - 

retamente dos a n t e r i o r e s  16 1 ,  razão p e l a  qua l  s ó  se rão  apresenta  

dos n e s t e  c a p l t u l o  os  concei tos  bás icos  associados aos problemas 

de  geração e transmissão. 

1. Planeiamento da Geracão 

Na f i g u r a  1.1 é f e i t a  a apresentação de  uma curva 

de  carga d i á r i a  t í p i c a  que um parque gerador de  ene rg ia  e l é t r i c a  

deve atender .  De acordo com e s t a  curva,  o s is tema de us inas  de- 

ve ser capaz não só de fornecer  diar iamente a quantidade de ener - 

g i a  demandada (mercado de e n e r g i a ) ,  representada p e l a  á r e a  sob a 

curva de carga,  como também a potência  requerida hora a hora,  i n  

c l u s i v e  o p ico  d i á r i o  (mercado de pon ta ) .  A s s i m  sendo, a opera- 

ção do s is tema gerador como um todo deve s e r  t a l  que o intercâm - 
b i o  e n t r e  os  s i s temas  que compõem o parque gerador proporcione o 

atendimento 5s demandas de  ene rg ia  e ponta de  todos os  mercados. 

Outro concei to  importante é o de  energia  f i rme,  

que rep resen ta  a maior quantidade de energia  que pode s e r  gerada 



(ou o maior mercado que pode ser atendido) segundo um critério de 

garantia de suprimento pré-estabelecido 112,311. 
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Figura 1.1: Curva de carga típica 

A primeira etapa para a definição de um plano de 

expansão consiste na ordenação dos projetos de usinas, segundo a 

relação custo/benef ício (energia firme) correspondente à sua cons 

trução 1 6,16 1 . Procede-se então, dentro do conjunto de alternati- 
vas', a estudos energéticos e econÔmicos2 que irão definir O 

programa de obras a ser seguido nos anos seguintes 161. 

( l )  Cada alternativa corresponde a uma sequência de projetos e um 
cronograma de entrada em operação que possibilite o atendimen - 
to do mercado previsto. 

(2) Estes estudos envolvem simulações estáticas e dinâmicas do com - 
portamento do sistema gerador sob diferentes condições hidro- 
lógicas, balanços energéticos estáticos e dinâmicos, análise 
de intercâmbio entre sistemas e análise econômico-financeira 
das alternativas. 



2. Planejamento da ~ransmiss'ão 

Para que seja analisada a configuração do sistema 

de transmissão que interliga um sistema de usinas geradoras e um 

conjunto de centros de carga, será feita a hipótese básica de que 

este sistema de geração é capaz de atender aos mercados de ener - 
gia e ponta aos quais é solicitado, Para efeito deste estudo de 

dimensionamento da rede de transmissão, que deve ser feito preven - 

do-se o caso mais desfavorável de carregamento, serão considera- 

dos os maiores valores absolutos das injeções de potência em cada 

barra; positivas, nulas ou negativas, conforme seja uma usina,sub - 

estação ou centro de carga. 

Chama-se de ramo o sistema de transmissão entre 

dois nós (barras) da rede, incluídas as linhas de transmissão de 

um determinado tipo,e todos os equipamentos que se destinam a 

transportar uma potência de um sistema de geração para suas res- 

pectivas cargas. Com relação 2s linhas de transmissão, a legisla - 

ção em vigor permite a instalação de apenas determinados tipos de 

linhas, caracterizadas pela sua tensão nominal. A cada um destes 

tipos de linha correspondem, por exemplo, diferentes valores de 

custos, resistência e reatância por quilômetro e limite térmico 

para o fluxo de potência de linha. 

A capacidade máxima de fluxo de potência entre os 

nós - i e - j, transmitido por uma linha de transmissão do tipo k 
k (cij) , de tensão nominal vk, em função da distância di entre es- 

tes nós, é uma função como a da figura 1.2. 
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.dij 

Figura 1-2: CUBVU Capacidade x ~istãncia 

A configuração do sistema de transmissão deve ser 

tal que: 

- não ocorra sobrecarga em linha alguma, ou seja, em nenhuma li - 
nha o fluxo de potência por ela transmitido pode ser superior 5 

sua capacidade máxima. 

- seja mantida a estabilidade do sistema, o que corresponde a se- 
rem conservados certos limites para as defasagens entre os ângu - 

10s de fase das cargas na rede. 

Quanto a custos, são os seguintes os principais 

custos associados à construç~o/expans~o de um ramo da rede: 

(i) custos de contrução e expansão da capacidade de um ramo 

A ligação de dois nós da rede através de uma linha 

de determinado tipo (tensão) delimita a capacidade de transmissão 

entre estes nós. Assim, para cada tipo de linha, entre cada barra, 

haverá uma parcela da função de custos que corresponde a uma fun- 



ção degrau como a apresentada na figura 1.3. na qual cmax é o Elu - 

xo máximo de potência na linha, e I é o investimento corresponden - 

te 5 instalação de cmax. 

Figura 1.3: Custos de expans~o/construç~o de m r m  

Custo 
A 

(ii) Custos de Perdas 

Quanto maior o fluxo de potência que percorre uma 

linha, maiores serão as perdas por transmissão, e também mais cedo 

se tornará necessária a expansão desta linha, representando então 

outra parcela da função de custos. 

3 1 

21 

I 0 

Torna-se importante observar que estes dois custos 

comportam-se de formas opostas: enquanto os custos deconstrução e 

expansão aumentam quando são construídas linhas com maior capaci- 

dade de transmissão, caracterizadas por apresentarem tensão nomi- 

nal maior e atenderem 2s necessidades do sistema sem necessidade 

de expansão durante mais tempo,a transmissão emum nível de tensão 

mais elevado provoca uma diminuição nas perdaseem seus custos. 
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Tendo sido analisados os principais aspectos asso- 

ciados a um sistema de geração/transmissão, na próxima seção será 

apresentado de forma precisa o problema a ser estudado e a metodo - 
logia a ser empregada. 

~efinição da Problema 

O planejamento da expansão de um sistema de trans- 

missão pode ser feito segundo diferentes metodologias, tais como: 

(i) A partir de estimativas anuais de consumo e geração, analisa - 
se a expansão anual do sistema de transmlsão, de forma tal 

que seja a mais econômica em termos de valor atual total.Ofe - 
rece como desvantagem o excessivo tempo de resolução devido 

à árvore de soluções se abrir muito rapidamente, apresentan- 

do um grande número de alternativas, porém converge para uma 

solução ótima em termos econÔmicos~l7~. 

(ii) Fornecidas as estimativas de consumo e geração ao final do 

horizonte de planejamento, determina-se a configuração Ótima 

do sistema de transmissão para este ano e recupera-se ano a 

ano, até o início do horizonte, o caminho da evolução do sis - 

tema desde o ano inicial até a configuração final obtida. Es - 

te método apresenta como deficiência o fato de não levar em 

consideração a ocasião em que são feitos os investimentos , 

mas ,por outro lado ,apresenta mais rapidamente uma boa solução. 

Este tipo de problema é, em geral, modelado e resl - 

vido através da utilização de grafos. No entanto, para determina- 

ção de uma solução ótima para o problema, que atenda o crescimen- 

to do mercado e minimize os custos de expansão do sistemadatkans. - 



missão, a eficiência e a aplicabilidade dos algoritmos existentes 

~4~são~ensivelmente prejudicadas como aumento do porte do proble- 

ma (número de barras e linhas), que eleva demasiadamente o número 

de possiveis alternativas. Este problema agrava-se ainda mais 

quando verifica-se que as funções de custo envolvidas são em ge- 

ral cÔncavas, devido a economias de escala. ~ l é m  disto, como já 

foi dito, nem sempre uma solução matematicamente ótima correspon- 

derã a uma situação real Ótima, ou mesmo a uma solução política , 

empresarial ou fisicamente interessante de ser implantada. 

Assim sendo, o objetivo deste trabalho é a apresen - 

tação e a aplicação de uma metodologia que, a partir da configura - 

ção do parque gerador e do mercado previstos para o final do hori - 

zonte de planejamento, e de uma configuração inicial do sistema 

de'transmissão, permita a determinação rápida de uma solução apro - 

ximada para a configuração Ótima do sistema de transmissão ao fi- 

a na1 do horizonte de estudo. A utilização de tal metodologia e 

bastante variada, podendo ser aplicada &mbém em estudos de sínte - 

se de redes de comunicações 118 1 e de distribuição de energia, ca - 
racterizadas por apresentarem um número de nós bem grande, assim 

como em projetos de planejamento de transporte e em diversos pro- 

blemas de planejamento de sistemas de grande porte que envolvam 

síntese de redes, e que não necessitem de uma precisão absoluta 

quanto otimalidade da solução. 

Durante a formulação do modelo serão introduzidas 

uma série de simplificações com o objetivo de torná-lo o menos 

complexo possível, mas sempre com a preocupação de mantê-lo den- 

tro de uma aproximação confiável do caso real. Deve ser enfatiza - 
do também que, devido introdução de tais simplificações que per - 



mitirão a obtenção de um modelo linear, e própria simplicidade 

do modelo em si, esta metodologia deverá ser encarada como auxili - 

ar ao processo de planejamento, apresentando soluções viáveis e 

econÔmicamente "boas" não necessariamente Ótimas, que deverão en- 

tão ser reanalisadas com um enfoque mais dirigido ao problema de 

engenharia. 



Conceitos e ~efinições 

Um grafo G = [X,U] corresponde a uma relação defi- 

nida entre os elementos de um conjunto X de nós, através de um 

conjunto U de arcos. Sendo X = {x ,x ,x ,... } o conjunto de 
1 2  3 lXn 

nós, representa-se por 

Da mesma forma, sendo U 

X I  a sua cardinalidade, no caso igual a - n. 
= {u ,u2 ,u3 ,...,um} O conjunto de arcos, 

1 

m 6 a sua cardinalidade - 

Um grafo é dito orientado se qualquer arco - u E U 

pode ser percorrido em apenas um sentido pré-determinado. Um gra - 

£o é conexo se, para cada par ordenado de nós - i e - j E X, sempre 

existe uma cadeia (no caso de um grafo não orientado) ou um cami- 

nho (no caso de um grafo orientado) formado por arcos ua, u~.... 

uR E U que os interliga. Um arco - u E U interligando o par ordena - 
do de nós - i e j E X tambêm será designadopelanotação (i,j) 111,191. 

A partir destes conceitos são definidos alguns con - 

juntos associados aos elementos de um grafo: 

Conjunto dos nós sucessores de um nó i E X 

r'(i) = {j I j E X, (i,j) E U} 

Conjunto dos nós predecessores de um nó i E X 

i )  j j E X (j,i) E U) 



Conjunto dos nós vizinhos ao nó i E X 

i = i U !?'(i) 

Conjunto dos arcos incidentes para o exterior de um nó i E . X  

+ 
w (i) = { (i,j) 1 (i,,) c U, j c I'+(i) 3 

Conjunto dos arcos incidentes para o interior de um nó i E X 

- 
w (i) = {(j,i)l'(j,i) c U, j c I'-(i)} 

Como em geral associa-se a um grafo um fluxo de uma 

grandeza física (potência no caso em estudo), existem na maioria 

dos problemas reais restrições quanto 5s capacidades mínimas e má - 

ximas de fluxo que podem percorrer cada arco. Neste ponto torna - 

se interessante a apresentação do que seja um multigrafo, que cor 

responde a um grafo no qual existem vários arcos ligando direta - 
mente um par ordenado de n6s no mesmo ~entido~como na figura 11.1. 

I 

Figura 11.1: Multigrafo 

Como a legislação vigente só permite a instalação 

de determinados tipos de linhas de transmissão, a representação 

de uma rede de transmissão de potência por um multigrafo torna- 

se muito útil, pois desta forma pode-se representar a ligação de 

duas barras do sistema por diferentes tipos de linhas, através da 



ligação dos dois nós que as representam por diversos arcos dire- 

tos, cada um representando um destes possíveis tipos de linhas. 

Denota-se p0.r 

k 
y 2  (t) . . - * 

1 Yl (t) ----• ~;(t) 

k 
a matriz que representa de forma genérica a capacidade y (t) ins u - 
talada no arco - u através de linhas do tipo 5 no ano - t. Pode-se 

então formular o problema em estudo da seguinte forma: 

Dados um horizonte de planejamento de T anos e uma 

projeção de crescimento de mercado para este horizonte, uma confi - 

guração X de nós (usinas, subestações e cargas) tal que sua capa- 

cidade de geração atenda o mercado esperado, e a configuração ini - 

cial do sistema de transmissã0,determinar uma configuração de ca - 

pacidades instaladas Y para o conjunto U de arcos que interligará 

os nós do conjunto X, de forma tal que seja atendido o mercado 

previsto para o final do horizonte de planejamento a um custo mi- 

nimo . 



2. ~ormulação do Modelo 

Inicialmente deve ser feita a hipótese de que o 

qrafo base U, conjunto de arcos existentes ou passíveis de serem 

construídos ou expandidos, associado ao sistema de transmissão é 

conhecido e conexo. 

será representado por xtj o fluxo de potência ati - 

va entre os nós - i e através de linhas de transmissão do tipo - k, 

com a seguinte convenção: 

x > O - potência transmitida de - i para - j i j 

X 
k = O - fluxo de potência nulo através deste ramo i j 

x < O - potência transmitida de j para i i j - - 

observação: k E C ='{c ,c , ..., c = conjunto de tipos de li- 
1 2  P 

nhas de transmissão previstos pela legislação. 

Sendo pi a potência ativa injetada no nó i E X, - 
são as seguintes as restrições envolvidas no modelo: 

(i) conservação de potência: 

A partir da hipótese de que não há perdas de potên - 

tia nas linhas, a diferença entre a potência que incide para 

o exterior de um nó e a que incide para o interior deste nó 

corresponde à potência nele injetada: 

O modelo envolve então - n restrições deste tipo, já 

que o número de nós é - n. 



(ii) Capacidades máximas : 

O fluxo de potência xtj transmitido através de li - 

nhas do tipo - k entre os nós - i e - j não deve ultrapassar a ca - 

pacidade máxima y:j instalada, determinada para cada tipo 

de linha pelo limite de estabilidade transitória da linha. 

Em certos sistemas, envolvendo pequenas distâncias, este li - 

mite é determinado pelo limite térmico da linha: 

Esta restrição aplica-se aos - m pares de nós do gra - 

fo base possíveis de serem diretamente conectados pelos - p 
tipos de linhas existentes, existindo então - mp restrições 

de fluxo máximo. 

(iii) Capacidades mínimas: 

Pode-se considerar como nulo o fluxo de potência 

mínimo através de uma linha. Na prática, entretanto, uma 

linha de transmissão deve estar energizada, e para que por 

ela possa circular um fluxo de potência bastante reduzido 

devem ser feitos, entre outros, investimentos em reatores e 

transformadores para compensar o efeito de cargas leves que 

tendem a elevar a tensão nas linhasl301. A incorporação de 

tal restrição ao modelo o tornaria mais complexo, sem entre - 

tanto acrescentar melhorias sensíveis nos resultados apre - 
sentados. 

(iv) ~ensão nos nós: 

A introdução da hipótese de tensão constante em ca - 
da nó, correspondente ao seu valor nominal, simplifica a a- 



nálise do problema sem introduzir imprecisões significativas. 

(v) Confiabilidade e segurança: 

Com relação ao modelo, que minimizará custos, os 

fluxos nas linhas serão bem próximos das capacidades insta- 

ladas, tendendo a saturá-las. Entretanto, a capacidade real 

será maior,visto ser instalada em degraus e o modelo traba - 

lhar com uma função linear. Como efeito disto, por contin- 

gências tais como a retirada de uma linha de operação, pode - 

rão ocorrer sobrecargas em algumas linhasll71. Esta hipóte - 

se não será incorporada ao modelo, mas poderia ser incluída 

através de um superdimensionamento do sistema de transmis - 
são, de acordo com critérios que envolvessem a probabilida- 

de de ocorrência destas contigências. 

Neste ponto deve-se passar 6 formulação da função 

objetivo do problema, através da análise detalhada dos custos a- 

presentados ao final da seção 1.2: 

(i) Custos de construção e expansão da capacidade de um ramo: 

A instalação entre os nós - i e - j de uma linha do ti - 

po - k tem uma função de custos em forma de degraus, já que a 

instalação de uma nova linha a um custo I aumenta em um valor 

discreto a capacidade de transmissão no ramo. Sendo 

ytj - capacidade instalada entre os nós i e j através de li- - - 
nhas do tipo - k, ao final do horizonte de planejamento, 

yk! - capacidade instalada entre os nós i e j através de li- 
3-7 - - 

nhas dò tipo k, no sistema existente no ano inicial do - 
horizonte. 

ctj - acréscimo na capacidade de transmissão de potência en- 



tre os nós - i e - j, proporcionado pela adição de uma 
linha do tipo &, 

" - custo correspondente à instalação de tal linha, e 'i j 

?. - valor do investimento em expansão de linhas do tipo 
1 3  

k entre os nós i e j, - - 

a forma da função de custos de expansão e construção de um ramo é 

a da figura 11.2. 

Figura 11.2: Custos de expansão e construção 

Para utilização desta função seria necessária a in 

tradução de variáveis inteiras no modelo, que recairia então emum 

caso de programação mista com um número muito grande de variáveis 

inteiras, o que tornaria sua resolução demorada e ineficiente em 

termos computacionais. 

Assim, torna-se interessante a aproximação desta 



função de custos por outra mais simples e que torne mais eficiente 

a solução do problema pelos métodos conhecidos. Analisando-se a 

função anterior, observa-se que a reta r1 superestima os custos 

reais t j ,  ao passo que a reta r2 OS subestima, de forma tal que 

a minimização dos custos através da função representada pela reta 

rl - daqui em diante chamada de função aproximada de custos de ex- 
k pansão - significa que os custos reais serão ainda menores do 

que os encontrados, embora não se possa afirmar que leve ao mesmo 

resultado que a utilização de fj. A capacidade realmente instala - 

da é então maior do que a obtida, a um custo real menor do que o 

fornecido pelo modelo. O custo aproximado de construção e expango 

de cada ramo da rede é dado então por 

k (yk - yi/?) , se há expansão da linha k entre os r1tj + aij ij - 

nós - i e 

L 0 1  caso contrário 

k 
e as capacidades reais instaladas c i j são 

sendo N o conjunto dos inteiros e a parte inteira de 

k k  y../cij. Cada função 
Aij 

tem a representação gráfica apresenta- 
'-3 

da na figura 11.3. 

Caso a instalação de uma linha do tipo k entre os - 
nós - i e - j seja inviável, toma-se a k - - 

i j 00 



Figura 11.3: Custo aproximado de e x p a n s ~ o / c o n s t r u ç ~ o  

(ii) Custos de  perdas:  

k  Sendo x i j  o f luxo de potência  a t i v a  e n t r e  o s  nós i - 

e - j a t r a v é s  de  l i n h a s  do t i p o  k ,  a s  perdas n e s t a s  l i n h a s  são 

proporcionais  a e s t e  f luxo.  Associa-se então a cada l inhawn 

k k  cus to  de perdas pk dado por 6.  . (x i  ( , sendo 6:j um v a l o r  ca i j 11 - 
r a c t e r í s t i c o  de  cada t i p o  de  l i n h a  ( f i g u r a  1 1 . 4 ) .  

Figura 11.4: Lustos de  perdas 



k k A relação entre os valores aij e Bij torna-se bas- 

tante importante para o decorrer deste estudo. Ocorre que para - u 

ma linha do tipo - k, de tensão nominal vk, existem diversos subti- 

pos correspondentes a linhas com bitolas diferentes, cujo custo 

ak aumenta com o aumento de bitola, causando um efeito de dimi - i j 

nuição de através de uma diminuição nas perdas por transmissão. 

O mesmo efeito ocorre quando comparadas duas linhas com tensões 

nominais $' e f12, O que faz com que a colocação de uma ou outra 
altere em sentidos opostos os custos de expansão e de perdas na 

solução corrente. 

O problema a ser resolvido é, então 

Tal formulação apresenta dois tipos de não-linea- 

(P,) 

ridades que devem 

do sob forma mais 

- os custos fixos 
- a função módulo 

sujeito a E E Xij-Pi k v V ~ E X  
~ E C  j~i'(i) 

X 6 0  IxijI - yij V(i,j)EU, Vk&C 

ko - < O  Yij Yij V(i,j)~u, V ~ E C  
L 

ser analisadas, para que (P possa ser coloca- 1 

simples de ser resolvida computacionalmente: 

k k Iij na função Aij 

nos custos de perdas 

Quanto aos custos fixos, a introdução de variáveis 

bivalentes 0-1 transforma o problema em um caso de programação li - 
near mista, com uma variável inteira associada a cada ramo, da se - 



seguinte forma: 

r 1, se há expansão da ligação dos nós i e 
k 
6i j =e  j através de linhas do tipo' k - - 

0, caso contrário 

Torna-se necessária então a introdução de restri- 

ções do tipo y2j - k ko < MGij , sendo M um nhero suficientemente Yij ' 

grande, de tal forma que: 

k k 
i j k0 e - se há expansão: 6 = 1 += yij > yij 

k - k - k0 e - se não há expansão: cSij - O * yij - yij 

pode-se provar que M = mínimo I 1 oi, 1 di} é um 
ieX ieX 

valor suficien - 

temente grande para ser utilizado nesta formulação. 

Para a eliminação da função módulo, seja a seguin- 

te substituição de variáveis: 

k+ 
Pode-se verificar facilmente que as variáveis xij e 

k- x não podem pertencer a uma mesma base, pois neste caso haveriam i j 

duas colunas linearmente dependentes na matriz a ela associada, o 



que é absurdo pela própria definição de base. Tornam-se possíveis 

então três hipóteses, a cada iteração do algoritmo de otimização a 

ser empregado: 

k+ k- k k+ k (i) s e x  estánabase: x = O  + - x i j = x  e Ixijl = x  k+ i j i j i j ij 

k+ 
- 

(ii) se nem xij k nem xk estão na base: xij = O  ij 

k+ 
- - 

k- k k k (iii) se x está na base: xij = O  * xij = -x e Ixijl = x k i j i j i j 

Na função objetivo, deve-se então substituir I xtj 1 
k+ k 

- 
por xi + xi j. 

k Além disto, cada restrição do tipo Ixij 1 ( Ytj de- 
- ve ser substituída pelo par de restrições abaixo, já que Bij e 

não negativo: 

OS termos constantes yko que aparecem na função ob ij - 

jetivo também podem ser eliminados, através da substituição de va - 

riáveis 

As restrições de fluxo em cada arco transformam-se 

então em k+ ko 
Xij \< Yij + htj 



Chega-se então ao refinamento da formulação (P ) :  1 

z = 1 E [16ij I~~ + a  ij hk ij + gk ij (xi ij 
(i,j)eU keC 

k+ 
- 

sujeito a 1 1 (X - X  ) = P i  V i ~ x  
k 

jei' (i) ksC i j ij 

minimizar r 

I V (i, j)€Ut V ~ E C  

Este é efetivamente um problema de programação li- 

near mista que apresenta: 

k+ k 
- 

k 
3 mp variáveis contínuas (xi j, xi , yi ) , 

k 
mp variáveis discretas (Gi j) , 

3 mp restrições associadas a ramos, e 

n restrições associadas a nós, 

Pode-se observar que mesmo em casos de pequeno por - 

te o número de variáveis e restrições é bem grande, o que serve 

para mostrar a necessidade da aplicação de algoritmos de otimi- 

zação bastante eficientes a este tipo de problema,bastante carac - 

teristico em estudos de planejamento. 



3 .  ~ o m e n t á r i o s  sobre  a Metodologia Apresentada 

Com re lação  ao modelo desenvolvido na seção a n t e r i  - 

o r ,  alguns comentários devem ser f e i t o s , n o  que tange às t écn icas  

e s impl i f icações  u t i l i z a d a s .  

Grafo base: A h ipó tese  de ser conhecido o g ra fo  base,  d e f i -  

nido a p a r t i r  de estudos pre l iminares  de cus to  e v i a b i l i d a -  

de ,  é perfei tamente a c e i t á v e l  e u t i l i z a d a  na p r á t i c a  para  

e s t e  t i p o  de modelo. 

~ e n s ã o  nos nós: Admitir-se tensão  cons tante  - pequenas va- 

r i ações  - e m  cada nó também é uma s impl i f i cação  v á l i d a  a 

n í v e l  de estudos de planejamento. 

Perdas nas l inhas :  supõe-se que não há perdas por transmis- 

são nas l i n h a s  e admite-se que a capacidade de um ramo que 

i n t e r l i g a  do i s  nós 6 cons tante ,  a té  que s e j a  a t ing ido  o li- 

mite  de e s t a b i l i d a d e  t r a n s i t ó r i a  d e s t e  ramo (ver  curvas de  

capacidade na seção 1 . 2 ) .  Considera-se um ramo do t i p o  k - 

e n t r e  o s  nós - i e - j E X como O conjunto formado por l i n h a s  

de t ransmissão do t i p o  - k ,  e todos os  equipamentos d e s t i n a  - 
dos a t r a n s p o r t a r  uma potência  e n t r e  estes d o i s  nós. 

Custos de construção e expansão: O s  patamares das funções 

não apresentam na r e a l i d a d e  a mesma extensão, tenden- 
'i j 

do a s e  alongar  à medida em que o número de l i n h a s  do ti - 
po - k i n s t a l a d a s  e n t r e  o s  nós - i e - j aumenta, e m  razão da 

cont r ibuição  de uma segunda l i n h a  i n s t a l a d a  e n t r e  d o i s  nós 

da rede  ser maior do que a de uma l i n h a  apenas. En t re tan to  

a aproximação a d o t a d a é v á l i d a e n ã o  l e v a r á  a e r r o s  quantoao  

cus to  r e a l  do sistema.A extensão de cada patamar,que cor res  - 



ponde à capacidade máxima clj de uma linha do tipo k - insta- 

lada entre os nós - i e 1, é um dado do problema. 

(v) ocasião dos investimentos: O modelo não considera o ano em 

que é feito cada investimento para obtenção da configuração 

final, não levando em conta conceitos tais como valor atual 

e taxa de desconto, que podem ser considerados através de 

uma formulação mais criteriosa das funções de custo envolvi - 
das  n nexo 11). No Último capitulo será discutida a valida- 
de de tal simplificação. 

(vi) ~enovação do planejamento: Como já foi observado, ao final 

do horizonte de planejamento a capacidade ociosa instalada 

será pequena,sendo necessário então que por esta ocasião já 

esteja sendo desenvolvida a expansão do sistema de transmis - 

são com relação a um novo horizonte. 

(vii) ~proximação dos custos de expansãb: e importante observar - 
se que, com relação à função aproximada de custos A k i j OS 

custos aproximados de instalação das capacidades c e c , 
1 2 

respectivamente a e a , são bastante semelhantes, ao passo 
1 2 

que os custos reais v e v são substancialmente diferentes 
1 2 

(figura 11.5). Assim, uma análise de pós-otimizaçãoque con - 
k siderasse outras retas para a avaliação da função Aij seria 

muito interessantete poderia levar a resultados ainda mais 

próximos dos reais do que os obtidos simplesmente através 

da utilização da reta r, como sendo a função aproximada de 

. Assim, para esta análise de pós-otimização po- 
custos Aij 
dem ser consideradas retas que, numa vizinhança do ponto ó- 

timo determinado na iteração anterior, forneçam uma a- 

proximação mais fiel da função de custos fj, como por exem - 
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plo a reta r2 e outras retas que nesta vizinhança situem-se 

entre as retas r.1, e r2. 

Figura 11.5: Custos reais e aproximadvs 

Neste capitulo mostrou-se que a natureza combinató - 

ria do problema, com relação a quais arcos devem ser expandidos,e 

2 que capacidade, leva 2 ineficiência,.dos algoritmos convencionais 

quando aplicados a problemas de grande porte. No anexo I, através 

da apresentação de um problema de síntese de redes de telecomuni- 

cações, será mostrado que outros problemas de síntese e expansão 

de redes geram modelos semelhantes e um mesmo grau de dificuldade 

com relação à aplicação de algoritmos de otimização. No próximo 

capitulo serão então apresentados algoritmos aplicáveis a estes 

problemas e que objetivam uma convergência.ace1erada para soluções 

aproximadas suficientemente satisfatôrias. 



1. considerações Gerais 

Seja (P2), o problema de programação linear mista 

formulado no capitulo 11: 

dinimizar z = 1 k ' k k  k k+ k- 1 [s:j Iij + aij hij + Bij (xij + xij)] 
(i,j)~U ~ E C  

sujeito a: L k+ k- E (xij - xij) = pi v i ~ x  
keC ~ E T  (i) 

+ - 0,terno de vetores x , x e h, de dimensão mp e com - - 
k k- k ponentes positivas respectivamente xij, x e hij, é dito admissi i j 

vel se estes três vetores fornecem uma solução viável(admissivel) 

para o problema (P2). 

Define-se então o domínio de admissibilidade de (P2) 

+ - + - como D = {x ,x ,h E R+~P I [ x ,x ,h] compõe uma solução viável de (p2) 1. 



vetoriais dos demais custos e variáveis envolvidos no problema,que 

pode então ser colocado sob a forma 

+ - 
minimizar z = 6 - 1  + a - h  + B (x + x ) 

+ - 
sujeito a [x , x , h1 E D' 

Pode-se constatar facilmente que D é um politopo 

convexo não limitado. Convexo, pois determinado por um conjunto 

+ - 
de inequações lineares; não limitado pois se (x , x , h) E D, 

+ - i- (x ,x ,h + d) também pertence a D, qualquer que seja - ~ E R  mp. 

Dantzig e Hirsch 181 provam que um Ótimo absoluto 

de (P2) é necessariamente um ponto extremo de D, pois a função obje - 

tivo é côncava e está submetida a um conjunto de restrições linea- 

res (conjunto convexo) . 

Desta forma, a primeira idéia para um algoritmo de 

resolução de tais problemas seria a enumeração extensiva de todas 

as soluções possiveis, correspondentes a pontos extremos de D, so - 

lução esta absolutamente fora de cogitações para problemas de gran - 

de porte, onde sua natureza combinatória torna-se marcante. Algo - 

ritmos de corte como os de Gomoryl39 1 e de "branch and bound", co - 
mo o de Land e Doigll9 1 ,também se mostram eficientes em apenas a1 - 
guns tipos particulares de problemas com custos fixos. Assim sen- 

do, cada vez mais parece ser oportuna a aplicação a tais proble - 
mas de algoritmos que convirjam rapidamente, em termos computacio - 

nais, para uma solução sub-Ótima satisfatoriamente próxima da Óti - 

ma. Com este objetivo serão apresentados a seguir dois algorit - 



mos 1201, um aplicável 5 determinação da solução ótima para proble - 

mas de pequeno e médio porte, e outro um algoritmo aproximado,des - 

tinado à aplicação em problemas de grande porte. 

2. Um algoritmo exato do tipo "Bran'ch and Bound" 

arco do 

(TI) 

sendo 

Seja D um politopo convexo não limitado e U.EU um - 
grafo G = ]-x,u~, - - e considere-se o problema: 

- 
minimi zar z (y ) = c, (yU) 

uEU 

- sujeito a y E D C R + ~  

caso contrário 

Se o suporte do vetor y for definido como o conjun - 

to dos arcos - u com capacidade yU diferente de zero, (TI) pode ser 

formulado como 

~roposição 1: Seja S C U tal que o grafo Gs = [x,s] seja cone- 

xo. Se y0 é um ponto extremo de D, solução de 

r minimizar a y = 1 aUyU 
UEU 



então y0 é Ótimo local de (TZ) . 

~emonstração : 

Seja yl# y0 um ponto extremo de D, e y uma combina- 

ção linear convexa de y0 e yl. 

y = y0 + h(yl-yO), h ~ ( 0 ~ 1 )  

s1 = sup(yl) 

s0 = SUP(~O) 

- ~ipótese (i) : s1 C sO 

Então sup(y) = sol e como a y h  ayO * z(y) > z(yO) 

- ~ip6tese (ii) : s1 g! sO 

S = sup(y) = sO U sl, logo existe v& sl-sO - 
1 Então, z (y) = z (yO ) + ha (y - y0 ) + C I 

ta & sl-s0 

se: ayl > ayO *z(y) >.z(yO) 
T 

Logo, y0 é um Ótimo local para (T ) 2 

Desta proposição conclui-se então que a cada grafo 

Gs C G pode ser associado um ótimo local de (T2). Se 

mínimo a 0 y =  1 
uEU aUYu 

I (s) = 
uES 

a(s) = 

(T2) é equivalente a determinar S* C U tal que 

sujeitoa y & D  



(Tq) a(S*) + I (S*) = ~ínimo [ a ( s ) .  + I (s)J 
S C U  

Como S é um subconjunto de U, cujo número de partes 

é 2m, observa-se a natureza combinatória do problema, que apresenta 

então 2m possíveis soluções. 

O problema (T4) é um problema de programação linear 

mista, se forem associadas variáveis bivalentes 0-1 a cada aresta 

do grafo G: 

r Minimizar a * y  + 6.1 

L M constante positiva suficientemente grande 

Considere-se a árvore de decisão 3 associada ao pro - 

blema (T4) e O grafo orientado definido da seguinte forma: 

- os nós de correspondem 5s partes de U, e U(t) é a parte de U 

m 
correspondente ao nó - t de <,t& - {1,2, ..., 2 } 

- (t,t') éum arco de z;se e só se U(tl) CU(t) e Iu(tl) I = Iu(~) I - 1 
t é o prodecessor único de t' - - 
t' é um sucessor direto de t - - 

- a raiz de arborescência é o nó = 1, tal que U(1) = u 

Define-se I U(t) 1 como o nivel do nó t na árvore 3, - 
e um nó t1 é dito sucessor de t se existe um caminho ligando t a t'. - - - - 

~ l é m  disto, U U(tl) = U(t) 

t' sucessor 

direto de t 



Esta árvore 5 será utilizada para as operações de 

"branching". Para o estabelecimento de "bounds", considere-se a 

função de avaliação g(t) definida sobre V t E 5 da seguinte forma: 

(i) g(t) 4 ~inimo {a(~) + I(S) 
s c U(t) 

Verifica-se que a função g (t) = a (U(t) ) i- ~ h i m o  I ( s )  
s c U(t) 
G conexo 
S 

satifaz as condições (i) e (ii). Sejam as seguintes definições as - 

saciadas ao algoritmo de "branch and bound" que será apresentado: 

(i) Para E 5, pred(t) é o predecessor imediato de L, v(t) é a 

aresta de G tal que U(t) = U(tl), - '  {v(t) 1 ,  sendo t' = pred(t). 

( 2 % )  A uma etapa qualquer, T é o conjunto de nós de 5 examinados 

e TO C T o conjunto de nós pendentes. 

Algoritmo A: 

(i) Seja yO uma solução inicial de (T2) e zO = z (yO) 
- 

T = (12,  TO={^), t = 1, g(1) = 0, pred(1) = O, v(1) = O 

(ii) Determina-se entre os nós pendentes o nó a ser expandido, 

correspondendo ao que apresenta o menor valor para a fun- 

ção de avaliação: 

g (to ) = ~ h i m o  {g (t) } 
 TO 

Se g(tO) > zO, y0 é a solução Ótima de custo zO. Fim 



- se t' $ O -f t = t1 e voltar a (iii) 

- se t' = O -f seguir para (iv) 

(iv) Para todos os arcos u pertencentes a u(tO) : 

- u1 = u(tO) - {u), se G' = EX,U'Z] não é conexo retor- 

nar a (iv) . 
- Calcular 7 ,  solução ótima de 

r~inimizar a0y 

L SUP(Y) c u1 
e fazer z = a.7 + I (sup(Y) ) 

- - 
se 2 < z o  fazer zO = z e y 0  = y 

- Calcular g = a*? + Mínimo C n (s) ) 
S C u '  
Gs conexo 

Se g > zO retornar a (iv) 
- 

senão, t -+ t + 1 é um novo nó pendente 

T = T U' {t), TO = TO U {t) 
- g(t) = g, pred(t) = to, v(z) = u 

e retornar a (iv) , z0 é o limite superior de custo. 

(v) TO = T O  - {to) e retornar a (ii) 

3. Alqoritmos Aproximados 

Consistem basicamente de algoritmos que a partirde 

uma solução inicial y0 tentam melhorá-la iterativamen$e, através de 

modificações locais nos grafos associados solução corrente, por 

operações de supressão ou adição de uma aresta, ou de troca de 

duas arestas. 



Os algoritmos que serão apresentados baseiam-se 

principalmente no seguinte teorema(20(: 

Seja y0 uma solução de (T ) e seja TJ E (i,j)~U uma aresta 2 

tal que cV(y;) > 0.Seja L a cadeia de custo mhimo ligando os 

nós - i- - j no grafo G-{V) tal que 

Se y0 é Ótimo local de (TZ) , então 
O U ( L )  - c (yO) g 0, para B v  E U 1 yv 3 0 

v v 

Com base no teorema acima e em operações de supres - 

são de arestas, será estudado a seguir um algoritmo aproximado que 

converge para soluções sub-Ótimas (Ótimczs locais). 

Algoritmo E: 

(i) S e j a S = U ,  k = O  

(ii) Na iteração k, se sk 6. o grafo associado a esta iteração, 

então 

(iii) Para todo arco - u E sk, calcular 

k 
(iv) Determinar uo tal que A (uO) = ~ínimo {Ak (u) 1 

ULS k 

k 
Se A (uO) >, O , a solução encontrada é localmente Ótima (sub - 

Ótima) , e fim do algoritmo. 

k A (uO) = 0, faça k = k + 1 e retorne a (ii). 

O procedimento deste algoritmo é a procura iterati - 

va de uma aresta a ser excluída do grafo, de forma tal que se o 



fluxo por ela encaminhado fosse redistribuído, seria provocada uma 

diminuição no custo total da solução. No passo (ii) é determinado 

o custo da solução corrente, enquanto no passo (iii) calcula-se o 

acréscimo ou decréscimo provocado nesta solução devido à supressão 

de cada aresta, sendo na etapa (iv) determinada a aresta que uma 

vez retirada provoca o maior decréscimo. Caso a retirada de qual- 

k k quer aresta provoque acréscimo no custo (A (u) >, 0;Vu E S ) ,  a so- 

lução em curso é localmente ótima. senão, a aresta - u que maximi- 

za o decréscimo de custo 6 retirada, e dá-se início à nova itera - 
ção do algoritmo. 

A título de exemplo, seja um grafo com 6 arestas 

que apresenta 500 como valor da solução inicial e cuja solução fi- 

nal localmente ótima de custo 394 comporta apenas as arestas 2 e 3, 

e que a cada iteração fornece os seguintes decréscimos com relação 

custo da solução corrente: 

1-15 1 -40 ( +10 1 -22) -60 1 -30 ( aresta suprimida: 5 ... . f (s') = 440 

1-14 1 -25 ( +12 1 -20 1 O 1 -27 1 aresta suprimida: 6 . . . . f (s2) = 413 

1-14 1 -  61+151-10 1 O 1 O I arestasuprimida: 1 .... f(s3) = 399 

aresta suprimida: 4 .... f(s4) 

Pode-se pensar em uma otimização deste algoritmo ba - 

seando-se no fato de que, cada vez que uma aresta é eliminada, o 



decréscimo no custo da solução corrente devido a eliminação de 

qualquer outra aresta será menor do que o provocado pela elimina - 

ção prévia desta aresta. Isto é, iteração 2 iteração o possível 

decréscimo no custo da solução corrente devido 2 eliminação de ca -- 

da aresta diminui. Portanto, após a eliminação de uma aresta, em 

princípio só é necessário recalcular o segundo maior decréscimo 

com relação à iteração em curso, que corresponde à aresta mais 

promissora para ser eliminada. Se continuar maior ou igual aos 

demais, esta será a nova aresta a ser retirada. Caso contrário, 

recalcular-se-ia o decréscimo real da nova aresta mais promissora, 

e assim sucessivamente. 

Algoritmo B* 

(i) Seja sO = U, k = O 
k Na iteração k, S é o grafo associado à esta iteração, então 

z(sO) = a(sO) + I(s') 

Para qualquer u E sk, calcular A (u) = z (sO -u) - z (S ) 

k k (ii) Escolher u0 tal que A (uO ) = Mínimo {A (u) ) 

ue S k 

k 
(iii) Calcular A(uO) = z (sk-uo) - z (S ) 

k k Se A (uO ) >, Mínimo {A (u) }, então A (uO) = a(uo ) e retornar a (ii) 
k u E sup(S ) 

u f u0 

(iv) Se a(uO) 3 O a solução sk é localmente ótima, e fim do algo - 
ritmo. Caso contrário, 

Sk+l = Sk - {UO} 



k n (uO) = O 

k = k+l, retornar a (ii) 

*k+l k = n 

Sua aplicação ao mesmo problema anteriormente resol 

vido pelo algoritmo B, levaria 

- 

5s seguintes etapas de cálculo: 

aresta suprimida: 5 . . . . f (SI ) = 440 

aresta suprimida : 6 . . . . f (s2 ) . = 413 

aresta suprimida: 1 .... f (s3) = 399 

aresta suprimida: 4 .... f(s4) = 394 

Denotando-se por m o múmero de arestas do grafo U, - 
a utilização do algoritmo B faz necessária a determinação dos de- 

créscimos causados pela saida de cada uma das Em-(k-1)I] arestas 

de skI na iteração k. Logo, o número de avaliações de decrésci - 
mos é da ordem de m 

A aplicação na prática do algoritmo ~"1201 revela 

que são necessárias, em média, apenas 2 ou 3 reavaliações de de- 

créscimos em cada iteração, o que tornaria o nhero de avaliações 

proporcional a 3m. Assim sendo, a eficiência do algoritmo B* se - 
ria cerca de m/6 vezes a do algoritmo B, com relação ao núme- 

ro de cálculos efetuados e ao tempo de computação, resultado es- 



te bastante significativo quando evolui-se para problemas de maior 

porte. No exemplo em questão, foram feitas 20 avaliações por B, e 

apenas 13 quando B* foi utilizado. 

No capitulo seguinte será feita a aplicação do al- 

goritmo B a um problema numérico, conforme o modelo (PZ) desenvol - 

vido no capitulo 11, e os resultados e a eficiência do algoritmo 

serão comparados aos de algoritmos exatos quando aplicados ao mes - 

mo problema 14 1. 



CAPITULO IV 

Com o objetivo de analisar-se a aplicabilidade dos 

algoritmos aproximados apresentados neste trabalho foi estudado o 

caso proposto por ~arverll31 e resolvido, com a introdução de cus - 

tos, por Campello 1 4 1 . 

Seja um sistema de transmissão de potência cujo 

grafo suporte é descrito na tabela IV.1, na qual os ramos que já 

possuem uma capacidade instalada correspondem aos ramos já exis - 
tentes no ano inicial do horizonte de planejamento (ano base). 

Rams do Capacidade Custos de Custos de 

grafo base instalada perdas expansão Custos fixos 

(US$rn) (US$'rn) (US$) 

Tabela IV. 1: Descrição do grafo suporte 



~~nrazão da construção de alguns ramos não ser vis- 

vel, devido a questões físicas e geográficas, e ao interesse no 

aproveitamento de equipamentos já existentes e terras já desapro- 

priadas, apenas 11 ramos compõem o grafo suporte. 

A injeções de potência consideradas são as da tabe 

la IV.2, observando-se que a barra 6 não existia no infcio do ho- 

rizonte de estudo. 

Ano Inicial Ano Final 
-- - -- -- 

NÓ Geração Carga 1n jeção Geração Carga ~njeção 

Tabela IV.2: 1njeçÕes de potência em MW 

Para obtenção de uma solução inicial para o proble - 

ma podem ser utilizadas três estratégias, considerando-se a formu - 

lação (P2) : 

(i) ~esolução de (P2) como um problema de programação linear,sem 

i{O,i} as restrições do tipo 6ij - aproximação de Balinsky. 
k Ao final, na solução apresentada, as variáveis 6 que en - i j 

contram-se na base são arredondadas para 1. 

(ii) saturação da rede capacitada inicial e síntese da rede que 

otimiza (Ps), considerando-se capacidades iniciais nulas, e 

injeções de potência correspondentes às diferenças entre as 



que saturam a rede e asprevistas paraoano final do horizonte. 

(iii) p locação à rede capacitada inicial das injeções do ano base, 

e síntese da rede que otimiza (P2), considerando-se capacida - 

des iniciais nulas e injeções de potência correspondentes às 

diferenças entre as do ano final e as do ano inicial. A se- 

guir, procede-se 2 superposição destas duas redes (viável pa - 

ra o ano base e construida para os acréscimos). 

Para este problema, as três estratégias levaram à 

obtenção da mesma configuração como solução inicial para o algorit - 

mo de otimização, razão pela qual será apresentada apenas a sua re - 

solução através do emprego da terceira estratégia. 

Assim sendo, inicialmente foi determinada a solução 

ótima para o encaminhamento na rede capacitada inicial dos fluxos 

decorrentes das injeções de potência correspondentes ao ano base , 

considerando-se então uma função objetivo que envolvesse apenas os 

custos de perdas. Como pode ser observado na figura IV.1-A, tal 

procedimento mostra que diversas linhas encontram-se subutilizadas, 

o que virá permitir que tais disponibilidades sejam posteriormente 

aproveitadas. 

A seguir, resolveu-se o problema de síntese da rede 

que atende os acréscimos nos requisitos de geração e carga, confor - 

me formulado em (P2), considerando-se capacidades iniciais nulas , 
pois, como já foi dito, trata-se de um problema de síntese. Para 

tal, utiliza-se uma aproximação de Balinsky, como na estratégia(i), 

e a solução é a da figura IV.1-B. 



Esta solução é então superposta 2 solução Para 0 

ano inicial, com a finalidade de serem aproveitadas as disponibili - 
dades nela existentes. obtém-se então a solução inicial para o a1 - 

goritmo de otimização, com um custo de 28675, apresentada na figu- 

ra IV.l-C. 

Neste ponto procede-se 5 aplicação do algoritmo B, 

com o seguinte critério de supressão de ramos, através de novos ro - 

teamentos: 

(i) a cada iteração, procura-se um novo roteamento para as parce- 

las de fluxo que causaram a expansão ou construção de um arco;. 

(ii) tal roteamento seque os seguintes critérios: 

- não há restrição para o aumento nos fluxos através de ramos 
já expandidos, e, 

- ramos não expandidos poderão vir a ser percorridos, no máxi - 
mo, por um fluxo igual 5 sua capacidade inicialmente insta- 

lada. 

a 1. iteração: 

A(2-3) = decréscimo no custo da solução inicial, provocado pelo ro - 
teamento de 15 MW, que percorrem o ramo 2-3, através do 

caminho (2+1+5+3) = 1270 

A(4-6) = decréscimo no custo da solução inicial, provocado pelo ro - 
teamento dos 120 MW enviados do nó 6 para o nó 4, através 

dos caminhos (6+2+1+4) e (6+2+4) = 2310. 

Assim sendo, o arco 4-6 revela-se como o mais promis - 

sor para ser suprimido. Sua eliminação e o novo roteamento de flu- 

xo levam5 solução da figura IV.2-B, de custo 26365. 



a 2. iteração: 

A(2-3)  = decréscimo no custo da solução da primeira iteração, prg 

vocado pelo roteamento de 10MW (de forma a não ser ultra - 

passada a capacidade máxima de arcos não expandidos) que 

percorrem o ramo 2-3, através do caminho(2 +1+ 5+ 3)=l8O. 

Neste ponto, observa-se que o fluxo em ramo algum 

pode ser roteado por novo caminho, sem que seja acarretado um au- 

mento no custo da solução, ou seja, a solução de custo 26185 -ao 

final da segunda iteração, apresentada na figura PV.2-C, é um Óti - 

mo local para o problema. 

A confrontação desta solução com a fornecida por 

~ampellol41 revela que, para este problemato algoritmo aproximado 

converge para um ótimo local que corresponde à solução ótima glo- 

bal do problema. 

Em 120 1 encontram-se diversos exemplos de aplicações 

bem sucedidas dos algoritmos aproximados apresentados, a diversos 

problemas de planejamento de expansão e shtese de redes. O capí - 

tu10 seguinte deste trabalho é dedicado a considerações sobre a 

aplicabilidade do modelo de expansão de sistemas de transmissão 

de potência formulado, e à análise dos algoritmos estudados e sua 

aplicação a problemas de planejamento. 



Solução para o ano 
i n i c i a l  

Síntese para 

atendimento dos 

acréscimos 

Expansao para o 

f ina l  do hor izonte 

Custo: 28 675 

(Solução inicial)  

FIGURA I V - 1  DETERMINAÇÃO DA SOLUÇÃO INICIAL 



Solução inicial  

Custo: 2 8  6 7 5  

Soluçáo apds a 

lc i t e ração  

4 Custo: 26 3 6 5  

Solução após a 

20 i teração 

Custo: 26 1 8 5  

(Soluçào Ótima) 

FIGURA IV - 2  DETERMINAÇ~O DA SOLUÇÃO F I N A L  



CAPITULO V 

Neste ponto torna-se importante a análise do modelo 

de expansão e dos algoritmos aqui apresentados, com relação a suas 

principais caracteristicas, aplicabilidade e funcionalidade. 

O modelo (P2) de expansão apresentado no capítulo I1 

caracteriza-se pela sua simplicidade, decorrente da introdução de 

algumas hipóteses simplificadoras que permitem colocá-lo sob forma 

de um modelo linear. .. s rês seriam os principais pontos de discus - 
são sobre a validade de tal modelo aproximado: 

(i) porte dos problemas 

(ii) fatores elétricos 

(iii) critérios econÔmicos 

No que tange aos dois primeiros tÕpicos,a aplicação 

de (P2) a um caso real torna-se bastante importante. Assim sendo, 

procedeu-se 5 análise da expansão do sistema de transmissão de FUR - 

NAS, considerando-se a expansão do sistema existente em 1981 com 

vistas ao atendimento dos requisitos de geração e carga de 1990,pg 

ra que fosse efetuada a comparação entre os resultados fornecidos 

por (P2) e pelo ~ ~ ~ ~ ~ l l ' l / , m o d e l o  bastante preciso em termos de anã 

lise elétrica. O sistema de transmissão previsto para o ano base 

de 1981 é apresentado na figura V.1, sendo o grafo suporte para ex - 

pansões constituído de todos os ramos desta rede e do ramo 49, que 

interliga os nós 14 e 23. Na tabela V.l são apresentados os resul - 

tados obtidos para a expansão deste sistema, de porte bem signifi- 





cativo (29 nós e 49 ramos), segundo (P2) e segundo o TANIA. 

~Úmero de linhas adicionadas 
Ramo linha Por (5) TANIA 

Tabela V.l: Resultado da expansão do sistema FURNAS 

Observa-se que a aplicação dos dois modelos leva a 

resultados bem próximos: 

- nas partes radiais do sistema obteve-se a expansão dos mesmos ra - 
mos, tanto com a aplicação de (P2) como com a do TANIA. 

- no miolo do sistema, apesar de serem bem semelhantes os resulta- 

dos, o TANIA prevê a expansão de mais linhas. 

A análise das saídas do programa TANIA revela que a 



expansão dos ramos 11 e 25,  não efe tuada  por (PZ), é decorrente  da 

ocorrência  de i n s t a b i l i d a d e  n e s t e s  ramos, r e s t r i ç ã o  e s t a  que não 

f o i  incorporada a (P ) .  ~ l é m  d e s t a s ,  a expansão de ou t ros  ramos 
2 

apenas pe lo  TANIA é decorrente  da imposição de reg ras  de seguran- 

ça  para  g a r a n t i a  de atendimento, mesmo na ocorrência  de  f a l h a s  em 

qualquer dos ramos do s is tema.  A s s i m ,  pode-se conc lu i r  que a in-  

corporação de t a i s  r e s t r i ç õ e s  e ,pr inc ipa lmente ,  c r i t é l r ios  de  segu - 

rança,  ao modelo desenvolvido n e s t e  t r aba lho ,  v i r i a  aproximar 

bas tan te  o s  r e su l t ados  obt idos  a t r a v é s  de sua ap l i cação  com os  f o r  - 

necidos por modelos mais p rec i sos ,  sem que f o s s e  aca r re tado  um au - 
mento s e n s í v e l  no tempo de  resolução,  pr incipalmente se fossem u- 

t i l i z a d o s  algori tmos aproximados como o apresentado n e s t e  t r a b a  - 
lho.  

A o u t r a  r e s t r i ç ã o  que poderia  ser f e i t a  ao modelo 

(P2)  é a de não l e v a r  e m  consideração c r i t é r i o s  econômicos, t a i s  

como economias de e s c a l a  e ocasião dos invest imentos,  já que em 

planejamento a longo prazo a ordem em que são  tomadas dec isões  i n  - 

f l u e n c i a  o cus to  t o t a l  da e s t r a t é g i a  adotada. En t re tan to ,  t a i s  

r e s t r i ç õ e s  não se aplicam ao problema estudado, cu jos  ob je t ivos  , 

voltados para  o planejamento g loba l  do s i s tema,  se prendem à ob - 
tenção de uma configuração f i n a l  v i á v e l  e de  implantação economi- 

camente i n t e r e s s a n t e ,  e não ao acompanhamento da evolução do sis- 

tema ou à determinação de uma p o l í t i c a  Ótima de  invest imentos a- 

nuais .  

O emprego do algori tmo aproximado ao exemplo do ca  - 

p f t u l o  I V  e ao s is tema de FURNAS, assim como a ou t ros  problemas - a 

presentados e m  1201, r eve la  que a s  aproximações ob t idas  são  e m  ge - 



ral bem próximas das soluções Ótimas para tais problemas, muitas 

vezes coincidindo com estas Ültimas, com a vantagem de convergir 

bem mais rapidamente do que outros algoritmos de corte .e deWbranch 

and bound" . 

Tais algoritmos aproximados caracterizam-se princi 

palmente pela simplicidade de cada urna de suas etapas, como pode 

ser observado se analisada sua aplicação especifica ao problema de 

expansão de redes apresentado: 

(i) Para determinação da solução inicial: 

- Resolução de um problema de determinação de fluxo viável(a - 
nslise da rede existente) 

- Resolução de um problema de programação linear (síntese da 
rede a ser superposta) 

(ii) Durante o algoritmo de otimização, a cada iteração, para ca- 

da arco expandido: 

- Resolução de um problema de fluxo máximo (determinação da 
parcela de fluxo que pode ser roteada por outros caminhos) 

- ~esolução de um problema de fluxo de custo mínimo (como 
tear tal parcela de fluxo) 

Assim sendo, uma vez considerada a convergência do 

algoritmo aproximado para uma solução satisfatoriamente próxima 

da Ótima, observa-se que os procedimentos internos de que ele se 

utiliza são todos bastante simples, o que vem a garantir que tal 

convergência seja bem mais rápida que a dos algoritmos convencio- 

nalmente utilizados. 

Em termos de continuidade deste trabalho, seria su - 



gerida a aplicação dos algoritmos aproximados apresentados a ou - 
tros problemas de expansão de redes. Por exemplo, a metodologia 

proposta no anexo I1 para planejamento da expansão de sistemas de 

geração/transmissão poderia ser desenvolvida, prestando-se bastan - 

te para a aplicação de tais algoritmos, além da formulação do mo - 

de10 detalhado se apresentar como um trabalho de caracterlsticas 

bem interessantes. ~ambém, com relação ao modelo apresentado, a 

incorporação de restrições elétricas e critérios de segurança,com 

a finalidade de torná-lo mais preciso, ou ainda, a implantação de 

rotinas para determinação do caminho ótimo para obtenção da solu- 

ção final apresentada pelo modelo de expansão a longo prazo, te- 

riam o efeito de dotar o planejamento de sistemas de transmissão 

de um modelo aproximado bem completo, e de aplicação prática bas- 

tante eficiente. 
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ANEXO I 

SÍNTESE DE REDES DE~.COMUNICAÇÕES 

Este anexo tem como objetivo mostrar que a formula - 

ção obtida no capitulo I1 é bastante semelhante 2 de outros mode- 

los de expansão de redes, e que as técnicas apresentadas no capi- 

tulo I11 se apresentam extremamente eficientes quando aplicadas a 

estes problemas, em particular ao de síntese e expansão de redes 

de comunicações. 

A diferença marcante entre um modelo para expansão 

de um sistema de transmissão de potência, com relação ao de expan - 

são de uma rede de comunicaçÕes,é que este caracteriza-se pela 

existência de uma demanda entre pares de nÓs,ao passo que no pri- 

meiro a demanda é caracterizada pela injeção de potência em cada 

nó. 

Seja então G = [x,uI] o grafo base de uma solução 

para a configuração da rede de comunicações ao final do horizonte 

de planejamento, onde o mesmo conceito de diversos arcos ligando 

o mesmo par de nÕs (multigrafo) é utilizado para denotar os dife- 

rentes tipos de equipamentos de transmissão de informação, com 

relação ao nhero de canais instalados (capacidade máxima). serã 

utilizada a seguinte notação: 

dij = demanda entre os centros - i e - j 

k c = k  ésimo i j caminho que interliga os nós i e j - - 

nij = número de caminhos que interligam os nós - i e j - 



P = matriz de incidência associada ao par i-j de nós = i j 

k 
xk = fluxo de informações entre i e 1 encaminhado pelo caminho cij 
i j - 

c = capacidade instalada no arco g u 

As restrições físicas associadas ao problema são: 

(i) atendimento 2 demanda: 

(ii) fluxos máximos nos arcos: 

(iii) fluxos positivos: 

Para que o problema seja colocado sob a forma de 

programação mista, devem ser acrescentadas mais duas restrições: 



(iv) construção das ligações : 

6 E {O,l~, u vu u 

Se o arco u é tal que cU > O + tiU = 1 

S e c  = O + r S U = O  
U 

(v) acréscimo de capacidade: 

a capacidade cU de um arco - u só pode ser positiva se este ar - 

co foi efetivamente construido: 

c 6 M6U, sendo M um número suficientemente grande. u 

importante notar-se que, nesta formulação, as ca - 

pacidades cU e o fluxo xl?j referem-se aos acréscimos de capacida- 

de e fluxo entre os valores atuais e os estimados para o final do 

horizonte de planejamento, ou seja, são relativos a um problema 

de síntese. 

Para análise da função objetivo do problema, consi - 

dera-se uma função de custo por unidade de distância, com relação 

2 instalação de uma capacidade c no arco u, e o comprimento 
U - lu 

do arco u: 

f = custo fixo por unidade de distância 
U 

u = custo unitario de acréscimo de capacidade por unidade de 

distância 

lu = comprimento do arco - u 



Os custos fixos I correspondem a despesas com aces u - 

sos às instalaçÕes, construção civil de prédios e torres espaçadas 

5 distância padrão e despesas com pessoal, e os custos lineares 

a c correspondem a custos de transmissão (equipamentos de rádio e u u 

antenas) e de comutação, também representando uma simplificação da 

função degrau de cus~os, mais representativa do caso real. 

Com a introdução das variáveis bivalentes 6 asso- u 

ciadas à cada arco, a função objetivo a ser considerada 6 então 

minimizar z = 1 GUIU + aUcU 
UEU 

Observa-se que o problema proposto é de minimização, 

e que o aparecimento de c na função objetivo fará com que as capa 
U - 

cidades instaladas correspondam exatamente ao fluxo que percorrerá 

os arcos, o que permitirá suprimir a restrição de fluxo máximo em 

cada arco e a substituição de cU na função objetivo e nas 

de acréscimo de capacidade por 

n i j 
k". x k 1 1 pij ij 

(i, j) k=l 

Obtem-se então a seguinte formulação: 

minimizar z = I +  I 1 6u u UEU 
E' 

(i,j) k=l 

sujeito a 

restri - 



n i j 
1 1 P:y*x:j(~6 u 

(i, j ) k = l  

Se n = 1x1 é o número de centros a serem interliga- 

dos, o número máximo de arcos do grafo 6 n(n-l).p quando o grafo 
2 

for completo, sendo p o número de equipamentos de transmissão com - 
capacidades diferentes existente, e m = ntn-1) o número de pares 

2 
de centros que se comunicam. 

Assim sendo, o número máximo de caminhos que inter- 

- 
ligam dois nós quaisquer i-j do grafo base, suposto completo e 

Logo, o modelo apresenta 

mP variáveis bivalentes (6U), 

mR 
k variáveis contínuas (xi ), 

m restrições de demanda, e 

mP restrições de expansão. 

Seja um problema de porte bem pequeno, com 5 nós e 

3 tipos de sistemas de transmissão possíveis entre cada nó, que 



equivale à existência de 30 arcos e 678 caminhos entre cada par de 

nós. Este problema apresentará então 30 variáveis inteiras,6780 va - 

riáveis contínuas, 10 restrições de demanda e 30 restrições com re - 

lação à expansão dos arcos. 

Este exemplo serve bem para ilustrar como a resolu - 

ção deste tipo de problema se torna complexa, com a introdução de 

funções de custo não lineares e com o aumento do número de nós e 

arcos. 

Minoux 1 20 I aplica as técnicas apresentadas no capi - 
tu10 I11 a alguns problemas númericos, considerando funções de 

custo da forma c (yU) = d ( 6  + y ) em grafos com 8 nós e 15 arcos, 
U u U 

com diferentes valores para os custos fixos. O resultado indica 

que,em grande parte dos casos, a solução fornecida pelos algorit- 

mos aproximados I3 e B* é a mesma que a fornecida pelo algoritmo - e 

xato A, e que, quando isto não acontece, a diferença entre as du- 

as da ordem de 1 a 2% apenas, sendo muito grande o número de 

nós da árvore 5 explorados pelo do algoritmo A. A aplicação des- 

tes algoritmos ao problema de teledistribuição com uma fonte, em 

grafos com 7 nós e 14 arcos, aponta sempre a obtenção da solução 

Ótima pelos algoritmos aproximados, da mesma forma que, no proble - 

ma de transmissão de potência, nas partes radiais do sistema a so - 

lução aproximada coincide com a Ótima. 

Estas técnicas também foram aplicadas, com bastan- 

te sucesso, 5 planificação a longo prazo da rede telefônica inter - 
urbana da ~ran~a1241 durante o período 1975-1985. 



ANEXO I1 

OUTRO ENFOOUE PARA O 

O problema de planejamento energético consiste em 

determinar como deve ser conduzida a expansão de um parque geraar 

de energia e do sistema de transmissão, de forma a atender o cres - 

cimento do mercado a um custo minimo, mantendo ainda um determina - 

do nível de garantia. Se X representa o conjunto de usinas, sub- 

estações e centros de carga, e U o conjunto de ramos que efetuam 
I 

a transmissão de potência entre estes centros, G = [ X , U ~  e O 

grafo que representa matematicamente tal sistema, formado pelo p g  

que gerador, rede de transmissão, subestações e centros de carga. 

Dois nós são anexados ao conjunto X: 

nó S: representa um nó que corresponde ã geração total em todo 

o parque gerador; a capacidade máxima dos arcos que inter- 

ligam o nó S a cada nó cor~espondente a uma usina é a capa 

cidade máxima de geração desta usina. 

nó T: representa um nó que concentra todo o consumo; a capacida- 

de mínima de cada arco que interliga o nó T a um nó repre- 

sentativo de um centro consumidor corresponde ao consumo 

neste centro. 

Assim sendo, se algumas das usinas ainda não foram 

construidas ou completamente motorizadas, e representam tempora - 
riamente possíveis obras, os arcos que as ligam ao nó S podem ser 

interpretados como possíveis de serem expandidos, através da en- 



trada em operação da usina ou de novas máquinas, da mesma forma 

que as ligações entre as usinas, subestaçÕes e centros de consumo 

podem ter sua capacidade de transmissão aumentada. 

Em cada tipo de arco, podem ser feitos diferentes 

tipos de investimentos. Assim, em arcos que representam geração,os 

possíveis investimentos são a instalação de novas máquinas e a cons 

trução de novas usinas, e em arcos que representam linhas de trans - 

missão, sua expansão ou a instalação de novas linhas. Para arcos 

de transmissão, por exemplo, considerando-se CU como o conjunto de 

diferentes tipos de linhas que podem ser instaladas no arco ;EU , 

são apresentados na figura A.l os possxveis investimentos neste 

arco. 

I 
I I I 
I I I Caoacidade 
k k k k  c 1  c 2  c 3  c 4  instaladó 

Figura A.l: Investimento em transmissão, (ki& CU) 

O método tradicionalmente utilizado no planejamen- 

to a longo prazo] 311 consiste na determinação do caminho de custo 

mínimo em um grafo, expandido através de programação heuristica ou 



dinâmica, no qual estágios correspondem a anos do horizonte de es - 

tudo e estados são as configurações do sistema. Este problema não 

é entretanto solucionãveiL de forma simples, pois apresentando um 

porte bem grande, sua resolução não se torna muito operaciona1,mes - 

mo através do método de Dijkstra que faz com que o grafo não seja 

inteiramente examinado. 

Assim, como mencionado no capitulo I, uma boa estra - 

tégia consistiria na determinação da solução ao final do horizonte 

de planejamento, seguindo-se a recuperação do caminho ótimo que 

conduz a esta solução. 

Voltando-se ao problema inicial, seja d . (t) a função 
1 

que expressa a demanda de potência no nó - j (centro de consumo) no 

tempo - t (figura A.2), obtida através da aproximação das estimati- 

vas anuais por uma função continua. 

Demanda 

I 

Tempo 

Figura A.2: Crescimento da demanda de potência 



Desde que o intervalo de tempo entre duas expansões 

de um mesmo arco não seja muito grande, podemos linearizar a fun- 

ção d.(t) neste intervalo, sendo v a velocidade de crescimento da 
I j 

demanda do nó: 

Deve observar-se também que, com. o objetivo consis - 

te na determinação da solução ao final do horizonte de planejamen- 

to, 6 indiferente se a demanda é uma função de comportamento irre- 

gular no tempo ou não, o que importa 6 uma boa estimativa da deman - 

da final. Assim sendo, não se incorre em erros ao final do hori- 

zonte de planejamento se a função d.(t) for apr0ximad.a pela reta 
3 

d.(t + T) - d.(t ) 
d!(t) = v.t + 8 ,  com v = O 

D 

I J j T 

~ntão,a cada arco ligando o centro consumidor - j ao 

n6 T, está associada uma velocidade v de crescimento de demanda. 
j 

Considere-se agora os arcos associados a linhas de 

transmissão e obras de geração, e seja fU(c) o custo de instalação 

da capacidade - c (linhas de transmissão ou máquinas deuma usina)no 

arco - u. Se este investimento objetiva atender um crescimento de 

v unidades ao ano, ele estará esgotado e necessitando de expansão u 

após t' = c/vu anos.Se A for o desembolso anual de uma série uni- 

forme durante t' anos, que correspondesse ao investimento fU(c), 

tem-se 
t'-1 A 

fu(c) = 1 t r  = taxa de atratividade 
t=O ( 1 +  5 )  

1 -  ( 
1 )t' 



Se este f o r  o  melhor invest imento para  um período 

t '  do hor izonte  de planejamento O-T, e l e  o  s e r á  também para  ou-' - 

t r o s  períodos t '  d e s t e  hor izonte .  Desta forma, o  v a l o r  t o t a l  - 
do investimento corresponde à i n s t a l a ç ã o  da capacidade - c no a r c o  

u durante  o hor izonte  de planejamento será - 

A s s i m  sendo, como o Último f a t o r  é uma cons tante  

para  todos invest imentos,  

pansão do a rco  - u é aquele  

z(vu,c*)  = 

o investimento - c* mais adequado a  ex- 

que s a t i s f a z  



Associa-se então a cada arco uma função Z(v ) = 
u 

z(vU,c*) que representa o custo de expansão do arco u em função da 

sua velocidade de crescimento vU. 

Considerando-se 3 como os tipos de investimentos 

possíveis em um certo arco, obter-se-ia um resultado como o da fi - 

gura A.3. 

Custo 

Figura A.3: Custos de expansão em função da veloci - 
dade de crescimento da demanda 

A função Z(vU) apresenta comportamento bastante se - 

melhante ao da função côncava fU(c), devido a fenômenos de econo- 

mia de escala, podendo ser aproximada pela função côncava ;(vU). 

Obtem-se então um grafo G' = [x',u'] , sendo X' = 

no qual existem tres tipos de arcos: 

(i) arcos do tipo fonte ficticia-usina: têm uma velocidade de 



crescimento v e um custo de expansão dado por ?(vu), cor- 
u , 

respondendo a uma usina do grafo G. 

(ii) arcos que representam linhas de transmissão: apresentam as 

mesmas características que os anteriores. 

(iii) arcos do tipo consumo-sumidouro fictício: a estes arcos es- 

tão associados custos nulos e velocidades constantes de cres - 

cimento, correspondendo a um centro de carga do grafo G. 

Partindo-se da hipótese de que no inicio do horizon - 

te de estudo as demandas são atendidas pela geração disponível e 

pelo sistema de transmiss,ão existente, o problema de planejamento 

se traduz então em dotar, a um custo mínimo, os arcos dos tipos 

(i) e (iL) de velocidades de crescimento que atendam velocidade 

de crescimento dos arcos do tipo (iii), ou seja, um problema de de - 

terminação de fluxo mínimo com funções côncavas de custo. Uma vez 

determinadas as velocidades Ótimas de crescimento, obtém-se a con - 

figuração final do sistema. A este problema, de dimensões bem 

grandes, e portanto de resolução bastante demorada, a aplicação 

dos métodos desenvolvidos no capitulo I11 certamente teria grande 

utilidade, ficando em aberto tal aplicação, necessitando-se para 

isto um tratamento mais formal da formulação aqui apresentada. 


