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O problema do ca ixe i ro  v i a  jan te  (P .C .V. ) pg 

de s e r  formulado pe lo  seguin te :  Dada uma l i s t a  com - n c idades ,  

encont rar  a ordem em que um c a i x e i r o  v i a j a n t e  deve v i s i t a r  ca  - 

d a  uma delas  apenas uma vez e v o l t a r  pa ra  o ponto de p a r t i d a ,  

t a l  que a r o t a  s e j a  de custo mínimo. (O cus to  pode ser expres- 

s o  em dinhei ro ,  tempo, distnancia, e t c )  . 

Na terminologia  da  Teoria  dos Grafos, pode 

s e r  def in ido  como: encont rar  o menor c i r c u i t o  Hamiltoniano de 

um grafo.  ( c i r c u i t o  Hamiltoniano: é uma l i n h a  passando por  t o  - 

dos os  v é r t i c e s  do grafo ,  exatamente uma vez,  com um a r c o  li - 

gando os dois  v é r t i c e s  extremos) .  

E s t e  problema f o i  propos t o  formalmente, pg 

l a  pr imeira  vez ,  em 1934 p o r  Hass ler  Whitney num seminário na 

Uni v e r s i  dade de P r i n c e  ton . 

Apesar do P.C.V. s e r  faci lmente formulado , 

a s u a  resoluçZo computacional não é t ã o  s imples ,  uma vez que 

os  métodos exa tos  demandam muito tempo para  problemas de tama - 

nho razoave lmen te grandes e os  métodos aproximados, em g e r a l  

bons, porém nem sempre garantem o ótimo. 



Alguma das ~ p l i c a ç Õ e s , m a i s  comuns do P.C.V.:  

- d i s t r i b u i ç ã o  de alguns produtos (bebida,  gás ,  c o r  - 

r e i o ,  e t c )  para  uma extensa  rede de f regueses ,  a t ravés  de uma 

f r o t a  de ve ículos .  O que se quer  6 e s t a b e l e c e r  uma r o t a  pa ra  

cada ve ículo ,  de modo a minimizar o cus to  t o t a l  da viagem (gas - 

t o s  de cornbustivel , mão-de-obra, e t c )  . 

- esquematização de um conjunto de t a r e f a s  que devem 

ser e fe t ivadas  por  uma máquina, onde a mudança de uma t a r e f a  

pa ra  o u t r a  demora um c e r t o  tempo va r i áve l  e o problema é esc0  - 

l h e r  a sequência das t a r e f a s  que minimize o tempo para  o con - 

junto das t a r e f a s .  

Es te  t r aba lho  propõe o segu in te :  e s tudar  a s  

p r i n c i p a i s  formulações do P .C .V. ,  alguns métodos exatos  e apro  - 

ximados pa ra  sua resolução e general izações . 

Dentre os  métodos exatos  destacamos o de 

Dantzig -[5] que f o i  um dos primeiros a r e s o l v e r  o P.C.V. 

usando a i d é i a  de dualidade e recentemente Held e Karp [l O ]  e 

e Bazaraa [ l1, definiram o problema dual  do P.C.V. e  r e  - 

solveram o problema usando o método ascendente num procedimen - 

t o  de  branch-and-bound. 

L i t t l e  descreve um método branch-and- 

bound de construção de r o t a s ,  com um l i m i t e  i n f e r i o r  no conjun - 

t o  de todas as  r o t a s ,  calcu1a:dò. pelo procedimento de redução 

da matr iz  de d i s t â n c i a .  

Bellmore e Malone C 3 ]  usam a i d é i a  de branch - 



-and-bound, m a s  para  e l iminar  subrotas  na solução de um Proble - 

ma de  locação e s e u  v a l o r  é o l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o P.C.V. 

Quanto aos métodos aproximados destacamos : 

O &todo de Lin e Kernighan [l 4] que é um procedimento de m e  - 

lhoramento de uma r o t a ,  com a t r o c a  de k-arcos por  ou t ros  k- 

não per tencentes  a e s t a  r o t a  e v e r  se ocorre uma melhora na s o  - 

lução. 

O método de Karg-Thompson LI1]  é um método 

de construção de uma r o t a  e p a r a  n grande também de melhoramen - 

t o .  

Foi programado e s t e  Último método em FDIITR?N 

I V ,  com exemplos de 33 e 4 2  cidades e com soluções bem p e r t o  

do ótimo. 

Finalmente, no Último capi  tu10 refer imos a 

duas general izações do P.C.V. , sendo a pr imeira  o problema de 

sequenciamento de n t a r e f a s  em uma máquina com o cus to  de pag 

s a r  de uma t a r e f a  a ou t ra ,  dado p o r  funções e s p e c i a i s  e a s e  - 
gunda o P .C.V. dependente do tempo. 



11.1. LKX;UMPS F(~IMUL@&S PAFA O PROBLEMA DO CAIXEIIIO VIMMm(P.C.V.) 

Supondo que s e j a  dada uma l i s t a  com - n c i d a  - 

des a um ca ixe i ro  v ia jan te ,  onde cada para  de cidades i e j 

s ão  l igadas por  um arco de c u s t c  c i ,  . 

O problema é encontrar  a r o t a  de cus tc 

minímc , de modo que, e l e  passe e m  cada cidade apenas uma 

vez e depois re torne  para  o seu  ponto de pa r t i da .  

1 1 . 2 .  mRMuCAcÃ0 DO PrnIiEMA m CAIXEIRO 

VIAJANTE EM PR- INTEIRA 

O problema do ca ixe i ro  v i a j an t e  (P.C.V.)  6 

formulado a p a r t i r  do Problema de ~ l o c a ç ã o ,  representado p)elo 

seguinte : 

Dado C = (c i j  ) a matr iz  de custe da 

cidade i para a cidade j (i # j) 



minimizar E E c i j  x i e cii = V i = l ,  . . . ,n 
j= l  i=1 

s u j e i t o  a: a) 1 xi j  = 1 
j =i 

Apesar de todo x de uma subrota s a t i s f a z e r  i j  

as condições acima, nem sempre um solução viável deste problema 

e uma rota ,  podendo t e r  como solução várias subrotas. Para e v i  - 

t a r  que i s t o  aconteça, é necessário acrescentar mais a1 gumas 

res t r ições  ao Problema de ~ l o c a ç ã o .  

Antes de formular e s t a s  res t r ições ,  vai s e r  

definido os t ipos  de problemas que sãc classif icados quanto a 

natureza dos elementos da matriz de custe.  

19) P. C.V . SIMETRICO - quando c - 
i j 

- c j i ,  v i , j  . 

29) P.C.V. ASSIMETRICO - quando cij não necessaria - 
mente igual  a cji. 

39) P.C.V. S I M ~ T R I C O  E SATISFAZENDO A DESIGUALDADE T R I  - 
ANGULAR - ci j  - - c . .  e cik 5 c i j  

7 1  
+ C 

jk 
para todo 

i, j e k .  

O s  c i j l s  podem s e r  determinado aleatoriamen- 



te  ou serem especi f icados  a p a r t i r  de alguma apl icação  p a r t i c u  

lar. 

11.3. TIPOS DE ~~ESTRIÇÕES 

Existem vár ios  t i p o s  de r e s t r i ç õ e s  que - a 

crescentadas ao Problema de ~ l o c a ç ã o ,  evitam ou eliminam as 

subro tas .  

Sezão mencionados aqui três de las :  

RESTRIÇÃO DO TIPO I - 

Wagner L2 O ]  acrescenta  ao Problema de Alo- 

cação as va r i áve i s  u i = :2 Z 
i ' , 3, ..., n e  (n-1) - (n - 1) res - 

t r i ç õ e s  do t i p o :  

u i -  u j + n x i j 5 n -  1 para  i = 2,3,  ..., n 

u u > O e i n t e i r o s  i ' j - para  j = 2 1 3 1 . . 0 f n  { i f j )  

A formulação completa do P.C.V. cons i s t e  de 

n2 - n + 2 r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  e n2 - n + 1 v a r i á v e i s  i n t e i r a s .  

Minimizar I c i j  x i j  e cii = para  - k = 1 , 2 , .  . . ,n  
j=l  i=l 

n 
s u j e i t o  a: a)  1 x = 1 i j aL, = ~ , . . . , n  

j = l  

j #i 



1 se o  par-  (i, j )  pertence a  r o t a  
C) X i j  = 

O caso con t rá r io  

e )  ui, u > O e i n t e i r o s .  
j - 

A s  r e s t r i ções  de a.) e  d) : 1 - evitam as sub- 

ro t a s  e 2 - garante que nenhuma r o t a  s e j a  excluída.  

~emons t ração : 1) evitam as subrotas  . 

Supondo que possa e x i s t i r  uma subrota  ( r  1 

r 2 r )  com j < n e ri # 1 i = l , . . . , j .  
j 

xr l , r2  = xr2 ,r3 = ... = xr  r = 1 por c ) .  j-1' j  

Subst i tuindo em d) 

para i = i, . . . j-  1 



Somando-se todas as  desigualdades,  pa ra  i de 

1 a j - 1, temos que: 

j - < 0 ,  contradição p o i s  1 - < j < n. 

2 )  Garante que nunhurm r o t a  s e j a  exclu ída :  

s u f i c i e n t e  mostrar que exis tem valores  pa- 

r a  u que sa t i s fazem a ul t ima r e s t r i ç ã o ,  para  qualquer  r o t a  i' 

dada. 

Considerando uma r o t a ,  que pof def in ição  pas - 

sa por  cada uma das c i  dades i = 2 ,3 , . . . ,n apenas uma vez. 

Seja  ti - a posição na r o t a ,  e m  que a cidade 

i é v i s i t a d a  e tl = 1 para  a cidade 1. 

~ n t ã o  ui = t .  para  i = 2,3 ,  .. . , n  é v i á v e l .  
1 

Quando x i j  = 1 , t j  = ti+l a r e s t r i ç ã o  e) p a  - 

r a  e s t e  x i j  é s a t i s f e i t a  desde que: 



Quando x i j  = O 

u - u . < n - 1 ,  
i p a r a  u < n 

1 - i - 

u .  > 1 
I - 

RESTRIÇÃO DO TIPO I1 - - 

Bellmore e Malone C3]  dão o u t r a  r e s t r i ç ã o  , 
que acrescentada ao Problema de ~ l o c a ç ã o ,  e l imina  as  subrotas.  

- 
S e j a  S ,  S uma p a r t i ç ã o  de i n t e i r o s  i=l,. . . ,n, 

i s t o é ,  S ( \ S =  $I e S d S =  {1,2 ,..., n}. 

A r e s t r i ç ã o  é do t i p o :  

> 1 para  toda ~ a r t i ç ã o  (s,S) , E , I  xij = 
~ E S  -JES 

obriga a e x i s t ê n c i a  de p e l o  menos um arco o r i en tado  l igando 

duas subrotas  . 
O P.C.V. é formulado por:  

Minimizar E c i j  i j  - x cii - V i  = l , . . . , n  
j=l i=l 



n 
Sujei to  a :  a )  1 xi = 1 j = l l . . . , n*  

j= l  
j f i  

b )  1 x.. . = 1 
i=l 17 

> 1 para toda p a r t i ç ã o ( ~  ,S )  C) 1 I x i j =  
isS ~ E S  

1 se  o para ( i ,  j) pertence a ro ta  
e )  x i j = [  

0 caso contrário 

No caso das distâncias serem simétricas.: 

para todas as partições (S ,S)  não vazias e temos que se  (S  ,SI 

é considerada (S,S) não o é. Existem 2 - 1 restr ições  des - 

t e  t ipo num problema com n cidades. 

F ~ T R I C Ã O  DO TIPO 111 

Outra res t r ição  que ev i t a  as subrotas é: 

1 x. . .  < k - 1 
(i , j )  ES'  

i7 = 

onde S ' 6 a representação de pares ordenados das cidades de 

uma dada subrota S, de uma solução do Problema de ~ l o c a ç ã o ,  e 

k é o número de cidades de S. 



O P.C.V. é formulado por: 

Minimizar E E c i j  i j  cii 
- x - vi = l , . . . , n  

i=l j = l  

su je i to  a:  1 x = 1 
j=l i j 

Xij = \ O  caso contrário.  

O número de res t r ições  deste t ipo  depende 

do tamanho da subrota. 

A redução no número de soluções i n t e i r a s  

viáveis impondo e s t a  r e s t r i ção  111 a um problema de aloca - 
-1 ção é de [k! e + 0,5] soluções r3 ] .  

No problema com a r e s t r i ção  do t ipo  I1 

-1 são eliminadas [k! e + 0,5] C(*-k) ! e-' + 0,5] soluções in  - 

t e i r a s  viáveis do Problema de ~ l o c a ç ã o .  

I s t o  porque a r e s t r i ção  do t i p o  I1 elimi- 

na todas as soluções possíveis de um subproblema com k-cida - 
-1 des, que são [k! e + 0,5] soluçÕes e a s  soluções possíve- 



i s  de ou t ro  subproblema com a s  (n-k) cidades r e s t a n t e s ,  [(n-k) ! 

e - l  + O ,  51 soiuções . 

Como e s t a s  soluçÕes podem aparecer  no  Proble - 

m a  de  locação em todas a s  combinações p o s s í v e i s ,  existem 

[k! e-l  + 0,5] [(n-k) ! e - l  + 0,57 soluções eliminadas.  

I s t o  i n d i c a  que a r e s t r i ç ã o  do t i p o  I1 6 

mais e f i c i e n t e ,  s e  k - > '3, do que uma r e s t r i ç ã o  do t i p o  111 

(TEOREMAS I V  e V, pags, 283, de C 3 ]  ) . 

A formulação do P.C.V. com a r e s t r i ç ã o  do 

t i p o  I ,  usa-se um pouco menos r e s t r i ç õ e s  do que a r e s t r i ç ã o  

111, mas e s t a  va i  ser melhor, po r  e x c l u i r  a s  soluções £raciona - 

r i a s .  

I s t o  pode ser v i s t o  em um exemplo simples : 

Supondo que temos uma solução com a s  subro - 
t a s  (2,3,4,2)  e (5 , .  . . , n ,1 ,5 ) .  

Com a resti ição 111, no caso s imé t r i co :  

C x < 2  
(i, j) ES'  i j  - 

Com a r e s t r i ç ã o  I e m  S: 

u - u  + n x  < n - 1  para  i = 2,3,  ..., n i j i j  - 
j = 2 f 3 1 . . . 1 n  ( i+ j )  



Somando-se, obtemos : x23 + x + xq2 - 34 < 3-3/n 

que é s u f i c i e n t e  p a r a  e v i t a r  uma subro ta ,  mas é maLs f r a c a  do 

que x~~ + x f x~~ < 2 , pois  admite mais soluções v i á v e i s  f r a  3 4 - 

c ionár i a s .  

O problema dual do P.C.V.  será formulado a 

p a r t i r  do P .C.V. ,  sob um en£oque d i f e r e n t e  dos até agora v i s  - 

t o s .  

S e j a  o P.C.V. 

n n - Minimizar 1 ci xi cii - Vi = 1,. . . ,n 
i=l j=l 



i = l , . . . , n  
C) X i j  = i,: j =  I , . . . , n  

não subrotas .  

Para  e v i t a r  a s  subro tas  é adotado o método 

de Held e Karp C1 '1. E o método da re laxação lagrangeana e s  - 

tudado por  Geoffrion r] e o dual  é formulado a p a r t i r  de no - 

vaç def in ições  11] . 

ARVORE-1 de um g ra fo  composto de n cidades e seus  a r  - 

cos é uma árvore com n-1 cidades,  e mais 

dois  arcos d i s t i n t o s  l igando as  cidades r e s  - 

t a n t e s  com qualquer duas das n-1 cidades da 

Arvore. 

Exemplo 

Uma árvore-1 composta p e l a  á rvore  com os  nós 1 , 2 , 3 , 4 ,  

5 e mais dois  a rcos  a p a r t i r  do v é r t i c e  6. 

Uma árvore-1 corresponde a uma r o t a  s e  e s o  - 

mente s e ,  o c i c l o  formado na árvore 1 t e m  n arcos e é o r i e n t a  - 



do. 

O P.C.V. pode ser reformulado da s e g u i n t e  ma - 

n e i r a :  

s u j e i t o  a: 1 x = 1 i j i = l , . . . , n  j=l 

X E X  

onde X = acnjuntc das ãrvorés-1 do grafo  completo no 

ccnjuntc de nós {1,2,  ..., n) 

e os  arcos (i, j) com x = 1 formam uma i j 

árvore-1. 

I'9.5. UM PFfXXDIMEN!lD PARA ENCWRAR 

UMA &WORF:-~ DE CUSTO MfNIMO 

c i a l  então: 

Colocando f o r a  um dos n - nós,  chamado nó i n i  - 

a )  encon t ra r  a árvore de c u s t e  mínimo 



que l i g a  os  (n-1) nós r e s t a n t e s .  

b) encon t ra r  dois  arcos de cus tcs  míni - 

mos que l igam o nó i n i c i a l  com a árvore  dos n-1 nós r e s t a n t e s .  

E um problema d i f í c i l  t r a b a l h a r  com as duas 

pr imeiras  r e s t r i ç õ e s  e a  árvore-1 de cus tc' mínimo. Se 

trabalharmos com as r e s t r i ç õ e s  a)  e  b )  e com os mul t ip l i cado  - 
r e s  lagrangeanos ( v a r i á v e i s  duais  ) e colocando-os na função 

ob je t ivo ,  obtém-se a  formulação dual  do P.C.V.. E s t e  é o p r g  

cedlmento de relaxação lagrangeana estudada por  Geof f r i o n .  

11.6 .  PROBLEMA DUAL 

Maximizar 8 (u,v)  

OU 

~ ( u , v ) = -  1 u - 1 vj + mínimoI1 1 (d. .+ui+v.)x 1 
i i j  11 7 i j  

X E X i j  

u,v não r e s t r i t o s .  

  vali ar 8 (u,v)  para  va lores  f i x o s  de u e v 

- é ,um t r a b a l h o  relat ivamente simples p o i s  o  problema s e  resu - 

me em encon t ra r  uma árvore-1 mínima, com o cus tc 

' i j  do arco  (i, j )  s u b s t i t u í d o  por  ( c i j  + u i + V . )  7 . 



As r e s t r i ç õ e s  (a) e (b) forçam automaticamen - 

t e  um c i c l o  a s e r  o r i en tado ,  por t an to  não há a preocupação a 

r e s p e i t e  da or ientação  dos a rcos ,  na procura da árvore-1 m í  - 

nima. 

interpretação de u e v - podem s e r  v i s t o s  co - 

mo penalidades por  v i o l a r  a s  or ien tações  própr ias  dos arcos . 
Quando e s t i v e r  calculando a árvore-1 mínima e muitos arcos " dei - 

xaremff o nó i ,  ten ta - se  "penal izar f f  esta d e f i c i ê n c i a  na próxi -  

ma i t e r a ç ã o  fazendo-se c r e s c e r  os  u 'S .  Também do mesmo modo , i 

s e  muitos arcos "entram" no nó j ,  ten ta-se  p e n a l i z a r  e s t a  d e f i  - 

c iênc ia  fazendo-se c r e s c e r  os v 'S. 
j 

11.7. - DUAL DO P.C.V. S I M ~ ~ T R I C O  

No caso s imé t r i co ,  quando o v e t o r  x ,  repre  - 
s e n t a  uma á r v o r e - l e  EXW a o r i en tação  dos arcos não é importan- 

t e ,  não será necessár io  que o número de arcos deixando o nó i 

s e j a  1 e o número de arcos  entrando no nó i s e j a  1, é s u f i c i e n  - 

t e  d i z e r  que o número de arcos  incidentes no nó i é 2 .  HZ uma 

~ i m p l ~ f i c a ç ã o  na formulação do prima1 e do dual  do P .  C .V. . 

O P.C.V. é reformulado: 

Minimizar ci xi 
i=l -j=l 



s u j e i t o  a: 1 x + 1 xji = 2 para  i = 1 , 2 , .  . . ,R 
j=i  i j  j=l 
j #i j#i 

onde X é o conjunto das  árvores-1. 

O problema dual  é dado abaixo, com apenas 

um conjunto de va r i áve i s  duais , u. 

Maximizar 8 (u) 

11 

s u j e i t o  a:  8 (u) = - 2 1  ui + min 1 1 ( c i j+u i+Uj )~ i j  i= 1 X E X  i=l j=l 
j#i 



111.1. ALGUNS MTODOS EXATOS - 

Existem vár ios  métodos exatos  para  r e s o l v e r  

o P.C.V. (problema do c a i x e i r o  v i a j a n t e ) ,  i s t o  é, métodos que 

garantem que a solução enccntrada é a sc luçãc  &irna. 

Entre  e l e s  s ã o  c i tados  aqui  o método de 

Dantzig, o método de Branch-and-Bound de L i t t l e  e de Bellmore e 

o método de Held-Karp. 

111.2. M ~ T O D O  DE DANTZIG,  FULKERSON E JOHNSON 

Uma das d i f icu ldades  e m  encont rar  uma r o t a  

Ótima resolvendo como um problema de programação i n t e i r a  o p r o  - 

blema de  locação e mais a s  r e s t r i ç õ e s  para  e v i t a r  as  subro tas  

6 o número muito grande de r e s t r i ç õ e s  e v a r i á v e i s .  

porém Dantzig, Fulkerson e Johnson [7J , enccn 

traram soluções ótimas p a r a  problemas com a t é  49  c idades ,  - u 

sando q u a t r o  e s t r a t é g i a s  ad ic iona i s  : 

l a . )  só trabalham com retas não-orientadas,  

o que s i m p l i f i c a  suas ca rac te r i zações  quando n é grande e r e  - 

duz o tempo de cálculo.  



2a. ) não caracter izam as  r o t a s  p e l o  conjunto 

completo das r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  e adicionam novas r e s t r i ç õ e s  

somente quando é necessár io  bloquear  subrotas  e t a l  que assegu- 

r e  que alguma r o t a  s a t i s f a ç a  1 1 c x e também p a r a  e x c l u i r  
i j  i j  

soluções envolvendo xi 's f r a c i o n á r i o s .  

3a. ) nos exemplos dados com a t é  49 c idades,  

o cá lcu lo  f o i  f e i t o  sem o uso do computador e em p a r t e  i s t o  e 

poss íve l  porque usam um simbolismo simples que permite a repre- 

sentação d i r e t a  das re lações  a lgébr icas  a p a r t i r  de um mapa 

das cidades e m  questão. A s s i m  o processo i t e r a t i v o  é mais r á p i  - 

do e é f á c i l  de acompanhá-lo nos seus  passos e sugere novas r e s  - .  

t rhções l i n e a r e s  que não ser iam ob t idas  p o r  outros:  métodos m e  - 

nos v i s u a i s .  

4a.)  uma vez o b t i d a  uma r o t a  que e s t e j a  p e r  - 

t o  do ótimo, um procedimento - combinatório é f e i t o ,  usando o m a  - 

pa e E s t a n d o  as poss ib i l idades  que a inda  não foram eliminadas 

pe las  condições impostas no problema. 

C 

O método de Dantzig,  Fulkerson e Johnson e 

i l u s t r a d o  no seguin te  exemplo: 

Considerando-se um mapa de 5 c idades ,  em 

forma de um pentág.ono r e g u l a r ,  de lados u n i t ã r i o s  e p o r t a n t o  as 

diagonais de comprimento 1/2  ( 4 5  + 1) = 1,7  



Chamando de S i j  = rii + li - C 
i j '  

temos ( 3 )  
j 

Determinação dos IIils 

6 i j  = O para x = 1 i j 

Resolvendo o s i s tema,  



A matr iz  de d i s t â n c i a  C =' rcij I 

O problema é: 

Minimizar C (x) = 1 c  x  i = 1 , . . . , 5  
i> j 

i j  i j  

s u j e i t o  a:  1 x = 2 i j 
&i # j ( 2 )  

j=l 
X = x  i j  i j  

( 1 se o  p a r  (i, j) pertence a  r o t a  

Xi j  = \  O caso c o n t r á r i o  

In ic iando com a  r o t a  v i á v e l  ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) ,  e: 

- - - - - 
t a o  x12 = x~~ = x = x~~ = 1. 34 

O comprimento da r o t a ,  quando x  = em (1) 

é c (X) = 5. 

Multiplicando cada r e s t r i ç ã o  ( 2 )  po r  B i ,  um 

parâmetro a  ser determinado e sub t ra indo  de ( I ) ,  

pa ra  cada i # j ,  rii ( 1 x i j  - 2 )  = O ( x i j  = x..) 
j = l  3'- 



- - 
Fazendo-se xi = x e m  (3)  , xi 6i 

i j = O 

Subtraindo D (x) de D (x) : 

Nas diagonais  do pentágono, t e m - s e  : 

- n5 + n3 - C53 =-0'7 &53 - 

e para  todo p a r  i ,  j , 6ij - < 0, en tão  a d i fe rença  ( 4 )  é sempre 

maior ou i g u a l  a zero. 

Qualquer o u t r a  solução x ,  s a t i s f a z e n d o  a 

r e l ação  (2) não va i  s e r  melhor do que a solução i n i c i a l  2 pcr  - 



t a n t c  a scluçãc 6tima. 

111.3. M ~ T O D O  DE "BRANCH-AND-BOUND" 

111.3.1. Método de L i t t l e ,  Murty, Sweeney e Kaul 

O procedimento b á s i c o  do método a L i t t l e  C9] 
cons i s t e  no segu in te :  p a r t i c i o n a r  o conjunto de todas a s  r o t a s  

viáveis .  com n cidades em um número crescente  de subconjuntos ca - 

da vez menores, calculando p a r a  cada um deles  um l i m i t e  i n f e r i -  

o r  no cus to  das ro tas .  Esses l i m i t e s  é que determinam o p a r t i c i o  - 

namento dos subconjuntos.  

Uma r o t a  Ótima é determinada quando se encon - 

t ra  um desses subconjuntos com uma Única r o t a ,  cu jo  c u s t o  t o t a l  

6 menor ou i g u a l  do que qualquer  l i m i t e  i n f e r i o r  dos out ros  sub - 

conjuntos.  

O s  subconjuntos de r o t a s  s ã o  representados 

convenientemente como os nós de uma árvore e o processo de par-  

ticionamento como uma ramificação dessa árvore ,  d a í  o nome 

"branch-and-bound" . 

Em g e r a l  e s t e  método t r a b a l h a  bem com p r c  

blemas não s imé t r i cos ,  sendo p o s s í v e l  também ap l i cá - lo  a proble  - 

mas s i m 6  t r i c o s  mas com algumas modificações importantes.  



C = [c. .I matr iz  de cus to  
11 

t = r o t a  

z ( t )  = 1 C i j cus to  da r o t a  
(i ,j) ~t 

X , Y  ,Y = representam nós de uma árvore  

w ( X )  = l i m i t e  i n f e r i o r  em todas as  r o t a s  de um conjunto 

X e por tan to  z (t) > w (x) 

t E X  

z = l i m i t e  s u p e r i o r  no cus to  de todas a s  r o t a s .  
O 

111.4. - UM PROCESSO DE REDUÇÃO 

Para s e  determinar os l i m i t e s  i n f e r i o r e s  nos 

subcon juntos é necessár io  o concei to  de redução. 

Se por exemplo, uma cons tante  h é s u b t r a í d a  

de uma l i n h a  ou  a lunada  matr iz  C ,  en tão  qualquer  r o t a  sob e s t a  

nova matr iz  v a i  ser a mesma sob a matr iz  a n t e r i o r ,  menos h ,  p o r  

que uma ro ta :  - t e m  somente um elemento em cada linha e ccluna. 

Um processo de redução é quando s u b t r a i - s e  o 

menor elemento de uma l i n h a  (coluna) de uma mat r i z ,  dos demais 

elementos d e s t a  l inha  ( coluna) . 

Uma matr iz  reduzida - é uma matr iz  com pe lo  

menos um elemento zero em cada l i n h a  e coluna e os demais elemen - 



t o s  p o s i t i v o s .  

Se z ( t )  é o cus to  de uma.rota  t an tes  da re - 

dução e z l ( t )  depois e h é a soma das cons tantes  reduzidas,  e n  - 

t o :  z (t) = zl (t) + h e h c o n s t i t u i  um l i m i t e  i n f e r i o r  no 

junto de todas a s  r o t a s ,  sob a matr iz  o r i g i n a l .  

Exemplo : - 

Reduzindo l inhas  

Reduzindo Colunas 

Matriz Reduzida 

111.5. PROCESSO - DE RAMIFICAÇÃO 

con 
7 

O part ic ionamento do conjunto de r o t a s  e m  

subconjuntos é representado como ramificação de uma árvore.  



O nó i n i c i a l  representa  o conjunto de todas 

a s  r o t a s .  O nó contendo o p a r  .(i ,  j) gerado a p a r t i r  do nó i n i  - 

c i a l  r ep resen ta  o conjunto de todas a s  r o t a s  que incluem O 

- 
p a r  de cidades (i, j) enquanto que o nó (i, j) rep resen ta  o con- 

junto  de todas a s  r o t a s  que não incluem o p a r  (i, j 1 . 

Continuando a ramificação a p a r t i r  do nó  

(i, j )  , temos mais dois  nós;  um representando o conjunto de te 
das a s  r o t a s  que incluem um novo p a r  de cidade (k ,R )  , den 

7 

t r o  do conjunto de todas a s  r o t a s  que incluem o p a r  (i, j) , e= 

quanto o out ro ,  representa  o conjunto não excluindo o p a r  de 

(k, R ) .  

~ l g o r í  tmo : 

Passo 1: Fazer z = a, z é o l i m i t e  super io r  no cus to  de t o  - 
O o 

das as  r o t a s .  

- r e d u z i r  C. 

- X = 1 no i n i c i a l  representando todas a s  r o t a s  

- w(x) = soma das cons tantes  reduzidas de C 



Passo 2 : Selec ionar  o p a r  de cidades (k ,  R , que vai  determinar  

a próxima ramificação,  pe lo  seguin te  : 

8 (k ,  R )  = máximo 8 ( i , j )  

onde (i, j) é determinado nos pares  onde ci = O da 

matr iz  reduzida C, como a soma do menor cus to  na l i n h a  

i ,  excLuindo c (com o menor c u s t o  na coluna, exc lu in-  
i j 

Passo 3: Fazer uma ramificação do nó X para  Y = (k ,  R )  e r o t u  - 
l a r y   por^@) = w ( X )  + 8 ( k , R ) .  

- Fazer  o u t r a  ramificação de X para  Y onde Y = ( k ,  R ) 

e e l iminar  a l i n h a  k e a Coluna na  matr iz  C. 

- Encontrar  p = cidade de p a r t i d a  

m = cidade de chegada 

de um caminho gerado pe los  pares  de cidades e s c o l h i  - 

das para  estarem nas r o t a s ,  a t é  Y e f a z e r  c = rn. 
mP 

- Reduzir C 

- Rotular  Y por  w (XX = w ( X )  + soma das constantes  redu- 

zidas  

- V e r i f i c a r  se C é uma matr iz  2 x 2 

Caso p o s i t i v o ,  i r  p a r a  o Passo 7. 

Passo 4 :  Se lec ionar  o próximo X ,  o nó com menor v a l o r  w ( X )  , p g  

r a  a próxima ramificação. 

V e r i f i c a r  s e  zo - < w (X)  - en tão  pare  ! 

Caso c o n t r á r i o ,  continue.  

Passo 5 :  V e r i f i c a r  s e  a ramificação continua a d i r e i t a ,  i s t o  é, 

s e  X = .Y do Passo 3 ,  en tão  v o l t e  ao Passo 2 .  



Passo 6 :  - Tomando a matr iz  C - o r i g i n a l ,  l e r  os pares  (i, j) 

escolh idos  para  estarem nas r o t a s  a t é  o nó X e 

c a l c u l a r  g = 1 c i j  desses  pares .  

- Para  cada desses pares  ( i , j )  e l iminar  a l i n h a  i 

e a coluna j e pa ra  cada caminho contendo o pa r  

(i, j )  , encontre  a c idade p e a cidade m e f a ç a  

C = a .  
mP 

- Para  cada pa r  (k,  1 ) que não pode o c o r r e r  nas r o  - 

tas de X ,  f aça  ck1= ". 

- Reduzir C e r o t u l e  X com w ( X )  = g + soma das cong 

t a n t e s  reduzidas . 

- Voltar  ao Passo 2.  

Passo 7: V e r i f i c a r  s e  w ( Y )  - > zo, en tão  v o l t e  ao Passo 4. 

senão, f a ç a  zo = w (Y) e v o l t e  ao passo 4. 

0bservaçÕes: O processo de redução é um caminho e f i c i e n t e  de - 

c o n s t r u i r  l i m i t e s  in fe rkores  e também para  e sco lhe r  os  pares  

de cidades a serem colocados na r o t a .  

- A ramificação é f e i t a  sempre de modo a maximizar o l i m i t e  

i n f e r i o r  para o nó (k , 1 ) , de modo que r o t a s  não Ótimas s e  - 

jam eliminadas mais rapidamente. 

Exemplo 

Dada a matr iz  de d i s t â n c i a  C 



P a s s o  1: 

- z  = w  
O 

- ~ e d u ç ã o  de  C ( q u a d r o  2 )  

P a s s o  2: 

D e t e r m i n a r  8 (k ,R  ) = max 8 ( i , j )  

P a s s o  3: ~amif icação  

- - - Y = ( 2 , 3 )  

w ( y ) =  6 3  

- Y = (2:,3) 

E l i m i n a r  a l i n h a  2  e a c o l u n a  3  e m  C r e d u z i d a .  



- p = 2  

m =  3 

- R e d u z i r  C 

P a s s o  4 :  X = ( 2 , 3 )  e w(X)  = 5 8  < zo 

P a s s o  5 :  X = Y n o  P a s s o  3 .  

P a s s o  2 : D e t e r m i n a ç ã o  do p r ó x i m o  8 ( k  , R )  

8 ( 1 , 2 )  = O 8 ( 1 , 4 )  = O 0 ( 1 , 5 )  = 2 0 ( 3 , 1 )  = 3 

8 ( 3 , 4 )  = O 8 ( 4 , 2 )  = 4 0 ( 5 , 2 )  = 2 

- - 
P a s s o  3: - Y = ( 4 , 2 )  e w(Y) = 6 2  

- Y = ( 4 , 2 )  e e l i m i n a ç ã o  da l i n h a  4 e c o l u n a  2 



- Um caminho :  ( 4 , 2 )  ( 2 , 3 )  e p o r t a n t o  cg4 = a e m  Q-6 

- R e d u z i r  C do Q-6 

- w(Y) = 6 3 .  

P a s s o  4 :  Somando X, o de menor valor 

- 
X =  ( 4 , 2 )  e z > w ( x )  

O 

P a s s o  5: X  # d o  P a s s o  3 .  

P a s s o  6 : - Somar  a m a t r i z  C o r i g i n a l  

- g = c  = 1 0  2  3 

- E l i m i n a r  a l i n h a  2 e a c o l u n a  3  

- R e d u z i r  C do Q-8 em Q-9 

- w(X) = 6 2  

P a s s o  2: ~eterminação de 8 ( k , R )  

8 ( 1 , 2 )  = O 8 ( 1 , 5 )  = 1 8 ( 3 , 1 )  = O 8 ( 4 , 1 )  = 1 

8 ( 5 , 2 )  = 3 8 ( 3 , 4 )  = 3  

8  (k ,R)  = 3  e (k, R) = ( 3 , 4 )  



- Y = (3 . ,4 )  

- E l i m i n a r  a l i n h a  3 e a coluna 4  - Q  -10 

- Um caminho ( 2 , 3 )  ( 3 , 4 )  e c42 = 

- R e d u z i r  C 

- w ( Y )  = 6 2  

P a s s o  4 :  X = ( 3 , 4 )  e z  > w(X)  
O 

P a s s o  5: X = Y do P a s s o  3 

P a s s o  2: ~ e t e r m i n a ç ã o  de 0  ( k  , R )  

e ( 1 , 2 )  = O e ( 1 , 5 )  = I  8 ( 4 , 1 ) = 3  8 ( 5 , 2 )  = S  

0 ( k , L )  = 3 e ( k ,  R )  = ( 4 , l )  

- - 
P a s s o  3: - Y = ( 4 , l )  e w(Y) = 6 5  

- Y = ( 4  ,I) 

- E l i m i n a r  a l i n h a  4  e a c o l u n a  1 de Q-10. 

- Um c a m i n h o :  ( 2 , 3 )  ( 3 , 4 )  ( 4 , 1 ) ,  então c12 = 

- R e d u z i r  C 

- w  ( Y )  = 6 2  

- C é uma m a t r i z  2 x 2  



P a s s o  7 :  w ( X )  < z 
O 

P a s s o  4:  X = ( 4 , l )  

z = w(X) - pare. 
O 

- 

A solução Ótima é: ( 2 , 3 )  ( 3 , 4 )  ( 4 , l )  ( 1 ,5 )  ( 5 . 2 )  



111.6. - &TODO DE BELLMORE E MALONE - OU 

&TODO DE ELIMINAÇÃO DE SUBROTAS - 

A r e s t r i ç ã o  do t i p o  11, do c a p í t u l o  11, is-  

t o  é, 1 1 xi 2 1 , onde (S , S )  é uma p a r t i ç ã o  de i n t e i r o s ,  i= 
S S 

1,. .. ,n, acrescentada ao Problema de  locação é b a s t a n t e  e f i  - 

c i e n t e  devido a sua  ráp ida  convergência e eliminando m a i s  

soluções v iáve i s .  

Bellmore e Malone L2] encontraram uma t&c - 

n i c a  b a s t a n t e  e f i c a z  pa ra  a p l i c a r  a r e s t r i ç ã o ,  s e m  se envol  - 

v e r  em uma formulação i n t e i r a ,  associada  comsuas d i f i c u l d a  - 

des computacionais e m  problemas ass imétr icos .  

S e j a  a solução de umproblema de u locação 

com uma subro ta  S de k cidades.  

Se todas a s  cidades s ã o  par t ic ionadas  em 

dois  subconjuntos S e 3 ,  então qualquer  r o t a  v iáve l  deve en - 

volve r pe lo  menos wn arco l igando uma cidade de S a uma 

o u t r a  de S ,  e de cada cidade ti, i = 1,. . . ,k per tencente  a S 

não pode p a r t i r  um arco  p a r a  l i g a r  a uma o u t r a  de S. Para  que 

t a l  aconteça,  forçamos o cus to  de cada ti E S para  qualquet  

o u t r a  cidade de S,  ser a rb i t r a r i amente  grande. 

~ n t ã o  a solução S é "quebrada" e m  k subcon- 

juntos onde cada um deles  é ca rac te r i zado  por  cada cidade ti, 



Teorema 1 : Dada uma solução v iável  ao Problema de Alocação: 

Min 1 1 ci xi 
i j 

s u j e i t o  a: x i j  = 1 vi = l , . . . , n  
4 

com uma subro ta  de comprimento k. 

Se S contém a s  cidades da subro ta  e se S é 

par t ic ionado e m  k subconjuntos Ti, i = 1,. . . ,k, onde cada Ti 

é ca rac te r i zado  por  cada arco saindo da i-ésima cidade de S 

indo diretamente para  uma cidade S ,  en tão  a solução com a 

subro ta  s e r á  eliminada, m a s  não as  r o t a s  v iáveis .  (Demonstra- 

ção,  pag, 294 de L 2 ] ) .  

Teorema 2: Se lec ionar  a subro ta  contendo o menor número de 

cidades p a r a  p a r t i c i o n a r  o conjunto de solução,  s i g n i f i c a  uma 

redução máxima no número de soluçÕes que não correspondem a 

soluções v iáve i s .  (~emons t ração ,  pag, 294 de C2] ) . 

Teorema 3 : A s  soluções Ótimas dos k subcon juntos o r i g i n á r i o s  - 

da quebra de uma subro ta  tem os va lores  maiores do que o va - 



l o r  da  sol-ução i n i c i a l .  O v a l o r  mínimo sobre  todos os  subcon- 

juntos consti-tui  .um l i m i t e  i n f e r i o r  e m  todas as  r o t a s  viáveis .  

(~empns  t r ação ,  pag, 295  de L2] ) . 

I I I. 7 .  UM P;LGOIil:'lPD PARA FSSOLVER O PROBLECMA DE ÃTXXIAÇÃO 

Existem muitos algoritmos pa ra  r e s o l v e r  o 

Problema de  locação e o mais e f i c i e n t e  6 o Algoritmo de 

H i  tch cock . 
Considerando os problemas prima1 e dual  

do Problema de  locação contínuo. 

Min 1 1  c i j  x i j  
i j  

Dual 

Max - 1 a i + C  
i j ' j 

s u j e i t o  a: 1 x i j  5 1 #i s u j e i t o  a: B j  - ai < c i j  
i 

A s  condições de otimalidade são x i j  ( b j  - a - i 

- c ) = O pa ra  todo i e j. i j 

A solução t é c n i c a  do Algoritmo de Hitchcock 



c o n s i s t e  em manter a  v i a b i l i d a d e  do dual ,  a jus tando as var iá-  

v e i s  pr imais  de acordo com a s  condições de o t imal idade  prima1 

-dual. 

I N I C I O  DO ALGORITMO 

B j  = min c i i j  
para V j  

para  #i 

para  +(i, j)  

u m  p a r  de (i, j )  6 ~ D M I S S ? ~ E L  s e  ai - B + 
+ c i j  = O e  a s  mudanças nas va r i áve i s  pr imais  s ó  podem ocor re r  

nos pares  admissíveis.  

Passo 1: ROTULAÇÃO 

Rotular  cada l i n h a  i ,  p a r a  o qua l  1 x i j  = O 
j 

Das l i n h a s  ro tu ladas  ,. r o t u l e  cada coluna j  pa ra  O 

q u a l  o  p a r  (i, j )  é admissivel.  De cada coluna r o t u l a  

da j ,  r o t u l e  cada l i n h a  i ,  para o qua l  xi j  = 1. Se 

uma coluna é ro tu lada  t a l  . que 1 x i j  = O ,  vá p a r a  
i 

o Passo 2. Se não f o r  poss íve l  mais r o t u l a r ,  vá pa ra  

o Passo 3 ,  senão continue o procedimento acima. 

Passo 2 : MUDANÇA DE FLUXO 

Seguindo o caminho deixado pe lo  Passo 1, faça  x = i j 

= 1 para  cada passo  ro tu lado da l i n h a  p a r a  coluna e  

x = O para  cada passo  ro tu lado da coluna p a r a  a li i j - 



nha. Se 1 xi = 1, p a r a  todo i, termine. Caso c o n t r á  - 
j 

r i o ,  v o l t e  ao Passo 1. 

Passo 3 : MUDANÇA NAS VAR~AVEIS DUAIS 

S e j a  S - conjunto dos í n d i c e s  das l i n h a s  ro tu ladas  

T - conjunto dos í n d i c e s  das colunas ro tu ladas  

Calcular  6 = min - (ci C ai - 6 j )  i E S 
ST - 

j E T (complemen- 

t a r  de T )  

e 

Vol ta r  ao Passo 1. 

O algori tmo pa ra  o P.C.V. a s e r  desenvolvg 

do v a i  dependex de encon t ra r  soluções do Problema de Aloca - 

ção , com uma pequena modificação na função ob je t ivo .  

Dada a solução do Problema de ~ l : o  e aç ão 

Xol  ao, 8, . Se um a r c o  e s p e c í f i c o  (i, j )  p r e c i s a  s e r  e l imina-  

do por  per tencer  a uma subro ta ,  en tão  faça  xi = O e ci = m. 

A s  v a r i á v e i s  duais a 6 continuam v iáve i s .  o '  O 

A s  condições de ot imalidade são  s a t i s f e i  - 

t a s ,  menos aquela e m  que 1 xik < 1 para  k = j  . 



O algori tmo pode ser continuado a p a r t i r  des - 

t e  ponto e a nova solução ótima será encontrada na p r ime i ra  i n  - 

cidência  a ro tu lação  da coluna j . Com i s t o ,  o número de mudan - 

ças  de f l u x o  são  reduzidos,  a p a r t i r  da solução i n i c i a l .  

Passo 1: Resolver o Problema de  locação associado.  Se sua  s o  - 

lução f o r  uma r o t a ,  então pare  - a solução é ótima 

pa ra  o P .C  .V. 

Se e m  sua solução e x i s t i r e m  subro tas ,  vá p a r a  o Pas - 

s o  2.  

Passo 2: Se lec ionar  o conjunto de solução com o menor va lo r  

(da  função o b j e t i v o )  e tomar a subro ta  com o menor 

número de c idades ,  k. 

P a r t i c i o n a r  o conjunto de solução em k subconjuntos,  

como no Teorema 2 ,  e r e s o l v e r  o Problema de Aloca - 

çãq parametricamente, pa ra  cada desses subconjuntos. 

Passo 3:  A s  saluçÕes sem subro tas  são  comparadas com a melhor 

solução e x i s t e n t e ,  e se c u s t a r  menos, f a z e r  Z i g u a l  

ao  menor va lo r  (da função o b j e t i v o )  e a solução cor- 

respondente torna-se a melhor solução. 

Encontrar e n t r e  a s  soluções r e s t a n t e s ,  o conjunto de 

solução com v a l o r  mínimo e compare com Z.. 

Se f o r  maior que Z ,  então a melhor solução é ótima . 
senão, considerar  todas a s  soluções com subro tas  , cu - 

jos va lores  sejam menores que Z e v o l t e  ao Passo 2 .  



O particionamento de uma subrota em outros 

problemas pode s e r  v i s to  como um processo de ramificação de 

uma árvore. 

O nó i n i c i a l  representa a solução do Pro - 

blema de  locação resolvido inicialmente. Se a solução tem 

subrotas, com a subrota com maior número de cidades k ,  fazer  

ramificações para cada problema de alocação paramétrico e o 

próximo nó a s e r  ramificado é (aquele que tem o menor valor , 

com subrotas . 

Exemplo 

Dada a matriz de d is tânc ia  

Passo 1: Resolver o Problema de ~ l o c a ~ ã o .  associado. 

Pelo Algoritmo de Hitchcock: 

solução I n i c i a l  

pares admissfveis (i, j) onde ai - 8. + c i j  
7 

= o 



Passo  1: ROTULAÇÃO 

Pas so  2 : MUDANÇA DE FLUXO 

Passo  1 : ROTULAÇÃO 

Passo  3: MUDANÇA DAS VARIÁVEIS DUAIS (Q-1) 

s = {1 ,3 ,4)  
- 

T = T = {1 ,2 ,3 ,4 ,5)  

6 = min - ( c i j  + ai - B j )  
S T  

6 = 1 e  (3 ,2)  é o  novo p a r a  admis s íve l  - Q-2 

Passo 1: ROTULAÇÃO 

Passo  3: MUDANÇA DAS VARIÁVEIS DUAIS 

s = {1 ,3 ,4 ,5)  

T = ( 2 )  e T = {1 ,3 ,4 ,51  

6 = 4 e o  novo p a r  admiss íve l  é (3 ,4)  e m  Q-3 

Passo 2 : MUDANÇA DE FLUXO, DESCARTAR TODOS OS R ~ T U L O S  

Passo 1: ROTULAÇÃO 



Passo 3 :  MUDANÇA DAS VARIAVEIS DUAIS 

S = I 1 , 4 )  
- .  

T = $  T = I 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  

6 = 1 e novos pares admissíveis ( 1 , 2 )  e ( 4 , 2 )  e m  Q-5 

Passo 1: 

Passo 3:  

s = C;L,4,5) 

T = 1 e T = { 1 , 3 , 4 , 5 1  

6 = 2  e o novo par admissível 6 (1 ,5 )  em Q-6 



P a s s o  2 :  MUDAR O FLUXO E DESCARTAR TODOS OS R ~ T U L O S  

P a s s o  1 : ROTULAÇÃO - Q-7 

P a s s o  3 : MUDANÇA DAS VARIAVEIS DUAIS 

S = { 4 , 5 1  
- 

T =  { 2 }  T = . ' { 1 , 3 , 4 , 5 )  

6 = 3 e o novo par a d m i s : s í v e l  é ( 5 , l )  e m  Q-8. 

P a s s o  2 :  MUDANÇA NO FLUXO 

TÉRMINO DO ALGORITMO DE HITCHCOCK 

~o lução :  ( 1 , 5 )  ( 5 , l )  

( 2 f 3 )  ( 3 f 4 )  ( 4 , 2 )  

V a l o r :  60  

Passo 2 :  S o m a n d o  a s u b r o t a  c o m  m e n o r  n ú m e r o  de cidades ( 1 , 5 )  

e ( 5 , l )  resolver os dois p r o b l e m a s  de alocação par2 

m é t r i c a ;  

1 9 )  c o m c  =.. 1 5  

2 0 )  c o m  = 

19) R e s o l v e n d o  o p r i m e i r o  p r o b l e m a  a p a r t i r  do qua- 

dro 5 ,  pelo A l g o r i t m o  de H i t c h c o c k  



P a s s o  3 : MUDANÇA DAS VARIAVEIS DUAIS 

s = { 1 , 4 , 5 )  
- 

T = ( 2 1  T = C 1 , 3 , 4 , 5 )  

6 = 4  e o n o v o  par  a d m i s s í v e l  é ( 1 , 4 )  e m  Q - 6 .  

P a s s o  1: ROTULAÇÃO 

P a s s o  3: MUDANÇA DAS VARIAVEIS DUAIS 

s = I 1 , 3 , 4 , 5 )  
- 

T = { 2 , 4 )  T = { 1 , 3 , 5 )  

6 = 1 e o n o v o  par admissível & ( 5 , l )  e m  Q-7 .  



P a s s a  2: MUDANÇA DE FLUXO 

P a s s o  1 : ROTULAÇÃO 

P a s s o  3:  MUDANÇA DAS VARIÁVEIS DUAIS 

s = { 1 , 3 , 4 }  

T = { 2 , 4 1  T = { 1 , 3 , 5 }  

6 = 1 e o n o v o  par a d m i s s í v e l  é ( 1 , 3 )  e m  Q-9. 

S o l u ç ã o :  ( 1 , 3 )  ( 3 , 4 )  ( 4 , 2 )  ( 2 , 5 )  ( 5 , l )  

V a l o r :  6 7  

20)  P r o b l e m a  - a p a k t i r  do Q - 7 



P a s s o  3: MUDANÇA DAS VARIAVEIS DUAIS 

s = { 4 , 5 1  

T = ( 2 1  T = { 1 , 3 , 4 , 5 1  

6 = 5 e os n o v o s  pares a d m i s s i v e i s  ( 4 , l )  e ( 4 , 5 )  e m  

Q - 8. 

P a s s o  2 : MUDANÇA DE FLUXO 

solução: (1 ,5 )  ( 5 , 2 )  ( 2 , 3 )  ( 3 , 4 )  ( 4 , l )  

V a l o r :  6 2  

P a s s o  3 :  A m e l h o r  s o l u ç ã o  en t r e  os dois p r o b l e m a s  é:  

( 1 , 5 ) , ( 5 , 2 )  ( 2 , 3 )  ( 3 , 4 )  ( 4 , l )  com valor  6 2 ,  q u e  

é p o r t a n t o  a solução ótima. 



1 1 1 . 9 .  METODOS DE HELD E KARP 

Um novo enfoque para  a resolução do problema 

do c a i x e i r o  v i a j a n t e  (P.C.V.)  é apresentado por  Held e Karp e m  

[I '1 e [I I] onde é explorada a r e l ação  e n t r e  o P.C.V. simétri - 

co e o problema da árvore geradora mínima. 

Kn - g r a f o  completo não or ientado no conjun- 

t o  de v é r t i c e s  (1,2, . .  . ,n} 

(i, j )  - arco l igando os ve tores  i e j 

c - o custo associado a ( i , j )  i j 

árvore - um grafo  conexo sem c i c l o s  

árvore geradora de um gra fo  G - é um subgra- 

f o  de G ,  t a l  que, todo nó de G está 

na árvore .  

O P.C.V. procura a r o t a  de cus to  mínimo e n  - 

quanto que o problema d a  árvore geradora mínima procura uma ã r  - 

vore de cus to  mínimo no conjunto de v g r t i c e s  € 1 , 2 ,  . . . ,n) . 

I3 def in ido  ainda a árvore-1, que c o n s i s t e  de  

uma árvore no conjunto de v é r t i c e s  ' (2 ,3 , .  . . ,n} , justamente com 

do i s  arcos d i s t i n t o s ,  no v é r t i c e  1. 

Então a árvore-1 tem um Único c i c l o  e e s t e  

contém o v é r t i c e  1. Sendo o grau  em cada v é r t i c e  o número de 

arcos inc iden tes  n e l e ,  na árvore-1 o v é r t i c e  1 tem sempre grau 

2 .  



Exemplo de uma árvore-1 num grafo  de 7 nós: 

A árvore-1 de cus to  mínimo pode s e r  encontra  - 

da construíndo-se uma árvore geradora mínima no conjunto de 

v é r t i c e s  (2 , .  . . ,n )  e depois associando-se dois  a rcos  de meno - 

r e s  cus tos  ao v é r t i c e  1. 

Toda r o t a  de u m  P.C.V. 6 uma árvore-1 e uma 

árvore-1 é uma r o t a  s e  e somente s e  cada um de seus  v é r t i c e s  

tem grau 2. 

Teorema 1: Se ja  II = (111, n 2 , .  .. , IIn) um ve to r  do w". Se C* é 

uma r o t a  .de cus to  mf nimo em re lação  aos cus tos  c i j '  en tão  tam - 

bém é uma r o t a  de custo mínimo e m  re lação  aos cus tos  ci + 
+ " + ~ D e m o n s t r a ç ~ o  , pag, 1 1 4 0  de C' O] ) . 

j 

Por o u t r o  l ado  a transformação de c i j  para  

'i j + IIi + ií a l t e r a  a iden t idade  da árvore-1 mínima. Poss ive l  
j - 

mente, então uma e s t r a t é g i a  p a r a  r e s o l v e r  o P.C.V. s e j a  procu - 

rar um ve to r  II, temos que, uma árvore-1 mínima em re lação  aos 

c i j  
+ Ri + II s e j a  uma r o t a .  

j 

Introduz-se uma função "gap" f (II) - i g u a l  a 

d i ferença  do cus to  de uma r o t a  com cus to  c i j  + Ri + ii 
j 

com 



o c u s t o  de uma árvore-1 mínima e m  re lação  aos mesmos cus tos .  

O problema pode ser expresso com u m  proble-  

ma de programação l i n e a r .  

Sejam a s  árvores-1 de K n ,  indexadas por  1 , 

2 ,  . . . ,q com k um í n d i c e  genérico.  

Por de f in ição  : 

f ( I I l  = w + 2 I Ri - min [ck + iii dik] 
i=l k i=l 

onde : 

w - cus to  da r o t a  mínima em re lação  aos ci 's 

ck - cus to  da k-ésima árvore-1 e m  re lação  aos c 's i j 

dik - é O grau do véi-tice i, na k-ésima árvore-1 

Ainda, 

-- 

f(II)  = w  - min [ck + I ili (dik - 2 ) ]  
k i=l 

e determinar o mínimo de f (II)  e m  re lação  a I[, é equiva lente  a :  

maximizar II w (ii) 

n 
w ( n )  = min [ck + 1 IIi vik] k = 1 r = - * 1 q  

k i=l 



E s t e  problema é equivalente ao problema de 

programação l inea r  abaixo: 

maximizar w 

( 1-4 
n 

su je i to  a: w - < ck + 1 ili(vik) k=1,2.. . . .q 
i=l 

I) T ~ C N I C A  DE GERAGÃO DE COLUNAS 

Tomando-se o dual do problema (I-a) 

minimizar 
k = l  

su je i to  a: 7 yk = 1 
k=l 



onde: ck - é o ou t ro  da k-gsima árvore-1 em re lação  

ao cus to  c i j 

yk - corresponde a uma árvore-1, A ~ ,  no con - 
.. junto de v é r t i c e s  {L, 2 , .  ,n) 

Aplicando no problema acima a t é c n i c a  de ge - 

ração de coluna, va i  s e r  mostrado que a coluna a e n t r a r  na ba  - 

s e  é determinada p e l a  árvore-1 d n i m a  ca lculada .  

Cada coluna da matr iz  de r e s t r i ç ã o  tem a 

T . r = - forma (1, - v2k, - v3k,. , ~ , - ~ k )  onde vik dik 2 e d i k  

k sendo o grau do v é r t i c e  i na A . 

A cada i t e r a ç ã o  do método simpldx revisado,  

a v a r i á v e l  que e n t r a  na base é determinada minimizando, sobre 

todos os  k ,  a quantidade ck - zk, onde zk é o produto i n t e r n o  

da coluna k p o r  um v e t o r  de cus tos  marginais.  

S e j a  o ve to r  de cus tos  marginais (e1, ii2 ,i13, 

= - - r  nn-l e a matr iz  de r e s t r i ç õ e s :  



O que s e  quer  é encont rar  uma árvore-1 
n-1 

t a l  que ck - 8 + 1 i i .  v .k seja mínimo ( se  o mínimo é não ng 
i = 2  1 1 
iI - 

ga t ivo ,  então a solução bás ica  presente  é otima) . 

Nota-se que a cada arco  (i , j )  é associado , 
u m c u s t o c  + R i  + ii comiii - k 

i j  j - 'n = 0 ,  então o cus to  de A é:  

n-1 n-1 
ck + 1 ii. d.k  = c +.I i i j  ( v . k  + 2 )  = 

<=2 1 7  3=2 1 

n-1 n- 1 
= ck + 1 i i .  v . k  + 2 1 ii 

j=2  1 1 j = 2  j 

~ n t ã o  a coluna a e n t r a r  na base pode ser 

determinada pe lo  cá lculo  da árvore-1 mínima em re lação  aos cug 

tos  Ci + " + ii 
j 

Apesar do grande n h e r o  de v a r i á v e i s  do pro- 

blema 11, o método simplex é o mais conveniente.  

Como es  t e  método converge mui t o  lentiamente , 

são considerados out ros  métodos para  minimizar f (ii) e p o r t a n t o  

maximizar w (ii) . 

MÉTODO ASCENDENTE 

Em [I '1 Held e Karp propõem um método e f i c i -  

e n t e  pa ra  aproximar o limite i n f e r i o r ,  ( a  árvore-1 de cus to  

nimo) do custo da r o t a  ótima e que dá a solução e x a t a  do P.C.V 



s imétr ico .  

O método cons i s t e  em um método ascendente i t e  - 

r a t i v o  relacionado como método de relaxação usado para a s o l u  - 

ção de s i s temas  de desigualdades.  l i n e a r e s ,  encorporadc a um 

procedimento b r  anch-and-bound . 

A s  i t e r a ç õ e s  pa ra  c a l c u l a r  ou aproximar max n 
w ( R )  , resultam numa sequência de ve to res  {iim) n-dimensicnais a 

p a r t i r  da fórmula. 

onde: k ( n )  - é o í n d i c e  da árvore-1 de cus to  mínimo no 

ponto ii.  

t - é uma sequência de esca la res  

Lema 1: Seja  fi e ii t a l  que w ( f i )  - > w ( i i ) .  ~ n t ã o  

O h iperp lano passando pelo ponto II e tendo o 

ve t o r  v 
k (II) 

como sua  normal, determina um semi-espaço fechado 

contendo todos os pontos fl, t a l  que w (E) - w (II) - > O e a cada 

passo da i t e r a ç ã o  e s t á  s e  movendo para  dentro do s e m i - e s p a ç o p  

i n c l u i  qualquer  ponto onde w ( . * )  assume seu va lo r  máximo e bas ta ,  

um pequeno passo  p a r a  produzi r  um ponto mais próximo do ponto 



maximo, do que ii. I s t o  é, dado p e l o  Lema seguinte:  

Lema 2: Se O < t < ~ ( w ( E )  - ~ ( n ) )  então 

O ponto [II + t. vk ( I )  ] e s t á  mais próximo de  
- 
ii do que ii e s t á ,  quando t e s t á  no i n t e r v a l o .  

111 .i0 &TODO DE RELAXAÇÃO E O I@TODO ASCENDENTE 

Dado um s is tema de desigualdades 

S 
o método de relaxação cons t ró i -  uma sequência de ve to res  Cx on - 

de xS+l é ob t ido  a p a r t i r  de xS , selecionando uma desigualdade 

v io lada  por  xs e depois tomando um passo em di reção  ao h i p e r  - 

s plano correspondente,  ao longo de s u a  normal, no ponto x . 

A re lação  do método acima e o problema 

maximizar w (ii) é o seguin te :  II 

Nota-se que maxn w (ii) é o v a l o r  Ótimo 

programa l i n e a r .  



max w 

s u j e i t o  a: w - < ck + iI . vk pa ra  vk (IV) 

Dado um va lo r  o b j e t i v o  w, encont rar  um ponto 
- 
11, t a l  que w ( f i )  > é equivalente  a r e s o l v e r  o s i s tema de  de - 

s i  gualdes 

G < c k + n .  - v, para  #k 

Uma versão do método de relaxação e m  que a 

desigualdade v io lada  por  II 6 se lec ionada  t a l  que minimize ck + 
- + ii . vk e por t an to  maximize o "residuo" w - (ck + iI . vk) , l e  - 

va a um esquema i t e r a t i v o  da forma (111) . 

Se ja  Pw o po l i ed ro  das soluções v iáve i s  p a  

r a  (V)  , nota-se que: 

b )  se > w(ii) en tão  PG e s t á  cont ido  no semi-espaço determinado 

pe lo  hiperplano que passa por  II com o v e t o r  normal v 
k ( R )  ' 

c )  o r a i o  {R + t . 
vk ( R )  

I t > 0 1  é perpendicular  a f a c e  de P; cu - 

ja  equação é = '% ( R )  
+ n . Vk . 



dente a 

O r a i o  i n t e r c e p t a  a face  no ponto correspon - 

1 1 %  ( I)  1 1  

I1 I .I1 . - UM PROCEDIMENTO BRANCH-AND-BOUND 

Como o método ascendente não necessariamen- 

t e  c a l c u l a  o ponto máximo de w (I) e desde que, o maxI w (H) pg 

de ser menor que C* ( cus to  da r o t a  ó t i m a ) ,  é dado um o u t r o  m é  - 

todo que t r aba lha  com o método ascendente dent ro  de  um procedL 

mento branch-and-bound. 

Como s e  sabe,  um procedimento Branch-and - 
Bound p a r t i c i o n a  sucessivamente o conjunto das soluções v i a  - 
v e i s  em subconjuntos e c a l c u l a  o l i m i t e  i n f e r i o r  no cus to  de 

cada um deles .  



No caso do P. C. V. e s t a  p a r t i ç ã o  é c a r a c t e r i  - 
zada por indução e exclusão no conjunto de todos os  a rcos .  

Por de f in ição  

X , Y  - conjuntos d i s  juntos de arcos 

T ( X ; Y )  - conjunto de todas a s  árvores-1 que 

incluem os arcos e m  X  e excluem os  a r  - 

W  (I) - min [ck + ll . vk] x, y 

k E T ( X , Y )  

Por tanto  W (Ti) é um l i m i t e  i n f e r i o r  x ,  y 
no 

cus to  para  o P.C.V. 

- Uma entrada t í p i c a  no procedimento 6 da 

forma : 

- I n i c i a - s e  com a ent rada:  ( @ ,  @ ,O ,w ( O )  ) on - 
de O é o v e t o r  n-dimensional 0 .  

- Num passo g e r a l  é se lec ionada  a l i s t a  

( X , ~ , l l , W ~ , ~ ( l l ) )  que tenha o menor l i m i t e  i n f e r k o r  e é efe tuada  

a i t e r a ç ã o :  

onde k(ilm) é o í n d i c e  da árvore-1 de cus to  mínimo e m  T ( X , Y )  re - 
l a t i v a  ao cus to  (ci + + nm) . 

3 



- Para cada m > O ,  'ver i f ica-se s e  W ( I Im)>  C 
x,y  

onde C é um l i m i t e  super io r  no c u s t o  de uma r o t a .  Caso a f i r m a t i  - 

vo e s t e  problema é descartado.  

- senão, compara-se W (nm) com a a n t e r i o r  
X I Y  

W ~ , ~ ( I I ~ - ' ) .  S ~ W  X r Y  (nm)  > W ~ , ~ ( I I ~ - ' )  cont inuar  as i t e r a ç õ e s  a t é  

para  algum h ,  ter  que 

i s t o  é, não ocor re  nenhum melhoramento para  um bloco de p i t e  

rações,  onde p é um parâmetro do programa. 

- Um Ii' é então  escolh ido  t a l  que: 

e então efe tua-se  uma ramificação,  com novas ent radas  da forma 

(Xif Y i1  n 1 l  W x S y  ( n ' ) )  onde Xi 3 X ,  Yi 3 Y  e toda r o t a  em 
i i 

T (X,Y)  e s t á  e m  um dos conjuntos T ( X i  ,Yi)  . 

Foi adotada a segu in te  e s t r a t é g i a  p a r a  a 

ramificação: 

O s  arcos que a inda  não foram i n c l u í d o s  ou 

excluídos s ã o  ordenados de acordo com o seguin te :  



Calcula-se a quantidade que o l i m i t e  poderia  

c r e s c e r ,  s e  s e  exc lu i s se  cada arco ,  e tem-se a sequência r e su l -  

t a n t e  dos arcos el  , e 2 , .  . . er onde : 

onde q é o menor í n d i c e  para  o qua l  e x i s t e  um v é r t i c e  i ,  t a l  

que X não contém dois a rcos  inc iden tes  n e l e ,  mas X tem. 
q 

Ri c o n s i s t e  de todos o s  arcos i n c i d e n t e s  em 

i ,  e não em X . 
q 

Ri e s t á  em Y desde que qualquer r o t a  que 
q ' 

exclue dois  arcos inc iden tes  em i ,  excluem todos o s  ou t ros  a r  - 

tos i n c i d e n t e s  e m  i. 

A s  l i s t a s  geradas no processo s ã o  de três 

t i p o s  : 

la . )  Aquelas que nunca são  escolh idas  como 

uma de menor l i m i t e .  

2a. ) Aquelas que são  escolh idas  mas s ã o  e l i  - 



minadas no processo ascendente porque seu  compriniento excede C. 

3a.)  Aquelas que são selecionadas e a p a r t i r  

das quais  continua-se a ramificação. 

O processo global  é uma árvore cujos  nós são  

todas a s  l i s t a s  geradas. 

Bazaraa e Goode C1] extendem a formulação do 

P.C.V. s imé t r i co  de Held e Karp [ l 0 1  e [l o P.C.V.  não s i  

métr ico e o seu  dual ,  no c a p í t u l o  11. 

E generalizado a de f in ição  da árvore-1 ond:.e 

. . .- 
o nó i n i c i a l  e r a  o nó 1, agora qualquer  um dos nc do g ra fo  po - 

de s e r  o nÓ i n i c i a l .  

Um método de otimização pelo subgradiente  se 
melhante ao método de Held e Karp em '1 6 estudado pa ra  r e s o l  

ver  o problema dual  do P.C.V.,  que corresponde a função w ( R )  em 

Held e Karp e um procedimento branch-and-bound para  encont rar  a 

r o t a  ótima s e  não f o i  encontrado no processo de otimização da 

função dual.  



PROCEDIMENTO BRANCH-AND-BOUND -- 

INICIO 



I V .  1. - ALGUNS &TODOS APROXIMADOS 

A c a r a c t e r í s t i c a  b á s i c a  de um método aproxi  - 

mado é que, em g e r a l ,  a s u a  r e g r a  de parada acontece não somen - 

t e  quando um r o t a  Ótima é encontrada e a r o t a  f i n a l  adcançada 

depende do ponto i n i c i a l ,  de modo que é poss íve l  produzi r  r o  - 

t a s  hsando os pontos de p a r t i d a  d i f e r e n t e s .  

I V . 2 .  ~ T O D O  - DE SHEN-LIN E B.W. KEFWIGHAN 

O algoritmo de Shen-Lin e Kernighan C]. 41 e 

baseado no melhoramento de r o t a s ,  i s t o  é, c o n s i s t e  no a p e r f e i -  

çoamento i t e r a t i v o  de um conjunto de so luções ,  pe lo  procedimen - 

t o  seguin te :  Gera-se uma solução v iáve l  T I  a lea tor iamente ,  p g  

r a  o P.C.V. s imé t r i co  e a p a r t i r  de la  tentamos encon t ra r  uma 

o u t r a  solução T I ,  melhorando T ' ,  por  alguma transformação. Se 

TI f o r  melhor que T, t roque T por  T '  e tentamos melhorá-lo no - 

vamente, assim por  d ian te ,  a t é  não ser p o s s í v e l  m a i s  e n c o n t r a r  

solução melhor e en tão  a Última, va i  s e r  a solução localmente 

Ótima. 

Um t i p o  de transformação b a s t a n t e  apl icado 



para  melhorar a r o t a  T é a mudança de um número f i x o  k de a r -  

cos de T, por  ou t ros  per tencentes  a S-T, onde S é o conjunto 

de todos o s  a rcos ,  t a l  que a solução r e s u l t a n t e  seja v i á v e l  e 

me'3hor e i s t o  é repet ido  t a n t a s  vezes quanto f o r  o número de 

t a i s  grupos encontrados. Quando não é poss íve l  melhorar T por 

t a i s  t r o c a s  tem-se uma solução Ótima l o c a l .  

O problema s e  resume então e m  encont rar  os  

elementos c e r t o s  para  serem trocados.  

~ . r o e s  [ I47 e ~ i n  [l 3] resolveram o P.C.V. si  - 

métrico com sucesso para k = 2 e k = 3 respectivamente.  

O método a .ser d e s c r i t o  aqui  6 uma g e n e r a l i  

zação de transformações por  t rocas .  

Definições : 

S - conjunto de todos os arcos (n (n-1) /2)ar - 

tos , caso do P. C. V. s imét r ico)  

T - um subconjunto de S,  que forma uma r o  - 

t a  (segundo um c r i t é r i o  de v i a b i l i d a d e  

f - função o b j e t i v o  

O que se quer  6 encont rar  uma r o t a  de com- 

primento mínimo. 

Considerando uma r o t a  a r b i t r á r i a  T de com - 

primeiito f . [ ~ )  e qualquer r o t a  T '  de comprimento f (T  ' )  < f (Ti  . 
Supondo que T e T '  s e  diferem por k arcos.  

Basicamente, o algori tmo a s e r  exposto t e n  - 



Basicamente, o algoritmo a s e r  exposto t e n t a  

transformar T em T I  i d e n t i f i c a n d o  sequencialmente o s  k pa res  

de arcos a serem trocados e n t r e  T e S-T. 

Ou s e j a ,  o que s e  quer  é encon t ra r  d o i s  con- 

juntos de arcos  X = {xl, ..., xk} e Y = {yl, . . . ,y  k} t a l  que se os 

arcos em X são  r e t i r a d o s  e s u b s t i t u í d c s  por  arcos de Y ,  o r e  - 

s u l t a d o  é uma r o t a  com c u s t e  mencr. 

Exemplo: 

(1) 

Figura I-a) Wta T Figura I-b) Reta T' 

Nas f i g u r a s  acima e s t ã o  i l u s t r a d o s  0.s casos 

onde k = 3 e onde a f i g u r a  I-a) 6 a r o t a  T, indicando X e Y e 

a f i g u r a  I-b) a r o t a  TI r e s u l t a n t e .  

0s arcos  s ã o  enumerados naturalmente,  x ( l )  e 

Y(i) 
tem um nó em comum, assim como y(i)e y (i+l) ( x  &+I)= x (il - 

Supondo que a enumeração f o i  f e i t a  e a s e  - 

quência que s e  quer  encont rar  6 x(ly I y i X(2)  I Y (2) I - f  

Como não sabemos como T 1  deve s e r ,  ten ta-se  



encont rar  qualquer  sequência  que reduza T para  TI com f  ( T I )  < 

f (TI e  i t e r a r  o  processo em T f  a t é  não s e r  p o s s í v e l  mais redu- 

ções. 

o  ganho de t r o c a r  x  (i) p c r  y (i) E 

I 

onde xl (i) Y I  (i) I são os comprimentos de x  (i) e y (i) r e s p e c t i v a  

mente. 

Se f ( T I  ) < f (T) , tem-se que 

mesmo que e x i s t a  alguns g i ' s  negat ivos.  

I s t o  baseia-se  e m  p a r t e ,  p e l o  s e g u i n t e  f a t o :  

s e  uma sequência  de números t e m  uma soma p o s i t i v a ,  e x i s t e  uma 

permutação c i c l í c a  desses números, t a l  que toda soma p a r c i a l  

é p o s i t i v a .  (~emons t ração ,  pags, 501-502 de [ I 4 ] ) .  

Como só tem s e n t i d o  cons iderar  sequências  de 

g i l s  que t e m  somas p o s i t i v a s ,  den t re  e l a s  s ó  é necessá r io  con- 

s i d e r a r  aquelas  cujas  somas p a c c i a i s  sejam sempre p o s i t i v a s  . 
E s t e  c r i t é r i o  no ganho reduz b a s t a n t e  o  número de sequências 

a serem examinadas. 

O Algoritmo 

Passo 1: Gerar uma r o t a  i n i c i a l  a l e a t ó r i a  T. 



Passc 2 :  G* = O 

- Escolher  um nó qualquer t(1) 

- Escolher  um arco  x ( 1 )  de T ,  ad jacente  a t(1) 

- i = 1  

Passo 3: - t ( 2 )  - ou t ro  nÕ de x ( 1 )  

- A p a r t i r  de t ( 2 )  , e s c o l h e r  o a r c o  y ( 1 )  para  t (3 )  com 

g (1) > 0 

- Se e s t e  y ( 1 )  não e x i s t e ,  vá para  o passo 6 ( D )  . 

Passo 4 :  i = i + 1 

Escolher x ( i )  (que l i g a  t ( 2 i - 1 )  e t ( 2 i ) )  e y ( i )  p e l o  se - 
gu in te  : 

x ( i )  é escolh ido  de modo que, se t ( 2 i )  é l igado a t (1) 

a configuração r e s u l t a n t e  é uma r o t a .  

y (i) é algum a r c o  no nÕ t ( 2 i )  , t também comum a x ( i )  , 
s u j e i t o  a C)  , D) e E) . Se não e x i s t e  y (i) , vá p a r a  o 

Passo 5. 

Para g a r a n t i r  que os x ' s  e os  y 's sejam d i s  juntos , 

x ( i )  não pode s e r  um arco  previamente l igado ( i s t o  é 

um y ( j )  , j < i) e de modo seriielhante y ( i )  não pode 

s e r  um arco previamente quebrado. 

Para  assegurar  que o c r i t é r i o  de v iab i l idade  de A) 

possa s e r  s a t i s f e i t a  e m  i + 1 o y (i) escolhido deve 

p e r m i t i r  a quebra de um x ( i  + 1). 

Antes de c o n s t r u i r  y ( i ) ,  che:camcs s e  fechando o c ir  - 



c u i t o  l igando t ( 2 i )  e t (1) dará  um v a l o r  de ganho me - 
l h o r  do que o melhor já v i s t o  previamente. 

- S e j a  y* (i) um a rco  l igando t ( 2 i )  com t (i) e s e j a  

Y* (i) = ly* (i) 1 - J x ( i )  1 . 

- Se G ( i  - 1) + g* (i) > G* , f aça  G* = G ( i  - 1) + g * ( i )  

e f a ç a  k = i! (G* é o melhor melhoramento em T. G*? O - 

é mon6tona não decrescente .  O í n d i c e  k def ine  o con - 

junto que va i  s e r  t rocado para  achar  G*) . 

Passo 5: - Termine a construção de x ( i )  e y ( i )  no Passo 2 a t é  

o Passo 4 ,  quando não exis t i rem mais arcos x ( i )  e 

y ( i )  que sa t i s façam o s  Passos 4 (C-E) ou quando G.<G*. 
1- 

( E s t e  é o c r i t é r i o  de parada) . 

- Se G* > 0 ,  tome uma r o t a  T '  com f ( T 1 )  = f ( T )  - G* e 

r e p i t a  o processo i n t e i r o  a p a r t i r  do Passo 2 ,  usan- 

do T' como a r o t a  i n i c i a l .  

Passo 6 :  - Se G* = 0 ,  e fe tua-se  uma v o l t a  para trgs l imi tada  , 

pelo  seguinte:  

A)  Repet i r  os  Passos 4 e 5 ,  escolhendo y ( 2 )  's t ã o  l o n  - 
gos quanto sa t i s façam o c r i t é r i o  de ganho, g ( 1 )  + 

+ g ( 2 )  > o .  

B )  Se todas as escolhas de y ( 2 )  no Passo 4 B)  s ão  v e r i  - 

f i cadas  sem melhora, v o l t e  ao Passo 4 A) e t e n t e  a 1  - 

t e r n a r  a escolha  por  x ( 2 )  . 
C) Se com i s t o  não houver melhoramento, uma o u t r a  v01 - 

t a  é f e i t a  no Passo 3 ,  onde os  y (1) 's são  examina - 



dos e m  ordem crescente  ao comprimento. 

D) Se os ~ ( 1 ) ' s  são  também ver i f i cados  s e m  melhoramento, 

t e n t a r  a l t e r n a r  x (1) no Passo 2 .  

E )  Se i s t o  f a l h a r ,  um novo t ( L )  6 selecionado e r epe te  - 
se o procedimento a p a r t i r  do Passo 2 .  

Passo 7: O procedimento termina quando todos o s  n va lores  de 

t (1) forem examinados s e m  um melhoramento. O que se 

pode f a z e r  é cons iderar  o u t r a s  r o t a s  a l e a t ó r i a s  no 

Passo 1. 

Exemplo : 

In ic iando com uma r o t a  T e dois  nós adjacentes  t (1) e 

t ( 2 )  , x (1) é o arco ligando-os 

Figura 2 - Rcta T e c n6 t ( 3 ) ,  c n6 mais pr6ximc de 

t ( 2 )  e y ( 1 )  c a r c c  ( t ( 2 )  , t ( 3 ) ) .  

Como o s  x ' s  e y ' s  devem ser d i s j u n t o s ,  y a l )  não pode 

s e r  um arco  que já tenha s i d o  l igado  a t ( 2 ) .  

- s e  g ( 1 )  < 0 ,  v o l t e  ]passo  6 D /  e f a ç a  t ( 2 )  ser ou - 

t r o  vizinho de t (1) 

- i = 2 e t ( 4 )  o v iz inho de t ( 3 )  e x ( 2 )  e o a r c o  ( t ( 3 ) ,  



t ( 4 )  ) , como mostra a f i g u r a  abaixo: 

- Se y('2) f o i  escolhido para  l i g a r  t ( 4 )  a t(1) , o r e  - 

s u l t a d o  s e r i a  uma r o t a  e se g ( 1 )  + g ( 2 )  > O podemos 

melhorar T trocando x (1) e y ( 2 )  . Este  melhoramento 

é G* no Passo 4 (F) . 
- Escolha o vizinho m a i s  próximo ao nó t ( 4 )  e f aça  

y ( 2 )  s e r  o a rco  ( t ( 4 ) ,  t ( 5 ) ) ,  t ( 5 )  não pode s e r  um 

dos nós que já es t iveram l igados  a t ( 4 )  . 
- E x i s t e  apenas uma escolha  para  t ( 6 )  e x ( 3 )  s e  dese - 

jarmos fechar  a r o t a  imediatamente, como mostra a 

f i g u r a  abaixo : 



- Se fizermos x ( 3 )  s e r  out ro  arco l igado  a t ( 5 )  a r o t a  

f i c a  separada em duas peças,  como na f i g u r a :  

- Checamos novamente para  ve r  ser l igando t (6)  a t (1) 

dá um :ganho melhor do que o aval iado l igando t ( 4 )  a 

t ( l ) ,  a t u a l i z e  G* e f aça  k = 3. 

- Se g ( 1 )  + g.(2) + g ( 3 )  - < G*,  assume-se a t r o c a  e m  

k = 2 e também s e  a melhor escolha  para  y ( 3 )  f o i  

( t  (6 , t (1) ) . Caso c o n t r á r i o ,  continua-se o procedi-  

mento, selecionando t ( 7 )  e assim por  d ian te .  

IV.3. MGTODO - HEUR~STICO DE KARG E THOMPSON 

Karg e Thompsan [' '1 , definem uma r o t a  do 

P.C.V.  como uma permutação a c i c l í c a  (il, i2,. ..,i ) de i n t e i r o s  n 

1, 2 ,  ... , n. 

A s  i d é i a s  h e u r i s t i c a s  d e s t e  método s ã o  basea - 

das  na natureza geométrica e a r i t m é t i c a  do problema, e apesar  

do método não g a r a n t i r  a r o t a  Ótima, dá soluções b a s t a n t e  p r g  

ximas do ótimo. 



O método aqui desenvolvido c o n s i s t e  e m  duas 

f a s e s  : 

l a . )  E, a p a r t e  b á s i c a  do método, quando se 

cons t ró i  um conjunto de soluções Ótimas l o c a i s  que s e  supõe: e s  - 
tejam próximas ao Ótimo ou que contenha a solução Ótima. 

2a.)  Consiste de um procedimento de p a r t i  - 

ção,  do problema o r i g i n a l  com - n grande em vár ios  subproblemas , 

que são  resolv idos  pe lo  algoritmo da pr imeira  f a s e .  

A única r e s t r i ç ã o  f e i t a  para  o método é que 

a s  permutações a s e r e m  cons t ru ídas  sejam a c i c l í c a s .  

O método c o n s i s t e  e m  começar com duas c ida  - 
des escolh idas  aleator iamente das n - cidades e considerá- las  co - 

mo uma permutação de comprimento 2 ,  e então i n s e r i r  uma t e r c e i  - 

r a  cidade de modo que o comprimento .da permutação de 3 cidades 

s e j a  mínimo e então  i n s e r i r  uma q u a r t a  cidade t a l  que a permu- 

tação  s e j a  de comprimento mínimo e. assim por  d i a n t e  a t é  n. 

Passo 1: Dadas n cidades,  a mat r iz  de cus tc  A ,  ordene as  

n cidades arb i t ra r iamente .  Some as  duas pr imeiras  c i  - 

dades da ordenação, para  formar uma permutação a c i c l í  - 

c a  de comprimento 2 ,  (11, 1 2 )  . 

Passo 2 : Supondo que uma permutação I , I , . . . , 1 .  de k c& 

dades f o i  cons t ru ída  ( 2  - < k < n )  . 



Das cidades r e s t a n t e s ,  tome a próxima cidade da ordena - 

ção e chame de H .  Fazendo j v a r i a r  de 1 a t é  k ,  ca lcu  - 
l a r  

onde Ik+l = I quando j = k.  1 

Passo 3: Determinar s , onde 

d ( s )  ~ m i n  { d ( j ) }  j = l , . . . , k .  

Passo 4 :  
Fazer I j + l  

= I .  pa ra  j = s+l ,  ... f k  e I S + l  
= H 

3 

(Il,  1 2 f = - . f ~ s f  H ,  Is+21-fIk+i) 

permutação com k + 1 cidades.  

Passo 5 :  Se k + 1 = n então pare.  

senão faça  k = k + 1 e v o l t e  ao Passo 2 .  

Exemplo: n = 5 

Passo 1: Ordenando as  n cidades a rb i t r a r i amente  

1, 2 , 3 ,  4 ,  5. 

(Il, 1 2 )  = ( 1 1 2 )  

Passo 2 :  H = 3 



P a s s o  3: d ( s )  = min { d ( l ) ,  d ( 2 ) )  

s = l o u 2  

Passo 4 :  ( 1 , 3 , 2 )  ou  ( 1 , 2 , 3 )  

P a s s o  5: k + 1 = 3 

Passo 2 :  H = 4  

C o n s i d e r a n d o  a p e r m u t a ç ã o  ( l , 3 , 2 )  

d ( l )  = A ( 1 , 4 )  + A ( 4 , 3 )  - A ( 1 , 3 )  = 5 0  + 2 4  - 2 6  = 5 2  

d ( 2 )  = A ( 3 , 4 )  + A ( 4 , 2 )  - A ( 3 , 2 )  = 2 4  + 4 0  - 2 4  = 4 0  

P a s s o  4 :  ( 1 , 3 , 4 , 2 )  

Passo 5: k + 1 = 4  

Passo 2 :  H = 5 

d ( i )  = A ( 1 , 5 )  + A ( 5 , 3 )  - A ( 1 , 3 )  = 4 0  + 2 6  - 2 6  = 4 0  

d ( 2 )  = ~ ( 3 ~ 5 )  + A ( 5 , 4 )  - A ( 3 , 4 )  = 3 2  

d ( 3 )  = A ( 4 , 5 )  + A ( 5 , 2 )  - A ( 4 , 2 )  = 4 0  

d ( 4 )  = A ( 2 , 5 )  + A ( 5 , l )  - A ( 2 , l )  = 6 0  

P a s s o  3: d ( s )  = 3 2  e s = 2  

P a s s o  4 :  ( 1 , 3 , 5 , 4 , 2 )  

P a s s o 5 :  k + 1 = 5 PARE 

V a l o r  da solução = 1 5 2  e a solução ó t i m a  é ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  

c o m  valor  de 1 4 8 .  



O C ~ D I G O  1 t r a b a l h a  bem com problemas de n 

pequeno, mas um f a t o  i n t e r e s s a n t e  acontece quando o C ~ D I G O  1 

é apl icado v á r i a s  vezes e m  problemas de n grande. Em g e r a l ,  

nas soluções melhores, o problema tende a s e r  convexo nas pg 

r i f e r i a s  da r o t a ,  mas não acontecendo o mesmo no cent ro  do 

probbèma. 

Foi acrescentado. ao C ~ D I G O  1, uma f l e x i b i -  

l idade  pa ra  e s p e c i f i c a r  subproblemas e t r aba lha r  com e l e s  s e  - 

paradamente. 

Exemplc : 

Notamos que o problema do exemplo pode ser 

fa torado em do i s  ou t ros  : o primeiro com 7 cidades e ou t ro  com 

n-5 cidades.  O problema com 7 c idades sendo aproximadamente mn 

vexo é f á c i l  de s e r  resolv ido  pe lo  C ~ D I G O  1 e o problema com 

n - 5 pode s e r  r e so lv ido  como um novo problema s u j e i t o  a no - 

vas  fa torações .  A Única r e s t r i ç ã o  nas soluções dos subproble- 

m a s  é que o arco  em comum deve aparecer  apenas uma vez na s o  - 

lução de cada subproblema no caso s imé t r i co  e no caso não s i  - 

métr ico ,  o arco comum deve aparecer  em uma d i reção  e m  um sub - 

problema e e m  o u t r o ,  em di reção  oposta .  



C ~ D I G O  2 - ALGORITMO DE APRENDIZADO 

O C ~ D I G O  2 é o algoritmo C ~ D I G O  1 acresc ido  

de  um procedimento de fa toração ,  i s t o  é, um algori tmo que - a 

prende aspectos  nos r e su l t ados  dos cá lcu los  a n t e r i o r e s  do p r g  

grama, de f ine  o s  subproblemas escolhidos para  t r a b a l h a r  m a i s  

t a r d e  com mais de ta lhe .  

Passo O :  Ler os  dados i n i c i a i s  - as n - cidades e a mat r iz  de 

cus tc A. 

Passo 1: Escolher duas cidades quaisquer  X e Y e co loca r  a s  

c idades r e s t a n t e s  em uma ordem qualquer.  

Passo 2: Com X e Y,  a s  duas cidades i n i c i a i s ,  a p l i c a r  o C ~ D I G O  

1, p a r a  c o n s t r u i r  uma permutação de - n cidades e c a l c g  

l a r .  o comprimento da ro.ta. 

Passo 3 :  Voltar  k - 1 vezes ao Passo 1 e c o n s t r u i r  uma nova 

permutação e cada vez comparar com a r o t a  previamente 

encontrada,  guardando a melhor observada em k exper i -  

mentos, onde k é l i d o  nos dados ou então  é escolh ido  

como um múl t ip lo  de n. Escrever  a melhor r o t a ,  com o 

v a l o r  de seu  comprimento. 

Passo 4 :  Escolher uma cidade A' a leator iamente na melhor r o t a  

encontrada,  depois encont rar  B ,  que e s t e j a  mais d i s  - 

t a n t e  de  Ate  então  encont rar  C,  também que e s t e j a  rrais 

d i s t a n t e  de B. C é a cidade diâmetro. 

Passo 5 : A p a r t i r  da cidade diâmetro, d e f i n i r  um subproblema oon - 

v.exo pe lo  seguin te :  fazendo I (P) = C ,  onde P é o í n d i -  



c e  da cidade C na melhor r o t a  encontrada. Calcular  a 

d i s t â n c i a  d de I (P) a I (P-1) . Depois ca lcu le  d de 

I (P-1) a I (P+1) e a de I ( P + l )  a I (P-2) e assim Por 

d iante ,  enquanto à cresce .  Continuar o procedimento 

mesmo enquanto d decresce e p a r a r  t ã o  logo quan tc  d 

começa a c r e s c e r  novamente. ~ n t ã o  e s s a s  cidades f o r  - 

mam um subproblema convexo. 

Passo 6 : Uma vez de f in ido  o subproblema convexo v e r i f i c a r  s e  

e l e  i n c l u i  todas a s  cidades da l i s t a  c o r r e n t e ,  en tão  

pare .  

senão, temos um novo subprob lema. 

Determinar a s  cidades X e Y e v o l t a r  ao  Passo 1. 

I V .  4.  PROGRAMA E RESULTADOS 

Foi programado o método acima em FORTRAN I V .  

O programa p r i n c i p a l  c o n s i s t e  no C ~ D I G O  2 ,  onde o C ~ D I G O  1 é a 

subro t ina  CODE I A ,  na pr imeira  vez e CODE 1 B  após ser de f in ido  

um subproblema convexo, porque f o i  necessár io  cons ide ra r  o a r  - 

co f i x o  que deve aparecer  uma vez no subproblema convexo e ou - 

t r a  vez no problema com a s  cidades r e s t a n t e s .  

A subro t ina  a determinar o subproblema con- 

vexo é ICONV. 

 pós e f e t u a r  os  c o r t e s ,  a subro t ina  CONST , 
no f i n a l ,  junta  todos os  subproblemas convexos pa ra  formar a 

r o t a  f i n a l .  



O programa f o i  rodado com n = 33 e n = 4 2  

com os dados de 6' 2] e foram encontradas r o t a s  próximas do Ó t i  - 

mo. 

Sendo um método h e u r í s t i c o ,  a r o t a  f i n a l  

depende muito das soluções i n i c i a i s  e não i n f l u i u  se e s t a s  fos - 

sem soluções v iáve i s  ou não. 







Um caso e s p e c i a l  do P .C .V. é o problema de 

sequenciamento de n t a r e f a s  de Gilmore e Gomory r]. 
Dada uma máquina com uma v a r i á v e l  x r e a l  , 

que descreve s e u  estado e a s  t a r e f a s  J1, J2, .  . . , Jn que e l a  de - 

ve sequenciar .  Cada t a r e f a  Ji, requer  um e s t ado  i n i c i a l  A e i 

um es tado  f i n a l  Bi ,  i s t o  é, a t a r e f a  Ji, s ó  é i n i c i a d a  quando 

x = A e termina quando x = Bi. i 

Com cada t a r e f a  e s t á  relacionada um cus to  

(d inhe i ro ,  tempo, e t c )  de mudar o e s t a d o  da  máquina p a r a  come - 

ç a r  uma o u t r a  t a r e f a .  

O problema é encont rar  a sequéncia das n 

t a r e f a s  de cus to  mínimo. 

Se a t a r e f a  J .  s e g u i r  a Ji, então  o es tado 
7 

da máquina muda para A 
j ' 

O cus to  d e s t a  mudança é c e é dado por :  i j 



onde f (x)  e g ( x )  são  funções i n t e g r á v e i s  sa t i s fazendo  f (x)  + 

+ g(x)  - > O .  f ( x )  pode s e r  i n t e r p r e t a d a  como o cus to  densidade 

para f a z e r  c r e s c e r  a va r i áve l  es tado da máquina e g (x)  o cus v 

t o  densidade para  f a z e r  decresce-la .  

Um exemplo: a temperatura v a r i á v e l  de  um 

forno é x e uma t a r e f a  Ji e n t r a r á  no forno  a uma (temperatura 

A. e s a i r á  de la  a B e para  a próxima t a r e f a ,  a temperatura 
1 i 

muda. f ( x )  é o custo de aumentar a temperatura de um grau e 

g (x )  o c u s t o  de e s f r i a r  um grau quando a temperatura é x. 

Uma o u t r a  general ização do P.C.V. 6 o P.C.V. 

depende do tempo (P.C.V.D.T.) em C*].   este problema o cus to  

de  t ransdção não depende apenas de duas locações sucess ivas  , 

mas também do período quando essas  t r a n s i ç õ e s  ocorrem. 

Uma apl icação  des te  problema é o problema ge V 

r a l  de sequenciamento de t a r e f a s  em uma máquina, que c o n s i s t e  

e m  minimizar o cus to  t o t a l  do tempo de execução e m  uma máqui- 

na de sequenciar  t a r e f a s ,  onde o c u s t o  é uma função não de V 

c rescen te  do tempo de completar cada t a r e f a .  
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