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RESUMO 

Es t e  t r a b a l h o  6 uma apresen tação  g e r a l  sobre  r e p r e  - 
sen t ação  de g ra fos  (d i rec ionados  ou n ã o ) ,  contendo todas  a s  r e -  

p resen tações  encontradas  na l i t e r a t u r a  consu l t ada .  

v á r i o s  t i p o s  de represen tações  são  apresen tados :  ma- 

t r i z e s  de a d j a c ê n c i a ,  de i n c i d ê n c i a ,  de posicionamento e  o r i e n t a  

da g ra f icamente ;  e s t r u t u r a s  de a d j a c ê n c i a ,  de i n c i d ê n c i a  e  de 

posicionamento;  r ep re sen t ação  v e t o r i a l  de a r e s t a s ,  pseudo-árvo- 

r e ,  á rvore -coárvore ,  e s t r u t u r a  de l i s t a ;  represen tação  l i s t a  de 

ramos, sequência  de a d j  a c ê n c i a ,  k-fórmula,  r ep re sen t a são  Por 
s t r i n y s ,  r ep re sen t ações  seqÜencia is  de pseudo-árvores e  seqÜen - 
c i a i s  t e r n á r i a s .  

Cada r ep re sen t ação  c o n s t i t u i  um c a p í t u l o  do t r a b a l h o ,  

i nc lu indo  d e f i n i ç ã o ,  exemplos, p ropr iedades  b á s i c a s ,  comentários 

e  r e f e r ê n c i a s .  Em cada caso é considerada a  p o s s i b i l i d a d e  de r e  - 
presen tação  de gra fos  d i rec ionados  e  não d i r ec ionados ,  pseudogra - 
f o s  e  mu l t i g r a fos .  Compõe a inda  o  t r a b a l h o  uma comparação de t o  - 
das a s  r ep re sen t ações  em termos de espaço n e c e s s á r i o  para  armaze - 
namento . 



ABSTRACT 

This work is a survey on graph representation. It 

contains a11 representations found in the consulted literature. 

Severa1 types of representations are presented : 

the adjacency, incidence , position and draw oriented matrices ; 

the adjacency, incidence and position structures ; the edge 

vector representation, pseudo-tree, tree-cotree, list structure ; 

the branch list representation, adjacency sequence, k-formula, 

string representation, pseudo-tree sequential representations and 

ternary sequence representations. 

Each representation constitutes a chapter in this 

work, including definition, examples, basic properties, comments 

and references. In each case we consider the possibility of 

representing directed and nondirected graphs, pseudographs and 

multigraphs. We also present a comparison of a11 representations 

in terms of storage requirements. 



I. Introdução e Definições ~âsicas 
11. Matriz de Adjacência 
111, Matriz de ~ncidência 

IV. Matriz de Posicionamento 
V. Representação Orientada Graficamente 
VI. Estrutura de Adjacência 
VII. Estrutura de Incidência 
VIII. Estrutura de Posicionamento 

IX. Representação Vetorial de Arestas 
X.  seud do-árvore 
XI. Representação de Grafos por Arvores ~inárias 
XI I. Arvore -~oárvore 
XIII. Representação por Estrutura de Lista 
XIV. Lista de Ramos 
XV. seqüência de Adjacência 
XVI. Representação por k-fórmula 
XVII. Representação por Strings 
XVI 11. Representações seqÜenciais de  seud do-árvores 
XIX. Representações seqüenciais ~ernárias 
XX. Conclusão 

Pag. 

1 

6 

11 
15 
2 1  

2  5 

37 

4 2  



E s t e  t r a b a l h o  c o n s t i t u i  um apanhado g e r a l  sobre  r e -  

sen tação  de g r a f o s ,  compreendendo todas  a s  r ep re sen t ações  encon- 

t r a d a s  na  l i t e r a t u r a  consu l t ada ,  bem como o u t r a s  a inda  i n é d i t a s ,  

que e s t ã o  sendo i n t r o d u z i d a s  aqu i  p e l o  P ro f .  Jayme Szwarc f i t e r  . 
Naturalmente,  além des sa s  s e r i a  a inda  p o s s í v e l  d e f i n i r  o u t r a s  r e  - 
presen t ações  e ,  t a l v e z ,  algumas tenham j á  s i d o  publ icadas .  

O c o n c e i t o  de r ep re sen t ação  de um g r a f o  (d i rec ionado  

ou não) que estamos usando pode s e r  e s t a b e l e c i d o  da s e g u i n t e  f o r  - 
ma : cons ide re  um g ra fo  GM que modela uma e s t r u t u r a  a b s t r a t a ,  e  

cons ide re  uma e s t r u t u r a  GR que descreve e s s e  g r a f o ;  dizemos que 
GR é uma r ep re sen t ação  de GM s e ,  dado GR apenas ,  podemos reprodu - 
z i r  t odas  a s  informações con t idas  no g ra fo  GM, de maneira unívo- 

ca .  P o r t a n t o ,  uma e s t r u t u r a  não é cons iderada  uma represen tação  
s e  não c o n t i v e r  todos  os  elementos ( v é r t i c e s ,  a r e s t a s )  do g ra fo  
em ques tão  ou s e  não d e f i n i r  univocamente o g r a f o  ( i s t o  é, s e  

g r a f o s  d i s t i n t o s  puderem p roduz i r  uma mesma e s t r u t u r a ) .  

Podemos d i z e r  que uma r ep re sen t ação  de g r a f o  em com- 
pu tador  c o n s i s t e  em um conjun to  f i n i t o  de símbolos e um conjunto  
f i n i t o  de r e g r a s  que i d e n t i f i c a m  univocamente o g r a f o  sendo r e -  
p r e sen t ado ,  onde o s  símbolos ser iam o r e s u l t a d o  da a p l i c a ç ã o  
das  r e g r a s .  

Se duas r ep re sen t ações  de um mesmo g ra fo  têm d i f e r e n  - 
t e s  con jun tos  de r e g r a s ,  en t ão  dizemos que e l a s  são de t i p o s  d i -  
f e r e n t e s .  Se e l a s  têm o mesmo conjun to  de r e g r a s ,  mas d i f e r e n  - 
t e s  con jun tos  de sfmbolos,  dizemos que e l a s  são versões  d i s t i n -  

t a s  do mesmo t i p o  de r ep re sen t ação .  E l a s  são i g u a i s  s e  seus  con - 
j un tos  de r e g r a s  e de símbolos forem i g u a i s .  Por exemplo, a  ma- 



triz de adjacência e a matriz de incidência de um grafo são re- 
presentações de tipos diferentes ; duas matrizes de adjacência 

diferentes são versões distintas do mesmo tipo de representação, 

enquanto que duas matrizes de adjacência iguais são representa- 
ções iguais. 

A representação deve determinar de forma unívoca o 

grafo que representa. No entanto, um dado tipo de representa - 
ção de um grafo pode não estar univocamente determinado, isto 6 ,  
o conjunto de s~mbolos pode não ser Único, surgindo aí várias 

versões. O problema de decidir se duas versões distintas de 
.. 

uma mesma representação correspondem ou não a um mesmo grafo e 

geralmente um problema não trivial, possivelmente NP-completo . 
Este problema não está sendo abordado por nós aqui. 

A idéia deste trabalho surgiu do fato de não se en- 
contrar, na literatura sobre grafos em geral, nenhum estudo 
exaustivo compreendendo as várias representações existentes pa- 

ra grafos. São apresentadas aqui várias classes de representa- 
ções - por matrizes, por listas e representações seqÜenciais 
- perfazendo um total de 18 representações. 

Cada representação constitui um capítulo completo, 
incluindo definição, exemplos, propriedades, comentários e re- 
ferências. 

Finalmente, apresentamos uma comparação de todas as 
representações contidas neste trabalho, em termos do espaço ne- 
cessário para o armazenamento de cada uma. 



De'f in-ições ~ á s i c a s  Sobre Gr.afos 

Um g r a f o  G é um pa r  G = (V,X) onde V é um conjun to  

f i n i t o  c u j o s  elementos s ão  o s  v é r t i c e s  de G ,  e  X é m conjunto  
de pa re s  de elementos d i s t i n t o s  de V. 

Anotamos um p a r  de elementos em X por (u ,v )  ou uRv, 

onde u , v  E V,  e  dizemos que os  v é r t i c e s  - u  e  v  e s t ã o  r e l a c i o n a -  

dos ou formam uma a r e s t a  de G .  

Se e  = (u ,v)  é uma a r e s t a ,  dizemos que o s  v é r t i c e s  

u  e  v  são a d j a c e n t e s ,  e  que o  v é r t i c e  u  e  a  a r e s t a  e  são i n c i  - - - - - 
den te s  (bem como o  v é r t i c e  - v  e  a  a r e s t a  - e ) .  Se duas a r e s t a s  

d i s t i n t a s  possuem um v é r t i c e  em comum en tão  dizemos que e l a s  

são a d j a c e n t e s .  

Se o s  pa re s  de v é r t i c e s  em X são  pa re s  ordenados 
L 

( i s t o  é, s e  (u ,v )  # (v ,u)  ) ,  en tão  o  g r a f o  é .dire,c'ió'n'a'do ou e  

um d i g r a f o  ; caso  c o n t r á r i o  o  g r a f o  6 direciona,do.  

Em um d i g r a f o ,  uma a r e s t a  (u ,v )  é d i t a  d e  u  pa'ra v .  - 
O g r a u  de e n t r a d a  de um v é r t i c e  w é o  número de a r e s t a s  pa ra  w ,  

enquanto que o  g r a u  de s a í d a  de w é o  número de a r e s t a s  de w . 
Se w tem grau  de e n t r a d a  ze ro  en t ão  w 6 um v é r t i c e  f o n t e ,  e  s e  
w tem grau de s a í d a  zero en t ão  w 6 um sumidouro. 

Em um g r a f o  qua lque r ,  um v é r t i c e  i s o l a d o  6 um v é r t i  - 
c e  que não e s t á  r e l ac ionado  com nenhum o u t r o  v é r t i c e .  

Um l a ç o  é uma a r e s t a  que r e l a c i o n a  um v é r t i c e  a  e l e  
mesmo. De acordo com a  d e f i n i ç ã o  dada,  não há l a ç o s  em g r a f o s .  
Se forem permi t idos  l a ç o s  teremos um pseudografo .  Se forem p e r  

m i t i d a s  a r e s t a s  m ú l t i p l a s ,  i s t o  é, mais de uma a r e s t a  r e l a c i o  - 
nando o  mesmo pa r  de v é r t i c e s ,  teremos um mul t i g r a fo .  

L Uma rotu13ção dos v é r t i c e s  ( a r e s t a s )  de um g r a f o  e  
uma a t r i b u i ç ã o  de "nomes" ou .r&ulos aos  v é r t i c e s  ( a r e s t a s )  , de 
forma a  d i s t i n g u i - l o s  uns dos o u t r o s .  



Seja G = (V,X) um grafo. Um sub,grafo G1 de G é um 

grafo G1 = (V1 ,X1) tal que V1 C V e X1 C X. 

Seja agora S C V. O subgrafo induzido <S> 6 o sub- 
grafo maximal de G cujo conjunto de vértices é S. 

Um grafo é c'oinpleto se possui um número máximo de 

arestas para o dado conjunto de vértices. 

Um caminho de um grafo com comprimento - n é uma se- 
(V.. 

quencia de vértices vl, ..., v, tais que ( V ~ , V ~ + ~  ) é uma aresta 
do grafo, para i = 1,. . . ,n-1. O caminho é elementar se todos 
os vértices forem distintos. 

Em um digrafo, um ~~micaniinho é uma seqüência de 

vértices vl,. . . ,vn onde ( V ~ , V ~ + ~ )  OU ( V ~ + ~ , V ~ )  é uma aresta, pa - 
ra i = l,...,n-1 . 

Um ciclo (ciclo elementar) é uma seqüência de vérti - 
ces vo,vl, ..., v, onde v. = vn, vl,. . . ,vn é um caminho elemen- 

tar e n > 2 se o grafo for não direcionado ou n > 1 se o grafo 
for direcionado. 

Um grafo G não direcionado 6 cone.xo se existir um 
nentes' 'co- caminho entre quaisquer dois vértices de G. As ,comp'o', " .  . - 

nexas de G são os subgrafos maximais de G conexos. G 6 'de's'co - 
nexo se não for conexo. - 

Seja D um digrafo. Sejam u,v vértices quaisquer de 
D. Se existir um caminho de u para v e de v para u, para todo 
u,v vértices de D, então D é 'fortemente' conexo. Se existir um 
caminho de u para v ou de v para u, para todo u,v , então D é 
un'i'l'ate'r'a'lmen'te conexo. Se existir um semicaminho de u para v, 
para todo u,v , então D é fracamente conexo. D 6 desconexo se 
não for sequer fracamente conexo. 

Uma árvore é um grafo não direcionado acíclico co- 
nexo. Uma árvore enraizada direcionada (árvore enraizada) é um 
digrafo acíclico no qual exatamente um vértice (a raiz) tem - 
grau de entrada zero, enquanto todos os demais têm grau de en- 
trada igual a 1. 



Sejam v,w v é r t i c e s  de uma á rvo re .  Se e x i s t i r  uma 

a r e s t a  de v  pa ra  w en t ão  v  é o  & d e  w, e  w é o  f i l h o  de v ;  e  

s e  u  é o u t r o  v é r t i c e  t a l  que v  é p a i  de u  en t ão  u  e  w são  'ir- v 

maos. - 
Uma á rvo re  geradora  de um g ra fo  não d i rec ionado  G é 

um subgrafo  S  de G t a l  que S  é uma á rvo re  que contém todos os  

v é r t i c e s  de G .  A .c.o.árVo're 6 o  menor subgrafo  de G que contém 

todas  a s  a r e s t a s  não pe r t encen te s  a  S. 

Um 'deç'enho de G é uma f i g u r a  t a l  que os v é r t i c e s  

correspondem a  pon tos ,  e  a s  a r e s t a s  correspondem a  l i n h a s  unin- 
do os  pontos .  Um cru.zamento no desenho de G é uma i n t e r s e ç ã o  

das l i n h a s  do desenho em pontos d i f e r e n t e s  do v é r t i c e s .  

Um desenho plano 6 um desenho de G num plano sem 
cruzamentos. Um g r a fo  é p l a n a r  quando admite desenho plano.  

O nÚniero, d'e cruzamento de um g ra fo  é o  menor número 

de cruzamentos d e n t r e  todos os  p o s s í v e i s  desenhos de G .  Por 
exemplo, o  número de cruzamento de um g ra fo  p l a n a r  é zero .  



MAT'RI Z 'DE' AD J ACEN C I A 

I  1-1 : .De.f if i ição 'da' 'Rep'r'eSentação 

Seja  G um grafo cujos  N v é r t i c e s  e s t ão  rotulados . 
A matriz de adjacência  de G é a  matr iz  N x  N 

A(G) = ( a i j  ) ,  i , j  = 1 ,..., N 

def in ida  por : 
f 

i 1, s e  o  v é r t i c e  vi é adjacente  ao vér- 
a . .  = t i c e  v  ( i s t o  6 ,  s e  viRv.) , 

IJ j  J 
0,  caso c o n t r á r i o  . 

1 1 - 2 .  Exemplo 

Figura 11-1. Um grafo e  uma repre-  
sentação por matriz de adjacência .  

I  I  - 3 . Própr'ie.da'de's ' B ~ S  ic'a's e' ~ 'omen'tári  o  s 

Uma vez que em um grafo não há l a ç o s ,  a  diagonal 
p r i n c i p a l  é toda nula ( i s t o  é, aii = O ,  i = 1 ,  ..., N ) .  

Como a  re lação  e n t r e  a s  a r e s t a s  de um grafo  6 s i -  



métrica, temos aij - - aj i para todo i,j = 1, ..., N, e portanto 

a matriz A(G) é sempre simétrica. 

Um vértice isolado não está relacionado com nenhum 

outro vértice. Assim, vi é vértice isolado se e somente se 
- 

'ij - aji = 0, para todo j = 1 ,..., N. 
Seja X o conjunto de arestas de G. Seja M o nhero 

de elementos de X (isto é, Card X = M). Ponhamos 

Então 

e portanto 
Card A1 = 2 Card X = 2M . 
Seja agora V o conjunto de vértices de G, e S C V. 

Então aij E A(&>) e> vi,vj E S. Isto sugere um algoritmo 

bastante simples para a obtenção do subgrafo de G induzido por 
S, <S>. 

Ponhamos A"(G) = ( b.. ) para n inteiro positivo . 
13 - 

Então cada bij 6 o número de caminhos distintos de vi a v 
j 

de 

comprimento - n. 

Sendo A(G) uma matriz N x N, o espaço necessário pa- 
ra armazenar a representação consiste de N~ informações biná- 
rias (O ou 1). Naturalmente, é possível agrupar vários elemen- 

tos da matriz em uma palavra de computador, através da associa- 
ção de um bit a cada elemento da matriz, economizando assim es- 
paço em memória. Além disso, uma vez que a matriz de adjacên - 
cia de um grafo 6 simétrica, 6 possível reduzir ainda mais o es - 
paço gasto, armazenando A(G) como uma matriz triangular. 

possível redefinir a matriz de adjacência de forma 
a permitir que seja usada também para representar multigrafos 
e/ou pseudografos, fazendo aij = m, onde m 6 o nhero de rela - - 
ções entre vi e v .A figura 11-2 a seguir contém um exemplo. 

j 



Figura 1 1 - 2 .  Um pseudomultigrafo e uma 
representação por matr iz  de adjacência .  

Observamos que a matriz ainda permanece s imé t r i ca .  

A def in ição  da matr iz  de adjacência  A(D) de um d i -  

grafo D pode s e r  a mesma def in ição  que para grafos não d i r e c i o -  
nados. Exemplo : 

Figura 11-3. Um d igrafo  e uma repre-  
sentação por matr iz  de adjacência .  

Uma vez que a re lação  e n t r e  a s  a r e s t a s  não 6 em gera l  
s i m é t r i c a ,  a matr iz  de adjacência  não 6 em gera l  s imét r ica .  

Pode s e r  facilmente observado que, s e  a i-ésima li- 

nha da matr iz  f o r  toda nu la ,  então o v é r t i c e  vi é um sumidouro, 
J e ,  s e  a j-ésima coluna f o r  toda nu la ,  então o v é r t i c e  v e um 

j 
v é r t i c e  fon te .  ~ambém, como um v é r t i c e  i so lado é t an to  um v&-- 
t i c e  fonte  como um sumidouro, a mesma propriedade quanto a vér-  
t i c e s  i so lados  de um grafo s e  a p l i c a  a d igrafos .  

Definamos A1 como para grafos não direcionados,  i s t o  
J 

e ,  A1 = ( i , j )  I a i j  = 1 1 . Temos agora 

viRv L j )  E A j 1 
e por tanto  

Card A1 = Card X = M. 



É possível armazenar um grafo direcionado como uma 

matriz triangular, redefinindo a matriz de adjacência como se 

segue : 

A(D) = ( aij ) , onde 

i, se viRv mas v /vi , 
J j 

a = {  -1, se V . R V ~  mas vi#v 
I j ' 

i j * ,  se viRv e v.Rvi , 
, j J , 

Como dado aij podemos determinar aji, para todo i = 

l , , N  , é possível armazenar a matriz A(D) definida acima co- 

mo uma matriz triangular, sem perda de informação, conforme pode 

ser visto na figura 1 1 - 4 .  

Figura 1 1 - 4 .  Um digrafo e uma representa- 
ção por matriz de adjacência triangular. 

De um modo geral, este tipo de representação para 

grafos (ou digrafos) 6 boa para manipulações. Mas a maior vanta - 
gem deve-se ao fato da matriz de adjacência apresentar várias 
propriedades teóricas interessantes, que são Úteis no projeto de 

algoritmos relacionados a estruturas de grafos. Contudo, a 
quantidade de espaço em memória necessária para armazená-la che- 
ga a ser, em alguns casos, proibitiva. Mesmo usando a forma 
compactada de armazenamento mencionada e considerando-a como 

uma matriz triangular, o espaço requisitado continua a ser da or 
2 - 

dem de N . 
Outra desvantagem da representação 6 o fato da di- 

ficuldade que surge, em alguns casos, para a inclusão ou exclusão 

de vértices no grafo, uma vez que isso pode acarretar uma mudan- 



ça de dimensão da matr iz .  Contudo, i n c l u i r  ou e x c l u i r  a r e s t a s  
é uma operação simples.  

Observamos também que e s t a  matr iz  pode s e r  usada pa- 

r a  armazenar informação adic ional  sobre o grafo ,  por exemplo , 
cada a i j  representando a  d i s t â n c i a  e n t r e  os v é r t i c e s  vi e  v  j  do 

grafo.  

1 1 - 4 .  Referências 

A i d é i a  des ta  representação aparece frequentemente 

na l i t e r a t u r a  sobre grafos e  computação em g e r a l ,  por exemplo 
6 2 em Harary , Snow E scoins16,  scoins14,  wel l s l* ,  Berge , Berz- 

1 7  t iss3,  ObrukalO, Szwarcfi ter  . 



CAPITULO 111 

MATRIZ 'DE 'INC'I'D~?'NC'I A 

I I  1-1 . 'De'f iriição. 'da' 'Represent'aç'ão 

Seja  G um grafo cujos  N v é r t i c e s  e  M a r e s t a s  e s t ã o  

ro tu lados .  A ma.tri.z 'de incid&c'ia de G é a  matr iz  N x M 

def in ida  por : 
F 

1, se  o  v é r t i c e  vi é inc idente  a r e s  - 
t a  e  ( i s t o  é, s e  e  = (vi,vk) 

b i j  para j algum k) , j  

( 0 ,  caso con t rá r io  . 

1 1 1 - 2 .  'Exemplo 

Figura 111-1. Um grafo e  uma repre-  
sentação por matr iz  de inc idência .  



I I I - 3 . Pro'p.rieda.des 3'; sicas e Conient ári os 

Um vértice isolado não é adjacente a nenhuma aresta, 
portanto, 

vi é isolado e bij = O para todo j=1, ..., M . 
Uma vez que qualquer aresta 6 incidente a exatamen- 

te dois vértices, toda coluna da matriz tem exatamente dois ele - 
mentos cujo valor é 1. Assim, a quantidade de 1's na matriz é 
o dobro do número de colunas, isto é, o dobro do número de ares - 
tas do grafo, como na matriz de adjacência. Deste fato conclui - 
se que pode ser suprimida uma linha da matriz de incidência , 
pois ela pode ser determinada a partir das restantes N-1 linhas, 
resultando daí uma matriz N-1 x M. No entanto, tal eliminação 
produz uma economia muito pequena de espaço, se comparada com o 

decorrente aumento de operações para a manipulação do grafo. 

O espaço necessário para armazenar o grafo corres- 
ponde a MxN operações binárias. Da mesma forma que na matriz 
de adjacência, é também possível agora agrupar elementos armaze - 
nando-os sob a forma de bits de palavra. 

~ambém 6 possível redefinir a matriz de incidência 
de forma a representar multigrafos e/ou pseudografos,fazendo 

o vértice vi é incidente 5 aresta 

existe um laço no vértice vi (is- 

to é, se ej =(vi,vi)), 

( o, caso contrário . 

A figura 111-2 a seguir mostra um exemplo da apli- 
cação dessa redefinição da matriz de incidência. 



Figura 1 1 1 - 2 .  Um pseudomultigrafo e  
uma representação por matr iz  de in -  
c idência .  

Desta forma permanece vá l ida  a  afirmação da soma 

dos elementos em cada coluna da matr iz  s e r  2 .  Obviamente, o  
número de laços no pseudografo é o número de elementos com va- 

l o r  2 n a m a t r i z .  P a r a p e r m i t i r q u e h a j a m a i s  d e u m l a ç o  no 

mesmo v é r t i c e ,  a  def in ição  da representação pode s e r  a l t e r a d a .  

A representação de grafos direcionados é poss ive l  

com uma a l t e r a ç ã o  na def in ição .  A matriz  de incidência  de um 

grafo direcionado D pode s e r  def in ida  por 

B(D) = ( b i j  ) , com 

f 1 ,  s e  a  a r e s t a  e  começa no v é r t i c e  vi , 
j 

b i j  

= 1 -1, s e  a  a r e s t a  e  termina no v é r t i c e  vi , 
j 

O ,  s e  a  a r e s t a  e  não é inc idente  ao vér- 
j  

t i c e  vi. 

Figura 111 -3 .  Um d igrafo  e uma repre-  
sentação por matr iz  de inc idência .  



Observamos que continua válida a afirmação de que , 
se vi é um vértice isolado do digrafo, então a i-ésima linha da 
matriz é toda nula. 

Uma vez que cada aresta possui um vértice fonte e 

um sumidouro, cada coluna tem exatamente um elemento com valor 
-1 e um elemento com valor +l. 

De um modo geral, em um grafo com N vértices e M 
arestas temos M >> N. Uma vez que o número de elementos com 
valor 1 6 o mesmo nas matrizes de adjacência e de incidência, a 
densidade de 1's 6 maior na primeira (proporção de 1's em rela- 
ção ao número total de elementos). Portanto, pode-se dizer que 
a matriz de incidência consome mais memória do que a matriz de 
ad j acência. 

Como na representação por matriz de adjacência, e- 

xiste também aqui o problema da dificuldade das operações de in 
serção e remoção. Na presente representação essas operações po - 
dem ser dificeis (em alguns casos) tanto para vértices como pa- 
ra arestas. 

111-4. Referências 

Esta representação aparece freqüentemente na litera 
2 - tura. Ver, por exemplo, é arar^', scoins14, wells18, Berge , 

17 ObrukalO, Szwarcfiter . 



MATRIZ- 'DE FOS'I'C'I'O'NM'NTO 

I V- 1 . De'f i'rii'ç'ã'o' d a  'Re pleSent'ação 

S e j a  D um d i g r a f o ,  cu jo  con jun to  de v é r t i c e s  é V e  

c u j o  conjunto  de a r e s t a s  é X .  S e j a  M o  número de a r e s t a s  de D .  

A matri 'z de 'po's'ici'o,namento de D 6 a  ma t r i z  M x M 

cu jos  elementos c  procuram r e f l e t i r  a  pos ição  r e l a t i v a  i j  das  

a r e s t a s  i e  j ,  e  s ão  d e f i n i d o s  da maneira como s e  segue.  

Associe um r ó t u l o  a  cada a r e s t a  de X .  Associe tam- 

bém uma ordem a  e s s e s  r ó t u l o s .  

Se viRv. denota  a  a r e s t a  e ,  onde v i , v  E V e  e  € X ,  
J - 3 - 

en tão  de f ina  

a 

Suponha que a  ordenação das  a r e s t a s  r o t u l a d a s  e  

e l ,  ..., eM. Para  f a c i l i t a r  a  no tação ,  vamos denota r  cada a r e s t a  

ei p e l o  s e u  s u b s c r i t o  - i .  0 s  elementos da ma t r i z  de pos i c iona  - 
mento podem s e r  ob t idos  da s e g u i n t e  maneira : 

Para  i j  , 

/ I ,  s e  i n ( i )  = i n ( j )  , 
C -1 ,  s e  i n ( i )  = f i n ( j ) ,  

0 ,  caso c o n t r á r i o ;  

1, s e  f i n ( i )  = f i n ( j )  , 
0 ,  caso  c o n t r á r i o .  



Esta definição corresponde seguinte posição rela- 

tiva de duas arestas i e j, com i < j : 

Figura IV-1. Posições relativas de duas arestas 
e seus elementos correspondentes na matriz de po- 
sicionamento. 

IV-2. Exemplo 

Figura IV-2. Um digrafo e uma represen- 
tação por matriz de posicionamento. 

IV- 3 .' Prop'ri'e'd'a'de's' ~ás'ica's e' Comeht'ár'ios 

E trivial ver que, dado um grafo direcionado D , 
existe uma e apenas uma representação de D por matriz de posici - 
onamento, para cada ordenação de suas arestas considerada. Por 

outro lado, essa representação determina unicamente um digrafo 

D, obviamente o mesmo D que gerou a representação. 



Esta representação refere-se  diretamente às a r e s t a s  

do d ig ra fo ,  e  não aos seus v é r t i c e s  - não havendo, por tanto ,  

uma maneira de s e  r ep resen ta r  v é r t i c e s  i so lados .  Es te  problema 

pode s e r  contornado a t ravés  da associação,  a  cada v é r t i c e  i so -  

lado ,  de um l a ç o ,  e  representando o  pseudografo assim obt ido da 
maneira d e s c r i t a  mais ad iante .  Contudo, i s s o  implica em uma mo - 
d i f i cação  na e s t r u t u r a  do d ig ra fo ,  o  que nem sempre é recomen - 
dável . 

Seja ei  uma a r e s t a  do d igrafo  D. Então e i=(v l ,v" ) ,  

onde v ' ,vl1 são v é r t i c e s  de D. Para j  = l , . . . , M  , temos então : 

Grau de entrada de v '  = Card { c i j  I c i j = l  1 ,  

Grau de sa ída  de v '  = 1 + Card { c i j  I i < j  e  c i j = l  1 + 

+ Card { c j i  I j < i  e  c j i = l  1 ,  

Grau de entrada de v" = 1 + C a r d {  c j i  I i < j  e  c j i = l  } + 

-1 1 ,  + Card { c i j  I j < i  e  c i j -  

Grau de sa ída  de v" = Card { c j i  1 cj i=-1  1 .  

Diremos que um grafo 6 n-percorr íve l  s e  e x i s t i r  um 
caminho or ientado de comprimento n. Obviamente, qualquer d ig ra  - 
fo  que possua ao menos uma a r e s t a  é 1-percor r íve l .  Um d ig ra fo  
6 1-percor r íve l ,  e  não n-percorr íve l  para qualquer n > l  ( i s t o  
s i g n i f i c a  que todo v é r t i c e  do d ig ra fo  tem grau de sa ída  zero ou 
grau de entrada zero) s e  e  somente s e  sua matr iz  de posiciona- 

mento não possui  nenhum elemento com va lo r  -1. 

Seja  vl um v é r t i c e  do d ig ra fo .  O número de elemen- 
t o s  com va lo r  1 gerados por e s t e  v é r t i c e  é dado por 

g r  .saída v l  . ( g r .  sa ída  vl - 1 )  

g r  .en t rada  vl . ( g r  .entrada vl - 1) 
+ . 

2 



O número t o t a l  de 1 ' s  na matr iz  é a soma dos 1 's  ge- 

rados por cada v é r t i c e  do d ig ra fo ,  ou s e j a ,  

g,r, ..saí.da v i  . ( g r ,  ..saída. v.. - .  
1 + 

2 
g,r , .entrada .v.? . . ( g r  . .entrada vi - 1,) I - - 

2 

onde N é o número de v é r t i c e s  e  M o número de a r e s t a s .  

L 

O número de -1 ' s  gerados por um v é r t i c e  vl e  

Logo, o  número t o t a l  de -1's na matriz 6 dado por 

N 
( g r  .saída vi) . (gr  .entrada vi) . 

~ o n c l u í m o s ,  assim, que o número t o t a l  de elementos 
não nulos na matr iz  é dado pe la  soma dos dois  resul tados  an te  - 
r i o r e s ,  ou s e j a ,  

-M + r. sa ída  vi) + (gr  .entrada vi) + 
2 

i=l 
+ 2 .  (gr .saída vi) . (gr  .entrada vi) 1 



Chamando grau(vi) = gr .saída vi + gr .entrada vi , 
o número total de elementos não nulos na matriz será dado por 

-M + 
I)' 2 grau (vi) . 

2 i=l 

inha de um grafo G , anotado L (G) , pode 
ser definido da seguinte forma: os vértices de L(G) são as a- 

restas de G, e dois vértices de L(G) são adjacentes se as ares - 
tas correspondentes de G o forem. Podemos ver que a matriz de 
posicionamento de D pode representar a matriz de adjacência de 
L(D), no sentido de que cij 

Ou 'ji 
será não nulo sse os elemen - 

tos correspondentes da matriz de adjacência de L(D) forem não 
nulos. 

Intercambiando os valores dos elementos cij e c j i 
na matriz de posicionamento de um digrafo D, obteremos uma ou- 
tra matriz, que 6 a matriz de posicionamento do digrafo obtido 
a partir de D pela inversão do sentido de todas as suas ares- 
tas. 

Para representar pseudografos e/ou multigrafos di- 
recionados, podemos usar a mesma definição, adicionando estas 
convenções sobre as novas situações : 

cij'l cik'-l 
C cki'l 

(para i<j e i<k) 

Figura IV-3. Elementos da matriz de posiciona- 
mento correspondentes a laços e arestas múltiplas. 

Devemos, no entanto, tomar o cuidado de ter sempre 
i<j e i<k, e de ter no máximo um laço em cada vértice (a menos 



que seja usada a diagonal principal para armazenar informação so - 
bre o número de laços). A figura IV-4 mostra um exemplo da re- 

presentação de um pseudomultigrafo direcionado por matriz de po- 
sicionamento . 

Figura IV-4. Um pseudomultigrafo dire- 
cionado e uma representação por matriz 
de posicionamento. 

A matriz de posicionamento requer o armazenamento de 
2 M informações, onde M é o número de arestas do digrafo. Como , 

na prática, M pode ser muito maior do que N, o espaço de armaze- 
namento necessário é, em geral, muito grande. Para diminuir a 

quantidade de espaço gasto, podem ser usadas técnicas de compac- 
tação, mas ainda assim o espaço necessário será proporcional a 
2 M .  

IV-4. Referências 

Esta representação aparece em szwarcfiter17, e foi a 
Única representação encontrada na literatura conshtada que uti- 
lizava uma matriz M x M, onde M é o número de arestas do digrafo 
(uma outra representação por matriz M x M, a matriz orientada 
graficamente apresentada no capítulo V, consiste em uma extensão 

18 desta). Wells apresenta uma outra matriz M x M que não foi 
considerada por nós uma representação por não identificar unica- 
mente o grafo. 



REP'RESE'NTAÇ'A'O0 'ORIENTADA 'G'RAFI'CAMENTE 

De um modo g e r a l ,  a s  representações para grafos ('di 

recionados ou não) apresentam a s  seguin tes  c a r a c t e r í s t i c a s  : 

( i )  A s  representações dependem de uma ro tu lação  dos 

v é r t i c e s  ou das a r e s t a s ,  ou de ambos. Desta 

forma, d i f e r e n t e s  ro tu lações  do mesmo grafo cor  

respondem a d i f e r e n t e s  representações.  

( i i )  Grafos isomorfos, ro tu lados  da mesma maneira , 
têm o mesmo formato de representação.  No entan - 
t o ,  um mesmo grafo pode s e r  desenhado de d iver -  
s a s  maneiras d i s t i n t a s .  As vezes pode s e r  i n -  

t e r e s s a n t e  poder d i s t i n g u i r ,  pe la  representação 

do grafo ,  qual  o aspecto g rá f i co  que e s t á  repre  - 
sentado. 

A presente  representação 6 uma t e n t a t i v a  de solução 

des te  Último problema. Podemos d i z e r  que, praticamente,  para 
cada aspecto g r á f i c o  de um d ig ra fo ,  obtém-se uma representação 
d i f e r e n t e .  É quase i m p o s s ~ v e l  termos uma representação para 
cada desenho d i f e r e n t e  do d igrafo  pois  desenhos d i f e r e n t e s  po - 
dem corresponder a um mesmo aspecto g rá f i co .  

V-1  . Definição da Representação 

A representação or ientada  graficamente é uma exten- 
são da representação por matr iz  de posicionamento (cap í tu lo  IV) . 

Seja D um d ig ra fo ,  cujo conjunto de v é r t i c e s  é V e 
cujo conjunto de a r e s t a s  6 X. Seja M o número de a r e s t a s  de D. 



A mat'r'i-z o'r i'enta'da gra'f ic'anierite 6 a mat r i  z M x M 

Suponhamos que a s  M a r e s t a s  do d igrafo  es t ão  r o t u l a  - 
das e l  ..., eM. 

Se e; e e; são duas a r e s t a s  t a i s  que i j ,  temos : 
A J 

s e  e i  e e são adjacentes ,  então os  elementos w i j  
j  

e w j i  são de- 

f i n i d o s  como para a matr iz  de posicionamento; caso c o n t r á r i o  , 
s e  e; e e ;  s e  interceptam em algum ponto que não nos extremos , 

I J = = , i * ! ? .  

" i j  j  i j  W i j  = W j i  , s e  e i  e e não s e  intercèptam, = o .  
~ambérn temos wii=O, para i= l , . . . ,M.  

A s s i m ,  para i j  temos as  seguin tes  s i tuações  pos- 

s i v e i s  : 

Figura V-1 .  Posições r e l a t i v a s  de duas 
a r e s t a s  e seus elementos correspondentes 
na matr iz  or ien tada  graficamente. 



V-2.  Exemplos 

Figura  V-2 .  Um d i g r a f o  e uma r e p r e -  
s en t ação  por ma t r i z  o r i e n t a d a  g r a f i -  
camente. 

Figura  V-3. Um d i g r a f o  isomorfo ao 
d i g r a f o  da f i g u r a  V-2 e  uma represen-  
t a ção  por ma t r i z  o r i e n t a d a  graf icamente .  

Podemos observar  que os d o i s  d i g r a f o s  das  f i g u r a s  

V-2 e  V - 3  s ão  isomorfos e correspondem a d i f e r e n t e s  aspec tos  g r á  - 
fitos. A r ep re sen t ação  o r i e n t a d a  graf icamente  fo rnece  ma t r i ze s  

d i f e r e n t e s  pa ra  cada um d e l e s .  No e n t a n t o ,  s e  considerarmos o 

d i g r a f o  da f i g u r a  V-4, veremos que e l e  6 isomorfo aos  d o i s  a n t e -  

r i o r e s  e que pode t e r  uma represen tação  i d ê n t i c a  5 do d i g r a f o  da 

f i g u r a  V-2 .  I s s o ,  contudo,  não i n v a l i d a  a i d é i a  d e s t a  represen-  

t a ção .  



Figura V-4. Um digrafo iço- 
morfo aos digrafos das figu- 
ras V-2 e V-3. 

O espaço requisitado por esta representação corres- 

ponde ao armazenamento de M' informações quaternárias. Mas, de 

um modo geral, a matriz deverá ter um grande número de elemen- 

tos nulos, sendo portanto possível construir uma "estrutura gra - 
ficamente orientada" que seria basicamente uma representação da 

matriz orientada graficamente como matriz esparsa. 

Se a matriz orientada graficamente não pòssuir ne- 

nhum elemento "*" , então o digrafo correspondente será planar. 
Não obstante a sua trivialidade, esta é a Única representação 
apresentada neste trabalho através da qual obtemos alguma infor - 
mação sobre planaridade apenas olhando a representação. 

Para saber qual a representação orientada grafica - 
mente que possui o menor número de "*" '  s, dentre as diversas re 
presentações correspondentes aos diversos aspectos gráficos de 
um digrafo, teríamos que saber o nQ de cruzamento do digrafo . 
No entanto, até o presente esse número não foi determinado nem 
mesmo para grafos completos, tendo sido obtidas apenas cotas su - 
periores. 

Sendo a presente representação uma pequena extensão 
da matriz de posicionamento, as propriedades desta Última per- 
manecem válidas para a representação orientada graficamente. Ve - 
ja o capítulo IV para obter maiores detalhes. 

Na literatura consultada, esta representação apare- 
ce apenas em szwarcfiter17, que a definiu. 



CAP~TULO VI 

E'STRUTURA 'DE' AD JACÊNCI A 

VI - 1 . 'De'f i'n i'ç'ão' 'da' 'Rep'r'e's'e'n'táç'ão 
Tomemos a matriz de adjacência (capitulo 11) de um 

grafo G e representemos essa matriz através da construção, para 
cada vértice do grafo, da lista dos vértices adjacentes ao vér- 
tice considerado. Isto significa que, para cada linha da ma- 
triz, vamos ligar todos os vértices cujos elementos correspon- 
dentes nessa linha têm valor 1. Cada uma dessas listas 6 dita 

a lista de adjacência do vértice ao qual se refere, e o conjun- 
to de todas as listas de adjacência, uma para cada vértice do 
grafo, compõe estrutura de adjacência. 

Assim, se vi 6 um vértice do grafo G, 

lista de adjacência de vi = { vértices v I viRv 1, j j 

estrutura de adjacência de G = 

= { listas de adjacência de vi I vi é vértice de G 1 . 



VI-2. Exemp'lo 

Figura VI-1. Um grafo, uma matriz de 
adjacência e a correspondente estrutu- 
ra de adjacência. 



Observamos que esta estrutura pode ser obtida a par - 
tir da matriz de adjacência por uma transformação bem definida. 

E reciprocamente, dada uma estrutura de adjacência, pode-se ob- 
ter de maneira unzvoca a matriz de adjacência. Todas as propri - 
edades válidas para a matriz de adjacência têm um equivalente 

para a estrutura de adjacência. 

Assim, um vértice isolado do grafo G 6 representado, 
na matriz de adjacência, por uma linha nula, e na estrutura de 

adjacência por uma lista de adjacência vazia. Para termos mani - 
pulação eficiente da estrutura nessa situação, é conveniente a- 
dicionar um nó extra a cada lista de adjacência, chamado de ca- 

beça de linha, apontando para o primeiro vértice da lista de 

adjacência correspondente. A figura VI-2 mostra um grafo repre 

sentado por uma estrutura de adjacência com cabeças de linha. 

Para implementação em computador, o conjunto das ca - 
beças de linha pode ser representado por um vetor com N elemen- 
tos (onde N é o número de vértices do grafo), e as listas de ad - 
jacência por um conjunto de listas ligadas compartilhando a mes - 
ma área de espaço disponível. 

Olhando a figura anterior, verificamos que somente 
manipulações na mesma linha podem ser feitas facilmente. Se fo - 
rem necessárias também manipulações ao longo de uma coluna, tor - 
na-se Útil ligar os nós que correspondem a um mesmo vértice em 
todas as listas de adjacência. A estrutura resultante corres - 
ponde representação geral ligada de matrizes esparsas. A fi- 

gura VI-3 mostra um exemplo desta estrutura, correspondente ao 

grafo da figura VI-2. 

Caso seja necessário armazenar uma informação adici - 
onal para cada vértice, podemos acrescentar um campo a mais em 
cada nó da estrutura, apontando para a informação corresponden- 
te. 



Figura  V I - 2 .  Um g ra fo  e uma e s t r u -  
t u r a  d e  ad j acênc i a  com cabeças 'de 
l i n h a .  



Figura VI-3. Uma estrutura de adja- 
cência com cabeças de linha e cabe- 
ças de coluna. 



Podemos observar que, se v i e v são vértices do 
j 

grafo com viRv existe um elemento com valor 1 na matriz de ad- 
j' 

jacência correspondendo ao elemento (i,j) e correspondendo ao 

elemento (j ,i), pois a matriz 6 simétrica. Eliminando os ele- 

mentos (i, j) tais que i > j , a estrutura correspondente ao grafo 
da figura VI-3 seria a mostrada na figura VI-4. 

Figura VI-4. Uma estrutura de adjacência 
triangular com cabeças de linha. 



Para verificar agora a existência de uma relação 

viRvj, é necessário procurar pelo elemento n - na lista correspon - 
dente a - m, onde n = min {i,jl e m = max {i,jl . 

I! fácil ver que a lista de adjacência corresponden- 
te ao primeiro vértice 6 sempre vazia, e portanto pode ser su- 

primida. ~ambêm 6 possível definir outras maneiras de eliminar 
uma das duas relações repetidas, resultando em estruturas dife- 

rentes. 

Observamos ainda que, se adicionarmos cabeças de co - 
luna a este tipo de estrutura, então a procura por uma dada re- 
lação viRv. pode ser feita selecionando-se o elemento n na li- 

3 
nha - m ou o elemento - m na coluna n, - onde n = min {i,j) e m = 

max {i,j). Neste caso a linha correspondente ao primeiro verti - 
ce e a coluna correspondente ao Último vértice serão sempre lis - 
tas vazias. 

A simplificação introduzida pela eliminação de uma 

das relações repetidas de cada aresta geralmente dificulta a ma 

nipulação do grafo, aumentando o tempo de processamento. Por- 

tanto, às vezes 6 vantajoso aumentar o número de nós na estrutu - 
ra, acrescentando um apontador cruzado entre cada par de nós re - 
presentando uma mesma aresta. A estrutura correspondente à fi- 
gura VI-2 seria agora a mostrada na figura VI-5. 

Esta mesma idéia pode também ser aplicada estrutu - 
ra ligada por linha e por coluna, com a adição de um campo ex- 
tra contendo um elo. 

Uma vez que a estrutura de adjacência é encarada a- 
qui como uma maneira particular de representação da matriz de 
adjacência como uma matriz esparsa, outras representações de ma - 
trizes esparsas podem ser consideradas para a obtenção de ou- 
tras representações diferentes para grafos. 



Figura VI-5. Uma estrutura de adja- 
cência com apontadores cruzados e ca- 
beças de linha. 



E poss~vel redefinir esta representação de forma a 
poder ser usada em pseudografos e/ou multigrafos. Podemos adi- 

cionar a cada nó da estrutura um campo que informaria quantas 

arestas existem entre os vértices correspondentes. A informa - 
ção referente aos laços existentes em um vértice pode ser arma- 

zenada em um dos campos não utilizados nas cabeças de linha, co - 
mo mostra o exemplo da figura VI-6. 

Figura VI -6. Um pseudomultigrafo 
e uma estrutura de adjacência com 
cabeças de linha. 



A quantidade de espaço necessário para armazenar es- 

ta representação pode ser estimada da seguinte maneira: Suponha - 
mos um grafo com N vértices e M arestas. Como a matriz de adja- 

cência possui exatamente 2M elementos com valor 1, a estrutura 

de adjacência, conforme inicialmente definida, terá exatamente 

ZM nós. A adição de nós cabeça implica em um aumento de N ou 
2N nós, conforme sejam usadas apenas cabeças de linha ou também 

cabeças de coluna. O espaço total requerido depende da versão 

escolhida (dentre as apresentadas aqui). A expressão geral do 

espaço total, contudo, é clN + cZM, onde cl,cZ são inteiros com 

c1 3 O ,  cZ > O. Podemos ver, portanto, que em qualquer caso o 
espaço é proporcional (linear) a M e N. A despeito dos conjun- 

tos de matrizes de adjacência e de estruturas de adjacência se- 
rem isomorfos, hã uma importante diferença entre eles, em termos 
de memória: no primeiro a requisição de espaço é quadrática, e 
no segundo linear. ~ l i ã s ,  esta é a grande vantagem desta repre- 
sentação sobre a representação por matriz. Outra vantagem é que 
as operações de inserção e remoção, tanto de vértices como de 
arestas, podem ser feitas facilmente. ~ l é m  disso, como a estru- 

tura representa apenas os pares de vértices que estão efetivamen - 
te relacionados, a quantidade de itens a serem manipulados em 

uma operação 6 geralmente menor, o que resulta, em alguns casos, 
em uma economia substancial de tempo. 

A mesma definição de lista de adjacência e estrutura 
de adjacência apresentada para grafos não direcionados pode ser 
aplicada para grafos direcionados. A figura VI-7 é um exemplo. 



Figura  V I - 7 .  Um d i g r a f o ,  uma m a t r i z  
de a d j a c ê n c i a  e  a  cor responden te  e s -  
t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a ,  com cabeças  
de l i n h a .  



V I - 4 .  Referências  

Es t a  represen tação  aparece  freqüentemente na l i t e r a -  

t u r a  sobre  Computação, mas não na l i t e r a t u r a  t e ó r i c a  sobre  g ra  - 
f o s .  O s  conce i to s  de l i s t a  de ad j acênc i a  e e s t r u t u r a  de ad jacên  

tia são  encontrados  em Hopcroft  E ~ a r j a n ~  ; a i d é i a  de apontado 
7T r e s  cruzados e n t r e  v é r t i c e s  r e l a c i o n a d o s ,  em Hopcroft 6 Tar j an  , 

a r ep re sen t ação  como l i s t a  l i g a d a  de ma t r i ze s  e s p a r s a s ,  em 
9 1 4  Knuth ; a i d é i a  da represen tação  6 a inda  mencionada em Scoins  . 

Da maneira como f o i  d e f i n i d a  a q u i ,  e s t a  represen tação  pode s e r  
1 7  encontrada em S z w a r c f i t e r  . 



VI1 -1 : 'Definic'ão 'da 'Re'~'re'se.n't'ação 

Tomemos a matriz de incidência (capztulo 111) de um 

grafo e representemos essa matriz através da construção, para 
cada vértice do grafo, da lista das arestas que são adjacentes 
ao vértice considerado. Isto significa que, para cada linha da 
matriz, vamos ligar todas as arestas cujos elementos correspon- 

dentes nessa linha têm valor 1. Cada uma dessas listas é dita 
a lista de incidência do vértice ao qual se refere, e o conjun- 
to de todas as listas de incidência, uma para cada vértice do 
grafo, compõe a estrutura de incidência. 

Assim, se vi é um vértice do grafo G, 

lista de incidência de vi = 

= { arestas e I e=(vi,v.) para algum vértice v de G 1 ,  J j 

estrutura de incidência de G = 

= listas de incidência de vi I vi 6 vértice de G 1. 



Figura VII-1. Um grafo, uma matriz de 
incidência e a correspondente estrutu- 
ra de incidência, com cabeças de linha. 



Se adicionarmos a  e s t a  representação uma l igação  por 

coluna, obteremos rapidamente o  conjunto dos v é r t i c e s  inc identes  

a  uma determinada a r e s t a .  

Da mesma forma que a  e s t r u t u r a  de adjacência ,  a  e s -  

t r u t u r a  de incidência  p rec i sa  de 2M nós para armazenar informa- 

ções ,  além dos nós cabeça, sendo cada a r e s t a  representada duas 

vezes. 

Se f o r  necessár io  um apontador cruzado e n t r e  os pa- 

r e s  de a r e s t a s  i d ê n t i c a s  em uma e s t r u t u r a  com cabeças de l inha  e  
cabeças Se coluna,  não s e r á  prec iso  adic ionar  nenhum campo e x t r a ,  

pois  a  l igação  por coluna corresponde exatamente aos v é r t i c e s  i n  - 
cidentes  à mesma a r e s t a  do grafo .  Neste caso,  a s  l i s t a s  de co- 

luna não serão  c i r c u l a r e s ;  cada uma delas  s e r á  uma l i s t a  dupla- 

mente l igada  composta de dois nós e  de uma cabeça de coluna que 
aponta para o  primeiro nó. A f igura  VII-2 6 um exemplo. 

Com o ob je t ivo  de to rna r  mais rápidas a s  manipula- 

ções,  6 vantajoso acrescentar  um novo campo em cada nó, contendo 
o  r ó t u l o  do v é r t i c e  correspondente àquela l inha .  I s t o  torna  a  

e s t r u t u r a  de inc idência  bas tante  poderosa e  fornece meios d i r e -  

t o s  para a  obtenção de algumas c a r a c t e r í s t i c a s  básicas  do grafo ,  
como : 

- dado um v é r t i c e ,  encontrar  todas a s  a r e s t a s  i n c i  - 
dentes a  e l e  ; 

- dada uma a r e s t a ,  encontrar  todos os v é r t i c e s  i n c i -  

dentes a  e l a  ; 

- dados dois  v é r t i c e s ,  saber  s e  e s t ão  ou não r e l a c i o  - 
nados ; 

- dadas duas a r e s t a s ,  saber  s e  são ou não inc identes  
a  um mesmo v é r t i c e  ; 

- e t c .  



Figura V I I - 2 .  Uma e s t r u t u r a  de incidên-  
c i a  com cabeças de l i n h a  e  cabeças de co- 
luna.  



A estrutura de incidência 6 uma espécie de represen- 
tação por lista da matriz de incidência, da mesma forma que a es - 
trutura de adjacência para a matriz de adjacência. Portanto , 
propriedades análogas 5s que já foram deduzidas podem ser obti - 
das para a presente representação. 

Da maneira como foi definida, esta representação po- 
1 7  de ser encontrada em Szwarcfiter . 



ESTRUTURA DE POSI CIONAMENTO 

VI I I -1 . De'f in i'ç'ão' 'da' '~e'p'r'e's e'nl aça'o 

De forma análoga ao que foi feito para as estrutu- 

ras de adjacência e de incidência, podemos definir a estrutura 

de posicionamento, considerando a matriz de posicionamento como 
matriz esparsa e representando-a pela técnica de representação 

de matrizes esparsas por listas. 

Neste caso, é conveniente considerar a representa- 

ção de matrizes esparsas por listas utilizando tanto cabeças de 

linha como cabeças de coluna, uma vez que a determinação comple 

ta de uma aresta ei necessita da linha i e da coluna i. - - 
~ambém neste caso devemos adicionar um campo de 

"tagl' em cada nó, informando se o nó corresponde a um elemento 

'+I1 ou '-1' na matriz. Na prática, esse "tag" pode ser o si - 
na1 de algum dos outros campos do nó. 

Seja N o número de vértices' e M o número de arestas. 
O número de nós cabeça nesta representação 2M. De acordo com 
o que foi apresentado para a matriz de posicionamento (capítulo 

IV), o número de nós na estrutura de posicionamento 6 

Uma vez que esta representação é, na verdade, uma 
outra forma de representação da matriz de posicionamento, as 
propriedades válidas para esta podem em geral ser traduzidas pa - 
ra aquela. 



VI I 1-2. Exenip'lo 

Figura VIII-1. Um digrafo, uma matriz de 
posicionamento e a correspondente estrutu- 
ra de posicionamento, com cabeças de linha 
e cabeças de coluna. 



VIII-3. ~ e f e r ê n c i a s  

Esta  representação pode s e r  encontrada em 
17 Szwarcfi ter  . 



I X - 1 . De'f in i'ç'ão' 'da' Rep'r'e's'elit 'a'ç'ão 

Seja  D um d ig ra fo ,  e  sejam V o  seu conjunto de v&r-  

t i c e s  e  X o  seu conjunto de a r e s t a s .  

Se viRv. denota a  a r e s t a  e  ( v i , v  c V ,  e  E X), então 
I - I 

in (e )  = vi , 

f i n ( e )  = v . 
j  

Para cada v é r t i c e  v  do d igrafo  D ,  considere os con- 
juntos : 

Defina uma ordenação (qualquer) sobre a s  a r e s t a s  de 
-1 D em cada um dos conjuntos i n  ( v ) ,  f in- ' (v) ,  para todo v  E V .  

Para cada a r e s t a  em X, a  representação s e r á  composta 

de um nó com o  formato 

Figura IX-1. Formato de um n 6  da representação 
v e t o r i a l  de a r e s t a s .  

ALINK 

onde ALINK e  BLINK são apontadores para out ros  nós ( a r e s t a s ) ,  e  
4 ATAG e  BTAG são "tags" (1 b i t )  refer indo-se a  natureza desses 

apontadores. 

ATAG BLINK BTAG 



Para uma a r e s t a  - e ,  e s s e s  campos podem s e r  d e f i n i d o s  

da s e g u i n t e  forma : 

- Tome o v é r t i c e  vl t a l  que vl = i n ( e ) .  

- Se' e f o r  a Ültima a r e s t a  (quanto 5 ordenação) do con jun to  - 
-1 - 1 i n  (vl) , en tão  ATAG(e) ="-" . Nesse ca so ,  s e  f i n  (vl) = @ 

en tão  ALINK(e)=A ; s e  f in- ' (v,)  # @ e n t ã o ,  sendo e '  a p r i  - 
.I. 

meira a r e s t a  de f i n - l  (vl) , ALINK(e) =e  ' . 
- S e  e não f o r  a Última a r e s t a  de in- ' (v l ) ,  e n t ã o ,  sendo e ' '  a 

a r e s t a  que sucede - e ,  ATAG(e)="+" e ALINK (e)  =e l '  . 
- O s  campos B L I N K  e BTAG são  d e f i n i d o s  analogamente, s u b s t i t u i n  

do-se A L I N K  por  BLINK, ATAG por  BTAG e i n  por f i n  no p'ro - 
cedimento acima. 

IX-2. Exemplo a. i n - l  ( i )  = {a} f in‘ l (1)  = { f }  

in-'(2) = { b , e )  finm1(2) = { a , d l  
3. 

in-'(3) = 0 f in- ' (3)  = { b , c l  
b e i n  -1 (4) = { c , d , f , g l  f in- ' (4)  = @  

2 -1 inml(s)  = 0 f i n - l ( s )  = { e , g l  

Figura  I X - 2 .  Um d i g r a f o ,  uma r ep re sen t ação  v e t o r i a l  
de a r e s t a s ,  e o s  con jun tos  i n - l ( v )  e f i n ' l ( v )  cons i -  
derados pa ra  a r ep re sen t ação .  



I X -  3 . Propr  ie,dades Básicgs e ~ o m e n t  ári 'os . 
Dado um grafÓ direcionado D ,  é t r i v i a l  ver que, pa- 

r a  cada ordenação dos r ó t u l o s  de suas a r e s t a s ,  e x i s t e  uma e ape - 
nas uma representação v e t o r i a l  de a r e s t a s  para e s se  grafo.  Por 

outro lado ,  uma representação v e t o r i a l  de a r e s t a s  determina uni  

camente um d ig ra fo ,  obviamente o mesmo digrafo  que havia gerado 

a representação.  

~ambém pode s e r  observado que, s e  para o d igrafo  D ,  

intercambiarmos ATAG com BTAG e ALINK com BLINK, obteremos um 

outro d ig ra fo  D '  cujo conjunto de v é r t i c e s  é o mesmo de D,  mas 

cujo conjunto de a r e s t a s  corresponde &i re lações  inversas  das 

a r e s t a s  de D ,  s igni f icando que todas a s  a r e s t a s  tiveram suas 

d i reções  t rocadas.  

A representação v e t o r i a l  de a r e s t a s  para grafos d i -  
9 recionados f o i  c r i a d a  por Knuth , a p a r t i r  da i d é i a  de s e  gene- 

r a l i z a r  a representação de árvores  b i n á r i a s  com al inhave pe la  

d i r e i t a .  Um aspecto i n t e r e s s a n t e  da representação é que, no ca - 
so do grafo  direcionado em questão s e r  uma árvore ,  com todas a s  

a r e s t a s  or ien tadas  de f i l h o  para p a i ,  e com a ordenação das a-  
r e s t a s  sendo sempre da esquerda para a d i r e i t a ,  s e  adicionarmos 

uma a r e s t a  da r a i z  da árvore para um novo v é r t i c e ,  a representa  - 
ção v e t o r i a l  de a r e s t a s  s e r á  equivalente  ã representação da ;r- 
vore com al inhave pe la  d i r e i t a .  A f igura  IX-3 é um exemplo des - 
s e  f a t o .  

Neste caso ,  temos ATAG(e) ="- l t  , para toda a r e s t a  
e C X. Es te  f a t o  é importante no sen t ido  de que permite o de.- 
senho de um sis tema para manipulação de d igrafos  que u t i l i z a r i a  
algoritmos e f i c i e n t e s  para árvores  s e  reconhecesse que o d igra-  

fo  em questão e r a  uma árvore.  



ARESTA ALINK ATAG 

lk 
BLINK BTAG 

Figura IX-3. Uma árvore e uma 
ria1 de arestas. 

representação veto- 

Esta representação refere-se diretamente apenas às 
arestas do digrafo, e não aos seus vértices - não havendo, por 
tanto, uma maneira de se representar vértices isolados. Este 

problema pode ser contornado através da associação, a cada v&- 
tice isolado, de um laço. Contudo, isso implica em uma modifi- 
cação na estrutura do digrafo, o que nem sempre 6 recomendável. 



O espaço requisitado por esta representação é dire- 
tamente proporcional a M, onde M é o número de arestas do digra - 
fo. Na prática, como os campos de "tag" podem ser os sinais 

dos apontadores, a memória requisitada é 2M. 

Observa-se que esta mesma estrutura.pode ser apli'ca - 
da a pseudografos e/ou multigrafos direcionados sem qualquer a1 
teração. A figura IX-4 6 um exemplo. 

ARESTA ALINK ATAG BLINK BTAG 

Figura IX-4. Um pseudomultigrafo direcionado e 
uma representação vetorial de arestas. 



Esta  representação f o i  def in ida  e introduzida por 
ICnuth9, que procurou genera l i za r  a i d é i a  da representação de - 
vores com al inhave pe la  d i r e i t a .  A representação v e t o r i a l  de 

1 7  a r e s t a s  aparece também em Szwarcfi ter  . 



X - 1 .  Defini'ç'ões' Pr'e'limi'n'ar'es 

A s  s e g u i n t e s  duas t ransformações  a u x i l i a r e s  s e r ã o  

usadas  na r ep re sen t ação  por  pseudo-árvore . 
S e j a  T uma á rvo re  ordenada en ra i zada .  S e j a  - i um 

nó de T .  A t ransformação a .  . (T) a p l i c a  a á rvo re  T na á rvore  
l . J ,  

T ' ,  copiando T e i n s e r i n d o  o no j  como o f i l h o  mais 5 d i r e i t a  

do nó - i. A f i g u r a  X - 1  mostra um exemplo d e s t a  t ransformação.  

T '  = a (T) 
c ,m 

Figura  X - 1 .  Exemplo da t r a n s -  
formação a .  

Sejam Ti,  T .  á rvo re s  ordenadas e n r a i z a d a s .  Se j a  k 
1 - 

um nó t e rmina l  de T 
j *  

A t ransformação Bk(Ti , T  .) a p l i c a  e s s a s  
J  

duas á rvo re  Ti ,  T .  em uma o u t r a  á rvo re  T ' ,  s u b s t i t u i n d o  a f o l h a  
3 

k de T .  p e l a  á r v o r e  T i .  A f i g u r a  X-2  mostra um exemplo dessa  - J 
t ransformação.  



a  ' 

b  fid bfl)d' 
e g h  e '  f t  

g  ' 

T1 e  f g h  

Figura  X - 2 .  Exemplo da t r a n s -  
formação B .  

X - 2 .  Def in ição  de' '~s ' e '~do ' -Arvore  

S e j a  T uma á rvo re  ordenada e n r a i z a d a ,  onde todos  os 

seus  nós carregam informação. Se - i denota  um nó da á r v o r e ,  en- 

t ã o  a  informacão c o n t i d a  em - i 6 denotada por INFO(i). 

Uma e s t r u t u r a  pseudo-árvore pode s e r  d e f i n i d a  r e -  

cursivamente da s e g u i n t e  maneira : 

(i) Uma á r v o r e  ordenada en ra i zada  T ,  como d e s c r i t a  

acima,  onde 

6 uma pseudo-árvore.  

( i i )  Se T 6 uma pseudo-árvore ,  e  - i 6 um nÓ te rmina l  
4 

de T t a l  que INFO(i) # INFO(j) para  todo no 

j # i ,  e n t ã o ,  para  qualquer  nó k com qualquer  - 
informação,  a i , k  (T) 6 uma pseudo-árvore.  

( i i i )  Apenas a s  e s t r u t u r a s  d e f i n i d a s  em ( i )  e  ( i i )  

são p s e u d o - ~ r v o r e s .  



Figura  X-3. Exemplos de 
pseudo-árvores.  

X-3.  Definicão da Remesentacão 

A r ep re sen t ação  por pseudo-árvore de um d i g r a f o  D é 
uma sequência  ordenada de á rvo re s  TI,. . . ,Tk , que são o b t i -  

das  a t r a v é s  da execução,  para  cada v é r t i c e  vi de D, da expansão 

de v i ,  que pode s e r  d e f i n i d a  da s e g u i n t e  maneira : 

( i )  Se i < j ,  a expansão de vi precede a expansão de 

( i i )  Se o v é r t i c e  vi j á  f o i  expandido (como descen- 

den te  de algum o u t r o  v é r t i c e ) ,  en tão  não s e  f a z  

nada. 

( i i i )  Se o v é r t i c e  v a inda  não f o i  expandido, s e j a  k i 
o número de á rvo re s  j á  cons t ru fdas .  Cons t ró i -  

s e  uma á rvore  T k + l  composta somente do nó 

v i .  ~ p Ó s  i s s o  tomam-se todos  os  v é r t i c e s  v i  
J 

t a i s  que viRv e a p l i c a - s e  a transformação 
j 

a (Tkil), de forma que s e  j  j '  en tão  
V i J i  

, v  (Tkcl) precede a 
V i J j  ' (Tk+l) Agora 3 pa- 

j  
r a  todos  os  v é r t i c e s  vi d e f i n i d o s  a q u i ,  que a i n  - 

J 
--- 

da não tenham s i d o  expandidos ,  r epe t e - se  e s t e  
passo .  



Seja - k o número final de árvores obtidas. ~ p 6 s  to- 

dos os vértices do digrafo terem sido expandidos, são executa - 
das as operações Ti, 1 < i < k, definidas nos passos seguintes: 

(i) Se i>j, a operação Ti precede a operação T . 
j 

(ii) Seja p o maior inteiro tal que a informação. - r 
da raiz de T ocorre em Ti. Substitua então 

P 
Ti por Br(T ,T.) , onde r 6 a ocorrência mais 

P 1 
- 

acima e 2 esquerda de - r em Ti. (Observe que 
necessariamente sempre teremos - r como terminal 
de Ti, de modo que a transformação Br(T ,T.) P 1 
pode ser aplicada.) 

X-4. Exemplos 

Figura X-4. Um digrafo e uma 
representação por pseudo-árvore. 

No exemplo da figura X-4, não houve necessidade de 
executar os passos correspondentes 2s operações Ti pois a flo- 
resta resultante consistia já de uma Única árvore. 



Figura  X-5. Um d i g r a f o  e uma r ep re sen t ação  
pseudo-árvore.  (a )  Arvores i n i c i a l m e n t e  ob- 
t i d a s  após a expansão dos v é r t i c e s .  (b) Re- 
p resen tação  o b t i d a  após a s  operações Ti .  

F igura  X-6. Um d i g r a f o  e uma 
f l o r e s t a  correspondente  2 r e -  
p r e sen t ação  por pseudo-ãrvore.  



No exemplo da f i g u r a  X-6, a represen tação  c o n s i s t e  

de 2 á rvo re s .  Não houve necess idade de execu ta r  a s  operações T i .  

Vamos d e f i n i r  agora  o  g ra fo  da pseudo-árvore de um 

d i g r a f o  D ,  anotado PTG(D). 

O con jun to  de v é r t i c e s  de PTG(D) é o conjun to  das 

á rvo re s  não v a z i a s  da r ep re sen t ação  por pseudo- á rvo re  de D. O 

conjun to  de a r e s t a s  de PTG(D) 6 formado pe los  pa re s  de á rvo re s  

com elementos comuns, ou s e j a  : pa ra  v i ,  v .  E PTG(D) correspon-  
L 

dendo a  Ti,  T .  da r ep re sen t ação  por  pseudo-arvore,  
J 

v.Rv.A-> Ti  e Tj têm elemento em comum. 
1 I 

Grafos das  pseudo-árvores correspon-  
den t e s  aos  exemplos das  f i g u r a s  X-4, 
X - 5  e X-6, respect ivamente .  

Se D é um grafo  d i rec ionado  for temente  conexo, en t ão  
a  sua  r ep re sen t ação  por  pseudo-árvore c o n s i s t e  de uma Única árvo - 
r e ,  qualquer  que s e j a  a  r o t u l a ç ã o  dos v é r t i c e s  e  a  ordenação dos 

r ó t u l o s .  



Dado um gra fo  não d i rec ionado  G, é sempre p o s s í v e l  

c o n s t r u i r  uma r ep re sen t ação  por  pseudo-árvore de G, a t r i b u i n d o  

d i r e ç õ e s  qua i squer  ãs suas  a r e s t a s .  Nesse c a s o ,  é i n t e r e s s a n -  

t e  p rocu ra r  a ordenação dos r ó t u l o s  dos v é r t i c e s  que minimize 

o número de á r v o r e s  na r ep re sen t ação ,  conseqüentemente minimi- 

zando o número de nós .  

O número t o t a l  de a r e s t a s  na  represen tação  é i g u a l  

a  M ,  onde M é o número de a r e s t a s  do d i g r a f o .  O número t o t a l  

de nós é M+B, onde B é o número de pseudo-árvores na r e p r e  - 
sen t ação .  

O g r a fo  da pseudo-árvore fo rnece  uma i d é i a  sobre  o 

número de componentes conexas do d i g r a f o .  Um d i g r a f o  D é des - 
conexo s e  e somente s e  PTG(D) é desconexo. Se a t r i bu i rmos  d i -  

r eções  e r ó t u l o s  ordenados a PTG(D), e  obtivermos PTG(PTG(D)), 

veremos que e s t e  c o n s i s t e  de um conjunto  de v é r t i c e s  i s o l a d o s  

c u j a  c a r d i n a l i d a d e  6 i g u a l  ao número de componentes conexas do 

d i g r a f o  D.  

Observamos que a r ep re sen t ação  por pseudo-árvore é 
um conjunto  T de á rvo re s  no qua l  d o i s  ou mais nós de uma mesma 

á r v o r e  podem t e r  informações e q u i v a l e n t e s .  Se t ivermos - n nós 

com informações e q u i v a l e n t e s ,  en tão  ao menos n-1 d e l e s  s e r ã o  

nós t e r m i n a i s .  ~ l é m  d i s s o ,  todos  o s  sumidouros de um d i g r a f o  
correspondem a nós t e r m i n a i s  nas  á rvo re s .  

Observamos também que,  s e  eliminarmos o passo ( i i )  
da d e f i n i ç ã o  da expansão de um v é r t i c e  v i ,  en t ão  todo d i g r a f o  
contendo c i c l o s  g e r a r i a  á rvo re s  i n f i n i t a s .  

Se D f o r  uma á r v o r e ,  com seus  v é r t i c e s  ro tu l ados  e 

ordenados adequadamente, en t ão  a r ep re sen t ação  por  pseudo-árvo 

r e  s e r á  uma á rvo re  isomorfa a D. E s t a  p ropr iedade  é i n t e r e s  - 
s a n t e  no s e n t i d o  de que permite  a concepção de um s i s tema que 
t r a b a l h a r i a  com a lgor i tmos  e f i c i e n t e s  pa ra  á r v o r e s ,  caso a e s -  
t r u t u r a  correspondesse  a uma á r v o r e ,  ou com a lgor i tmos  pa ra  d i  - 
g r a f o s ,  caso c o n t r á r i o  - sem a l t e r a r  a  r ep re sen t ação  da e s -  
t r u t u r a  de dados. 



Observamos ainda que a própria definição da represen 

tação por pseudo-árvore, por ser uma definição construtiva, for- 

nece um algoritmo para a obtenção da floresta em questão. 

Para a representação da estrutura da pseudo-árvore 

em computador, a floresta transformada em uma árvore binária. 
Para um nó A, o formato correspondente seria : 

Figura X-8. Formato de um nó da 
representação por pseudo-árvore. 

onde LTAG="+ll se LLINK = primeiro filho de A, 

RT AG 

LTAG= 11- H se LLINK = nó principal da família A, 

RLINK 

RTAG= 11+ l1  se RLINK = próximo irmão de A com respeito ao 
pai desta lista de irmãos, 

INFO 

- 

LTAG 

RTAG= 11-11 se RLINK = raiz da próxima árvore na floresta. 

LLINK 

O conjunto de nós com informações equivalentes de 
A (informações repetidas) é dito a família A ; o nó principal 
desta família é o nó que carrega informação sobre os descenden- 
tes de A (isto é, o nó que foi expandido). De acordo com esta 
definição, o nó principal de uma família é Único. Como exemplo, 
a representação em computador da pseudo-árvore da figura X-4 se - 
ria a mostrada na figura X-9. 

Observamos que apenas vértices no primeiro nível de 
uma árvore podem ter RTAG=ll-". Caso RTAG="+ll para todos os vér - 
tices exceto a raiz, a floresta consiste de uma Única árvore . 
O digrafo é uma árvore enraizada se e somente se LTAG=ll+" para 
todos os nós. 



Figura X-9. Representação em computador 
da pseudo-árvore da figura X-4. 

L 

O número de nós na estrutura, como já foi dito, e 

M+B. Portanto, o espaço necessãrio em memória 6 proporcional a 
M+B sendo que, no exemplo fornecido, 6 exatamente 3(M+B), inclu 
indo o campo de informação. I! ainda conveniente acrescentar um 
nó extra 2 estrutura fazendo o papel de raiz da pseudo-árvore . 
Esta conveniência torna-se mais clara quando a estrutura corres 

ponde a uma floresta. 

A representação por pseudo-árvore aparece em 
17 Szwarcfiter . 



'REPRE'SENTAÇm DE 'GRAFO S POR '~RITORBS' 'B?N$RIAS 

X I  -1 . De' f  2ni'c'ão"da Reb r e's'en t'ac'ão 

Sabemos que podemos r e p r e s e n t a r  f l o r e s t a s  de á rvo  - 
r e s  por  meio de á rvo re s  b i n á r i a s  cu jos  e l o s  apontam para  o p r i -  

9 
meiro f i l h o  e  o  próximo irmão de cada nó (Knuth ). 

Verif icaremos agora  que uma c l a s s e  mais g e r a l  de 

g ra fos  d i rec ionados  também podem s e r  represen tados  por á rvo re s  

b i n á r i a s .  

S e j a  D um g ra fo  d i r ec ionado ,  cu jo  con jun to  de vé r -  

t i c e s  é V e  c u j o  con jun to  de a r e s t a s  6 X. S e j a  v  um v é r t i c e  de 

D. 

Chamemos de R(v) a  l i s t a  de ad j acênc i a  de v ,  i s t o  é, 

Chamemos agora  de DR a  e s t r u t u r a  o b t i d a  após a  a p l i  - - 
cação da t ransformação pa ra  á r v o r e  b i n á r i a ,  que pode s e r  d e s c r i  - 
t a  da s e g u i n t e  maneira : 

Para  cada v é r t i c e  x  do d i g r a f o  D ,  a s s o c i e  um nó =x 
em DR. 

Considere agora  todos  os v é r t i c e s  w t a i s  que e x i s t e  

uma a r e s t a  de w pa ra  x ,  i s t o  é, t a i s  que R(w) = {x ,y ,  ..., 2 1 ,  on - 
de y , .  . . ,z  são  v é r t i c e s  de D ,  e  l i g u e  os nós c x ,  c  . . . , 

Y '  =o 
mo um conjun to .  Ligue cada um dos nós cw ao con jun to  ( l i s t a )  

represen tando  R(w) ( e s t e s  são os e l o s  próximo irmão e  p r imei ro  
f i l h o  de ~ n u t h ' )  . 

Nos exemplos que s e  seguem, e s t a  t ransformação f o i  

mostrada por  l i n h a s  pon t i l hadas  p a r a  deno ta r  e l o s  de conjuntos  



e por l i n h a s  c h e i a s  p a r a  denota r  e l o s  do t i p o  w + R(w). Por 

meio des se s  exemplos ver i f i camos  que em a lguns  casos  a t r a n s  - 
formação pa ra  á rvo re  b i n á r i a  pode s e r  a p l i c a d a  com sucesso  ( f i  - 
guras  XI -1 e XI -2) e ,  em o u t r o s ,  não ( f i g u r a  XI -3) . 

Figura  X I  -1. Transformação 
pa ra  á r v o r e  b i n á r i a  a p l i c a -  
da em uma á r v o r e  en ra i zada .  



Figura XI -2. Transformação para árvore 
binária aplicada em um grafo acíclico. 

Figura IX-3. Aplicação inválida da trans- 
formação para árvore binária em uma árvore 
não enraizada. 



XI-3. Propriedades ~ásicas e comentários 

Pudemos observar que nem todos os digrafos são repre - 
sentáveis por árvores binárias. Para caracterizar quais os di- 

grafos que são representáveis por árvores binárias, vamos consi- 
derar o seguinte. 

Seja d? = { R(x) 1 x E V  1 .  Seja R* o conjunto ob - 
tido pela união de cR com todas as interseções finitas de elemen - 
tos de R .  A relação "C"  é uma relação de ordem parcial em 

R * .  Temos assim o digrafo induzido D* = ( O * ,  Ç )  . 
Pfaltz 12*13 provou o seguinte teorema: "O digrafo D 

é representável por árvore binária se e somente se D* = ( R * ,  C ) 
é uma árvore1'. 

Observe que, como 0 2 R(x) para todo vértice x , 
fJ 6 a raiz de D*. 

A figura XI-4 contém exemplos dessa caracterização 
dos digrafos das figuras XI-2 e XI -3. Podemos observar que no 

primeiro caso D* 6 uma árvore e o digrafo pode ser representado 
por árvore binária, e no segundo caso D* não 6 uma árvore e o di - 
grafo não pode ser representado por árvore binária. 

H;, porém, um meio efetivo de contornarmos esta res- 
trição e tornarmos todos os digrafos representáveis pela técnica 
da árvore binária: adicionando vértices auxiliares (extra), que 
fariam com que o novo O?* fosse uma árvore. As rotinas que ope- 
ram em DR seriam então modificadas de forma a ignorar os nós au- 

xiliares, como se não fizessem parte da estrutura. 



Figura  X I - 4 .  ( a )  Digrafo  induz ido  p e l o  d i g r a f o  da  
f i g u r a  X I - 2 .  (b) Digrafo  induz ido  p e l o  d i g r a f o  da 
f i g u r a  X I - 3 .  

O d i g r a f o  da f i g u r a  X I - 3  pode agora  s e r  r ep r e sen t ado  

por  uma á r v o r e  b i n á r i a ,  com a  ad ição  do v é r t i c e  x ,  conforme mos- 

t r a d o  na f i g u r a  X I - 5 .  

Assim, g r aça s  ad i ção  de v é r t i c e s  a u x i l i a r e s  e  a  um 

pequeno aumento da complexidade das  r o t i n a s ,  podemos r e p r e s e n t a r  

qua lquer  d i g r a f o  com um número f i x o  de campos po r  nó. 



Figura XI-5.  
XI-3 de forma 
transformação 

Modificação no digrafo da figura 
a permitir a aplicação válida da 
para árvore binária. 

Para a representação de grafos não direcionados, po- 

demos empregar uma representação simétrica, sendo que neste caso 
seriam necessários 4 campos de elo por nó (em vez de 2). 

XI-4.  Referências 

Outros detalhes e aspectos teóricos desta represen - 
tação podem ser encontrados em Pfaltz 12*13, que introduziu esta 

representação. 



XII-1. Defini 'ção d-a, Rep'resent'ação 

Dado um g ra fo  G conexo, G pode s e r  determinado por 

uma á rvo re  geradora  qualquer  e  a  correspondente  coárvore .  

Podemos assim d e f i n i r  uma r ep re sen t ação  para  um g r a  - 
f o  conexo G, que c o n s i s t e  de uma á rvo re  geradora  de G e  a  c o r -  

respondente  coárvore .  I n i c i a l m e n t e ,  obtemos uma â rvo re  gerado- 

r a  ( e n r a i z a d a ) ,  e ,  pa ra  cada nó da á r v o r e ,  associamos a  l i s t a  

dos v é r t i c e s  que são  ad j acen t e s  ao v é r t i c e  correspondente  a  e s -  

s e  nó mas que não fazem p a r t e  da á rvo re  ( d i t a  a' ' l i s t a '  a.s's'o'c'ia- 

d a ) .  A união de todas  e s s a s  l i s t a s  é a coárvore .  

L 

A r ep re sen t ação  da á rvo re  em computador e  f e i t a  

a t r a v é s  da sua  á r v o r e  b i n á r i a  cor respondente ,  tendo en t ão  cada 

nó da á rvo re  o  s e g u i n t e  formato : 

Figura  XII-1. Formato de um nÓ da 
r ep re sen t ação  á rvore-coárvore .  

L L I N K  1 INFO 1 A L I N K  

Para  um nó pe r t encen te  á r v o r e ,  L L I N K  e  RLINK são 

os  apontadores  esquerdo e  d i r e i t o  u sua i s  da á rvo re  b i n á r i a  , 

RL I NK 

A L I N K  aponta  pa ra  a  l i s t a  assoc iada  a  e s s e  nÓ e  o  campo INFO i n  

d i c a  o  v é r t i c e  correspondente  do g r a f o .  

Para  um nó pe r t encen te  a  uma das  l i s t a s  a s s o c i a d a s ,  

poderíamos t e r  R L I N K  apontando pa ra  o  próximo nó da l i s t a ,  ALINK 

apontando pa ra  o  nó da á rvo re  que corresponde ao nó cons iderado ,  

e  L L I N K  contendo um código e s p e c i a l  pa ra  i n d i c a r  que e s t e  nÓ 
pe r t ence  a  uma l i s t a  assoc iada  e  não ã á rvo re  geradora .  



XII -2 .  Exemp'lo 

r a i z  

Figura  XII-2. Um g r a f o ,  uma á rvo re  geradora 
e a correspondente  represen tação  árvore-coárvore .  

Neste exemplo, a s  a r e s t a s  do g ra fo  não pe r t encen te s  
L 

a á rvo re  geradora  são 



X I  I - 3 .  Proprieda,d'es B ~ S  i c a s  e  Comentários 

 través d e s t a  represen tação  6 f á c i l  reconhecer  s e  um 

determinado g r a f o  é ou não uma á rvo re  ; o gra fo  s e r á  uma á rvore  

s e  e  somente s e  todos  os  ALINK apontarem pa ra  l i s t a s  v a z i a s .  

4 

A á rvo re  geradora  de um g ra fo  não 6 Única. Não e  

imediato  determina1 qua l  á rvore  geradora  é a mais apropr iada  pa- 

r a  a  represen tação  do g ra fo .  

Se o  g ra fo  f o r  desconexo, é poss Ive l  o b t e r  uma á rvo  - 
r e  geradora  pa ra  cada componente conexa do g ra fo .  Como a  f l o r e s  - 
t a  geradora  assim o b t i d a  pode s e r  t ransformada em uma á rvo re  b i -  

n á r i a ,  e s t a  mesma e s t r u t u r a  de r ep re sen t ação  pode s e r  usada pa ra  
r e p r e s e n t a r  g r a fos  desconexos. 

Com e s t a  mesma d e f i n i ç ã o  podemos r e p r e s e n t a r  pseudo- 
g ra fos  e/ou m u l t i g r a f o s .  A f i g u r a  XII-3 6 um exemplo. 

r a i z  

I 

Figura  XII-3. Um pseudomult igrafo ,  uma 
á r v o r e  geradora  e  a  correspondente  r e p r e -  
s en t ação  á rvo re  -coárvore . 



É van ta jo so  u sa r  aqu i  a  r ep re sen t ação  a l inhavada  de 

a rvo re s  b i n á r i a s ,  p o i s  assim podemos encon t r a r  fac i lmente  todos  

o s  v é r t i c e s  ad j acen t e s  a  um determinado v é r t i c e ,  o  que c o n s t i t u i  

um dos problemas b ~ s i c o s  da manipulação de g ra fos .  Observe que 

s e  t ivermos um t r e c h o  da e s t r u t u r a  semelhante ao desenho da f i -  

gura  X I I - 4 ,  os  v é r t i c e s  do g r a f o  ad j acen t e s  ao v é r t i c e  X s e r ã o  

Figura  X I I - 4 .  Trecho de uma 
r ep re sen t ação  á rvo re  -coárvore . 

Uma o u t r a  maneira de s e  o b t e r  um r e s u l t a d o  equiva  - 
l e n t e  s e r i a  usando o  campo R L I N K  do Último nó de cada l i s t a  a s -  

soc iada  p a r a  armazenar um apontador pa ra  o  nó da á rvore  c o r r e s -  

pondente ao p a i  do nó ao qua l  pe r t ence  a  l i s t a  assoc iada  ( com 

s i n a l  n e g a t i v o ,  por  exemplo) . Desta forma, s e  o  g ra fo  f o r  uma 

á r v o r e ,  a  sua  represen tação  árvore-coárvore  corresponderá  à r e -  

p resen tação  usua l  de á rvo re s  com 3 apontadores  (p r imei ro  f i l h o ,  

próximo irmão e  p a i ) .  

A i n se rção  de novas a r e s t a s  na e s t r u t u r a  não c o n s t i  - 
t u i  problema, p o i s  apenas a s  l i s t a s  a s soc i adas  são  a f e t a d a s  . 
Contudo, a  remoção de uma a r e s t a  não é t r i v i a l ,  p o i s ,  s e  a a r e s  - 



t a  f i z e r  p a r t e  da á rvo re  geradora ,  e s t a  operação a árvo- 

r e  em duas ,  sem necessar iamente  p a r t i r  o g r a fo  em d o i s .  Logo , 
e s t a  r ep re sen t ação  não s e  adap ta  a e s s e  t i p o  de operação.  A r e -  

moção de um v é r t i c e ,  que pode s e r  encarada como a remoção de t o -  

das  a s  a r e s t a s  i n c i d e n t e s  a e s s e  v é r t i c e ,  ap re sen t a  os  mesmos 

problemas. A i n se rção  de novos v é r t i c e s  não ap re sen t a  problemas. 

Para  um g ra fo  com N v é r t i c e s  e M a r e s t a s ,  observamos 

que a á rvo re  geradora  tem N nós e a s  l i s t a s  assoc iadas  2(M-N+l), 

po i s  a  á r v o r e  pode r e p r e s e n t a r  N - 1  a r e s t a s  e a s  r e s t a n t e s  M-(N-1) 

são r ep re sen t adas  duas vezes  cada uma. I s t o  nos dá um t o t a l  de 
N + 2(M-N+1) = 2M-N+2 nós.  Como cada nó pos su i  4 campos, temos 

um t o t a l  de 4(2M-N+2) informações a serem armazenadas. 

O uso de uma á rvo re  geradora  de um gra fo  como f e r r a -  

menta pa ra  o b t e r  uma r ep re sen t ação  desse  g r a f o  também nos sugere  

um o u t r o  t i p o  de r ep re sen t ação ,  d i f e r e n t e  da árvore-coárvore  , 
que s e r i a  o s e g u i n t e :  a  nova represen tação  c o n s i s t i r i a  de um 

conjun to  ordenado de á rvo re s  r o t u l a d a s ,  t a l  que a p r ime i r a  árvo- 

r e  é uma á rvo re  geradora  do g r a f o ,  a  segunda é uma á rvo re  gerado - 
r a  da coá rvo re ,  a  t e r c e i r a  é uma á r v o r e  geradora  da coárvore  da 
coá rvo re ,  e  assim por  d i a n t e .  

XII-4. Refe rênc ias  

A i d é i a  de uma p o s s í v e l  r ep re sen t ação  de um g ra fo  
por  meio de sua  á rvo re  geradora  e de uma t a b e l a  a d i c i o n a l  r e p r e -  

- 

sentando a coárvore  f o i  suge r ida  por  s co ins14 .  A represen tação  
1 7  árvore-coárvore  pode s e r  encontrada em Szwarc f i t e r  . 



XIII 

'REP'RESE'NTAÇ'AO' POR E'STRUTURA 'DE' 'LISTA 

XI I 1-1 : Definição 'da Repr'esent'a'ç'ão 

Talvez a r ep re sen t ação  mais n a t u r a l  pa ra  d i g r a f o s  , 
por e s t r u t u r a s  l i g a d a s ,  s e j a  a r ep re sen t ação  por e s t r u t u r a  de 

l i s t a .  

H; v á r i a s  maneiras de s e  r e p r e s e n t a r  um d i g r a f o  a -  

t r a v é s  de e s t r u t u r a s  de l i s t a s  ; a que apresentamos aqu i  é ape - 
nas uma das p o s s i b i l i d a d e s .  

Cada nó da e s t r u t u r a  a p r e s e n t a  o s e g u i n t e  formato:  

Figura  XIII-1. Formato de um nó da 
r ep re sen t ação  por e s t r u t u r a  de l i s t a .  

T AG 

onde TAG = "+" , s e  o CAMPO-A corresponde a um v é r t i c e  do d i -  

g r a f o ,  
TAG = "-", s e  o CAMPO-A é um apontador  para  o p r imei ro  

nó da s u b l i s t a  5 qua l  pe r t ence  e s t e  nó ,  

CAMPO-B = apontador para  o próximo nó da s u b l i s t a  qua l  
pe r t ence  e s t e  nó. 

A s u b l i s t a  correspondente  a cada v é r t i c e  do d i g r a f o  

contém os  v é r t i c e s  ad j acen t e s  a e l e .  

CAMPO-A CAMPO -B 



XIII-2.  Exemplo 

Figura XIII-2.  Um digrafo e uma 
representação por estrutura de 
lista. 



XI I  I - 3 . Propr5e,da.de.s ~ á s i c a s  e  ~onient  á'r i o s  

O campo de informação da e s t r u t u r a ,  que corresponde 

ao CAMPO-A com TAG=ll+", pode s e r  armazenado em uma l i s t a  5 par- 

t e .  Nesse caso ,  o  CAMPO-A c o n t e r i a  um apontador para e s sa  l i s -  

t a ,  ao invés de conter  a  própr ia  informação. I s so  é i n t e ressan  - 
t e  no caso das informações serem compostas por dados longos ou 

de comprimento v a r i á v e l .  

A adição de novos v é r t i c e s  ã e s t r u t u r a  não represen - 
t a  grande problema. A inserção ou remoção de uma a r e s t a  ( v i , v j ) ,  

dados os endereços dos v é r t i c e s  vi e  v  também pode s e r  f e i t a  
j '  

faci lmente.  No caso de remoção da a r e s t a ,  e l imina-se,  pelo r e -  

a j u s t e  de apontadores,  o  nó que pertence s u b l i s t a  de vi e  que 

aponta para v  sem contudo e l iminar  a  s u b l i s t a  de v .  pois  pode 
j '  3 

haver out ras  a r e s t a s  terminando em v  De um modo g e r a l ,  podem 
j '  

s e r  usadas t écn icas  de "garbage c ~ l l e c t i o n ~ ~  em caso de remoção 

de a r e s t a s .  

Esta  representação por e s t r u t u r a  de l i s t a  possui 

t rechos c i r c u l a r e s  apenas s e  o  d ig ra fo  contém c i c l o s .  Uma mes- 

ma s u b l i s t a  pode s e r  compartilhada por mais de uma s u b l i s t a .  Ca - 
so  i s s o  não fosse p o s s í v e l ,  poderíamos t e r  l i s t a s  i n f i n i t a s .  

Uma observação importante é que a  l i s t a  só contém 

os v é r t i c e s  a t i n g í v e i s  pelo primeiro v é r t i c e  da l i s t a  (que, no 
caso do exemplo apresentado na f igura  XIII - 2 ,  6 o vé r t i ce '  a) . - 
S e  o v é r t i c e  i n i c i a l  escolhido não a t i n g i r  todos os v é r t i c e s  do 
d ig ra fo ,  representa-se a  p a r t e  r e s t a n t e  do d igrafo  por uma ou- 

t r a  e s t r u t u r a  de l i s t a ,  e  assim por d i a n t e ,  a t é  o  d igrafo  s e r  
totalmente representado ; as e s t r u t u r a s  assim obt idas  são en- 
t ã o  l igadas  pe lo  CAMPO-B de suas cabeças de l i s t a .  Podemos ob- 
se rva r  que haverá no máximo t a n t a s  e s t r u t u r a s  quantas forem as  
componentes fortemente conexas do d igrafo .  

Esta mesma def in ição  pode s e r  ap l icada  a  pseudogra- 
fos  e/ou mult igrafos direcionados,  como mostra a f igura  XIII-3 
a  segu i r .  



Figura XIII-3. Um pseudomultigrafo direcionado 
e uma representação por estrutura de lista. 

Podemos ver que na estrutura há um nó para cada vér - 
tice e para cada aresta, e mais um nó para cada estrutura de 

lista obtida. Nesta representação particular, cada nó 6 com- 
posto por 2 campos, e portanto o espaço necessário para armaze- 
nar um digrafo com N vértices, M arestas e L  estruturas de lis- 

ta é 2 ( M + N + L )  . 

X I I I - 4 . ' 'Re f e'r'hcla s 
Como referência para este tipo de representação, ve 

9 17 
- 

ja ~erztiss~, Knuth e Srwarcfiter . 



CAPITULO XIV 

LISTA DE RAMOS 

XIV-1.  Definição da Representação 

( 1  

A representação l i s t a  de ramos é uma forma sequen- 
c i a l  compacta de r ep resen ta r  grafos .  

Considere um grafo G ,  com seus N v é r t i c e s  rotulados 

com i n t e i r o s  consecutivos l , . . . ,N .  Considere agora todos os  
pares  de v é r t i c e s  relacionados,  representando uma re lação  e n t r e  

dois  v é r t i c e s  i e j  por ( i ,  j )  , sendo que, para cada par  ( i ,  j )  

de v é r t i c e s  relacionados,  considere apenas uma das representa-  

ções ( i ,  j )  ou ( j  , i ) .  Dessa maneira, obtêm-se exatamente M pa- 
r e s  de v é r t i c e s ,  onde M é o número de a r e s t a s  do grafo .  

Para cada v é r t i c e  vi ,  considere a seqüência 

onde ( i ,  j )  , ( i ,  k) , . . . , ( i ,  1 são todos os pares  começando 
por i. - 

A l i s t a  de ramos é def in ida  pe la  reunião de todas 

e s sas  seqüências Ad(1) , . . . , Ad(N) , nes ta  ordem. 

A l i s t a  de ent radas  é def in ida  p e l a  seguinte  seqÜên - 
tia de i n t e i r o s :  

onde ( ~ d ( j )  (denota  o número de elementos da s e q h c i a  Ad(j) .  

A representação por l i s t a  de ramos compõe-se da 
l i s t a  de ramos e da l i s t a  de ent radas .  



XIV-2. Exemplo 

(lista de ramos) 

(lista de entradas) 

Figura XIV-1. Um grafo e uma repre- 
sentação por lista de ramos. 

Na figura XIV-1 acima, os pares de vértices conside- 

rados e as correspondentes sequências Ad(i) são : 

XIV-3. Propriedades ~ásicas e comentários 

A partir da definição da representação, pode-se ver 

que, dado um grafo, para cada rotulação dos vértices e para ca- 
da maneira de se representar as arestas, tem-se uma Única repre - 
sentação por lista de ramos. Por outro lado, as duas listas da 

representação obtida determinam unicamente o grafo que gerou a 
representação. 

Chamemos R, a lista de ramos, e 
E, a lista de entradas , 

e denotemos o k-ésimo elemento dessas listas por R(k) e E(k), 
respectivamente. 

Para encontrar todos os vértices adjacentes a um de - 
terminado vértice vi, precisamos inicialmente tomar todos os e- 



lementos de R começando por R(E(i))  e considerando E ( i + l )  - E ( i )  

elementos. Se i = N (onde N 6 o número de v é r t i c e s  do grafo) , 
consideram-se os elementos de R começando por R(E(i)) e indo a t é  
o f i n a l  da l i s t a .  (Ou, para e v i t a r  e s sa  mudança de procedimento 

no caso i = N ,  pode-se i n s e r i r  um ( ~ + l ) - é s i m o  elemento em E ,  com 

valor  M+l.) Este  procedimento s8 encontra os  v é r t i c e s  v t a i s  
j 

que o par  ( i ,  j )  aparece na representação escolhida para a s  a res -  
t a s .  Para encontrar  também todos os v é r t i c e s  v t a i s  que o par 

j 
( j , i )  aparece na representação escolhida para a s  a r e s t a s ,  tem-se 

que procurar  pelo elemento - i dent re  todos os v é r t i c e s  adjacentes  
a v da maneira d e s c r i t a  acima. 

j '  

En t re tan to ,  para  s e  ob te r  um resul tado melhor em t e r  

mos de rapidez ,  pode-se f i x a r  uma regra  para a formação das se -  

qüências Ad(i) , estabelecendo, por exemplo, que a seqüência s e j a  
composta por todos os j t a i s  que o v é r t i c e  vi e s t á  relacionado 

ao v é r t i c e  v e t a i s  que i < j .  Neste caso,  sempre teremos 
j 

J A ~ ( N )  I = o .  

2 
Representação : 

2,394,3949595 
5 

1 1 ,4 ,5 ,7 ,8  

Figura XIV-2. Um grafo e uma repre-  
sentação por l i s t a  de ramos. 

Com re lação  à f igura  XIV-2 acima, a s  seqüências con- 
s ideradas  na obtenção da representação foram : 

Ad(1) = 2,3,4 
Ad(2) = 3 
Ad(3) = 4 , s  

Ad(4) = 5 
Ad(5) = seqüência vazia  



Agora, para encontrar os vértices adjacentes a um 

dado vértice vi, precisamos procurar em todas as sublistas co- 

meçando por R(E(j)) para todos os j tais que j 6 i - e não 
mais para todos os j, como antes. 

A lista de ramos compõe-se de um inteiro para cada 

aresta, e a lista de entradas de um inteiro para cada vértice . 
Portanto a representação por lista de ramos necessita de M + N 
posições de armazenamento. 

Com esta mesma definição, sem qualquer mudança, po- 

demos representar pseudografos e/oa multigrafos, conforme. pode 

ser visto na figura XIV-3 abaixo. 

1,2,2,3,4,3 (lista de ramos) 

1,4,6,7 (lista de entradas) 

4 

Figura XIV-3. Um pseudomultigrafo e 
uma representação por lista de ramos. 

Ao definirmos a representação por lista de ramos 
para um grafo não direcionado, representamos uma relação entre 

dois vértices vi,vj por apenas um par (i,j) - isto é, na rea- 
lidade associamos o grafo não direcionado a um grafo direciona- 

do. ~oncluimos daí que esta representação é mais natural para 
grafos direcionados do que para grafos não direcionados. Esta 
representação é também mais eficiente para digrafos, no sentido 
de que podem-se obter todos os vértices adjacentes a um vértice 

vi simplesmente consultando a sublista começando por R(E(i)) e 
considerando E(i+l) - E(i) elementos (ou terminando no final da 

lista). A figura XIV-4 a seguir é um exemplo deste fato. 



4 2,3,3,1,3,5 (lista de ramos) 

1,3,4,4,7 (lista de entradas) 

1 

Figura XIV-4. Um digrafo e uma repre- 
sentação por lista de ramos. 

Observamos que foi aplicada exatamente a mesma defi - 
nição utilizada para grafos não direcionados. 

Note que Ad(i) contém todos os elementos j tais 

que viRv Assim, se v é sumidouro então Ad(i) é vazia ; e se 
j *  i 

vi 6 vértice fonte então - i não aparece em nenhun lugar na lis 
ta de ramos. Portanto, um vértice vi 6 isolada se e somente se 
Ad(i) 6 vazia e - i não consta da lista de ramos. As seqüências 

Ad(i) correspondentes 2 figura XIV-4 são as seguintes : 

Ad(1) = 2,3 
Ad(2) = 3 

Ad(3) = seqüência vazia 

Ad(4) = 1,3,5 
Ad(5) = seqüência vazia 

Este tipo de representação pode ser classificada co - 
mo seqüencial. De um modo geral, as representações sequenciais 
se caracterizam por requerer pouco armazenamento, mas também 

por não permitir na prática modificações na estrutura (inserção 
ou remoção de vértices ou arestas). É claro que este comentã- 
rio é válido também para qualquer outra representação seqüenci- 
a1 presente neste trabalho. 

XIV-4. Referências 

A representação por lista de ramos pode ser encon - 
trada em ObrukalO, que a definiu apenas para digrafos, e em 

17 Szwarcfiter . 



XV-1 . De'f iiiicão. da' 'Ren'resentacão 

Seja  D um d ig ra fo ,  tendo seus N v é r t i c e s  rotulados 

com i n t e i r o s  1 ,  ..., N. 

Para cada v é r t i c e  vi do d ig ra fo ,  considere a seqÜên - 
tia de todos os r ó t u l o s  j dos v é r t i c e s  v t a i s  que viRv 

j *  
Se 

j I,.. 

k é o primeiro r ó t u l o  que aparece nessa sequencia,  represente  
t a l  r ó t u l o  por -k. Represente uma seqüência vazia  por -0. 

A concatenação das seqüências assim ob t idas ,  em o r -  

dem dos r ó t u l o s  dos v é r t i c e s  que as geraram, 6 chamada a seqüên- 

c i a  de adjacência  e c o n s t i t u i  uma representação para d ig ra fos .  

XV-2. Exemplo 

seq;ência de ad j  acência : 

-2,3,-3,4,-0,-5,-2 

Figura,XV-1. Um d igrafo  e uma repre-  
sentação por seqüência de adjacência .  

Para encontrar  os v é r t i c e s  adjacentes  a um dado vér- 

t i c e  vi ,  temos que encontrar  o i-ésimo i n t e i r o  negativo da s e -  
qüência e ,  a p a r t i r  desse elemento ( inc lus ive)  , considerar  todos 



os rótulos até o próximo inteiro negativo (exclusive) ou até o 

final da seqüência. Se o i-ésimo inteiro negativo for um -O, 

então não existe no digrafo nenhum vértice v tal que viRv 
j j* 

Esta representação necessita de M+S posições de ar- 
L 

mazenamento, onde M é o número de arestas do digrafo e S e o 
número de sumidouros. 

Devido ao fato desta representação ser ruim para ma - 
nipulações, mas bastante boa em termos de gasto de memória, ela 

pode ser usada para armazenar o digrafo em uma memória auxiliar 

durante o tempo em que não está sendo manipulado. 

A representação por seqüência de adjacência foi de- 
17 finida por Szwarcfiter . 



XVI - 1 . 'De'f ini'c'ã'o' 'Rebr'e's'eÍitac'ão 

A representação por k-fórmula 6 uma representação s e  - 
quencial  para grafos direcionados,  cujo ob je t ivo  é conseguir um 

conjunto de uma ou mais fórmulas l i n e a r e s  que identifiquem uni-  

vocamente o d ig ra fo .  

Seja  D um digrafo  cujos v é r t i c e s  e s t ão  ro tu lados .  A 

construção das fórmulas para a representação de D baseia-se no 

operador l 1  * lt , d i t o  k-operador,. para  r ep resen ta r  as  a r e s t a s  do d i  - 
grafo .  Assim, *ab representa  a a r e s t a  (a ,b)  , onde a , b  são v&- 

t i c e s .  Quando há mais de uma a r e s t a  originando-se em um mesmo 
v é r t i c e ,  empregam-se t an tos  k-operadores quantas forem as  a r e s -  

t a s .  No d igrafo  da f igura  XVI-1, por exemplo, a s  fórmulas que 

representam a s  a r e s t a s  que s e  originam nos v é r t i c e s  ' a , '  b e' c - - - 
são ,  respectivamente,  

Figura XVf -1. Um 
d ig ra fo .  

Subs t i tu indo,  na fórmula do v é r t i c e  a ,  os ró tu los  - 
b e c pe las  fórmulas dos v é r t i c e s  b e c ,  respectivamente,  obtém - - - - - 
s e  

**a**bac*cd . 

Esta Última fórmula 6 uma k-'fÓrmula, e representa  o 
d igrafo  da f i g u r a  X V I - 1 .  



A construção da representação por k-fórmula, que foi 

apresentada intuitivamente, pode ser formalizada da maneira apre - 
sentada a seguir. 

Uma k-fórmula pode ser definida recursivamente por : 

(i) Um rótulo de um vértice 6 uma k-fórmula. 

(ii) Se a e B são k-fórmulas, então *aB é uma k-fÓr- 
mula. 

O vértice inicial de uma k-fórmula é o vértice cujo 

rótulo aparece mais ã esquerda na k-fórmula, a qual é dita então 
uma k-fórmula desse vértice. 

O algoritmo para a obtenção das k-fórmulas que repre - 
sentam um digrafo é o seguinte : 

(1) Para todo vértice isolado a do digrafo, construa - 
a k-fórmula a. - 

(2) Para toda aresta (a,b) do digrafo construa a 
k-fórmula *ab. 

(3) Combine as k-fórmula obtidas de acordo com a se- 
guinte regra de substituição : se existir uma 
k-fórmula de um vértice e se existir também uma 
outra k-fórmula que contenha um rótulo desse v& - 
tice, substitua tal rótulo pela k-fórmula do vér - 
tice. Aplique esta regra de substituição até 

que ela não possa mais ser aplicada, cuidando 
sempre para que a k-fórmula resultante de cada 
substituição seja a mais longa possível. 

(4) Sejam kl, k2, . . . , kn as k-fórmulas obtidas após 
a execução do passo ( 3 ) ,  e sejam al, ..., an os 
vértices iniciais de kl, ..., k respectivamen- n' 
te. Se alguma ki contiver, como subfórmula, uma 

k-fórmula de um vértice b onde ai aparece, e se - 
o rótulo b ocorrer em uma das demais k-fórmulas - 
kl, - e . ,  ki-l, ki+l, ..., k , extraia a k-fÓr- n 
mula de b da k-fórmula ki, inserindo b em seu lu - - - 



g a r ,  e s u b s t i t u i n d o  a k-formula de b - na o u t r a  

fórmula .  Retorne e n t ã o  a o  passo  ( 3 )  . 

XVI -2  : Exein~'10 

F igura  X V I - 2 .  Um d i g r a f o  e uma r e p r e -  
s e n t a ç ã o  po r  k-fórmula. 

No exemplo da f i g u r a  X V I - 2 ,  o passo  (1) não s e  a p l i -  

c a  p o i s  não há v é r t i c e s  i s o l a d o s .  

~ p Ó s  a execução do passo  ( 2 ) ,  obtemos 

~ p Õ s  a execução do passo  ( 3 ) ,  obtemos 

Na execução do passo  (4) , ve r i f i c amos  que ,  na fórmu- 

l a  *c*bc,  a subfõrmula *bc conteni c e que a fórmula *ab contém b .  

P o r t a n t o ,  ex t ra ímos  a subfÕrmula *bc ,  colocando b em s e u  l u g a r  - 
( a  fórmula  *c*bc f i c a  agora  *cb ) ,  e s u b s t i t u ~ m o s  agora  *cb em 
*bc ,  obtendo *b*cb. 

4 Retornando ao passo  ( 3 ) ,  o con jun to  de k-fórmulas e 

t ransformado em 

que é a r e p r e s e n t a ç ã o  f i n a l  do d i g r a f o .  



O número t o t a l  de k-operadores que precedem todas  

a s  o c o r r ê n c i a s  de um determinado ró tu lo '  - a é i g u a l  ao número de 

a r e s t a s  que s e  or ig inam no v é r t i c e  - a .  

Se o rÓtu16 a é precedido por' - n k-operadores ,  en- 

t ã o  - a é o v é r t i c e  i n i c i a l  de uma k-fórmula 

onde a l ,  . . . , a são k-fórmulas. O s  v é r t i c e s  t e r m i n a i s  n das  

a r e s t a s  que s e  or ig inam em a são o s  v é r t i c e s  i n i c i a i s  de s sa s  - 
k-fórmulas a l ,  ..., a . n 

A r ep re sen t ação  de pseudografos e /ou mu l t i g r a fos  

d i rec ionados  pode s e r  f e i t a  usando-se e s t a  mesma d e f i n i ç ã o  , 
conforme pode s e r  v i s t o  no exemplo da f i g u r a  XVI-3. 

Figura  XVI-3. Um d i g r a f o  e uma 
r ep re sen t ação  por  k-fórmula. 

S e j a  M o número de a r e s t a s  do d i g r a f o .  Então o nÚ - 
mero t o t a l  de k-operadores na represen tação  é M, e o número t o  - 
t a l  de r ó t u l o s  de v é r t i c e s  6 i g u a l  a  M + K, onde K 6 o número 

f i n a l  de k-fórmulas na represen tação  do d i g r a f o .  P o r t a n t o ,  a  

r ep re sen t ação  por  k-fórmula desse  d i g r a f o  requer  espaço propor - 
c i o n a l  a  2 M  + K .  

O v é r t i c e  i n i c i a l  de uma k-fórmula a t i n g e  todos  o s  

o u t r o s  v é r t i c e s  que aparecem nes sa  k-fórmula. Podemos ass im 

c o n c l u i r  que haverá  no máximo t a n t a s  k-f6rmulas quantas  forem 



86 

as componentes fortemente conexas do digrafo. 

XVI -4 : ~e'ferê'nclas 

Outros detalhes desta representação podem ser en- 
3 contrados em Berztiss . A representação por k-fórmula aparece 

17 ainda em Szwarcfiter . 



A r ep re sen t ação  de g ra fos  por  s t r i n g s ,  sob a  forma 

de fõrmulas l i n e a r e s ,  c o n s t i t u i  uma abordagem b a s t a n t e  g e r a l  pa - 
r a  a r ep re sen t ação  de g ra fos  e  d i g r a f o s .  Ta i s  s t r i n g s  s ão  de 

manipulação r e l a t i vamen te  f á c i l  por  não apresentarem p a r ê n t e s e s  

ou o u t r o s  operadores  h i e r á r q u i c o s .  

X V I I  -1. Definlcão da R e ~ ' r e s e n t a ~ ã o  

S e j a  um d i g r a f o  cu jos  v é r t i c e s  e s t ã o  ro tu l ados  . 
Se ja  vi um v é r t i c e  de D .  Se vi tem grau  de s a í d a  m ,  - chamaremos 

de fórmula de s a í d a  de vi ao conjunto  das  - m a r e s t a s  que partem 

Para  a  r ep re sen t ação  de uma fórmula de s a í d a ,  usa-  

remos a  s e g u i n t e  notação p r e f i x a  : 

onde ( v i , v  ) (vi , v  ) , . . . , (v i ,v  ) são a s  m a r e s t a s  
j l  j2  

- que 
partem de vi .  jm 

O s i m é t r i c o  da fórmula de s a í d a  de vi é a  sua  f6r- - 
mula de e n t r a d a  : 

Cada fórmula é composta de um operador (que c o n s i s -  
t e  do r ó t u l o  do v é r t i c e  e  de um numeral que r e p r e s e n t a  o  grau 
apropr iado  do v é r t i c e )  e  dos v é r t i c e s  re lac ionados  ao v é r t i c e  

considerado ; v í r g u l a s ,  pa rên t e se s  e c o l c h e t e s  são  meros de l imi  - 
t a d o r e s .  



A cons t rução  das  fórmulas de en t r ada  e de s a í d a  dos 

v é r t i c e s  de um d i g r a f o  6 e lementa r ,  qualquer  que s e j a  a forma 

na qua l  o d i g r a f o  6 fo rnec ido .  Óbvio também que a s  fórmulas 

de e n t r a d a  ou de s a í d e  dos v é r t i c e s  de um d i g r a f o  o representam 

de forma unívoca e que qualquer  o u t r a  r ep re sen t ação  pode s e r  de - 
r i vada  des sa s  fórmulas .  

É i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que a s  fórmulas de e n t r a d a  e 

de s a í d a  de um v é r t i c e  são  uma r ep re sen t ação  abrev iada  r e s p e c t i  

vamente de uma coluna e l i n h a  da ma t r i z  de ad j acênc i a .  

Pode-se,  e n t r e t a n t o ,  encon t r a r  uma represen tação  

mais compacta pa ra  um d i g r a f o .  De f a t o ,  dada uma fórmula de 

s a í d a  de um v é r t i c e  vi su rge  a i d é i a  de s u b s t i t u i r  um r ó t u l o  v 
j  

con t ido  na fórmula de vi p e l a  fórmula de v e assim por  d i a n t e ,  
j '  

a t é  que a s  v á r i a s  fórmulas dos v é r t i c e s  do d i g r a f o  tenham s i d o  

combinadas em uma (ou poucas ) ,  r epresen tando  o d i g r a f o  todo . 
Tal  s u b s t i t u i ç ã o  pode s e r  f e i t a  de maneira a l e a t ó r i a  ou de ma- 

n e i r a  ordenada.  Para  f a z e r  s u b s t i t u i ç õ e s  de maneira ordenada , 
duas maneiras p o s s í v e i s  se r iam : 

1- seguindo um caminho o r i e n t a d o  ao qua l  pe r t ence  

um determinado v é r t i c e  ( s u b s t i t u i ç ã o  '3e.scenden - 
t e )  ; - 

2 -  seguindo o caminho na d i r e ç ã o  opos ta  ( s u b s t i t u i -  

ção ascen'dente) . 

Ta i s  s u b s t i t u i ç õ e s  podem s e r  f e i t a s  em fórmulas de 

en t r ada  ou de s a í d a ,  e  podem ou não s e r  condic ionadas  a c e r t a s  
r e g r a s .  A l é m  d i s s o ,  pode s e r  usada a notação pos f ixa  ao invés  
da p r e f i x a .  

Por motivos de s impl ic idade  de no t ação ,  não s e  deve 
m i s t u r a r  notação p r e f i x a  e p o s f i x a ,  ao passo que ,  por motivos 

de s imp l i c idade  de a lgo r i tmos ,  deve-se l i m i t a r  a  mi s tu ra  de  

s u b s t i t u i ç ã o  ascendente  com descendente ao mínimo p o s s í v e l .  



X V I I  - 2 .  E'x'emp'lo 

Figura  X V I I - 1 .  Um d i g r a f o  e  a s  
fórmulas de en t r ada  e  de s a í d a  
pa ra  cada v é r t i c e .  

Com r e l a ç ã o  ao exemplo da f i g u r a  XVII-1, a s  fórmu - 
l a s  de s a í d a  o b t i d a s  a  p a r t i r  da fórmula de s a í d a  de vl por subs - 
t i t u i ç ã o  descendente ,  a t é  a  r ep re sen t ação  f i n a l  do d i g r a f o ,  s ão :  



O v é r t i c e  vl esco lh ido  pa ra  s e  i n i c i a r  a  s u b s t i t u i -  

ção 6 t a l  que vl a t i n g e  todos  o s  o u t r o s  v é r t i c e s  do d i g r a f o ;  s e  

assim não o  f o s s e ,  em vez de uma fórmula obteriamos um conjunto  

de fõrmulas represen tando  o  d i g r a f o  . 

XVI I - 3 : Prop'r i eda'de's, ~ á s ' i  c'a's' 'e' Co'me'n't á'r i 'os 

Se D 6 um d i g r a f o  t a l  que D possu i  exatamente um 

v é r t i c e  com grau de en t r ada  (sa?da) i g u a l  a  z e r o ,  e  todos os  de - 
mais com grau de e n t r a d a  i g u a l  a  1, en t ão  a s  fórmulas que o  

representam não têm r ó t u l o s  - e  p o r t a n t o  cada operador pode 

s e r  represen tado  apenas pe lo  numeral que dá o  grau do v é r t i c e  

ao qua l  s e  r e f e r e .  I s s o  co r r e sponde r i a  a uma r ep re sen t ação  da 

á rvo re  em ques tão  por pré-ordem com graus .  A fórmula de s a í d a  

do d i g r a f o  o b t i d o  a  p a r t i r  do d i g r a f o  da f i g u r a  XVII-1 p e l a  su -  

p r e s são  da a r e s t a  (v5 ,v2 )  pode en tão  s e r  expressa  por 

Para  a  r ep re sen t ação  de g r a f o s  não d i rec ionados  , 
pode-se a t r i b u i r  uma o r i e n t a ç ã o  para  cada a r e s t a  e  r e p r e s e n t a r  

o  g ra fo  d i r ec ionado  ass im o b t i d o ;  ou pode-se cons ide ra r  cada 

a r e s t a  do g r a f o  como duas a r e s t a s  s i m é t r i c a s  de s e n t i d o s  opos- 
t o s  e  r e p r e s e n t a r  o  g r a f o  d i rec ionado  ass im ob t ido .  A f i g u r a  

XVII-2 mostra  um exemplo de um g ra fo  não d i rec ionado  sendo r e -  
p resen tado  de v á r i a s  maneiras d i f e r e n t e s .  



Figura  X V I I - 2 .  Um g r a fo  não d i rec ionado  e  t rês  
maneiras de r e p r e s e n t á - l o  por  s t r i n g s :  (a)  con- 
s iderando  dupla  o r i e n t a ç ã o  das  a r e s t a s ;  (b) a t r i  
buindo uma d i r e ç ã o  a  cada a r e s t a ;  (c)  a t r i b u i n d õ  
uma o r i e n t a ç ã o  pa ra  cada a r e s t a ,  de maneira d i -  
f e r e n t e  de ( b ) .  

A r ep re sen t ação  de pseudografos e/ou mu l t i g r a fos  po - 
de s e r  f e i t a  sem a l t e r a ç õ e s  na d e f i n i ç ã o ,  conforme pode s e r  v i s  - 
t o  na f i g u r a  XVII-3. 

Figura  XVII-3. Um pseudomult igrafo  d i r e -  
cionado e  uma r ep re sen t ação  por  s t r i n g  
(fórmula de s a í d a ) .  



Para armazenar esta representação, são necessárias 

N+M+F posições de armazenamento, onde N 6 o número de vértices 
do digrafo, M é o número de arestas e F é o número de fórmulas 
obtidas. Observamos que F é no máximo igual ao número de com- 
ponentes fortemente conexas do digrafo. Estamos considerando 
aqui apenas as posições necessárias para o armazenamento dos 

rótulos de vértices e numerais indicativos dos graus, uma vez 
que os delimitadores não necessitam de posições extra (por e- 
xemplo, basta termos um "tag" indicando se o elemento em ques- 

tão 6 um rótulo ou um numeral). 

XVI I -4 . ~ e f  e rêncla s 

4 9 5  Esta representação foi desenvolvida por Ercoli . 

A representação por k-fórmula (capítulo XVI) cons- 

titui uma abordagem similar para a representação de digrafos , 
onde uma string de - m asteriscos representa um operador m-;rio 
(em vez de um numeral), e o primeiro rótulo após o asterisco 
representa o vértice ao qual o operador está aplicado, sendo 
usadas somente fórmulas de saída. 



No capítulo X, vimos que, dado um digrafo D, existe 

uma estrutura pseudo-árvore que o representa univocamente a me- 

nos de isomorfismos. Para a implementação dessa estrutura em 

computador, foi usada a transformação da floresta em árvore bi- 

nária. Existem, no entanto, outras maneiras de se representar 

florestas. Apresentamos aqui algumas representa~ões seqüenci- 
ais de florestas, que naturalmente são também representações se - 
qüenciais de digrafos. 

XVIII -1. Representações SeqGenciais Ligadas 

Di zemos que uma representação 6 seqÜencial' l'iga'da 
se faz uso da seqüencialidade das informações e também de elos 

entre elas. 

Apresentamos aqui dois tipos de representações se- 
1 1  

qGenciais ligadas para florestas: representação sequencial em 
pré-ordem e representação seqÜencial em ordem-família. As de- 

finições e maiores detalhes para essas representações podem 
9 ser encontrados em Knuth . A figura XVIII-1 mostra um exemplo 

dessas duas representações para um digrafo. Nesse exemplo, a 
pseudo-floresta foi construída supondo os rótulos dos vértices 

em ordem lexicográfica. Na representação seqüencial em pré-or - 
dem, além do campo de informação disposto sequencialmente , te- 
mos o campo de elo, que contém o apontador direito da árvore 
binária correspondente. Na representação seqüencial em ordem- 
família, o campo de elo contém o apontador esquerdo da árvore 
binária correspondente. 



Representação seqüencial 

m 
A B C E F B F F D  

em pré-ordem : 

mn 
C E G B  

em ordem-família : 

I n n i i n n n  
A D C E G B B F C E F F B  

Figura XVIII -1. Um digrafo, uma representação por 
pseudo-árvore e as correspondentes representações 
seqüenciais em pré-ordem e ordem-família . 

XVIII-2. Representação linear k-fórmula reversa em ordem-família 

Seja D um digrafo cujos N vértices estão rotulados 
V1, . e . ,  VN. 

Uma k-fórmula reversa pode ser definida recursiva - 
mente da seguinte maneira: 

(i) Um rótulo de um vértice 6 uma k-fórmula reversa. 
L (ii) Se a e i3 são k-fórmulas reversas, então a8* e 

uma k-fórmula reversa. 

Dizemos que uma fórmula linear é uma r.e~re's.e'nt'ac'ão 
- 

k-fórmula reversa em ordem-família (KFROF) se é uma k-fórmula 
reversa e se os seus rótulos aparecem em ordem-família com res- 



peito pseudo-árvore do digrafo considerado . 
Uma floresta é percorrida . . em k-fórmula reversa em 

ordem-família de acordo com a seguinte definição. : 

(i) Se a primeira árvore da floresta for vazia, ape 
nas retorne um "*" . Caso contrário, visite a 

raiz da primeira árvore da floresta. 

(ii) Percorra as demais árvores em k-fórmula reversa 
em ordem-família. 

(iii) Percorra as sub-árvores da raiz da primeira ;r- 
vore em k-fórmula reversa em ordem-família. 

Como exemplo, a representação linear KFROF do digra - 
fo da figura XVIII-1 6 : 

Como foi visto no capítulo X, o número de nós da 
pseudo-árvore 6 M + B, onde M é o número de arestas do digrafo 
e B 6 o número de árvores na floresta. Como uma árvore binária 

qualquer com P nós possui P+l sub-árvores vazias, o número de 
V(* 1) I s na representação linear KFROF é M + B + 1 - e portanto 

o número total de elementos na seqüência é 2(M + B) + 1. 

Para a obtenção da representação linear KFROF, a 
partir de uma dada pseudo-floresta, pode-se adaptar o algoritmo 
que percorre uma floresta em k-fórmula reversa em ordem-família. 
Por outro lado, dada uma representação linear KFROF, o algorit- 
mo que obtém a pseudo-floresta que a gerou não 6 complicado. 
Uma idéia seria usar uma pilha contendo os rótulos de vértices 
na ordem em que aparecem na representação; o "*" comandaria a 
operação de retirada da pilha. 

Observe que o número de "*"'s 6 uma unidade maior 
que o número de rótulos de vértices.  liá ás, a seqüência sempre 
termina com um "*" , o qual poderia ser suprimido, mas será man- 
tido por ser Útil, por exemplo, para indicar o final da seqüên- 
cia através da condição de pilha vazia. 



Observe também que, s e  um v é r t i c e  - v 6 adjacente  aos 

v é r t i c e s  v l ,  . . . , v  , então a seq%ncia de ró tu los  v l ,  . . . , v  ap: 
P P 

rece junta  na representação l i n e a r  KFROF, sem nenhum "*" e n t r e  

e s ses  r ó t u l o s .  

Es ta  representação nos fornece uma maneira sistemá- 

t i c a  de pe rcor re r  um d ig ra fo ,  que 6 na verdade uma e s t r u t u r a  do 
t i p o  l a b i r i n t o .  

Dizemos que uma fórmula l i n e a r  é uma' 'repre's'enta'ção 

k-,fórmula 'r'e,vers'a, em prg-ordem (KFRPO) s e  é uma k-fórmula rever  - 
L 

s a  e s e  os seus r õ t u l o s  aparecem em pré-ordem com r e s p e i t o  a 

pseudo-árvore do d ig ra fo  considerado. 

Uma f l o r e s t a  é percor r ida  em k-fórmula r eve r sa  em 

pré-ordem de acordo com a seguin te  def in ição  : 

( i )  Se a pr imeira  árvore da f l o r e s t a  f o r  vaz ia ,  ape - 
nas re torne  um "*" . Caso c o n t r á r i o ,  v i s i t e  a 

r a i z  da pr imeira  árvore da f l o r e s t a .  

( i i )  Percorra  a s  sub-árvores da pr imeira  árvore em 

k-fórmula reversa  em pré-ordem. 

( i i i )  Percorra  a s  demais árvores  em k-fórmula reversa  

em pré-ordem. 

Como exemplo, a representação l i n e a r  KFRPO do d igra  - 
fo  da f i g u r a  XVIII-1 é : 

Sendo e s t a  representação s i m i l a r  2 representação li - 
near KFROF, a s  propriedades vá l idas  para e s sa  Última permanecem 
vá l idas  para a KFRPO, com exceção da propriedade r e f e r e n t e  ao 
conjunto de v é r t i c e s  adjacentes  a um dado v é r t i c e ,  que aparecem 
juntos na KFROF. 



've 1 - 

Dizemos que uma fórmula 1 inea r  6 uma' ' r ' e p r e ~ e ~ t a ç ' ã o  

k-fór'mula r 'eveis 'a eni o,r.de'ni d e  n h e l  (KFRON) s e  é uma k-fórmula 

reversa e s e  os seus r ó t u l o s  aparecem em ordem de n í v e l  com re -  
lação 5 pseudo-árvore do d ig ra fo  considerado. Estamos conside- 

rando aqui a f l o r e s t a  sendo percorr ida  da r a i z  para a s  fo lhas  ; 

o sen t ido  oposto (das fo lhas  para a r a i z )  6 s i m i l a r .  

Para a construção da seqüência KFRON, in icialmente 
acrescentamos um nó a u x i l i a r  ( ex t ra )  contendo um a s t e r i s c o  ("*11) 

como informação, como f i l h o  de cada nó terminal  das árvores  e 
como irmão mais ã d i r e i t a  de cada nó. Agora percorre-se a f l o -  
r e s t a  em ordem de nzvel ,  da r a i z  para a s  fo lhas ,  concatenando 
a s  seqüências assim obt idas  em ordem de aparição.  

Como exemplo, a f igura  XVIII-2 apresenta  uma pseu'do - 
f l o r e s t a  correspondente ao d igrafo  da f i g u r a  XVIII-1 já conten- 
do os nós e x t r a .  

* & Figura XVIII-2. A f l o r e s t a  da 
f igura  XVIII-1 acresc ida  de nós 
a u x i l i a r e s  contendo "*"' S .  

A representação l i n e a r  KFRON correspondente 5 f igu-  
r a  XVIII-2 6 : 



De acordo com a definição, a seq&ncia KFRON tem 

2 ( M  + B) + 1 elementos, onde M é o número de arestas do digra- 
fo e B é o número de árvores na floresta da representação pseu- 
do-árvore correspondente. 

Um algoritmo para obter a representação KFRON a par - 
tir da pseudo-árvore, e outro para obter a pseudo-árvore a par- 
tir da representação KFRON, usaria uma fila em vez de uma pilha; 

a idéia desta representação é mais iterativa do que recursiva. 

Outras representações diferentes na mesma linha po- 
deriam ser definidas, variando o modo de percorrer a pseudo-ár- 
vore. As representações seqÜenciais para florestas em pré-or - 
dem, ordem-família e ordem de nível podem ser encontradas em 

9 Knuth . As representações definidas neste capítulo podem ser 
17 encontradas em Szwarcfiter . 



XIX-1. Representações de florestas por seqÜências binárias 

Definimos uma árvore-b ou 'árvore es tri tamerite biná- 

ria como sendo uma árvore binária na qual cada nÓ possui zero - 
ou dois filhos. 

A cada árvore-b corresponde univocamente uma seq;& - 
tia binária que a representa. Por outro lado, a cada floresta 

ordenada enraizada com n nós, corresponde univocamente uma árvo - 
re binária com n nós, e a cada árvore binária com n nós corres- 

ponde univocamente uma árvore-b com 2n+l nós. Portanto, por 

meio destas correspondências 6 possível obter uma representação 
por seqüência binária de qualquer floresta (ordenada enraizada). 

Apresentamos aqui métodos para a obtenção de dife - 
rentes representações por seqüência binária de uma floresta or- 

denada enraizada, baseados nas representações lineares do capí- 
tulo XVII I (KFROF, KFRPO e KFRON) . 

As representações KFROF, KFRPO e KFRON são basica - 
mente representações lineares de digrafos onde aparecem dois ti 
pos de elementos: rótulos de vértices e asteriscos ("*"). Se to - 
dos os nós de uma floresta forem representados pelo mesmo rótu- 
lo, a estrutura da floresta se manterá, embora a informação con - 
tida em cada nó seja perdida. A seqüência resultante dessa 
substituição não mais representa um digrafo, mas ainda represen - 
ta o aspecto topológico da floresta. 

Assim, se substituirmos todos os "*'" spor0's e 
todos os rótulos de vértices por l's, obteremos três tipos di- 
ferentes de representações de florestas por seqcências binárias, 
correspondente às representações lineares KFROF, KFRPO e KFRON, 

que chamaremos respectivamente de KFROF binária, KFRPO binária 



e KFRON b i n á r i a .  A f i g u r a  XIX-1 abaixo contém exemplos. 

KFROF : AD*CEG*B****BF**C*EFe*F*B** 

KFRPO : ABCEFB***F.***F**DC*E*GB**** 

KFRON : AD*BF*CEG*C****B*EF**F**B** 

KFROF b i n á r i a :  110111010000110010110010100 

KFRPO b i n á r i a :  111111000100010011010110000 

KFRON b i n á r i a :  110110111010000101100100100 

Figura  X I X - 1 .  Uma f l o r e s t a  e r ep re sen -  
t ações  b i n á r i a s  dessa  f l o r e s t a .  

Es t a s  r ep re sen t ações  b i n á r i a s  têm n - d í g i t o s  '1' e 

n + l  d í g i t o s  ' O ' ,  onde n - é o número de nós da f l o r e s t a .  Na s e -  

qÜência KFROF b i n á r i a ,  o número de 1 ' s  do começo da s e q k c i a  é 
i g u a l  ao número de á rvo re s  da f l o r e s t a .  

O s  a lgor i tmos  pa ra  a obtenção dessas  represen tações  

a p a r t i r  da f l o r e s t a ,  e  pa ra  a cons t rução  da f l o r e s t a  a p a r t i r  
dessas  r e p r e s e n t a ç õ e s ,  s ão  s i m i l a r e s  àque les  que executam e s s a s  

t a r e f a s  pa ra  a s  r ep re sen t ações  l i n e a r e s  KFROF, KFRPO e KFRON. 



1 1 . ~ .  . . 
XI X- 2 . Rep~r'e~se'nta'ç6e's' de d igr'af os po'r sequenc ia's t'e'rnárTas 

Observando as representações de florestas KFROF , 
KFRPO e KFRON binárias, podemos ver que elas não representam di - 
grafos, pois não há maneira de se concluir, pela representação, 
se dois elementos com valor 1 representam ou não o mesmo vérti- 
ce do digrafo. 

Para que seja ~ossível identificar na seqüência os 

os elementos que correspondem a um mesmo vértice, podemos subs- 
tituir todos os 1's que correspondem a elementos repetidos na 

seqüência por uma subseqüência composta de 2 's , 1's e O'S que in - 
( I r  

dicaria a posição da primeira ocorrência do elemento na sequen - 
tia. Desta forma é possível transformar as representações line - 
ares de digrafos KFROF, KFRPO e KFRON em representações seqÜen- 

ciais ternárias de digrafos, chamadas respectivamente de KFROF 

ternária, KFRPO ternária e KFRON ternária. 

XIX-2-1. Representacão KFROF ternária 

Seja D um digrafo cujos vértices estão rotulados 
V1, ,VN. 

Os passos necessários para a obtenção da represen - 
taçáo KFROF ternária são os seguintes : 

(i) Obtenha uma representação pseudo-árvore de D. 

(ii) Obtenha a representação KFROF. 

(iii) Obtenha a representação KFROF binária. 

(iv) Obtenha agora a representação KFROF ternária , 
através do seguinte procedimento: 
Suponha que um vértice v aparece mais de uma 
vez na representação KFROF. 
Seja Bl(v) a subseqÜência binária que vai do i- 
nício da representação KFROF binária até o 



elemento ' 1 ' correspondente primeira ocorrên- 
cia de v na KFROF (inclusive) . 
Seja B2(v) a subseqÜência binária que começa 

imediatamente após Bl (v) e termina imediatamen- 
te antes da segunda ocorrência de v na KFROF. 
Seja agora T(v) a seqüência obtida a partir de 
B (v) pelo acréscimo de um '2' no início e no 1 
fim de Bl (v) . 
Substitua todas as ocorrências repetidas de v 

por T (v) , retirando o ' 1 ' correspondente. 
Repita este passo para todas as ocorrências de 

vértices repetidos na representação KFROF. 
O procedimento descrito aqui pode ser esquema - 
tizado pela seguinte figura : 

........ V ....... V ....... KFROF 

1 ...... 1 ....... 1 ...... KFROF binária 
T 

B1'(v) B2 (V) 

1 ...... 1 ....... 2 1  .... 1 5  ...... 
L-/'-V-' Y KFROF ternária 

B1 (v) B2 (V) T (v) 

E 
KFROF : A*BG**GC*D**F*D*EX* 

1 

KFROF binária: 1011001101001010100 

KFROF ternária: 10110021011210100102101100110120100 

Figura XIX-2. Um digrafo, uma representação 
por pseudo-árvore e a correspondente repre - 
sentação KFROF ternária. 



O a lgor i tmo pa ra  a  cons t rução  da represen tação  KFROF 

t e r n á r i a  a  p a r t i r  de um d i g r a f o  D é o  mesmo a lgor i tmo pa ra  a  ob- 

t enção  da KFROF b i n á r i a  a c r e s c i d o  de um procedimento r e l a t i v o  ao 

passo ( i v )  da d e f i n i ç ã o ,  que i n t roduz  a s  subseqÜências t e r n á r i a s  . 
O a lgor i tmo pa ra  a  obtenção do d i g r a f o ,  a  p a r t i r  da 

r ep re sen t ação  KFROF t e r n á r i a ,  é também uma extensão do a lgor i tmo 

que obtém a  f l o r e s t a  dada a  KFROF b i n á r i a ,  adic ionado dos passos  

n e c e s s á r i o s  pa ra  a  a v a l i a ç ã o  de cada subseqüência t e r n á r i a .  

Como o  número de nós da p seudo- f lo r e s t a  é M+B (onde 

M é o número de a r e s t a s  do d i g r a f o  e  B é o  número de á rvo re s  na 

f l o r e s t a ) ,  e  como cada elemento r e p e t i d o  na represen tação  l i n e a r  

KFROF produz exatamente d o i s  2's na KFROF t e r n á r i a ,  o  número t o -  
t a l  de 2 's  n e s t a  r ep re sen t ação  é 2(M+B-N), onde N é o  número de 

v é r t i c e s  do d i g r a f o .  Se o  d i g r a f o  em questão f o r  uma á rvore  en- 

r a i z a d a ,  en t ão  M = N - 1  e  B= l ,  e  p o r t a n t o  a  KFROF b i n á r i a  e  a  

KFROF t e r n á r i a  são i g u a i s .  

~ o d e r í a m o s  d e f i n i r  uma seq&cia t e r n á r i a  um pouco 

mais compacta, r ede f in indo  a  subseqüência  T(v) de t a l  forma que 

T(v) passa  a  s e r  20.. .02,  com t a n t o s  ze ros  quantos  forem os  v é r  - 
t i c e s  que antecederem - v  na KFROF. Para  a  f i g u r a  XIX-2, e s t a  r e -  

d e f i n i ç ã o  p r o d u z i r i a  a  s e g u i n t e  KFROF t e r n á r i a  : 

Contudo, e s t a  r e d e f i n i ç ã o  tem a  desvantagem de o b r i -  
ga r  o  a lgo r i tmo  que c o n s t r ó i  o  d i g r a f o  a  p a r t i r  da KFROF t e r n á  - 
r i a  a  r e t o r n a r  ao i n í c i o  da r ep re sen t ação  pa ra  a v a l i a r  cada sub-  

s e q k c i a  t e r n á r i a  T(v) . I s t o  não acon tec i a  com a  d e f i n i s ã o  o r i  - 
g i n a l  p o i s  a  p r ó p r i a  subseqÜência t e r n ã r i a  f o r n e c i a  meios de s e  
o b t e r  informações sobre  a  e s t r u t u r a  da p seudo- f lo r e s t a .  

Uma vez que e s t a  r ep re sen t ação  pode g e r a r  seqüênc ias  
t e r n á r i a s  b a s t a n t e  l ongas ,  s eu  i n t e r e s s e  6 mais t e ó r i c o  do que 
para  a p l i c a ç ã o  d i r e t a  em manipulação de d i g r a f o s  em computadores. 



XIX-2 - 2 .  - Representação KFRPO t e r n á r i a  

O estudo da representação KFRPO t e r n á r i a  6 s i m i l a r  

ao da representação KFROF t e r n á r i a ,  e não s e r á  apresentado a q u i .  

Para o d ig ra fo  e a pseudo-árvore mostrados na f igu-  

r a  XIX-2, a representação KFRPO t e r n á r i a  é : 

KFRPO : ABGFDE****CD***G*** 

KFRPO b i n á r i a :  1111110000110001000 

KFRPO t e r n á r i a :  11111100001211111200021112000 

A representação KFRON t e r n á r i a  é também s i m i l a r  às 
duas a n t e r i o r e s ,  e para o d igrafo  e a pseudo-árvore da f igura  

XIX-2, a representação KFRON t e r n á r i a  é : 

KFRON : AfBG*GC**F*D*D**E** 

KFRON b i n á r i a :  1011011001010100100 

KFRON t e r n a r i a :  1011021011210010102101101100101200100 

Representações b i n á r i a s  de árvores podem s e r  encon- 
t r adas  em Page 6 ~ i l s o n " ,  ~ c o i n s ' ~  e ~ e r ~ e ' .  A s  representações 

1 7  def in idas  aqui podem s e r  encontradas em Szwarcf i te r  . 



vários tipos de representações para grafos foram apre - 
sentadas, algumas com características bem diversas das outras, o 

que torna bastante difícil uma comparação geral entre todas elas. 

Muitas dessas representações apresentam características práticas 

e adequadas a manipulações, outras já revelam um interesse mais 

teórico; outras ainda se apresentam Úteis para o armazenamento 
temporário de grafos (em memória auxiliar, por exemplo) devido ao 

pouco espaço que ocupam. 

Este capítulo se propõe a apresentar uma comparação 

de todas as representações contidas neste trabalho em termos de 

quantidade de espaço ocupado. 

A tabela XX-1 contém, para cada representação do tra- 

balho, uma fórmula do espaço requisitado pela representação e o 
correspondente valor obtido para a representação do grafo da fi- 

gura XX-1. Para a representação desse grafo foi considerada a ro - 
tulação dos vértices indicada na figura, com os rótulos ordenados 
lexicograficamente . 

Nas fórmulas apresentadas na tabela XX-1, temos : 

N = número de vértices, 
M = número de arestas, 
S = número de sumidouros, 
B = número de árvores na representação por pseudo - 

árvore (capítulo X) , 
X = número de vértices auxiliares que precisam ser 

acrescentados para a representação por árvore bi - 
nária (capítulo XI) , 

L = número de listas na representação por estrutura 

de lista (capítulo XIII), 



K = número de fórmulas na representação por k-fÓrmu- 

la (capítulo XVI), 

F = número de fórmulas na representação por strings 

(capítulo XVII) . 

No caso do digrafo da figura XX-1, temos N=8, M=5 , 
S=O, B=l, X=2, L=l, K=1, Ffl. 

Figura XX-1. Um digrafo e uma 
rotulação de seus vertices . 



armazenamento de cada representação.  

Matriz de adjacên- 
c i a  (cap.11) 

Matriz de incidên-  
c i a  (cap.111) 

Matriz de pos ic io-  
namento (cap . IV) 

Representação o r i  - 
entada graf icamen 
t e  (cap.V) 

Es t ru tura  de ad ja -  
cência (cap .VI) 

Es t ru tura  de i n c i -  
dência (cap.VI1) 

Es t ru tura  de pos i -  
cionamento (cap . 
VIII) 

Representação ve- 
t o r i a l  de a r e s t a s  
(cap.IX) 

i e p r e s e n t a ~ ã o  por 
irvore b i n a r i a  
[cap. X I )  

Irvore -coárvore 
:cap. X I  I )  

k t r u t u r a  de l i s t a  
:cap.XIII) 

~Õrmula do 
espaço 
requ i s i t ado  

Espaço para 
o d inrafo  Observações 

informações 
b i n á r i a s  

informações 
t e r n á r i a s  

informações 
terasrias 

sem cabeças 
de l inha  ou 
coluna 

sem cabeças 
de l inha  ou 
coluna 

sem cabeças 
de l inha  ou 
coluna 

(continua) 
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( Tabela XX-1 - continuação ) 

Representação 

Lista de ramos 
(cap. XIV) 

seqüência de adja- 
cência (cap .XV) 

Representação por 
k-fórmula (cap.XV1) 

Representação por 
strings (cap.XVI1) 

Representações se- 
qüenciais ligadas 
(cap .XVIII) 

Representações por 
k-fórmula reversa 
(cap . XVI I I) 
KFROF ternaria 
(cap.XIX) 

KFRPO ternária 
(cap.XIX) 

KFRON ternária 
(cap.XIX) 

~Órmula do 
espaço 
requisitado 

Espaço para 
o dinrafo Observações 

informações 
ternárias 

informações 
ternárias 

4 3 
informações 
ternárias 
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