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RESUMO 

O t r a b a l h o  a p r e s e n t a  um s i s t e m a  computac ional  pa- 

r a  s o l u ç õ e s  de  problemas de  programação l i n e a r  i n t e i r a ,  usando o 

método d e  BRANCH AND BOUND. 

A e s t r u t u r a  de  armazenamento e a modula r i zação  u- 

t i l i z a d o s  n a  implementação p o s s i b i l i t a m  ao  u s u á r i o  a a l t e r a ç ã o ,  

d e  modo f á c i l ,  dos  c r i t é r i o s  de  c o r t e  a d o t a d o s ,  p e r m i t i n d o - l h e  

ass im a p r o v e i t a r - s e  do conhecimento a c e r c a  do problema a r e s o l -  

v e r ,  ou mesmo o e s t u d o  d e  novos c r i t é r i o s  de  c o r t e .  

ABS'TRACT 

T h i s  work d e s c r i b e s  a c o m p u t a t i o n a l  sys tem f o r  

problem s o l v i n g  of i n t e g e r  l i n e a r  programming u s i n g  the--  BRANCH 

AND BOUND method. 

The c u t t i n g  p o l i c y  can  be  e a s i l y  changed by t h e  

u s e r  due t o  t h e  s t o r a g e  s t r u c t u r e  and t o  t h e  m o d u l a r i t y  adopted  

i n  t h e  implementa t ion .  T h i s  approach e n a b l e s  t h e  u s e r  , t o  t a k e  

advantage  of  h i s  knowledge of  t h e  t a r g e t  problem o r  t o  s t u d y  new 

c u t t i n g  p o l i c i e s .  
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Um problema d e  Programação L i n e a r  I n t e i r a  pode 

s e r  c o n s i d e r a d o  como uma e x t e n s ã o  de  um problema de  Programa- 

ç ã o  L i n e a r  onde,  a lém d a s  r e s t r i ç õ e s  a  que podem e s t a r  s u j e i -  

t a s  a s  v a r i á v e i s ,  temos também que uma ou mais v a r i á v e i s  ( a t é  

mesmo t o d a s )  devem s e r  i n t e i r a s ,  i s t o  é, a s s u m i r  v a l o r e s  i n - '  

t e i r o s .  

No ~ é t o d o  de  "Branch and Bound" e s t a  i d é i a  

d e  e x t e n s ã o  é u t i l i z a d a :  

- o  problema 6 r e s o l v i d o  como se f o s s e  de Pro - 

gramação L i n e a r  s i m p l e s  (sem l e v a r  em c o n s i -  

de ração  que alguma v a r i á v e l  deve s e r  i n t e i -  

r a )  ; 

- se na s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  as v a r i á v e i s  que de - 

vem ser  i n t e i r a s  não o  forem, escolhemos uma 

d e s t a s  v a r i á v e i s  3 

- s u b s t i t u i m o s  o  problema que o r i g i n o u  e s t a  s o  - 

l u ç ã o  p o r  d o i s  o u t r o s ,  i g u a i s  a o  problema a n  - 
t e r i o r  a  menos de uma nova r e s t r i ç ã o  i n t r o d u  - 

z i d a  em c a d a ,  r e s t r i ç ã o  e s t a  que nos l e v a r á  

mais de  uma s o l u ç ã o  i n t e i r a ,  s e  e-  

x i s t i r ,  com r e l a ç ã o  ã v a r i á v e l  e s c o l h i d a .  A 

e s t a  operação  damos o  nome de " c o r t e " ;  

- p a r a  cada  um dos novos problemas o  p r o c e s s o  

6 r e p e t i d o ,  a t é  que s e  e n c o n t r e  a s o l u ç ã o  de  - 

s e j a d a  ou s e  esgotem t o d a s  a s  p o s s i b i l i d a -  

d e s .  



Para solução de problemas de Programação Linear 

Simples, o ~étodo Simplex, e sua variante o ~étodo Simplex Revi - - 
sado, que é mais adaptado para utilização em computadores, sao 

os mais comumente utilizados. Aqui utilizamos o ~étodo Simplex 

Revisado. 

Do exposto acima vemos que a cada iteração do 

processo temos que nos decidir com relação a duas questões: 

- dentre os diversos problemas pendentes, qual 

deve ser escolhido para prosseguir? 

- escolhido um problema, qual das variáveis deve 
ser cortada? 

Ambas as decisões devem ser tomadas visando mini - 
mizar o número de iterações necessárias para a conclusão, evi- 

tando também a proliferação de problemas pendentes, que reque- 

rem espaço adicional em memória principal ou secundária. 

Existem alguns métodos gerais para efetuar os 

dois tipos de decisão, porém o conhecimento do problema particu - 
lar que se deseja resolver pode, muitas vezes, ditar soluções 

mais vantaj osas que os métodos genéricos. 

Para permitir a adoção de critérios (para esco- 

lha do problema e da variável a ser cortada) mais adequados ao 

problema especifico, bem como facilitar o estudo de novos méto- 

dos, procuramos aqui criar um sistema computacional modular, de 

modo que as modificações necessárias para alteração dos crité- 

rios de escolha ficam restritas aos respectivos mÓdulos. 

No capítulo I1 é apresentado o ~étodo Simplex Re - 
visado e são definidos alguns dos termos aqui utilizados. 

No capítulo I11 é apresentado o ~étodo de BRANCH 
AND BOUND. 

No capítulo IV é descrito o modelo implementado. 

No capítulo V é descrito o modo de utilização do 
sistema e são exemplificadas as modificações necessárias para 

alterar o critério de escolha do problema e da variável. 



Finalmente,  no c a p í t u l o  V I ,  s ã o  apresen tadas  a l -  

gumas conclusões .  



11. METODO SIMPLEX 'REVI'SADO 

Um Problema de Programação Linear pode ser des- 

crito como sendo a otimização (maximização ou minimização) de 

uma função linear sujeita a restrições lineares de desigualdade 

ou igualdade. 

Como exemplo de Problema de Programação Linear 

temos : 

maximizar z = 3x1 + 4x2 
+ X3 

sujeita ao seguinte conjunto de restrições: 

Damos função que se quer otimizar (no caso z) 

o nome de função objetivo. 

O método Simplex tem como premissa e utiliza-se 

da particularidade de que todas as variáveis do problema devem 

ser não-negativas: motivo pelo qual as restrições do tipo x - > O 

não serão consideradas no conjunto das restrições. 

Para solucionar um problema, como o exposto aci- 

ma, pelo método Simplex, inicialmente precisamos eliminar as de - 
sigualdades que apareçam nas restrições. Para isso, introduzi- 

mos em cada restrição uma variável, que chamaremos de variável 

de folga, com coeficiente unitário positivo (se a desigualdade 

for do tipo - O ou negativo (no caso contrário). 

( 1 )  se tal não ocorrer, o problema pode ser transformado, por 
meio de substituição de variáveis, num problemaequivalente, 
nas condições desejadas. 



As variáveis de folga também sã.0 restritas a valores não nega- 

tivos. 

Deste modo o problema em questão ficaria: 

maximizar z 3x1 
+ 4 x  + x 

2 3 

sujeito a: 8x + 3x2 + 4x + x 
1 3 4 

= 7 

É fácil verificar que devido a x4 L 0, qualquer 

conjunto de valores de x 1' X23 X3 e x que satisfaça a: 4 

satisfará também a: 

8x1 + 3x + 4x3 < 7. 2 

O mesmo ocorre para as demais restrições. 

Se fizermos: 

cT = (3 4 1 O O O ) ,  vetor de coeficientes da fun- - 
ção objetivo; 

T - 
- x 1, vetor de variáveis do x - (xl X2 X3 X4 X5 

problema ; 

, matriz de coefientes das 
restrições; 



bT - ( 7  3 8 1 ,  v e t o r  de  r e s t r i ç õ e s ;  

gT ( O  O . . . . . O O ) ,  v e t o r  de  z e r o s ,  podere-  - 
remos, u t i l i z a n d o  a  no tação  n i a t r i c i a l , d e s c r e v e r  

o  problema acima como: 

T maximizar z  = c  x  
- .  - 

s u j e i t o  a :  
Ax = b - - 

x L  - - 0 ,  onde x  € E n  - 

S e j a  m o  número de  co lunas  independen tes  d e  A .  

Tomemos uma m a t r i z  Bmxm, formada por  m c o l u n a s  

de A ,  t a l  que o  d e t e r m i n a n t e  d e  B s e j a  d i f e r e n t e  de  O ' .  A s  

demais co lunas  de A formarão a  m a t r i z  Nmxn - 
D e  manei ra  a n á l o g a  d i v i d i r e m o s  o  v e t o r  x  - e m  

d o i s  o u t r o s :  

x  - formado p e l o s  e lementos  de  x  corresponden-  - B  - 
t e s  5s c o l u n a s  d e  B;  

x  - formado p e l o s  e lementos  de  x  corresponden-  -N 
t e s  2s co lunas  d e  N .  

( i )  B .6 uma-,base.  
. .. 



As variáveis que compõem xB - são chamadas variá- 

veis básicas, por estarem na base, e as que compõem xN são cha - - -. 
madas variáveis não básicas. 

Podemos substituir então A x = b por - - 

Como determinante de B é diferente de O ,  isto 

significa que existe B-l. Podemos então fazer: 

Se fizermos x = c ,  então obteremos. para o sistema de -N - . e- 

restrições a .s&~ção 5 = ~ - ~ - b ,  que é dita uma solução básica. Além - 
disso, se x > 2 ,  então xB é dita uma solução básica viável. -B - 

Vamos então verificar essa solução, com referên - 

cia 2 função objetivo. Para isso dividiremos o vetor c - em 

C e c da mesma forma como fizemos com o vetor x. -B -N3 - 
T Nossa função objetivo, z = c - x - (função que 

queremos maximizar), pode então ser escrita como: 

Substituindo aqui o valor de x obtido em (II.I), 
-B 

teremos : 



Considerando x uma solução básica viável, 
-1 -B 

isto é, x = B b 2 , então x será uma solução Ótima se 
-E3 - -B 

T .  T (cT B-I N - c ) O ,, pois queremos maximizar z. 
-B -N - 

Justificativa 1: 

Existe um teorema que diz que num Problema de 

Programação Linear, se houver um Ótimo finito, ao menos uma so- 

lução Ótima é básica?. 

Como o conjunto de restrições 

X = {xl'A x - = b - e x 2 O) é convexo e a função - - 
objetivo é convexa e côncava, então um Ótimo local é um Ótimo 

global. 

Justificativa 2: 

T Tomemos z = cT B-l b - (cT B-' N - c ) xN. 
-B - -B -N - 

x é o conjunto das variáveis não básicas que -N 
fizemos igual, a O para esta solução. Portanto z = cT B - ~  b. - -B - 

T T Se (cT - B - ~  N - c ) > 0 ,isto significa que pa- 
B 

-N - -  

ra qualquer das variáveis não básicas (pertencente ao conjunto 

x por exemplo, se tentarmos atribuir-lhe um valor dige- x ~ ) ,  j 
rente de O (maior que 0, para obedecer 2 restrição x 2 O), te 

j 
remos : 

z = cT B - ~  b - k x onde k é um componente -B - 
T T 

j' 
de (c B-l N - c ) e portanto não-negativo. Decorre daí que o 

-B -N 
valor de z ficará inalterado ou diminuirá. Portanto z já está 

num máximo (ótimo). 

( 1 )  Ver DANTZIG, G. B. - Linear Programining and Extensions - 
Princeton University Press - Princeton, New Jersey - 1963. 



Temos e n t ã o  a  cond ição  p a r a  que  a  s o l u ç ã o  b á s i c a  

v i á v e l  s e j a  Ótima. Como a  s o l u ~ ã o  i n i c i a l  a r b i t r a d a  d i f i c i l -  

mente s e r á  Ó t i m a ,  temos que  i r  p o r  t e n t a t i v a s ,  s u b s t i t u i n d o  de  

cada  vez uma v a r i á v e l  de xB p o r  uma de x  a t é  que encontremos - -N ' 
o Ótimo d e s e j a d o .  

Mostraremos a  s e g u i r  o  método p a r a  e s c o l h a  da 

v a r i á v e l  que e n t r a r á  na base  e  da v a r i á v e l  que s a i r á .  

Sejam: 

I = { v a r i á v e i s  b á s i c a s } .  

J = { v a r i á v e i s  não b á s i c a s ) .  

Podemos d i z e r  que:  

N =  (a-) ~ E J  - 3 

De ( 1 1 . 2 )  temos que:  

Quando fazemos x  = 0 ,  temos: -N - 

z  = cT B - ~  b ,  que chamaremos de ( v a l o r  c o r r e n -  -B - 
t e  de z). ( 1 1 . 3 )  

cT B--l 
-B N pode s e r  e s c r i t o  como: 



T Por  s u a  v e z ,  cN pode s e r  e s c r i t o  como: 

( c  C ...... C 1 
j 1  j2 jn-m 

levando a :  

xT pode s e r  e s c r i t o  como: -N 

-1 T 
e  o  p rodu to  (c: - B N - c  ) xN pode s e r  e s c r i t o  como: -N - 



a -c.IxIj e teremos entjo: 
jeJ - j 3 

Da mesma forma como chamamos cT B - ~  b de i, cha- -B - 
maremos cT B - ~  a de z e teremos finalmente: -B - j j 

Se todos os z - c 1 0, então x é Ótimo. Caso 
j j -B 

contrário, para pelo menos um j, digamos j=r, z - c < O, e 
r r 

x deverá ir para a base. r 

Novamente de (11.1) temos que: 

Faremos : 

A i-ésima componente de xB pode ser escrita como: - 



Fazendo xN = O teremos: - - 

Para que a solução seja viável, deveremos ter: 

'ir = O ou yir O não nos interessam pois não 

limitam x . 
r - - 

Xi 
Para yir > O temos xr 5 -; y .-.- 

lr 

Tomemos : 
- 
Xs - - -  mínimo Xi 

> o x então será a variá- 9 

ysr Yir Yir S 

vel que sairá da base. 

Mostraremos agora o exposto acima aplicado ao 

nosso exemplo numérico, cuja proposição repetiremos aqui pa- 

ra recordar: 

maximizar z = 3x 
1 + 4x2 + x 3 

sujeito a: 8x + 3x2 + 4x 7 
1 3 - 



I n t r o d u z i n d o  a s  v a r i á v e i s  de f o l g a  obt ivemos:  

Donde : 

Tomando x 4 ' x5 e  x como v a r i á v e i s  b á s i c a s :  6 

-1 Determinante  de  B = 1 e B = 



Lembrando que : 

-1 x = B b, para x -B - -N = 0. teremos: 

1 portanto xB - = (x4 x x ) é uma solução básica viável, le 
5 6 - 

vando a: 

Verificaremos então a condição de otimalidade 

- c > O y?cJ,lembrando que: 
j -- 



z (O o O) 
3 

C3 
= 1 

:. z -C o - 
3 3 

Como para pelo menos um j, z -c < 0,concluimos que 
j j 

esta solução não é Ótima e escolhemos a variável corresponden- 
z -c para entrar na base, no caso x . 
j j 2 

te ao menor valor de 

Lembrando que : 

- 
X 
S - mínimo Calcularemos então - - Xi - 

Ys r Yir'O Yir 

X .  
1 - 7 .  Para i=4, - - - 

yir 3 

X .  
1 - 8  .para i = 6, - - - 

4 , portanto o minimo corresponde a i=5 e 
'ir x sairá da base. 

5 



Neste  ponto  deveriámos:  

. S u b s t i t u i r  em B a  co luna  cor responden te  v a r i á v e l  

que d e i x a r á  a  b a s e  ( n o  caso  x 5 )  p e l a  co luna  de A c o r -  

r e sponden te  2 v a r i á v e l  que e n t r a r á  na b a s e  ( n o  ca-  

s o  x 2 ) ;  

. C a l c u l a r  a  i n v e r s a  da nova m a t r i z  B ;  

. V e r i f i c a r  a  cond ição  de o t i m a l i d a d e  p a r a  a  nova b a s e .  

Se não f o r  s a t i s f e i t a ,  r e p e t i r  o  p r o c e s s o .  Caso con- 
-1 t r á r i o ,  c a l c u l a r  2 = B  b  e  S = cT B-I b  , -B - -B usando 

-1 x  B e  cT c o r r e s p o n d e n t e s  a  e s t a  b a s e .  
-B ' -B  

Pa ra  e v i t a r  o  p r o c e s s o  de i n v e r s ã o  m a t r i c i a l  a  ca- 

da i t e r a ç ã o ,  chamando a  b a s e  a n t e r i o r  de B o  e  a  nova base  d e  
-1 B1, ca lculamos B1 a p a r t i r  de B-I o 

B1 d i f e r e  de BO de apenas  uma c o l u n a ,  que chamare- 

mos de b .  ( n o  nosso  c a s o  a  segunda c o l u n a ,  que corresponde a  
-1 

-1 P a r a  o b t e r  B . 
1 ' 

. Calculamos BÓ' bi ; 

-1 . Formamos uma nova m a t r i z ,  a c r e s c e n t a n d o  5 m a t r i z  B 
O 

o  v e t o r  r e s u l t a n t e  do p r o d u t o  acima;  

. Efetuamos o  p ivotamento  d e s t a  m a t r i z ,  s o b r e  o  i -<si  - 

,mo e lemento  do v e t o r  p rodu to .  Ao f i n a l  do p i v o t a -  

mento, no l u g a r  de B - ~  te remos B y l .  o 



Indo além nesta linha de raciocínio, formemos as 

matrizes : 

Desta forma o produto B! a' nos dará como pri- 
1 -j 

meiro elemento Byi  a - c isto é, z - c que usamos 
1 -j 

1 j' j j' 
para verificar a otimalidade. Por outro lado, ao acrescentar- 

mos B! a' a B! e efetuarmos o pivotamento, estaremos substi 
1 - j  1 - 

T B-l 
tuindo em Bl os valores de c pelos correspondentes 2 no 

-B. i - 
1 

va base. 

Se fizermos 

e incluirmos também X no pivotamento, teremos os valores corres - 
pondentes 2 nova base. 

Representando sob a forma de um quadro: 

variáveis básicas 

variáveis 
básicas 



Colocando nosso exemplo numérico na forma da pá - 
gins a n t e r i o r ,  te remos:  

P a r a  o b t e r  o quadro r e l a t i v o  a nova b a s e ,  e f e -  

tuaremos o pivotamento.  s o b r e  o e lemento  da  l i n h a  de  x 5 ' c u j o  

r e s u l t a d o  apresentamos a s e g u i r :  

-82500 

o:. 1s 7, 

-0:. 6 6  7, 

Pa ra  v e r i f i c a r  a o t i m a l i d a d e  d e s t a  nova solução, 
, t 

b a s t a  m u l t i p l i c a r  o v e t o r  formado p e l a  p r i m e i r a  l i n h a  de B 1  

p e l o s  v e t o r e s  co luna  a' v j € J .  
j 

A s s i m  te remos : 

p a r a  j = l ,  z - c  = (1 
1 1  = - 3 . 6 6 7  



1 
para j = 5, z - c (1 O 

5 5 0.667 O) i!] = 0.667; 

para j = 3, z - c = (1 O 0.667 
3 3 

1 4  

O) 1 - - 

Portanto x entrará na base. Calculando o resto 
1 

= -0.333; 

do vetor B1 a' completaremos o quadro para a ~róxima itera- 
1 -1 

são, conforme mostrado abaixo. 

Para determinar qual variável deixará a base, 

basta dividir cada elemento de X pelo correspondente de Bi o; 
(exceto o elemento da la. linha e lembrando que só interessam 

os valores de B' a' maiores que zero). 1 -1 

( 1 )  Este cálculo não precisava ser feito para j=5, pois x aca- 
bou de sair da base na iteração anterior. 

5 



F e i t o  i s s o ,  concluimos que x deverá  d e i x a r  a  
4 

b a s e .  Efe tuado o p ivotamento  obteremos : 

quando e n t ã o  devemos e n c o n t r a r  t o d o s  o s  z - c p o s i t i v o s ,  o  
j j 

que i n d i c a  que estamos num Ótimo com: 

- - - - 
2 3.310,  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  x 1' X 2  e  x r e s  6 - 

pec t ivamente  i g u a i s  a  0 .786,  0.238 e 6 . 2 6 2  e  a s  v a r i á v e i s  não 
- - 

b á s i c a s  2 x e x i g u a i s  a  O .  
3.' 4 5 



I11 - METODO DE BRANCH AND BOUND 

Na d e s c r i ç ã o  do método de BRANCH AND BOUND u t i -  

l i z a r e m o s  o exemplo numérico i n t r o d u z i d o  no c a p í t u l o  a n t e -  

r i o r .  Por  q u e s t õ e s  de a p r e s e n t a ç ã o ,  estamos u t i l i z a n d o  um 

problema pequeno ( n a  p r á t i c a  ocorrem problemas com a t é  a l g u -  

mas c e n t e n a s  de v a r i á v e i s  i n t e i r a s )  e p o r  e s s e  motivo,algumas 

das  s i t u a ç õ e s  que ocorrem n a  p r á t i c a  não s e  v e r i f i c a r ã o  no 

nosso exemplo. Pa ra  e f e t u a r  uma d e s c r i ç ã o  comple ta  do método 
A 

sem r e c o r r e r  a um exemplo m a i o r ,  a p o s s i b i l i d a d e  de ocor ren-  

c i a  d e s s a s  o u t r a s  s i t u a ç õ e s  s e r á  r e s s a l t a d a ,  nos pon tos  ade-  

quados ao  longo da a p r e s e n t a ç ã o ,  bem como s u a s  impl icações  no 

método. 

P a r a  que um problema de programação l i n e a r  s e j a  

cons ide rado  também i n t e i r o ,  b a s t a  que p a r a  p e l o  menos uma das  

v a r i á v e i s  do problema e x i s t a  a r e s t r i ç ã o  de só poder  a s s u m i r  

v a l o r e s  i n t e i r o s ,  i s t o  é, p e l o  menos uma das  v a r i á v e i s  deve 

s e r  i n t e i r a .  P a r a  aumentar  a r e p r e s e n t a t i v i d a d e  do nosso  

exemplo numérico,  cons ideraremos que t o d a s  a s  v a r i á v e i s  do 

problema s ã o  i n t e i r a s .  

No método de BRANCH AND BOUND,  i n i c i a l m e n t e  r e -  

solvemos o problema como s e  o mesmo f o s s e  de programação li- 

n e a r  s i m p l e s ,  i s t o  é, sem l e v a r  em c o n s i d e r a ç ã o  que .a lguma va - 

r i á v e l  s e j a  i n t e i r a .  No nosso  exemplo i s s o  f o i  f e i t o  no c a p í  - 
- 

tu10  a n t e r i o r ,  conduzindo a um Ótimo com S 3.310;  x , = 0 . 7 8 6 ,  
- - - - I 

~ ~ ~ 0 . 2 3 8  e X 6 = 6 . 2 6 2  , v a r i á v e i s  b á s i c a s ;  x = x  '=x = O ,  v a r i á -  3 4 5  
v e i s  não b á s i c a s .  

P rossegu indo ,  devemos v e r i f i c a r  na s o l u ç ã o  en- 

c o n t r a d a  s e  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  i n t e i r a s  e s t ã o  com v a l o r e s  i n -  

t e i r o s '  . Caso i s s o  o c o r r a ,  a s o l u ç ã ó  e n c o n t r a d a  além de 

ser Ótima é tambe&n i n t e i r a ,  i s t o  é, estamos num Ótimo i n t e i r o .  

( 1 )  Apenas p a r a  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  p o i s  a s  não b á s i c a s  s ã o  
i g u a i s  a O .  



No nosso  c a s o ,  temos x  
1, X 2  

e  x  v a r i á v e i s  i n -  
6 

t e i r a s  com v a l o r e s  f r a c i o n á r i o s .  Escolhemos uma .dessas v a r i á  - 
v e i s  p a r a  s e r  c o r t a d a  . Como n e s t e  pon to  pretendemos apenas  

d e s c r e v e r  a  operação  de c o r t e  , adotaremos como c r i t é r i o  pg 

r a  e s c o l h a  da v a r i á v e l  o menor í n d i c e ,  de ixando p a r a  mais t a r  - 
de a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  o s  c r i t é r i o s  u s u a i s .  P o r t a n t o ,  e f e  - 
tuaremos o  c o r t e  s o b r e  a  v a r i á v e l  x  

1 ' 

A operação  de c o r t e  c o n s i s t e  em s u b s t i t u i r  o  

problema que o r i g i n o u  a  p r e s e n t e  s o l u ç ã o  p o r  d o i s  o u t r o s ,  s e -  

me lhan tes  a o  o r i g i n a l ,  a  menos de uma nova r e s t r i ç ã o  i n t r o d u -  

z i d a  em cada .  O s  d o i s  novos problemas s ã o  p o r  s u a  vez r e s o l -  

v idos  e  s e  s u a s  s o l u ç õ e s  não forem i n t e i r a s  efetuam-se novos 

c o r t e s  e  a s s im por  d i a n t e .  

Se fossemos s e g u i r  n e s t a  f a s e ,  sem nenhuma a l t e  - 
r a ç ã o ,  o  esquema desenvo lv ido  no c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  a  i n t r o d u  - 
ção  d e s t a  nova r e s t r i ç ã o  no problema s i g n i f i c a r i a  a c r e s c e n t a r  

uma nova equação no c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s ,  com o  cor respon-  

d e n t e  ac résc imo de l i n h a  nas  m a t r i z e s  A e  B e  e t c .  e  a  s o l u -  

ção  do novo problema desde  o  i n í c i o .  

Veremos e n t r e t a n t o  que a  i n t r o d u ç ã o  d e s t a  nova 

r e s t r i ç ã o  pode s e r  f e i t a  sem s e r  p r e c i s o  aumentar  a s  m a t r i -  

z e s ,  e  que a  s o l u ç ã o  pode s e r  o b t i d a  a  p a r t i r  da s o l u ç ã o  a n t e  - 

r i o r  . 
A s  r e s t r i ç õ e s  a  serem i n t r o d u z i d a s  s ã o  da f o m :  

Xk 5 e  xk 2 + 1, cons ide rando  que o  c o r t e  e s t á  s e n  - 

do e f e t u a d o  s o b r e  a  v a r i á v e l  x  e  que 
k 

s i g n i f i c a  o  maior  

i n t e i r o  menor ou i g u a l  a  x 
k  ' 

P e l o  desdobramento de um problema em d o i s  o u t r o s  

a t r a v é s  do c o r t e ,  r ep resen ta remos  e s t a  s i t u a ç ã o  p o r  meio de  

uma á r v o r e ,  onde cada nó é um problema o t i m i z a d o ,  c a r a c t e r i z a  - 

do p e l a  s i t u a ç ã o  f i n a l  do quadro  do s implex  r e v i s a d o ,  que por  

comodidade s u b s t i t u i r e m o s  a q u i  p e l o  v a l o r  da função o b j e t i v o  

e  das v a r i á v e i s  b á s i c a s .  



A s s i m ,  o  quadro  a  que chegamos ao  f i n a l  do cap? - 
tu10  a n t e r i o r  d a r i a  or igem a o  p r i m e i r o  nó ( n ó  O ) ,  que na r e -  

p r e s e n t a ç ã o  s i m p l i f i c a d a  que adotamos é mostra'do a b a i x o :  

( O  número do nó e s t á  i n d i c a d o  

no c a n t o  s u p e r i o r  d i r e i t o  da 

f i g u r a )  

A r b i t r a r i a m e n t e ,  r ep resen ta remos  com nó e s q u e r -  

do o  problema ge rado  p e l a  i n t r o d u ç ã ó  da r e s t r i ç ã o  do t i p o  

xk ( bk_l , que s e r á  p o r  i s s o  denominada c o r t e  2 esquerda .  

Da mesma forma teremos o nó d i r e i t o ,  ge rado  p e l o  c o r t e  ' d i -  

4 

Um nó como o  a p r e s e n t a d o  acima é d i t o  -:- um no - 
a b e r t o ,  p o i s  d e l e  podem s e r  gerados  novos nós .  Em oposição,um 
nó fechado é a q u e l e  do q u a l  não s e r ã o  ge rados  o u t r o s  nós .  Um 

nó s e r á  c o n s i d e r a d o  fechado  quando: 

- f o r  e f e t i v a m e n t e  s u b s t i t u i d o  por  s e u s  d o i s  

d e s c e n d e n t e s ;  

- r e p r e s e n t a r  um Ótimo i n t e i r o ;  

- r e p r e s e n t a r  um problema sem s o l u ç ã o  v i á v e l ;  

- ou não i n t e r e s s a r  a  g e r a ç ã o  d e  s e u s  descenden - 
t e s  . 

( 1 )  O motivo p e l o  q u a l  não i n t e r e s s a r á  a  g e r a ç ã o  dos  descenden - 
t e s ,  s e r á  mostrado a d i a n t e .  



Os cortes serão indicados conforme mostrado na 

figura abaixo para o corte da variável x, do nó O: 

Embora existam diferenças, as operações de cor - 
te ã esquerda e 5 direita são bastante semelhantes. Para am- 

bas as restrições devemos eliminar as desigualdades por meio 

de variáveis de folga1 . Assim, x e xklPk_I + 1 tor k -  k - 

nam-se respectivamente: 

x;, , xI1 > O; xk e xk são as variáveis de fol- 
k - 

ga originadas respectivamente pelo corte 2 esquerda e ';.pelo 

corte 5 direita sobre x 
k 

Charrmemos >4; de variável complemen- 
tar esquerda de x e x" de variável complementar direita de k k' 

A introdução destas restrições, sem o corres- 

pondente aumento das matrizes, é obtida por meio de substltui - 
ção-de variáveis. Explicitando x teremos: k 

( i ' )  Ver cap?tuio 11 ... 



Portanto x será substituido no nó k esquerdo 

ixd 
1 1  

por (Xkl - X; e no nó direito por + 1 + xk Resolvi- 
L -J 11 

dos os dois problemas,os valores encontrados para x]: e xk se- 

rão substituidos em (111.1) e (111.2) para obtermos os valo- 

res de x. que nos interessam. Considerando que: 
k 

- I 1 I 
Xk¶ Xk 2 Xk 9 Xk 2 0, temos de (111.2) que 

qualquer valor encontrado para xk numa solução básica viável 
1 

será válido, porém o mesmo não ocorre para x k ' De (111.1) te - 
mos que: 

1 

Xk = pd - x 
> 0, portanto x]: 5 k - (111.3) 

Como as restrições introduzidas limitam ainda 

mais os valores poss?veis para x as soluções dos novos pro- k' 
blemas (feita a ressalva expressa em (III.3)),serão também so- 

luções do problema original. Por outro lado, as limitações so - 
bre os valores de x introduzidas por estas restrições são' as k 
mínimas necessárias, visto que se situam nos valores inteiros 

mais da solução anteriormente encontrada ( e 

L X k l  
+ l),.excluindo tão somente um intervalo 

válido como solução. 

Lembrando da proposição do nosso problema que 

Ax= b , tomemos a i-ésima linha deste sistema: - 

Substituindo alternadamente (111.1) e (111.2) 

em (111.4) teremos: 

1 
a x + a  x +  ...+ aik (pk_l -xk) t . . .  t a .  x = b i  i1 1 i2 2 in n 



que podem ser escritas 

donde podemos concluir 

triz A será a inversão 

como : 

que a Única alteração verificada n.a ma- - 
do sinal da coluna correspondente a 

variável cortada, no- caso do corte 2 esquerda. 

~ambém da proposição do problema temos que: 

OU seja: 

z = c x  t c x  + . . . +  C X  + . . . +  C X  1 I 2 2 k k  n n 

Substituindo alternadamente (111.1) e (111.2) 

em (111.7) teremos: 

que podem ser escritas como: 

donde podemos concluir que no vetor c apenas o elemento corres - - 
pondente a xk mudará de sinal no corte 2 esquerda. 

~ambém a matriz B, o vetor b, etc,sofrerão al- - 
terações devido 2 substituição de variáveis efetuada. porém co - 
mo no ~étodo Simplex Revisado não trabalhamos com estes valores 

e sim com outros, deles derivados (B-l, xB, etc), que formam o 

quadro da Simplex, apresentaremos direto no quadro essas alte- 
- 

raçoes . 



Conforme mostrado anteriormente, o quadro que es 

tamos usando tem a composição representada abaixo: 

variáveis básicas 

Variáveis 

básicas 

- 1 B. é a inversa de B. que por sua vez é composta 
1 1 - 1 

de colunas de A. Portanto as alterações em Bi serão reflexo 

das alterações em A. Como o corte 2 direita não afeta a matriz 
-1 A, neste caso B. também não será afetada. 
1 

No corte à esquerda, a coluna de A que troca de 

sinal corresponde a uma variável básica, portanto a coluna cor- 

respondente em B também trocará de sinal. 
i 

Seja k o índice da coluna de Bi que trocará de 

sinal. Chamemos, para facilitar a representação, de B 2 matriz 
B. e de C 2 sua inversa. 
1 

O produto B x C é constante e igual ã matriz I- 

dentidade (I). Tomemos a expressão de um elemento qualquer des - 
te produto: 

biI. Clj C bi2 '2j + . .. 
+ bik 'kj + ... + bin C = i i j = cons 

n j - 

tante. 

A inversão de sinal da k-Gsima coluna de B se 

traduz na inversão de sinal do elemento b ik ' Para que o produ- 

to acima permaneça constante, é necessário e suficiente que o 

elemento c também troque de sinal. Portanto a troca de sinal 
k j 

da k-ésima coluna de Bi provoca a troca de sinal da k-ésima li- 

nha de sua inversa. 
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Note-se que a é a coluna de A correspondente a -k 
xk,e que xk é uma das variáveis básicas nesta solução. Portan - 

-1 
to ek será também uma coluna de B. e por isso o produto B. a 

1 1 -k 
corresponderá 2 coluna da matriz Identidade correspondente a 

Xk ' isto é, terá todos seus elementos nulos, exceto o k-ési- 

mo que será igual a 1. 

Portanto o Único elemento de X que sofrerá a1 
Bi - 

teração devido ao corte à direita será o correspondente a x k' 
que será decrementado de ( PkJ t 1). 

No caso do corte 2 esquerda, teremos: 

A troca de sinal da linha de Byl correspondente 
I 

-1 
a xk, no produto B. b afetará apenas o elemento corresponden 

1 - - 
te a xk que também trocará de sinal. tQuanto ao termo 

lembrando que ( -  ak) é que é a coluna de 

afirmar que terá todos os elementos 

nulos, exceto o correspondente a x que será igual a k 
Portanto o Único elemento de XB1 que sofrerá 

I 

do ao corte 2 esquerda será o correspondente a xk que trocará 
de sinal e será acrescido de pkj. 

- T B-l 
De CII.3) temos que z c b -B, i - 

De (111.9) temos que após o corte 2 direita: 

z - ck (p]c_l C 1) c T x  donde a = c T x t  c - - - - 

Por outro lado, de (111.6) vimos que b torna-se 
T - 

-1 
- ok - t 11, enquanto c - e Bi mantem-se inalterados. -Bi 

Portanto: 

- 
donde z cT BT' b - -  

-Bi 1 - 
1 



-1 Como vimos anteriormente, o produto Bi a -k terá 
h todos os elementos nulos, exceto o correspondente a variável 

* xk, e deste modo o produto cT ~7' -B. t 1) se reduzirá a 
1 ck (pd t 1). Portanto: 

- 
= cT B T ~  - Ck (IxkJ + 1) + ck ( w  t 11, donde se po -B. 1 - - 

1 L - 

de concluir que S não se altera devido ao corte 2 direita e, 

por raciocínio semelhante, que o mesmo ocorre para o corte 2 es 
querda. 

Resumindo, as alterações devidas aos cortes sobre 

Xk são: 

a) Corte 2 esquerda: 

. Troca de sinal da coluna correspondente a x na matriz A; k 

. Troca de sinal do elemento correspondente a x no vetor c; k - 

. Troca de sinal da linha correspondente a x na matriz B T ~ ;  k 1 
- . Substituição de Xk por (-xk t l!d ) . 

b) Corte 5 direita: 
- . Substituição de x por (xk - (pd t 1)). k 

Voltando ao exemplo numérico, thhamos como nó ol: 

e decidimos cortar x 1 ' 

(O número do nó está in - 

dicado no canto supe- 

rior esquerdo da figu- 

ra) 

( 1 )  Ver final do capitulo 11. 



Efetuando as alterações definidas acima, teremos: 

. para o corte esquerda: 

. para o corte direita: 

Estes dois Últimos quadros serão os quadros ini- 

ciais para o nó esquerdo e direito, respectivamente. Ambos re- 

presentam soluções básicas, pois x = 0, porém não viáveis, -N - 
pois temos uma variável básica (x' e x") com valor negativo em 1 1 
cada. 

Temos então que otimizar estes nós, isto é, resol - 
ver os problemas que êles representam. 

Na otimização dêstes nós, em lugar de decidir 

qual variável deverá entrar na base e, em função desta, qual 

sairá, faremos ao contrário: escolhemos qual variável deixará 

a base e, em função desta, qual entrará. 

Para sair da base, escolhemos qualquer uma das va 

riáveis que tornam esta solução não viável, isto é, qualquer va - 
riável que esteja com valor negativo. Seja xk esta variável. 

Para definir a variável que entrará na base, tome - 

mos de (11.1) a expressão de xB - : 
i 



Faremos : 

J = {índices das variáveis não básicas desta solu - 

çãol 

A k-ésima componente de x pode ser escrita co- -B. 
1 

sairá da base a variável xk e entrará x . Fazen- r 
do, para a nova solução, as variáveis não básicas iguais a O, 

teremos : - 

Para que esta solução seja viável deveremos ter 
- 

x 5 O ,  e como x 0, deveremos então ter y < 0. r -  k kr 

Por outro lado, de (11.4) temos que: 

Fazendo x = O teremos: -N. 
1 

Como (z - c ) > O (pois antes do corte estávamos r r - 
num ótimo) e x > O (para que tenhamos uma solução viável), po- r - 
demos concluir que o valor de z sofrerá um decréscimo. Como es - 

tamos maximizando, este decréscimo deverá ser o menor possível. 

Assim, estamos interessados no: 
r- 7 

mínimo kzr - C r XJ 



S u b s t i t u i n d o  x  p e l a  s u a  e x p r e s s ã o  em ( 1 1 1 . 1 0 ) :  
r 

Como X 6 c o n s t a n t e  e  n e g a t i v o ,  podemos e s c r e v e r  k 
e n t ã o  : 

que a  v a r i á v e l  x  e n t r e  na b a s e .  r 

Em termos do quadro  do Simplex ~ e v i s a d o ,  e s t e s  

c r i t é r i o s  s e  t raduzem em: 

. s a i  da b a s e  uma das  v a r i á v e i s  c u j o  v a l o r  na co - 
l u n a  X s e j a  n e g a t i v o .  Se não houver  nenhuma v a r i á v e l  n e s t a  s i -  

t u a ç ã o ,  e n t ã o  es ta remos  num Ótimo; 

. calculamos p a r a  cada  v a r i á v e l  não b á s i c a  o  p r o  - 

d u t o  da l i n h a  de B!  c o r r e s p o n d e n t e  v a r i á v e l  e s c o l h i d a  p a r a  
1 

d e i x a r  a  base  p e l a  co luna  de A '  c o r r e s p o n d e n t e  2 v a r i á v e l  não 

b á s i c a  em q u e s t ã o ;  

. a s  v a r i á v e i s  p a r a  a s  q u a i s  o  p rodu to  acima f o r  

não n e g a t i v o  s e r ã o  abandonadas ( s e  t o d a s  e s t i v e r e m  n e s t a  s i t u a -  

ç ã o ,  o  problema não t e r á  s o l u ç ã o  e  o  nó ~ e r á  f e c h a d o ) ;  

. p a r a  a s  demais ,  ca lculamos z - c ( p r o d u t o  da 
j  j  

p r i m e i r a  l i n h a  do quadro  p e l a  j -ésima co luna  de A ' ) ,  e  o  quoci -  

e n t e  e n t r e  e s t e  v a l o r  e  o  o b t i d o  acima;  

. s e r á  e s c o l h i d a  p a r a  e n t r a r  na b a s e  a  v a r i á v e l  

que a p r e s e n t a r  o  menor v a l o r  a b s o l u t o  p a r a  o  q u o c i e n t e .  

Determinada a  v a r i á v e l  que e n t r a  e  a  v a r i á v e l  

que s a i ,  o  p r o c e s s o  segue  normalmente, c a l c u l a n d o - s e  a  co luna  

B!  a '  e f e t u a n d o - s e  o  p ivo tamento ,  e t c . . .  
i - j 9  

P e l o  que vimos a t é  a g o r a ,  no d e c o r r e r  de t o d o  o  

p r o c e s s o ,  t rabalhamos apenas  com o  quadro  do Simplex Revisado e  
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a  n a t r i z  A '  . Kepetiremos a q u i  e s t a  Úl t ima1.  

No exemplo que estamos a p r e s e n t a n d o  havíamos che 
- 

gado,  p a r a  o  c o r t e  ã e s q u e r d a ,  a :  

P rossegu indo  de acordo  com o  esquema desenvo lv i -  

do ,  escolhemos xi p a r a  d e i x a r  a  b a s e .  
I 

P a r a  x  te remos:  
3 

que nos i , n t e r e s s a  p a r  s e r  n e g a t i v o .  

P rossegu indo :  

e o  q u o c i e n t e  (em v a l o r  a b s o l u t o )  0 . 5 0 1  / 0.5 = 1- .002, ,  

( 1 )  No d e c o r r e r  do p r o c e s s o  a  Única modi f i cação  que o c o r r e  em 
A' e  a t r o c a  de s i n a l  das  c o l u n a s  c o r r e s p o n d e n t e s  5s v a r i á -  
v e i s  c o r t a d a s  e s q u e r d a .  P o r i s s o  manteremos a  m a t r i z  A '  
r e f e r e n t e  ao  problema o r i g i n a l ,  i n v e r t e n d o  d u r a n t e  o s  c á l -  
c u l o s ,  quando f o r  o  c a s o ,  o  s i n a l  das  c o l u n a s .  



P a r a  x 
4 ' 

que tambem s e r v e .  

(1 0.238 

P a r a  x5: 

que não i n t e r e s s a  e  p o r t a n t o  s e r á  

o > 

aband 

= 0.071,  

- - 
onado . 

Comparando o s  q u o c i e n t e s ,  concluimos que x3 deve - 
r á  e n t r a r  na b a s e ,  levando 2 :  

X 

Efetuando o p ivotamento  s o b r e  o e lemento  na i n -  

t e r s e ç ã o  de  x' com B! a '  te remos:  
1 1 - 3 '  



pivotamento  5: 

3 6 

Prossegu indo ,  sa i  x e e n t r a  x l evando ,  após o 
6 4 

Como t o d a s  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  s ã o  p o s i t i v a s ,  

es tamos novamente num Ótimo, que e n t r e t a n t o  a i n d a  não é i n t e i -  

r o .  

Quanto a o  c o r t e  d i r e i t a  havíamos chegado 2 :  

Como p r i m e i r o  p a s s o  na o t i m i z a ç ã o  do problema a -  

cima,  s a i r á  da b a s e  x:', sendo s u b s t i t u i d o  p o r  x Após o p ivo-  5 ' I 

tamento  te remos:  

que é uma s o l u ç ã o  não v i á v e l  devido a 
X 2  ' 

quema desenvo lv ido ,  x 2  deve s a i r  da b a s e .  

De acordo  com o e s -  

E n t r e t a n t o ,  ao  e f e t u  - - 
armos o p rodu to  da l i n h a  de  x 2  em B! po r  a ! ,  37 x nao b á s i c o ,  

I -I j 
só encontraremos v a l o r e s  p o s i t i v o s ,  o que i n d i c a  que e s t e  pro-  

blema não tem s o l u ç ã o  l i m i t a d a ,  sendo p o r i s s o  abandonado, e o 

nó c o r r e s p o n d e n t e ,  fechado.  



Representando sob. forma de  á r v o r e  o s  r e s u l t a d o s  

a t é  a g o r a  o b t i d o s ,  t e r í a m o s :  

Na f i g u r a  acima temos que:  

. o  nó O é um nÓ fechado ,  p o i s  d e l e  já foram ge- 

r a d o s  os  d o i s  problemas p o s s T v e i s ;  

. o  c o r t e  5 d i r e i t a  r e s u l t o u  num nó f e c h a d o , p o i s  

o  problema não t i n h a  s o l u ç ã o ;  

. o  nó 1 é um nó a b e r t o  p o i s  r e p r e s e n t a  um Ótimo 

não i n t e i r o .  

No nó 1, a  v a r i á v e l  x a p a r e c e  s e p a r a d a  p e l a  li- 
1 

nha p o n t i l h a d a  p a r a  i n d i c a r  que s e u  v a l o r  f o i  o b t i d o  i n d i r e t a -  

mente d e s t e  quadro ,  p o i s  e l a  f o i  s u b s t i t u i d a  n e s t e  problema p o r  

x' De (111.1) temos que p a r a  o  c o r t e  2 e s q u e r d a  
1" 

s o b r e  xk ,  
I 

xk = Lxd - x '  k' N a  p r e s e n t e  s i t u a ç ã o ,  k  = 1, L.1] = O  e  

x '  O ( v a r i á v e l  não b á s i c a  n e s t a  s o l u ç ã o ) ,  donde r e s u l t a  que 1 
X1 = o .  
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Como só temos um nÓ a b e r t o ,  somos o b r i g a d o s  a  

c o n t i n u a r  a  p a r t i r  d ê l e .  porém, f requen temente  o c o r r e  têrmos 

d i v e r s o s  nós a b e r t o s ,  s u r g i n d o  a  n e c e s s i d a d e  de d e c i d i r  q u a l  s e  - 
r ã  c o r t a d o  i n i c i a l m e n t e .  Abster-nos-emos por  enquan to  de d i s -  

c u t i r  a s  p o l í t i c a s  usualmente a d o t a d a s  na s o l u ç ã o  d e s t e  p r o b l e -  

ma, i n d i c a n d o  simplesmente que caminharemos na á r v o r e  em p r é - o r  - 
dem. 

A p a r t i r  d e s t e  pon to  omit i remos o s  r e s u l t a d o s  i n  - 
t e r m e d i z r i o s ,  s ó  nos de tendo em d e t a l h e s  quando p a r a  complemen- 

t a r  a  e x p o s i ç ã o  do método. 

Cor te  de x2 ( n ó  1): 

. nó esquerdo :  

S a i  v a r i á v e l  x' e n t r a  x  
2 ' 5 ' 

Ótimo não i n t e i r o .  

. nó d i r e i t o :  



t r a  x.' 
1 ' 

39 

S a i  v a r i á v e l  x e n t r a  x s a i  v a r i a v e l  x en-  
2 ' 6 "  3 ' 

Independentemente ,  e  mesmo a p e s a r  d e ,  a p a r e n t e -  

mente,  termos a l c a n ç a d o  um~Õt imo,pe lo  f a t o  de t e r  e n t r a d o  na ba - 
s e  uma v a r i á v e l  complementar e squerda  ( x '  1, devemos v e r i f i c a r  

1 
s e  s e u  v a l o r  a t u a l  e s t á  d e n t r o  do l i m i t e  v á l i d o ,  conforme e s t a -  

be lec i .do  em ( 1 1 1 . 3 ) .  

No p r e s e n t e  c a s o  deveríamos t e r  x: L O .  Como 
I 

t a l  não o c o r r e ,  e s t a  s o l u ç ã o  6 b á s i c a  v i á v e l  p a r a  o problema em 

que a s  v a r i á v e i s  s ã o  x;, x 2 ,  x 3 ,  x 4 ,  x5 e  x ~ o r é m  não é v i a -  
6 '  

v e l  p a r a  o problema o r i g i n a l ,  e m  que a s  v a r i á v e i s  eram x 
1' X 2 3  

P a r a  s o l u c i o n a r  este problema,  s u b s t i t u i m o s  ago- 

r a  x '  p e l a  v a r i á v e l  o r i g i n a l ,  x  
1 1 ' 

De (111.1) temos que :  

- 
P o r t a n t o ,  a g o r a  faremos x i  = I xk ( - xkY que no 

c a s o  a t u a l  s e r á :  x i = O - x  
1 ' 

A s  a l t e r a ç õ e s  d e c o r r e n t e s  d e s t a  

operação  s ã o  i d ê n t i c a s  às v e r i f i c a d a s  por  o c a s i ã o  do c o r t e  5 e s  - 

. a; - t r o c a  de s i n a l ,  vo l t ando  p o r t a n t o  5 condi-  

ção  i n i c i a l ;  

. a l i n h a  de B; c o r r e s p o n d e n t e  a  x '  t r o c a  de s i  1 ' - 
n a 1  ; 

- . x i  será s u b s t i t u i d o  p o r  ( -x '  + 
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Efetuando a substituição: 

quando concluimos que o problema incidentalmente não tem solu- 

ção. 

Representando na árvore: 



Mais uma vez no nosso  exemplo temos apenas  um nó 

a b e r t o .  Cortando x ' 
3 ' 

. nó esquerdo :  

S a i  v a r i á v e l  x t  e n t r a  x 
3 ' 6 '  

Embora tenhamos encon t rado  um Ótimo i n t e i r o ,  na- 

da  nos g a r a n t e  que e s t a  s e j a  a  melhor s o l u ç ã o .  Devemos p o r t a n -  

t o  p r o s s e g u i r  p o i s  podemos e n c o n t r a r  o u t r a s  s o l u ç õ e s  i n t e i r a s  

com v a l o r  maior  p a r a  a  função  o b j e t i v o  (es tamos maximizando).  

d i r e i t o :  



Sai variável x" entra x:. 
3 ' 

Se estivéssemos interessados apenas na melhor sol - 
lução inteira, êste nó poderia ser abandonado (fechado), pois: 

. já temos uma solução inteira com = 1.000; 

. o valor de S neste problema já está em 0.000; 

. qualquer solução, inteira ou não, obtida a par - 
tir deste nó será menor ou no máximo igual 2 solução corrente, 

porque a cada corte a tendência é restringir cada vez mais o va - 
lar de z. 

Entretanto, muitas vezes estamos interessados em 

todas as soluções inteiras do problema, e então não abandonare- 

mos nenhum nó nesta situação. Outras vêzes queremos as solu- 

ções inteiras cujo valor da função objetivo seja maior que de- 

terminado valor (quando maximizando), e então abandonamos OS 

nós que não satisfaçam esta condição. 

Consideraremos aqui que nos interessam todas as 

soluções inteiras. 

Prosseguindo, temos x' com valor superior ao li- 2 - 
mite válido e portanto substituimos x; por 
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Sai variável x entra x l .  
2 ' 1 ' 

x: ultrapassou o limite; substituimos xi por xl: 

O problema não tem solução. 



Na árvore: 



Por falta de nós abertos o problema é então en- 

cerrado, tendo como Única solução inteira a do nó 5. 

Mais um ponto cabe ser ressaltado no método. 0- 

casiões há em que, por força dos critérios adotados para esco- 

lha do nó e da variável a ser cortada, vimo-nos na situação de 

ter que cortar uma variável complementar. Ora, como as variá- 

veis complementares não são variáveis do problema original, ten - 

do sido introduzidas como auxiliares no método. para evitar o 

aumento das áreas de dados utilizadas na solução, antes de efe- 

tuarmos o corte devemos substituir a variável complementar pela 

original correspondente. 

As alterações decorrentes do retorno de uma va- 

riável original ao problema, em substituição a uma variável com - 

plementar esquerda, já foram mostradas no decorrer do exemplo 

(quando uma variável complementar esquerda ultrapassa o limite 

válido). Para o caso de substituição de variável complementar 

direita, a Única modificação será a substituição do elemento de 
- - - - 
x, - digamos xi, por x" + I xkl + 1. k 

L 2 

O critério que adotamos para escolha do nó a ser 

cortado tem a vantagem de termos a inversa da base já calcula- 

da, pelo menos enquanto estivermos descendo por um mesmo ramo 

da árvore de nós. Suponhamos um caso extremo em que só tenha- 

mos espaço na memória principal para armazenar uma inversa. SÔ - 
mente após alcançar o fim do ramo é que necessitaremos refazer 

uma inversa. ~orém, se por um lado ganhamos tempo minimizando 

o número de vêzes que teremos que efetuar inversão de matrizes, 

por outro lado podemos estar efetuando muitos cortes além do ne - 

cessário, pois num outro ramo da árvore talvez pudesse ser en- 

contrada a solução em um número menor de iteraçÕesl. 

( 1 )  Outros critérios para escolha do nó e da variável a ser cor 
tada são mostrados em Maculan, N. F. - Programação ~inear 
Inteira - capítulo IV - PDD - 17/78 - COPPE/UFRJ. 



IV - MODELO IMPLEMENTADO 

Na implementação do sistema computacional, pro- 

curamos não apenas desenvolver um sistema para solução de pro- 

blemas de Programação Linear Inteira, mas principalmente um sis - 

tema que permitisse ao usuário aproveitar-se do seu conhecimen- 

to acerca do problema a resolver a fim de reduzir o custo da 

obtenção da solução e tambem testar novas políticas para sele- 

ção de nó e variável a ser cortada. 

Assim, independentemente da modularização ditada 

pelas regras da boa programação, tomamos especial cuidado -em- 

manter em módulos isolados os trechos de programa que realizam 

a escolha do nó e da variável, de modo a facilitar suas altera- 

ções. 

Desta forma, o usuário tanto pode usar o sistema 

para resolver seus problemas de Programação Linear Inteira, a- 

ceitando os critérios de corte que foram implementadosl, ou re- 

programar o módulo correspondente ao critério que deseja alte- 

rar e utilizar o resto do sistema sem precisar fazer alterações., 

Outro ponto em que o usuário pode exercer alguma 

influência sobre o sistema é com relação às áreas para armazena - 
mento dos dados. Esta influência é exercida por meio de parâme - 
tros, sem necessidade de programação adicional. 

ESTRUTURA DE ARMAZENAMENTO 

Na descrição do ~étodo de BRANCH AND BOUND, vi- 

mos a necessidade de armazenar um número variável de nós duran- 

te a solução do problema. Embora só precisemos armazenar osnós 

abertos, o número destes geralmente alcança valores tais quetor - 
na-se impraticável mante-10s todos na memória principal. Como 

solução, adotamos 3 nlveis de armazenamento: memória, disco e 

fita. 

( i )  Os critérios implementados foram os usados no exemplo do ca - 
pztulo anterior. 



Para armazenamento na memória principal, utiliza 

mos uma lista simplesmente encadeada. Isto porque: 

- a estrutura arborescente usada para represen- 

tar a geração dos novos nós atraves dos cortes 

pouca utilidade tem para a escolha do nó a ser 

cortado ; 

- trabalhamos sempre com as folhas da árvore; 

- a simplicidade da estrutura adotada dá ao mode - 
10 a flexibilidade necessária para permitir a1 - 

terações no critério de escolha do nó, com mo- 

dificações localizadas. 

A cada nó (otimizado) é atribuido um valor, que 

chamaremos de peso do nó, que indica a prioridade para escolha. 

A cada iteração é cortado o nó de maior peso. 

A lista de nós na memória é mantida ordenada por 
valores decrescentes de peso e cada elemento da lista contém um 

nó pronto para ser cortado. 

No disco, armazenamos uma versão simplificada do 
a 

no, contendo o mínimo de informações necessárias paea refaze- 

10. Físicamente no disco, os nós não obedecem a nenhuma ordena - 

ção. Na memória principal é mantida uma lista simplesmente en- 
cadeada, ordenada por peso, com cada elemento associado a uma 

posição no disco e por conseguinte ao nó correspondente no dis- 

co. A esta lista daremos o nome de mapa do disco. 

Na fita armazenamos tambem uma versão simplifica - 

da do nó. Não existe nenhuma ordenação: nem diretamente na fi- 

ta nem na memória principal. 

Se considerarmos a memória como O nível mais al- 

to de armazenamento, seguida de disco e finalmente fita, pode- 

mos dizer que em cada nível, nenhum nó tem peso superior ao me- 

nor peso existente no nível imediatamente superior. Isto impli - 
ca em que, um nó não pode ser armazenado num determinado nível, 

mesmo que haja espaço neste nível, se existir num dos níveis a- 

baixo dele algum nó com peso superior ao nó em questão. ~ s t o é ,  

o nó será então armazenado num dos níveis inferiores. 



a a 

Quando um no e cortado, dá origem a dois outros 

que serão então otimizados. H; portanto necessidade de armaze - 

ná-los, mesmo que temporariamente, na memória principal, até 

que êles sejam otimizados e tenham sido decididos seus desti- 

nos (se serão fechados, armazenados na memória principal, arma - 

zenados em disco ou em fita). Para um destes novos nós é apro - 
veitado o espaço do nó pai, que será fechado. Quanto aooutro, 

se não houver espaço na memória principal, o nó de menor peso 

na memória será tranferido para disco. Esta ressalva é feita 

para mostrar que sempre haverá espaço na memória principal pa- 

ra armazenar o nó quando formos decidir aonde armazená-lo. De - 
vido ao exposto no parágrafo anterior, não podemos simplesmen- 

te deixar o nó na memória principal. 

Considerando Pd e Pf o maior peso presente no 

disco e na fita, respectivamente, e P o peso do nó N que se 

quer armazenar, o seguinte algorftmo determina onde N deve ser 

armazenado: 

~ l ~ o r í t m o  I: 

1. Se P < Pf, então grava N na fita. Fim. 

2. Se P < Pd, então percorre o mapa do disco para determi- 

nar onde N deve ser inserido; 

3. Se houver espaço no disco, grava N no disco na posição 

determinada acima; atualiza o mapa de disco. Fim. 

4. Se não houver.espaço no disco e no passo 2 foi determi- 

nado que N deve ser inserido no final da lista (mapa do 

disco), então grava N na fita. Fim. 

5. Se não houver espaço no disco e no passo 2 foi determi- 

nado que N deve ser inserido no início ou no meio da 

lista, então procura o Último nó da lista (mapa do dis- 

co); grava este nó na fita e volta ao passo 3 (agora há 

espaço no disco). 

Dissemos acima que a cada iteração é cortado o 

nó de maior peso. O algorítmo abaixo localiza êste nó e com- 

pleta a tarefa de gerenciar as áreas de armazenamento. Neste 

algorítmo consideramos que existe em disco espaço para N nós. 



No algorTtmo I acima referimo-nos simplesmente 

a "fitaTT, dando a idéia de apenas um arquivo em fita. Para es - 

se algoritmo, tudo se passa como se só existisse um arquivo em 
- 

fita. ~á para o próximo algoritmo, veremos que sao necessári- 
os dois arquivos em fita, porém na prática apenas um de cada 

vez estará em atividade. Para identificar os dois arquivos, 

chamaremos de fita ativa o arquivo onde estão sendo gravados os 

nós (este é o arquivo do algoritmo anterior), e fita inativa o 
outro. 

~ l ~ o r í t m o  11: 

1. Verifica se a lista de nós na memória está vazia. Em 

caso afirmativo, continue a partir do passo 2. Casocon - 

trário, siga com o passo 8; 

2. Verifica se o disco está vazio (mapa do disco). Em ca- 

so afirmativo continue a partir do passo 3. Caso con- 

trário, siga com o passo 7; 

3. Verifica se a fita ativa está vazia. Em caso afirmati- 

vo não existem mais nós abertos e a solução final do 

problema terá sido alcançada. Caso contrário, prcsse- 

guir com o passo 4; 

4. Ler a fita ativa selecionando (guardando a posição re- 

lativa do registro) os N/2 nós de maior peso; 

5. Copiar a fita ativa para a fita inativa, excluindo os 

N/2 nós selecionados no item anterior, que serão grava- 

dos no disco (mantendo atualizado o mapa do disco); 

6. Inverter as fitas, isto é, a fita inativa passa a ser 

considerada fita ativa e vice-versa; 

7. Ler do disco o nó de maior peso (de acordo com o mapa 

do disco) e colocá-lo na fila de nós na memória (o nó 

deverá ser refeito) ; 

8. O primeiro nó da lista de nós na memória é o nó procura 
do. Fim. 



A estrutura de armazenamento adotada, juntamen- 

te com os dois algoritmos descritos têm por objetivo: 

. selecionar para o corte sempre o nó de maior peso; 

. manter os nós de maior peso o mais facilmente acessíveis 
e vice-versa. 

No Último algoritmo dois pontos merecem ser co- 

mentados: a passagem de nós de disco para memória e a passagem 

de nós de fita para disco. 
a 

Na passagem de disco para memória, apenas um no 
4 

é passado de cada vez. Isto porque o acesso ao nó no disco e 

feito de maneira direta e o processo requer apenas a leiturado 
a 

no. Por outro lado, este nó na memória ao ser cortado gerará 
A 

novos nos, podendo inclusive encher novamente toda a lista na 

memória. 

~á a passagem de fita para disco envolve um nú- 
mero maior de operações, exigindo inclusive duas leituras na 

fita. Procuramos então diminuir estas passagens, transferindo 

de cada vez um grupo de nós. Arbitrariamente escolhemos trans - 

ferir o número suficiente para ocupar a metade do espaço reser - 

vado no disco. 

Pelo que foi até agora exposto, podemos ver que 

a definição dos critérios para escolha do nó será feita no mó- 

dulo que calcula o peso do nó. 

Na figura a seguir apresentamos os principais 

módulos lógicos do sistema, bem como suas ligações, passando 

então a descrever cada um dêles. 



- - / Leitura e análise dos 

parãmetros / alocação 

das áreas 

I Leitura dos dados / 

I montagem do problema 
1 inicial 

v 

Otimização do proble- 

ma inicial L 
I 

Escolha da variavel a 

ser cortada 

Criação dos nós Es- 

querdo e Direito 

c 
Otimizaçao dos nos 

criados 

Cálculo dos pesos dos 

nós otimizados 

/ Armazenamento dos nós / 
segundo os pesos 

- - 

Localiza nó a ser 

cortado 



Neste módulo são lidos os parâmetros que defi- 

nem o problema a ser resolvido (número de variáveis do proble- 

ma, número de variáveis inteiras, etc.), os recursos a serem u- - 
tilizados na execução (área de memória principal, area em dis- 

co, etc.) e formato para leitura e apresentação dos dados (nÚme - 
4 

ro de colunas no cartão de entrada, numero de casas decimais 

dos valores fracionários, etc.). É também verificada a consis- 

tência dos mesmos. 

A relação completa dos parâmetros, junto com as 

instruções para sua codificação, será apresentada no próximo ca - 

pítulo. 

Para os parâmetros opcionais, a ausência de expe - 

cificação implicará na adoção de valores pré-definidosl. 

Procuramos, com a utilização de parâmetros, dar 

um pouco de flexibilidade 2 codificação dos dados para o siste- 
A 

ma e para a apresentação dos resultados, porem, para .transfor- 

mar este num sistema comercial, uma flexibilidade maior deve 

ser provida. 

~ambém neste módulo são feitas a alocação e a 

"inicialização" das áreas de trabalho, de acordo com os valores 

dos parâmetros lidos ou assumidos. 

Neste módulo são lidos os dados do problema u- 

sando as descrições definidas nos parâmetros, e é feita a mon- 

tagem do problema inicial. ~ãsicamente, são preenchidos a ma- 

triz A' e o nó O do problema2. 

( 1 )  Ver também no capítulo. 

( 2 )  Ver capítulo anterior. 



Neste módulo o nó O é otimizado, de acordo com o 
esquema apresentado no capítulo 11. 

~á nesta etapa da implementação deparamo-nos com 
problemas de perda de precisão devidos manipulação de valores 

em ponto flutuante. 

Uma das manifestações destes problemas é o fato 

de valores que deveriam resultar nulos ou inteiros apresentarem 

reslduos fracionários. A solução adotada foi definir um valor 

(que no sistema chamamos de EPSI e que pode ser alterado na lei - 

tura dos parâmetros) que indica a precisão desejada. Assim, di - 

ferenças inferiores, em valor absoluto, a EPSI não serão consi- 

deradas, e em certos casos corrigidas. 

Exemplificando, se temos EPSI 0.005, uma variá 

vel com valor 0.004 será considerada nula e com valor 0.995 se- 

rá considerada inteira. 

Outra manifestação destes problemas é a existên- 
cia de diferença entre o valor da função objetivo obtido direta - 

mente do quadro ( E )  e o valor calculado por meio dos valores 

correntes das variáveis básicas ( X R )  Neste caso a solução ado - 
- 

tada foi recalcular ~f' sempre que este fato se verifica. 

Neste módulo é escolhida a variável a ser corta- 
da. Na fase de leitura dos dados (módulo 2, acima), são também 

lidos e armazenados os índices das variáveis inteiras. Na pre- 

sente implementação, a ordem em que são lidos os índices define 

a prioridade para corte destas variáveis. A execução deste mó- 

dulo reduz-se a percorrer a lista de variáveis inteiras, verifi - 
cando para cada uma se a mesma está na base com valor fracioná- 

rio. A primeira variável que satisfizer a essas condições será 

escolhida para ser cortada. Como só são armazenados nós aber- 

tos, pelo menos uma variável estará nesta condição. 

Para modificar o critério de escolha da variá- 

vel, este módulo deverá ser reprogramado. 



 este-módulo s$o reservadas as áreas para os no- 

vos nós na memória principal' e introduzidas as alterações devi - 
das aos cortes, 'esquerdo e direito, respectiyamente, conforme 

descrito no capítulo anterior. 

Neste módulo os novos nós são otimizados, de a- 

cordo com o esquema desenvolvido no capítulo 111. 

Da otimização de cada novo nó pode resultar que: 

1) O nó representa um problema sem solução. 

Neste caso o nÓ é fechado. 

2 )  O nó apresenta uma solução viável, ~ o r é m  não inteira. 

Neste caso 6 verificado'se este nó pode conduzir 
a uma solução que interesse, dependendo do número de ,2soluçÕes 

inteiras desejadas, do valor limite da função objetivo imposto 

para estas soluções e do número e valores (função objetivo) das 

soluções inteiras já encontradas. Em suma, o valor obtido para 

a função objetivo nesta solução é comparado com os limites defi - 
a a 

nidos pelas condições acima e caso não os satisfaça, o no sera 

fechado. Caso contrário o nó será passado para o ~róximo módu- 

10. 

3) O nó apresenta uma solução inteira. 

Neste caso há também uma dependência das condi- 

ções referidas no item anterior. Para maior clareza, recorrere - 
mos 5 exemplificação. Suponhamos que estamos maximizando, dese - 

jamos as 3 melhores soluções e o nó em questão apresenta solu- 

ção inteira com z = 5. As situações que podem ocorrer enqua- 

( 1 )  Ver "Estrutura de Armazenamentoff, neste capítulo, acima. 



dram-se num dos casos seguintes: 

a) JZ foram encontradas três soluções inteiras, 

todas com valor (função objetivo) maior que 5. Neste caso o nó 

em questão é simplesmente fechado. 

b) Mesmo com a presente solução o número de solu A 

4 A 

çÕes inteiras é inferior a 3. Neste caso o no e fechado e guar A 

dado para definição posterior (podem ou não surgir soluções me- 

lhores ) . 
C) Com a presente solução o número de soluções 

inteiras fica igual ou maior que 3. Tomamos apenas as três me- 

lhores soluçÕes, e destas a de menor valor. Eliminamos do pro- 

blema todos os nós abertos com valor inferior a esse. Para os 

nós na memória principal ou no disco a eliminação é feita imedi - 
atamente. Para os nós em fita a eliminação é feita quando for 

preciso ler a fita1. O nó em questão é também fechado e guarda - 
do para definição posterior. 

Para o caso de minimização, raciochio semelhan- 

te se aplica. 

Neste módulo são calculados os pesos dos nós oti - 

mizados no módulo anterior e que não foram fechados. Na presen A 

4 

te implementação o cálculo do peso se resume em atribuir ao no 

o peso atribuido ao nó anterior, incrementado de 1. Como este 

módulo é executado primeiro para o nó direito (quando existir), 
isto garante o percurso da árvore em pré-ordem. 

Os critérios para escolha do nó a ser cortado 

são definidos neste módulo e convertidos no peso do nó. Para 

modificasão destes critérios, este módulo deverá ser reprograma A 

do. 

(1 )  Ver o algorítmo I1 apresentado no tópico "Estrutura de Arma - 
zenamento" acima, neste capítulo. 



Neste módulo é decidido e efetuado o armazenamen - 
to dos nós em questão, na memória principal, em disco ou em fi- 

ta, de acordo com o algoritmo I apresentado no tópico "Estrutu- 

ra de Armazenamento" acima, no início deste cap?tulo. 

Neste módulo é localizado o nó aberto de maior 

peso, se existir algum nó aberto. A execução deste módulo cor- 

responde 2 execução do algorítmo I1 apresentado no tópico "Es- 

trutura de Armazenamento". 



V - UTILIZAÇÃO DO SISTEMA E ALTERAÇÃO DOS CRITÉRIOS PARA 
ESCOLHA DO NÓ E DA VARIAVEL A SER CORTADA 

Para descrever a forma.de utilização do sistema, 

recorreremos novamente ao exemplo numérico introduzido no capí- 

tulo 11. 

Inicialmente mostraremos como codificar os dados 

e os parâmetros, usando ao máximo os valores pré-definidos do 

sistema, isto é, como utilizar o sistema na sua forma básica. 

Em seguida apresentaremos a relação completa dos parâmetros e 

suas funções. E finalmente, exemplificaremos as alterações de 

critérios para escolha do nó e da variável a ser cortada. 

Para facilitar o acompanhamento da apresentação 

repetiremos aqui a proposição do problema que queremosresolver: 

maximizar z = 3 x t 4 x2 t x 1 3 

sujeita ao seguinte conjunto de restrições: 

x x2, x3 inteiras. 1 , 

Para utilizarmos o sistema precisamos introduzir 

manualmente as variáveis de folga1 e colocar a função objetivo 

sob outra forma. 

( 1 . JZ nos referimos anteriormente necessidade de maiores fa- 
cilidades de utilização para transformá-lo num sistema co- 
mercial. Este é mais um exemplo. Outros serão indicados 
posteriormente. 



O problema a resolver se apresenta então como: 

maximizar 

z - 3 x 1 - 4 X 2  - x 3 t O X 4 t O x 5 t O x 6 = 0  

sujeito a: 

8 x 1 t 3 x 2 t 4 x 3 +  x 4 t O x 5 + 0 x 6 = 7  

2 x 1 t 6 x 2 +  x3 t O x4 + X5 t 0 x 6 = 3  

x + 4 x 2 t 5 x 3 t O x 4 + O x 5 t  x 6 = 8  1 

x inteiras. X1'X2' 3 

Como todas as restrições eram do tipo - < ,  as va- 

riáveis de folga nos fornecem a solução básica viável que preci 

samos para iniciar o processo. 

Antes dos dados do problema, precisamos apresen- 

tar ao sistema os parâmetros que controlarão a execução. Todos 

os parârnetros são parâmetros por palavra chave, separados por 

uma vírgula ou por pelo menos um espaço e após o Último deve vir 

um ponto e vírgula ( ; ) .  Para o presente caso, codificar~amos 

os seguintes parâmetrosl: 

A seguir codificaríamos os dados do problema,por 

coluna : 

- 3 8 2 1  

- 4 3 6 4  

- 1 4 1 5  

0 1 0 0  

0 0 1 0  

0 0 O 1 

O 7 3 8  

seguido dos índices das variáveis que comporão a solução ini- 

( i ) Ver adiante a descrição. 



cial, isto é, das variáveis básicas da solução inicial: 

4 5 6 

e finalmente os índices das variáveis inteiras: 

1 2 3  

Note-se que cada valor é alinhado direita do 

campo. Para os dados do problema cada campo contem 3 colunas e 

para os índices das variáveis básicas e inteiras, 2. Estes va- 

lores podem ser alterados por meio dos parâmetros. Caso qual- 

quer destes dados não caiba num Único cartão, usa-se o cartão 

seguinte como continuação, com espacejamento igual ao anterior 

(isto é, um campo não pode começar num cartão e terminar em ou- 
tro). 

A tabela abaixo mostra um resumo dos parâmetros, 

seus valores pré-definidos e as restrições a que estão sujei- 

tos: 

NOME 

NVAR 

NBASE 

FASE 

NINT 

NNO 

NDISCO 

NFITA 

NCOLDAT 

NDECIN 

NCOLBAS 

NCOLINT 

NCOLIMP 

NDECOUT 

LTAM 

EPSI 

NUMSOLU 

MINMAX 

MAXSOLU 

INVSOLU 

VALOR PRÉ- 

DEFINIDO 

2 

NVAR 

3 

6 

15 

3 

o 
2 

2 

7 

3 

80 

0.0005 

obrigatório, inteiro e > O 

obrigatório, inteiro e > O 

FASE=l ou FASE=2 

Inteiro e O < NINT - NVAR 

Inteiro e > 2 

Inteiro e = O ou > 2 

Inteiro. Se NDISCO=O então NFITA=O 

Inteiro e > NDECIN+2 

Inteiro e > O - 
Inteiro e > O se FASE=2 

Inteiro e > O 

Inteiro.NCOLIMP>NDECOUT+3 e NCOLIMP>G 

Inteiro e > O - 
Inteiro e 71 < LTAM < 133 

O < EPSI < 0.05 - 

Inteiro e O - < NUMSOLU < 11 

MINMAX= O ou MINMAX= 1 



O s  pa râmet ros  r e s t r i t o s  a  v a l o r e s  i n t e i r o s  t e r ã o  

s e u s  v a l o r e s  ar redondados  p e l o  truncarnento da p a r t e  f r a c i o n ã -  

r i a ,  caso  a  r e s t r i ç ã o  não s e j a  obedec ida .  

Tanto  o s  pa râmet ros  como o s  demais dados do pro-  

blema s e r ã o  l i d o s ,  p e l o  s i s t e m a ,  do a r q u i v o  SYSIN ("DDNAME" da 

Job  C o n t r o l  Language do S i s t ema  IBM/370) em r e g i s t r o s  de tama- 

nho f i x o  e  i g u a l  a  80,  motivo p e l o  q u a l  nos r e f e r i r e m o s  a d i a n t e  

a  c a r t ã o  e  c o l u n a ,  



. NVAR : 

Numero de v a r i â v e i s  do problema,  i n c l u i n d o  a s  va - 

r i á v e i s  de f o l g a .  

. NBASE : 

~ Ú m e r o  de r e s t r i ç õ e s  do problema,  que i n d i c a  tam - 

bem q u a n t a s  v a r i á v e i s  comporão a  b a s e .  

. FASE : 

E s t e  ~ a r â m e t r o  admite  apenas d o i s  v a l o r e s :  

1 - I n d i c a  que não é conhecida  nenhuma s o l u ç ã o  

i n i c i a l .  Neste c a s o  o  s i s t e m a  c a l c u l a r á  tam .- 
bem a  s o l u ç ã o  i n i c i a l ,  usando o  método das  

duas f a s e s 1 .  O parâmetro  NCOLBAS pode s e r  

o m i t i d o  e  no c o n j u n t o  de dados não podem e s -  

t a r  o s  í n d i c e s  das  v a r i á v e i s  b á s i c a s  da s o l u  - 

ção i n i c i a l ;  

2 - I n d i c a  que o  c o n j u n t o  de v a r i á v e i s  de f o l g a  

f o r n e c e  a  s o l u ç ã o  b á s i c a  i n i c i a l .  Neste ca-  

s o  os  í n d i c e s  d e s t a s  v a r i á v e i s  devem e s t a r  

c o d i f i c a d o s  no c o n j u n t o  de dados do problema. 

Número de v a r i á v e i s  i n t e i r a s  do problema.  Se o- 

m i t i d o  i n d i c a r á  que t o d a s  a s  v a r i á v e i s  do problema s ã o  i n t e i -  

r a s ,  e  n e s t e  caso  não c o n s t a r ã o  do c o n j u n t o  de dados do p r o b l e -  

ma o s  í n d i c e s  das  v a r i á v e i s  i n t e i r a s .  

. NNO : 

p a l .  

~ Ú m e r o  máximo d e s e j a d o  de nós na memória p r i n c i -  

( 1 )  Ver G .  HADLEY - L i n e a r  Programming - c a p í t u l o  5 .  



~ U m e r o  máximo d e s e j a d o  de n o s  em d i s c o .  P a r a  i n  - 
ditar que o  s i s t e m a  deve t r a b a l h a r  a p e n a s  com a  r n e m Ô r i a  p r i n c i -  

p a l ,  e s t e  p a r â m e t r o  deve ser  c o d i f i c a d o  com v a l o r  z e r o  ( e  n e s t e  

c a s o  será assumido tambem v a l o r  z e r o  p a r a  o  ~ a r â r n e t r o  NFITA). 

Caso o  v a l o r  ( c o d i f i c a d o  ou  assumido)  d e s t e  p a r â m e t r o  s e j a  d i f e  - 
r e n t e  de z e r o ,  d e v e r á  e s t a r  d i s p o n í v e l  p a r a  o  sistema um a r q u i -  

vo e m  d i s c o ,  com nome DISCO. A fó rmula  a s e g u i r  deve  se r  u t i l i  - 
zada  p a r a  c a l c u l a r  o  e s p a ç o  n e c e s s á r i o  e m  d i s c o ,  em f u n ç ã o  do 

v a l o r  de NDISCO: 

N = /-NDISCO / LTRK / ( I B G  t 1 0  ( N V A R  t NBASE 1 t 8 ) 11 
onde:  N = número de t r i l h a s  n e c e s s á r i a s ;  

TRK = tamanho d a  t r i l h a  e m  " b y t e s "  (depende  do modelo 

do d i s c o  u s a d o ) ;  

I B G  = " I n t e r  Blpck Gapl1 em " b y t e s "  (depende  do modelo 

do d i s c o  u s a d o ) ;  

rxl = menor i n t e i r o  ma io r  ou i g u a l  a x ;  

1.1 = maior  i n t e i r o  menor ou  i g u a l  a x ;  

. NFITA: 

~ Ú m e r o  máximo d e s e j a d o  de nós e m  f i t a .  P a r a  i n -  

d i c a r  que o  sistema não d e v e r á  t r a b a l h a r  com f i t a ,  e s t e  parâme- 

t r o  deve  se r  c o d i f i c a d o  com v a l o r  z e r o .  Caso o  v a l o r  ( c o d i f i c a  - 
do ou  assumido)  d e s t e  p a r â m e t r o  s e j a  d i f e r e n t e  de z e r o ,  d e v e r ã o  

e s t a r  d i s p o n l v e i s  p a r a  o  s i s t e m a  d o i s  a r q u i v o s  em f i t a ,  com no- - 
m e s  FITA1 e FITA2. Se d u r a n t e  a execução  o  e s p a ç o  c o l o c a d o  a  

d i s p o s i ç ã o  do s i s t e m a  (número de nós  na memória p r i n c i p a l  t nÚ- 



mero de nós em disco t número de nós em fita) não for suficien- 

te (de acordo com os critérios definidos no algorítmo I, capítu - 

10 IV) o nó de menor peso existente neste instante será abando- 

nado e será emitida uma mensagem notificando o fato e identifi- 

cando o nó abandonado. 

. NCOLDAT : 
NÜmero de colunas ocupadas por cada dado do pro- 

blema, incluindo sinal e o ponto decimal, se existirem. 

. NDECIN : 
~Úmero de casas decimais dos dados do problema 

(não considerando o ponto decimal). 

. NCOLBAS : 
NÜmero de colunas ocupadas por cada índice de va - 

riável básica (quando FASE = 2 ) .  

. NCOLINT : 
~Úmero de colunas ocupadas por cada hdice de va - 

riável inteira (quando for codificado NINT). 

. NCOLIMP : 
~Úmero de colunas que deve ser reservado para im - 

pressão de cada valor, incluindo o sinal e o ponto decimal1. 

. NDECOUT : 
~Úmero desejado de casas decimais para impressão 

dos resultados. 

. LTAM : 
Tamanho, em caracteres, da linha para i.impressão 

dos resultados. 

(1)  Para todo e qualquer tipo de impressão - dados, mensagens e 
resultados - o sistema usa o arquivo SYSPRINT. 



. NUMSOLU : 
~Úmero de soluções desejadas. Para indicar que 

se quer todas as soluções possiveis, deve-se codificar êste pa- 

râmetro com valor zero. 

. EPSI : 
Valor a ser usado para arredondamentos. Deve ser 

codificado como um número decimal sem sinal. 

. MINMAX : 
Tipo de otimização desejada. Admite apenas dois 

valores : 

O - para indicar maximização 
1 - para minimização. 

. MAXSOLU : 
Valor limite para as soluções desejadas. Solu- 

ções iguais ou piores que MAXSOLU serão abandonadas. 

. INVSOLU: 
Indica se é (=1) ou não (=O) para incluir as in- 

versas das bases (quadros) na apresentação dos resultados. 

EXEMPLO DE ALTERACÃO DO CRITERIO PARA ESCOLHA DO NÓ: 

Suponhamos qae em lugar do critério adotado na 

implementação , desejamos utilizar o critério baseado no valor 

da função objetivo, isto é, queremos cortar a cada iteracão o 

nó que apresentar o maior valor para a função objetivo. 

d 

Para o sistema, a escolha do nó a ser cortado e 

função do peso atribuido ao nó. Portanto a alteração do crité- 

rio de escolha do nó será implementado por meio da alteração da 

rotina que calcula o peso do nó. 

Usaremos então como peso do nó o valor da função 

objetivo. Como o peso do nó deve ser um valor inteiro compreen - 

dido entre O e 32767, atribuiremos, para simplificar o exemplo, 



peso O a o s  nós com v a l o r  n e g a t i v o  p a r a  a  função o b j e t i v o  e  3 2 7 6 7  

p a r a  o s  nós com v a l o r  da função o b j e t i v o  s u p e r i o r  a  32767l .  

Na implementação do s i s t e m a ,  a  r o t i n a  que c a l c u -  

l a  o  peso  dos nós é a  função  CALCULA^. 

E s t a  função r e c e b e  6 pa râmet ros  ( n a  ordem a p r e -  

s e n t a d a )  : 

NO - nó p a r a  o  q u a l  s e  q u e r  c a l c u l a r  o  peso ;  

NBASE - número de v a r i á v e i s  b á s i c a s ;  

NVAR - número de v a r i ~ v e i s  do problema; 

INTEIRAS - v e t o r  de í n d i c e s  das  v a r i á v e i s  i n t e i -  

r a s  do problema; 

N I N T  - número de v a r i á v e i s  i n t e i r a s  do problema; 

EPSI - v a l o r  a  s e r  usado p a r a  ar redondamentos .  

A d e f i n i ç ã o  d e s t e s  ~ a r â m e t r o s  em linguagem PL/I  

é mostrada  aba ixo  ( n a  c o d i f i c a ~ ã o  r e a l ,  a s  dimensões das  m a t r i -  

devem s e r  s u b s t i t u i d a s  por  p o r  serem p a r â m e t r o s ) :  

DCL 1 NO , 
2 QUADRO(0 :NBASE , O :NBASE+2) 

2 BASE (NBASE 

2 PESO 

2 L I N K  

2 FLAG(NVAR1 

2 L I M I T E  ( N V A R )  

DCL NBASE 

DCL NVAR 

DCL INTEIRAS (NINT 

DCL N I N T  

DCL EPSI 

B I N  FLOAT(53) , 
B I N  FIxED(15,O) , 
B I N  FIxED(15,O) , 
B I N  FIXED(15,O) , 
B I N  FIXED(15,O) , 
B I N  FLOAT(53) ; 

B I N  FIXED(15,O)' ; 

B I N  FIXED(15,O) ; 

B I N  FIXED(15 , O  ; 

B I N  FIXED(15,O) ; 

B I N  FLOAT ( 5 3  ; 

Diversos  a r t i f í c i o s  podem s e r  usados p a r a  c o n t o r n a r  e s t a  
r e s t r i ç ã o ,  como p o r  exemplo a t r i b u i r  peso  p o r  f a i x a s  de va- 
l o r e s  da função o b j e t i v o .  
A v e r s ã o  implementada. é mostrada  no anexo A 2 .  



A m a t r i z  QUADRO contém o  quadro  s implex  r e v i s a d o  

p a r a  ê s t e  nó ,  que pode s e r  resumido como: 

O 1 . . . . . . . . . . .  NBASE NBASE+l NBASE+2 

NBASE 

O v e t o r  BASE contém o s  í n d i c e s  das  v a r i á v e i s  bá- 

s i c a s ,  na ordem em que aparecem no quadro .  

A v a r i á v e l  PESO i n d i c a  o  peso  d e s t e  nó e  a  v a r i á  - 

v e l  L I N K  é u t i l i z a d a  p e l o  s i s t e m a  p a r a  e f e t u a r  o  - encadeamento 

dos nós .  

O v e t o r  FLAG tem cada  e lemento  a s s o c i a d o  a  uma 

v a r i á v e l  do problema e  i n d i c a  s e  e s t a  v a r i á v e l  a i n d a  não f o i  

c o r t a d a  ( v a l o r  O ) ,  s e  f o i  c o r t a d a  2 d i r e i t a  ( v a l o r  1) ou 2 e s -  

querda  ( v a l o r  2) . 
O v e t o r  LIMITE tem tambem cada  e lemento  a s s o c i a -  

do a  uma v a r i á v e l  do problema e  contém, p a r a  a s  va r i - áve i s  já 
cor-kadas,  o  v a l o r  da p a r t e  i n t e i r a  da v a r i á v e l  na o c a s i ã o  do 

c o r t e .  

Nenhuma a l t e r a ç ã o  deve s e r  e f e t u a d a  nos parame- 

~ L O S  d e s t a  f u n ç ã o ,  p a r a  que o  s i s t e m a  não p e r c a  s u a  i n t e g r i d a -  

P a r a  implementar  o  novo c r i t é r i o  de e s c o l h a  do 

nó ,  d e s c r i t o  ac ima,  podemos s u b s t i t u i r  a  função CALCULA o r i g i -  

n a l  p e l a  most rada  no anexo A 4 .  



EXEMPLO DE ALTERAÇÃO DO CRITÉRIO PARA ESCOLHA DA VARI~VEL: 

Suponhamos que em lugar do critério adotado na 

implementação, queremos cortar a cada iteração a variável que 
estiver mais distante de um valor inteiro. 

4 

Na implementação do sistema, a função DEFINEVI e 

usada para determinar o índice da variável a ser cortada. 

0s parâmetros recebidos por esta função são os mesmos da função 

CALCULA, passados na mesma ordem. 

Considerando que uma variável estará tanto mais 

distante de um valor inteiro quanto sua parte fracionária esti- 

ver mais próxima de 0.5, uma possível implementação deste crité - 
rio pode ser obtida pela substituição da função DEFINEV origi- 

nal pela mostrada no anexo AS. 

Tambem aqui cabe ressaltar que na reprogramação 

desta função deve-se cuidar que nenhuma alteração seja efetuada 

nos parâmetros desta função, para que o sistema não perca sua 

integridade. 

( 1 )  A versão implementada é mostrada no anexo A3. 



1. O t r a b a l h o  a p r e s e n t a d o  tem conotação acadêmi- 

c a ,  no s e n t i d o  de p e r m i t i r  a o  u s u á r i o  t e s t a r  e desenvo lve r  pos- 

s i b i l i d a d e s  de e s c o l h a  do nó e  da v a r i á v e l  a  s e r  c o r t a d a .  P a r a  

i s s o ,  procuramos d a r  a o  u s u á r i o  maior  f l e x i b i l i d a d e  e  f a c i l i d a -  

de p a r a  a l t e r a ç ã o  dos c r i t é r i o s  de e s c o l h a  r e f e r i d o s  acima;  

- 
2 .  A e s t r u t u r a ç ã o  dos dados ,  no que s e  r e f e r e  a  

armazenagem dos  nós e m  memória p r i n c i p a l ,  ( e / o u )  d i s c o  e  ( o u )  

f i t a ,  obedeceu a o  c r i t é r i o  de s e  t e r  mais rapidamente  a c e s s í -  

v e i s  o s  nós com maior  p r i o r i d a d e  p a r a  c o r t e ;  

3 .  No t o c a n t e  e n t r a d a  de dados não houve nenhu - 

ma t e n t a t i v a  de c o m p a t i b i l i z a ç ã o  com o s  códigos  MPS-TEMPO da 

BURROUGHS, MPSX da I B M ,  UMPIRE da U N I V A C  e  APEX da C D C ,  que u t i  - 

l i z a m  o  formato  já muito d i v u l g a d o ,  do MPS; 

4 .  O a l g o r l t m o  de Programação L inea r  u t i l i z a d o  

não l e v a  em c o n s i d e r a ç ã o  a s  f a c i l i d a d e s  d e c o r r e n t e s  de r e s t r i -  

ções  e s p e c i a i s  do t i p o  a  < x .  < b na f a s e  i n i c i a l  do Simplex. 
- I -  

E s t e  t i p o  de r e s t r i ç ã o  só  é c o n s i d e r a d a  na f a s e  de c o r t e s .  

No e n t a n t o  s u a  implementação não d i f i c i l ;  

5 .  Quanto 5 programação p ropr iamente  d i t a ,  em 

mui tos  c a s o s  a  o t i m i z a ç ã o  f o i  s a c r i f i c a d a  em função de maior  

c l a r e z a .  P o r t a n t o  uma r e v i s ã o  e f e t u a d a  no programa l e v a r á  f o r ç o  - 

samente a  um cód igo  mais e f i c i e n t e .  



BIBLIOGRAFIA 

1. DANTZIG, G. B. - Linear Programming and Extensions, Prin- 

ceton - New Jersey, Princeton University Press, 1963. 

2. HADLEY, G. - Linear Programming, Reading - Massachusetts, 

Addison-Wesley Publishing Company, Inc., 1965. 520p. 

3. MACULAN FILHO, Nelson - programação Linear Inteira, Rio 

de Janeiro, PDD - 17/78 - COPPE/UFRJ, 1978. 288p. 



A N E X O S  



A1 - Programa P r i n c i p a l  
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TME% '%L3LIK? = 2ECQUI 4 4 ; 
IF SLOkBHP 4 7 
TWE% NéQLOY" = i ; 
HF k&$: < 2 
THEX &p;$ = 3 ; 
I F  NL.HSCC. < 3 
TE% eP<, E 

%i;rILC3 = i. ; 
L+FYTa = 4 

ENG ; 
r r 5 5  f J f S ê B L 4  = r * N543E + 2 % NV%R + 8 Nv&" + f3 * ( SaASE + j ; 
íF Y F I P A  C =  : 
THEM L$ 

%FIfr ,  - 2 ; 
Z%"XT#&P = f ; 

E$-- - 
fL4 ,  00 ; --- 

? ~ t i  r 4 e P  = kdXsC3 / ? + 1 ; 
%E& = G l > G g t i i C  * 2 f 

ã F  >= b-J.3,; 
niizSc BCZA - n f ~  ; 
EtS;: s3fr ; 

b r X n  = r-J, , / i i è C  2 
UL?. = 3L3LR 8 StC ; $/ L "-- " 

ERei, ; 
E h g  ; 

ZF ; p ~ g  (= , I f a z 1  > ;;,o:j 
TWC& eg29 = 3,$,C5 ; 
% f  ";,it;M:k:LU < ç 1 XIBFLI"'.LJ > ;; 
THE% #JMS?LU = s 

8EGIíi.g f 
Lgc ~ a ~ R P Z [ Q : a = $ ~ & S ~ , b $ $ & ~ +  1 MHN FtUAtt53) t I W A 3 0 S  i N L G i A I S  */ 
D L ~  ,83r,43 F ( Q 3 3 9 i )  &I% F I X E 2  s 
DÇL B$Sxq3%(2::4Sa$E i ~ n ! %  FIXE@ 
&C+L ZENV&V (O~:%t tWSr i9haAr>&*  h )  @Ir% FCOAT1531 i /*ãNVERSA T%ZGEkt*/ 
GL.Gt GUI%=%a';OLU (?kcf%ipjLL~UI r 

2 e n s $ f - g & f i ~ c )  BI% FIXÉUfh5,Bl 
2 F L ~ G ~ Y M A )  T I N  FIXEU(;StO) r 
Z CERTTL ( M V A K )  b l ~  F L C A T ( 5 3 j  9 

2 X!ir"iPPK& ( ., :NB&5E ) 6 f d  F L G A T ( ~ ~ )  , 
2 t m K  EIN FPXEB( L 5 r O )  ; 

;cb. Z iw Ci~tiv&r) , 
Z Ou&D&Z [L :%BASE ,O:%E&Si=+ - 1  @i& FLOaTC53) , 
2 4 & i z ( : 9 B X s E )  BfP4 E I A E D  9 

2 PESO &í~% F í X E C  9 

L B EI4K E-1% FIXE0 , 
2 FL4G t sVBK) PIiU FIXED r 
.& ClVHTE{NVA%l BLN FLI&S(S.31 , 

c b ~ t  i i . ; D I j S Y  
2 E w X k . t % , ~ 5 E )  F I X E 3  , 
2 FLaGtuv&z) & r %  FIXFU , 
2 L ~ M I T F ~ M u A R )  BPY FiCMf ( 5 3 1  , 
2 Xi3BLK6  (*2 :%b&Se l Bl& FLdàT(53) ; 

E ~ L  ; R F f T %  * 
Z G A S E ( % ~ & S E  j t?X;$ FIXE9 r 
2 ~ t a & ( $ ~ $ m  9 B P W  ~ f X P = , t i  r 
2 ar41ft(%sait.l  81% F L D A T C ~ ~ )  , 
2 XL9RR%[3ZSdA3t ) hTN FtOWT(53l r 
i F S U t  BPN FEXPS ; 

CCL DP5CHAPB&3XSCE) r 







ENái ; 
EM3 ; 
/.t. T & O L  SHidk~ Z k  F i & A O  C k ~ 4 c T I ' i l Z  5E FQX PIT%k&SEGCAD */ 
SF % ~ N % B x  = i 
BH&M CC K = TC p%VbR + a ; 

n a r a ~ z  t v , ~  = - w a T m m , & i  ; 
END T 

ãf $=&%E = 2 
g!-gb;$ 23 g /* iE .rVl3fC;3 Sri.5 VWERfAVETL Dk BASE *! 

= 82  /' ijtU51323 ; 
GEP E d f T T t s k S Z h f T ) ( L S L [ L )  ( N Z ) F f % C Q L & A S f )  ; 
f t  V%DE%A SALE IhHCf %L 
LkLt O&t.iE:~4 

0 K B E N A  r ?%SC g 
ZCL. 61,J,Y ,%I 5 P N  F E X i 3 t a 5 , O X  , 

" m B b 5 T W k i ( 3 )  = , , 
8W51MORt L f  = f f 
&G = L T Q  ..Easik ; 

3 L b&SfNn,3B;l ; 
P, = *:I ; 
Ed = BfiSlQHII : )  ; 
&rl @+;L*{$ -v= 3 & & & 5 I , $ f i ( J Z  < Y )  ; 

& = 3 ;  
J ' b q 5 i & % t J )  ; 

Ei43 = 

e&5IfGG3fK) = 2 ; 
6aS%iilk€iKEi f = J ; 

E53 p 
ENC ikt3EQr: ; 

g&a 5 
f t 5 k  3e ; 

/* G J P W L  FdYCf i -?  2SSEfIVt2 **P 
b t r 3 L  F G í f d a J  : 
a t  i = L 1-9 W A A  + i ; 

* ' i l N C 3 5 3 4 I )  * . Z A Y & T Z [ O , E )  ; 
? G t T R X Z l  = V, ; 

Et3h t: 
/+  GU&i&~gk ZgkEY sj$+ 3&P4 E%ICIht  */ 
GC 1 = -j, A@$ASt ; 

3 A $ i ~ 1 T ( 9  I = &VãR + L ; 
á & S B & X i  f -k  1 = X ; 

E*"- 1uri 9 * 
&$+5HpdC7i fq&ASE)  = 7 ; 

;gj * 

XF &&;XE J s  TGZbS 4 5  g$%E&VlsXS 5A3 E W E T R A l a  2 *! 
Tdf t,j l i O  i .= 1 3 .  NVAR ; 

lNBIgRASí1f = à ; 
EMU H ..- c L c t  DE ; 

?&C = 8~ / YC,;t!Wf+ ; 
&E-H E L J : T ~ H ~ ~ ~ F E ~ \ A S ~  fLll':L(>t , i;\tk1Ft%pdCVLI%Tl) ; 

rkD ; 
/* PkrPBhA QUPSR,;  f & Z L I & L  * /  
Li& Z = 1 Td S a X S -  ; 

k3Y L ) , Q U & D K : ! í I ~ . i : )  = 2, 
% ~ ~ H ) . ~ U & D R S ~ ~ ~ ~ & ~ S Z * ~ )  = %ATKELflrYVAR+%I ; 
If 7RRC4f  t. f 
VFm :+&::[L) , ~ ~ J I ~ G R O ( E ~ S ~ A ~ E . ~ Z I  = 0, ; 

ENE ; 
N V ( ~ ) , & U A ~ R B ( G ~ F ~  = 1, ; 









/* G ~ A Z U A  O%úk@ 2 k  YDWA BASE INICIAL */ 
CWLL GiX&kA : 
3FI%3 = C ; 
Ft,r ,  = 9 - 

6 E 

2&:p hpjTçe%*g* F i M  FASE a * a * * * )  ; 
C A L í  kRPKiMEt%U(,)  9 h )  i 

ENd ; 
- i(  sdiS; ; 
D S L L  E M P ~ L % ~ ( W (  e ?  r 9 
Puõ IKgp%Z) E:fgEb;7~UG~L ; T I & &  P&;4 3 PK&%L%@A t fAss&HA%r(~ ,Ak  ; 
FkSELSAK = t E . y T E I R O e  
Ètkxnc; = s t ; ~ &  
.i;Q 3 z- - - ra YNLE t - ~ t ~ t j  ; 

m- = i m = r n s w  ; 
183; = + 4:7 ei485~i H f i i k ~  ( I N T  -i;= '+L(L~ oBASEiSAX 1 i ; 

ENG 
(= 2;:figg G ~ E i f  ,gU( Ej .Qdl i2XOf5#ãtNbASi+L)  

- ~ 3 ~ ~ 2 6  s ? (  ,) ,~bwsgz( j s p f ~ & % 5 : + : j  4 & P S E ) )  > EPsf  
YH;?& & k & t  = B l  B j  - 
; 

-n.ZGJRE 
FMt% 6 C  ; 

PUT ?!2LtiTt8--TI &3 1 a Z t 2 1 R 3 r  )(CLL(a) A ?  ; 
jqSIS;Fi;ÈAL. = eQ*s ; 
FIF$ = E t e c b  ; 

f"+U - 
/* ~ 2 f x u ~ a  5 7 ~ ~ 2 ~ -  L %i PARA P PR?!Bt%%k I W ' E I R O  */ 
22 Y ~ H L c á - f x ~ 3 1  ; 

í f  TRALE(2D 
THLN td3 ; 

YFRB:;E = LT;+% d CNCdLlMP + 83 ; 
K E G I ' t  ; 

2 C C  , I ! i (%fnACk.~f 9 
2 yc i 3 l N  F T X E U  , 
2 P t s 2  B l W  F I X E U  r 
6 3 A S E f  J = N 3 W 5 E )  BPN F í X C D  9 

2 V&t,kk (3::48AScI BX& FtUAT(53)  ; 
=- & L  f h T R A ê f Z  9 VTRA65.4 r hTG"'AIE4 r NTSAÇE5I BLN F f X E B  ; 

B G F  S & L P ( Z )  ;&J~T('DP~P = ' 9 DISP ' &TU = * 9 A ' f U f  
( A  9 f(31 r A r F t 3 J F  ; 

&T ~ 4 C j r _ 2  kTf 
g f l H ~ t f b J P & I ~ t &  l= 2 )  ; 

L.2 TI&TR&ÇLz = T 3  NT*AALkS WH*XLEf%TRACE2 -= 3 )  ; 
A(NTRALEI) -N? = N T ~ A L E Z  ; 
A(%T&kC?l) -PkSÜ = % @ f A T R A & E f  )*aESg 
Á E % T R A t E ~ i , ? > A S E ( Q )  = i2 ; 
& ( % Y & n s = 3 f  , i b L 3 k f G  J = ? ~ o ~ W T # ~ L & Z ) , B U A D R ~ ~ ~ ~ W ~ A S E + ~  i ; 







W(tSQP,r$@K = GA8EC ; 
Ç A & K  = E S G  ; 

E N 3  ; 
E 3 3  - 

ESS~: x ; ;$ SLLKA:: I ~ T E ~ A A  r3.d ma v u v r t  aii. PIM QUE F~AXFOLU o/ 
l F  6 - $ E M 5  i : G GI(Es52) , Q 3 L 3 ! 4 & j ( D I N f 3 A S E i + ~ ~  - SAXI>SIU > EPSI 
Ydk% 2 6  b /* 3t iLUCA!3  ZQTEIkA XECYQW QOf M A X 5 3 t U  $1 

Z l  TisL~(2y FkkC$43)  1 YdRS3Lu = 3 
TdE% E-, t 
PilT L 3 I T ( " T I # L  I%VE~3GtP(CQtlhb 9 A f  
W %  S K S $ ( L )  E J P B t  @ S X U C A 3  3TIHd PARA 9 PROSLEMA , 

F6sfCIIBR ' Z ' j ( ( 3 ) A )  
L A L L  P # P S L L J i Y a f  ESQ)  ; 

E b D  ; 
IF NUHSLLd -e= 3 
T ~ f r 4  EF $ u ~ ~ G A ( ~ . K ~ ( ~ L Q ) )  /* GUARDA i S T k  SQLULkD */ 

TWE% C b L L  E t f d I N A  ; /* EELMZNW 335 LGY SSCU- *I 
I* Ç G E s  PE03-S QUE 45 ME- */ 
/* LdD2E.S E % ~ J M T Y B ~ ~ ~ S  6 */ - rfir: ; 

$* d Z V f F g 5  NL P A % 4  L I S T A  & E  W34 DISP23fVEXS a /  
' t 2 Q E S G )  m L l W  = ÊXLSP ; 
I ; I fp  = ;=C ' 

c*i; ; 
F"&g&c ,= , 
T d 4 b j  C ; ,  ; / $  C ~ ~ ~ - j t , &  <$s& M&, L1 sT$ PGa Pc5Q e ]  

- -  
I!- f - g z A O ~ à C  = 9 
Tk-iE'1i ãF Nib70hZAZ7EL) *?ESQ < P F 1 T A M k X  

T!*c% @ & X b E k & &  = PFETAMAX 
E t 4 E  H6X315C.3 = -L ; 

e i d E  Â ? , X ~ I S ~ - ~  = P ~ P S C I ( H ~ & G I S ~ )  
J = r g @ ( L b & E C ) , t ~ & &  ; " -  
ir ! 4 3 ( C ~ % f L ) ~ 2 E S 3  < W X D I S b S  
3iEk.N ii;C ; /* J3bR 33 unE5 %OS P A U  i i l S C 9  *J  

G á t L  G R P V A I C B B E C )  F 
/+ G C V ~ L V &  x2S Pkia L B S T a  " DiSk4?4%VEfS */  
IF 9 -= ,' 

Tf lEY %a( J ~ I L I ~ ~ K  = DESP ; 
E i S f  &3(ÇRGELf ,Li?% = D f i P  ; 
, L S P  = C P B t C  ; 
gF8E: = ;-4 ; 

E-gQ * 

f L $ L  I F  j -s 2 L ?+G[J).PES% < A A X D í S L O  
THEP4 JO ; /* JCGP N2 J P b i M  3oSCO */ 

.- ,+CL +. s u m r ~ r  ; 
Y Z ( J J  ~ L T N Y  = ù f 5 V  ; 
D I S ?  = J ; 
"S(C#YEC).LH%K = 3 ; 

EQ9 g 
J* LLLLCA NL5 .fH L l 5 I A  P3q flOf% OE P E 5 t  */ 
23 #MILE(C&@EC -.=r 2) ; 

J = fjTd g 
N = 7g:(LABcc, f * P t S 3  ; 
DCT WdHLf(J -= , & N <= XQ(d)*P&SD) ; 

& = J ;  
$ = YG[SI.LE%K ; 

E%3 ; 
f. = ca13EL ; 
C k ~ i i t  = Maf CASfCf  ,LIHK F 
N a ( T l , L j $ K  = J ; 



PF J = ATU 
TWEN wTU = I ; 
ECSE Y U ( K ) I ~ I @ t t  = 1 ; 

t:m , 
ENIb ; 

XF &TU = 0 B* f2Lw ' 4 A  3 F W Ú 1 Y I A  E S T A  VAZE& 3 *) 
TMEk Dtr ; 

i F  KFa3E;Ç = i4 /* G E Z 5 . t .  ESTA oaZIO 7 */ 
TdE% IF PFITAEAX = -i /* F I T A  E S T A  V A Z I A  ? */ 

THEg FIF4 = * , ' L  ; 
i e s k  uc ; r* t b  ~ 1 - r  a * R  

/* TSOCa a3 FITA5 */ 
CCDSE F I k t  (F ITAfhf ; 
*tul-C FHtE i ar- (FHSACUTI ; 
'&UX = F I X  ; - é3.N = F f U T  ; 
F3WT = FRQA ; 
IPtY F I L E ( F I T W i & )  THTLE(FEN1 EQPUY ; 
3p;& F I L E (  F I f i J U T  f TITLE(EWB1 3UTYUT ; 
C a h T F f N  = CBkfFCUf ; 
P,:3%fF!7U% = O ; 
L w x  = w E T M ~ P  ; 
/* PcSA -5 N9l$kZ/2=+1 & ~ L & D R E ~  fL3M RELACAO 
tf* A3 ?ESirj N33 si& F I T R ~  L/VAk3X O A  FU4CÃ-Z 
/* l5JF' I  T V 7  %Atl  B l O K  HAXSgLU. 
0: 1 = r4  CA&EC ; 

PFITâ(E) = -I ; 
LFITAtfE = E - L * ;  

' 

60 L = : T 3  LTt%TfTPI I 
ã t f - 3  FILEtFIVbIN1 IMVO(RFXTA) ; 
1 1  PXLTB,XBA4RAfC) - WAXS"tU > EPsI 
TnE:" ; 

ULTFP'Tb = I ; 
9 = 1;bbEC ; 



DG 1 = NDrP>Cù/Z FQ k 8 Y  -% ; 
I F  PFPIA(3) -= -k 
-".. ~ 

t a3 ; 
. 'FITA(J) T i 
4 = L F f V 4 ( 9 1  ; 

I 

rit$> ; I 
2 :  "3 

LASIC = L F L T W ~ J ]  ; 
4[ = CABEG ; 

LNJ fi _ -lr 

-&j-3 ; 
I F  ~ A B Z L  = ;* /* TEM Na APROVETTAVEL &A */ 

/* FPTG "P */ 
THEY F I 4  = * L @ G  ; /* NEFSHUH MQ APRQVEfTAVEL */ 
=&-r= 30 ; I+ COPEB d E t S K E S  3E FLVh PWRA */ 

/* D I S C O .  */ 
J = PFIFAtCADECl ; 
i ' ' -  ,.PJ i = L Tk, 4-2 , J+$ 7 3  WIsC+l ; 

~31sCUfHf = I. + ; 
Ely2 ; 
nii'.A.,;HSC I ; ; 
D e s & f S P  = 9 + 4 ) 

L&ILCO(J)  = 8 C 
L2lr,O(N2ISCOI = ú ; 
/* ?SBEN& FITWMRP PDZ P34FETA */ 
3 = LFI'TAfCAEEGf f 

L F f T A ( ê L 4 B t G l  = G ; 
DO tii-1PtEi.i -G O f  f 

Y = 3 ;  
.j = êFHTA(J1 s 
f F PGFFITA(K~ < PWiFPT&tGAdECI 
THsH 02 ; 

LFIVAtKI = C k % X  ; 
CABEC = K ; 

EM3 ; 
ri & S E  J si; ; 

# = CABECY ; 
Xl UHXLEILFITkEq) -GZ O G 

PoSFXTA~K) > 
BBSFPTA(tFITAÍM1 f n 

N = LfXTA(H1 f 
Z f g j  ; 
LFITP(K1 = L F T V A ( X )  ; 
BFITRt%) = K í 

&L ; 
EQg ; 
t t O X  FILZIFITAX&) g 
OP5A FJLECFIPlfRj INPUB B I T L E l F l N )  ; 
/* S O P I %  NUS IELECIBNABGS DA FITA paga */ 
/* c~utSgQ */ 
I = O ;  
DE %&+ILE(LRBEC -G 3) ; 

i - 
s-t 1 = P+F Tf3 P2UFHTPtCABECl-2 ; 

REAÚ FILE(FITwPNI BnTaiRFIPa) ; 
P F  %FLTA,XBARRA(OI - MAX5gLU > EPsE 
T H E %  30 g /* GRAVA OUTRB F I T A  */ 

CPNTFSUT = CQ%TFOUf + A ; 
'dtSkf'!"-r FTLE (FITAUUT) 

YRWit H F I T A )  ; 
E%D ; 



rrr 

d
 

Y
 





ENTAA = 5 ; 
UQ j = 1 TO &$A% ; 

/f  % ~ R l f " l E % c &  SE J :>TA NA SAEE */ 
K = i TiE ?BASE . fr4FEE(bASStK) -G 31 ; 

FVD ; 
I F  K 9 N 8 X S  
~í-4';ê; .-- 02 ; /* J $A; t 5 T A  Ak DASE */ 

AETZShd = G .  i 
~9 K = V ~2 ~ 0 a 4 2  ; 

4UX3AZ = I U X S 6 . f  * ~ U ~ D K O ( S A I ~ K )  * YBBX1Z(Kt4) ; 
FN;I ; 

% F  Y 2 A t  2 ( : b  1 
BHEN PUT SKHP Q48A (JtA2KSAP) S 

SF F L S f J )  = è 
Ti-i:% A U X S A I  = - &UAS&Z ; 

1 F  SRACklrél 
fH2.1 Píff 2KZF GATA (JtAUXSÂ3) ; 

l F  hUX5AX < C *  
T+c:4 20 ; 

h U X j  = G. ; 
pEG t< = 9 Tt j  3JLASE g 

A d A O  W X 3  + GUBU~O(U,KT * HATRkZfKtJ1 ; 
t t b 2  ; 
AUX = A R S ~ A ~ ~ X ?  I AUXPAI) ; 
IF A U X  G 
T;+Ekj 33 ; 

kNS;o& = J g 
FIc:dUTt = 4.UX ; 
16 F L 4 G í . j )  = Z 
~ d ~ : q  = - arsxù r 
GUA3R3tOtMBA5h+Ll = AOXO ; 
& U A ~ A ~ ( S A ~ ~ X B A S E + ~ )  = AUX5RI  ; 

2-42 ; 
5iV314 ; 

k?dU ; 
f&o s 
I F  E.aVR6 E ; 
T H L ~  ; 

l F  ;&&ttlb) 1 T a h C E ( 3 f  
$ 4  - 

2 F  T 4 4 C E ( l )  
SHf% EALL IMPAPStkf  MP 1 u) g 
PuT k 3 I T ( * Q  PRZsLEAA k A Q  TER SOkUCA~')fiOL(l) t A I  ; 

Lt42 ; 
2TEB':; = d 
a :Tu c& ; 

kk$\JaJ f 
TtSk 2 O  ; 

/ e  Cê%4ríLkTp1, E:Ld&A PTV2-f */ 
&:,I 1 = i.?. S A I - L  r S84+L TG NNBb4E ; 

AiJx = 2 .  ; 
8s J "&%SL ; 

5iJX = CUX + OdbB2O[EtJl * & A Y R T Z ~ J ~ E N T R A )  
kNrb ; 
f F  FLRGIEYFRA) = 2 

, kUX = - PLUX ; TH.-&i 
QUãSkOt P t N B ~ S i + S  = AUX G 

&h&& ; 
i F  HAAC%(aS i TgACE(3)  
Tr4EW D? ; 



idPbASE = ENTRA ; 
PJT 53It(*VBRIbdEL X '  t IMPBASE * ENTRA &A BblSE+' s 

* S A I  VAKíAVEL X ' ) ( C c L c i )  9 (4) A }  ; 
TF4P34Sz = a f i s E ( r A f j  ; 
PUT ET ( HMPBASE f L l  ; 

ENB T 
gasiiescrj = C $ * n b  ; 
C&LL PfYOTrt%ZrSAH) ; 
IF SBkAGEL) 
Wt% CALL f@%PA;;I#Et%ti 5) j 

BF TRkc+z(Io)  
BHkN P d i  SKEP L1STI @ í i % E B E i '  r  LIXITLEENBRA~ I ; 

I F  FhAGf  ENTRA 1 = 2 & Q U A ~ & ~ C % A T , M B A S E * A ~  > e IMLTEC EMTkAf 
VPf-Çekl O0 t 

uUh&%B(f A 1  ,>&BASE+T) = QUAOR8t S A I  t%BASE+k) 
- tIMEVff,&VAA) ; 

FLkG(ENfKA1 = 3 ; 
sj $ = TG &BASE + $ - 

2Us3%3t58PrJ) = - QUWDRO(SBBtJI  T 
7 

fXZp ; 
l F  =&Li(kt 1 T ~ A L E ~ : ~  
T I i i Y  DG ; 

IMP8BSE = E h f U  ; 
P N  EDTV(@V&%IAVE~ X *  I % P B ~ ~  , * w i x a P & *  r 

' SSQU LX&kTEe FOP F f  f T A  SUBYFPTUELt 9 

'42 DE VARIAVEte)tC3C(I) t (5) ; 
1 F  T Â A G E ( J I  
l H E &  LRLL IM?&IHÈ(g0 , G) ; 

ZR>7'& 
L - d  t 

r ; N i  ", 
::.*;, ; 
i _ *  

Ehg ; 
END t 2 F Z % È E 2  ; 
G%tbVB = FR;;Zi( f'T i) ; 

acc P T -  81% "xíili ; 
P t i  Pt 3 P N  FEXED p 
B C t  ( z p f  L t H I  rlrJ F i X E i j  ; 
DGL BAP f H T t f )  ; 
D t t  Efd jpSAs  P ã C  '999@ r 
D % t  f l k l  r hf , l i 4  F T X t U  i 
PT = P T i  ; 
39 MHILLtPT -+= $ h  S 

2" *-?(pT).Fi5:; < P-HTB%,%A /e 5 : X i S T f  ?@J NA F I T A  G I P c S O  RAPUi2 '2 */ - r*?, * ~ I W ~ L . E ( P T  -.= 2 1  ; /* d S J s &  &;.i PAZA FITA *i 
LF C3NfFUUB >= %FITA 
TdE& 30 ; /% - % ~ h 6 i ~ % y j  %Yaj;lqE SE &A F I T A  FGI UX-TRAPffSSALI%*[ 

PUT L 3 X T  f 'YUSif&G ?4+i;T&a DE W5 % R  F I T A  F 3 P  U L T R A P B *  
*55ÃDP,* r ' i3 NQ 9~lfWiTI w SESUTR Ft31 ' r 
' ELLWINADL L3 p2OBkERA @ 3 

[SKXP r k 9 A SKLP W )  ; 
dnLL I%PSt2CU(NO(PTI  1 ; 

E&jJ f 

LLC~,  f-Jq 
% F Z T & , K & A A R A ~  f )  = M Z ~ P ~ T ) ~ Q U W D R C ( ~ * ; J B A S ~ + L )  i 

4 = i -gg T d & & S t  ; 
K F b f  B e 2 k S C ( K )  &qiPV) e B k S E ( K I  ; 
SFZT&.X%bRRA(kl = n&(PT),QUR3RGfK,1.áSCt.SE.(-Ii ; 

e.'SD ; 
~ $ 2  g = i TJ ; 

% F I T h e F L A G ( ~ )  - %DtPV ) .FLAG(K~ ; 



w F l T d * r H ~ E T E l A t  = M B t P T l  * % I H f T 5 - t K F  ; 
.: '>!E - - t - - -  
;&57$,.3E-*2 = $jz t P T )  ,Pg>y ; 
CakTf.qUD = &aFqTFZUT +- 5 ; 
w 4 1 ~ 5  i=;tr ( & z Y e x n - )  R O Y t R F I T r I  ; 

fL4C ; 
3% = :@-J(pT)*kl3$& ; 

c33 ; 
- atSz ;d ; /a P ~ L Q  E X h 3 T >  F f f X  %J 58% PES3 > 20 & Q f P f f  */ 

T -  --c ka Q ~ , C ~ I F %  v =  5 
. I $ ~ L X  9-2 ; /a  Z S P A C ~  .i'-. j j z s t ~  

jt ~ 1 5 %  %;[i).n) jAf;n t.;s~fi *,t 
K = Z x s i ~ ~ f S P  ; 
;nxzxsP = L S E Z ~ ~ K )  ; 
% E t I l C z , X ? E S R & f E I  2 Ns(PTj,QUkD&Jf ; p % B & S f i . P l  - -  - *= - 
L" 2" Y = L t u  NoP&SE ; 

i%JPSCG.a,&SECI j = %Of FT).SA$+Ef f ; 
riPPs&t.,#gte&Ra t 1 ) = i-1;: [ 871 .QUAGROt X,qbASE+: 1 ; 

$ 4 2  + 
27 1 = , N V & q  ; 

A u ~ % G E & ~ A G ( P ~  = p k 2 E P T ~ * F C ~ G t X E  ; 
33I3CQeLTMIB&fI) = % Q [ P B l e ~ i W I i E f í f  ; 

E.22 ; 
/* &%-;a@$ ?-i; QIsL; */ 
&bpIgf$ = ( - - * t 

W , i ; i $ r  FHLZ f 3f S C 2 )  ~ k O r % f  R>ISC&j KEYFk:iH( C W E  1 i 
/r k ~ : % t s  3apa 2~ 2 1 5 ~ ~ 1  81  

P>~SC?(K) = f$3f ~ T ) o P ~ S ~  
% b & % 3 f ~ ~ f d f  = N L ~ P T ~ . ~ U A ~ R ~ ~ G ~ W B ~ ~ , E ~ A )  ; 
i = y$ipg%;C ; 
3<? $$-$ftifl -.r= J L P b I 5 t B { I f  >= P b f S C C f K f l  

J = 1 I; I = L3ISLf!(Xf ; 
~ t q ~  . 
L ~ E L I P ( K I  = & D 
15 i = !4f&zSZ 
Te24 XEh3ISC = % E 
;L'= ,- L ~ I S ~ S  f J f  = 5 ; 
PT = NC~PT),LXBA ; 
; - * e  --kSb i b ~  ; /á ~ + B S  T ~ M  EÍP&k3 NC axsm * P  

/a P47Çu9; $.;SSILAS ? / 2 4 2 t i ~ f  N2 3 A P B  $E i3lS3 */ 
1 = pt&L"-jC * 

.i 

&g PPWILE(1 += 2 S PbI%GCIíJ >= N2(PYXIPLSUl ; 
$ = E ; f = L d f 5 C 8 1 ; )  ; 

E$.& ; 
Ir r = /* PES=: PEWT) <= ~ ~ : + 5 a  PESCI oo D L X ~  9 =v 
~ + ; q  ~~2 w l i i f  ( P T  -s L )  ; I* J X A  NaS PARA fãTk  */ 

pF CONTF-2JF >= &FITA 
V P r N  DO ; /+ Xg%ERG %&xI#O &E WQS &A F ITA ***/ 

P* F31 ULTS W 
P JT EYfT  f *!aUMER2 & A X I a 2  DE %i35 NA FiC 9 

@ T A  f C I  UtT%APASSGB3, * 9 

* a  -40 3ESCFrTfd A 5EWH f.31' t 

* cLEMB&4au 33 PKZBLEBA*) 
~ S K X P ,  á , 4 r SKIP A ,  a )  ; 

c ~ t e  nfiPsceutuocPrtr ; 
; 

E t h E  DrJ ; 
RZITR-XBAWRkf  = 

%Q(PTi*QUB@RO(BtMBAFtf+",l i 







!?;L ; 
; 

END .5 
EM9 S R E l f 2  f 
IMBSSLU : "r -rTCS $3 ) ; 

ZCL , 32 
i=t%AC32C*r*t G l > i  FLilRTS5ãI 9 

;;i ~ E ; s E ( * )  31% f;urrl , 
2 P43O E 1 3  FFXZi.3 r 
1 LPNK 31% , 
2 F t t C ( * f  2174 " I A E U  , 
2 ~ 2 4 1 T S f + I  ~ 8 %  F L i s T  t5 3 i ; 

DLL 2 r % P i % ~ 5 1  fli: ~ ' f - r B @  f 

QCb ( P t J s T 4 T  I G I M  FiXrifr ; 
~ ; I I ; L  Er*F ~ 1 7 f  2 )  1 3 E T ( e > C & !  g 
G ê i  bLX 5fxu FL%T 155) ; 
&u% = ~ Q & ~ ~ ~ ( < z s p ; E A $ E + ~  ; 
f F  E&?2fi$'X = L 
WEk BdY 2 -ASX ; 
FUI T5;P d I f  f ' X C 3 2  - - ' 9 f U ~ t f C V L ( i 7 )  t B 9 F f N l S t f l P t t + 3 E C O d f f f  ; 

f = 4. 73  ,3:&45E ; 
f%P1&5E = bA4Ef  1 f i 

E J r $ [ s x L  P g I B A S E  r * = ' p QUAG&@I T 9 4 @ f & E + A )  1  
f C J ~ . f + i 1  9 E j )  & , F ( : % L ~ L ~ R P , N D I C G U T ) )  ; 

PF F L & G ( L W P ~ & ~ F ~  -S 3 
T$+:% zc ; 

4IE.T -LI$('  Qi,4,4~,ppWEsTz4j e ) { & )  ; 
1- ~ ~ & & Q k @ P s A ~ E j  = 1 
T r S q  j$bx = gu&L&,c[r,qab5E*gj + tI&fTEEI%PaBSE$ ; 
G ~ s F  nLx = LH4f~F(IMPJBSE) - Qdb2S2#IeN&%SE+T) g 
ar L Q S W U X I  < E S S E  -. ing-;q &UX = I 

2df k - i F t  a2X) [F(;+:3LEHPti+íttCõ%UTB ; 
; 

g 
53 1 = 2 7 3  iE&t ; 

f N T  = ~%T2fk&SfHf ; 
f f  Ft&GlZ&lt 7- -'i 
TWi>e zs = 

22 J = i V3 148ASk & T i ; f ; Y f  -G SASEZJ)) ; 
LdLI ; 
4 - 
,r 3 > 9abX52 -- 
idf<-4 b-j ; 

ZF- -. IWP 
Tr-fE24 D O  ; 

znr = e i * ~  ; 
7UT 5 K I P  S G I T  ( ' M A Z I A V & f  5 L5#PLEMEeV4&ES F25&', 

DA E Á S E  = * l t W  , A )  2 
E?@ ; 

LYp$&SL = XNf 
PUT C S % T [ " @  r I H t B A S h  z e klR3TEIINTI 1 

( C Z L ( 4 2 )  431 W , f&r4L2ilHP,f4DEZOUi)f ; 
EhG ' 

E":, F ,&c - 
FMs Ih75ZL~k ; 
BImf& r P&f~(~litPTF?f) 2 

D 6 t  NC 
L ~ua@qgrs~*l B L N  FL:LAVC~SI  r 
2 ERSEf-rP) &E% F I X E 3  9 



2 PESO fjris F I X E G  , 
2 LãNK B f U  F9XED r 
2 F L Q G I * )  k.fQ F I X E 3  
L t fPai fTE(* i  31% FtLATt53B ; 

Dtb bFlVrfT ali% Ff ~lrl3 & 
~ L L  sr~ruc-r =iPtx FIXz.-. % L' . = 

trCL FLV2T 52% F ~ % T ( 5 3 1  ; 
t i C L  E: SI:% F I X t r i  ; 
5 . v ~  4 ai& FIXES ; 
C F P J c y  = &$A55 + ; 
p%V$$ r lPEVIPs CPPV3Tj  ; 
f+  P;~ZLE~S$ Qii,.ikiúI; t I Y M s 3  $/ 

aap 1:. = , T B  LPEVST-: , LPEVETT+ 'VI ~ ; & A S E  ; 
= 2 f2  t B L I , T - E  ; 

~ ~ ~ g n : f f ~ ~ J ~ )  = Q U A L * Z O ( Z ~ ~ S : ~  - G 0 & 3 4 3 f h P I Y Q T , J 9 1  * 
( Q i J B G X C f  I & r C P l % # I T )  / PTVGT) ; 

i& a r l Q Q ~ h S I k ~ ( f , ~ J l )  I < i P S i  -." - 
i t & k  if$JAg3??g;LTJE) = b. ; 

LNS F 
k~;3g .2 ( , , rg7~y5-r l  {a, ; 

E%& ; 
P* p g c ~ z 5 ~ ~  t:i;?ak c 4  ? I ~ ~ Ç T  z/ 
3 8  J; r C Tg P P g v a ã  ; 

FF ~ U ~ ~ ~ C . ~ ( L P E V Z T , J L )  7- 2 .  
TS?, G-' ' 

L y 
& ; ~ ; , % J f L P l W + h ~ . l i t  = G U & D n 2 ( t P k V S ' F , J i l  / PEJZ_"L;P ; 
i" , & & S # Q * J W > ~ ~  t t P * $ O f  *~1)) ( EFSP 
V = j t i %  ~ U L J ~ - ~ ~ L ? I % ~ T ~ J I )  = 3-  ; 

. c 
% 

r*. 
%.a+ 3 ; 

,;,,F>G ; $+e2: L&h:r:t&.i.;: C& f-&$$G&- . _ ~ ~ J Z T I Y V  I $ /  

PlVT:T = r, ; 
iF f P a i E  -; - r 
BHLN 33 I i  = ; TC &Vai3 ; 

- Lr G L & ( E : E  -= , i% L ã M l V C f  1,) -= "i, G * A f i E P Z ( ~ , f b l  -F 

TkiCS P+V38 = PIV&;T - tEMIYECf=f * KBTKfff@,3l) 
er:';lJ ; 

sQ lj, r - TE; , < T + + 5 E  ; 
7- k F  B & S f  = ; 
T%f% 5, ; 

XF E5TWZEf ;,Ef&EfI;t F E i&&úRCf EPt&8RsE+ik -= 2 -  
F 4 f N  ;F F~XGfar3eC1P)) = P /* G I R T E  A DLREfYX 'P */ 

TdER PTVCT = PPVCIT a QUBCRS(PLtNBASE+LI * 
PlÁT&,E t = 3 , ~ a S E t  í i t t  ; 

P I V Z ã  - P S V - T  - ~ U w Z a b f  i,*%BW5E+Lf + 
M A i R f f  f 2 , Y H 5 E I + X f  1 i 

; 
E L 5 5  kF &~SiQfk-) 2 %VkR 

fa%5V P P K V  = P l d 2 T  - dU42S.?f Z A ~ % ~ R S E + - P .  Z ; 
- * r  r- - 
, * &  t 

HF A k Z í 3 U & R l f Y t b b & S k + , f  - P l V a T )  3 EpSl 
THE& tj&t AECã?Wt?4d )  ; /* - t E C k L Z U L A  A P N V t R 5 $  */ 

f."xw;tsa ; 
W&I,D%, : p%?:ta.$:;2 3 5 $ r , ) % y S l S i T ( i )  1 ; 

[ * * *+*V$*$***+**~B**"+**ZP~**** IE~**%*;S~~****~  ***8**@*-*************%***/ 

J'% E5Tb E e i , 4 t f t >  E k;hf&8AGÂ PRICA GSR&&&ti ifr4A ããd.tUGSrO XNTEIKW- E Ci-k~&a-*C 
/a Dg SE &5 SrSd%UTss t3YGECGEs FSREM S A T I S F E I T A S  : - *L - ,r '@JMERS f3kUc;3g5 U E S t J W J í i S  ~ P ~ G % S . ~ ~ L U )  > r; E < L'.= *f 

- 5 ,gu&EaJ DL_ &JLU;3%5 J& E&tcy$TR&"a* (E Gí$ARDAQA') E '.B2%-7R õ.1 
/* SUE e wnme E sz~uc>,s  u ~ c ~ s ~ u a s  i ~ u n s ~ r u r  zu o V A L ~  DES-W 









LB = BqSX%ZR&Li) ; 
kft;ri9 ; 
I F  L- -.= a E i$asEcrkI  = ~ A S I : ~ ~ . L I  
HBfn E n  ; /* V B k I A V E t  i ia5r[PI] JA ESTA MA INVERSA */ 

a a m , t n r )  = L i 
11 = 8 A S E X D f  I: 1 ; 
L.: = BASiWi3ltZf 

EhJ ; 
Ekoc 00 ; /a á s S g k ~  VASIAVEL 3 ~ 5 f  l I i  I % V E R S A  */ 

a? wí-BãLc_(J, -= I f i~Si ; .4$T(KIl  >= &ASECJL)) ; 
TF B A f T : . â i I ( K i )  = BASECJ6-1 
TWER K 5  = i 3 & S I & ~ k ~ K ~ f  ; 
JL = i3A$tC2?UífL l  ; 

EiW ; 
/.s~INLE&E V#;klkVEP. á & Z E  t z e i  XU LUGAR DA VAM, SASENTT (K &.h+/  
N = kA%EiXkl ; 
UD I = 3 f C  3 E t & S &  ; /$ PREPARA VETOW A */ 

Q ~ A 2 2 0 í  IlWhbSE*2) = W T B l Z t  I,@] ; 
E'Jfi ; 
&I 1 = , TE VL$AL& ; / 3  YEFA = LNV(81 * A e /  

Wt1A = 0. f 
3il J = 9 3-3 Má6SE ; 

3UX = 4UK * QJAaS2{foJf  * QUnGR9IJ*NBASE+L) ; 
f N J  ; 
NEF#(L) = AUX ; 

&A;;. : 
49X = ?$ETk(KéI Z 
02 1 = "Ja %L-2 9 Y L + L  Td ; $ ~ A S E  , 

mFa( : )  = - % t T n ( I )  % aux ; 
E m  é 
T 4 E F L f K L )  = / AUX ; 
53 I = 6 T 3  Ks-, r %i+: 15 %&AS* ; /* h = E t K P )  * P M V ( i 3 )  * P  
tú J = C ã:l % & A S 5  ; 

Q u ~ C ~ U [ ~ , ~ I  = :&j83%8(IP.jj + WEPAIEI * QUAURO(KLtJ1 ; 
f F  L ~ S ( Q U % D % ~ Q X , S ~ )  < EPZH 
YH@4 FUkO%CiitJI = , t  ; 

&%cb ) 

t N D  ; 
33 j = f3 *4@&Sc t 

Q t l A D A C i ( K , , J )  = % r i V & [ r i i E  * 3J'SAafirCtKFrJ) ; 
/ F  ~85(EBi:UAD8Zf%lrJf) < EPYE 
T b k &  Q ~ W D R Q ~ A L F ~ )  = L-  s 

F i i  z & P 
3K9E&&iIH) = K7 ; 
E: = 8 Ç 5 E + ? % a I H i )  ; 
M A  = tiA5EfdCkf&I) ; 
LF V M C C  (L41 
TdEW CALL IWRSIMZ(NS r 1) t 

EM3 t 
,NG ; 
/I REIYDENA A f W E & & k  e/ 
20 1, = 1 FW '&BASE ; 

XF fRDENA(Hs1  r= E 2  

f H E N  DT; . 
00 J S  = O TO -3EB5E ; 

Q U & D & Q (  Jka&bASE+2) = GUAOWg( P L ~ S L I  ; 
Ei%O ; 
~i = DA9E%%[X%) ; 
LL = IB ; 

W-kiLE(ML -= 19) ; 



DU j a  = 5 V; %MASE ; /* wOVE LfYHA #L P h I N H a  L i  */ 
$UAU4O(LètJI ) = dUAD%dtK&, J I  1 

EFlg B 
CY;sk:&A(Li)  - L x  ; 
t i  = KL ; 
K1 = "3Wz:q: g & 2 1 ; 

&D ; 
us 3- = 3 TZ ?+$&kS& ; 

Q I J L ~ ~ . ~ Q ( L ~ ~  ~ h )  = QUà;"~<Ú[JL~NBA5f+tp) ; 
: 

XEat~kiki,) = L& E 
EFk2 ; 

Z;&2 : 
- 
kF F f i 5E  = 2 
THEsJ &l; ; 

f i  = T C  N J 4 5 E  t 
/* f%QL, SlaVAL 55s LT4ktBLB LOMPLEME@TW&;eES ESQ */ 

F L & & ( B A S E ( ~ : ) )  - S f* CSRTE A ESGQ&WDA Y */ 
T rYE?% 3J Jk = L QBAS-. ; 

U l i A 3 R l L P , L s $ L )  = - Ctfklna~aCI.~tJZJ ; 
E N o  ; 

EKo ; 
3:j 1: = O T g  Nn&S& ; /* ãECAEêULA V f T 2 a  */ 

, q z + A [ l g )  = GQ3SM"t(CktNB&%t+b) t 
c:? Ji = h TP ; 

.F F t A t ( ~ i  -= O 
cHIt$ pdgTj&( i I )  = N E P A I L E )  - LlMI.PE[..J: 1 * H~TRfi?(lsrJi) ; 

E& i 
p g 3  * 

t 

E N Q  ; 
hfl-55 00 1,- = 2 IC r;G&SE ; 

& L T & f g l )  = QUBQA3(EltNBA5E+LP ; 
END ; 

1% = TC -2BA4Z T /+ .X.EêA%CUFA x&A%RA */ 
AUX = 9. ; 
BD 3: = 2 73 &96$, ; 

b b X  = &UX * ~U4Di3tfirJL) * NfSALJk)  ; 
END ; 
TF A B J t , k U X )  < EPSI 
f ~ f &  Q?JBtc'R:T'( 14 aNBAl,i*Tr I ' 0- i 
E t S h  C U Q E ! ~ ~ ~ L , M B A S E + L I  = ~ u X  ; 

EPdB ; 
ENQ REL3iqV ; 

; 1% BFdfk* %/ 

XMP2t1WE s P&f& (%i3 NUYI ; 
DCL & NW 

E f J U % G 3 3  (*** B bL:% F L D A T Q S 3 )  r 
2 S$3E(1;') SI& FPAEtí  t 

2 p j a  3X'4 F I X E G  r 

2 L$ENK B f &  Ç F f X f L  9 

L F L b G f * )  & E V  FIXES , 
2 LI%XI"I(S--)I SHN FLDAFt53) + 

eiCL &UM B L X  FIXE.% ; 
r- f &tL NuMi PIS; ; 
CGL ( I r #  1 k%,4 F I X E 3  ; 
BCL I R B S & i t  P I C  '999' ; 
EF MlRNAX = - 
THEN çi"l)~~& (l s ~ & ~ S % * X X  = -Qt)Ai;tFBd( i *Nit%ASf +E.)  t 
XF NU& = r; 
T H E ~  C~&jTP.&b.j2 = 8 ; 





A2 - Função CALCULA original 



CALCULA : PRDCIN3 1 NBASE 9 N V 4 R  i INTEIRAS 1 V f Y T  1 EPSI1 
RETJ9lSIRIN FIXE'lIlSlOI) ; 

DCL (NRASE NVA9 f'4INT) R I N  FIXEDIlSr03 ; 
DCL 1 V13 i 

2 QUADRQI*q*l B f N  FLOAT/53) 1 
2 RASEl*) RIY FIXED(15903 r 
2 PESO BIM FIXEDIl510) 1 

2 C I N K  R I N  FIXEDIl5,O) i 

2 FCAGlsl B f N  FIXEOIl5,01 r 
2 L I . I I T E ( * )  01% FLOdT1531 ; 

061 EPSI B f M  FL04T1531 ; 
DCL I N T E  I R A S I * ]  B I N  FIXEDl35,01 ; 
DCC PYAX STATJC B I N  FIXE3115101 

INITI.31 ; 
PYBX = PMAX + 1 ; 
RETURNtPYAX) ; 
END CALCULA ; 



A3 - Função DEFINEV original 





A4 - ~ u n ~ ã o  CALCULA alterada 





A5 - Função DEFINEV alterada 





A6 - Execução do sistema para o problema 
apresentado no texto 





A7 - ~xecução do. sistema para um problema 
de 15 variáveis e 10 restri~ões - 1 

solução 



T I P O  DE O T Z M I Z A C A O  : M A X I M I Z A C A D  
N U M E R O  D E  V A R Z A V E I S  00 PROBLEMA : 25 

NUMERO DE V A R I A V E I S  N A  B A S E  : 10 
I N I C I A R  P E L A  F A S E  : 2 

NUMERO DE V A R I A V E f S  I N T E I R A S  : 25 
NUMERO DE NOS 4A M E M O R I A  : 4 

MUYERO D E  NOS NU D B S C D  : 35 
NUMERO D E  MOS N A  F I T A  : L 5  

N U M E R E  DE C O L U N A S  DOS DADOS DE E N T R A D A  : 6 
NUMERO DE C A S A S  D E C I M A I S  DOS DADOS D E  EMTRADA : O 

NUMERO DE COLUNAS DOS I N D I C E S  DAS V A R I A V E I S  NA B A S E  : 3 
NUMERO DE C O L U N A S  DOS I N D I C E S  D A S  V A R I A V E f S  I N T E I R A S  : 2 

NUMERO D E  COLUNAS P A R A  I M P R E S S A 0  DOS R E S U L T A D O S  : 9 
NUMERO DE C A S A S  D E C I M A I S  P A R A  I M P R E S S A 0  DOS R E S U L T A D O S  : 5 

TAMANHO DA L I N H A  P A R A  I M P R E S S A 0  : 72 
P R E C I S A O  U T I L I Z A D A  { E P S I )  : 0,0005000000000 1 

V A L O R  L I M I T E  P A R A  AS SOLUCDES : -9*9999000E+74 
NUMERO DE SOLUCOES PROCURADAS : 1 

I NPWESSAO D A S  I N V E R S A S  :NA0 

PRQRLEMA I N I C I A L  

XOO 1 
-100 

8 
23 
3 
5 
5 
5 
o 
3 
3 
3 

XOL 1 
-400 
L30 
1 3 0  

40 
60 
70 
70 
32 
42 
42 
42  

X 0 2  1 
O 
O 
O 
O 
O 
8 

P R O B L E M A  I N I C I A L  C O N T I N U A C A O  

PROBLEMA ó N 1 C I A L  CDNT I N U A C A O  

X 0 2 3  X 0 2 4  X 0 2 5  XBARRA 
O O  O O 
o O  0 5 5 0  
O O O 700 
O O O 130 
O O O 2 4 0  
O O O 280 

X O l O  
-580 

90 
120 

14 
24 
29 
29 
6 

18 
30 
30  

X 0 2 0  
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 



XOOO 
X024 
X D l f i  
XOi.8 
X002 
X020 
XQ21 
X0L4 
X022 
X015 
X02 5 

IMPRESSA0 DO QUADRO 0 0 1  - PESO = 000 

XOOO X024 XOlh X018 XO 0 2 X020 

X O  14 X022 X015 X025 XBARRA PIVOT 

SOLUCAO OTIMA PARA 13 PROBLEWA CfJNTINUO 
SOLUCAO I M f f I R A  : 

XOOO = 1 9 0 ~ 0 0 0 0 0  
X026 = 52e00080 
X016 = 151eOOOOO 
X O L B  = 6ó,ooooo 
XO17 = 271.00000 
X020 = 37.00000 
X021 = 65.00000 
X023 = 9.00000 
X022 = 14.00000 
X019 = 1 .O0000 
X025 = 72,00000 

V A R I A V E I  S COCPLEHENTARES FORA D A  BASE : X O O l  = 0,00000 
X002 = ~ . 0 0 0 0 0  
X003 = 8.00000 
X004 = 0 ~ 0 0 0 0 0  
X005 = 0,00000 
XOOB = 0,00000 
X007 3,00000 
X008 = 1 o00000 
X009 0100000 





A8 - Execução do sistema para o problema 
anterior - 2 soluções 





SOLLt::B;; 271 i.iP PARA %:7.-',L&x: Cê$TT  fytj? 

zrLtrc:c I G T F L O I  : 
x & F :  

X;I: 24 
X2 L6 
XZ I F .  
Y Í  17 
Y ' L  
X 21  
X .  L ?  
xc; 
X ' *5" .  
X; 23- 

V h 7 \ f ~ V f  12 C f J F ~ ~ L ~ i ~ ~ ; ? d T 1 ~ &  5 F'.?fi [?A 56 5 -  x 7 : l  
X ?  c2 
x '; .L-? 

X 4 f 4  
X t Z S  
x: =r; 
yc- 9-7 
>( f.' i, 3 
X C  93 




