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R E S U M O  - - - - - - 

O p r e s e n t e  t r a b a l h o  e s t u d a  algumas p r o p r i e d a -  

des  das  l i n g u a g e n s  r e c o n h e c i d a s  p e l o  au tômatos  de memória f i  - 

n i t a ,  que s ã o  máquinas de memória f i n i t a  usadas  como reconhe - 

cederas. A i m p o r t â n c i a  d e s t a  c l a s s e  s e  deve à sua r e l a ç ã o  

com problemas de codi  f i c a ç ã o / d e c o d i  f i  cação .  

Após c a r a c t e r i z a r  a s  l i n g u a g e n s  de memória f i  - 
n i t a  por  s e u s  au tômatos ,  m o s t r a - s e  que e s t a  c l a s s e  de l i n -  

guagens é f echada  sob a s  ope rações  de complemento e  d e r i v a d a ,  

para  a s  demais ope rações  a p r e s e n t a n d o  c a s o s  de fechamento .  



A B S T R A C T  

T h i s  work examines some p r o p e r t i e s  o f  t h e  

languages  r ecogn ized  by t h e  f i n i t e  - r e c a l l  au tomata .  Such 

automata amount t o  f i n i t e - r e c a l l  machines used a s  r e c o g n i z e r s .  

The impor tance  of  t h i s  c l a s s  stems from i t s  c o n n e c t i o n s  wi th  

problems in  informa t i o n  c o d i n g / d e c o d i n g .  

Fi r s t  t h e  i f ini  t e - r e c a l l  l anguages  a r e  

c h a r a c t e r i z e d  by means of t h e i r  a u t o m a t a , t h e n  t h i s  c l a s s  of  

languages  i s  shown t o  be c l o s e d  under  complementat ion and 

d e r i v a t i v e s .  For  o t h e r  o p e r a t i o n s  some s p e c i a l  cases  y i e l d i n g  

c1 o s u r e  a r e  p r e s e n t e d .  
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I .  INTRODUCÃO 

O o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  e s t u d a r  algumas 

p r o p r i e d a d e s  das l i n g u a g e n s  a c e i t a s  por uma c l a s s e  e s p e c i a l  de 

mãquina, a s  máquinas de memória f i n i t a .  

A impor tânc ia  d e s t a  c l a s s e  de máquina s e  de - 

ve a  sua r e l a ç ã o  com problemas de c o d i f i c a ç ã o / d e c o d i f i c a ç ã o  , 

i s t o  devido  a  sua  p ropr i edade  de s e r  sua  s a i d a  f i n a l  a  uma s e  - 

quência  de e n t r a d a  s u f i c i e n t e m e n t e  1 onga independente  do e s t a  - 

do i n i c i a l .  E s t a  saTda é determinada  p e l o  ú l t imo  s imbolo  de en - 

t r a d a  e  a  sequênc ia  de e n t r a d a l s a i d a  p r e c e d e n t e .  

O e s t u d o  é d e s e n v o l v i d o  por capitulas da s e  - 

g u i n t e  manei ra :  

I1 - apresentamos  a lguns  c o n c e i t o s  b á s i c o s  

e  t e r m i n o l o g i a  das  mãquinas s e q u e n c i a i s ,  dos autômatos f i n i t o s  

e  das l i n g u a g e n s  r e g u l a r e s .  

I11 - def in imos  máquinas de memõria f i n i t a  

e  máquinas definidas que s ã o  c a r a c t e r i z a d a s  com base  nos concei  - 

t o s  de c i r c u i t o s  de e n t r a d a l s a i d a  e  de e n t r a d a .  

IV - i n t roduz imos  o  c o n c e i t o  de e s t a d o s  com - 

p a t 7 v e i s  e  a  p a r t i r  d e s t e  c o n c e i t o  c a r a c t e r i z a m o s  os autÔmatos 

de memõria f i n i t a ,  d e f i n i d o s  a t r a v é s  de MMF's. 



V - d e f i n i m o s  a s  l i n g u a g e n s  de m e m ó r i a  f i n i  - 

t a  como a s  r e c o n h e c i d a s  p o r  um a u t ô m a t o  de  m e m õ r i a  f i n i t a .  Ca - 

r a c t e r i z a m o s  a 1  guns  t i p o s  de 1 i n g u a g e n s  de m e m ó r i a  f i n i  t a .  

V I  - a p r e s e n t a m o s  a1 gumas o p e r a ç õ e s  s o b r e  as 

l inguagens de m e m ó r i a  f , i n i t a  e  v e r i f i c a m o s  que  a  c l a s s e  s ó  é f e  - 

c h a d a  p a r a  c o m p l e m e n t o  e  d e r i v a d a .  

V I 1  - uma p r i m e i r a  c a r a c t e r i z a ç ã o  i n t r i n s e  

ca das  L M F ' s .  

F i n a l m e n t e ,  o  c a p i t u l o  de c o n c l u s õ e s  a p r e s e n  - 

t a  um r e s u m o  dos  p r i n c i p a i s  r e s u l t a d o s ,  bem como, s u g e s t õ e s  

de p r o b l e m a s  p a r a  f u t u r a s  p e s q u i s a s .  



C A P I T U L O  I1  - - - - - - - - 

I I .  - CONCEITOS GERAIS - 

Neste c a p i t u l o ,  apresentaremos  a1 guns concei  - 

t o s  b á s i c o s  e  t e r m i n o l o g i a  das  máqui nas  s e q u e n c i a i s ,  dos automa - 

t o s  f i n i t o s  e  das  l i n g u a g e n s  r e g u l a r e s ,  que s e r v i r ã o  de base  ao 

desenvolv imento  dos capitulas s e g u i n t e s .  Daremos também a1 guns 

exemplos.  

1 1 . 1 .  MAQUINAS 

1 1 . 1 . 1 .  DEFINIGAO 

Uma - máquina s e q u e n c i a l  é uma q u l n t u p l  a  M = 

< C ,  S ,  A ,  f ,  g> onde:  

i )  C é u m  c o n j u n t o  não vaz io  ( d e  s imbo los  de 

e n t r a d a )  ; 

i i )  S é u m  c o n j u n t o  não vaz io  ( d e  e s t a d o s ) ;  

i i i )  A é u m  c o n j u n t o  não vaz io  ( d e  s imbolos  

de s a l d a )  ; 

i v )  f :  S x C -+ S ( f u n ç ã o  de t r a n s i ç ã o ) ;  

v )  g :  S x C -+ n ( f u n ç ã o  de s a r d a ) .  

Dizemos que M = < C ,  S ,  A ,  f ,  g )  é uma máqui - 



na  s e q u e n c i a l  f i n i t a  q u a n d o  S ,  1 e  A s ã o  f i n i t o s .  

I 1  .l. 2 .  - INTERPRETAÇAO I B o o t h  1 

I I 

I A t r a s o  

I 
t 

3 > 
u U n i t á r i o  

I 
t 

I 
y t  

I 

Sendo  o  e s t a d o  a t u a l  S t  E S  e  r e c e b e n d o  n o  

i n s t a n t e  t, o  s í m b o l o  de e n t r a d a  u t  E L ,  M d a  s a i d a  y t  = g ( S t .  

u t )  e  n o  p r ó x i m o  i n s t a n t e  ( t  + I ) ,  e s t a r á  no e s t a d o  St+l - - 

= f ( S t ,  u t ) ,  q u e  é a r m a z e n a d o  n o  a t r a s o .  

N o t a :  E s t e  m o d e l o  é chamado de m á q u i n a  s e  

q u e n c i a l  de  M e a l y .  

S e j a  = <C, S, A, f ,  g> uma m ã q u i n a  s e q u e n  - 

c i a l ,  podemos d e f i n i r  uma e x t e n s ã o  de f ,  f :  S x  C *  + S da s e  - 



g u i n t e  forma;  onde s  E S :  

f ( s ,  h )  = s  ( h  é sequênc ia  de comprimento 

z e r o ) .  

f ( s ,  xa )  = f ( f ( s , x ) , a ) ;  para  x E C*, a  E C .  

11.1 . 4 .  - DEFINIÇÃO - 

S e j a  M = < C ,  S ,  A ,  f ,  g >  uma máquina sequen - 

c i a l  , podemos d e f i n i r  uma e x t e n s ã o  de g ,  g :  S x C* -+ A* e  iam - 

bém i: S x C* -+ A como se  segue  

pa ra  todo  s  E S ,  x E C*, a E C 

g ( s ,  x )  dá a  seqyênc ia  de s a i d a  e  

$ ( s ,  x )  dá o  Ültimo símbolo de s a í d a  /Hop - 

c r o f t ,  Ullman41. 

1 1 . 1 . 5 .  EXEMPLOS 

Mostraremos a1 gumas manei ras  para e s p e c i  f i  - 

c a r  uma máquina s e q u e n c i a l  de Mealy. 



( T a b e l a  de T r a n s i ç ã o )  

b  1 1  

( D i a g r a m a  de  T r a n s i ç ã o )  



( f u n ç ã o  de t r a n s i ç ã o )  

( f u n ç ã o  d e  s a y d a )  

1 1 . 1 . 6 .  DEFINIÇÃO - 

Máqu ina  , s e q u e n c i a l  de Moore  é uma q u ? n t u p l a  -- - 
o r d e n a d a  M = < C ,  S, A ,  f ,  h>,  onde C ,  S ,  A e  f t e m  a  mesma de - 

f i n i ç ã o  da m á q u i n a  de M e a l y ,  e h :  S + A ( f u n ç ã o  de s a T d a ) ( B o o t h 3 ) .  

1 1 . 1 . 7 .  INTERPRETAÇAO ( B o o t h 3 )  

I 
I ATRASO St I > 

Ut I 2 I Y t  

I I 



11 .1  . 8 .  EXEMPLOS 

i )  M =  a  b ,  c } ,  {S I ,  S 2 ,  S 3 } ,  1 1 ,  0 1 ,  

f ,  h >  

( T a b e l a  de T r a n s i ç ã o )  

( D i a g r a m a  de T r a n s i ç ã o )  

N o t a :  Uma m á q u i n a  s e q u e n c i a l  de M e a l y  t e m  a  

s a i d a  a s s o c i a d a  a  c a d a  t r a n s i ç ã o ,  i s t o  é ,  d e p e n d e  do  e s t a d o  e  

d o  s i m b o l o  d e  e n t r a d a .  J ã  uma m á q u i n a  s e q u e n c i a l  de  M o o r e  a  

s a i d a  e s t á  a s s o c i a d a  a  c a d a  e s t a d o .  

1 1 . 2 . 1 .  DEFINIÇÃO 

Um --- a u t ô m a t o  f i n i t o  ( a b r e v i a n d o  A F )  é uma q u i n  - 



t u p l a A =  < C ,  S ,  f ,  s o ,  F > ,  o n d e :  

S # é f i n i t o  ( c o n j u n t o  de  e s t a d o s )  

C # é f i n i t o  ( c o n j u n t o  de  e n t r a d a )  

f : S x  C + S ( f u n ç ã o  de  t r a n s i ç ã o )  

S o  E S  ( e s t a d o  i n i c i a l )  

F S  ( c o n j u n t o  de  e s t a d o s  f i n a i s )  

A f u n ç ã o  de  t r a n s i ç ã o  p o d e  s e r  e x t e n d i d a  a  

f : S  x c * +  S como em 1 1 . 1 . 3 .  

1 1 . 2 . 2 .  DEFINIÇÃO 

A  l i n g u a g e m  r e c o n h e c i d a  p o r  um a u t ô m a t o  A ,  c o n s i s -  

t e  d e  t o d a s  as  s e q u ê n c i a s  x  E C *  a c e i t a s  p o r  A, o  q u e  s i g n i f i  - 

c a :  

R ( A )  = {X E C *  1 f ( s o , x )  E F }  

NOTA: Uma l i n g u a g e m  s o b r e  C é um c o n j u n t o  L de  p a l a v r a s  d e  

s í m b o l o s  d e  Z ( a l f a b e t o  f i n i t o  e  n ã o  v a z i o ) .  L é um 

s u b c o n j u n t o  d e  C *  ( H o p c r o f t ,  U l l m a n 4 ) .  

1 1 . 2 . 3 .  INTERPRETACÃO 

I n i c i a l m e n t e ,  o  a u t ô m a t o  f i n i t o  e s t á  n o  e s t a d o  i n i  - 

c i a l  s o ,  a  c a b e ç a  e s t á  s o b r e  o  p r i m e i r o  s í m b o l o  m a i s  à e s q u e r  

da  da  f i t a .  A c a d a  s 7 m b o l o  l i d o ,  a  m á q u i n a  



muda ou  n ã o  de e s t a d o .  Se a p ó s  o  u l t i m o  s i m b o l o  o  AF p a r a  em 

um e s t a d o  f i n a l ,  e n t ã o ,  a  f i t a  e a c e i t a ,  c a s o  c o n t r ã r i o  e l a  é 

r e j e i t a d a .  

+ M O V .  DA F I T A  

C o n t r o l  e 

F i  n i  t o  

1 1 . 2 . 4 .  E X E M P L O S  - 

i) A  = < { a ,  b ) ,  { A y  B ,  C ) ,  f ,  A, {C )>  
1  

S I M  ( a c e i t a )  

NÃO ( n a 0  a c e i t a )  

x1 x2 x3 x4 x5 . . .  F I T A  DE ENTRADA 



( T a b e l a  de T r a n s i ç ã o )  

Nota: O e s t a d o  i n i c i a l  é i n d i c a d o  pe la  s e t a  

e  o  f i n a l  p e l o s  d o i s  c í r c u l o s  ou pe lo  t r a ç o  na t a b e l  a  de t r a n  - 
s i ç ã o .  

1 1 . 2 . 5 .  DEFINIÇAO 
7-- 

Um au tômato  é r e d u z i d o  s e  e  somente se  não 

tem e s t a d o s  d i s t i n t o s  e q u i v a l e n t e s  i s t o  é,  s ,  t E S .  

sendo e q u i v a l e n t e s  e s t a d o s  que a c e i t a m  a s  mesmas p a l a v r a s ,  i s  - 

t o  é, s  ! t s e  e  somente s e  para todo  x  E C *  f ( s ,  X )  E F <=> 

f ( t ,  x )  E F .  

11 .2 .6 .  DEFINIÇÃO - 

U m  au tômato  é conexo s e  e  somente se  é cone - 

xo em r e l a ç ã o  ao seu e s t a d o  i n i c i a l ,  i s t o  é, f  ( s ,  Z * )  = S 



( t o d o s  os s e u s  e s t a d o s  s ã o  a l c a n ç á v e i s  a  p a r t i r  d o  e s t a d o  s o ) .  

1 1 . 2 . 7 .  DEFINICÃO 

Um a u t ô m a t o  é m i n i m a l  se é r e d u z i d o  e  c o  - 

n e x o .  

1 1 . 3 .  LINGUAGEM REGULAR 

1 1 . 3 . 1 .  DEFINICÃO 

- 
Uma 1  i n g u a g e m  L  s - C *  e  r e g u l a r  s e  e  s o m e n t e  

se  C r e c o n h e c i d a  p o r  um a u t ô m a t o  f i n i t o ,  i s t o  é, e x i s t e  um 

A  = < L ,  S, f ,  so ,  F > ,  t a l  q u e  L  = R ( A )  ( H o p c r o f t ,  U l l m a n ' ) .  

I I .  3 . 2 .  EXEMPLOS - 

i )  S e j a  o  a u t ô m a t o  A, 

A  l i n g u a g e m  r e g u l a r  r e c o n h e c i d a  p o r  Al é :  



i i )  S e j a  A 2  , 

i i i )  Se ja  A 3  9 

1 1 . 3 . 3 .  DEFINIÇÃO 

Uma linguagem é f i n i t a  s e  tem u m  número f i -  

n i t o  de s e q u ê n c i a s .  

Nota: As l i n g u a g e n s  r e g u l a r e s  s ã o  f e c h a d a s  

sob u n i ã o ,  i n t e r s e ç ã o ,  complemento, c o n c a t e n a ç ã o . e  e s t r e l a  

I Hopcrof t ,  Ul lman4 1 . 



C A P I T U L O  I 1 1  - - - - - - - -  - 

Neste c a p i t u l o  d e f i n i r e m o s  a s  máquinas de 

memõria f i n i t a  ( a b r e v i a n d o  M M F )  e  a lguns  exemplos s e r ã o  a p r e  - 

s e n t a d o s .  

M é uma - máquina - de memória -- f i n i t a  de ordem 

K ( K  - M M F )  s e  e  somente s e  v s ,  t E S , #  w E L ~ ,  v o E L. 

g If ( s ,  w ) ,  0 1  = g l f  ( t ,  w ) ,  a1 sempre que:  

sendo K o  menor n a t u r a l  para o  qual  i s t o  s e  v e r i f i c a .  

Nota: Uma máquina de memória f i n i t a  é de 

ordem K s e  s ã o  n e c e s s á r i o s  p e l o  menos K s imbolos  de e n t r a d a  e  

s a r d a  p a r a  determinarmos a  próxima s a r d a ,  i ndependen te  do e s t a  

do i n i c i a l .  

Uma máquina i5 MMF s e  f o r  K - M M F  para algum 



111.2 .  L E M A  

Se uma mãquina s e q u e n c i a l  é de memória f i n i  - 

t a  sua r eduz ida  também 6 

Demonstração: Ver ( V e l o s o 7  p .  13 1 . - 

I  1 1 . 3 .  - DEFIN IÇAO 

Se M ,  ( f i g u r a  3 . 1 )  é uma máquina s e q u e n c i a l  
d 

r e d u z i d a ,  a  t a b e l a  de t e s t e  de M ( f i g u r a  3 . 2 ) ,  e  -- - -- c o n s t r u i d a  

da s e g u i n t e  manei r a  : 

A p r ime i ra  l i n h a  contém todas  a s  combina - 

ç õ e s  de e n t r a d a l s a i d a  e  para  cada l i n h a  c o r r e s p o n d e n t e  a  cada 

e s t a d o ,  preenchemos colocando o  e s t a d o  c o r r e s p o n d e n t e  a  combi - 

nação en t r a d a l s a i d a  . 
Compl etamos a  t a b e l a  a c r e s c e n t a n d o  novas 1  - i  

nhas que correspondem a  p a r e s  de e s t a d o s ,  ( S i  S .  = S .  S  
J i  

e  
J 

i  # j ) .  

Cada par  gera  novos p a r e s  que s e r ã o  i n s e r i -  

dos em uma nova l i n h a  e  e s s e s  g e r a r ã o  novos p a r e s  a t é  não apa- 

r e c e r  mais nenhum p a r  d i f e r e n t e .  

q-2- L;: ( f i g u r a  3 . 1 )  



( f i g u r a  3 . 2 )  

1 1 1 . 4 .  DEFINIÇÃO -- 

O g r a f o  de t e s t e  de  M ( f i g u r a  3 . 3 )  é c o n s t r u i  - 

do da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

Cada p a r  da t a b e l a  de  t e s t e  r e p r e s e n t a  u m  viir - 

t i c e  no g r a f o ,  que s e r á  1 igado  a  o u t r o  v é r t i c e  de a c o r d o  com a  

combinação de e n t r a d a l s a i d a  de s u a  c o l u n a .  

( f i g u r a  3 . 3 )  



111 .5 .  T E O R E M A  

Uma cond ição  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  para 

que uma mãquina s e q u e n c i a l  M s e j a  de memória f i n i t a  que s e u  

g r a f o  de t e s t e  s e j a  l i v r e  de c i r c u i t o s .  (Sendo R o  comprimento 

do maior caminho do g r a f o  de t e s t e ,  e n t ã o ,  K = R + 1 ) .  

Demonstração: Ver I Kohavi l p .  4 4 7  1 .  

1 1 1 . 6 .  DEFINIÇÃO - 

U m  c i r c u i t o  e n t r a d a - s a i d a  ( a b r e v i  ando E I S  ) - 

de um e s t a d o  é uma s e q u ê n c i a  não nula  de pa res  ordenados  de en - 

t r a d a l s a i d a  que l e v a  d e l e  a  e l e  mesmo, i s t o  é :  

para  s  E S 

E I S  ( s )  = ( u  y )  E ( E  x ~ ) + l f ( s ,  u )  = s ,  

U m  c i r c u i t o  de e n t r a d a  ( a b r e v i a n d o  E )  de u m  

e s t a d o  é uma s e q u ê n c i a  não nula  de e n t r a d a s  que leva  d e l e  a  

e l e  mesmo, i s t o  é: 



para s  E S  

111 .8 .  T E O R E M A  

Uma condição n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  para 
- 

que uma máquina s e q u e n c i a l  r eduz ida  s e j a  de memória f i n i t a  e  

que d o i s  e s t a d o s  d i s t i n t o s  S i  e  S não tenham c i r c u i t o s  EIS j 

i g u a i s .  

Demonstração: 

1 . n e c e s s i d a d e  ( p o r  c o n t r a p o s i ç ã o )  

Sejam S i  e  S  com u m  mesmo c i r c u i t o  EIS Z 
j 

As s e q u ê n c i a s  de e n t r a d a / s a i d a  z n  h ,  não 

podem d i s t i n g u i r  Si  e  S  logo a  máquina r eduz ida  não é de me 
j ' - 

mória f i n i t a .  

2 .  s u f i c i ê n c i a  ( p o r  c o n t r a p o s i ç ã o )  

Suponhamos que a  máquina n ã o  s e j a  de memõ - 

r i a  f i n i t a .  En tão ,  seu  g r a f o  de t e s t e  ( d e f . I I I . 4 )  tem p e l o  

menos u m  c i r c u i t o ,  i s t o  é, e x i s t e  u m  p a r  { S i ,  S . I  com u m  criir 
J - 



P a r a  i s t o  a c o n t e c e r  s ó  e x i s t e m  duas  p o s s i b i  - 

1 i d a d e s  : 

t e n d o  a s s i m  d o i s  e s t a d o s  com c i r c u i t o s  E/S i g u a i s .  

z i i )  Si -+ 
j 

N e s t e  c a s o  podemos f o r m a r  o  c i r c u i t o  E I S  = 

Z . Z  t a n t o  em Si como em S p o r t a n t o ,  t e r e m o s  d o i s  c i r c u i t o s  
j ' 

i g u a i s .  

N o t a :  No c a s o  d e  a  m á q u i n a  n ã o  s e r  r e d u z i -  

d a ,  a  e x i s t ê n c i a  d e  d o i s  e s t a d o s  com c i r c u i t o s  E/S i g u a i s  s i g  - 

n i f i c a  q u e  a  m ã q u i n a  não  é de  m e m ó r i a  f i n i t a  o u  q u e  a  má - 

q u i n a  é d e  m e m õ r i a  f i n i t a  e  o s  d o i s  e s t a d o s  s ã o  e q u i v a l e n t e s .  



111.9. EXEKPLOS 

i 

1 1 0  111  

0 1 0  
1 1 0  

111  
E s t a  m ã q u i n a  é d e  memõr ia  f i n i t a ,  e s t a d o s  

d i s t i n t o s ,  não possuem c i r c u i t o s  i g u a i s  

E I S  ( A )  = (010) '  

E IS  ( B )  = (110) '  

E I S  ( E )  = j 0 / 1  ( 0 / 1 ) *  110 + ( 1 1 1 ) l '  

111 

E s t a  m ã q u i n a  não  é uma MMF, p o i s  com o  c i r  - 

c u i t o  E I S  010 010 n ã o d i s t i n g u i m o s  o  e s t a d o  A de C nem de B 

e, e1 es não s ã o  e q u i v a l e n t e s .  

E I S  ( A )  = 1010 ( 1 / 0 ) *  0 / 0 1 *  



111.10.  - MAQUINA DEFINIDA 

Máquinas d e f i n i d a s  ( a b r e v i a n d o  M D ) ,  s ão  caso  

e s p e c i a l  das máquinas de memória f i n i t a ,  não 6 n e c e s s á r i o  co - 

nhecermos a  s e q u ê n c i a  de s a i d a  para de terminarmos  a  s a í d a  f i  - 

n a l .  

111.11.  DEFINIÇÃO 

M 6 d e f i n i d a  de ordem K ( K  - M D )  s e  e  soman- 

K  t e s e v s ,  t E S , - V W E  C , V Õ E C  

Nota: Uma máquina s e q u e n c i a l  r eduz ida  G de 

f i n i d a  de ordem K s e  K é o  menor i n t e i r o  que de termina  o  e s t a  - 

do p r e s e n t e  de M conhecendo os ú l t i m o s  K s imbolos  de e n t r a d a .  



1 1 1 . 1 2 .  TEOREMA 

Uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  

q u e  uma m á q u i n a  s e q u e n c i a l  r e d u z i d a  s e j a  d e f i n i d a  é q u e  d o i s  

e s t a d o s  d i s t i n t o s  S i  e  S n ã o  t e n h a m  c i r c u i t o s  E  i g u a i s .  
j 

D e m o n s t r a ç ã o :  Anã1 oga d o  Teo rema  I 1 1 . 8 .  - - 

N o t a :  Se M é uma MD é também uma MMF. 

1 1 1 . 1 3 ~ .  E x e m p l o s :  
i) E x e m p l o  de  uma MD 

ii ) E x e m p l o  de  uma MMF n ã o  MD 



I V .  AUTOMATO DE MEMÕRIA F I N I T A  

E s t u d a r e m o s  a g o r a  o s  a u t ô m a t o s  de m e m ó r i a  f i  - 

n i  t a  ( a b r e v i a n d o  AMF). 

I V . 1 .  DEFINICÃO 

U m  a u t ô m a t o  A = < L ,  S ,  f ,  s o ,  F>  6 de memó - 

r i a  f i n i t a  se e  s o m e n t e  se  a  m ã q u i n a  d e  M e a l y  

M = < C ' ,  S I ,  A , f ' ,  g >  t a l  q u e  

f o r  d e  m e m ó r i a  f i n i t a .  



ii) g" 1 d1 0  & O s 1  



I V .  3 .  EXEMPLOS DE AUTOMATOS DE MEMÓRIA N A 0  F I N I T A  

i i )  

iii 

I V . 4 .  - DEFINIÇAO - 

Um a u t õ m a t o  A  = <C, S,  f ,  s o ,  F> é d e f i n i d o  

( a b r e v i a n d o  AD) s e  a  m á q u i n a  d e  M e a l y  

M = < C ' ,  S ' ,  A ,  f ' ,  g> t a l  que 



f o r  d e f i n i d a .  

N o t a :  O c o n j u n t o  dos  a u t ô m a t o s  de memór ia  f i  - 

n i t a  (AMF) c o n t é m  o s  a u t ô m a t o s  d e f i n i d o s  (AD) . 

i )  E x e m p l o  de AD 

i i )  E x e m p l o  de um AMF não  AD 

D izemos  q u e  d o i s  e s t a d o s  s  e  t s ã o  c o m p a t i  - 
v e i s  ( n o t a d o  s  - t )  s e  e  somen te  se  w E I+ t a l  q u e  



x p r e f i x o  d e  w 

f ( s ,  x )  E F  +-+ f ( t ,  x )  E F  

I V  .6. TEOREMA 

Um a u t ô m a t o  r e d u z i d o  A  é um AMF s e  e  s o m e n t e  

s e :  

D e m o n s t r a ç ã o  

+ 
S e j a  s ,  t ( s  # t )  t a l  q u e  s  - t e n t ã o  w  E C , 

f ( s ,  w) = s ,  f ( t ,  w) = t e  x  p r e f .  w f ( s ,  w)  E F  +-+ f ( t ,  x )  E F 

Na m á q u i n a  s e q u e n c i a l  M o b t i d a  a t r a v é s  da 

d e f i n i ç ã o  I V . l .  t e m o s :  

f ( s ,  w) = s ,  f ( t ,  w) = t e  

# x p r e f .  w  g ( s ,  X )  = g ( t ,  x ) ,  p o r t a n t o  um 

g ( s ,  w) = g ( t ,  w) 

L o g o  s  e  t t e m  c i r c u i t o s  E I S  i g u a i s ,  p o r t a n -  
- 

t o  M não  e uma MMF e  A não  5 uma AMF. 

i i )  ( < = )  

Se A n ã o  é AMF e n t ã o  p e l a  d e f i n i ç ã o  I V . l .  M 



não e uma MMF o  que i m p l i c a  3 s ,  t ,  s  # t t a l  que tem c i r c u i  - 

t o s  E/S i g u a i s .  

S e j a  w / y  e s t e  c i r c u i t o  f ( s ,  w )  = s  e  f ( t ,  w )  

= t e  g ( s ,  W )  = g ( t ,  w ) .  

Então ,  para todo  x p r e f .  w 



C A P I T U L O  - - - - - - - -  

V .  LINGUAGEM DE MEMÓRIA F I N I T A  

N e s t e  c a p i t u l o  d e f i n i r e m o s  a s  l i n g u a g e n s  de 

memór ia  f i n i t a  e  e s t u d a r e m o s  também a s  l i n g u a g e n s  d e f i n i d a s  . 

A1 guns exempl  os s e r ã o  a p r e s e n t a d o s .  

V.1. DEFINICÃO 

Uma l i n g u a g e m  L  5 C *  é d e  memõr ia  f i n i t a  

( a b r e v i a n d o  LMF) s e  é r e c o n h e c i d a  p o r  um a u t ô m a t o  de m e m ó r i a f i  - 

n i t a ,  i s t o  é ,  e x i s t e  um a u t ô m a t o  A que é um AMF t a l  que r e c o  - 

n h e c e  L  

L  = R ( A )  

V.1.1.  LEMA 

L  é uma LMF s e  e  somente  se o  a u t ô m a t o  m i n i  - 

m a l  que  a r e c o n h e c e  é um AMF. 

D e m o n s t r a ç ã o  : D e c o r r e  das  d e f i n i ç õ e s  V.1. e  

P V . l .  e  do Lema 1 1 1 . 2 .  



V . 1 . 2 .  E X E M P L O S  D E  L I N G U A G E N S  D E  M E M Õ R I A  F I N I T A  

i i )  L = 1 0 *  

iii) L = C *  11 C *  

i v )  L = ( O  1 ) *  



V . 1 . 3 .  E X E M P L O  D E  L I N G U A G E M  R E G U L A R  NÃO L M F  

i i )  L = ( O  I *  O ) *  1 C*  

"1 

V .  2 .  - L  I N G U A G E M  D E F I N I  DA 

V . 2 . 1  . D E F I N I C Ã O  

Uma 1 i nguagem L C C*  é d e f i n i d a  ( a b r e v i a n d o  

L D )  se é r e c o n h e c i d a  p o r  um A D ,  i s t o  é ,  e x i s t e  A que é um A D  

t a l  q u e  A  a c e i t a  L 



V . 2 . 2 .  TEOREMA 

L  é LD s e  e  s o m e n t e  s e  pode  s e r  e s c r i t a  na  

f o r m a  A U C* B onde A  e  B s ã o  f i n i t o s .  

D e m o n s t r a ç ã o :  V e r  I P e r l e s ,  R a b i n ,  S h a m i r 2  1 . - 

N o t a :  Em I P e r l e s ,  R a b i n ,  s h a m i r 2 1  é s e g u i d o  

um c a m i n h o  i n v e r s o ,  p a r t e - s e  da  d e f i n i ç ã o  d e  1  i n g u a g e m  d e f i n i  - 
da  i d ê n t i c a  a o  i t e m  V .2 .2 .  e  d e m o n s t r a - s e  um t e o r e m a  e q u i v a l e n  - 

t e  a o  i t e m  V .2 .1 .  

i )  E x e m p l o  d e  uma LD 

i i )  E x e m p l o  d e  LMF n ã o  LD 



V . 3 .  TEOREMA 

Toda  l i n g u a g e m  d a  f o r m a  L  = Al B 1 *  U A2 B2 * 

U . .. U A, Bn*  com Ai e  Bi p a l a v r a s  e  Bi d i s t i n t o s  é uma LMF. 

D e m o n s t r a ç ã o :  - S e j a  A o  a u t ô m a t o  m i n i m a l  
n 

que  r e c o n h e c e  L ,  como Ü Ai s ã o  f i n i t o s  t o d a s  a s  p a l  a v r a  s  
i=l 

s u f i c i e n t e m e n t e  l o n g a s  q u e  n ã o  f i z e r e m  p a r t e  da l i n g u , a g e m  l e  - 

v a r ã o  A  p a r a  o  e s t a d o  p o ç o  ( s p ) .  A l é m  de  s p ,  s ó  o s  e s t a d o s  f i  - 

n a i s  t ê m  c i r c u i t o s .  

s p  n ã o  é c o m p a t i v e l  com nenhum e s t a d o  f i n a l  

( s f i )  q u e  t e n h a  c i r c u i t o  p o i s  

e  como o s  Bi são  d i s t i n t o s  e n t ã o  os  s f i  n ã o  são c o m p a t i v e i s  e n  - 

t r e  s i  l o g o  A  é um AMF -t L  é LMF. 

V . 4 .  TEOREMA 

Se L  é LMF, LC* também é .  

D e m o n s t r a ç a o :  S e j a  A  = <L, S, f ,  so ,  F> um 

a u t ô m a t o  m i n i m a l  que  r e c o n h e c e  L  e  A '  = <C, S ' ,  f ' ,  s o ,  { s f l ,  

um a u t ô m a t o  t a l  q u e :  

a  E C e  s  E ( S - F )  



i )  A '  s õ  a c e i t a  p a l a v r a s  de L  C *  

S u p o n h a  q u e  f t ( s o .  w)  = s f  

S e j a  u  o  m e n o r  p r e f i x o  d e  w  t a l  q u e  f l ( s ,  , 

U )  = s f  e  e s c r e v a  w = uV com v  E C * .  

mos :  

E n t a o ,  p a r a  t o d o  p r e f i x o  p r ó p r i o  x  d e  u ,  t e  - 

f 1 ( s 0 ,  X )  E ( S - F ) ,  1 0 9 0  f t ( s O Y  X )  = f ( s O >  X )  

P o r t a n t o ,  f ( s o ,  u )  E F  e  w = U V  E L  I*. 

i i )  P o r  c o n s t r u ç ã o  o  s f  n ã o  é c o m p a t i v e l  com 

nenhum o u t r o  e s t a d o ,  e n t ã o  A '  5 AMF. 

V .5 .  TEOREMA 

d 

Se L  é uma LMF, L U {w), (w  E C * )  t a m b k n  e  

uma LMF. 

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  w = wl w2 . . . wn - com 

I w (  = n .  

S e j a  A  = <I, S ,  f ,  s o ,  F >  o  a u t ô m a t o  m i n i  - 

' F  U F ' >  um a u t ô m a t o  m a l  que  r e c o n h e c e  L  e  A '  = <L, S I ,  f ' ,  so,  



c o n s t r u i d o  como s e  s e g u e .  

A  c a d a  e s t a d o  

i = f ( s o ,  wl, w2, . . . , wi) a s s o c i a m o s  um 

e s t a d o  n o v o  s i  E! S ,  p a r a  i = O ,  1 ,  . . .  n .  

Tomamos S '  = S  U {S; I O - < i - n }  e  F '  - 

= { S A I  U { S i  1 i < n  S i  E F l .  

P a r a  c a d a  a  E 1, d e f i n i m o s  f l ( s ,  a )  = f ( s  , 

a)  p a r a  s  E S .  

f'(s,!, , a )  = f l f ( s o ,  w ) ,  a1 e  p a r a  i = 0 ,  1 ,  

i )  P o r  c o n s t r u ç ã o  A '  a c e i t a  w  

f 1 ( s ; ,  w) = s; E F '  

N o t e  q u e  se w = A e n t ã o  

A '  a c e i t a  t o d a s  a s  p a l a v r a s  d e  L ,  d a d o  x E L ,  

1x1 = P. 

l Q  Caso  - x t e m  p r e f i x o  # ?, em comum com 

i 4 ,  s e j a  i = max i < p l x l  . . .  x .  = - 1 
W1 . . . Wi} 



20 C a s o :  S e  x l  # w l  - 

i i )  A'  s ó  a c e i t a  p a l a v r a s  d e  L U { w ) .  

Suponha  q u e  f 1 ( 9 A y  z )  = s f  E F  U F '  s e j a  u  

o  menor  p r e f i x o  d e  z t a l  q u e  f 1 ( s ; ,  u )  = sh e  e s c r e v a  z  = u v .  

E n t ã o ,  p a r a  t o d o  p r e f i x o  p r ó p r i o  x d e  u t e m o s  

f ' ( s A ,  X )  = S '  - ( F  U F ' )  l o g o  

f t ( s A ,  x )  = f ( s O y  X )  p o r t a n t o  

i i i  ) P o r  c o n s t r u ç ã o  o s  n o v o s  e s t a d o s  n ã o  

têm c i r c u i t o s  l o g o  n ã o  s ã o  c o m p a t i v e i s ,  e n t ã o  A '  é um AMF. 

S e  L é uma LMF e  P uma l i n g u a g e m  T i n i t a  

L U P é LMF. 



V . 6 .  TEOREMA 

- 
Se L é uma LMF, L  - { w ) ,  (w  E C*) também e  

uma LMF. 

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  w  = wl, w2, . .. , wn com 

( w )  = n .  S e j a  A  = <C, S, f ,  so,  F >  o  a u t ô m a t o  m i n i m a l  q u e  r e c o  - 

n h e c e  L e  A '  = < c ,  S ' ,  f ' ,  S O y  ' F  U F ' >  um a u t ô m a t o  c o n s t r u i d o  

como s e g u e .  

A  c a d a  e s t a d o  s i  = f ( s o .  w,, w2, . . .  , wi ) 

a s s o c i a m o s  um e s t a d o  n o v o  s i  S ,  p a r a  i = O,  1,  . . .  , n .  

Tomamos S '  = S U {S; 1 O < i < n )  e  F '  - - - 

= {Si  1 O - i < n  S i  E F } .  - 

Se w 4 L  t e m o s  L  - { w }  = L .  

Se w  E L  t e m o s :  p a r a  c a d a  a  E C ,  d e f i n i m o s  

f ' ( s ,  a )  = f ( s ,  a )  p a r a  s  E S .  

f 1 ( s ; ,  a )  = f / f ( s o ,  w ) ,  a1 e  p a r a  

- 
i )  A '  a c e i t a  L  :- {w)  e  A '  é AMF. A  p r o v a  e  

a n á l o g a  ao  Teo rema  V . 5 .  



V.6 .1 .  COROLÃRIO 

Se L  é uma LMF e  P uma l i n g u a g e m  f i n i t a ,  L-P 

é LMF. 

V .6 .2 .  - COROLARIO 

Se P  é uma LMF e  ( P - Q )  U ( Q - P )  5 f i n i t a  en 

t ã o  Q também é uma LMF. 

V . 7 .  PROPOS IÇÃO 

As 1  i nguagens e s c r i  t a s  nas s e g u i n t e s  fo rmas : 

C *  B  C * ,  A L*  ( A  e  B  f i n i t o s )  são  L M F ' s .  
- 

D e m o n s t r a ç ã o :  Toda LDy L  = ( A  U C *  B )  e  

LMF e  p e l o  ( t e o r e m a  V . 4 . )  L  L *  = ( A  U C *  B ) &  LMF. 

Fazendo A  = @ => C *  B C *  E LMF 

e  B = + => A C *  E LMF. 

As l i n g u a g e n s  d e f i n i d a s  r e v e r s a s  ( A  U B C *  ) 

são  LMF's ' .  

D e m o n s t r a ç ã o :  - 



L, = B i* E LMF ( p o r  V . 7 )  

L = A U L ,  E LMF. 



N e s t e  c a p i t u l o  e s t u d a r e m o s  a l g u m a s  o p e r a ç õ e s  

s o b r e  a s  L M F ' s .  M o s t r a r e m o s  que  as  L M F ' s  s ó  são  f e c h a d a s  s o b r e  

c o m p l e m e n t o  e  d e r i v a d a .  

V I  . 1  . - COMPLEMENTO 

L = { x & c *  I X E L )  

V I . l  .l. TEOREMA 

As L M F ' s  s ã o  f e c h a d a s  s o b  c o m p l e m e n t o .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  A  um AMF que  r e c o n h e c e  L 

L = R ( A ) .  

P a r a  c o n s t r u i r  um a u t ô m a t o  A '  que  r e c o n h e ç a  
- 
L ,  b a s t a  t r o c a r  o s  e s t a d o s  f i n a i s  p o r  não  f i n a i s  e  v i c e - v e r s a .  



O n o v o  a u t ô m a t o  A '  é um AMF p o i s  a  t r a n s f o r  - 

n a ç ã o  não  t o r n a  c o m p a t i v e i s  o s  e s t a d o s .  

V I . 2 .  UNIAO E  INTERSEÇÃO 

V I . 2 . 1 .  LEMA 

As L M F ' s  n ã o  s ã o  f e c h a d a s  s o b  u n i a o  o u  i n t e r  - 

s e ç ã o  com as  L D ' s .  

D e m o n s t r a ç ã o  : - 

i) U n i ã o  de  L1 = Z* O O ( L D )  e  

L 2  = 1  L* (LMF) 

L = L, U L q .  

O a u t ô m a t o  f i n i t o  m i n i m a l  que  r e c o n h e c e  L  é 



Os e s t a d o s  S 3  e S 4  s ã o  c o m p a t i v e i s  

f ( S 3 Y  O) E F tS f ( S 4 Y  0 )  E F  

l o g o  A n ã o  é um AMF => L  n ã o  é LMF. 

i i )  I n t e r s e ç ã o  d e  L ,  e L 2  d o  e x e m p l o  a n t e r i  - 

o r .  

L = L 1 n  L 2 = 1  z * O O  

S e j a  A  => L = R(A)  

Os e s t a d o s  S 2 ,  S3 e S4  s ã o  c o m p a t í v e i s  

f ( S 2 >  1 )  = s 2  Y f ( S 3 Y  1 )  = S3 



O mesmo o c o r r e  p a r a  

f ( S 2 ,  0 1 )  = S2 , f ( S 3 .  0 1 )  = S3 e 

f ( S 2 ,  1 0 )  = S 2  , f ( S 4 .  1 0 )  = S4 

e n t ã o  A  nao  é AMF => L  n a o  é LMF. 

V I . 2 . 2 .  TEOREMA 

As  L M F ' s  n ã o  são  f e c h a d a s  sob u n i ã o  ou  i n t e r  - 

s e ç ã o .  

D e m o n s t r a ç ã o :  C o n f o r m e  d e m o n s t r a ç ã o  V I . 2  .l. - 

V I .  2 . 3 .  - CASOS PARTICULARES DE FECHAMENTO 

i )  Se L  é LMF e  L '  5 L F  e n t ã o  L  U L '  E LMF 

( t e o r e m a  V.5. ) .  

i i )  S e j a  L  E LMF, L '  E L F  chama-se  c o - f i n i t a  

i i i )  S e j a  L  uma l i n g u a g e m  r e g u l a r ,  L '  E L F  e  - 
L '  ( c o - f i n i t a ) .  

L  U L '  ( p o i s  seu  c o m p l e m e n t o  é f i n i t o ) .  



VI.3. CONCATENACÃO 

- 
A  c o n c a t e n a ç ã o  d e  L, com L 2  e  

VI.3.1. LEMA 

As L M F ' s  n ã o  s ã o  f e c h a d a s  s o b  p ó s - c o n c a t e n a  - 

ção p o r  1  i n g y a g e r n  f i n i  t a .  A  c o n c a t e n a ç ã o  de duas L D ' s  não  

p r e c i s a  s e r  LMF. 

D e m o n s t r a ç ã o :  - S e j a  

LI = L* 10 L* (LMF)  

L 2  = 1  ( L F )  

C o n s t r u l n d o  o  a u t ô m a t o  A  q u e  r e c o n h e c e  L t e  

mos: 

o 
Os e s t a d o s  s o  e  S2 s ã o  c o m p a t í v e i s  



L o g o  A  n ã o  e AMF => L  n ã o  é LMF. N o t e  que  

L  = ( C *  1 O ) . ( C * 1 ) .  

V I . 3 . 2 .  TEOREMA -- 

As L M F ' s  não  s ã o  f e c h a d a s  p a r a  c o n c a t e n a ç ã o .  

D e m o n s t r a ç ã o :  c o n f o r m e  d e m o n s t r a ç ã o  V I . 3 . 1 .  

V I  . 3  ; 3 .  CASOS PARTICULARES DE FECHAMENTO 

i )  S e j a  D  = L L '  com L  = C *  B ,  B E L  F  e  L '  E 

L F  ( c o n c a t e n a ç ã o  6 d i  r e i  t a  d o  L )  , D  é LMF. 

i i )  S e j a  E = L ' L  com L  = B C * ,  B E L F  e L '  E 

LF ,  E é LMF ( c o n c a t e n a ç ã o  ã e s q u e r d a  do L ) .  

V I . 4 .  - TRANSPORTA 

, V I  . 4 . 1 .  LEMA -- 

As LMF's  não  s ã o  f e c h a d a s  s o b  p ó s - c o n c a t e n a -  

ç ã o  s o b  L D  r e v e r s  a s .  

D e m o n s t r a ç ã o :  - 

L, = O *  (LMF p o r  V . 3 ) .  



L 2  = O 1  L*  ( L D  r e v e r s a )  

C o n s t r u i n d o  o  a u t ô m a t o  m i n i m a l  A  que r .econhe - 

c e  L t e m o s :  

0 1 1  
Os e s t a d o s  S 1  e  S3 s ã o  c o m p a t T v e i s  

l o g o  A  não  é AMF => L  não  é LMF. 

V I . 4 . 2 .  TEOREMA 

As L M F ' s  n ã o  s ã o  f e c h a d a s  p a r a  t r a n s p o s i ç ã o .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  - 

T L  : f LMF ( c o n f o r m e  d e m o n s t r a ç ã o  de  V I  . 4 . 1  . )  . 



V I .  4 . 3 .  CASOS PARTICULARES DE FECHAMENTO 

i )  Se L 6 LMF das  s e g u i n t e s  f o r m a s :  

C * A C * ,  A C * ,  A, C *  A  ( A  l i n g u a g e m  

f i n i t a ) .  é LMF. 

V I  . 5 .  - DERIVADAS 

S e j a  L  uma l i n g u a g e m  s o b r e  1 e  s  uma p a l a v r a  

s o b r e  C .  A  d e r i v a d a  de  L  em r e l a ç ã o  a  s  é 

V I .  5 . 1 .  TEOREMA 

As d e r i v a d a s  de  uma LMF s ã o  LMF. 

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  L  uma LMF e  o  a u t ô m a t o  - 
m i n i m a l  A  = <L, S, f ,  s o ,  F>  t a l  que  i = R ( A ) .  

P o r  I B r z o z o w s k i "  a s  d e r i v a d a s  d e  L  são  r e c o  - 

n h e c i d a s  p e l o s  Ai = C ,  S, f ,  si, F> , k s i  E S. 

E n t ã o  as L i  = R ( A i ) .  

Os p a r e s  d e  e s t a d o s  c o m p a t í v e i s  em Ai s ã o  - e  

x a t a m e n t e  o s  mesmos d e  A. 

V I . 5 . 2 .  NOTA 

, S e  p a r a  c a d a  V E C ,  DoL é LMF, e n t ã o  L  pode  



n ã o  s e r  LMF. 

Exempl  o :  

L  = R ( A )  

A:  

DoL = O O *  1  L* e  DIL = 1  O *  1  I* O L *  s ã o  

L M F 1 s  mas A  n ã o  é um AMF => L  = (O + 1  + 1 0 *  1') L *  não  5 LMF. 

V I .  6 .  ESTRELA 

V I  . 6 . 1  . TEOREMA 

As L M F ' s  n ã o  s ã o  f e c h a d a s  s o b  e s t r e l a .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  - 

L  = O *  1 ( 1  x  O l *  O ) *  e  A  o  a u t õ m a t o  m i n i m a l  

que r e c o n h e c e  L .  



1  

A é LMF => L é LMF. 

Então L *  = (O* 1  ( 1  t Ol* O)*)* .  

Cons t ru jndo  o  autõmato minimal A '  que r eco-  

nhece L*  temos:  

Os e s t a d o s  s l  e  s 3  são  c o m p a t i v e i s  

f ( s l ,  1 )  = S l  

f ( s 3 .  1 )  = s  3  

f ( s l ,  1 )  E F ++ f ( s 3 ,  1 )  E 



l o g o  A '  não  e um AMF =>  L *  não  é LMF. 

V I  . 6 . 2 .  CASOS PARTICULARES DE FECHAMENTO 

i )  S e  L  C *  é LMF e n t ã o  ( L  .C*)* 5 LMF. 

i i )  E s t r e l a  d e  L  C *  p a r a  L  C *  = ( A  ü C *  B )Ck  

é LMF. 

i i i )  E s t r e l a  d e  L  = C *  B  é LMF. 

i v )  E s t r e l a  de  L  = { w )  ( w  E C*) é LMF. 

P o i s  ( i v )  é c a s o  p a r t i c u l a r  do t e o r e m a  V.5 .  

e  n o s  p r i m e i r o s  c a s o s  a  e s t r e l a  s e  r e d u z  a  i n c l u i r  A. 

V I .  7 .  OUOCI ENTES 

V I  . 7 . 1  . - TEOREMA 

- 
As L M F ' s  não  s ã o  f e c h a d a s  s o b  q u o c i e n t e s  a  

d i r e i t a  P / Q  o n d e :  

P / Q  = { u  1 3 v E Q u v  E P) 

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a m  P  = 11  (O + 1 1 1 ) *  e  A  

o  a u t ô m a t o  m i n i m a l  que  r e c o n h e c e  P. 



A 6 A M F  => P é LMF. 

Q = 1 0  E LMF. Então P / Q  = 1 (10*  11 ) * .  

Cons t ru indo  o  autômato minimal A '  que r e c o -  

nhece P / Q  temos: 1  

Os e s t a d o s  s 2  e  s 3  são  compa t ive i s  

f ( s 2 9  0 )  = s 2  

f ( s y  0 )  = S 3  



l o g o  A '  não é AMF => P / Q  não  é LMF. 

V I  . 7 . 2 .  TEOREMA 

6 

As L M F ' s  não são f e c h a d a s  s o b  q u o c i e n t e  a  

D e m o n s t r a ç ã o :  Temos Q\P = U D u  P .  
lJ EQ 

Se jam P = (O + 1 )  O *  l ( 1  + 01*  0 )  e  A o  au  - 

tõrnato  m i n i m a l  q u e  a  r e c o n h e c e  

1  

A é AMF = >  P é LMF. 

Q = (O + 0 1 )  E LMF. E n t ã o  DoP = 0*1 ( 1  + 0 1 * 0 ) *  

e  D O 1 P  = (1  + 0 1 * 0 ) * .  

C o n s t r u í n d o  o  a u t õ m a t o  r n i n i m a l  A '  que  r e c o n h e  - 

ce DoP U DOIP = ( h  + O * ] ) ( ] ,  + 0 1 * 0 ) *  t e m o s :  



Os e s t a d o s  s o  e  s3  são  compa t i v e  i s  

0 s  e s t a d o s  s 3  com s2  e sl com s4  s ã o  também 

c o m p a t i v e i s ,  l o g o  A '  não é um AMF + Q\P n ã o  é LMF. 

V I . 8 .  IMAGEM HOMOMORFA 

d o  a  C * .  



V I . 8 . 1 .  TEOREMA 

As L M F ' s  n ã o  são f e c h a d a s  p a r a  imagens  homo - 

m o r f a .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  L  =* a *  b  ( a  t b ) *  e  A  

o  a u t ô m a t o  m i n i m a l  que a  r e c o n h e c e  

A é AMF => L  é LMF. 

S e j a  @ :  a  -t 1  

b  -t 01 

C o n s t r u i n d o  o  a u t ô m a t o  m i n i m a l  A '  que r e c o -  

nhece  + ( L )  t emos :  
o 



Os e s t a d o s  s o  e  s 3  são  c o m p a t i v e i s  

1 o g o  A '  n ã o  e um AMF +- + ( L )  n ã o  é .LMF. 

V I . 8 . 2 .  - TEOREMA 

LPIF não é f e c h a d a  sob imagem h o m o m o r f a ,  i s t o  

$ ( L )  p a r a  L i LMF pode  s e r  uma LMF. 

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  L  = a *  ( c  t d )  c *  b  ( c  + 

+ d ) * ,  c o n s t r u i n d o  o  a u t ô m a t o  m i n i m a l  A  q u e  r e a o n h e c e  L t e m o s :  



o s  e s t a d o s  so,  s1  e  s 3  são c o m p a t i v e i s ,  l o g o  A  não  é AMF => L  

não  é LMF. 

S e j a  @ :  a  + 01 

b  + O 

c + l  

d  + 0 0  

t e m o s  : 

C o n s t r u T n d o  um a u t ô m a t o  m i n i m a l  A '  q u e  r e c o  - 

n h e c e  @ ( L )  t e m o s :  

A '  n ã o  t e m  e s t a d o s  c o m p a t 7 v e i s  l o g o  é um AMF =>  @ ( L )  é LMF. 

V I  . 8 . 3 .  TEOREMA -- 

As L M F ' s  n ã o  s ã o  f e c h a d a s  s o b  imagem homomor - 

fia i n v e r s a ,  i s t o  é ,  L  E LMF não  i m p l i c a  em @ - ' ( L )  = { w ( @ ( w ) E  L I  

E LMF. 



Demons t r ação :  S e j a  L  a  l i ngyagem r e c o n h e c i  -- - 

da  p e l o  au tôma to  A a b a i x o  

A é AMF 

S e j a  $ :  C -t A *  

a - t l  

b -t 01 

A p a r t i r  de A uma c o n s t r u ç ã o  n a t u r a l  nos dá  u m  a u t ô m a t o  $ - I  ( A )  

p a r a  $ - ' ( L )  temos $ - ' ( A ) :  



- i 
$I ( A )  n ã o  é um AMFy os e s t a d o s  sl e  s 3  s ã o  

compa t i v e i s  

f ( s l y  b b )  = S I  e  f ( s 3 ,  b b )  = S 3  

1 ogo $I- '  ( L )  n ã o  é uma LMF. 

V I . 8 . 4 .  TEOREMA 

LMF n ã o  6 f e c h a d a  sob  imagem h o m o m o r f a  i n v e r  - 

sa ,  i s t o  é, @ - ' ( L )  p a r a  L  6 LMF p o d e  s e r  uma LMF. 

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  L  = O C *  1  ( L  & LMF) e  - 

A um a u t ô m a t o  m i n i m a l  q u e  r e c o n h e c e  L :  



t emos  : @ - '  ( A ) ,  como a n t e s  

a  ,b 

A  n ã o  t e m  e s t a d o s  c o m p a t ~ v e i s ,  l o g o  A  é 

AMF => @ - ' ( L )  é uma LMF.  



V I  I .  CARACTERIZACÃO DAS LINGUAGENS DE MEMÕRIA F I N I T A  

Uma c a r a c t e r i z a ç ã o  d a s  1  i n g u a g e n s  d e  memór i  a  

f i n i  t a ,  f o r m u l a d a  b a s e a d a  a p e n a s  em c o n c e i t o s  d e  1  i n g u a g e m ,  i s  - 

t o  é, sem r e c o r r e r  a o  a u t õ m a t o  e  ao  c o n c e i t o  de  e s t a d o s  compa-  

t í v e i s  pode  s e r  f e i t o  u t i l i z a n d o - s e  a  c o n g r u ê n c i a  d e  N e r o d e .  

A  r e l a ç ã o  c o n g r u e n c i a  d e  N e r o d e  da l i n g u a g e m  

L ,  s i m b o l i z a n d o  I , é d e f i n i d a  p o r :  
-L 

x l y  s s e  Vz E C * ,  x z  E L  + + y z  E L  
L  

As c l a s s e s  de e q u i v a l ê n c i a  d e s t a  r e l  a ç ã o  

c o r r e s p o n d e m  aos  e s t a d o s  d o  a u t õ m a t o  minimal que r e c o n h e c e  L .  

L n ã o  é LMF s e  e  s o m e n t e  s e  u ,  v ,  w  t a l  

a )  u  lL v 

b )  u w l L u  e  v w j L v  

c )  x  p r e f  ( w ) ,  u  x  E L -++ v  x E L .  

o u  o n d e  d e  o u t r a  f o r m a  L é LMF se e  s o m e n t e  s e  V u ,  v  com u  lL v  

e  Vw s e  u  w l L u  e  v w l L v  e n t ã o  3 x p r e f  ( w )  t a l  q u e  u  x E 

L e  V X / I I ,  ou  u x  L e  v x  E L .  

Uma c a r a c t e r i z a ç ã o  i n t r y n s e c a  m a i s  s i m p l e s  

s e r i a  d e s e j á v e l  , 



VI 11. CONCLUSÃO 

O c o n c e i t o  de memõria f i n i t a  é d e f i n i d o  p r i -  

mei ramente com r e s p e i t o  a  máquina s e q u e n c i a l  . 
Uma máquina s e q u e n c i a l  r eduz ida  é MMF s e  e 

somente s e  d o i s  e s t a d o s  d i s t i n t o s  não tenham c i r c u i t o s  E/S 

i g u a i s .  Com o  c o n c e i t o  de c i r c u i t o s  d e f i n i m o s  também a s  MD'S . 
Baseado no c o n c e i t o  de e s t a d o s  compa t ive i s  , 

i s t o  é, s  - t e +  3w E  tal que f ( s ,  w )  = s ,  f ( t ,  w )  = t e 

b'x p re f  ( w )  f ( s ,  x )  E F ++ f ( t ,  x )  E F y  de f in imos  o s  AMF's. 

A 1  inguagem reconhec ida  por um autômato AMF 

é denominada Linguagem de Memória F i n i t a .  O mesmo o c o r r e  para 

a s  LD's que são  r e c o n h e c i d a s  pe los  AD's.  

Examinamos os s e g u i n t e s  t i p o s  de LMFls: 

B i  d i s t i n t o s  e n t r e  s i .  

i i )  L C* L E LMF.  

i i i )  L U P ,  L - P .  L E LMF e  P f i n i t o .  

i v )  C *  A C* A f i n i t o .  

V )  A C* A f i n i t o .  



v i )  ( A  U B c*)  A e  B f i n i t o s  ( d e f i n i d a s  r e  - 

v e r s a s ) .  

Ver i f i camos  também que a  c l a s s e  das  LMF's só 

e f echada  pa ra  a s  o p e r a ç õ e s  de complemento e  d e r i v a d a s  ( V I . l  e  

V I . 5 ) ,  para a s  o u t r a s  ope rações  apresentamos  os c a s o s  p a r t i c u l a  - 
r e s  do fechamento .  

Como s u g e s t õ e s  para  f u t u r o s  d e s e n v o l v i m e n t o s ,  pa 
recem i n t e r e s s a n t e s :  

- c a r a c t e r i s t i c a  i n t r i n s e c a  mais s i m p l e s  do 

que a  do C a p i t u l o  VII .  

- Sob que o p e r a ç õ e s  " c o r r i g ; i i d a s N ( p o r  exem- 

plo conca tenação  marcada)  a s  LMF's são  f e  - 

chadas .  

- C a r a c t e r i z a ç ã o  2 l a  Kleene.  ~ n á l o g a  a ex - 
p r e s s õ e s  r e g u l a r e s .  
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