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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partia1 fulfillment of the require- 
ments for the degseee of Doctor of Science (D.Sc.) 

THE AUXILIARY PROBLEM METHOD WITH BREGMAN 
REGULARIZATION FOR THE VARIATIONAL INEQUALITY PROBLEM 

Simone Dutra Ramos 

September/2001 

Advisor: Susana Scheimberg. de Makler 
Departrnent: Systems Engineering and Computer Science 

In this work, we develop forward-backward split ting algoriths to solve varia- 
tional inequality problems in Hilbert spaces. We present a procedure that generalizes 
the auxíliary principle problem given by Cohen for multivalued monotone operators. 
For single-valued operators, we introduce one class of algoriths that combines the 
auxiliary principle problem with the notion of Bregman regularization. We estab- 
lish weildefinedness of the rnethods, as weU as analyze their convergence. We show 
that the families of algorithrns here introduced uni@ the existent methods from the 
theoretical point of view. Finaily, we present some applications. 



Resumo da Tese apresentada à COPPE como parte dos requisitos necessários para a 
obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.) 

Simone Dutra Ramos 

Setembro/2001 

Oríentadora: Susana Scheimberg de Makler 
Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

Neste traballq desenvolvemos algoritmos de decomposição do tipo "forward- 
backward" para resolver o problema de inequação variacional em espaços de Hilbert. 
Apresentamos um método que generaliza o do problema au- 
xiliar de Cohen para um operador ponto-conjunto. Para unz operador ponto-ponto, 
introduzimos uma classe de algoritmos que combina o principio do problema auxi- 
liar com a noção de regularização de Bregman. Estabelecemos a boa definição dos 
métodos apresentados e analisamos as suas propriedades de convergência. Ao longo 
deste trabalho, mostramos que as fadlias de algoritmos introduzidas unificam vários 
métodos existentes sob o mesmo ponto de vista teórico. Além disso, apresentamos 
aplicações desses métodos que se adequam as respectivas fadlias. 
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Notqões gerais 

(a E Rn/uj 2 0Vj = 1, ..., n). 
(U E Rn/uj > O'Vj = 1, ...,TI}. 
reais estendidos. 
espaço de Hilbert real. 
produto interno em U. 
norma associada ao produto interno (, ) . 
bola aberta, centrada em uo, de raio 6. 
interior do conjunto A. 
interior relativo do conjunto A. 
fronteira do conjunto A. 
fecho do conjunto A. 
envoltória convexa do conjunto A. 
fecho fraco do conjunto A. 
convergência fraca. 
convergência forte. 
epigrafe da fwqão f. 
conjugada da função f. 
indicatriz do conjunto C. 
semiconthua inferiormente. 
Gat eaw-diferencial. 
G-dif'erencial de f em u. 
G - diferencial de f em relação a u. 
subdiferencial de f em u. 
subdiferencial de f em relação a u. 
conjunto das partes de U. 
dodnio do operador @. 
imagem do operador %. 
grhfico do operador 9. 
operador inverso de Q . 
operador projeção sobre o conjunto C. 
operador cone normal do conjunto C. 
cone polar do conjunto C. 
distância de u ao conjunto C. 



1 Introdução 

Sejam C um subconjunto de um espaço de Hilbert real U fechado, convexo e com 
o interior não-vazio, Q : U 4 P (U) um operador ponto-conjunto monótono e 
f : U -+ R uma h ç ã o  convexa, própria e semicontinua inferiormente. Nós con- 
sideramos o Problema de Inequação Variacional (PIV(@, C, f)) : 

(PIV) Encontrar u* E C e r* E 9 (u*) : (r*, u - u*) + f (u) - f (u*) 2. O Vu E C. 

Esta desigualdade é conhecida como urna inequação variaciona1 generalizada (veja 
[32]). Formula~ões deste tipo, nas quais lP é um operador ponto-conjunto ou ponto- 
ponto e a função f não é necessariamente identicamente nula, são encontradas em 
vários campos da matemática tais como programação convexa, equações diferenciais 
parciais e teoria dos jogos, Esta inequação variacional aparece frequentemente na 
modelagem de problemas provenientes de diversas áreas da engenharia, por exemplo, 
economia, transporte e mecânica. Veja, por exemplo, 131, [30] , 1331, 1401 e [68] como 
referências para inúmeras aplicações do problema (PIV). 

Uma grande variedade de problemas podem ser vistos como casos especiais do 
problema (PIV) . Um deles é o caso em que a função f é identicamente nula. Neste 
caso, o problema (PIV) é reduzido ao problema de inequação variacional conhecido 
como V I P  (9, C) : 

(VIP) Encontrar u* E C e r* E !P (u*) : (r*, u - u*) 2 O b'u E C. 

Tal problema tem sido extensivamente estudado na literatura. Veja, por exemplo, 
[I81 e [33] para o caso ponto-ponto em Rn. Para o caso ponto-conjunto, veja [14] e 
[36] em Rn; [15] e [I61 em espaços de Banach e 1131 em espaços de Hilbert. 

No caso particular em que C é wn cone convexo, não-vazio e fechado de U então 
o problema (VIP) é equivalente a: 

(PCG) Encontrar u* E C e r* E 9 (u*) : r* E C* e (r*, u*) = O, 

onde C* denota o cone polar de C, definido por: 

Este problema é conhecido como o problema de complementaridade genemlizado. Foi 
intoduzido, em Rn, por Karamardian [39] e é amplamente estudado na líteratusa. 



Observemos que (PIV) é uma extensão natural do problema de Programação 
Convexa. De fato, sob as condições habituais, a saber, 

(ia) ( D m  f)O n C0 # 0; 
(ib) Dom f íl C C: Dom (e )  , 
veremos, na seção 3.1, que se o operador @ é o subdiferencial de uma função convexa, 
própria e semiconthua inferiormente J : U -t R então o (PIV) é equivalente ao 
problema de otiruização convexa não-diferenciável: 

(PO) minímizar [J (a) + f (u)] . 
u € C  

Neste caso, o problema (VIP) fica reduzido a 

(PO)' minimizar J (u) . 
u E C 

Quando o operador não é um operador regular (ou seja, gradiente ou o subdi- 
ferencial de uma função convexa) como acabamos de ver, o problema de inequação 
variacional não se reduz a um problema de mínirnização. Assim sendo, um grande 
número de algoritmos foi criado para resolver o problema (PIV) . Enumeramos a 
seguir, algumas classes de métodos não excluentes conhecidos e amplamente estud* 
dos na literatura (seção 3.5). 

Métodos do principio Auxiliar 
Para o caso ponto-ponto veja, por exemplo, [26] e [6O] (era R*); [22] (em espaços 

de Hilbert); 1451 (em espaços de Banach). Para o caso ponto-conjunto veja, por 
exemplo, [22] (em espaços de Nilbert). 

Algoritmos do Ponto Proximal Generalizado 

Para o caso ponteponto veja, por exemplo, [18] (em Rn). Para o caso ponto- 
conjunto veja, por exemplo, 1141 e [62] (em Rn); [I31 e [29] (em espaços de Hilbert) e 
1151 (em espaços de Banach). 

e Métodos de Decomposição ("Splítting") 

Para o caso ponto-ponto veja, por exemplo, 1211 e [69] (em Rn). Para o caso 
ponteconjunto veja, por exemplo, [29] (em espaços de Hilbert). 



o Métodos de Perturbação 

Para o caso ponto-ponto veja, por exemplo, [60] (em Rn) e [45] (em espaços de 
Banach). Para o caso pont+conjunto veja, por exemplo, [61] (em Hilbert). 

Nesta tese, introduzimos fa&as de algoritmos para resolver o problema (PIV) 
que se enquadram nas estruturas dos procedimentos citados acima. Quando o ope  
rador é pontuconjunto, desenvolvemos algoritmos pertencentes à, classe de métodos 
que consideram o principio do problema auxiliar. No caso ponto-ponto, as estruturas 
envolvidas são do princ~pio auxiliar e do ponto proximal generalizado. 

O principio do problema auxiliar foi originalmente introduzido por Cohen [23] e 
posteriormente utilizado por Cohen e Zhu [24] para resolver problemas de otimização 
do tipo (PO) . 

Em [22], este principio é estendido para inequações variacionais. Cohen con- 
sidera um funcional auxiliar H : U -, R fortemente convexo diferenciável e de- 
h e  o subproblema auxiliar (PAk) a cada iteração k do seguinte modo: Dados 
uk E ~ n ~ m  f n ~ m ( @ ) ,  rk E ~ ( d )  e X k  > O 

(PAk) Encontrar ukC1 E C, solução de 

O algoritmo do ponto proximal cujas propriedades fundamentais foram provadas 
por Rockafellar [58] foi estudado anteriormente por Martinet [47] para resolver pro- 
blemas de otimização do tipo ( ~ 0 ) ' .  Burachik e Iusem [I31 desenvolvem o método 
do ponto proximal generalízado. Eles consideram disthcias generalizadas, chamadas 
distâncias de Bregman, ao invés da distância associada ao produto interno e intro- 
duzem a cada iteração k do algoritmo um subproblema auxiliar que dentro do contexto 
considerado toma a seguinte forma: Dados uk E C" n Dom (Q) e Ai, > O 

(VIPBk) Encontrar ukcl E C e rk+' E Q (uk+') : 

onde g denota a função de Bregman. 

As farni'lias de algoritmos desenvolvidas neste trabalho são de decomposição do 
tipo Yorward-backward" para resolver o problema (PIV) em espaços de Hilbert (veja, 



por exemplo, [21]). Este tipo de método é aplicado quando o operador é decomposto 
na soma de operadores. Com efeito, o problema ( P W )  pode ser reforrnulado como 
soma de operadores por meio da seguinte equação generalizada: 

(EG) Encontras u* E C : O E (Q + b f  + Nc) (u*) . 
Consideramos ao longo da tese a soma dos operadores iI e (bf + Nc) . 

Para o operador ponto-conjunto, estendemos o algoritmo considerado por Cohen 
[22]. Variamos o funcional auxiliar de Cohen a cada iteraçiio, generalizamos o sub- 
problema auxilias (pAk)  da seguinte foima: Dados d E Cn Dom f n D m  (q) , r"; 
iF (ur) e X k  > O 

PAk) Encontrar u"' E C, solução de 

rninimizar H* (u) + (,&rk - V H ~  (uk) , U )  + Xk f (a) 
u c c  

e analisamos as propriedades de convergência do método. 

Para o operador ponto-ponto, introduzimos urna classe de algoritmos que combina 
o psíncipio do problema auxiliar com a noção de regularização de Bregman. Com 
efeito, elaboramos o seguinte subproblema awllliar com regularização de Bregman: 
Dados uk E C" n Dom f n Dom (!i?) e Xk > O 

( P A B ~ )  Encontras uk+' E C, solução de 

minimizar a!H (u) + (&@ (u" - -aVH (u" , u )  + Xk f (u) + /3Dg (u, uk)  , 
U E C  

onde a! e ,B são constantes positivas. 

Para cada classe de algoritmos apresentada, provamos a boa definição, a sua con- 
vergência e apresentamos alguns algoritmos já existentes na literatura que se en- 
quadram na fa&a de métodos desenvolvidos nesta tese. 

A seguir, descrevemos o conteúdo dos caphlos. No segundo capitulo e no apêndice, 
enunciamos definições e resultados clássicos da teoria de operadores monótonos e da 
análise convexa respectivamente, aos quais faremos referência ao longo deste trabalho. 



No terceiro capitulo, apresentamos inicialmente o Problema de Inequação Varia- 
cional P IV  (Q, C, f )  e provamos a sua equivalência com a equação generalizada 
(EG) . Algumas condições suficientes para a existência de soluções para (PIV) também 
são recordadas. Por h, apresentamos uma shtese de algumas classes de algoritmos 
conhecidos e extensivamente estudados na literatura. 

No quarto caphlo, estendemos o algoritmo do problema auxilias para um ope- 
rador ponto-conjunto proposto por Cohen [22] . Consideramos variações do funcional 
auxiliar introduzido por Cohen a cada iteração. Ampliamos também a f a d a  das 
funções f definidas em (PIV),  permitindo funções definidas em 
R U {+m) ao invés de apenas snitas como é suposto inicialmente. Convém ressaltar 
ainda que obtemos a boa definição do algoritmo sob condições mais fracas que as 
consideradas por Cohen. Na última seção, apresentamos aplicações que ilustram a 
nossa extensão, 

Os resultados obtidos nesse caphulo foram apresentados e publicados nos anais 
do IX Congresso Latinoiberoamericano de ~nvesti~acion Operativa (CLAIO) realizado 
na Argentina em 1998 e do V Encontro Regional de Matemática Aplicada e Com- 
putacional (ERMAC) realizado na PUC - RIO em 1998. Além disso, se encontram 
também registrados como relatório técnico na COPPE - Sistemas, UFRJ. 

O capitulo 5 destinase à apresentação dos conceitos e propriedades da condição 
de Dunn e h @ o  (e distância) de Bregrnan que serão usados no sexto caphlo. Na 
seção 5.3, introduzimos resultados teóricos e apresentamos exemplos relacionados 
com a noção de função de Bregman. 

No sexto cap~tulo, consideramos o caso de um operador ponto-ponto monótono 
maximal munido da condição de D u m  no conjunto C. Introduzimos o método do 
problema auxiliar combinado com a noção de regularização de Bregman. Estabele 
cernos a boa deíinição do método e estudamos a sua convergência. Um resultado 
de convergência fraca é obtido. Sob urna condição extra para função de Bregman, 
provamos a convergência fraca da seqüência a urna solução do problema. Prova- 
mos também a equivalência entre a limitação da seqüência gerada pelo algoritmo e a 
existência de soluções para (PIV). Finalmente, apresentamos aplicações que ilustram 
o método. 



2 Preliminares 

Este caphdo contém conceitos e resultados clássicos da teoria de operadores monótonos 
que estão presentes praticamente em todo este trabalho. O material desenvolvido 
pode ser encontrado principalmente nos livros clássicos 11531, [67] e [68] e no trabalho 

[571. 

2.1 Operadores mon6tonos 

Sejam U um espaço de Hilbert real com o produto escalar (., .) e norma associada 
11.11 . Dado um operador ponto-conjunto X P  : U -+ P ( U )  , os conjuntos definidos por: 

são chamados o dorn2'nio , a imagem e o grcifico de !k respectivamente. O operador 

inverso de q, W 1  : U -+ P (U)  é definido por 

Assim, temos que 
Dum (W1) = Im (@) . 

O valor de r E U aplicado em u E U é denotado por (r, u) e @ (Q) := U Gf (u) , onde 

Q denota um subconjunto de U. 
Para operadores ponto-conjunto dados Ilil, Q2 definidos em U e para escalares 

fixados al, a2 E R, o operador soma alQl + a2q2 é definido por: 

al@l (u) + a2@2 (u) se u E Dom (9l) n D o m  ( @ 2 ) ,  
(a,%+ a,@,) (21) = caso contrário. 

O conjunto dos operadores em U é ordenado pela inclusão gráfica, isto é, 

@I c $2 H (u) C q2 (u) , 'v'u E U. 



Definição 2.1.1: Seja 9 : U -+ P (U)  . 
i) \I! 6 monótono se 'du, U' E Dom (9) , 'dr E \Ir (u) , r' E 9 (u') temos: 

{r - d , u  - u') 2 O. 

ii) 9 é estritamente monótono se Yu, u' E Dom (@) , u # u', Yr E 9 (u) , r' E 9 (u') 

temos: 
{r - r',% - u') > O .  

iii) Q é fortemente monótono se existe a > O tal que 

Neste caso, \Ir é dito fortemente monótono módulo a. 

É fácil ver que (iii) =$ (ii) LS (i) . Além disso, se 9 é estritamente monótono e u # uf 
então Q (u) n 9 ( d )  = 0. 

Definição 2.1.2: Seja Q : U --+ P (U) um operador monótono. 9 é chamado 
mondtono masimal se para qua.iquer operador monótono 9' tal que G (@) c: G (9') 
temos que S (u) = Q' (u) 'du Dom (9) . 

Observação 2.1.1: E fácil ver que 9 é um operador monótono maxirnal se, e somente 
se, Q é monótono e 

(r - r ' , ~  - u') > O Vu' E Dom(!@), Vr' E. Q (u') =+ u E Dom(9) e r E; 9 (u) . 
Apresentamos a seguir um resultado que garante a monotonicidade e a monotoni- 

cidade maximal do subdiferencid de uma função. 

Proposição 2.1.1: Sejam R = R V (-co, +w} e f : U -r R uma função convexa 
e própria. Então o operador subdiferencial df é um operador monótono. Além 
disso, se f é aemicont&ma inferiormente então f é subdiferenciável no (Dom f)" e o 
subdiferencid é monótono maximd. 

Demonst~qão: Veja [67] ,teorema 7.21 e [68] , proposi~~o 32.17. 

Exemplo 2.1.1: Seja f : R" --+ (-00, +oo] uma função definida por 



Observamos que f é uma função convexa e própria, mas n6o é semiconthua inferior- 
mente. Além disso o subdiferencial da f é o operador definido por 

onde B (O, 1) denota o fecho da bola com centro na origem e raio 1. 
É fácil ver que 8f é um operador monótono e que o seu gráfico está estritamente 

contido no gráfico do operador monótono XU : Rn 3 P (Rn) definido da seguinte 

Assim, concluimos que 8 f não é monótono maximal. 

Notamos ainda que 9 também não é monótono maximal já que o seu gáíico está 
estritamente contido no gráfico do operador monótono 3 : Rn + P (Rn) deíinido por 

Observação 2.1.2: A Proposigão 2.1.1 não se aplica ao exemplo anterior, já que a 
hipótese de semicontinuidade inferiormente da função f não é satisfeita. 

Exemplo 2.1.2: Seja P o operador definido no Exemplo 2.1.1. Como 3 é o sub- 
diferencial da função g : Rn -+ (-oo , +c01 definida por (veja 1561 , teorema 25.6) 

segue novamente da Proposição 2.1.1 que é é operador nonótono maximal. 

Exemplo 2.1.3: O operador cone normal de um conjunto convexo, fechado e nGo- 
vazio C Ç U, Nc, é definido por: 



E fácil ver que Nc E a&, onde Ic denota a função indicatriz em C (veja apêndice 

em anexo, definição 5 e exemplo 1). Então segue da Proposição 2.1.1 que Nc é um 
operador monótono maximal. 

O resultado a seguir mostra que a limitação do dodnio de um operador monótono 
maximal 9 é condição sdciente para a sua sobrejetividade. 

Proposição 2.1.2: Seja 9 : U --+ P (U) um operador monótono maximal. Se 
Dom (a)  é limitado então é sobrejetivo, isto é, Im (9) = U. 

Demonstração: Veja [6] ,corolário 2.2. 

Para dois operadores monótonos maximais 91 e Q2, temos que Q1+Q2 é monótono, 
mas não necessariamente monótono maximal. De fato, podemos ter, por exemplo, 
que Dom n D m  (9%) = (4. O resultado seguinte é conhecido e muito Útil por 
estabelecer a maximalidade para soma de operadores monótonos maximais. 

Proposição 2.1.3: Sejam Q1, q2 : U -, P (U) operadores monótonos maxirnais. Se 
(Dom (91))" f l  Dom (Q2) # fl então \Irl + 9 2  é um operador monótono maximal. 

Demonstração: Veja 1571 , teorema 1. 

Definição 2.1.3: 

i) Uma seqüência {uk) ,C U é fortemente conveqente para u E U u -f+ u se, e 

somente se, lim 11 uk - u 11 = O; 
(" 

k-+cQ 

ii) Uma seqüência (uk) C U é fracamente convergente para u E U u -+ u se, e 

somente se, lim (r, uk - u) = O, Vr  E U. 
( "  

k -+ 00 

A seguinte definição pode ser encontrada em [3]. 

Definiçáo 2.1.4: Sejam ,í? : U -+ [O, foo] uma furqão convexa, própria, semicont~aua 
inferiormente e @ : U -+ P (U) Q é chamado P-mondtono se Vu, u' E Dom (9) , 
\ir E (u) , r' E q (u') temos: 



É fácil ver que se B é p-monótono e n t h  é monótono. Por outro lado, se iE. é 
monótono então é ,&monótono com p r O. Já para 9 fortemente monótono módulo 
a temos a ,O-monotonicidade com (u) := a / / u / ] ~  , Y u  E U. 

Definição 2.1.5: Um operador 9 : LJ -+ P ( U )  é localmente limitado e m  u E U se 
existe uma vizinhança V de u tal que o conjunto Q (V) é limitado. Além disso, \I é 
localmente limitudo em um subconjunto B C U se 3P é localmente limitado em cada 
ponto de B. 

Definição 2.1.6:Um operador \Ir : U -+ P (U)  é limitado e m  conjuntos limttados se 
para qualquer subconjunto limitado Q C U com o fecho Q contido em (Dom (ik))' 
temos que @ (Q) é limitado. 

Observação 2.1.3: Se o espaço U é de dimensão íjnita então um argumento elemen- 
tar de compacidade mostra que qualquer operador localmente limitado é limitado em 
conjuntos limitados. De fato, seja u um elemento arbitrário de G. As bolas B (u,  5,) 
cobrem Q. Portanto, se Ma é uma cota superior da norma de qualquer elemento de 
9 (B (u,  6,)) então o máximo dos AIu, correspondentes h uma subcobertura finita é 
uma cota superior da 1IuII para qualquer u E 9 (Q) . 

A seguir, vemos que a lirnitaqiio local é uma propriedade básica dos operadores 
monótonos. Além disso, a Proposição 2.1.5 estabelece novamente a maximalidade 
para a soma de operadores maximais a partir desta propriedade. 

Proposição 2.1.4: Seja \I : U -+ P (U) um operador tal que (Dom (9 ) ) "  # 0. Se ik é 

monótono então @ é localmente limitado em (Dom (\I))". Se além da monotonicidade 
de a, U é de dimensão finita então \Ir é limitado em conjuntos limitados. 

Demonstmqão: Veja [53] , teorema 2.2 caphxdo 111. 

Proposição 2.1.5: Sejam \ki, q2 : U 4 P (V)  operadores monótonos maximais. Se 
existe um ponto .u E c1 (Dom (qi)) n c1 (Dom (XP2)) tal que Q1 é localmente lirnitado 
em u então Q1 + S2 é monótono mraximal. 

Demonstração: Veja 1571, teorema 1. 

Definição 2.1.7: Seja @ : U -+ P (U) . 8 Q dito um operador semicont&uo supe- 
riormente e m  u E Dom (@) se para cada vizinhança aberta V de Q (u)  , existe uma 
vizinhança correspondente W de u, tal que B (W) C V. \I é semicontihuo superior- 
mente se @ Q semiconthuo superiormente em cada ponto u E D m  (8) . 



Definição 2.1.8: Seja P : U -+ P (U) . 
i) P é chamado demicontz'nuo em u E Dom (9) se P é semicontho superiormente 
em u da topologia foste de U na topologia fraca de U. @ é demiconthzuo se P é 
demiconthuo em cada ponto u E Dom (8) .  

ii) E é dito fortemente-jhcamente (resp. fracamente-fortemente) fechado se segue de 
{uk} C Dom (P) , uk 5 u (resp. uk 7 u), r% E (u*) e r" r (resp, rk B1 r )  que 
r E P (u). 

Definição 2.1.9: Um conjunto M E U x U é chamado demifechado se dadas as 
seqüências {ak}, {rk} C U verificando uma das seguintes condições: 

i) uk Bt u, rk Ij r ; 
OU 

ii) uk Z u, rk -% r ;  

temos que (u, r) E M. 

Os conceitos de operador demicontinuo e conjunto demifechado que acabamos de 
apresentar são encontrados respectivamente em [68] e 1531 . Mas estes mesmos con- 
ceitos aparecem em vários livros de análise convexa com possheis mudansas em suas 
terminologias, por exemplo, em [3) temos como aplicação finitamente semiconthua 
superiormente e conjunto fortemente-fi-acament e (resp. fracamente-fortemente) fecha- 
do são empregados para estes conceitos. 

Segue imediatamente das Definições 2.1.8 e 2.1.9 que o gráfico do operador @ é 
um conjunto dernifechado se, e somente se, @ é fortemente-fracamente e fracamente- 
fortemente. 

Para um operador ponto-ponto, usamos a seguinte terminologia: 

Definição 2.1.10: Seja 8 : U -+ U. 

i) P é dito contz'nuo (resp. fmcamente contikm) se para qualquer seqüência 
{uk} C Dom (8) , uk -o* u (resp. uk 3 u) temos que Q (uk) Bl P (u) 
(resp. 8 (ak) S P (u)). 

ii) 8 é dito fortemente-fmcamente (resp. fracamente-fortemente) c o n t h o  se 
{uk} C Dom (E) , uk o* u (resp.uk -% U) implica que 8 (u" % @ (u) 
(resp. P (uy  -% P (u)). 



Proposição 2.1.6: Seja XP : U -+ P (U) um operador monótono maximal. Entao 

i) f4 é demiconthuo; 

ii) O gráfico de @, G (9) , é um conjuto demifechado; 

iii) Os conjuntos (Dom ( @ ) ) O  e Dom (9)  são convexos; 

iv) @ (u) é um conjunto convexo e fechado (o que equivale à convexo e fkacamente 
fechado) para cada u E Dom (q) . 
Demonstração: Veja, por exemplo, 1681 ,problema 32.6. 

A definição abaixo pode ser encontrada em [53]. 

Definição 2.1.11: Sejam @ : U -+ P (U) e f : U --+ (-00, +c01 uma função. 
i) 9 é dito coercivo em relação a um elemento @o b E U se existe um número S > O 
tal que 

(r - b,u) > OVu F Dom(@), r E @(u) com I I u I I  > S. 

ii) @ é dito coercivo se 

ondeu E Dom(P) e r E @(u). 

É fácil ver que se XP é coercivo então é coercivo em relação a qualquer elemento 
b E U (veja [53], caphlo 111, seçb  2.8). Além disso, a condição de coercividade é 
satisfeita sempre que o operador esteja definido em um d o d o  limitado. 

Em [68], podemos encontrar ainda a seguinte definição para o conceito de coer- 
cividade de um operador em relqão a um elemento fixo: 

iii) @ é coercivo em relação a am elemento fixo b E U se existem uo E Dom (9) e 
S > O tais que 

(r-b,u-ug) > O V U E  Dom(@), r E @(u) com I I u I I  > S .  

Note que, quando O E Dom (P) , a definição (i) implica (iii) . 

Ao lonto desta tese, usaremos também a noção de coercividade para funções que 
é análoga a noção correspondente para operadores. 



iv) .f é dita coerciva se 

onde u E Dom f. 

Definição 2.1.12: Um operador @ : U -+ P (U) é chamado hemicont&o em 
2~ E Dom (Q) se Dom, (9) é convexo e para cada v E Dom (@) a aplicação definida 
por 

t +-+ \k [(I - t) U + tu] , 
é conthua de [O, 11 na topologia fraca de U. 

Definição 2.1.13: Seja G um subconjunto fechado e convexo de U. 9 ; U -+ P (U) 
é chamado pseudornonótono de G pam P (U)  se, e somente se, satisfaz a seguinte 
condição: 

Considere uma sequência { u X }  C G convergindo fracamente para um elemento 
u0 E G, e urna seqüência { w X }  C U, com wk E Q (uk) ,Vk, ta3 que 

k k  lim sup (w ,u - uO) < o. 
I;: 

Então para cada v E G existe um elemento wO E @ (uO) , tal que 

(wO, uO - v )  5 iim inf (wk, u" v}. 
k 

Proposi<;ão 2.1.7: Qualquer operador ponto-ponto contbsuo em G é pseudornonótono 
de G para P (U) . 
Demonstração: Veja [68], caphlo 32, problema 32.3s. 

A proposição abaixo estabelece a pseudomonotonia para o operador subdiferencial 
da fun@io indicatriz em C e para a soma de operadores pseudomonótonos. 

Proposição 2.1.8: 

i) O operador Nc é pseudomonótono para qualquer conjunto C C U fechado e 
convexo. 

ii) A soma de operadores pseudomonótonos é um operador pseudomonótono. 



Demonstração: 

i) Veja [15] , proposição 2.5. 

ii) Veja [53] , cap~tulo 111, proposiqão 1.2. 

A seguinte definiçãa pode ser encontrada em [7] ou [15]. 

Definição 2.1.14: Um operador !I! : U -+ P (U) é regular se 

Note que o conceito de operador regular apresentado na definição acima é diferente 
do conceito mencionado na introdução (isto é, operador subdiferencial de uma fun~ão 
convexa) e usado, salvo especificações, ao longo desta tese. 

Proposição 2.1.9: O subdiferencial de uma função convexa, própria e serniconthxm 
inferiormente é um operador regular (no sentido da Definição 2.1.14). 

Demonstração: Veja [?I, página 167. 

O resultado seguinte está provado em [7] para espaços de Hilbert e foi estendido 
para espaços de Banach em [15]. 

Proposição 2.1.10: Suponha U um espaço de Hilbert real. Sejam ql, Q2 : U -+ 

P (U) operadores monótonos maximais tais que: 

a) b[l é regular no sentido da Dehição 2.1.14; 

c) q1 i- Q2 é monótono maximal. 

Então Im (lP1 + q2) = U. 

Demonstração: Veja [15] , lema 2.1. 

A noção de paramonotonicidade foi introduzida em [I81 e estudada posterior- 
mente em 1371. A seguir, apresentamos a definição de paramonotonicidade em um 
subconjunta C C U convexo e fechado. 



Definição 2.1.15: Um operador Q : U -, P (U) é pararnondtono em C se é monótono 
e m C e  

(r- rt,u -uf) = 0 com u,uf E C,r E @(u),rl € Q(ul) 

implica em r E Q (u') , r' E Q (u) . 
Se @ é ponto-ponto, esta condição significa que 

implica em Q (u) = 3V (u' ) . 
De acordo com as definições, temos que monotonicidade estrita em C implica 

pasamonotonicidade em C que, por sua vez, implica monotonicidade em C. E fácil 
ver que estas três classes são distintas até mesmo no caso das aplicações lineares. Por 
exemplo, se @ (u, v) = (u - v, u) , 'd (a, v) E temos que @ é monótono mas não é 
paramonótono. Jzk se Q (u, v) = (u, 0) , b' (u, v) E R2 temos que !D é pasarnonótono 
mas não é estritamente monótono. 

A proposição abaixo provada em [37] apresenta as principais propriedades dos 
operadores paramon6tonos. 

Proposição 2.1.11: 

i) O subdiferencial de uma função f : U -+ E convexa, própria e semicontbua 
inferiormente é um operador paramonótono; 

ii) Se Q1 e Q2 são paramonótonos em C então @I + g2 é pararnonótono em C; 

iii) Suponha @ : U -+ P (V)  paramonótono em C e pontos u* E C, v* E @ (u*) 
satisfazendo (v*, u - u*) 2 O 'v'u E C. Se existem pontos ü E C e 5 E Q (ü) tais que 
(Ü,u*-ü) > O  entiio v* E @(ü) e (v*,u-ü) 2 Ob'u E C. 



3 O Problema de Inequação Variacional PIV (Q, C, f) 

Neste capkulo, apresentamos inicialmente o Problema de Inequação Variacional 
PIV (*, C, f )  . Na seção 3.2, provamos a sua equivalência com uma equação ge- 
neralizada. Na seção 3.3, mostramos que a sua formulação é equivalente, a menos 
da mudança de espaço, ao problema (VIP) . Algumas condições suficientes para a 
existência de soluções do (PIV) são dadas na seção 3.4. Por fim, na Última seção, 
faremos uma sintese de algumas classes de algoritmos existentes para resolver (PIV). 

Sejam 

- U um espaço de Hilbert real com o produto escalar ( a ,  -) e norma associada /(.I1 ; 
- @ : U -+ P (U) um operador monótono; 

- f : U -+ (-00, +c01 uma função convexa, própria e semicontha inferiormente; 

- C C U um subconjunto convexo e fechado tal que C0 # 0. 
Definimos o Problema de Inequação Variacional P I V  (9, C, f )  por: 

(PIV) Encontrar u* E C e r* E @ (u*) : (r*, u - u*) + f (u) - f (u*) > O Vu E C. 

Problemas deste tipo, nos quais a função f não é identicamente nula, são encon- 
trados em vários campos da matemática tais como programação convexa, equações 
diferenciais parciais, e teoria dos jogos. Além disso, aparecem também na modelagem 
de problemas provenientes de diversas áreas da engenharia, por exemplo, economia, 
transporte e mecânica. Veja, por exemplo, [3] , 130) , [33] , [40] e [68] , como referências 
para inúmeras aplicações do problema (PIV) . 

A seguir, ilustramos um problema de otimização que pode ser reformulado como 
(PIV)  . 

Exemplo 3.1.1: Seja J : U 4 (-oo, +oo] um8 função convexa, própria e serni- 

continua inferiormente. Suponha que: 

i) ~ m ~ n ( ~ m  f)"nCO#O; 
ou 
ii) (Dom J ) O n  Dom f n C # 0. 



O problema de otimização convexa 

(PO) Minimizar [J (u) + f (a)] 
ZLEC 

é equivalente ao problema PIV (8 J, C, f )  . De fato, existe u* solução de (PO) se, 
e somente se, u* E C e O E 8 (J + f + Ic) (u*) (veja [3], proposição 4), onde Ic 
é a função indicatriz do conjunto C. Mas pela hipótese (i) ou (ii) temos que (veja 
teoremas 2(i) e 5, apêndice): 

s ( J +  f +IG) (u*) = dJ(u*) +d(f +Ic) (u*). 

Assim, u* é solução de (PO) 

¢3 Ju* E C e 3rh E 8J(u*) : -r* E d(f  + Ic) (u*) 

¢ 3 3 u * € C e 3 r * € b J ( u * ) :  (r",u-u*)f f (u ) -  f (u*) > O V u € C  

++ u* é solução de P I V  (d J, C, f )  . 

Obtemos assim uma extensão natural do problema de otimizaçiio convexa, (PO) , 
ao substituirmos o operador d J  por um operador monótono qualquer. Quando o 
operador !I? não é um operador regular (ou seja, gradiente ou um subdiferencial de 
uma função convexa) como acabamos de ver, o problema de inequação variaciond não 
se reduz a um problema de minimização, Assim, um grande número de dgoritmos 
iterativos foi criado para resolver o problema (PIV) . 

As seguintes condições naturais para (PIV) são consideradas ao longo deste tra- 
balho: 

(i.6) Dom f n C C Dom (@) . 
Estas suposições são consideradas para a existência de soluções do (PIV) (veja, por 
exemplo, teo~emas 3.4.2 e 3.4.3) e são usadas para a boa definiqão dos algoritmos 
apresentados ao longo deste trabalho. Veremos, nos caphlos seguintes, que (ia) e 
(ib) sao usadas também para aproximações de 9 por operadores regulares. 



3.2 Formulação do (PIV) em termos de uma equação gene- 
raIizada 

Ao longo desta tese, usamos também a seguinte formulação generalizada para 
P I V  (Q, C, f )  : 

(EG) Encontrar u* E. U : O E (Q + 8 f + f C) (u*) , 
onde Nc denota o cone normal do conjunto C. 

Com efeito, sejam u" uma solução de P I V  (Q, C, f )  e r* E Q (u*) verificando a 
inequaqão variacional. Então 

u* E C e (r*,u-u*) + f (u) - f (u*) 2O'du.E C 

H (f + Ic) (u) 2 (f + Ic) (u*) + (-r*, u - u*) b'u E U 

e -r* E d( f  + Ic) (u*) 

onde a Úitima equivalência segue do Teorerna 5 (apêndice). 

A equivalência acima mostra que o problema (PIV) , pode ser reformulado em 
termos de uma equação generalizada, isto é, encontrar um zero de um operador 
T = \k + df + Nc. Formulações deste tipo são consideradas, por exemplo, em [21] , 
[43] e [51] . 

3.3 Formulações equivalentes 

Uma grande variedade de problemas podem ser vistos como exemplos especiais do 
problema (PIV) . Um deles é o caso em que a função f é a função identicamente 



nula. Neste caso, o problema (PIV) é reduzido ao problema de inequação variacional 
V I P  (@, C) : 

(VIP) Encontrar u* E C e r* E @ (u*) : (r*, u - u*) _> O Vu E C. 

Este problema vem sendo extensivamente estudado na literatura. Veja, por exemplo, 
[18] e 1331 para o caso ponto-ponto, e [13], [15] e [361 para o caso ponto-conjunto. 

Mostramos a seguir que a formulação do problema (PIV) é equivalente, a menos 
da mudança de espaço, à formulação dada ao problema (VIP) . Com efeito, considere 
as seguintes definições: 

6 é o espaço produto 6 := U x R, isto é, um espaço de Hilbert com norma 
induzida por U e R, ou seja, 

(U,v)U = (u,v) +pcr V G =  ( u , , ~ ) ,  v= (v,,) E U x R. 

e C é o conjunto obtido pela interseção do epi (f) (veja apêndice) e o L'cilindro" 
C x R em 6, isto é, 

e 5 : 8 -+ P U é o operador dado por: (-> 

Então o problema P I V  (9,  C, f )  é equivalente ao VJP . De maneira mais 

precisa, temos o seguinte resultado. 

Teorema 3.3.1 Considere U, 9, f e C como na segão 3.1. Se o ponto u* é uma 
solução da inequação variacional P I V  (8, C, f )  então o ponto i?' = (u*, f (u*)) E 2 
é uma solução da inequação V I P  9, C . Reciprocamente, se o ponto G* = (u*, y )  é (- 3 
uma solução de V I P  Q, C então u* é uma solução de P IV  (9, C, f )  e y  = f (a*) . (- -> 
Demonstração: Suponha u* uma solução de P I V  (a, C, f )  com r* E 9 (a*) verifi- 
cando a inequação variacional. Seja Z = (a, A) E C, isto é, u E C f l  Dom f e X t R 



tais que f (u) 5 A. Então temos que, 

* < r*,, - u*) + 1 [A - f (u*)] 0 2  (r*,u-u*) + f  (u) - f  (U ) - ( 

onde 3 = (u*, f (u*)) E 3 e S = (r*, 1) E $ (2) .  ai, i7 é uma solução de 
V I P  (G, E) . 

Para provar a r e ~ ~ ~ r o c a ,  considere G* = (u*, y) E 8 uma solução de V I P  @, C (- 3 
e P E 5 (Z*) verificando a respectiva inequação. Então f (a*) < y. Além disso, para 
cada E C e X E R tais que f (u) < X temos que ti = (24, A) E 6. Portanto, 

O < (T",i'i-G*) = (r*,, -u*) +A-y, 

onde r* E 9 (u*) é tal que r* = (r*, 1).  
 ai, considerando, em particular, Z = (u*, f (a*)) obtemos f (u*) 2 y. Logo 

provamos que y = f (u*) . Por outro lado, se u E C n Dom f e X = f (u) então 
(u, f (a)) E 3 e a inequação acima implica, em particular, que 

{r*, u - u*) + f (u) - f (u*) 2 O. 

Como esta inequação é evidente para u gf. Dom f,. resulta que u* é solução de 

P I V  ('% c, f )  

Note que $ é monótono maximal se 9 é maximal e C é convexo e fechado (veja 
apêndice, teorema 1 e proposição 1). Além disso, t? é não-vazio pela condição (ia) 
suposta para P IV  (9, C, f )  . 

Note que, como o problema V I P  (@, C) é, em particular, um problema (PIV), 
qualquer método iterativo aplichvel à resolução do (PIV) também se aplica a de 
(VIP) . A equivalência estabelecida no resultado acima mostra que, a menos da 
mudança de espaGo, a aec~proca é verdadeira. Entretanto, sob o ponto de vista 
numérico, a releitura de um método definido para (VIP)  pode dar lugar a um método 
não interessante para o ( P i V )  . Por exemplo, um procedimento desenvolvido para 
(VIP) que considere modificações no conjunto de restrições, quando aplicado a 3 
acarreta modificações no Dom f e no conjunto C e não apenas de f. 

No caso ponto-ponto, o resultado é análogo ao que acabamos de apresentas e pode 
ser encontrado em [53] . 



Outra formulação de (PIV) em termos de (VIP) é obtida comidesando-se uma 
modificação do operador da inequação variacional. Com efeito, temos a seguinte 
propriedade: 

Teorema 3.3.2: O problema PIV (q, C, f )  é equivalente ao problema 
V I P  (IP + Of, C) sob as condições (ia) e (ib) . 
Demonstração: De fato, vimos que u* é solução do PIV ( f ,  C, f )  se, e somente se, 

ou seja, u* é solução do V I P  (!V + df, C). 

As formulações P I V  (iP, C, f )  e V I P  (IP + a f,  C)  são "equivalentes". Mas, en- 
quanto na primeira os algoritmos aproximam o operador f ,  a função f e o conjunto 
C em separado, na segunda os algoritmos aproximam o operador soma @ + af. A 
opção de trabalharmos com a formulação (PIV) ao invés da (VIP) se deve ao fato de 
que em termos algoritmicos pode ser mais vantajoso trabalhamos com aproximações 
para o operador @, para a função f e (ou) o conjunto C separadamente. 

3.4 Existência de soluções 

Como mostramos na seção 3.2, o problema de inequação variacional (PIV) é equiva- 
lente ao problema de encontrar um zero do operador T que é a soma de \Ir, df e Nc. 
A seguir, enunciamos um resultado básico que garante a existência de um zero para 
um operador monótono maximal. 

Teorema 3.4.1: Considere T : U 4 P (U) um operador monótono maximal. 
Suponha que existe a > O tal que 

(r,u) > O, quando IluII > a! e (u,T) E G(T). 

Então existe um ponto u* E U tal que O E T (a*) . 
Demonstração: Veja [57], proposição 2. 

E fácil ver que a condição principal deste teorema é satisfeita, por exemplo, se 
o domhio efetivo de T é um conjunto limitado ou se T é coercivo em U. Quando T é a 
soma de três operadores TI, T2 e T3, T é coercivo, por exemplo, se 
O E Dom (TI) r7 Dom (T2) e T3 é coercivo ou se Dom (Ti) n Dom (T2) n Dom (T3) 
é limitado. 



Lembramos que no nosso caso, T = lV + df f N' e o operador subdiferencial de 
uma função própria, convexa e s.c.i. é monótono maximal. Portanto, os operadores 
df e Nc são maximais e a aplicação do Teorema 3.4.1 fornece o seguinte resultado: 

Teorema 3.4.2: Suponha que as seguintes hipóteses são satisfeitas: 

(i) C é um subconjunto de U fechado, convexo e com o interior nãc-vazio; 

(ii) 9 é monótono em U; 

(iii) f : U -+ (-oo, +o01 uma função convexa, própria e s.c.i.; 

(iv) Uma das três seguintes condições se verifica: 

e @ é ponto-ponto e hemicontinuo; 

Q é monótono maximal e (Dom ( @ ) ) O  n Dom (d f )  n C # 0; 
e \k é monótono maximd e Dom ((iZr n ((Dom (df) n C)' # 0; 

(v) A soma lV -i- 3- f + Nc é coercivo em relação a b = O, isto é, que existem 
uo E Dom(*) (?Dom(df) n C  e 6  >O tais que 

(r, u - uo> > O 'd (u, r)  E G (9 + â f + Nc) com I I u I I  > 6. 

Entiio o problema (PIV) admite uma solução, 

Demonstração: Veja i681 , proposição 32.36. 

Proposi~;ão 3.4.1: Se o problema (PIV) tem solução e XP é estritamente rnondtono 
então a solução é única. 

Demonstração: De fato, suponha uT, u2 E C soluções do (PIV) . Então 

e 

3r,* E V! (u;) : (r;,u - ug) + f (u) - f (u:) 2 O Vu E C. 

Considerando u = u$ na primeira desigualdade, u = uT na segunda desigualdade e 
somando-as temos: 

(rT--r;,ug -uT) 2 O #  (r; -rT,ug -uT) 6 O ~ U ;  =u:, 

onde a Última implicação na expressão segue da nonotonicidade estrita de !I!. 

Quando 6 não é monótono maximal mas é pseudomonótono, obtemos o seguinte 
resultado de existência para o problema (PIV): 



Teorema 3.4.3: Suponha que as seguintes hipriteses são satisfeitas: 

(i) C é urn subconjunto de U fechado, convexo e como o interior não-vazio; 

(ii) 9 é pseudomonótono e limitado em conjuntos limitados; 

(iii) f : U -, (-m, +c4 é convexa, própria e s.c.i. tal que (Dom f n C) C Dom (P) ; 

(iv) Para cada u E (Dom f í l  C),  o conjunto 3P (u) é um subconjuto convexo, fechado 
e não-vazio de U; 

(v) Para cada subconjunto S C (Dom f n C) , a aplicação iP : Co (S) -+ P (U) é 
demiconthua; 

(vi) SI é (af + Nc) - coercivo em relação a b = 0, isto é, existem 6 > O e uo E 

(Dom f 17 C) tais que 

(r, u - u g )  > O, V (u, T )  E G (P) com I I u I I  > S. 

Então o problema (PIV) tem solução. 

Demonstração: Veja [68), problema 32.4, teorerna 32.A. 

Outros resultados de existência para o problema (PIV) (ou (VIP))  seguem como 
aplicações de vários teoremas encontrados na literatura. Por exemplo, o resultado 
enunciado abaixo é a aplicação do Teorema 12 (página 347) da referência [3] . 

Teorema 3.4.4: Suponha que as seguintes hipóteses são satisfeitas: 

(i) C é um subconjmto de U fechado, convexo e com o interior não-vazio; 

(ii) iP é p-monótono e demicontho com valores convexos, fechados e limitados; 

(iii) f : U 4 (-W, +m] é convexa, própria e s.c.i.; 

(iv) (Dom f n C) C Dom (!I?) ; 

(v) 0 E ( D m  (f +$C)" + !P (Dom f n C) + ~ o m p ) ' ,  

onde * denota a conjugada da respectiva função. 

Então o problema (PIV) tem solução. 

Note que a condição (ii) do teorerna acima é veriücada, por exemplo, quando 
SI é monótono maximal com valores limitados (veja proposição 2.1.6) e fortemente 
monótono. De forma mais precisa, obtemos os seguintes coroltirios: 



Corolário 3.4.1: Se no Teorema 3.4.4 a hipótese (ii) for substitdda por 

(ii)' E é monótono, 

então a condição (v) deve ser substitdda por 

De fato, E monótono implica 9 p-monótono com ,$ (u) := O (e assim 
= I{0l, Dom p* = ( O } ) .  

Corblário 3.4.2: Se no Teorema 3.4.4 a hipótese (ii) for substitdda por 

9 é fortemente monótono módulo a > O 

então a condi~ão (v) é dispensada e a solução do (PIV) é única. 

De fato, Q fortemente monótono implica 9 p-monótono com 
P (u) := a lla112 (e assimp" (.) = 1 1 - 1 1 2 ,  Domp* = U). Além disso, 9 é  estritamente 
monótono e consequentemente a unicidade da solução permanece. 

3.5 Algorit mos existentes 

Nesta seção, apresentamos uma shtese de algumas classes não excluentes de algori- 
trnos conhecidos e extensivamente estudados na literatura para o problema (PIV). 

3.5.1 O Método do Problema Auxiliar 

O principio do problema foi originalmente introduzido, em R", por Cohen [23] e pos- 
teriormente utilizado por Cohen e Zhu [24] para resolver problemas de otimização 
do tipo (PO). A estrutura gerada por este principio retrata e analisa algoritmos 
iterativos tais como métodos do gradiente ou subgsadiente bem como métodos de 
decomposição e coordenação. Em [22], Cohen estende este princ$o para resolver 
inequações variacionais generalizadas. Este conceito vem sendo estendido para o- 
peradores auxiliares não regulares por Renaud e Cohen [55]. A idéia, neste último tra- 
balho, é considerar uma seqüência de operadores auxiliares ponto-ponto {a" supos- 
tos fortemente monótonos e Lipschitz , mas não necessariamente re- 
gulares, e uma seqüência de números positivos { A - }  de forma que o operador @ seja 
aproximado na iteração k por 0 subproblema auxiliar considerado na iteração Ic 
é definido por: Dados un E C n D m  (9) , r% E (ak) e Xk > O 



(PIvA~) Encontrar uk+' E C : 

O subproblema (PJvA*) é equivalente a seguinte equação generalizada: 

(EGA') Encontrar uk+' E C : 

Hipóteses para @ e  f são impostas para garantir a existência e unicidade da 
solução para cada subproblema. 

Na primeira versão do método do problema auxiliar, cada operador auxiliar Qk foi 
escolhido como o gradiente de alg-uma função real direrenciável e fortemente convexa 
H (ou seja, de um funcional auxiliar). Neste caso, como mostra o Teorerna 4.1.2, 
o subproblema (PWAk) é reduzido ao seguinte problema de minimização: Dados 
u k € C n ~ w n ( @ ) , r k € < I r ( u ~  e e k > O  

(PA~)  Encontrar uk+' E C, soluçiio de 

minirnizar H (u) + (&rk - V H  (ek) , U) + hcf (a) . 
U € C  

Note que problemas auxiliares deste tipo, permitem a obtenção de um algoritmo 
que a cada iteração aproxima o operador !I?, que não é necessariamente regular, por 
um operador de regularização. 

Além disso, o fato de que aparece apenas na par%e linear (&r" u) do subpro- 
blema de minimizaçiio (pAk) tem motivado o uso deste método para a construção 
de algoritmos de decomposição. Decomposições paralelas podem ser feitas quando 
U é o produto de N espaços de Hilbert e f é aditiva em relação a esta decom- 
posição. De fato, o problema (PAk) se divide em N subproblemas de minimização 
independentes quando o funcional auxiliar H é aditivo em relação a esta estrutura 
(veja, por exemplo, [45]). A combinação de aproximações deste tipo com o principio 
de relaxação gera algoritmos relaxados (veja, por exemplo, [23], página 283) para 
otimização diferenciável e não diferenciável. 

Muitos algoritmos para resolver (PIV) são enquadrados dentro do método do 
problema auxiliar quando são feitas escolhas apropriadas para a seqüência {Cik} (ou 

H). A variação do operador auxiliar a cada iteração permite a obtenção de um 



grau consideravelmente grande de flexibilidade e é fundamental para a aplicação de 
métodos como, por exemplo, o que descrevemos a seguir: 

e Métodos de Aproximação Linear 

Considere o problema (VIP) em U = Rn e a seqüência de operadores auxiliares 
{Rk) dada por 

SIk (u) = D (uk)u, Vk 'IC E, Vu E R", 

onde D (uk) é uma matriz (n x n) definida positiva. Assim, com Xn = 1 Vk, o 
subproblema (PIVAk) se reduz a 

(PIVA") Encontrar ukfl E C : 

Escolhas adequadas da matriz D (uk) sugerem diferentes métodos conhecidos tais 
como: 

(i) Métodos da Projeção 
Considerando D (uk) = B" com Bi,, uma matriz simétrica e definida positiva, 

é fácil ver que o ponto uk+', solução de ( P I V A ~ )  , é  exatamente a projeção do ponto 
uk - (B~)-' i* sobre O conjunto C com respeito a norma I I a I I B k  , isto é, 

onde para um dado vetor z, 11 zll Ek = d m -  e P$ B a única solução de 

Métodos da Projeção para (VIP) são estudados, por exemplo, em [46], [52] e [65]. 
Quando Ik é o operador subdiferencial de uma função J e B%= I (matriz identidade), 
o subproblema (1) caracteriza o método do subgradiente projetado para resolver o 
problema de otimização restrito abaixo (ver, por exemplo, [I]): 

(PO)' minimizar J (u) . 
u € C  



(ii) Métodos do tipo Newton 
Para 8 ponto-ponto e continuamente diferenciável, várias escolhas para D (ak) 

são possheis. Por exemplo: 

D (uk) = V" (uk) (Newton); 

V 8  (uk) (quaseNewton); 

= sym (V8  (u" ) (Newton simetrizado) ; 

= diag (V8 (u*)) (Jacobi linearizado), 

onde as notações diag (D) e sym (D) denotam respectivamente as partes diagonal e 
simétrica de uma matriz D = [dv],,,, isto é, diag (D) = d& e sym (D) = 

(D + DT) /2. 

Obviamente, quando XP é o gradiente de uma função J duas vezes diferenciável, nós 
reavemos os métodos do tipo Newton clássico para resolver o problema de otimização 
restrito (PO)' . 

Veja [52] para mais detalhes e referência de outros métodos do tipo Newton. 

A convergência do método do problema auxiliar vem sendo estudada de várias 
formas na literatura. O caso em que o operador 8 é ponto-conjunto é tratado se- 
paradamente do caso em que XP é ponto-ponto. Quando XP é ponto-conjunto, os ope- 
radores auxiliares são geralmente considerados regulares e é necessário que a sequência 
de parâmetros { A k )  convirja para zero. Em [22], Cohen prova a convergência forte 
do método em espaços de Hilbert (nos casos ponto-ponto e ponto-conjunto) quando 
@ é suposto fortemente monótono. No caphulo 4, consideramos variações do fun- 
cional auxiliar a cada iteração e estendemos este resultado no caso ponto-conjunto. 
Além disso, ampliamos a fadlia das funções f defuiidas em (PIV) , permitindo 
funções definidas em R U {+o01 ao invés de apenas finitas como é suposto por 
Cohen. No caso em que XP é ponto-ponto, a sequência de parâmetros {A-) é su- 
posta limitada "longe de zero" (ou seja, a. > O : AI, > Vk E N) e os resultados 
de convergência são de dois tipos. Por um lado, se os operadores auxiliares não são 
necessariamente regulares então o operador iIi e a seqüência { Q k }  devem estar rela- 
cionados por uma condição de contração (veja, por exemplo, 1261 e [52]) ou por uma 
condição do tipo Dunn (veja, por exemplo, [65] e [71]). Por outro lado, se os o- 
peradores auxiliares são escolhidos regulares então @ é suposto fortemente mon6tono 



(veja, por exemplo, 1221, [45] e [59]) ou satisfazendo a condição (pseudo)Dunn (veja, 
por exemplo, [59J e ['il]). 

3.5.2 O Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado 

Vamos agora voltar a nossa atenção para o caso especial do problema (PIV)  em que 
f é identicamente nula. Neste caso, a inequação variacional clássica V I P  (9, C) é, 
por muitas vezes, tratada como a equação generalizada abaixo: 

(EG)' Encontrar u* E C : O E ( 9  + Nc) (u*) . 

Um algoritmo muito importante para encontrar zeros de operadores monótonos 
maxirnais, ou seja, para resolver (EG)' é o algoritmo do ponto prcorimal. Este pro- 
cedimento cujas propriedades fundamentais foram provadas por Rockafellar i581 foi 
estudado anteriormente por Martinet [47] para resolver problemas de otimização do 
tipo (PO') . Para encontrar zero de operadores maximais considerou-se inicialmente 
9 : Rn -+ P (Rn) um operador monótono maximal no problema abaixo: 

(EGo)' Encontrar u* E Rn : O E \3[1 (u*) , 

O algoritmo do ponto proximal gera, para qualquer ponto inicial uO, uma seqüência 
{uk} de seguinte forma: 

onde {Ak} é uma seqüência de números positivos. A definição deste algoritmo está 
baseada no fato (veja em [49]) de que para todo y E Rn e a > 0, existe um único 
z E Rn tal que 

Y E (* + 4 ( 4 ,  

onde I é a aplicação identidade. 

Rockafellar 1581 prova que a seqüência gerada por (2) converge para uma solução 
de (EG~)' , isto é, para um zero de !I! sempre que o conjunto de zeros é não-vazio e os 
paramêtros As são limitados ''longe de zero". O algoritmo do ponto proximal pode ser 
visto como um método de regularização no qual o parâmetro de regularização não se 
aproxima de zero necessariamente, evitando assim um posshel mal comportamento 
dos subproblemas regularizados. 



O algoritmo do ponto proximal em um espaço de Hilbert U gera uma seqüência 
{uk} C U da seguinte forma: 

onde 

O algoritmo do ponto proximal é usado para resolver problemas irrestritos como o 
problema (EG~)' . Burachik 1121 considera um algoritmo similar que mantém todas as 
vantagens do algoritmo do ponto proximal, mas é apropriado para o caso '%estriton, 
isto é, para o problema (EG)' ou V I P  (9, C). A idéia central envolvida na estru- 
tura deste algoritmo que Burachik chama de método do ponto proximal generalizado 
consiste no fato de que no caso "irrestrito7' ) isto é, do problema (EG~)' , o algoritmo 
dado por (2) pode ser visto como: 

Esta distência é substitdda por outra cujo comportamento no conjunto de restrições 
C seja análogo àquele da norma euclidiana ou da norma induzida pela disthcia em 
U. Assim, o algoritmo do ponto proximal generalizado pode ser descrito como: 

onde dlD (u, v) denota o siibdiferencial da distância generalizada em relação ao 
primeiro argumento. 

Convém ressaltar que diferentes escolhas para a distância geram diferentes algo- 
ritmos generaiizado~. Além disso, condições convenientes são impostas a D a fim de 
assegurar a boa definição e a convergência do algoritrno. No quinto capitulo estu- 
damos, em particular, a distância de Bregman D, (seção 5.3) 



3.5.3 O Método de Perturbação 

Na otimização assim como em muitos problema de inequação varicmcional são usados 
métodos nos quais a sequência gerada no algoritmo provêm de aproximações do con- 
junto admissivel, da função objetiva e (ou) do operador. O método de perturbação 
permite aproximar o problema de inequação variacional por uma sequência de sub- 
problemas variacionais correspondentes com propriedades computacionais melhores. 
Tal procedimento é chamado de convergência variacional. Uma noção de convergência 
variaciona1 bastante conhecida na literatura é a de Mosco [5O] e se originou de dificul- 
dades encontradas na aproximações de soluções de inequações variacionais. Primeiro, 
vamos recorclas a Mosco-convergência para funções convexas. 

Definição 3.5.3.1: Considere U um espaço de Hilbert real. Suponha { f 9 m a  
seqüência de funções próprias, convexas e semicont~nuas inferiormente de U em 
(-m, +m] e f : U 4 (- 00, +o01 uma função própria, convexa e serniconthua i& 

M 
riormente. A sequência { f X} é Mosco-convergente para f (e denotamos f -> f )  se 
as seguintes condições são satisfeitas: 

(i) V V u, lim inf f k  (uL) > f (u); 
k-+m 

(ii) Vu E U, 3uk o* u tal que lim sup f "uk) 5 f (u) . 
k - + m  

Esta defição se encontra em [2 ] ,  página 297. 

k M Bbservaqão 3.5.3.1: Segue desta definição que se f -+ f então qualquer ponto 
u E U é o limite na topologia forte de uma seqüência {uk} tal que 

lim f k  (ak) = f (u) . 
k + m  

Observe também que quando f 5 fk para todo k, a condição (i) é automatica- 
mente satisfeita. Note que no caso em que a dimensão de U é finita, o conceito de 
Mosco-convergência de funções coincide com o de epi-convergência (veja, por exemplo, 

A proposição seguinte apresenta o conceito de Mosco-convergência para subcon- 
juntos fechados e convexos de U. 



Proposição 3.5.3.1: Considere U um espaço de Hilbert real. Sejam (Ck) ,  C s u b  
conjuntos convexos, fechados e nhvazios de U. As seguintes propriedades são equi- 
valentes: 

(a) k k  % &7; 

(bt) Vu C, 3 {uk} tal que uk E Ck para todo k E N e uk B) u; 

(bz) V (hj)  , V {& } com uki E Ckj para todo j E N, tal que 

ukj .% u implica u E C. 

Demonstração: Veja [2] , proposição 3.21. 

Quando a propriedade (a) ou, consequentemente, (b) da proposição acima é sa- 
tisfeita, a seqüência (4) é Mosm-onvagente para G (e denotamos Gk 3 C). 

A interpretação geométrica da Mosco-convergência de conjuntos convexos é dada 
pela seguinte proposição: 

Proposição 3.5.3.2: Considere U um espaço de Hilbert real. Sejam {Ck) ,  C 
subconjuntos convexos, fechados e não-vazios de U. As seguintes propriedades são 
equivalentes: 

(i) Ck -2 C; 

(ii) Vu E U : PGu -+ Pcu; 

(iii) Vu E U : dist (u, Ck) + dist (u, C )  , 
onde PAv é a projeção de v sobre o conjunto A e dist (v, A) denota a distância de v 
a A. 

Demonstração: Veja [2] , teorema 3.33. 

O uso da Mosco-convergência na área de otimização está baseado na seguinte pro- 
priedade: se f 5 f então a seqüência {uk}  definida por uk E argmin,u f "u) para 
cada b, é tal que qualquer ponto de acumulac;ão fraco é uma solução 
ii E argmihEv f (u) (veja [2], teorema 1.10). Este resultado foi generalizado para o 
problema (PIV) . Sob o ponto de vista da convergência variacional, o problema (PIV) 
pode ser perturbado substituindo-se a função original f por uma função aproximada 
f"ara obter o novo problema: 



(PIVP~) Encontra uk E C e r' E 8 (uk) : 

(rk, u - uk) + f k  (u) - P (uk) 2 O 'du E C 

As condições que garantem a boa definição da sequência {uk} e as suas prc- 
priedades de convergência são encontrados, por exemplo, em [50], teorema B e [59], 
teorema 3.1. 

Vamos agora ilustrar o conceito de Mosco-convergência com as seguintes proposições: 

Proposição 3.5.3.3: Considere U um espaço de Hilbert real. Seja { f *} uma 
seqüência de funções próprias, convexas e serniconthmas inferiormente de U em 

(-00, +m]. 

(i) Se a sequência { f k} é monótona crescente então 

(ii) Se a sequência { f k }  é monótona decrescente então 

fk-%eZ( inf fk). 
~ E N  

Llemonstrcsção: Veja [2] , teorema 3.20. 

Particularmente, quando f é a h ç ã o  indicatriz de um subconjunto não-vazio, 
fechado e convexo C de U, o resultado seguinte estabelece a aproximação de C por 
uma sequência {Ck) de subconjuntos convexos, fechados e não-vazios de U: 

Proposição 3.5.3.4: Considere U um espaço de Hilbert real. Sejam {Ck) , C sub- 
conjuntos não-vazios, convexos e fechados de U. 
(i) (aproximação interior de C) 

Se a seqüência {Ck) é crescente, isto é, Ck C Ck+l, Vb E N então 



(G) (aproximação exterior de C) 
Se a seqüência (Ck) é decrescente, isto é, Ck+1 C Ck, VL E N então 

Demonstração: Veja [2] , teorema 3.22. 

Uma fadlia de métodos de perturbação para resolver o problema (PW) pode 
ser obtida pela combinação da teoria da convergência variacional com o principio 
do problema auxiliar. Mais precisamente, a cada iteração L, o subproblema auxi- 
liar (PAI) pode ser perturbado substituindese a função original f por uma função 
aproximada fk. Obtém-se assim o seguinte subproblema auxiliar perturbado: 

(pAPk) Encontrar uk+' E C : 

( h r k  + Q' (uk+l) - Qk (uk) ,a - a'+') + X k  (P (u) - P (tP1)) > O V% E C. 

O uso do método auxiliar perturbado ilustrado acima pode ser encontrado na l i te  
ratura. Por exemplo, no caso ponto-ponto, Makler et al. [45] escolhem cada operador 
auxi- liar Qk como O gradiente de alguma função continuamente diferenciável Hk e 
obtém resultados de convergência para a formula(;ão equivalente PIV (@, U, f) . 

3.5.4 O Método de Decomposição ("Splitting") 

Métodos de decomposição do tipo "fomard-backward" proporcionam uma, série de 
aproximações para resolver problemas de otirnização e inequações variacionais nas 
quais a estrutura de decomposição possa ser utilizada. Lions e Mercier [43] apresen- 
tam tais métodos da seguinte forma: 

O E T (u*) com T (u) = Tl (u) + T2 (u) , 
onde T : Rn -+ P (Rn). A representação T = Ti + T2, que pode ser estabelecida de 
diferentes modos, é chamada uma decomposição de T. Nos métodos de decornposii;ão 
trabalha-se Ti e T2 separadamente. Por exemplo, dado um ponto inicial uO, um ponto 
uk é gerado a cada iteração L, pela resolução do subproblema abaixo: 

onde AI, > 0, para todo L e MIc é uma matriz (n x n) de implementação. 



É fácil ver que as iterações (5) podem ser escritas na forma 

O termo "forward-backward" segue do fato de que quando Mk é não-singular, o 
operador Sk é equivalente a expressão 

Na linguagem da análise numérica, (I - .&M~'T~) reaiiza um passo à fkente (for- 
ward) com medida .Ak e direção dk = -M;'rk, rk E Tl (uk) (ou r" Tl (uk) 
se Ti é ponto-ponto). Enquanto que o passo para trás (bwkwad) é dado por 
(I + x ~ M ~ ' T ~ ) - '  . Implementações onde Mk é simétrica e definida positiva são fun- 
damentais, entretanto condições mais fracas são de interesse em alguns casos. Mais 
detalhes para este algoritmo são encontrados, por exemplo, em [21] , 1431 e [66] . 

Particularmente, para o problema (PIV), o método de decomposição do tipo 
"forward-backward" apresentado por Chen e Rockafellar 1211 pode ser aplicado a 
seguinte representação: 

T =Ti +Ta, 

onde TI = @ é um operador ponto-ponto e T2 = df + NC é pont~conjunto. De fato, 
o (PIV) pode ser reformulado como a seguinte equação generalizada (seção 3.2): 

(EG) Encontrar a* E C : O E 9 (u*) + (d f + Nc) (u*) . 

O método do problema auxiliar pode ser visto como um método de decomposição 
quando estudamos a estrutura especial do problema (PIV) na qual os operadores ll? 
e 8 f + Nc são analisados separadamente. Com efeito, o subproblema (PIvA~) pode 
ser reescrito sob a forma "forward-backward" onde o passo "forward" dado por XI! é 
seguido pelo passo "backward" dado por af + Nc, isto é, 

(PFB') Encontrar dC1 E C : uk+' E Sk (uk) , onde 

Outras classes de métodos podem ser obtidas escolhendo-se um operador auxiliar 
Rk que depende de 9. Por exemplo, se escolhemos Qyu) = u+Ak!P (u) (com ponto- 
ponto) então o algoritmo "forward-backward" é reduzido A um passo "backward" e 

portanto reavernos o algoritmo do ponto proximal para o operador 9 + 0 f + Nc: 



O algoritmo do ponto proximal pode ser visto como outros tipos de métodos de 
decomposição. Por exemplo, o método Douglas-Rachford (veja [Zg]). 

Note que cada algoritmo apresentado nesta seção abrange uma grande variedade 
de métodos que dependem da formulação do problema e do contexto de aplicação. 



4 Generalização do Mktodo do Problema Auxiliar 

Neste caph.lo, estendemos o método do problema auxiliar para um operador ponto- 
conjunto proposto por Cohen [22]. Na seção 4.2, consideramos variações do funcional 
auxiliar de Cohen a cada iteração. Ampliamos também a f d a  das funções f 
defmidas em (PIV) permitindo funções definidas em R U { f m )  ao invés de apenw 
finitas como é suposto inicialmente. Na seção 4.3, estabelecemos a boa definição do 
algoritmo estendido sob condições mais fracas que as consideradas por Cohen. Na 
seção 4.4, provamos a convergência forte do algoritmo estendido e por fim, na Última 
seção, apresentamos aplicações que ilustram a nossa extensão. 

Em [22] , Cohen considera um funcional auxiliar H : U -+ R fortemente convexo e 
diferenciável e elabora o seg-uinte subproblema auxiliar ( P A )  para o operador ponto- 
conjunto monbtono (%): Dados v E C f l  Dom (@) , r E k (v )  e X > O 

( P A )  Encontrar w = w (v,r) E C, solução de 

minimizar H (u )  + (Ar - V H  (v) , u)  + X f ( u )  . 
u € C  

Problemas auxiliares deste tipo permitem a obtenção'de um algoritmo que a cada 
iteração aproxima o operador pontcwonjunto % que não é necessariamente regular 
(isto é, gradiente ou um subdiferezicid de uma função convexa) por um operador de 
regularização. De forma mais precisa, temos o seguinte teorema: 

Teorema 4.1.1: O problema auxiliar ( P A )  é equivalente ao problema de inequação 
variacional PIV (kH, C, f )  onde SIH : U 4 U é o operador regular definido por 

@H (u) := T + A-' ( V H  (u) - V H  ( v ) ) ,  \JU E U. 

Demonstração: De fato, considerando a função própria, convexa e s.c.i. 
K : U -+ (-00, +m] definida por 

K ( u )  := H(u)+(Xr  - V H ( v ) , u )  + X f  (u )  Vu  E U, 

notamos que resolver (PA) equivale a 

Encontrar w = w(v,r)  E C :  O E d ( K +  Ic) (w ) .  



Aldm disso, como Dom H = U e (Dom f)" n C" # 0, temos que, 

Usando a continuidade de IC em C", resulta que (veja teorema 5, apêndice), 

a ( ~ + k )  (w)  = ~ K ( w )  + ~ I c ( w )  = ~ K ( w )  + N C ( W ) .  (7) 

De forma análoga, usando agora a continuidade de H em C,  temos ainda, 

aK (w)  = a (H + (Ar - BH ( V )  , -)) (w) i- Adf (w)  , 

dado que X > 0. 
Como Dom N n Dom ((Ar - V H  (v)  , .)) = U # 0 e as aplicações H e 

(Ar - VN (v) , .) são diferenciáveis, ficamos com 

Substituindo (7) e (8) na equação generalizada (6), obtemos: 

Encontrar w = w (v, r )  E C : O E V H  (w) + Xr - V H  (v) + Xd f (w) + Nc (w) , 

isto é, 

Encontrar w = w (v, r )  E C : V H  (v)  - V H  (w) - Xr E Xd f (w) + NC (w)  . 
(9) 

Mas, 

AOf (w) + Nc (w) = d(Xf + Ic )  (w)  , 

pois (h f)' n C' # 0, Ic é continua em C" e X > 0. 

Assim a equação (6) pode ser reescrita como abaixo: 

Encontrar w = w (v, r )  E C : X f (u)  2 A f (w)+(VH (V) -  V H  (w) -Ar, u-w) 'v'u E C, 

isto é, 

Encontrar w = w (v,  r )  E C : 

(Xr+VH(w)-VH(v),u-w)+A(f (u)- f (w)) L0 % € C ,  



o que equivale a 

Eacontrar w=w(v , r )  € C :  ( * H ( w ) , ~ - w ) +  f (a)-f(w) > O  Vu€C. 

A equivalência acima conclui a prova. 

Observação 4.1.1: O operador ikH é monótono maximal, já que é o gradiente de 
uma função convexa, própria e s.c.i.(veja proposição 2.1.1). 

Consideramos agora H : U 4 (-m, +o01 urna função convexa, própria, G- 
diferenciável e c o n t h a  em C C (DomH)O (isto é, um "funcionai auxiliar"). Dados 
v E C n Dom (a) ,  r E Q (v) e X > 0, ilustramos novamente o subproblema auxiliar: 

(PA) Encontra w = w (v, r)  E C, solução de 

minirnizar H(u) i- (Ar - B H  (v) ,u) + Xf (u) . 
a € C  

Apresentamos a seguir caracterizqões para a solução do subproblerna auxiliar 
acima. 

Teorema 4.1.2: Dados os problemas P I V  (*, C, f )  e (PA) , as seguintes afirmações 
são equivaientes: 

(i) w = w (v, r) é solução de (PA) ; 

(ii) w € C e  (VH(w)+Ar-VH(v) ,u-w)+X(f  (u)- f (w)) 2 0  VUEC. 

Demonstração: Suponha w urna solucão de (PA) . Isto significa que w E C e 

H(w) + (Ar  - VH(v) ,w) +Xf  (w) +Ic(w) L H(u) + (Ar - VH(v) ,u)  

+Xf (u) + Ic (u) 'h E U, 
isto é, 

OU seja, 

-Ar +VH(v) E a (H+Xf+Ic) (w) .  

Como (Dom H) n (Dom f n C) = Dom f n C # 0, H é G-diferenciável e conthua 
em C, resulta que, 



Assim temos, 
-VH (w) - Ar + V H  (v )  E d  ( X f  + Ic) (w) , 

isto é, 

o que é equivalente a 

(VH(w)+Xr-VH(v) ,u-w)+A(f  (u)  - f (w))  2 OVu E C. 

Teorema 4.1.3: Se o funcional auxiliar H considerado na definição do problema 
auxiliar (PA) é estritamente convexo em C então as afirmações (i) - (Zi) apresentadas 
no Teorema 4.1.2 são equivalentes a 

(iii) w = (VH + A a f  + &)-' ( V H  (v )  - Ar) . 
Dernor~strução: Como (i) e (ii) são equivalentes, basta mostrarmos, por exemplo, que 
(ii) e (iii) são equivalentes. Seja w E C tal que 

( V H ( w )  +Ar - DPI(v) ,u-  w)  + X ( f ( u )  - f (w))  2 OQu E C, (11) 

o que equivale a 

isto é, 
-Ar + V H  (v)  E V H  (w) + d (A f + Ic) (w)  . 

Como Dwn f n C0 # @ e a função Ic é conthua em CO, temos que, 

Portanto, (1 1) é equivalente a 

V H  (v )  - Ar E V H  (w) + Xbf (w) + Nc (w) . 
Além disso, como H  é estritamente convexa em C, para cadapar (v ,  r )  existe um 
único w = w (v ,r )  satisfazendo (i) ou equivalentemente (ii). Logo o operador 
( V H  + A8 f + N,)-' 6 ponto-ponto. Desta forma, podemos concluir que 

w = ( V H  + Xdf + NC)-' ( V H  (v)  - Ar). 



Note que a conclusão (iii) no Teorema 4.1.3 mostra que o método do problema 
auxiliar para o problema (PIV) pode ser reestruturado como o algoritmo de decom- 
posição do tipo "forward-backward" onde o passo 'Yorward" realizado por !P é segnido 
pelo passo "backwasd" dado por d f + Nc (veja subseção 3.5.4). 

Apresentamos abaixo um resultado que garante a existência e unicidade para a 
solução do (PA) . 

Teorema 4.1.4: Considere os problemas P I V  (@,C, f )  e (PA) . Suponha que as 
seguintes condições &o satisfeitas: 

(i) H é estritamente convexa em C; 

(ii) C é limitado ou H é coerciva em C (no sentido da definiçiio 2.1.11 (iv)) . 
Então Vv E C n Dom (@) , r E @ (v) e X > 0, existe uma única solução w = w (v,r) 
do (PA) . 
Demonstração: Sejam v E C ri Dom (@) , r E @ (v) e X > O. Como no Teorema 4.1.1, 
corisideramos K : U -, (-oo, +o01 definida por 

K(u) :=H(u)+(Xr-VH(v),u)  + X f  (u) V U E  U. 

A função K é estritamente convexa, própria e semiconthua inferiormente em C. 
Quando o conjunto C é limitado, a prova segue imediatamente do resultado de mini- 

mização para funções convexas em espaços de Banach reflexivos (veja [30] , caphdo 2, 
proposição 1.2). Portanto devemos mostrar que, quando C é ilimitado, a coercividade 
de H em C implica na coercividade de K em C. De fato, suponhamos C ilimitado. 
Como Dom (d f )  # 0 (veja proposição 2.1. I), podemos considerar ua E Dom (0 f )  . 
Assim, para cada u G U, temos 

onde go E d f (uo) , pois f (u) 2 f (uo) + (go, u - uo) Vu E U. Logo, usando a desigual- 
dade de Cauchy-Schwartz, temos que, 



Como -+ +m quando Ilull -+ +m (por hipótese), temos que, 
u € C  

lim - K(") = +m, 
Ilull 

e consequentemente, 
lim K (u) = +m. 

1 1 ~ 1 1  -+ +cQ 
U E C  

Novamente, a existência e unicidade para a solução do (PA) segue da Proposição 1.2 
em [30] . 

ObservaçGo 4.9.2: Cohen em [22], garante a existência e unicidade para a solução 
do (PA) sob hipóteses mais fortes do que as consideradas no Teorema 4.1.4. De fato, 
d e  considera f real, convexa e semiconthua inferiormente e o funcional auxiliar H 
real, diferenciável e fortemente convexo. 

A seguir, apresentamos o resultado que deu origem ao critério de parada no algo- 
ritmo. 

Teorema 4.1.5: Dados os problemas PIV (@, C, f )  e (PA) , considere w = w (v, r) 
uma solução do (PA) . Então w = v se, e somente se, v é solução do PIV (Q, C, f) . 
Demonstração: Seja w uma solução de (PA) . Pelo Teorema 4.1.2, w = v se, e 
somente se, v E- C e 

(VH(v)+Ar -VH(v),u-w)+X(f (u)- f (v)) 2 0  tlu EC, 

isto é, 

(Ar,u-v)+X(f (u)- f (v))>O Vu EC,  

ou seja, 

-4 + f  ( u)- f (v)>O Vu€C, 

dado que X > O. A inequação acima significa que v é solução de PIV (Q, C, f ) . 



4.2 O Problema Auxiliar Estendido 

Considere (Ak] uma sequência de números reais positivos e { H ~ }  urna sequência 
de funcionais auxiliares como na seção 4.1. Estendemos o problema auxiliar a cada 
iteração k do seguinte modo: Dados uk E C n Dom(*), rk E B (uk) e X n  > 0, 
resolvemos o seguinte subproblema auxiliar: 

(pAk)  Encontrar uk+' E C, solução de 

minimizar JYk (u) + (hrrk - VH' (uk) , U )  + Xk f (u) . 
u € C  

Observemos que uwl E C f l  Dom f. 

O algoritmo estendido 

Passo 1: Na iteração li = 0, iniciamos com algum ponto u0 E C n D m  (\Ir) e 
r0 E @ (uO) . 

Passo 2: Na iteração k ,  encontramos a soluç8o ukM do problema auxiliar (pAk)  . 

Passo 3: Se ur+l = ur então paramos. Caso contrário, selecionamos r"' E (uLC1) 
e repitirnos o passo 2 com L i- k + 1. 

Este algoritmo estende o principio do problema auxiliar para um operador ponto- 
conjunto proposto por Cohen [22]. Com efeito, são consideradas variações do fun- 
cional auxiliar a cada passo. Esta extensão amplia a familia de métodos computa- 
ciomis usados na implementação do passo 2 permitindo a obtenção de melhores taxas 
de convergência para o algoritmo de Cohen. Variações deste tipo foram consideradas 
em [45] paxa o caso ponto-ponto. 

4.3 Boa definição da sequência 

O Teorema 4.1.4 garante que a cada iteração k do algoritmo acima existe uma 
única uwl solução de (PAk) desde que cada funcional Hk seja estritamente convexo 
e coercivo em C quando C for ilimitado. Além disso, a hipótese adicional (ib) con- 
siderada para PIV (a, C, f) garante que uk+' E Dom (51). Logo, a boa definição da 
sequência {uk}  pode ser estabelecida pela condição (ib) e pelo Teorema 4.1.4. 



Observação 4.3.1: Podemos substituir, sem perda de generalidade, a condição (ib) 
considerada para PIV (XV, C, f )  pela condição abaixo: 

(ib)' C := Dom f fCn Dom (XP) é um subconjunto com o interior não-vazio, convexo 
e fechado de U, 

desde que C seja substitddo por C no algoritmo. 

4.4 Análise de convergência 

Apresentamos a seguir alguns resultados que são usados na prova da convergência 
forte do algoritmo estendido. 

Lema 4.4.1: Seja U um espaço normado. A funçiio g : U .-+ R definida por 

g (u) := ( l ~ l ( ~ ,  Qu E EU 

é Lipschitz sobre conjuntos limitados. 

Demonstração: Seja A c U um conjunto limitado. Considere M > O tal que 
IIull <- M VU E A. Sejam ul, uz A. Usando a desigualdade triangular temos: 

Assim, 

Permutando ul e u2 nas desigualdades acima, temos 

llu2112 - 11u111~ < 2ALf Ilu1 - 41 . 



Lema 4.4.2: Sejam { x k }  e {ak}  duas seqüências em R+ tais que 

N-1 
e xN < r): akXk+l + SN onde S N  (: 6, VN E N e Xk:= SUP xz 'v'k E N. Então a 

seqüência { x k }  6 limitada. 

Demonstração: Veja [24]. 

Lema 4.4.3: Seja g uma função Lipschitz em um espaço de Hilbert U e considere as 
seqüências {uk} C U e { E ~ }  C R+ tais que 

Então iím g (u" = p quando k -+ +m. 

Demonstração: Veja [24]. 

Lema 4.4.4: Seja U um espaço normado. Então 

Demonstração: Usando a desigualdade triangulax, 'v'u, v E U, temos 

Ilu + v1I2 5 (Ilull + ~ l v l l ) ~  

Enunciamos a seguir um resultado bastante simples, mas que se faz necessário As 
provas deste capitulo. 



Lema 4.4.5: Sejam a, b e c números reais. Então 

Demonstração: Esta desigualdade é conseqüência imediata de: 

Observação 4.4.1: O resultado do Lema 4.4.3 permanece válido no caso mais geral 
em que U é um espaço de Banach real. 

Lema 4.4.6: Sejam U um espaço de Hilbert e @ : U --+ P (U) um operador £&e- 

mente monótono (mcidulo a > O). Se o problema P I V  (@$ C, f )  tem solução então a 
solução é única. 

Demonstração: Segue da Proposição 3.4.1. 

Lema 4.4.7: Sejam os subproblemas (PA') Vk  E N. Considere {H') uma seqüência 
de funções tal que cada H' é um funcional de Cohen, ou seja, H'" : U -+ R é G- 
diferenciável, con tha  e fortemente convexa (módulo > 0) sobre C. Então cada 
problema auxiliar estendido (PA') possui uma única solução. 

Demonstrução: Esta prova segue como coroláirio do Teorema 4.1.4. 

Teorema 4.4.1: Suponha que, além das hipóteses dos Lemas 4.4.6 e 4.4.7, são 
satisfeitas as seguintes condições: 

(i) t l k ~  N, 3yk >O:'v'u,v E U, 

H'+' (u) - IYk+' (v) - (vH'+' (v) , u- v) 5 ̂ ln; (H' (u) - H' (v) - (VH' (v) , u - v)) ; 



(iii) 3c > O, 3d > O : Vu E C, V r  E @ (u) , Ilrll 5 C 1 1 ~ 1 1  + d (isto é, a norma de @ 
cresce no máximo linearmente com a norma de u); 

t o 0  to0 2 
(iu) A seqüência {&) é tal que C & = +oo e C (2) < +oo. 

k=O k=O 

Então a solução da inequação variacional P I V  (q, C, f )  é um ponto limite forte da 
seqüência {uk} gerada pelo algoritmo estendido. 

DemonJtmção: Considere u* a solução de P I V  (@, C, f) e a fadlia de funçóes 
rk : U -+ R definidas por 

Como Vlc E N, Hk é fortemente convexo (módulo ,OI, > O), temos que 

OU seja, 
P rn ( u ~ )  2 IIU* - 3112 vlc E N, 

Pela definição de rk, temos também que, 

mas, 
M k  -. YlY2.-Yk-lYk - 

yk = - 1 (por (ii)) . 
Mk+l Yl'Y2...Yk 

D$, Tkfl (u) 5 Fk (u) Vu .,E U, k E N. Assim, podemos escrever 



Por outro lado, como uk+' é solução do suproblema ( P A I )  , usamos o Teorema 
4.1.2 (para v = uk, w = uk+' e u = u*)e obtemos 

(VH' (uk+') - V H ~  (uk) + X p y ,  U* - uk+') X k  ( f  (u*) - f (uk+')) 0. 

Donde, resulta que 

1 Mk (VH' (uk+l) - VHk (ak) ) u* - uk+l) 2 Mk (f (uk+') - f (u*)) + & ( ~ y  , ukC1 - u*) 

2 -&(r*) uk+l - u*) *)+ 2 (rk, uk+' - u*)) 
onde a Úitima desigualdade resulta da substituição de u por uk+l em (PIV)  . 

Portanto 

Então podemos concluir que: 

= hVCr lIuh -. u * l l  2 
Mk - $$ 1I.k - .*li2 , 

onde as duas últimas desigualdades acima seguem da nonotonicidade forte de lf! e do 
Xk Lema 4.4.5 (a = -, b = ]/rk - r*ll, c = 11 uk+' - ukll e y = /?) respectivamente. 

Logo, obtemos 
Mk 

Agora, somando a desigualdade acima, desde k = O até k = N - 1, temos que 
W E N  



Assim, usando o Lema 4.4.4 (u = rk e v = r*) , temos que 
N-1 

rN ( U N )  < r0 (a0) + (-%a Iluk ';- u*l12 + & llrk - r*112) 
k=O 

5 r0 (UO) +C (-$a l l u k  - u*112 + 2 (A) ( I I ~ ~ I I ~  + llr*112)) . 
k=O 

Mas, 

Então, somando e subtraindo u* no termo lluk112 e usando o Lema 4.4.4, obtemos 

N-1 2 

= r0 v, + [ a  u - u *  + ( )  (h (Z - u*1I2 + i)] 
k=O 

onde A e r são constantes positivas. Logo YN E N, temos que 



2 N-1 2 
Usando o Lema 4.4.2 ( e k  = lluk - u*l12, a* = (2) ~8 e sk = ;r0 (uO)+$ C (M;) T+ 

I=1 

2 P (A) MO 
(A /lu0 - u* 1 1 2  + r ) )  e a condição (iv) , podemos concluir que a seqüência 

{uk ) é limitada. 
Portanto, 

N-1 2 

C I J U ~  - u * 1 1 2  5 r0 (UO) + (k) (X lluk - u*I12 + r )  
k=O 

MIO -=o 

onde L' = LA + 7 com Iluk - u*Il2 5 L, Vk E N. 

Entiio, usando (iu) , obtemos 

Finalmente, supomos, por absurdo, que u* não é ponto limite de { a k ) .  Então 
temos que 

d:=inf{lluk-u*ll / ~ E N )  > O .  

Assim, 

Logo, usando (12) e o teste da comparação, garantimos a convergência da série 

e comequentemente, temos que 

A condição (iv) e (13) geram uma contradição. 
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Salmon [61] enuncia um resultado de convergência fraca elaborado por Zhu (em 
1999) para o problema particular (VIP) ao qual teve acesso por meio de "Private 
Comniunications" . 

Supondo li? paramonótono, Zhu considera f identicamente nula no algoritmo es- 
tendido e prova que a seqüência gerada {u" é limitada e pelo menos um de seus 
pontos limites fracos é solução do (VIP). Para isto, ele supõe as condições consi- 
deradas no teorema anterior, mas adiciona pelo menos urna das seguintes condições 
extra: 

a) Para qualquer sequência limitada {vk} de C, a sequência {r" , r' E (vk) é 
limitada e existem subsequências {vLj} e {rkj } tais que 

b) Para u* E C solução de (VIP) , existem uma constante a > O e uma função I 
Lipschitz em qualquer subconjunto compacto de C tais que: 

e {r,u-a*} >a(E(u) -l(u*)), VUEC, r E*(u); 

e E (u) = E (u*) , se u é uma solução de (VIP) ; 

e 1 (u) > 1 (u*) , caso contrário. 

Zhu observa que a condição (b) é verificada, por exemplo, para as seguintes classes 
de operadores: 

e pararnonótonos e Lipschitz; 

e fortemente monótonos. Neste caso, seu resultado segue como coro1á;rio da nosssa 
generalização; 

e subdiferencias de funções próprias, convexas, serniconthuas inferiormente e L ip  
schitz em qualquer subconjunto compacto de C. Neste caso, o problema (VIP) é 
reduzido a um problema de otimização convexa. 

Teorema 4.4.2: Suponha que, além das hipóteses do Teorema 4.4.1, são satisfeitas 
as seguintes condições para a função f definida em PIV(iV, C, f ): 

( 4  {u" }c (Dom ( W O ;  

(vi) 3 a  > 0, 3 b > O : ttu E C n (Dom (df))' , V r  E df (u), llrll 5 a 11uII + b (isto é, a 
norma do operador 8 f cresce no máximo linearmente com a norma de u). 



Então a seqüência {uk} converge forte para u*. 

L>emonstração: Vamos mostrar primeiro que: 36 : Vk E N, Iluk+' - uyl < <a,. 
De fato, uk+l é a solução do problema 

(pAk) minimizar Hk (u) + (&rk - VH";u" , u) + X k  f (u) . 
u € C  

Portanto, 

H' (uk+l) + {&rk - VHk (uk) , uk+l) + X k  f (uk+l) 

C Hk (uk) + ( h r k  - VHk (u" ),ak) + ,An f (uk) ), 
OU seja, 

uW1 - uk) 

< {VHk (uk) , uk+' - u*) + AI [f (uk) - f (ukC1)] + Hk (uk) - H' (uk+l) 

onde a desigualdade a c h a  resulta da convexidade forte (módulo Pk) de cada funcional 
H'". 

Por outro lado, a condição (v) implica que B f  (uk) # @ 'Jlc E N. Considere 
gk E af (uk) . Então 

OU seja, 
*-I-1 < k k f ( u " - f ( u  ) - ( 9 , .  -u"">. 

Portanto, 

Assim, usando a condição (ii) do Teorema 4.4.1, temos que, 



Logo 

onde 6 = $ (L, +L,), L,, L, > O são tais que Ilrkll 5 L, 'v'k E N (isto segue da 
limitação de {un} e condição (iii) do Teorema 4.4.1) e 1 I g k  11 < Ls (isto segue da 
condição (vi)). Além disso, como a seqüência {uk} é limitada, temos que a função 

é Lipschitz (veja lema 4.4.1). Finalmente, usando os resultados obtidos acima jun- 
tamente com a condição (iv) e as considera@es feitas na demonstração do Teo- 
rema4.4.1, aplicamos o Lema 4.4.3 (com g (u) = ]lu - u*112, p = O e = A) e con- M3 
cldmos que {uk} converge fortemente para a*. 

Observação 4.4.2: No caso em que C C (Dom f ) O ,  a suposição (v) do teo- 
rema anterior pode ser dispensada. De fato, como f : U -+ (-oo, +cal é uma 
função convexa, própria e semiconthua inferiormente, a condição acima implica que 

8f (ak) # 0 V k  E N (veja proposiçiio 2.1.1). 

Observação 4.4.3: No caso particular, em que o espaço U é de dimensão finita, 
a condição (vi) do Teorema 4.4.2 pode ser dispensada. Com efeito, como a função 
f é convexa, própria e semiconthua inferiormente, temos satisfeitas as hipóteses da 
Proposição 2.1.4 para o operador subdiferencial (af) que é portanto, limitado em 
conjuntos limitados. 

Embora a condição (vi) não apareça explicitamente nos resultados apresentados 
em [22], observamos que esta condição é essencial à obtenção do resultado de con- 
vergência como confirma o próprio Cohen. 

O resultado de convergência apresentado no Teorema 4.4.2 estende o método em 
1221 na medida em que considera variações do funcional auxiliar a cada iteração, e 
coincide com o teorema de Cohen ao caso particular em que a função f é red, Hk = H, 
e p = 1, 'v'k E N .  Além disso, ampliamos a f a d i a  de métodos computacionais 
usados na implementação do passo 2 permitindo a obtenção de melhores taxas de 
convergência para o algoritmo. 



4.5 Aplicações 

É importante observar que o método apresentado neste caphdo inclui muitos algo- 
ritmos iterativos. Ilustramos alguns deles através dos exemplos abaixo. 

Exemplo 4.5.1: Considere f identicamente nula em P I V  (a, C, f) e U = R". Defina 
a seguinte sequência: 

onde B,,, é uma matriz simétrica e definida positiva, {Ak) é uma sequência de 
números reais positivos e Pc é o operador projeção em C. 

Notamos que {u" está bem definida (veja [40], lema 2.1). Além disso, usando a 
caracterização da projeção obtemos que (veja [40], teorema 2.3): 

A desigualdade acima significa que no algoritmo geral (H" pode ser definida por: 

L 

Assim, o problema auxiliar a cada iteração 

(PAk) Encontrar uN1 E C, solução de 

é dado por 

+ (Akrk - &uk, u). 

Exemplo 4.5.2: Seja U um espaço de Hilbert real. Defina a seguinte seqüência: 

1 
u : axg min (f (u) + 5 JIu - (uk - *<rk) 12) . 

U E C  

Notamos que se @ E 0, este método é reduzido ao método do ponto proximal para 
otirnização convexa. Se, novamente, f é identicamente nula então a sequência acima 
é definida como no exemplo anterior quando consideramos cada Bk, em particular, a 
matriz identidade. De modo análogo, temos 



Assim, (pdk) fica 

(PA') Encontrar untl E C, solução de 

Se, além disso, é é operador regular (isto é, um subdiferencial de uma função 
convexa) então nosso método é reduzido ao método clássico do subgradiente projetado 
(veja stxbseção 3.5.1). 

Por fim, devemos ressaltar que a convergência do algoritmo para uma solução 
do (PIV) depende de hipóteses pré-estabelecidas para as seqüências dos parâmetros 
{Xn) e das matrizes (Bn) (veja [ll] para mais detalhes). 



5 A Condição de Dunn e Funções de Bregman 

5.1 Introdução 

Este caphlo destina-se à apresentação dos conceitos e propriedades da condição 
de Dum e função (e distância) de Bregman aos quais faremos referência no sexto 
caphlo. Na seção 5.3 introduzimos resultados teóricos e apresentamoa exemplos 
relacionados com a noção de h ç ã o  de Bregman. 

A partir de agora, vamos estudar o problema de inequação variacional P I V  (9, C, f )  
quando o operador 8 é ponto-ponto. Aplicações do caso ponto-ponto são estudadas, 
por exemplo, em [3] , [30] , [40] , [53] e [68] . 

5.2 A condição de Dunn 

Nesta seção, apresentamos a noção e as principais caracterhticas da condição de 
Dum. Mostramos que este conceito implica monotonicidade e paramonotonicidade 
mas não necessariamente monotonicidade forte. Entretanto, monotonicidade forte e 
a propriedade de Lipschitz implicam a condição de Dunn. Além disso, provamos que 
Dunn é uma condição mais forte que Lipschita. 

Nas provas de convergência que são apresentadas no caphlo seguinte, esta condição 
é adicionada à hipótese de maximalidade monótona para o operador @. As definições 
e resultados apresentados abaixo podem ser encontrados em [54]. 

Definição 5.2.1: Seja U um espaço de Hilbert. O operador @ : U -+ U satisfaz a 
condição de Dunn com constante y > O se 

E fácil ver que um operador 8 satisfaz a condição de Dunn com constante y > O se, e 
somente se, seu operador inverso ponto-conjunto 9 - I  é fortemente monótono módulo 

Y. 

A condição de Dum foi introduzida por Browder e Petryshyn [10] no contexto do 
cálculo de pontos fixos. Mais tarde esta condição foi usada em [ll] para estabelecer 
a convergência do algoritmo da projeção e na elaboração da estrutura do principio 
do problema auxiliar (veja, por exemplo, [55]). O nome Dunn foi atribddo a esta 
condição por Mataoui [4%] a propósito do trabalho de Dunn [28]. Alguns nomes e 



propriedades equivalentes aparecem na literatura. Por exemplo, o conceito de ope- 
rador "&-memente não-expansivo" [29] , "operador co-coercivo" ([46] , i651 , [70] , e 
[?I]) e ('fortemente - f -monótono9' [44] . 

Definição 5.2.2: Considere Ul e U2 espaços de Hilbert . Uma aplicação cp : Ul -+ U2 
é Lipschitz com constante L > O ou L-Lipschitz se 

cp é não-expansiva se p é Lipschitz com constante L = 1. 

A proposição seguinte estabelece propriedades para a condição de Dunn. 

Proposição 5.2.1: Considere U um espaço de Hilbert e P : U -t U um operador 
que satisfaz a condição de Dunn com constante y. Então 

(i) i3! verifica a condiçiio de Lipschitz com constante y-l; 

(ii) 9 é paramonótono. 

Convém ressaltar que paramonotonicidade não implica a condição de Dunn. Por 
exemplo, considere a aplicação definida por 9 (u)  = u3, 'v'u E R. É fácil ver que 9 é 
paramonótono mas não satisfaz a propriedade de Dunn em R (veja 1591). A condição 
(i) também é mais fraca que a condição de Dunn. De fato, em [48], encontra-se o 
seguinte exemplo: Considere 9 o operador associado a rotação definido por 

O operador 9 é Lipscbitz mas não verifica a condição de Dum. 

No entanto, deve-se observar que quando 9 é o gradiente de uma função convexa, 
real e G-diferenciável então a condição de Dum é equivalente Bs suposições (i) e (ii) 
(veja [4] , corolário 10). Contudo, isto não é veradade de um modo geral. Realmente, 
Salmon [59] considera 9 (u, v )  = (fi + v,  2/;; - U )  , V (a, v )  E [l , +m) x [I, +oo) . 
Neste caso o operador 9 é pararnonótorno e Lipschitz em [I, +oo) x [l , fero) mas não 
satisfaz a condição de D u m  neste conjunto. 

O resultado seguinte mostra que a hipótese de convexidade forte é essencial para 
a estabelecer a equivalência entse as condições de Dum e de Lipschitz. Sua prova 
pode ser encontrada em [54]. 



Proposição 5.2.2: Considere U um espaço de Hilbert. Se IP : U 4 U é um operador 
fortemente monótono módulo U: e verifica a condição de Lipscbitz com constante L 

u 
então satisfaz a condição de Dum com constante - 

L2 ' 

Finalmente, observamos que se !D é injetivo a condição de Dunn implica na mono- 
tonicidade estrita. Por outro lado, é fácil ver que operadores que verificam a condição 
de Dunn são monótonos mas não necessariamente fortemente monótonos (considere, 
por exemplo, a aplicação constante). Portanto, a condição de D u m  é um conceito 
intermediário entre monotonicidade e nonotonicidade forte. 

5.3 Fungões de Bregman 

As noções de função e distância de Bregrnan foram introduzidas por Bregman [5] 
no estudo de algoritmos iterativos para o cálculo de pontos fixos de vários tipos de 
operadores. No entanto, o termo Yunção de Bregman" foi empregado primeirament e 
por Censor e Lent [19]. As funções de Bregman têm sido usadas extensivamente em 
algoritmos de otimização convexa (veja, por exemplo, [27] , [35] e [4l]) e em extensões 
do método do ponto proxirnal para inequações variacionais (veja, por exemplo, 1121, 
[13] , [I51 , [18] e [36]). Para o caso de dimensão infinita, a distância de Bregman tem 
sido usada em espaços de Hilbert (veja, por exemplo, 1121 e [13]) e em espaços de 
Banach (veja, por exemplo, [15] e [16]) . 

Devemos notar que a definição original de função de Brepan  [19] foi dada no 
espaço Rn e generalizada para espaços de Banach (veja, por exemplo, [15] e [l6]). 

Seja U um espaço de Hilbert e seja S C U um subconjunto aberto, convexo e 
não-vazio. Considere uma função g : U t (-m, +m] com as seguintes propriedades: 

(i) 3 c Dom g; 
(ii) g é G-diferencizhel em S; 
(iii) g é s.c.i. e estritamente convexa em S. 

Define-se D, : S x S -+ R+ por 

onde Vg (.) é o gradiente de g defuiida em S. 

É fácil ver que para todo u E 3, v E S, Dg (u? v) > O e Dg (u, v) = O se, e 
somente se, u = v. Além disso, D, (.,v) é estritamente convexa e s.c.i em 3 para 



cada v E S. Supomos D, estendida a U x U de maneira usual, ou seja, consideramos 
Dg (a, v) = +o0 para todo par (u, v) 6 x S. Notemos ainda que D, não é a distância 
usual. Sua importância na otimização por substituir esta distância ou, mais precisa- 
mente, o quadrado da norma associada ao produto interno de U, foi primeiramente en- 
fatizada por Bregman [5] . Em geral, D, não é simétrica e não satisfaz a desigualdade 
triangular. Entretanto, Dg satisfaz a "igualdade dos três pontos" que enunciamos a 
seguir e é consequência imediata da definição (15). 

Proposição 5.3.1: (Igualdade dos três pontos) Dados u E 3, v, w E S, verifica-se a 
seguinte igualdade: 

Definição 5.3.1: A h ç ã o  g verificando as condições (14) é uma função de Bregman 
com zona S e Dg é a distância de Bregman relativa a g se as seguintes condições são 
satisfeitas: 

B1 : 0 conjunto Szs,,5 := {V E S / D g  (u, v) 5 6) 6 limitado para cada 6 _> 0 e para 
cada u E 3; 

Bz :Se {uk}, {vD) C S, uk -% u, vD -% u e Em D, (uk,vk) = O então 
k 4 c Q  

lim ( D ~  (u, uk) - D9 (u, vk)) = O. 
k 4 0 0  

A condição seguinte será utilizada para manter a seqüência gerada pelo método 
introduzido no cap~tulo 6 contida em S. 

Definição 5.3.2: A função de Bregman g é fronteira coerciva se a seguinte condição 
é satisfeita: 

B3 : (fronteira coerciva ) 
Se (v" C S é fracamente convergente para dgum ponto na fronteira (8s) de S 

então 
lim (Vg (vk) , u  - v*) = -00 Vu PL S. 

k-+m 

Consideramos ainda a seguinte condiçãlo alternativa a B2 para a função g : 



lirn (Og (uk) - V g  (vk) )  = O. 
k 4 o o  

Na proposição seguinte, apresentamos uma equivalência para a condiçiio alterna- 
tiva B: . 

Proposição 5.3.2: Considere U um espaço de Hilbert e g : U -+ (-oo, -1-001 
uma função de Bregrnan com zona S. Então a condição @! é equivalente a seguinte 
condição: 

B; : Se { a k } ,  {vk}  C S são seqüências limitadas tais que lim Iluk - = O 
k 4 0 0  

então 
lim (vg (u") - 'C79 (vk) )  = 0. 

k + o o  

Demonstração; A prova que B,* implica Bi é imediata. Suponha que g satisfaz Bi 
e considere 

{uk} , {v"} C S limitadas tais que lirn IIu" - vk I( = 0. 
k--+oo 

(16) 

Devemos provar que 

lirn ( v g ( u k ) - V g ( v k ) ) = O .  
k 4 0 0  

Observemos que é suficiente mostrar que toda subseqüência de {Og (uk) - Vg ( v k ) }  
contém uma subsequência que converge para zero. A fim de facilitar a notaçgo, 
suponha que {Vg (uk) - Vg (vk ) }  é urna subsequência arbitrhia. Da limitação de 
{u*) , segue que existem uma subseqüência{uk~ } de{uk} e um ponto B E Q tais 

que 

Afirmamos que 

v4 -% E, ou seja, lim 1 (v4 - ü, z) 1 = O 'dz E U. 
j - 0 0  



De fato, como 

e cada teimo do lado diteito da desigualdade acima converge para zero (segue de (16), 
(17) e da desigualdade de Cauchy -Schwartz) temos que, 

 ai, temos v4 -% ?.i. Agora, usando B:, obtemos 

Portanto, a prova está concldda. 

Devemos observar que o resultado da Proposição 5.3.2 permanece válida no caso 
mais geral em que U é um espaço de Banach, uma vez que sua demonstração se segue 
de forma análoga. 

Burachik e Scheimberg [I51 , consideram a condição B,* juntamente com a hipótese 
de convexidade totalmente uniforme para provar a convergência Paca do método do 
ponto proximal generalizado para o problema V I P  (Q, C )  em espaços de Banach 
reflexivos. Neste trabalho, usamos esta condição sob a forma de Bi 

Finalmente, mencionamos a seguinte condição para a função de Bregman g, co- 
nhecida na literatura: 

Definição 5.3.3: A função de Bregman g é zona coerciva se a seguinte condição é 
satisfeita: 

B4 :(zona coerciva ) 
Vv E U, 3u E S tal que Vg (u) = v, ou seja, a função Vg : S -+ U é sobrejetora. 

Muitas vezes, as condições B3 ou B4 são responsáveis por manterem a seqüência 
gerada pelo algoritmo do ponto proximal generalizado contida no interior do conjunto 
C (veja, por exemplo, 1121, [13] , [15] e [36]). Neste trabalho, usemos a condição mais 
fraca ( a saber, B3) com a mesma finalidade. 



Observação 5.3.1: 

(i) A condição B3 impLica a seguinte condição: 

Se (vQ2c S é fracamente convergente para algum ponto na fronteira (8s) de S então 

De fato, isto segue da convergência fraca de {vk} para um ponto na fronteira, da sua 
consequente limitação e da desigualdade de Cauchy-Schwartz 

onde v é iun ponto fixo em S. 

(ii) Se g é zona coerciva então é fronteira coerciva. De fato, esta prova segue de forma 
similar à da Proposição 4 em [18]; 

(iii) As condíções B1 - B4 são extensões naturais das correspondentes condições em 
Rn (veja, por exemplo, 1141 , [I83 , [34] , [35] , [36] e [62]); 

(iv) Em [27], prova-se que quando S = Rn, uma condição suficiente para que uma 
função convexa e diferenciável seja Bregman é 

lim 9 0  = +,; 

1141 -, +o0 11x11 

(v) Quando U = R", é fácil ver que B: implica B2. 

A seguir, mostramos a incompatibilidade das condições Bs e B:. Este fato é de 
extrema relevância, na medida em que estabelece a inviabilldade de qualquer resul- 
tado que considere as duas condições simultaneamente. Portanto E4 e 23: também 
não podem ser consideradas simultaneamente. 

Proposição 5.3.3: Se g é urna h ç ã o  de Bregman fronteira coerciva então a condição 
Bj não se verifica. 

Demonst~ução: Suponha g Bregman fronteira coerciva e considere {v" C 8 uma 
seqüência fracamente convergente para um ponto ü na fronteira (as) de S. Como 
ü E 8S, existe uma sequência em S convergindo forte para 5. Seja {uk} tal sequência. 
 ai', por E&, 

lim (Vg(uk),u-uk)=-ooVuES. 
k -+ 4-00 



Logo (pela observação 5.3.1 (i)), 

~ a :  resulta a existência de uma subseqüência {ukj} de {uh} satisfazendo as seguintes 
condições: 

(i) 11vg (u") 1 1  > 0; 

Consideramos agora as seqüências {d) e {zj) definidas abaixo: 
wj := u4,Vj 2 O; 

Assim, temos, (wj) , {zj) C S, wj -3 ü, zj -% 5 e lim Jlwj - zj Jl = 0. 
j -+ +oo 

Além disso, usando a condição (ii) , obtemos 

Como lim Il~g (ukj-l) 11 = +M, a desigualdade acima implica que 
j4+00 

Portanto, Bg não se verifica e s prova est& coneldda. 

Note que provamos um resultado mais forte que o da Proposição 5.3.3. De fato, 
mostramos que 

Vv E as, 3 {ak}, {vr} C S, uk -% V, vk -% V tais que 



Lema 5.3.1: Se g é uma função de Bregman fronteira coerciva então 'v'v E S fixo 

Vg (u) - Vg (v) se u E S 
&Dg (21, V) = se u $2 S, 

onde alDg (u, v) denota o subdiferencial de Dg como uma função do seu primeiro 
argumento. 

Demonstração: Veja [13], lema 1. 

Apresentamos a seguir alguns exemplos de fuqões de Bregman encontrados na 
literatura. 

Exemplo 5.3.1: Seja U um espaço de Hilbert arbitrhrio. Considere S = U e 
g (u) = 11u)12 . Neste caso Dg (u, v) = Ilu - v 1 1 2  . A prova de que g satisfaz B1 - Bg 
pode ser encontrada em [12] e [13]. 

Exemplo 5.3.2: Seja U = Rn. Considere S = R"+, onde R$+ = {u E Rn/uj > O 
'IZ .- 

V j  = 1, . .., n) e g (u) = C uj log uj é estendida por continuidade para b R L  com a 
i=l 

convenção que Olog 0 = O. Neste caso, 

e é a divergência de Kullback-Leibler (veja, por exemplo, 1421) usada frequentemente 
em estathtica. 

Exemplo 5.3.3: Seja U = Rn. Considere S como no exemplo anterior e 
72 

g(u) = C (UT-uf) como 2 1, O < P <  1. ~ a r a u = 2 e p =  f temos 
j=l 

1 e para a == 1, /3 = 5 temos 



As funções de Bregman dos exemplos acima são Eronteiras coerciva. Elas também 

são zonas coercivas, com a exceção do exemplo 5.3.3 quando a! = I. A verificação das 

propriedades das funções de Bregman para os Exemplos 5.3.2 e 5.3.3 é uma questão 

de cálculos. O exemplo de f q ã o  de Bregman onde U = Rn e 3 é urna caixa será 

visto na seção 6.6. Além disso, apresentaremos um exemplo de funsão de Bregman 

em um espaço de Hilbert arbitrkio. Ressaltamos ainda que, funções de Bregman 

para poliedros em Rn foram sugeridas em [I81 por B.F. Svaiter. 



6 O Método do Problema Auxiliar com regula- 
rização de Bregman 

A resolução do problema (PIV) , no caso ponto-ponto, é o objetivo de vâ;rios métodos 
iterativos (veja, por exemplo, [21] , [22] , [31], [43] , [44], 1451 , [46] , [TO] e [71]). A 
condição de Dunn para o operador 4 é considerada, por exemplo, em [29] , [44] , [46], 
[65],  [70] e [71]. Contudo, é comum na literatura o uso de condições mais fortes que 
Dunn, a saber, a convexidade forte e a propriedade de Lipschitz (veja, por exemplo, 

1211 , E221 , i451 e [54b 
Meste caphdo, estudamos o caso de um operador ponto-ponto monótono maximal 

munido da condição de Dum em C. Introduzimos o método do problema auxiliar 
combinado com a noção de regularização de Bregman. Desenvolvemos um algoritmo 
no qual o funcional auxiliar de Cohen é substitddo pela combinação linear deste 
funcional com a função de Bregman, o que faz com que o método seja de pontos 
interiores. Por outro Lado, a distância de Bregman é substitdda pela distância relativa 
à combinaçiio citada acima. Além disso, o método desenvolvido neste caphlo é de 
decomposição ("Splitting") do tipo "forward-backward" estendendo portanto aquele 
apresentado por Chen e Rockafellar [21] em Rn. 

A partir de agora, consideramos as seguintes condições para (PIV): 

- U é um espaço de Hilbert; 

- C c U é um subconjunto convexo e fechado tal que C0 # @; 

- f : U -+ (-w, f m] é uma função convexa, própria e s.c.i.; 

- \k : U 4 U é um operador monótono maximal satisfazendo a condição de Dunn em 

c; 
(ia) (Dom f)O n C0 # 0; 

( ih)  (C n Dom f )  c Dom (4) . 
Este problema pertence à fardlia de problemas considerada por Chen e Rockafellar 
[21] (veja subseção 3.5.4). Como já mencionamos, o problema (PIV) pode ser refor- 
mulado como um problema de encontrar um zero para a soma de dois operadores, 
onde o primeiro, lf!, é ponto-ponto e o segundo, af + Nc, é ponto-conjunto. 



As hipótese (ia) e (ib) descritas anteriormente são consideradas para a existência 
de soluções do (PIV), para a formulação (EG) e também são usadas para a boa 
definição dos métodos apresentados ao longo deste trabalho. 

As três primeiras seções se destinam à introdução do Probleima Auxiliar com re- 
gularização de Bregman e do respectivo algoritmo. Na seção 6.4, estabelecemos a boa 
definição do método. Na seção 6.5 é feita a análise de convergência na qual garanti- 
mos a limitação da sequência gerada pelo algoritmo quando o conjunto de soluções 
para (PIV) é não-vazio. Além disso, obtemos um resultado de convergência fraca. 
Entretanto, com uma condição extra para a h ç ã o  de Bregman (norma compatkel), 
provamos o resultado de convergência fraca, para a sequência toda, a uma solução 
do (PIV). Estabelecemos ainda, nesta seção, a equivalência entre a limitação da 
sequência e a existência de soluções para (PIV) . Por fim, na última seção, apresen- 
tamos exemplos de funções de Bregman em um espaço de Hilbert arbitrário e em 
Rn que se adequam ao método. Mostramos que em cada exemplo o método do pro- 
blema auxiliar como regularização de Bregman aplicado ao problema (PIV) gera uma 
sequência que converge para uma solução do problema. 

6.2 O Problema Auxiliar com regularização de Bregman 

Dadas as seguintes funções: 

- H : U -+ (-m, foo] uma função convexa, própria, G-diferenciável e contkua em 
C c (Dom H)' ; 

- g : U --+ (-00, +m] uma função de Bregman com zona C', 

consideramos G : U -+ (-oo, +m] a função definida por 

onde a, ,O E R+ são dados. 

Sejam v E C0 fl Dom (9) e X > O .  Introduzimos o seguinte subproblema auxiliar 
com regularização de Bregrnan: 

(PAB) Encontrar w = w (v) E C, solução de 

minimizar aaH (u) + (A@ (v) - aVW (v) , u) + X f (u) + PDg (u, v) . 
u é C  



É fácil ver que a função objetivo do subproblema (PAB) é própria, convexa e continua 
no interior do seu d o d o  (veja [67], página 82, comentário 1). Além disso, observe 
que (PAB) é a regtilarização de Bregman do problema auxiliar (PA) elaborado por 
Cohen (veja ca&ulo 4). Em particular, para ,O = 0, obtemos o problema auxilias 
clássico (PA) de Cohen. Por outro lado, quando \I r O e a = O,  o problema (PAB) se 
reduz a um problema de minimização com distância de Bregman e obtém-se o método 
do ponto proximal com distiincia de Bregman para o problema de minimização con- 
vexa (veja, por exemplo, [20] , i351 e [63]). 

Observação 6.2.1: É fiicil ver que se a condição de Brepan  B1 é satisfeita para g 
então também se verifica para G. A reciproca não é verdadeira. De fato, considere, por 
exemplo, H (u) = eu, g (u) = e-", Yu E R. A função G definida por G := a H  + /?g 
com a = ,G' = $ é função co-seno hiperbólico e portanto, satisfaz a condição Bi. 
Entretanto o mesmo não ocorre para g ou H. 

A seguir, apresentamos as formulações equivalentes para o subproblema (PAB). 

Teorema 6.2.1: Seja v E C" n Dom (lP) e X > O. Os seguintes problemas s k  
equivalentes: 

(i) (PAB) Encontrar w = w (v) E C, solução de 

minimizar a H  (u) + ( A 9  (v) - aVH (v) , u)  + X f (u) + /?D, (u, v )  ; 
u € C  

(ii) (m) Encontrar w = w (v)  E C, solução de 

minimizar X f (u) + ( A 9  (v) , u) + DG (u, V )  , 
u € C  

onde DG é a função distância definida em (15) relativa a G; 

(iii) (EGA) Encontras w = w (v) E C, solução de 

(iv) (PFB)  Encontras w = w (v) E C : w E Sx ( v ) ,  

onde 
SA := (8G + hB f + N ~ ) - '  (BG - h l )  ; 



(v) (PWPA)  Encontrar w = w (v) E C, solução de 

(X*(v)+diD~(w,v),u-w)+ X(f (u)- f (w)) > O  V U E C .  

Demonstração: Esta prova segue em quatro etapas: 

(a) (i) H (ii) ; 
(b) (ii) # (iii) ; 
(e) (iii) H (iv) ; 
(d) (iii) H (v) . 

(a) (i) H (ii): De fato, observamos que para cada u E C, temos 

uH (a) + (A* (v) - aVH (v) , u) + Xf (u) + (u, v) 

onde F (v) = a {H (v) - (VH (V) , v)] . 
Portanto, o problema (PAB) é equivalente ao problema (m) . 
(b) (ii) ¢j (iii): Segue de forma inteiramente anáioga à feita na seção 3.2. 

(e) (iii) H (iv): Esta equivalência resulta do fato de que 
&LIG (u, v) = dG (u) - dG (v) Vu E C. Realmente, 

H W  E C ~  (Xdf +Nc+dG)(w) E (dG-A*)(v) 



(d) (iii) ++ (v): Segue do fatro de que (Xdf + Nc) (u) = 8 (Af + Ic) (u) (veja, 
teorema 5, apêndice). Com efeito, 

w € C' e 0 O E@(v) i- [ ~ d f + N c + & D ~ ( . , v ) ]  (w) 

w E C e O E (-A9 (v) - d1-L)~ ( u , ~ ) )  E (Mf + Nc) (w) 

w E C e O E (-A@ (v) - biDG (u, v)) E d (A f + Ic) (w) 

Note que o subproblema auxiliar com regularização de Bregman (PAB) é equiva- 
lente a um problema de inequação variacional no qual o operador é m a  aproximação 
regular de 'SI, isto é, 

Por outro lado, a equivalência entre os subproblems (PAB) e o (PFB) sig- 
nifica que o nosso algoritmo pertence à fadlia de métodos de decomposiçiio do tipo 
LLforward-backward" onde o passo "forward" realizado por !P é seguido pelo passo 
"backward" dado por df + Nc (veja subseção 3.5.4). Em particular, se ,8 = O, a = 1 
e H (u) = (Mu, u) /2 'du E R*, onde M é a matriz (n x n) simétrica e definida 
positiva, então reavemos o algoritmo desenvolvido por Chen e Rockafellar [21] . 

Apresentamos a seguir um resultado que garante a existência e unicidade da 
solução para (PAB). O conceito de coercividade citado abaixo é no sentido da 
Definição 2.1.1 1 (iv) 

Proposição 6.2.1: Se o conjunto C é limitado ou a função G é coerciva em C 
então Vv E C0 n U m  (Q) e X > O existe uma única solução w = w (v) E C para o 
problema (PAB) . 
Demonstração: De fato, este resultado segue da equivalência dos problemas (PAB) 
e (XB) mostrado no teorema anterior e do resultado de minimização para funções 
convexas em espaços de Banach reflexivos (veja [30] , proposição 1.2). 

Observe que a função G considerada na Proposição acima compreende o funcional 
auxiliar fortemente convexo introduzido por Cohen 1221 e considerado em vArios al- 
goritmos (veja, por exemplo, [45] , [60], [61] e [71]). 



A seguir, mostramos que a condição de coercividade na fronteira (B3) mant6m a 
solução do subproblema (PAB) no interior de C. Este resultado é fundamental para 
a boa definição da seqüência gerada pelo nosso algoritmo. 

Teorema 6.2.2: Sejam v E COíl Dom (9) e w = w (v) E C uma solução do (PAB) . 
Se g é fronteira coerciva e ,B > O então w E CO. 

Demonstração: Este resultado é conseqüência imediata do Lema 5.3.1. 

Proposição 6.2.2: Seja w = w (v) E C uma solução do subproblema (PAB) . Se 
w = v então v é solução de P l V  (Q, C, f )  . 
Demonstração: Suponha que v é solução de (PAB) .  ai, a condição (v) do Teorerna 
6.2.1 é satisfeita para w = v ,  isto é, 

v € C e  (*(v),u-v)+ f (u)-  f (v) 2 0  ~ L E C .  

Logo, v é solução de P I V  (Q, C, f )  . 

6.3 O algoritmo 

De forma análoga ao que foi feito anteriormente, introduzimos o subproblema auxiliar 
com regularização de Bregman a cada iteração k. 

Dados u" CO n Dom (@) e AI > O no idcio de cada iteração k ,  resolvemos o 
seguinte subproblema auxiliar com regularização de Bregman: 

( pABk) Encontrar uH+' E C, solução de 

O que é equivalente, por exemplo, a, 

(EGA~) Encontrar uk+l E C, solução de 

O E (Xk* + VG) (u" + [Araf + Nc + aG] (u"~) . 
O algoritmo segue o esquema abaixo: 

Passol: Na iteração k = 0, iniciamos com algum ponto u0 E C0 n Dom (Q) ; 

Passo 2: Na iteração k ,  encontramos a solução uLC1 do subproblema auxiliar (PAB~) ; 

Passo 3: Se uk+l = u%ntão paramos. Caso contrário, repitimos o passo 2 com 
k c k - l - I .  



6.4 Boa definisão da sequência 

As condições consideradas na Proposição 6.2.1 garantem que a cada iteração k do 
algoritmo, existe uma única uk+l solução de ( P A B ~ )  . Além disso, a condição de 
coercividade na fronteira para a função g mantém uk+l no interior do conjunto C. 
Logo, a boa dehição da sequência {uk}  pode ser estabelecida se, por exemplo, as 
seguintes condiç6es são satisfeitas: 

(i) P > o; 
(ii) G é coerciva em C; 

(iii) g é Bregman fronteira coerciva. 

Observação 6.4.1: Seja u* E C. Então u* é uma solução do problema (PIV) se, e 
somente se, zc* é uma solução do seguinte problema de minimização: 

(p )  rninimizar (9 (u*) , u> + f (u). 
U E C  

Por outro lado, como os problemas ( P A B ~ )  e ( P A B ~ )  são equivalentes (veja 

teorema 6.2.1), concldmos que o algoritmo considera a cada iteração k ,  o elemento 
uwl E U solução de 

rninimizar (XkQ (uk) , u) + X k  f (u) + DC (u, uk) , 
U E C  

onde G := a H  + pg. 

Logo, podemos pensar que o algoritmo aproxima o problema de minimização (P)  
(ou "PIV") por problemas de otimização PAB r) 
Observação 6.4.2: A cada iteração k ,  o operador Q é calculado em uk, a saber, é 
solução do suproblema definido na iteração anterior. Isto não ocorre no método do 
ponto proximal generalizado, uma vez que nele Q é calculado em uwl que é solução do 
subproblema deíhido na própria iteração. Esta diferença favorece o nosso algoritmo 

na medida em que facilita a implementação do método quando. trabalhamos com 
funções de Bregman implement áveis. 



6.5 Analise de convergência 

Se a sequência {uk} gerada pelo algoritmo na seção 6.3 está bem definida e é finita 
entiio a Proposição 6.2.2 garante que o Ultimo termo é uma solução de P I V  (!I?, C, f )  . 

O resultado abaixo estabelece a limitação da sequência {uk} quando o conjunto 
de soluções para P I V  (!I?, C, f )  é não-vazio. Além disso, o Teorema 6.5.4 apresenta 
hipóteses sob as quais a limitação de {uk} e a existência de soluções são equivalentes. 

'&mema 6.5.1: Suponha que as seguintes condições são satisfeitas: 

Ai : O operador fl! : U 4 U é monótono maxímal e satisfaz a condição de D u m  em 
C com constante 7 > 0; 

Az : O funcioml H é fortemente canvexo (móddo c > 0); 

& : A função de Bregmm g é fronteira coerciva; 

A 4 : ~ , / 3 > ~ e ~ k ~  (0,X) V ~ E N  comX=2ae7. 

Se o problema PIV (9, C, f )  possui soIu~@ então 

(i) A sequência (uk} gerada pelo algoritmo na seção 6.3 está bem definida; 

(ii) A sequência {ak} é limitada; 

OD 

(iv) C DCi (uk+l, uk) < 00, 
k=O 

onde Gl : U -+ (-oo, 3-00] é a função definida por 

G1 (u) := a [H (u) - 2 11u112] + ,Bg (u) Vu E LT 
2 

Demonstração: (i) Como H é fortemente convexo, a Proposição 6.2.1 garante a e- 
xistência e unicidade da solução ukcl do subproblema ( P A B ~  para cada k E N. 
Além disso, a coercividade na fkonteira para g mantém uk+l em C" (teorema 6.2.2). 

(ii) Seja u* uma solução de P I V  (9, C, f )  . Como uW1 E C", tllc E N, a equação 
generalizada ( E G A ~ )  implica 



onde wk+' E Bf (uk++') - (af + Nc) (uM-l) , já que ukfl E C'. Além disso, usando a 
Proposição 5.2.2 para a fw@o G = aH + ,í?g, temos 

k+l b DG (u*, u"" = DG (u*, uk) - DD (U , u ') + (QG (u*) - V G  (uL+l) I U* - uk+'). 

Portanto, das duas igualdades acima, obtemos 

= DG (d,  d )  - Dc (uW1, d )  + Ak (@ (ak) - 8 (u*), u* - uLfl) 
(18) 

A úItima igualdade segue da soma e subtração de P (u') no produto escalar. 
Por outro lado, como u* é solugão do (PIV) , temas 

isto é, 

-@ (u*) E (bf + NG) (u*) . 
Assim, pela monotonicidade do operador (d f + Nc) temos 

(vk+' + P (u*) , u* - uk+l) = (vk+' - (-qj (u*)) , a* - @1) < 0- (19) 

Logo, de (18) e (19) resulta 

DG (u* , u'+') 5 Do (u* , uk) - DG (ukC1, uk) + X k  (8 (u') - B (u*) , U* - uk+l) 

= DG (u*, u') - DC (u*", uk) + X k  (@ (uk) - 8 (u*) , u* - uk) 

f X n ( 8  (un) - * (u*) , ua - uk+l) Vh E N.  
(20) 

A igualdade acima resulta da soma e subtrqão de u%o produto escalar. 
Mas, por AI, temos 

(* (u') - B (u*) , uk - u*) 2 7 11 P (ak) - B (u*) 11' 
e usando a desigualdade acima e a desigualdade de Cauchy-Schartz no Último termo 
em (20), obtemos 



Agora, considerando em (21) a desigualdade -a2 + 2ab < b2 (a,  b E R) para 

a = JT 114 (uk) - @ (u*)II 

resulta 

Além disso, como 

= G l ( 4  + y 11u1I2 7 

onde Gl (u) = a [H (u) - $ ( 1 ~ 1 1 ~ ]  +pg (u) é uma função convexa e s.c.i. em C, temos 

pois AI, < 2acy, Vk E N (por hipótese) . 



Portanto, 
DG (u* , a*) 5 DD (u* , uo) , Vk E N .  

Logo, {uk } C Su',6 para 6 > DG (a*, uo) e é limitada pela condição Bl para G (veja 
observação 6.2.1). 

(iii) Alem disso, 'ifk E N, temos 

As desigualdades em (24) implieam que {Da (u', 2) } é uma seqüência decrescente 
e limitada inferiormente. Então {LIG (u*, u*)} eonverge para um número positivo 

> O. Assim, por (251, temos P -  

(ia) Finalmente, observe que 

Poitmto, segue de (26) e (27) que 

Observaç& 6.5.1: Note que o resultado do Teorema acima permanece válido se Bi 
6 satisfeita apenas para a função G. 

O Teorerna 6.5.1 estabelece a limitação da sequência e portanto a existência de 
pelo menos um ponto de acumulaçiio fraco. Enunciamos a seguír duas hipóteses sob as 
quais os pontos de acumulação fracos são soluções do problema original P I V  (9, C, f ). 
A primeira hipótese é a propriedade de Lipschítz para o gradiente do funcional H. A 
segunda é s pseudomonotonia para o operador 9 + d f. 



Teorema 6.5.2: Suponha que, além das hipóteses do Teorema 6.5.1, são satisfeitas 
as seguintes condições: 

A5 : O gradiente V H  é Lipschitz em C0 com constante de Lipschitz A > 0; 

Ag : O operador @+O f é pseudomonótono com dodnio fechado (e portanto convexo 
pela Proposição 2.1.6 (iii)). 

Se existe um número a > O tal que X n  E ( ~ , q  Vk E N então qualquer ponto de 
acumulação fraco de {uk}  é solução de P I V  (!V, C, f). 

Demonstração: Seja ü um ponto de acmdação fraco de {uk}  . Como C é um sub- 
conjunto fechado e convexo de U e {ak}  C C temos que 

sendo G"o fecho fraco do conjunto C. 
De modo an610g0, ü E D m  ( 8  + af) . Considere {uki } C {uk}  uma subsequência 

tal que 
u ~ u : ü € c :  

Como 

resulta u%+l -% ü. Além disso, temos 

e 
kj+l  k j  Em Dei (u ,u ) = O .  

j-00 

Então 
lim Dc (ub+', ukj) = O. 

j+oo 

Mas 
0 < pDg (ukj+', ~ 4 )  < DG (ukj+', a') - 

Então 



Assim, temos 

(i) {ukj} ) {ukj+l } c cO; 
(ii) Ukj  U; ü, Ukd-1  V; U; 

(éii) lim LIg (ukj+' , ukj) = O. 
j - +m 

Então, por Bz, obtemos 

Por outro lado, como ü E C, temos que 

= a [DH (ü, ukd) - DH (ü, ukj+l)] + P [ D ~  (ü, ukj) - Dg (ü, ukj+l)] 

+,O [og (ü, ukj) - Dg (3, ukj+l)] - DG (ukj+l, ukj) 



A primeira desigualdade acima segue da propriedade de Lipschitz de il? e VH com 
respectivas constantes L > O e A > O juntamente com a desigualdade de Cauchy- 
Schwartz. 

Portanto, usando (28) e a limitação das seqüências {Xkj} e {ukj+' } juntamente 
com a conclusão (iii) do Teorema 6.5.1, obtemos 

e conseqüentemente, como O < < Xk, b'k E N, temos 

Além disso, { ukj+' } C Dom (il? + 8 f )  , ü E Dom ( 9  + af ), ukj+' -% ü e 8 (ukj+l) + 
vkj+l E (9 + 8f)  (ukj+l) 'v'j E E. Logo, pela pseudomonotonia de (@ + Bf) , temos 
que, em particular, para qualquer solução u* de PIV(9,  C, f), existe u E (@ + df) (ü) , 
tal que 

{v, u - u*) < lim inf (8 (ukj+') + vk3+', uQ+' - u*). 
j + o o  

Por outro lado, temos 

Como {Dc (u*, ukj) } converge para iun número p > O e { D ~  (ukj+', u4)} converge 
para O ,  obtemos 

Portanto, 

Finalmente, observando que o operador @ +b f é pararnonótono em C (proposição 
5.2.1 (ii)) e usando a desigualdade acima o restante da prova segue imediatamente 
da Proposição 2.1.11 (iii). 



Observação 6.5.2: Note que a condição A6 é automaticamente satisfeita quando a 
função f é G-diferenciável. De fato, neste caso o operador Bf é pseudomonótono 
(veja [I21 , corolArio 2.1). Portanto, & segue da pseudomonotonia de (proposição 
2.1.7) e da Proposição 2.1.8(ii). 

Observação 6.5.3: O resultado do Teorema acima permanece válido se a condição 
Bz é satisfeita apenas para a função G. AIGm disso, é fácil ver que, sob a hipótese 
As, a condição de coercividade na fronteira é válida para g se, e somente se, é válida 
para G. 

O resultado de convergência fraca obtido no Teorema 6.5.2 é estabelecido para a 
seqüência toda se, por exemplo, o problema original PIV (i@, C, f )  possui uma única 
solução. Apresentamos a seguir outra condição sob a qual a seqüência toda converge 
fracamente para uma solução. Trata-se de uma condição adicional para a função G 
que enunciamos abaixo (veja l12] , definição 5.3). 

Definição 6.5.1: Uma funçâo de Bregman g é n o n a  rompathelse satisfaz a seguinte 
condição: 

Se {uk} , {vk} c S, uk % U, V* -% v e u # v então 

lim inf 1 (vg (uk) - vg (vk) , u - v) 1 r O. 
Ic-++oo 

Teorerna 6.5.3: Suponha que, além das hipóteses do Teorema 6.5.2, pelo menos 
uma das seguintes condições é satisfeita: 

(i) O problema original P I V  (\E, C, f )  possui uma única solução; 

(ii) A h ç ã o  G é norma cornpathel. 

Então a seqüência {uk} converge fracamente para uma solução de P I V  (8, C, f )  , ou 
seja, existe um único ponto de acumulação fiaco de {ak} . 
Demonstração: O resultado é evidente quando (i) se verifica. Suponha então a 
hipótese (ii) . Devemos mostrar que existe apenas um ponto de acumulação fraco. 
Suponha que existam dois pontos ül e Ti2 limitas h c o s  de subsequênciss de {uL} . 
Pelo Teorema 6.5.2, temos que ül e ü2 são solugões de P I V  (@, C, f). A desigual- 
dade (24) garante que as seqüências { D ~  (ül, uk) } e {& (z2, uk) } são convergentes. 



Considere 1.11 e 1.12 seus respectivos limites. Então 

+ iim { V ~ ( u ~ ) , ü ~ - ü ~ ) .  
k+oo 

Seja p := lim (VG (uk) , ü2 - ?il). Se {ukj } e {uli} são subsequências de {uh} 
k-+m 

tais que ub % ü1 e ulj % ü2 então considereando, em (30), k = luj, k = lj e subtraindo 
é s  expressões resultantes, obtemos 

lim (VG (&) - VG (&) , ü2 - ül) = O. 
j-+ oo 

Como ül # ü2, a igualdade acima contradiz a hipótese de norma compatfvel para a. 
função G. Logo, a unicidade do ponto de acumulação fiaco é estabelecida. 

O resultado abaixo prova que a limitação da seqüência {ub} é uma condição 
suficiente para a existência de soluções do problema PJV (@, C, f) . 

Teorema 6.5.4: Suponha que as hipóteses do Teorema 6.5.2 são satisfeitas. Se o 
problema original P IV (@, C, f )  não possui solução então a seqüência B ilimitada. 

Demonstrnção: Suponha que (PIV) não possui solução e {uh} é limitada. Então 
existem um subconjunto convexo, fechado e limitado S C U e um número positivo r  
tais que 

{uk})" C B (O ,  r )  C SO, 

onde {uklw denota o fecho fisco e B (O ,  r )  := { y  E E : 11 yll < r }  é a bola fechada em 
U. 

Considere a funçb ?e os operadores T e F definidos por: 

onde Is é a função indicatriz do conjunto S e Ns é o seu subdiferencial, ou seja, o 
operador cone normal associado ao conjunto S. O operador !? é monótono maximal 



pela Proposição 2.1.3 já que D m  (T)  n So > {uk} # 0. Consideramos {zik} a 
seqüência gerada pelo algoritmo para o operador ? e provamos o teorema em quatro 
etapas. 

Passo 1: {Zk} está bem definida, ou seja, existe um único Gk+' E C solu~ão de 

De fato, o operador soma (Ar? + VG é sobrejetivo já que é monótono rnaximal e 1 
possui dombio limitado (proposição 2.1.2). Então existe Zk+' E C solução de 

Portanto, Zk+l satisfaz a equação (31) e a unicidade de Zk+l segue da monotonicidade 
estrita do operador VG. 

Passo 2: Se i? = u0 no algoritmo aplicado para T enão 2 = uk Vk E N. 

Provamos esta afirmação por indução. De fato, para k = O ,  a afirmação é óbvia. 
Suponha que 2ik = uk . O ponto ukf l satisfaz 

(VG - A,@) (uk) E (XkT + VG) (uk+') , 

OU seja, 

(VG - As@) (zk) E (XrT + VG) (uk+') . 

Como uk+l E SO, temos que Ns (uk+l) = {O} e assim 

(XkT + VG) (uk+') = (XnT + Ns + VG) (<L'"+') 

Agora, substituindo (33) em (32) resulta 

Usando a unicidade de Gk+l na equaçiio acima mostrada no passo 1 temos que 
Gk+1 = uk+l 



Passo 3: Se ü é um ponto de acumulação fraco de {Ek} então ü é solução de 

PIV p,c,f). 
De fato, vamos provar que as hipóteses do Teorema 6.5.2 são satisfeitas para a função 
f. Considere o operador 8 : U -t P (U) deíinido por 

I -  O operador % é monótono maximal e Dom (%) C S é limitado. Da>, @ é sobreje 
tivo (proposiçiio 2.1.2) e conseqüentemente possui zeros. Então P I V  Q, C, f tem 
solução. 

( 3 
Por outro lado, as condições AI- Ag são trivialmente satisfeitas, pois não depen- 

dem da função definida no problema (PlV) . Para provar a validade de As, basta 
observar que 

*+a(f+rs) = *+af + ~ I S  

6 pseudomonótono (proposi@o 2.1.8 (i) - (ii)) e seu domhio é fechado pois 

Passo 4: Se ü é um ponto de acumulação fraco de { P )  então Ti é solução de 

PIV (*, c, f ). 
Com efeito, suponha ü um ponto de acumulação fraco de { g } .  Assim, usando o 
passo 2, temos que 

ü E { ~ k } ~  = ( ~ k } ~  c SO. 

Além disso, pelo passo 3, ü 6 solução de PIV(Q, C, a. Portanto, satisfaz a seguinte 
inclusão (veja seção 3.2) 

Mas, ü E So. Então Ns (li) = O. ~ d ,  

Assim, a inclusão (34) fica 

-e (ü) E (af + Nc) (E) . 
Isto significa que Ti é solução de P I V  (@, C, f) . 



Finalmente, como {Zk} é limitada (pois 2 = uk, Yk) ,  existe um ponto, 8, de 
acumulqão fraco de (2) . Pelo passo 4, ü é solução de P IV  (I@, C, f )  . Isto contradiz 
a hipótese e portanto, segue que {ak} é ilimitada. 

O seguinte corolário é conseqKencia imediata dos Seoremas 6.5.1 e 6.5.4. 

Corolário 6.5.1: Suponha que as hipóteses do Teorema 6.5.2 são satisfeitas. O 
problema (PIV) tem solução se, e somente se, a seqüência gerada pelo algoritmo na 
seção 6.3 é limitada. 

6.6 Aplicações 

Apresentamos abaixo dois exemplos para a função G. Mostramos que em cada um o 
Método do Problema Auxiliar com regularização de Bregman aplicado ao problema 
de inequação variacional (PIV) gera uma sequência que converge para uma solução 
do problema. 

Exemplo 6.6.1: Considere U um espaço de Hilbert e {a1, . . . , um] C U. Seja 

C : = { u ~ U / ( a ~ , u ) > b ~ , i = l ,  ..., m}, . (35) 

onde bl, ..., b, E R. Suponha C n D m  f C Dom (9) e C O n ( D m  f)" # 0. Considere 

?n 
a llu112 G (u) := C ((a" u) - bi) log ((ai, 21) - h) i- - 

i=l 
2 '  

onde: 

(i) a, B > 0; 

(ii) g (u) := C:, ((ae, U) - bi) log ((ai, u) - bi) 'Q'U E C0 estendida continuamente 
para a fronteira (dC) de C com a convenção de que O log 0 = 0; 

(iii) H(%) := $ 1 1 ~ 1 1 ~  '&EU. 

Observe que quando a = /3' = 1 obtemos a função de Bregman considerada por 
Burachik [12]. Além disso, de forma inteiramente análoga ao feito em [12], provase 
que a funçiio G é Bregman com zona Co fronteira coerciva e no- compathel. Logo, 
seguem os seguintes resultados: 



Proposição 6.6.1: Considere G a função dada por (36). Então G é Gateaux- 
diferencilwel em C" e o seu gradiente é dado por 

m 

VG (u) = /3 C (log ((a" u} - 6,) + i )  ai + au. 
i=l 

Proposição 6.6.2: Se G é a função dada por (36) entiio satisfaz as condições B1 - B3 
da definição 5.3.1 Além disso, a condição B3 para a funição g segue da observação 
6.5.3. 

Proposição 6.6.3: A função G dada por (36) é norma cornpat~vel. 

Segue das Proposições 6.6.1 - 6.6.3, que as hipóteses do Teorema 6.5.3 são satis- 
feitas e assim o Método do Problema Auxiliar com regularização de Bregman para G 
dada por (36) aplicado ao problema de inequação vaxiacional co'm C dado por (35) 
gera uma seqüência que converge fracamente para uma solução do problema. 

Exemplo 6.6.2: Seja C C U = Rn uma caixa, isto é, um produto cartesiano de 
intervalos definidos por 

C := [al, bl ]  x ... x [a,, b,] , (37) 

onde ai < bi (1 5 i _< n) . Suponha, novamente satisfeitas as hipóteses habituais para 
O problema, ou seja, que C n Dom f c Dom (@) e C" n (Dom f)" # 0. Considere, A4 
uma matriz n x n simétrica definida pusitiva e 

onde: 

(ii) g (u) := 2 [(ai 
i=l 

continuamente para a 

- a,) log ( u ~  - a$) + (bi - ai) log (bZ - u ~ ) ]  Y u  E C" estendida 

fronteira aC de C com a convenção de que O log 0 = 0; 

(iii) H (a)  := 6 llull; = $(u ,Mu)  Vu E U. 

Observação 6.6.1: A função g dada acima foi considerada por Iusem et al[18] e é 
um caso particular da função apresentada no Exemplo 6.6.1. 



A seguir, mostramos que G e g são funções de Bregman com zona C" fronteiras 
coercivas. Além disso, a função G é norma compatfvel. 

Proposiçiio 6.6.4: A função G dada por (38) é Gateaux-diferenciável em C0 e seu 
gradiente é dado por 

n 

VG (u) = /3 C ( l o g  (ui - ai) - log (bi - ~i))ei + ~ M u ,  
i- 1 

onde (el, ... , e,) é a base caxiônica do Rn. 

Demonstração: Esta prova segue de sirnpleq cálculos. 

Note que a função G é continuamente diferenciável em C". 

Proposição 6.6.5: As funções g e G dadas por (38) são de Bregman com zona C" 
fronteiras coercivas. 

Demonstração: A prova que g satisfaz as condições B1 - B3 da Definição 5.3.1 pode 
ser encontrada em [18] ,Exemplo 3. Além disso, as condições Bi e B3 para G seguem 
respectivamente dw Observações 6.5.1 e 6.5.3. 

Por outro lado, é fácil mostrar que a distiincia de Bregman em relação a G é dada 

Por 

Portanto, a condição B2 para G decorre imediatamente de Bz para g e de (39), 

Proposi@o 6.6.6: A função G dada por (38) é norma compathel. 

Demontmç&o: Suponha {u') , {vk} C C0 tais que u b  u, V" v e u # v. Con- 
sidere a seguinte expressão: 



Vamos mostrar agora que o termo à direita em (40) é positivo para k suficientemente 
grande. Para analisar cada termo da soma em (40), devemos considerar dois casos: 

Neste caso o termo considerado é nulo. 

(ii) ui > vi. 

Então existe ko E N tal que 

(u: - ai) (bi - V.) 
2 1, tr'b 2 lio. 

(v," - ai) (bi - u!) 
Note que para a desigualdade contrária, o resultado acima segue de forma análoga. 
Assim, 

n 
(u," - ai) (bi - V;) 

a > iiminf a ( u ~ - v k , ~ ( ~ - ~ ) ) + ~ ~ i o g  
(v! - ai) (bi - uf )  

] (ai - vi)} 
k + o o  

n (u," - ai) (bi - V,") > a liminf (uk-V{M(U-v))+@ iiminf E l o g  (v! - ai) (bt - uf) I (ui - vi) k - 0  k - + m  kl 

onde a terceira desigualdade na expressão acima segue de (41). 

Novamente, temos satisfeitas as hipóteses do Teorema 6.5.3. Portanto, o algoritmo 
do problema auxiliar com regularização de Bregman para G dado por (38) aplicado 
ao problema de inequação variacional com C dado por (37) gera uma seqüência que 
converge para uma solução do problema. 



Conclusões 
Neste trabalho, desenvolvemos algoritmos de decomposição do tipo "foward- 

backwwd" para resolver o (PIV) em espaços de Hilbert. Generalizamos o método 
do problema auxiliar proposto por Cohen para o operador ponto-conjunto e introdu- 
zimos uma classe de algoritmos que combina o principio do problema auxiliar com a 
noção de regularização de Bregman para o operador ponto-ponto. 

Se encontra em andamento a análise de convergência de um método para o ( P W )  
no caso em que a função f é identicamente nula e o operador é ponto-ponto. Este 
algoritmo aproxima o conjunto restrição usando a Mosco-convergência de uma sub- 
seqüência de subconjuntos convexos, fechados e não-vazios. 

Para trabalhos futuros, sugerimos a implementação dos m6todos desenvolvidos na 
tese bem como a análise das respectivas taxas de convergências. 



Apêndice - Funqões convexas com valores em R 
As noções apresentadas neste apêndice podem ser encontradas em [67], 

Seja U um espaço de Hilbert real. 

Considere f : U -, R uma função. O conjunto 

epi ( f )  := { (u ,  A) E U x R/f (u) L A) 

é chamado o ep&afe de f. O dorn8nio efetivo de f é a projeção do epi (f) em U, isto 

é, 
Domf := {u E U/3X E R : (u, A) E epi (f)). 

A função f é dita própria se f (u) < 3-00 para pelo menos um ponto u E U e 
f (u) i -W para todo u E U, isto é, se O seu epigrafe é não-vazio e não contém 
nenhuma reta. 

Definição 1: Seja f : U 4 R U {+w) uma função. 
a) f é convexa em U se, para quaisquer u, v E U e X E ( O ,  I ) ,  

b) f é estrztamente convexa em U se, para quaisquer u, v E U, u # v e A E (O,  1 ) )  

f ( A u + ( l - @ v )  < X f  ( u ) f  ( 1 - X ) f  ( v ) ;  

c)  f é fortemente convexa em U se, existe uma constante c > O tal que, para quaisquer 
u , v ~ U e X ~ ( 0 , 1 ) ,  

É fácil ver que c) + b) + a). 

O resultado abaixo estabelece a equivalência entre a convexidade de uma função 
e a convexidade de seu epiafe. 

Proposisão 1: Seja f : U -+ R U (+w) uma função. As seguintes condições são 
equivalentes: 



a) f é convexa; 

b) epi ( f )  é convexo. 

Demonstração: Veja [67] , teorema 5.10. 

Definição 2: Sejam f : U -t R uma funçiio e u E U. f é dita semicont&zua 
inferiormente em u (S .  c.i. em u)  se para cada A E R tal que A < f (u), existe uma 
vizinhamça V de u tal que f (V) > A. f é dita semicondnua inferiormente (s .c .~ . )  se 
f é semiconthua inferiormente em cada ponto de U.  

A noção de sernicontinuidade inferiormente também pode ser introduzida usando o 
conceito de lirn inf , do seguinte modo: 

Definição 3: Seja u0 E U. 

iim inf f (u) := sup {inf f (u) / U  V - {uo}) 
U 3 U o  v 

onde V percorre todo o sistema de vizinhança de uo. Se U é um espaço linear normado 
então temos que 

lim inf f (u) = liminf { f (u)/O < Ilu-uoll < E ) .  

U 4 Uo E -+ O+ 

Proposic$ío 2: Sejam f : U -+ R uma função e uo E U. f é s.c.i. em uo se, e somente 
se, 

lim inf f (u) 2 f (u0) . 
U -+ Uo 

Demonstração: Veja [67] , teorema 5.8. 

Se consideramos a topologia fraca em U, a noção correspondente é a sernicon- 
tinuidade inferiormente fraca. Obviamente, qualquer função semiconthua inferior- 
mente fraca é semicontinua inferiormente. A reciproca, em geral, não é verdadeira. 
Contudo, temos o seguinte resultado: 

Proposição 3: Uma função convexa f : U -+ R U {+a) é semiconthua inferior- 
mente (forte) se, e somente se, é semiconthma inferiormente fraca. 

Demonstração: Veja [30], caphlo 1, corol&io 2.2. 



A sejpir, mostramos que o conceito de semicontinuidade inferiormente para f 

também pode ser descrito em termos das propriedades de determinados conjuntos. 

Teorema 1: Seja f : U --+ R urna função. As seguintes condições são equivalentes: 

b) epi ( f )  é fechado (como um subconjunto de U x R); 

c) { u  E U/  f (u) < A} é fechado para cada X E R; 

d)  ( u  E U/ f (u) > A} é aberto para cada A E R. 

Demonstração: Veja [67], teorema 5.3. 

Teorema 2: Seja f : U -+ R uma função convexa. 

(i) Se f é própria e s.c.i. entiio f é contbua no (Dom f)O. 

(ii) Seja uo E U tal que f (uo) > -00 e f é localmente limitado superiormente em 
uo. Então: 

(a) f é própria e (Dom f)' $ fl; 
( b )  f é localmente limitada superiormente no ( D m  f)" ; 
(c) f é continua no (Dom f ) O .  

Demonstração: (i) Veja [53], lema. 2.6. (ii) Veja [67], teorema 5.20. 

Definição 4: Sejam f : U -+ R uma função e uo um ponto de U onde f é finita. 

a) f é Préchet-diferenciável (ou F-diferenciável) em uo se existe um elemento em U, 
que denotaremos f' (u0), ta1 que para cada u E U 

f' (ao) é unicamente determinado pela ig-ualdade acima e é chamado Fréchet-diferencial 
(ou F-dí$erencial) de f em uo; 

b) f é Gateaux-diferenciável (ou G-diferenciável) em uo se existe um elemento em U, 
que denotaremos V f (aO) ,  ta1 que para cada u E U 

V f (u0) é unicamente determinado pela igualdade acima e é chamado Gateaux-diferencial 
(ou G-diferencial) de f em uo. 



Se a Gateam-diferencial V f (uo) existe então f' (uo, u) ( derivada direcional de f 
em uo na direção u) existe para qualquer u  E U e 

Mas a existência de todas as derivadas direcionais de f em uo não implica na 
Gateaux-diferenciabilidade de f em uo. 

Observação 1: Fréchet-diferenciabilidade implica Gateam-áiferenciabilidade, mas a 
reciproca não é verdadeira em geral. Em particular, a reciproca é válida para funções 
convexas próprias em R". 

Teorema 3: Sejam f : U -+ R U {foo) uma função e D um subconjunto aberto e 
convexo do Dom f. Se f é G-diferenciável em D então segue as seguintes equivalências: 

a)  f é convexa em D se, e somente se, 

b) f é estritamente convexa em D se, e somente se, 

f ( 4  > f ( 4 + ( V f ( 4 , v - 4  k , v E D ,  u # v ;  

c) f é fortemente convexa m W o  c > O em D se, e somente se, 

f (v) $ f ( U ) + ( V ~ ( U ) , ~ - ~ ) + ~ ~ ~ ~ - V ~ ~ ~ / ~ ~ U , ~ E  D. 

Demonstração: Veja [67], cap~tulo 5. 

Definição 5: Seja C C U. A função indicatriz de C, Ic : U -t R, é definida por 

Ic (u) := 
O se u  E C; 
+oo se u  & C, 

Então segue imediatamente das respectivas definições que: 

a) O subconjunto C é não-vazio se, e somente se, Ic é própria; 

b) O subconjunto C é convexo se, e somente se, IC é convexa; 

c) O subconjunto C é fechado se, e somente se, Ic é s.c.i. 

Definição 6: Sejam f : U -+ R uma h ~ ã o  e uo E D m  f .  



a) g E U é dito subgmdzente de f em uo se 

b) O conjunto de todos os subgradientes de f em uo é chamado o subdiferenciait de f 
em uo e é denotado por d f (uo) . O 8 f (uo) 6 um subconjunto convexo e fechado de U. 
f é dita subdzferenciável em u0 se bf (u0) # @. Se u 6 Dom f ,  dehimos b f (u) = 0; 

c )  O subdifewnczal de f é o operador ponto-conjunto 

d) O dorn&io do 8f é o conjunto 

Exemplo 1:Considere a função indicatriz, Ic, de um subconjunto convexo, fechado 
e não-vazio de U. Por definição, w E dIc (u) se, e somente se, u E C e 

Ic (v) L Ic (u) + (w, v - u) Vv E U. 

Isto significa que u E C e O > (w, v - u) Vv E C. Portanto, dIc (u) é O cone normal 
de C em u (denotado por Nc (u)): 

Teorema 4: Sejam f : U --+ R uma função e uo um ponto de U onde f é h i t a .  Se 
f é Gateaux-diferenciável em uo então 

Reciprocamente, se f é contha  em o0 e possuí um único subgradiente em uo então 

f é Gateaux-diferenciável em uo e d f (aO) = {V f (uo)). 

Demonshçio: Veja [67] , teorema 5.37. 

Teorema 5: Sejam fi : U t R e : U -+ R duas funções convexas e próprias. 
Então 



Demonstração: Veja 1671 , teorema 5.38. 

Teorema 6: Seja f : U -+ R uma função convexa e própria. 

a) Se f é continua em algum ponto uo E Dom f então f é subdiferenciável no 
(Dom f )O . Portanto, a subdiferenciabilidade de f no (Dom f )O quando f é convexa, 
própria e s.c.i. segue imediatamente do teorema 2 

b) Se U = R" então f é subdiferenciável no ri (Dom f)  (interior relativo do Dom f). 

Demonstração: Veja [67] , teorema 5.35, 
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