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semidefinido (PCSD) e mostrou algumas propriedades sob hipdteses adequadas.
Yamashita e Fukushima também apresentaram outras propriedades. Neste tra-
balho, enfraquecemos algumas destas condigoes. Particularmente, damos uma certa
condicao de regularidade que é necessaria e suficiente para um ponto estacionério ser
solucdo do PC'SD. Além disso, propomos uma nova classe de fungdes de mérito para
o PCSD e provamos algumas propriedades. Em particular, apresentamos condicoes
sob as quais estas fungbes de mérito fornecem cota de erro global para o PCSD e

tém conjuntos de nivel limitados.
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Introducao

O problema de complementariedade nao-linear (PCN) [18, 22] consiste em en-

contrar um z € IR" tal que
[PCN] >0, F(z) >0, 27 F(z) =0,

onde F' é uma aplicacdo de JR" em IR". No caso onde F' é afim, o PCN reduz-se
ao problema de complementariedade linear (PCL) [8]. Este problema tem vérias
aplicacoes, tais como programagao matematica, economia, engenharia e mecanica
[8, 18]. Por se tratar de uma classe de problemas praticos, vérias extensoes do
PCL foram propostas, e a anélise e métodos destes problemas incluem o PCN
muito estudado nos dltimos anos [9, 10, 11, 13, 14, 24, 25, 27, 29, 39]. Como uma
extensio do PCN, temos o problema de complementariedade semidefinido (PCSD)
[7, 15, 16, 30, 32, 38] definido como segue. Seja S o conjunto das matrizes simétricas

reais n X n, 0 PCSD consiste em encontrar uma matriz z € S tal que
[PCSD] F(z) e K, G(z) e K, (F(x),G(z)) =0,

onde I C S denota o cone convexo fechado contendo os elementos de S que sao
semidefinidos positivos, F' e G sdo aplicagoes de S em S e (-, -) é o produto interno
definido por

(z,y) = trlzy],



onde z,y € S e tr[-] denota o trago da matriz. Quando S é restrito ao conjunto
das matrizes diagonais, este problema reduz-se ao PCN. O PCSD esta relacionado
com as condi¢bes de otimalidade do problema de programagio semidefinida (P.SD)
[1, 26] a qual tem recentemente atraido interesse na teoria do controle e otimizagao
combinatdria [34, 35].

Como o PCSD é considerado uma extensao do PCN, é possivel que o PCSD
possa. ser resolvido aplicando métodos que foram desenvolvidos para o PCN. Recen-
temente, varias reformulac¢des do PC'SD como um problema de minimizacao foram
propostas [30, 32, 38]. Uma fungdo que constitui um problema de minimizagao
equivalente para o PCSD é chamada de fungdo de mérito. Um trabalho pioneiro
nesta linha, foi realizado por Tseng [32]; ele mostrou que algumas fungdes de mérito
do PCN podem ser estendidas para o PCSD. Em particular, a seguinte classe de

funcoes f : S — IR foi estendida:
f(z) = (=, F(2))) + (=, F(2)),
onde g : IR — [0, 00) é tal que
() = 0 se, e somente se, ¢t <0,
eth: S xS —[0,00) é tal que
¥(a,b) =0, (a,0) <0<= (a,b) e Kx K, (a,b) =0.

Esta funcéo, estudada por Luo e Tseng no contexto de PC N, é uma funcao de mérito
sobre 8. Tseng [32] mostrou uma condi¢do para que qualquer ponto estaciondrio
de f seja solugdo do PCSD. No entanto, ndo respondeu em que condigoes f tem

conjuntos de niveis limitados e fornece cota de erro global. Yamashita e Fukushima



[38] mostraram que os conjuntos de nivel de f sdo limitados quando F' ¢ monétona
e 0 PCSD é estritamente vidvel, ou seja, existe uma matriz definida positiva z € S
tal que F'(Z) é definida positiva; e que f fornece cota de erro global desde que
I seja fortemente mondtona. Neste trabalho, descrevemos estes resultados, com
G = I, que sao validos desde que ¥y e satisfa(;arh certas condicoes. Além disso,
sob condi¢oes mais fracas do que as [32, 38], obtemos que os conjuntos de nivel de
f sdo limitados e qualquer ponto estaciondrio é solugdo do PCSD. Apresentamos
dois métodos de descidas, um deles com a direcio dada por Tseng, para resolver o
PCSD e mostramos suas convergéncias.

Para o PC'N, Kanzow, Yamashita e Fukushima [25] propuseram uma fungio de
mérito que fornece uma cota de erro global sob a condi¢ao de F' ser P—uniforme.
Naturalmente, esperamos que exista uma fungdo de mérito para o PC'SD que tenha
esta propriedade. Com este objetivo e motivados pelos resultados estendidos exis-

tentes para o PCSD, propomos a seguinte classe de fungoes para o PCSD :
9(z) = ¢z, F'(z)),
com ¢: S XS — IR definida por
¢(a,b) = o+ (ab + ba) +9(a, b),
onde 1P+ : & — [0, 00) é continua tal que
1ho+ (£) = 0 se, e somente se, ¢t = 0 (—t é semidefinida positiva),
e): S XS —[0,00) é continua tal que

P(a,b) = 0,(a,b) <0 se, e somente se, (a,b) € K x I, {a,b) =0.



Esta funcdo, estudada por Kanzow, Yamahista e Fukushima [25] no contexto do
PCN, ¢é uma fungdo de mérito sobre S. Mostramos que g fornece cota de erro
global e tem conjuntos de nivel limitados desde que F' seja P-uniforme. Além disso,
apresentamos outra condigéo‘para que g tenha conjuntos de nivel limitados.

Este trabalho serd organizado como segue: No Capitulo 1 fazemos um breve
resumo dos conceitos de Teoria das Matrizes, Projecoes e monotonia de aplicagoes
necessarios ao desenvolvimento dos capitulos posteriores. No Capitulo 2 apresen-
tamos alguns resultados obtidos por Tseng [32], Shibata,Yamashita e Fukushima,
[30, 38] para o PCSD. Nos dois capitulos seguintes comega a nossa contribuigao.
No Capitulo 3 apresentamos as novas propriedades obtidas para a classe de funcoes
Luo e Tseng. No Capitulo 4 apresentamos a nova classe de funcoes de mérito para
o PCSD e algumas propriedades. Finalmente, concluimos e damos sugestoes de

estudos posteriores.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos resultados sobre a Teoria das Matrizes, Projegoes e
Monotonia de aplicacdes, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos posteriores.
O que faremos aqui, serd reescrever o que ja existe na literatura. As demonstragoes

serdo, em principio, todas elas referenciadas.

1.2 Teoria de Matrizes

Nesta secdo apresentamos alguns resultados sobre matrizes simétricas, definidas
positivas (dp), semidefinidas positivas (sdp) e traco. Estes resultados sdo cldssicos,
para mais detalhes, veja [17] e [20].

Seja X o conjunto das matrizes n X n. Para a € A&, denotamos por a;; a
(4,7)—ésima entrada de a, a” a sua matriz transposta e, se a € inversivel, por a=" a
sua inversa. Além disso, a é ortogonal se, e somente, se a’a = I = aa’, onde I é
matriz identidade. Seja O o conjunto das matrizes ortogonais.

No decorrer desta tese trabalhamos com matrizes simétricas reais n X n. Deno-

tamos por S o conjunto das matrizes simétricas n x n. A seguir relatamos algumas



propriedades de matrizes simétricas.

Lema 1.2.1 Sejaa € S.

(a) Entdo existe p € O tal que pYap é uma matriz diagonal cujos elementos
diagonais sdo os autovalores de a.

(b) Seja b € S tal que ab = ba, entdo eriste u € O, e matrizes diagonais d e d

tal que a = udu® e b= udu”.
Prova. Ver [17] e [20]. m

O traco de uma matriz a, denotado por trfa], é definido por

n
tI‘[G,] = Z (177
i=1

Para quaisquer matrizes a, b € X, e qualquer p € O temos que tr[a]=tr[pap?],
tr[a + b]=tr[a]+tr[b] e tr[ab] =tr[ba).
O préximo resultado é uma relagdo entre os sinais dos elementos da diagonal de

uma matriz pap”, para algum p € O, e o trago de a.

Lema 1.2.2 Sejaa € X.

(a) Entio existe p € O tal que o0s elementos ndo-nulos da diagonal de pap tém

08 Mesmos 8inais.

(b) Se trla] # 0, entdo eziste p € O tal que todos os elementos da diagonal de

pap’ tém os mesmos sinais que o trla).

Prova. Ver [6].

O seguinte resultado é uma relacdo entre o trago e o posto de uma matriz,

denotado por P(-).



Lema 1.2.3 Seja a uma matriz n X n nao-nula. Entdo
[tr{a]]® <P(a)trfa?].
Prova. Ver [17]. m

Seja ||z|| := 4/{(z,z) a norma de Frobenius e {z,y) o produto interno definido
por
trlzy] = (z,9).
Note que (S, {-,-),||"]|) forma um espago de Hilbert. A matriz z € S pode ser
associada a0 vetor Z := (-, Z;, - - )ic; € JR’, onde v := n(n +1)/2.
Considerando K o conjunto das matrizes simétricas sdp, temos que C é um cone
convexo fechado em S [31] e seu interior é o conjunto das matrizes dp. Além disso

apresenta a seguinte propriedade.
Lema 1.2.4 K ¢ auto-dual, ou sejo, {y € S: (z,y) >0 Vz e K} =K.
Prova. Ver [4] e [21]. m

Apesar de K ter uma estrutura geométrica complicada comparada ao ortante
nao-negativo em IR’, no entanto, pelo Lema 1.2.4, temos a seguinte propriedade

K® = —K, onde K° é o polar de K:
K={yeS:(z,y) <0Vz €K}
Entdo, para qualquer z € S,

t €K< (z,y) >0 V yeKX. (1.1)



Como K é um cone convexo fechado e XN (—K)={0}, entdo X induz uma ordem

»

parcial “-x” em S: z > y <=z — y € K. Deste modo, usaremos o simbolo

z = (=)0

para dizer que z é simétrica e¢ sdp (dp); o simbolo z < 0 significa que —z = 0.
Listaremos abaixo algumas propriedades bem conhecidas da teoria das matrizes que

serao 1uteis neste trabalho.

Lema 1.2.5
(a) z = 0 <= pxp’ = 0 para qualquer p € O.
(b) Seja z =0 (z > 0). Entdo triz] > 0 (tr[z] > 0) e trlz] =0 <=z = 0.

(c) Sejam z = 0,y = 0, (z,y) = 0, entdo zy = yz = 0.
Prova. Ver [17]. m

Observe que diretamente dos Lemas 1.2.1 (b) ¢ 1.2.5 (c¢) obtemos o seguinte
corolario.

Corolério 1.2.1 Sejam z,y € K e {z,y) = 0, entdo ezxiste v € O, e matrizes

diagonais d e d tais que = udu” ey = udu”.

A seguir apresentamos uma relagio entre os autovalores das matrizes a e a + D,

paraae Sebe K.

Lema 1.2.6 Sejam a,b € S. Assuma que b € IC, entdo
A(a) < Mgla+b), V k=1,...,n,

onde A\ () < -+ < Au(:) s@o os autovalores.

Prova. Ver [20]. m



1.3 Projecao em K

Nesta secao, apresentamos alguns resultados sobre projecdes em /C e suas pro-
priedades. Para maiores detalhes ver [22].

A projegdo ortogonal em /C, denotada por [z]4, é definida por
[2]+ = argmin [ly — =],

para qualquer z € S.

Como (S, {-,-), || - ||) é um espago de Hilbert e I é um conjunto convexo fechado

de S, temos os seguintes resultados.
Lema 1.3.1 Para qualquer z € S existe um dnico elemento [x]4 tal que
2 = [altll < llz = 9ll, Vy € K.

Prova. Ver [22]. =

Lema 1.3.2 Para qualquer © € S, as sequintes afirmagdes sGo equivalentes:
(6) |z = [z+]| < llz —yll, Vy €K,
(b) (z — [z]4,y — [z]l+) <0, Vy e K.

Prova. Ver [22]. m

Lema 1.3.3 Para qualquer x € S, temos
z = [z]y +[z]-, [z]4z]- =0,
onde [z]_ denota a projegio ortogonal em K°.

Prova. Ver [22]. m



1.4 Monotonia de Aplicag6és

Relembramos algumas defini¢oes que serao tteis ao longo do texto.

Definicao 1.4.1 Seja F': § — S.

(a) F é pseudomondtona se
(@—y, Fy)) 20 = (@ -y, F(z) 20, Vz,y €8
(b) F' é mondtona se
(x —y,F(z) - F(y)) >0, V z,y€eS.

(¢) F' é estritamente mondtona se

(x —y,F(z)— F(y)) >0, Vz,y €8, z#y.
(d) F é fortemente mondtona com mdédulo o, se existe o > 0 tal que

(x—y,F(z)~ Fy)) > ale -y, Vz,y €8

(e) Se F' € diferencidvel, no sentido de Fréchet, sobre o conjunto aberto D C S,
o Jacobiano de F' em cada © € D, denotado por VF (x), é visto como uma aplicacdo
VF(z):S§ —S.

(f) VFE(z) é semidefinida positiva se
(y, VF(z)y) > 0 para todo y € S.
(g9) F é Lispchitz continua em S, com constante L > 0 se

|1F(z) = Fy)ll < Lllz —yll Vaz,yes.

10



Note que se F' é mondtona e diferencidvel, entdo VF(z) é sdp para todo z € S.
E f4cil verificar, a partir do Lema 1.3.2, que a projegdo ortogonal [z]; é mondtona,
e Lispchitz continua com constante L = 1 (ou seja, ndo-expansiva).

Usando as definigoes, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.4.1 Uma aplicagao diferencidvel F': & — S € dita ser
(a) mondtona se, e somente se, VF(x) é semidefinida positiva para todo x;
(b) estritamente mondtona se VF(x) é definida positiva para todo x;

(¢) fortemente mondtona com médulo o > 0 se, e somente se,
(z —y, VF(@)(z —y) > alz—y||°, VYz,yes.
Prova. Veja [28]. m

A reciproca de (b) nem sempre vale. De fato, seja
F(z)=(z—3I)®+1, para z € S.

Note que F' é estritamente mondtona, mas VF(z) ndo é definida positiva em

xz = 31.

11



Capitulo 2

Problema de Complementariedade
Semidefinido

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados obtidos por Tseng [32], Shi-
bata, Yamashita e Fukushima [30, 38] para o problema de complementariedade
semidefinido (PCSD). Por se tratar de um assunto recente e pouco conhecido,
daremos as demonstracoes dos resultados que serao usados nos capitulos posteri-
ores. Para isso redefinimos o PCSD.

O PCSD consiste em encontrar z € S tal que
[PCSD] F(z) e K, G(x) e K, (F(z),G(z)) =0, (2.1)

onde F' ¢ G sdo aplicagdes de S em S e (-,-) é o produto interno definido por
(z,y) =tr[zy], onde z, y € S.

O PCSD é uma extensdo do problema de complementariedade nao-linear
(PCN), onde o cone dos vetores reais ndo-negativos é substituido pelo cone das
matrizes reais simétricas semidefinidas positivas. No entanto, nem sempre é possivel
estender os resultados, pois estamos trabalhando no espacgo de matrizes.

As notagoes seguem a do capitulo 1. Além disso, para quaisquer I,J C

12



{1,...,n}, denotamos por z;; a submatriz de z com linhas i & I e colunas
Jj & J removidas da matriz z. Para quaisquer \y,...,\, € IR, denotamos por

diag{M1, ..., \n} & matriz diagonal cujos elementos diagonais 830 g, ..., \,.

2.2 Preliminares

Nesta secdo, apresentamos algumas defini¢es e resultados necessirios para as

secoes subsequentes.

Definicao 2.2.1 (a) Para qualguer mairiz x € S, [z]. e [z]_ sdo as projecbes or-

togonais de x sobre K e —K, respectivamente.
(b) Para qualquer matriz n X n, sym|z] é definido por
symlz] =z + zT.

(¢) Para qualquer subespaco D C S, uma aplicagio G : D — D € definida

positiva em D se

(z,Gz]) >0V €D (z#£0).

(d) Para qualquer ¢ € K, seja
S,={z eS8 :pxp’ = { Eﬁél 8 J para alguma submatriz Ty} (2.2)
ondepe O={ze€X: " =z} el C{l,---,n} sdo tais que
pep = { Eéj 8 } para alguma submatriz S dp. (2.3)
(e) Para qualquer ¢ € KC, a aplicagio linear L, : S, — S, é definida por

L.(z) := cz + zc.

13



Com estas definicoes, as seguintes propriedades valem:

Lema 2.2.1 (a) Para qualguer matriz © € S, temos que
z= o)y +le, [alils]- =0, [g]-=—[-aly, e afels = [zlyo = ([z]4)".

(b) Para quaisquer a,b € S, temos que a,b € S, onde ¢ := (a* + b2)% .

(c) Para qualquer ¢ € K, a aplicacdo linear L. é definida positiva sobre S, e
portanto inversivel. Especificamente, para qualquer x € S, L;[z] € a dnica matriz
y € S, tal que

cy +yc=zx.

(d) Para c € K e z,y € S; arbitrdrios, tem-se que
-1 -1 1
(v, Lo = Lyl o), =Ll = L'l = oo

e zL'z]=0=z=0.

c

(e) Para a € K e b€ S arbitrdrios, temos que
(a,0) < (a, [b]+) -

Prova.

(a) As identidades seguem dos Lemas 1.3.3 e 1.3.2 (b).

(b) Fixe a ¢ b € S arbitrarios e tome ¢ := (a® + 62)%. Como ¢ € K, temos que a
equacdo (2.3) vale para algum p € O ¢ I C {1,---,n} e alguma submatriz ¢;; dp.
Entao,

(pap”™)? + (pbp")? = pap”pap” + pbp” pbp”

2
_ 2 w1 _ | € 0
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Como (pap™)? e (pbp™)? sio sdp temos
papT:[ﬁéf 8] o ppr:lgéI g], | (2.4)
para determinadas submatrizes a;; e brr. Por (2.2), a,b € 8,.
(c) Fixe ¢ € K arbitrérioe z € S,
(z, Lo[z]) = 2tr[zT cx] = 2tr[pa? p? pep prp™].
Por (2.2), (2.3) e (1.1),
< 3, L[] >= 2tr[¢1;7%;] > 0, % # 0,8 dp.

Entao, L. é definida positiva, e portanto inversivel.
(d) Fixe c € K ¢ z,y € S, arbitrarios. As afirmacGes seguem da definiciio de L,
e do item (c).

(e) Temos que

(a,0) = {a, [Bl+ +[b]-) = (a, [b]1) +(a, [b]-) < (a,[0]4),

onde a primeira igualdade segue da Defini¢do 2.2.1 (a) e a desigualdade de (1.1) pois

ae€lelb-€e—K. =

A parte (a) do Lema abaixo apresenta uma maneira de calcular a projecio [a];

via decomposicao espectral de a.
Lema 2.2.2 (a) Para qualquer a € S,

[a]y = pPdiag{max{0, \;},- -, max{0, \,}}p,
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ondep € O e\, -, N\, € IR satisfazem a = pTdiag{\,- -, \n}p. Além disso, para

la| = pTdiag{|M],- -, | |} temos que
la| —a=2[-a], e l|a|+a=2[a];,

onde |z| = (x?)1/2, Vz € S.

(b) Para todo (a,b) € S x S, temos que
a,b € K e {a,b) =0 se, e somente se, a = [a — b];.
(c) Para a € K e b € 8 arbitrdrios, se a®> — b* € K, entdo a —b € K.

Prova.

(a) Para qualquer ¢ € IC, temos que

la —cl* = tr(a—c)(a— o)) = tx[p(a — ¢)(a — c)p"]

ot s = o 017
-y (/\i—(pcpT)ii)”Z(pczaT)jj ,
i=1 i

onde a tltima igualdade usa o fato que pcp” é simétrica. Como pep? € K, entdo
(pcpT)ii > 0 Vi, e o lado direito da expressao acima é minimizado por c¢ tal que
(pcpT) = max{0, \;} e (pcpT) = 0 para todo 4 # 4, isto &,

i ij

¢ = p' diag{max{0, \}, - - -, max{0, \;, } } p.

Agora vamos provar a segunda parte. Para |a| = pTdiag{|\1], -, | \ul}p, onde

p€EOel, -, N\ € IR satisfazem a = pTdiag{);,- -, Ay }p temos que

la| —a = la|+a—2a
= pTdiag{|)\1| s Al te +psz'ag{)\1, Ak — 20
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= pldiag{|\|+ A1, -+, al + An}p — 20

= 2pTdiag{max{0, \;},-- -, max{0, \,} }p — 2a

= 2([a] —a) = 2[-al4,
onde a peniltima igualdade segue da primeira parte de (a) e a tltima segue do Lema
2.2.1 (a). Analogamente, obtém-se que |a| + a = 2[a].

(b) Counsidere (a,b) € IC x K arbitririo tal que (a,b) = 0. Para qualquer ¢ € IC,
Ia=b)=cl® = llla—¢) =8l = fla—c|” =2 (a— ¢, b) +||b]]”
= la—cl* +2{c,0) + [lol|”.

Como b € K, por (1.1), {c,b) > 0, entdo o lado direito da expressdo acima atinge
seu minimo em ¢ = a. Logo, a = [a — b]4. Reciprocamente, considere (a,b) € S xS

arbitrario tal que a = [a — b];. Entdo a € K e pelo Lema 1.3.1,
0< |[(a—c) =0 = 1o|l* = |la — ¢||> + 2 {c — a,b) VceEK. (2.5)

Para qualquer z € K e para qualquer ¢ € (0,00), temos que ¢ 1= a +tz € K.

Assim, substituindo na equagdo (2.5), obtemos
0 <2 ||2|)* + 2t (2,b) .

Dividindo ambos os lados por ¢ e fazendo ¢ — 0 segue que 0 < (z,0) Vz € K,
implicando que, por (1.1), b € K. Similarmente, para qualquer ¢t € (0,1], temos

c:= (1 —t)a € K. Assim, substituindo na equacdo (2.5), obtemos
0 < #||a]* - 2t (a,b) .

Dividindo ambos os lados por t e fazendo ¢ — 0 segue que 0 < —(a,b). Como

a €K, be K, por (1.1) temos que (a,b) > 0. Logo (a, b) = 0.
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(c) Fixe quaisquer a € K e b € § tais que a? — b? € K. Sabemos, por (a), que
|b] — b é sdp e como

a—b=a—1bl+ b -0,

basta mostrar que ¢ — |b| é sdp. Suponha que a — |b| ndo é sdp, entdo existe

0#£veIR"e )€ (—00,0) com (a— |b])v = Av. Como a € K, entdo
r_ |G O
para algum p € @, I C {1,---,n} e para alguma submatriz ;; dp. Como a® —b% €

K, temos
T _ bir 0

para alguma submatriz br; sdp. Logo,

| G =80 @ | o o ) = pla— bl = Do

implicando que [pv]; # 0. Como
(a +16))(a — |b]) + (a — b)) (a + |B]) = 2a* — 2b* € K,
temos que
0 < o"((a+[of)(a—[6]) + (@ — [B)(a + [b]))v = 2X0" (a + [bf)v
= 2XM(pv)"p(a -+ b)) pv = 2A[po]] (@rr + brr) o], < O,

onde a ltima desigualdade segue do fato que a;; + brr 6 dp, o]l #0 e A <0,

gerando uma contradi¢ao. m

No que segue, usaremos “O(t)” (respectivamente, “o(t)”) para denotar um ele-

mento de S que depende de e tal que

i 3
lim sup H%(E—lﬂ < 00 (respectivamente, lim sup M = O) .

i—0 t—0 2
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Lema 2.2.3 Fize ¢ € IC e p € O arbitrdrios tais que a equagdo (2.3) vale para
algum I C {1,---,n} e para alguma submatriz ¢y dp. Para cada w € S tal que

2 +w € K, fazendo z = (2 +w)* —c e

_ Wrr Wry T~ Zrr Zrg T
w=| _ — = pw zZ = _ = pz 2.6
[ ,w%"‘] Wy :| p p ’ |: 2’}"[} Zr7 :l p P 3 ( )

onde J = {1,---,n}\I, entdo temos

1/2

Y4 w2,

1Zrll < n
Zry = Cpwr +o(lwl)) e Zi =Lz [@n] + of||wl).

Prova. Elevando ambos os lados de (¢* + w)l/ > = ¢+ 7 ao quadrado, multiplicando

a esquerda por p e a direita por p! e usando as equagoes (2.3) e (2.6), temos

,‘2 —~ —~
[ cir+wrr wry

- - 2
Crr+ 21 zZry
NT —~
Wy s Wwrry

}=p<c2+w)pT=p(c+z>2pT:[ a2
217 zZyJ

ou, equivalentemente:

e ~ o~ 2 |~ T
Wrr = Crr2rr + Zricrr + 25 + 215275
Wry = Crr2ry+ Zrrzry + Zrizsg,
. ~T =~ ~0
Wyy = 2152IJ _l_ZJJ' (27)

Da tltima equagdo de (2.7), temos
1Zel1* + 12551 = tef@iss] < Vall@sl,
onde a desigualdadade segue do Lema 1.2.3. Portanto, obtemos que

1Z7s]| < nM |l

Podemos exigir que quando ||@|| — 0 e ||@s|| — 0, tenhamos ||Z;;|| — 0. Caso

contririo, a primeira equagao de (2.7) junto com ||Z;s|| — 0 implica no limite (usando

19



também a continuidade da multiplicagio de matriz) que 0 = ;27 + Z17¢r7 + 2% tem
uma solugdo nio-nula Zr;. Adicionando ¢, em ambos os lados temos ¢7; = (¢r1+2r7)?
e, como ¢yr e ¢y + Zyr sdo ambos sdp implicando que Z;; = 0, chega-se a uma

contradi¢io. Assim, a segunda equagcdo de (2.7) torna-se

Gry = (Grr+ ) Ers + ZsO(||@ral[M?)

= CuZs + o(||wl)).
Como ¢ é dp, obtemos do Teorema da fungdo implicita que
Z1 = &1 Wrs + of|Jw]).
Finalmente, da primeira equago (2.7) temos
@rr = Crrnr + ZrrCr + By + Zuy = Ly, [20] + 27 + O(l|w]).

Como ¢;; é dp, de modo que Ly é uma aplicagdo linear inversivel e [|Zr7]] — 0

quando ||w|| — 0, obtemos do Teorema da fun¢io implicita que

Zir = L3 @] + o[[wl)) + O(llwll®) = Lz} [@rr] + o([lwll).

Finalmente, lembraremos alguns conceitos sobre as aplicagoes F': § — S.
Definicao 2.2.2 (a) F' e G sdo relativamente pseudomondtonas sobre D C S se,
(F(z),G(z) — G(y)) <0 = (F(y),G(z) - G(y)) <0, Ya,yeD.
(b) F e G sio relativamente mondtonas se,

(F(z) - F(y),G(z) - Gy)) 20, Vauz,yeD.

20



(¢c) F' e G sio relativamente estritamente mondtonas se,
(F(z) — F(y),G(z) — G(y)) >0, Vz,yeD, z#y.

(d) F' e G sdo relativamente fortemente mondtonas com mddulo « se, eziste

a > 0 tal que
(F(z) — F(y),G(z) — G(y)) > allz — y||2, Vz,yeD.

No caso onde GG = I, as trés condigbes acima se reduzem a I, sendo, respectiva-
mente, pseudomondtona, mondtona, estritamente mondtona e fortemente mondtona.
Quando f : D — IR é diferencidvel, no sentido de Fréchet, sobre D, o gradiente de

f é denotado por Vf:D — § .

2.3 Funcoes de Mérito

Uma funcao que define um problema de minimizagio equivalente ao PCSD ¢
chamada funcao de mérito. Nesta secdo, apresentamos algumas funcoes de mérito
estendidas do PCN [25, 27] para o PCSD por Tseng [32] e uma nova funcio de
mérito tanto para o PCN como para o PCSD obtida por Yamashita e Fukushima

[38]. Além disso, citamos algumas propriedades.

Definicao 2.3.1 Uma fungio f : D — [0,00) € uma func¢io de mérito para o

PCSD sobre D C S (tipicamente, D =S ou D = G71(K)) desde que
f(z) =0 se, e somente se, = ¢ solucdo do PCSD.

Podemos reformular o PCSD como um problema de minimizacao

min f(z)

€D
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e aplicar um método adequado para resolver este problema. Para obter este método

é desejével que a fungao de mérito tenha propriedades tais como:
e | seja diferencidvel (pelos menos duas vezes),
e f seja convexa,

e qualquer ponto estaciondrio (z é tal que V f(z) = 0) ou de minimo local de f

sobre D seja também um minimizador global de f,

e [ forneca uma cota de erro global para o PCSD, ou seja, existe uma constante

n > 0 tal que
dist{z, X} <nf(z), Vz €S,

onde X é o conjunto solucdo do PCSD. Apresentamos abaixo as fungoes de mérito
para PC'SD obtidas por Tseng [32] e Yamashita e Fukushima [38].
1. Funcoes gap

Seja f : G7HK) — IRU {co}. A funcio gap ¢ definida por

f(z) = max(F(z), G(z) — y),

yeK

a qual é uma funcio de mérito sobre G~!(K). A fungio gap “dual” é dada por

f(@) = max(F(G™*(y)), G(z) — v),

ye

a qual é uma funcdo de mérito sobre G=}(K) desde que F' e G sejam relativamente
pseudomonétonas sobre G71(K) e G~ seja definida e continua sobre K. Devido &
relagio entre (S,<-,->) e (R, < -,- >ppv) com v := n(n + 1)/2, a maioria dos
resultados sao extensoes de resultados conhecidos em otimizagdo [3, 19]. A funcdo

gap é convexa sobre G71(K) se ' e G sio afins e relativamente mondtonas sobre
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G~(C). Por outro lado, a fungdo gap “dual” é convexa sobre G=1(K) se F e (G séo
relativamente pseudomonétonas sobre G~(K), G™! é definida e continua sobre K

e (¢ afim.

2. Funcao gap regularizada

A fungo gap regularizada, parametrizada por o > 0, definida por

fale) = max { (P(@), Gla) — 1) - 5 1G(&) — P}, 25)

yeX

é uma fungao de mérito sobre G™1(KC). Como as funcdes de gap dadas anteriormente,
a maioria dos resultados sdo extensdes de resultados conhecidos [2, 12, 33]. Para
qualquer « € (0,00), a fungio gap regularizada f, : G7Y(K) — IR ¢ diferencigvel

se F' e (@ sdo diferencigveis sobre G~1(K).

3. Lagrangeano Implicito

O Lagrangeano Implicito, parametrizado por o > 1, definida por

falz) = max{(F(z),G(z) - 2) —

y,2€K

- (4,G(=) - % (Il (@) — I + 1G(z) - 211*) }, (2.9)

é uma, funcao de mérito sobre S. Como as fung¢bes de mérito f dadas anteriormente,
a maioria dos resultados sio extensGes de resultados conhecidos [33, 37]. Para
qualquer a € (1,00), seja  fo, : & — IR dada pela equagio acima, entdo f,
¢ diferencidvel se F' é diferencidvel. Além disso, qualquer ponto estacionirio da
funcao gap regularizada e do Lagrangeano Implicito é solu¢do do PCSD se F' e G

séo diferencidveis sobre G™1(K), VG(z) ¢ inversivel e VG~ (2)VF(z) é dp.
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4. Fungao projecao residual

A funcao f : D — IR definida por

(@) = |G (z) — [G(z) - F(@)]+ ",

é uma fungdo de mérito sobre S. A func¢fo projecdo residual fornece uma cota de erro
para o PCSD sob as hipdteses de F' e G serem Lipschitz continuas e relativamente
fortemente mondtonas sobre S, e com isso obtém-se também cotas de erros para as

fungdes dadas por (2.8) e (2.9).

5. A norma quadrada da funcao Fischer-Burmeister

A fungdo f: S — IR definida por
f(z) = 3 [4(F@), G, (210)
onde ¢p: S XS — & é a funcao
¢(a,b) = Va2 + b2 —a —b, (2.11)

é uma funcio de mérito sobre S. Nao é facil estender a andlise desta fungao de
mérito do caso do PCN. Em particular, ¢ envolve a raiz quadrada de duas matrizes
simétricas sdp, o que complica significatimente a andlise e necessita do desenvolvi-
mento de novos argumentos, veja [32]. Se F'e G sdo diferencidveis sobre S, entdo f

é diferencidvel.

6. Funcao Luo e Tseng

A funcdo f: S — IR definida por

f (@) = ho((F(z), G(z))) + P(F (z), G(z)), (2.12)

24



onde )y : IR — [0, 00) é tal que
Po(t) =0 se, e somente se, ¢ <0, (2.13)
eh: S xS —[0,00) étal que
P(a,0) =0, {(a,b) <0<= (a,b) e Kx K, (a,b) =0, (2.14)

¢ uma fun¢do de mérito sobre S. A fungdo f: S — IR é diferencidvel se g, ¥, F
e G sdo diferenciaveis para qualquer z € S§. A funcio Luo e Tseng é convexa se )y,
1) 880 convexas e F' e G sdo afins e relativamente mondtonas. Além disso, qualquer
ponto estaciondrio, desta fun¢do e da funcgdo dada por (2.10), é solugdo do PCSD
se F' e G sdo diferencidveis sobre G™1(K), VG(z) é inversivel e VG~ (z)VF(z) é

sdp.

7. Funcgao proposta por Yamashita e Fukushima

A funcéo proposta por Yamashita e Fukushima [38], dada por

f(@) = tho({z, F(2))) + (=, I'(x)), (2.15)
onde 1o : IR — IR & tal que
Po(t) = %(maX{O,t})‘l, (2.16)
e1h:S X8 — IR é tal que

pab) =5 ”\/a2 2o, (2.17)

¢ uma, fungdo de mérito sobre S. Observe que eles estudaram o PCSD com G = I.
Esta funcio ndo é reduzida para uma fungdo de mérito existente para PC'N quando

o conjunto S é restrito ao espaco das matrizes diagonais. Portanto é considerada
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uma nova funcdo de mérito para o PC'N. A fungdo f nem sempre é convexa e é
diferencidvel quando F' é diferencidvel. A fungdo f fornece uma cota de erro para o
PCSD desde que F' seja fortemente mondtona, e qualquer ponto estacionério de f é
uma solugao do PCSD se F' ¢ mondtona. Além disso, se F': S — S é diferencidvel
e satisfaz uma das condigoes: ou F' é mondtona e o PCSD ¢ estritamente vidvel,

ou F' é fortemente mondtona, entdo os conjuntos de nivel

L) ={z e S|f(z) <~}

sao nao-vagzios e limitados para qualquer v > 0. Yamashita e Fukushima também
propuseram um método de descida e provaram sua convergéncia sob a condicao de
I ser continuamente diferencidvel e uma das condi¢des acima ocorra.

Observe que a fungdo proposta por Yamashita e Fukushima, (2.15)-(2.17) é uma
modificagio da fungdo proposta por Tseng (2.12)-(2.14), com G = I, onde ), dada

por (2.16), satisfaz (2.13) e 1, dada por (2.17) satisfaz
P(a,b) =0 (a,b) e Lx K, {(a,b) =0. (2.18)
2.4 Existéncia de solucao do PCSD

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados que garantem a existéncia de
solugido para o PCSD. Para o PCSD, Tseng [32], Yamashita e Fukushima [38]
mostraram que qualquer ponto estaciondrio, das fungdes definidas por (2.10), (2.12)-
(2.14) e (2.15)-(2.17), é uma solugdo do PCSD sob a condi¢do de VF(z) ser sdp.
Para o PCN, resultados similares foram provados sob condi¢oes mais fracas. De
fato, Fachinei e Soares [10] mostraram que qualquer ponto estaciondrio da fungéo

Fischer-Burmeister é uma solugdo do PCN quando VF(z) : R" — IR" é uma
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Py-matriz, isto é, para qualquer z € IR" com z # 0, existe um indice 4 tal que
z; #0 e z;[VF(z)z]; > 0.

Tseng [32] levantou a questdo da extensfo desta propriedade para o espago das
matrizes simétricas, S. Respondendo esta questdo, Qi e Chen [38] obtiveram esta

propriedade para o PCSD, considerando a seguinte definicdo para Py—matriz:

Defini¢do 2.4.1 'Uma aplicagdo M : S — S é uma Py—matriz (respectivamente,
P—matriz) se para quaisquer x € S, com z # 0, e p € O, existe um 1 tal que
(pz); £ 0 e [(px)]\i(px)T]ii > 0 (respectivamente, [(pm)M(px)T] > 0), onde (px);

é a 1-ésima linha da matriz px.

Observe que, pela definicdo acima, uma aplicagdo sdp (dp) é uma aplicacdo
Py-matriz (P-matriz). E, uma aplicagdo P-matriz ¢ uma aplicacdo Pp-matriz.

A existéncia de solucéo para o PC'N é garantida sob a condicdo de /' : IR" — IR"
ser P—uniforme, ou seja, para quaisquer z,y € IR", existe um indice 7 e p > 0 tais
que

[(z — 9)(F(z) = F(y)a = pllz — yl* (2.19)

B possivel que esta propriedade seja preservadakpara o PCSD.

Para o PCSD, Shibata, Yamashita e Fukushima [30] mostraram a existéncia
de solugdo sob a hipétese de F' ser P-uniforme e F(z) = w(Ape(z)), onde w(t)
denota um elemento de S que depende de £ e cuja norma tende para o infinito mais
lentamente que 2, i.e., Jim lw@®)|| /t* = 0 e Apas(z) é 0 maior autovalor de z € S.

Agora, daremos os conceitos de funcao-P e funcao-P uniforme de S em S.

Definig¢ao 2.4.2 A fungio F': S — S € uma
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(a) funcdo-P se, para quaisquer z,y € S com = # y e qualquer p € O, eziste
um 1 tal que

bz - »)(F@) - FR)W'], >0,

V7

(b) funcdo-P uniforme se, para quaisquer z,y € S e qualquer p € O, existe um
1 tal que

p(z - ) (F(z) = F@)p"] > pllz -yl

onde u é uma constante positiva.

O Lema a seguir mostra uma relagdo entre funcdo-P e Py—matriz que é impor-

tante para estudar condic¢Oes para a existéncia de uma solucdo para o PCSD.

Lema 2.4.1 Suponha que F' : § — S € diferencidvel. Se F' ¢é uma fungdo-P,
entdo VF(z) é uma Py—malriz. Além disso, se F' é uma fungdo-P uniforme, entdo

para quaisquer d € S, com d # 0, e p € O existe um 1 tal que
2
[(pd) (V@) (pd)T]., > |
onde | é uma constante positiva.

Prova. Seja d € § com d # 0. Da diferenciabilidade de F' temos que para todo
z €S,

F(y) — F(z) = VF(z)(td) + o(t) [|d]], (2.20)
ondey = z+td et > 0. Como F' é uma fungdo-P, existe um 4 tal que, para qualquer
p € O, temos que

[p(y — 2)(F(y) — F(2))p"] >0, (2.21)

[
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e 0# [p(y — )], = t(pd);. Por (2.20) e (2.21),

[p(td) {tV F(z)d + o(t) [|d]|} p"]

= [P)VF@)pd)" +tpd)o(t) lldlp*], > 0, (2.2

it

onde a igualdade segue da simetria de d. Dividindo a desigualdade (2.22) por 2 e

fazendo ¢ — 0, temos que

() (VF () (p)"] > 0.

Logo VF(z) é uma Py—matriz. Analogamente, mostra-se a segunda afirmacao do

Lema. m

Toda funcao-P uniforme é uma fungéo-P, entdo se F' é uma funcio-P uniforme
diferencidvel, temos, pelo Lema 2.4.1, que VF'(z) é uma Py—matriz para qualquer
z.

Suponha que F'(z) = Mz + q. Se F' é uma fun¢io-P, entdo, pela Definigao 2.4.2
(a), para quaisquer z,y € S, com z # y, e qualquer matriz ortogonal p existe um 1

tal que [p(w —y)M (p(x — y))T] > 0. Isto implica que M é uma P—matriz.

2.5 Funcoes -PCSD*

Nesta se¢io apresentamos algumas fungdes 9 : S x § — [0, 00) que satisfazem
(2.18) e algumas propriedades interessantes que elas apresentam. Denominaremos
estas fungoes de funcoes-PC S D*.

O Lema abaixo apresenta uma fungdo 1 cujas propriedades garantem que a
funcio dada pela equacio (2.8) é uma fungio de mérito sobre G (K). A maioria

dos resultados séo extensdes de [2, 12, 33].
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Lema 2.5.1 Para a € (0,00) arbitrdrio, defina o fungdo g, : S X S — IR por

1
ol 8) =g { (0,0 = ) = g0 ol

Enido

(a) Para (a,b) € 8§ x K arbitrdrio, temos

1 2
Ya(ab) > - [lb— o - aal. |, (2.23)
a
¥o(a,0) =0 se, e somente se, a € K, {(a,b) = 0.
(b) o € diferencidvel para todo (a,b) € S x S, com
1
Vaba(a,b) = b —[b — ad],, Vythe(a,b) = a—a(b —[b —aaly).

Prova.

(a) Como b € IC, por (1.1),
1
<b, [—a + —b]_> <0.
o
Pelo Lema 2.2.1 (a), podemos escrever a equagdo acima assim
1 1
0> <b, [—a + ab]_> == (b,—aa—+b—[—aa—+b]y).

Logo,
(a,8) > <%,b— - aa]+>. (2.24)
Mas
Yola,h) = {a,5) — (o, [~ cals) — 5 [Ib~ b~ cal, P
> (2-p- cali ) = oo~ ) ~ g 0 = b= aay
= b ~[b-aal|*+ = (o~ aaly,b— aa— b — ad.)
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[ e
= o= Db ol P+ = (b - aaly, [ - aa) )
200 a

= I~ [b—adl, |
A desigualdade segue de (2.24), na segunda expressdo somou-se e subtraiu-se
L[b — ca]; ao termo b/a para obter a segunda igualdade, e pelo Lema 2.2.1 (a)
obtém-se a penitima e dltima igualdades. Logo, obtemos (2.23). Assim ,(a,b) > 0.
Se ¥a(a,b) = 0 entdo por (2.23) temos b = [b — aa]+. Portanto pelo Lema 2.2.2 (b),
a € K e {(a,b) = 0. Reciprocamente, se a € I, ¢ (a,b) = 0, entdo

Ya(a,0) = = ([~ aaly) = 5 [~ b~ aal]* <0
Por (2.23) 14(a,b) > 0. Portanto 1,(a,b) = 0.

(b) Devido a relagdo entre (S, (:,-)) e (IR",(-,-) jz°) com
v:=n(n+1)/2,

e [[3], cap. 4, Teorema 1.7], 1, é diferencidvel e seu gradiente é dado por

Voa(a,b) = b—[b—adly,  Vitbal(a,b) = a— é (b—[b—aaly).

Os resultados abaixo apresentam, para 1 definida por (2.17), a garantia que as
fungoes dadas pelas equagOes (2.10) e (2.15) sdo funcgdes de mérito sobre S. Para

isso, primeiro precisamos mostrar uma propriedade para ¢ dada por (2.11).

Lema 2.5.2 (a) Para todo (a,b) € K x K, temos

(a,b) = 0 se, e somente se, [pbp" |;; = 0 para todo i > k ouj >k,
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ondep € O e g, -+, Ay € (0,00) tais que pap” = diag{0,--,0, g, -+, A}

(b) Seja ¢ dada por (2.11). Entdo,
¢(a,b) =0 se, e somente se, a € K, be K, (a,b)=0.

Prova.
(a) Fixe (a,b) € K x K arbitrdrio. Sejam p € O e Ag, -+, A, € (0,00) tais que

pap” = diag{0,---,0, A\, -, An}. Entdo

(a,b) = trfab] = tr[pap” pbp"]

= tr[dza’g{oa Ty 07 )\kn Tt A’ﬂ}ppr] = Z )‘Z[ppr]u
i=k

Logo {a,b) = 0 se, e somente se, [pbp”]; = 0 para todoi > k. Como pbp” é simétrica
e sdp, os dois tiltimos valem se, e somente se, [pbp’];; = 0 para todo i > k ou j > k.

(b) Fixe (a,b) € § x S arbitrério. Se a,b € K ¢ {a,b) = 0, entdo, por (a), para
pE el A\ € (0,00) tais que pap” = diag{0,---,0, s, -+, A\, }, temos que

[pbp?];; = 0 para todo ¢ > k ou j > k. Logo,
pabp” = pap”pbp” = diag{0,---,0, A, - -+, An ypbp’ = 0.

Assim, segue que ab = 0. Similarmente, ba = 0. Portanto (a + b)? = a® + * ou,

1/2, isto é, ¢(a,b) = 0. Reciprocamente, se

equivalentemente, a + b = (a® + b?)
$(a,b) =0, entdo a+b = (a2 + 1?)"/* € K e (a+b)? = a? +1? ou, equivalentemente,
ab + ba = 0. Suponha que p € O e Ay, -+, A, € IR (onde A1, -+, Ag_1 sdo nulos,

AL, ** -, A\i_1 Sa0 positivos, e A, - - -, A, sd0 negativos para alguns valores de k e [ que

verificam 1 < k <1 < n + 1) satisfazendo pap™ = diag{\;,---, A }. Logo

0 = p(ab+ ba)p" = pabp” + pbap” = papTpbp” + pbp” pap™
= diag{\, -, A }pbp" + pbp” diag{A1, -, An},
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implicando em (X; + A;)(pbp’);; = 0 para todo % e j. Assim, (pbpT);; = 0, exceto

possivelmente quando A; = A; = 0 ou A;A; < 0. Portanto,

p(a+0b)p" = pap” + pbp”

F [ppr] i<k 0 0 ]
1<k
_ 0 diag{ g, "+, N—1} [ppr] P>
kE<i<l
0 [ppr] k<j<l diag{, -+, A\n}
_ izl _

Como p(a + b)pT € K, seus elementos diagonais sdo ndo-negativos; devemos ter

I = n+1 e a submatriz [ppr] tem que ser sdp. Logo, pap’ e pbp” estdo

j<k
1 < k,
em K, implicando, pelo Lema 1.2.5, que a e b estdo em K. Entdo pelo item (a),

{(a,b) =0.m

Agora, usando os Lemas 2.2.3 e 2.5.2 mostraremos as propriedades da fungo 1

dada por (2.17), cujos resultados sdo extensdes de [24] e [14] para o caso do PCN.

Lema 2.5.3 Seja ¢ dada pela equagio (2.11) e definap: S x S — IR como

$(a,5) = 5 19(a,B)I

FEnido

(a) Para todo (a,b) € S X S, temos 9¥(a,b) >0 e
Y(a,b) =0 se, e somente se, a,be€ K, (a,b)=0.
(b) ¥ é diferencidvel em todo (a,b) € S x §. Além disso,
Vath(a,b) = sym[L;*[c — a — b][a — ]},

Vietp(a, b) = sym[L; e — a — b][b — c]],
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onde ¢ = (a® + b?)/2.

(¢) Para todo (a,b) € S x S, temos
(Vatp(a,0), Vitp(a, b)) = ||(c — a = D)gl”,

ondec=(a®> +0)? e g=L7'Yc—a—1]

(d) Para todo (a,b) € S X S, temos

(@, Vath(a,0)) + (b, Veth(a,b)) = llc — a — b])”

onde ¢ = (a® + b*)/? € K.

Prova.

(a) A nio-negatividade segue da defini¢io de 1. Agora, seja 1(a,b) = 0, o que
implica que ¢(a,b) = 0, entdo pelo Lema 2.5.2 (b), e, b € K e (a, b) = 0. Reciproca-
mente, se a,b € K e {(a, b) = 0, entdo, pelo Lema 2.5.2 (b), ¢(a,b) = 0 o que implica

que (a,b) = 0.

(b) Note que

bab) = —12— 2:—21—trl((a2+b2)1/2—a—b>2]

= tr [aQ + 5% +ab — (az + b2>1/2 (a+ b)] . (2.25)

(a2 + b2)1/2 —a—20

Fixe qualquer (a,b) € SxS eseja ¢ = (a?+b?)1/2. Assim, pelo Lema 2.2.1 (b), temos

/2

que a,b € S,. Fixe u € S arbitrario e defina w = au+ua +u? e z = (¢* + w) c.

Pelo Lema 2.2.3, temos 25 = ngi [@r1] + o(||w]|]), onde Wy e Zrr (como também Zr;

e Z;7) sdo dadas pela equacdo (2.6). Assim,
trfz(a+b)] = tr [pzp”(pap” + pbp")]
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tr Zrr Zrg Grr +brr 0
Eg—‘ J 2]] 0 O
Z,

|
tr [Lii[[p(au + ua)pT] @+ 5H)] + o(||ul)
[

Ccr

tr Lg; [Grr + ZII] [p(a’u, + 'U'a)pT] II] + o(flull),

onde a dltima igualdade segue da primeira identidade Lema 2.2.1 (d). Sejam

Entao,

JII = Lﬂc—ﬁ[a[‘r +5H] ed= pT l:

bir 0

0 O}pESc.

trjz(a +b)] = tr [JH [p(au + ua)pT]H] + o([lull)

= e[ 0ot ] + ol
= tr[d(au + ua)] + o||ul)

= tr[L;"[a+ b)(au +ua)| + o(||ul)), (2.26)

onde a tltima igualdade segue do fato que EIIJII + JIIEII = dss +5H ou, equivalen-

temente,

cd+dc = p

crr 0 o[ dir 0 r| di 0 i ¢ O
0 o}pplo o]p“’[o o]pp[o 0?
drr+bir 0

0 O]p:a—l-b.

Logo, d = L '[a + b]. Assim, por (2.25), temos

P(a+u,b) —

'Qb(a'ab):
trf(a +u)? + (a +u)b+0* — ((a+u)2+b2)1/2 (a+b+u)—
a® —ab — b* + c(a + b)]

r |2au + ub + u? — (02+w)1/2(a+b+u)—|—c(a+b)]
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= tr[Qau+ub—|—u2—cu~((cz—{—w)l/Q—c) (a+b—|—u)]
= tr[2au+ub+u2—cu—z(a+b+u)]
= tr [Zau +bu — cu — L [a + b](au + ua)] + o([|«|])

= <2a, +b—c~ L 'a+bla— aLl*[a+b], u> + o(||ul]),

2

onde a segunda igualdade usa ¢ = a? + b? e w = au + ua -+ u?, a quarta usa-se

z=(c+ w)l/2 — ¢ ¢ a quinta segue da equagdo (2.26). Logo,

Vab(a,b) = 2a+b—c— L a+bla—al, o+
= L ' a+bl(c—a)+(c—a)l;'fa+bl+a—c
= L7 a+b)(c—a)+ (c—a)L o+ +2 [ (c)(a — o]
= (L7Yd - L;[a+ b)) (e = ) + (a— &) (L;'[d — L a + b))
— L e—a—bl(a—c)+(a— )L [c—a—b]

o sym[L_l[C —-a— b] [a' - C]]:

c

onde a segunda igualdade usa o fato que z = L [z]c + cL;[z] com z = a + b, a
terceira usa que 1z = L;'[c]z = zL;'[c] (veja Lema 2.2.1 (d)) com z = a —¢, a

peniiltima igualdade segue da linearidade de L' e a tltima segue da Defini¢ao 2.2.1

(b).
Um argumento andlogo dé a férmula para Vi (a, d).

Para quaisquer u,v € S, de um argumento como o acima segue que
Pla+u,b+v) —1p(a,b) = (Vat(a, b),u) + (Viip(a, b), v) + o([|ull) + o(|v]])-
Assim, 1) ¢é diferencidvel em (a, b).

(c) Fixe (a,b) € Sx 8 arbitrario. Fazendoz = c—a,y =c—be g = L [c—a—1b],
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temos

(Vatp(a,b), Vitp(a, b)) = tr[(gz +29)(gy + yg)] = 2tr [zgyg + gzyg]
= 2tr [¢'2gy" /2y 295" 4 g(c — a)(c — b)g]
= 2(y2gz/? b ot [g(c2 —ac+ab— cb)g]

2
= 2|y 22" + tr [g(2ab — 2ac —2¢b + ¢ + a® + bz)g}

2

— 2lly'2gat?
+ tr[g(ab—l—ba—ac—ca—cb—bc+02+a2+b2)g]
_ 2“y1/2gx1/2”2+tr [g(c—a— b)?‘g]

_ “yuzgml/zn2 +[l(c — a —b)g]?,

onde a terceira igualdade usa o fato de ¢ — a2, ¢ — b? e ¢ pertencerem a K, logo,
pelo Lema 2.2.2 (¢), z = c—a ey = c— b estdo em [; a quinta igualdade segue
do fato que ¢? = a? + b?; e a segunda e sexta igualdades seguem da propriedade de

trago tr[w] =tr[w?] para qualquer matriz w € X. Portanto,
(Vath(a,0), Vip(a,0)) > [|(c —a —b)g]|".
(d) Por (b) temos
(@, Vo(a,b)) + (b, Vsth(a,b)) = <a, L ce—a—=bla—c)+(a—c)L ' [c—a— b]> +
+ (b, L;'e—a—b)(b—c)+ (b— )L ' [c —a—b])
= tr [Lc"l[c —a—"bl(la—clat+ala—c)+ (b—c)b+b(b— c))]
= tr [Lc_l[c —a—b|L¢c—a— b]]
= llo—a—bP,
onde a segunda igualdade segue da propriedade de traco, trzy]=tr{yz], V z,y € X,
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a terceira segue da defini¢do de c e de L. e a tltima igualdade segue do Lema 2.2.1

(d). m

A seguir, daremos exemplos de funcgdes 1 que satisfazem (2.14). Para isso, defi-
nimos h : § — IR por

h(z) = ||[z]+]1* (2.27)
Para mostrar sua convexidade precisamos do seguinte resultado.
Lema 2.5.4 Para quaisquer x,y € S, temos
Iz + yl+ll < [l )l + [yl -

Prova. Consideremos o seguinte problema de otimizagao

miy lz +y — 2] (2.28)
Como [z]_ + [y]- € K°, temos
mig ||z +y ~zl| < {lz+y = [2]- = [yl = lllz]s + [yl < N ll + [yl

onde a igualdade segue do Lema 2.2.1 (a) e a dltima desigualdade segue da desigual-
dade triangular. Pelo Lema 1.3.1, a solucio étima do problema (2.28) é atingida em

z = [z + y]—. Como, pelo Lema 2.2.1 (a),
Iz +ylll = llz+y = [z + 9]
para quaisquer z,y € S, temos

Iz +yl+ll = min flz +y — 2| < [|lz]+]] + [llyl+ [l

Usando o Lema acima, mostraremos que h é convexa e diferencidvel em S.
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Lema 2.5.5 Seja h definida por (2.27). Fntdo
(a) h é conveza em S;

(b) h é diferencidvel em S com Vh(z) = 2[z]4.

Prova.
(a) Sejam as fungbes hy : S — IR e hy : IR — IR definidas por hy(u) := ||[u]4]] e
hy(t) := 2. Note que h; é uma funciio convexa em S pelo Lema 2.5.4. Entdo, para

quaisquer z,y € S e a € [0, 1], temos

Ml—a)z+ay) = hy(h((1-a)z+ay))
< ha ((1 = a)ha(z) + ahu(y))
< (1= a)he(hi(=)) + aha(hi(y))

= (1 - a)h(z) + ah(y),

onde a primeira desigualdade segue da convexidade e nao-negatividade da funcgao
hy, e a monotonicidade da fungdo hs em [0, 00); e a segunda desigualdade segue da
convexidade da funcéo hs.

(b) Para qualquer z € S, pelo Lema 2.2.1 (a), temos que h(z) = ||z — [z]-||*> =
;Ielzic% |z — y||*. Defina a fun¢do h: S x S — IR por h(z,y) = ||z — y||%. Note que h é

diferencidvel. Como, por definicdo,
h(z) = min{h(z,y)ly € £°} (2.29)

e, pelo Lema 1.3.1, o minimo do lado direito de (2.29) é unicamente atingido em
y = [z]-, segue de [[3], Capitulo 4, Teorema 1.7] que h é diferencidvel e Vh(z) é

dada por Vh(z) = V h(z,[z]-). Assim temos Vh(z) = 2(z — [z]) = 2[z];. =

Seja U, a colecio de fungdes 9 : S x & — [0, 00), satisfazendo (2.14), que sdo
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diferencidveis e para todo (a,b) € § X S satisfazem as seguintes condigoes:

(Vatb(a,b), Vih(a, b)) > 0, (a, Vath(a, b)) + (b, Vsth(a, b)) > 0.

O Lema abaixo fornece uma 1) pertencendo ao ¥, . Fsta também é uma escolha

de v para a fungio de mérito dada por (2.12)-(2.14).
Lema 2.5.6 Seja1): S x S —» [0,00) dada por
1
(a,) = 5 (Ill=alI” + =81 1) (2.30)
Entao
(a) ¢ satisfaz a equagdo (2.14).
(b) v € conveza e diferencidvel em todo (a,b) € S x S com Vg1p(a,b) = —[—al+
e Vi(a,b) = —[—b]4.
(¢) Para todo (a,b) € S x S, temos (V,9(a,b), Vitp(a, b)) > 0.

(d) Para todo (a,b) € S X S, temos
(a, Vab(a,0)) + (0, Verp(a,0)) = l[=al[I” + II[-b+]" -

Prova.

((a) e (b)) Pelo Lema 2.5.5, a fungio ||[—al4 ||* é convexa e diferencidvel em a € S
com Vg 9(a,b) = —2[—al4, e igual a zero se, e somente se, a € K. Similarmente,
para [[[-b]||?. Assim, 9(a,b) é convexa e diferencidvel em (a,b) e igual a zero se,
e somente se, a,b € K. Seja agora (a,b) < 0. Como a,b € K, por (1.1), {(a,b) > 0,
segue que (a,b) = 0. Logo, 1 satisfaz (2.14).

((c) e (d)) Por (b) temos (V,1(a,b), Vey(a,b)) = ([—als, [~b]+) > 0, onde a

desigualdade segue de (1.1). E, temos
(a, Vap(a, b)) + (b, Vip(a, b)) = (a,[a]-) + (b, [b]-)
= lal- "+ )17,
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onde a primeira e segunda igualdades seguem do Lema 2.2.1 (3). m
A seguir, consideramos uma restri¢io adicional sobre 1. Seja ¥, a colegio de
Y e W, tal que
P(a,b) =0 V (a,0) € S xS com (V,(a,b), Vy(a,b)) = 0. (2.31)

Uma escolha de 9, que serve também para a funcdo de mérito (2.12)-(2.14), baseada
na fungao Fischer-Burmeister dada por (2.11), pertencendo a ¥, , é dada pelo Lema

abaixo. Observe que a fungdo dada por (2.30) nfo pertence a U, ;.
Lema 2.5.7 Seja 1 dada por
1 2
¥(a,0) = 5 [I[4(a, D))+l (2.32)

onde ¢ € dada por (2.11). Entdo
(a) 3 satisfaz a equacdo (2.14).

(b) 2 é diferencidvel em todo (a,b) € S x S. Além disso,
va’lp(a'a b) = Sym[L(?l[[C —a— b]+][a’ - C”)
Viih(a,b) = sym[L; [[c — a — B ][0~ ]},

onde ¢ = (a® + b%)1/2.

(¢) Para qualquer (a,b) € S X S, temos
(Va(a,0), Vith(a, b)) 2 [|(c — a — b)g]”,

onde c = (a®>+b2)/?2 ¢ g = L7'[c—a—b].]. Consequentemente, 1 satisfaz a equacdo
(2.31).
(d) Para todo (a,b) € S x S, temos

(a, Vath(a,0) + (b, Varh(a, b)) = lc —a — 8], -
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Prova.

(a) Fixe (a,b) € & x S arbitririo tal que ¥(a,b) = 0 e (a,b) < 0. Seja z =
—¢(a,b). Entdo, [—2]y = [¢(a,D)], =0, e z € K. Como z = — (a® + )% 4+ b,
logo a + b = (a® + bz)l/ 24 z, elevando ambos os lados ao quadrado e simplificando,
segue que

ab+ba = <a2 + b2)1/2 z+z (a2 + b2>1/2 + 22,
Tomando o traco de ambos os lados temos que

2(a,b) = 2tr [z1/2 (a2 + b2)1/2 21/2] + 12117

Como 21/2 (a2 + b2)*/? 21/2 € K, entiio seu traco é ndo-negativo e portanto {a, b) > 0,
que juntamente com (a,b) < 0 implica que z = 0. Entao ¢(a,b) = 0 e pelo Lema,
2.5.2 (b) segue que a,b € K e {a,b) = 0. Reciprocamente, se a,b € K e (a,b) =0,
entdo, pelo Lema 2.5.2 (b), segue que ¢(a,b) = 0. Logo, ¥(a,b) =0 e (a,b) < 0.

(b) Fixe qualquer (a,0) € S x S e defina ¢ = (a*> + b?)"/2 e r=c—a —b. Para

qualquer 4 € S, fazendo w = au +ua +u? e 7' = (& + w)l/2 —a — b— u temos que

l(a +u,b) —p(a,b) = ([, 7" — )| =

[\/62+au+ua,+u2—a—u—b]+uz—%”[a—a—bhlr—([7"]+,7"’—7~)

1
2

i) = (e =)

L7 = 5 ] = e =) = KEL — s =)

2
< M = Tlelllir = rll < i =7l (2.33)

-J

1
3
= LvErw—a-b-u]
1
5

onde " = (1 — ¢)r + ¢’ para algum ¢ € [0,1]; a quarta igualdade segue da dife-
2
renciabilidade de “[] +H e o teorema do valor médio, a primeira desigualdade usa a

desigualdade de Cauchy ¢ a ultima desigualdade usa a nfo-expansividade de [ 4
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Agora, limitaremos o lado direito. Sabemos que a equagdo (2.3) vale para algum
p € O, algum I C {1,---,n} e alguma submatriz ¢;; dp, implicando que a equagao

(2.4) vale para determinadas submatrizes a;r e b1, Entdo,

v | €r—am—br 0
p‘rp - I 0 O } ]
e assim,
bl o7 = | [~ =] 8}

Logo, [r], € 8. (veja Defini¢do 2.2.1 (d)). Também, ao definirmos @ e Z pela

)1/2

equagdes (2.6), com z = (¢ +w)™'* — ¢ segue que

(e’ =r) = I,z — u) = telplrl4p”p2p” — [r]1u]
= tr.[[ZH — 611 - g[[]+ 2[[ - [’I"].|_’U,]

= tof[en — @ — ZHL L2 [[p(aw +ua + u)p" 1] — [r)vu] + o (J|ul)

11

= tr[L=!

11

= eI |[r]y ] (au +ua) = [rleu] + o (Jlul), (2.34)

o = irs = ]| e+ ) = ] + o ()

onde a terceira igualdade usa @ = pwp’ = p (au + ua + u?) p¥ e o0 Lema 2.2.3 ¢ as
duas tdltimas igualdades seguem do mesmo argumento usado na prova da equagao

(2.26). Portanto, fazendo & = pup’, temos das equagdes (2.6) e (2.4) que

[ @y @
W = l i } = pwp” = pappup” + pupTpap” + pup”
Wiy Wir

@ O Urr Urs Urr Uy arr 0 2T
- [0 0”&}} aJJlJr[fz{, ﬁJJHO o]“’“p
[ arrlr + UrrGrr  arrurg

o~ + pu? T,
U?JCL[[ 0 } pu'p

onde J = {1,---,n}\I. Assim, @Wr; =O(||ul|),@r; =O(||ul]),@ss :O(||u||2) e

pelo Lema 2.2.3 segue que 2z, 217, 275 sdo todos de O(]|u]|) ou, equivalentemente,
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z =0(||ul]) . Isto implica que
r—r=z—u=0(|u]]). (2.35)

Usando as equagdes (2.34) e (2.35) para limitar o lado direito da equagéo (2.33)

segue que

Yla+u,b) —b(a,b) = tr[L7{r]]] (au +ua) — [rlyu] + o (flul])

= (L[ e+ aLM[r)e] = [l w) + o (Jlull),
implicando que

Vap(a,b) = L' [rlela+ ol [rle] — [r)+
= L'[[rlyJa+ aL; ' [[r)] — (L7 [r)ale + e (i)
= L '[[r)+](a — o) + (a — ) L[]+ ],
onde a segunda igualdade usa a Definigio 2.2.1 (e) ¢ a tltima usa a linearidade de
L7

Um argumento andlogo obtém-se Vyi(a, b). Logo, para quaisquer u,v € S,
P(a+u,b+v) —P(a,b) = (Vat(a,b),u) + (Vi (a,b),v) + o([Jul]) + o([[v]])-

Assim, 1 é diferencigvel em (a, b).

(¢) A prova da primeira parte é idéntica ao do Lema 2.5.3 (¢) mas com
g = L;'[[c—a—0b]y]. Vamos mostrar que ¢ satisfaz (2.31). Suponha que
(Vao(a,b), Vith(a, b)) = 0. Entdo pela primeira parte temos que (¢ —a—b)g = 0 ou

equivalentemente, 7L {[r] +] =0, onde r =c—a— b. Assim,
0 = tr[L7M[r] Jirler L ()] = to [ M), 0 20 )]

= ML L
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onde a segunda igualdade segue do Lema 2.2.1 (a). Assim, [r], L7'([r]4] = 0,

implicando, pelo Lema 2.2.1 (d), que [r], = 0 e portanto segue que %(a,b) =

N

(d) Por (b), temos
(a, Vap(a, b)) + (b, Viip(a, b)) =
= tr[L;" [le—a—t],] (a(a — o) + (a — Q)a+b(b — ¢) + (b — c)b)]
[

= trL Hie—a—10 :(c(c—a——b)—l—(c—a—b)c)]

= fr :L;l [[c —a— b]+_ LeJc—a— b]]
= trlflc—a—"b], [c—a—10]
= te=e-o,

onde a segunda igualdade usa que a®+b? = ¢2, a terceira igualdade segue da definicio

de ce L. ¢ as duas ultimas igualdades seguem do Lema 2.2.1 (d) e (a), respectiva-

mente. n

A seguir apresentaremos um resultado que relaciona as functes dadas pelas

equagbes (2.17) e (2.30) com a dada por (2.32). Para demonstrar precisamos do

seguinte Lema.

Lema 2.5.8 Para qualquer a € S, temos
lle + 0l = li[al+ ]l Vv b€ K.

Prova. Para a € S arbitrario, sejam A\ < --- < A, seus autovalores. Para b €K
arbitrario, sejam A < -+- < A, 0s autovalores de a + . Entao, pelo Lema 1.2.6, a

desigualdade Xi > ); vale para todo 7. Logo,

la+ 8l = trlla+ B3] = 30 A AZ = [llal+] *



e assim chegamos ao resultado. m

Lema 2.5.9 Para qualquer (a,b) € S x S, temos que

V4wwbu >¢ [ig(a 0| = ¢—m—ﬂMHW[]HD

onde ¢ € dada por (2.11).

Prova. Primeiro vamos mostrar que a seguinte igualdade vale
2
[ e [ (2.36)

De fato,

lz1* = lfels + o]
= Nzl +2 ([aly, [2]-) + lIfa]-|I”

= llzlell® + ll=1-11%,

onde a primeira igualdade e tltima igualdades seguem do Lema 2.2.1 (a).

Agora, mostraremos a primeira desigualdade. Por (2.36),

2 2

SVEFE oo = S |VaEiE-and,
S VEFE o]
2 +

T e T &

2
Provaremos a segunda desigualdade. Como (\/ a? + b2) —a? =b? € K, pelo Lema

2.2.2 (¢), Va? + b*> —a € K. Logo, pelo Lema 2.5.8,

5| VEFE -0y

2

v

Logo,

|lva+5 —a—1] | = li-a.1e.
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B assim,

@ ligta b)), > —}—2 =811

De mancira andloga, obtemos a desigualdade

@ lig(a. 00, ] = % I—a) Il

Adicionando as duas desigualdades acima, segue a segunda desigualdade. st
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Capitulo 3

Ponto estacionario da classe de
funcoes Luo e Tseng para o PCSD

3.1 Introducao

A partir deste capitulo comega a nossa contribui¢do. Trabalhamos com o PCSD
dado por (2.1), com G = I. Recentemente, Tseng [32] estendeu, do PCN para

PCSD, uma classe de fungdes de mérito f : & — IR definida por
f(z) = vo((z, F(2))) + (=, F(z)), (3.1)
onde g : IR — [0, 00) é tal que
o(t) =0 se, e somente se, ¢t <0, (3.2)
eh: S xS —[0,00) é tal que
¥(a,b) =0, {(a,b) <0 se, e somente se, (a,b) € K x K, (a,b) =0. (3.3)

Além disso, Tseng [32] mostrou que qualquer ponto estaciondrio de f é solucdo do
PCSD. No entanto, ndo respondeu em que condi¢bes f tem conjuntos de nivel
limitados e fornece cota de erro global. Yamashita e Fukushima [38] mostraram

que os conjuntos de nivel de f sfo limitados quando F' é mondtona e o PCSD é
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estritamente vidvel, e que f fornece cota de erro global desde que I seja fortemente
monotona. Neste capitulo, descreveremos estes resultados, que sao validos desde que
1y e 1 satisfacam certas condicdes. Além disso, obtemos que, sob condi¢des mais
fracas do que as de [32, 38|, os conjuntos de nivel de f sdo limitados e a propriedade
de que qualquer ponto estaciondrio é solugcdo do PCSD; apresentaremos também
dois métodos de descida, um deles com a dire¢do dada por Tseng, para resolver o

PCSD, e mostraremos suas convergéncias.

3.2 Problema de otimizacao equivalente

O seguinte Teorema mostra que a furiga”mo f definida por (3.1) é uma fungio de

mérito sobre S.

Teorema 3.2.1 [32] Seja f: S — IR dada por (3.1) com 1y e 9 verificando (3.2)
e (3.3), respectivamente. Entdo, f é nao-negativa. Além disso, f(z) = 0 se, e

somente se, x ¢ solugdo do PCSD.

Prova. A ndo-negatividade segue de (3.1) e da hipdtese de g e 1.
Suponha que f(z) = 0. Ent8o, pela ndo-negatividade de vy € 9, 1o({z, F(z))) =
0 e 9(z, F(z)) = 0. Assim, por defini¢io de 1y, temos que (z, F(z)) < 0, e por

definicdo de 1 temos que z é solucdo do PCSD. A reciproca é direta. m

A seguir daremos alguns exemplos de 1) e 1.

Exemplo 3.2.0.1 Para a > 0, seja 9§ : IR — [0,00) definida por
1 a
Y0 = - max{o, )",
e sejam Py e g : S X & — [0, 00) definidas por
1
Yila,b) = 5 (I=als I + N =0141%)
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Palot) = VT —a— b,

E 6bvio que 9¢ satisfaz (3.2). Pelos Lemas 2.5.6 (a) e 2.5.7 (a) temos que
¥i, 1 = 1,2 satisfazem (3.3). Além disso, 9§ é diferencidvel para o > 1 e pelos

Lemas 2.5.6 (b) e 2.5.7 (b) as fungdes 15,7 = 1, 2 sdo diferencidveis, respectivamente.

3.3 Cota de erro

Nesta secdo daremos condigoes sob as quais f fornece uma cota de erro para
o PCSD. O termo ({z, F(z))) é a chave para determinar a cota de erro.
Mostraremos que se F' é fortemente mondtona e 1y e 1) satisfazem certas condicoes,

a funcdo f fornece uma cota de erro global. Para isso definimos a seguinte funcao

fi(z) = max {0, (z, F(z))} + [|[[=2]+[| + [=F(z)]+ ] -

Yamashita e Fukushima [38] mostraram que f; fornece uma cota de erro global
para o PCSD sob a hipétese de I ser fortemente monétona. A seguir demonstra-

remos este resultado.

Lema 3.3.1 [38] Seja F' fortemente mondtona com mddulo . Entdo existe uma

constante o > 0 tal que
a|z —T”z < fi(=), Vzes, (3.4)
onde T € a Unica solugdo do PCSD.

Prova. Como F' é fortemente mondtona temos que
pls=a < (o-7,F() - F(z)

= (2, F(z)) + (T, - F(2)) + (==, F(z))
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< max{0,(z, F(z))} + (7, [-F(@)],) + ([~al,, F(@))
< max {0, (z, F(2))} + [Z]| [[=F @)+l + 1F@) | [-=]+]

< max {1, ||z]|, | F'@)|} [max {0, {z, F(z)}} + [[[=z]. || + [=F (=)]+]]],

onde a primeira igualdade segue do fato de T ser solucdo do PCSD e a segunda

desigualdade segue do Lema 2.2.1 (e). Fazendo

o = g/ max {1, [5]], | F @)}
obtemos (3.4). m
A seguir mostraremos uma relagéo entre fi(z) e f, tal que, sob certas condigdes

para g e 1, e considerando F' fortemente mondétona, permite que f forneca cota de

erro global para o PCSD.

Teorema 3.3.1 Seja F' fortemente mondtona com mddulo p e o > 0. Suponha

que

tho(t) 2 fr(max {0,1})* V ¢, (35)

¥(a,0) > Bz (I[=a |l + =81+ [)* ¥ (a,0) € S x S, (3.6)
onde B e By sdo constantes positivas. Entdo existe um > 0 tal que
file) < B(f@Y° +1@"*) ¥ zes.
Além disso, a funcdo f dada por (3.1) fornece uma cota de erro global para o PCSD.

Prova. Pela hipdtese sobre 1y e 1 temos que existem constantes positivas ki e ks
tais que
max {0, (z, ()} < kups’* (@, F(2)))

ol



l=a14ll + N=F (@)l < ko' (z, F(2)).

Seja f = max{ky, ko }, entdo

A < B (% (e F@) + 9 (2, F(2))

< B (f(m)l/a + f(z)1/2) para qualquer z € S.

Portanto, pelo Lema 3.3.1, f fornece uma cota de erro global para o PCSD. m

Pela definicao das fun¢des dadas no Exemplo 3.2.0.1 temos que 4§, com « > 0,
satisfaz (3.5) e 1, satisfaz (3.6). Além disso, temos, pelo Lema 2.5.9, que 1 satisfaz

(3.6).
3.4 Conjunto de nivel limitado

Nesta secdo, mostraremos que os conjuntos de nivel de f sao limitados sob certas
condi¢bes. Do Teorema 3.3.1 obtemos o seguinte resultado sobre a limitagdo dos

conjuntos de nivel de f sob a condigdo de F' ser fortemente mondtona.

Corolario 3.4.1 Seja f definida por (3.1). Se F ¢ diferencidvel e fortemente
mondtona, entdo os conjuntos de nivel, L(y) = {z € §/f(z) < v}, s@o ndo-vazios

e limitados para todo vy > 0.

Para o PCSD, Yamashita e Fukushima [38] mostraram que a func¢do definida
por (2.15)-(2.17) tem conjuntos de nivel limitados se F' é mondétona e 0 PCSD é
estritamente vidvel, ou seja, existe uma matriz definida positiva Z € S tal que F'(Z)
é definida positiva. Sob as mesmas condiges acima e desde que 1)y e ¥ satisfacam
(3.5) e (3.6), respectivamente, podemos mostrar que L(v) é limitado. Para isso

precisamos do seguinte resultado, demonstrado em [38].
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Lema 3.4.1 Para qualquer sequéncia {(ak,b’“)} C 8 x S, considere ¥ < Mt <
<A ek <k <o <k o0s autovalores de oF e b, respectivamente. Suponha
que {)\’f} e {,u,’f} sdo limitados inferiormente. Se A\ — oo, enldo, para matrizes

definidas positivas g,h € S, temos que
<g, ak> + <h, bk> — 0.

T
Prova. Seja p* uma matriz ortogonal tal que p*a® (pk) = diag [/\’f, e )\ﬁ] e seja

g* = pFg (p’“)T. Entao

(3,08 = wlgat
- [pk g (pk>Tpk o (pk>T]
= tr [g’“diag{)\lf, R Aﬁ}]

i=1

Note que, pelo Lema 1.2.5 (a), g* é definida positiva, e portanto os elementos da
diagonal g% sio positivos. Além disso, temos que para cada i, H;?_l) ('1)211c gfz- > 0. De
fato, suponha que existe um indice 7 e uma subsequéncia { gﬁ-}k@i convergindo a
zero. Como a sequéncia {p’“} de matrizes ortogonais é limitada, segue que, tomando
uma subsequéncia, se necessario, a sequéncia {p’“}keK converge para um limite, di-
gamos p*, logo { gk}kER converge a g* = p*g (p*)T. Como p* é também uma matriz
ortogonal, entdo, pelo Lema 1.2.5 (a), ¢* é definida positiva. No entanto isto con-
tradiz a hipdtese de g; ser zero. Como {)\f} estd limitada inferiormente para cada

i e A — oo, segue de (3.7) que

<g,ak> — 00.
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De forma andaloga, podemos mostrar que {<h, b’“>} estd limitada inferiormente. m

Agora, podemos mostrar que os conjuntos de nivel da fungéo f definida por (3.1)

s&o limitados.

Teorema 3.4.1 [38] Suponha que F' é mondtona e o PCSD ¢ estritamente vidvel.
Seja f definida por (3.1) com g e 1 satisfazendo (3.5) e (3.6), respectivamente.

Entio os conjuntos de nivel de f, L(7), sdo limitados para todo v > 0.

Prova. Assuma que existe uma sequéncia ilimitada {z* }C L£(v) para algum v > 0.
Temos que as sequéncias dos autovalores minimos de {z*} e {F(z*)} sdo limitadas
inferiormente. De fato, caso contririo, segue de (3.6) que v (a:k,F (a;"’)) — 00 e
assim f(z*) — oo, o que contradiz o fato que {z*}C L(7). Portanto, a ilimitacao de
{z*} implica que a sequéncia do maximo dos autovalores de {z*} tende a infinito.
Como o PCSD ¢ estritamente vidvel, existe T > 0 tal que F(Z) > 0, assim pela,

monotonicidade de F' temos que
(a*, F(@)) + (5, F(a")) < (aF, F(a")) + (3, F (%)) (3.8)
Logo, pelo Lema 3.4.1, o lado esquerdo de (3.8) tende para infinito. Portanto,

(z*, F(z*)) — oo e por (3.5) temos que 1), ((x’“,F(x’“))) — 00. Assim, f(z*) — oo,

o que contradiz o fato que {z*}C L(7). m

A seguir, apresentaremos outra condi¢do que garante a limitacao dos conjuntos

de nivel de f. Para isso introduzimos uma classe de fungao tipo-Rj.

Definicao 3.4.1 Dizemos que a fun¢do F : § — § €é uma funcdo-Ro1, se para
qualquer sequéncia {z*} satisfazendo

_ ek —F k
2] — 00, T80 o EF@ (3.9)
llz*|l |zl
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temos que

k k
i inf & F (@)

koo |z¥]

> 0. (3.10)

Esta classe de funcbes é uma extensdo de classe utilizada no PCN [5, 8, 27].
Para o PCSD, esta condicdo foi usada por Chen e Tseng [7]. A seguir mostraremos

que se F' é mono6tona e o PCSD é estritamente vidvel entdo I’ é uma funcao-Ry;.

Proposicao 3.4.1 Suponha que F' é mondtona e o PCSD ¢ estritamente vidvel.

Entdao F' é uma fungdo-Ry.

Prova. Considere {z*} uma sequéncia satisfazendo (3.9) e tome {z*};¢, uma sub-

sequéncia tal que

z*

%clgk}m = w.

Claramente, por (3.9) e pelo Lema 2.2.2 (a), temos que
w#0ew 0. (3.11)

Como o PCSD ¢ estritamente vidvel, existe uma matriz definida positiva T tal que

F(z) » 0. Além disso, pela monotonicidade de F, temos que
(@*, F (%)) > (a*, F(2)) + (T, F(a")) - (3, F'(z)).

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ||z*|| e tomando o limite sobre

a subsequéncia k, temos que

o (F, P (b)) IR A C)
llrlg&nf”x—k” (w, F(T)) + <x7hII£le};nf g )

> (w, F(z)) >0,

v
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onde a segunda desigualdade segue da condigdo (3.9), Lema 2.2.2 (a) e T > 0, ¢ a
terceira segue de (3.11) e o fato que F(Z) = 0. Portanto, por definicdo, F' ¢ uma

fungéo—Rm .|

O Teorema a seguir é uma extensdo do resultado obtido por Luo e Tseng para o

PCN [[27], Teorema 4.1].

Teorema 3.4.2 Suponha que F' é uma fungdo-Ry e considere o funcdo f definida
por (3.1) tal que thy e 1 satisfazem (3.5) e (3.6), respectivamente. Entdo os con-

guntos de nivel de f, L(7), sdo limitados para todo v > 0.

Prova. Suponha que para algum v > 0, o conjunto de nivel L(v) é ilimitado. Entéo
existe uma sequéncia ilimitada {z*}C L(v) tal que ”a:k“ — 00. Pela condicdo (3.6)
temos que as sequéncias dos autovalores minimos de {z*} e {F(z*)} s8o limitadas

inferiormente. Portanto,

{—F(mk)h
(||

[—f‘?k]+
[ead]

— 0, > 0. (3.12)

Agora, como f(z*) < v e 1), satisfaz (3.5) temos que existe 8 > 0 tal que
(z*, F(z*)) < B.

Entao, dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ||3;’“|| e fazendo k — oo,

obtemos

k k
lim inf ——————<$ , F(z"))
k—oo  ||zh||

<0. (3.13)

Entretanto, (3.12) e (3.13) contradizem a hipétese de F' ser uma fun¢ao-Fo;. Logo

L(7y) s8o limitados para todo v > 0.. m
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3.5 Ponto estacionario

Como a fungdo de mérito f ndo é convexa, exceto quando 1y e 1) sdo convexas
e I' é afim e mondtona [32], é importante saber quando um ponto estaciondrio de
f é um minimo global de f. Para isso definimos as seguintes classes de funcoes

diferencidveis.

Definicdo 3.5.1 Seja ¥y a classe das fungdes diferencidveis by : IR — [0, 00)
satisfazendo

’Qb()(t):() <= t <0,

tais que
(C1) tV1y(t) > 0 para todo t € IR;
(C2) Viho(t) > 0 para todo t € IR;
(C8) Vih(t) =0«<=1<0.

Definicdo 3.5.2 Seja V¥ a classe das fungdes continuamente diferencidveis

P : 8 xS —[0,00) satisfazendo
¥(a,b) = 0,{a,b) < 0<= (a,b) e Kx K, (a,b) =0.

tais que
(C1) {a, Vab(a, b)) + (b, Virp(a, b)) > 0 para todo (a,b) € S X S;
(C2) Vup(a,b) <0, Vip(a,b)) =0, para todo (a,b) € S X S;
Seja U, a classe das fungdes € U tal que
(C8) Vaih(a,b) =0, Vyh(a,b) =0 <= (a,b) € K x K.
Além disso, sejo Wy, o classe das fungdes P € W tais que
(C4) (Vaih(a,b), Veh(a, b)) = 0 = (a,b) € K x K.
(C5) (a,b) € K x K, {(a,b) = 0 = Vaih(a,b) = 0, Vyip(a,b) = 0.
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Do Exemplo 3.2.0.1, a funcdo 1§ para « > 1 pertence a ¥y, ¢ pelo Lema 2.5.6

(b) e (d), ¥ € ¥. A seguir mostraremos que 1, € W, .
Lema 3.5.1 A funcdo 1), dada no Exemplo 8.2.0.1, pertence a V..

Prova. (C1) segue do Lema 2.5.7 (d).

(C2) Sejam ¢ = v/a? + 8%, g=[c—a—1b]y e & = c— a. Pelo Lema 2.2.2 (b), z é
sdp, implicando, pelo Lema 1.2.5, que (L ![g])*/2z(L;[g])"/? é sdp. Mas, I [g]z é
similar a esta matriz, entdo é sdp, e portanto L '[g] também é. Assim, pelo Lema,
2.5.7 (b), Va1ba(a,b) < 0. De forma andloga, provamos que Vyiq(a, b) < 0.

(C4) Suponha que (V 1b5(a, b), Voibs(a, b)) = 0, implicando, pelo Lema 2.5.7 (c),
que ,(a,b) = 0. Portanto, pelo Lema 2.5.9,a € K e b e K.

(C5) Suponha que (a,b) € K x K e {a,b) = 0. Entdo, pelo Lema 2.5.2 (c), segue
que va? + b2 —a~b = 0. Logo, pelo Lema 2.5.7 (b), Vaihz(a, b) = 0 e Vytho(a, b) = 0.

|
Seja ¢ : S x § — IR definida por
¢(a,) = o({a, b)) +(a,b) (3.14)
Note que, pela definicdo da ¢ e as condigoes sobre 1y € 1, temos o seguinte resultado.
#(a,b) =0 se, e somente, se (a,b) € K x K, {(a,b) = 0. (3.15)
Além disso, como ¢ é a soma das funcbes continuamente diferencidveis 1y € ¥q e
W e W, ou V,,, entdo ¢ é diferencidvel e
Vag(a,b) = Viho((a, )b + Vath(a, b), (3.16)
Vib(a,b) = Vipo((a, b))a + Viih(a, b). (3.17)
O Teorema seguinte mostra algumas propriedades para ¢.
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Vo ({a, b))a = —Vyip(a, b). (3.23)

Suponha que ambos os lados de (3.22) e (3.23) sdo nio-nulos. Entdo, por (C2)
Vipo({a, b)) > 0 e por (C2) —V,1p(a,b) = 0, —Vyih(a,b) = 0 e ndo-nulos. Portanto,
segue das equagdes (3.22) e (3.23) que a = 0 e b = 0, implicando por (C3) que
Vab(a,b) =0 e Viyp(a,b) = 0, o que é uma contradicio. Portanto, ambos os lados
das equagoes (3.22) e (3.23) sdo nulos. Entao do lado esquerdo das igualdades temos
que Vpo({a,b)) = 0 ou b = 0 ou a = 0, de onde segue de qualquer maneira que
(a,b) <0 (usando (C3) se necessdrio). Agora, do lado direito das igualdades temos
que Va1p(a,b) = 0 e Vytp(a,b) = 0, de onde segue por (C3) que (a,b) € K x K,
implicando por (1.1) que (a,b) > 0. Portanto, as condigdes acima implicam que
(a,0) € L x K, (a,b) = 0, e assim, por (3.15), ¢(a,b) = 0. Reciprocamente, suponha

que ¢(a,b) = 0, entdo, por (3.15)
a,be K ¢ (a,b)=0.
Da igualdade temos que (a,b) < 0, e por (C3)
Vipo({(a, b)) = 0. (3.24)

Além disso, de a,b € K temos que, por (C3)

Va(a,0) =0, Vyp(a,b) =0. (3.25)
Logo, de (3.16),(3.17), (3.24) e (3.25) temos que

Vab(a,b) =0, Vyop(a,b) = 0.

Agora, analisamos para o caso onde ¢ € W,,. Suponha que V,é(a,b) =

0, Vid(a,b) = 0. Logo, (V.d(a,b), Vyd(a, b)) = 0. Portanto por (3.18)-(3.20), cada
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termo do lado direito de (3.21) é nulo. Em particular, o primeiro termo dado por
(3.18) sendo zero implica, por (C3), que (a, b) < 0. Além disso, temos que o segundo
termo de (3.21) é nulo, implicando, por (C4), que a,b € K, e de (1.1) segue que
{a,b) > 0. Assim, a,b € K e {a,b) = 0. Logo, por (3.15), ¢(a,b) = 0. Portanto,

obtemos o seguinte resultado
(Vad(a,b), Vid(a, b)) = 0 = ¢(a,b) = 0. (3.26)

A reciproca é andloga ao caso anterior, mas neste caso usamos (C~’5) para provar
(3.25).
(P3) Suponha que V,é(a,b) = 0. Logo, (Vab(a,b), Vss(a, b)) = 0. Portanto, por

(3.26) e (P2), segue que Vy¢(a,b) = 0. A reciproca ¢ idéntica. m

A seguir daremos uma condigdo necessiria e suficiente para que um ponto esta-
ciondrio de f seja solugdo do PCSD. Tseng [32] mostrou que, sob a condigao da
matriz jacobiana V F'(z) ser sdp, qualquer ponto estaciondrio da funcdo de Fischer-
Burmeister dada por (2.10)-(2.11) e da fungdo f é uma solugao do PCSD. Da
mesma forma Yamashita e Fukushima [38] mostraram para a fungio dada por (2.15)-
(2.17). Aqui, daremos uma condigdo de regularidade que enfraquece a hipétese

acima. Com este propdsito, definimos os seguintes conjuntos de indices

P(z) = {ilpVes(s, F(z)p ) > 0},
Cw) = {illpVop(z, F(z))p" s = 0},
N() = {illpVid(z, F(@))p T < 0},
R(z) = P(z) UN(z),

ondezeSepe.
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Para simplificar denotaremos estes conjuntos por P,C, N.

Usando estes conjuntos de indices, definimos condi¢oes de regularidade, que sao

extensdes do PCN [25].

Definicao 3.5.3 Uma matriz x € S ¢ dita ser reqular se, para quaisquer z €

S,comz #0, ep € O, tal que
[(pzp")ile = 0, [(p2p)ulp >0, [(p2p")alw <0, (3.27)

existe uma matrizy € S tal que

[(pyp")iilp = 0, [(pyp )aslw <0, [(pyp")islr # 0, (3.28)

(y, VF(z)z) = 0. (3.29)

Além disso, uma matriz x € S é dita ser estritamente reqular se, para quaisquer

z€ S, comz#£0, ep e O, tal que
[(pzpD)iile =0, [(p2pT)ulp >0, [(pzp")ilw <O,

eziste uma matrizy € S tal que

[(pyp")iile =0, [(yp")alp >0, [(pyp")ulv <0,

(y, VF(z)z) > 0.

Observe que se VF(z) é sdp (dp), entdo podemos escolher y = z ¢ obtemos da
Definicao 3.5.3 que = é regular (estritamente regular). O seguinte Teorema mostra
que a (estrita) regularidade fornece uma condigdo necessdria e suficiente para que

um ponto estaciondrio de f seja solugdo do PCSD.

Teorema 3.5.1 Seja f: S — IR dada por (3.1) com ¢ dada por (3.14). Entédo
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(a) Se g e 1 sdo continuamente diferencidveis e F é continuamente dife-

rencidvel, entdo f é continuamente diferencidvel e
Vf(z) = VF(z)Vp(z, F(z)) + V,d(z, F(z)), (3.30)

para todo x € S.

(b) Suponha que F' é continuamente diferencidvel sobre S e 1y € Uy etp € W
(respectivamente, 1 € W, ). Suponha que x € um ponto estaciondrio de f. FEntdo,
z € solugdo do PCSD, se e somente se, x é reqular (respectivamente, estritamente

reqular).

Prova. (a) Se F' é continuamente diferencidvel, entdo da defini¢do de f, da hip6tese
de 1y e 1, e da regra da cadeia, temos que f é continuamente diferencidvel, e de
(3.16) e (3.17)
Vi) = Vi ((z,F(2)) (VF(z)z + F(z))

— VF(x)Vy(z, F(z)) — Vo (z, F(z))

= VF(@)Ved(z, F(z)) + Vad(z, F(2),
para todo x € S.

(b) Suponha que z € S é solugio do PCSD, entdo, por (P2) temos que

Vid(z, F(z)) = 0, logo P = N = 0, e portanto ndo existe uma matriz ndo-nula
z satisfazendo (3.27). Assim, z é regular. Suponha que z é regular ¢ V f(z) = 0.

Entéo, por (3.30), temos que
VF(@)Vup(z, F(z)) + Vod(z, F(z)) = 0.
Consequentemente, temos

(v, Vad(a,0)) + (y, VF(z)Ve(a, b)) = 0, (3.31)
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para todo y € S.

Suponha que z ndo é solugio do PCSD. Entdo, pelas propriedades (P2) e
(P3) do Lema 3.5.2, z := Vé(z, F(z)) é uma matriz ndo-nula e satisfaz (3.27).
Como z é regular, existe y € S que satisfaz (3.28). Além disso, seja ¢ € O tal
que qVq¢(z, F(z))q" = diag{)1,...,\n}, onde \;, i = 1,...,n sfo os autovalores
de Vqb(z, F(z)). Logo, por (P1), (3.27) e pelo Lema 1.2.2, para todo i, temos que
Ai(Vod(z, F(z))) e [pzp”]i tém os mesmos sinais. Portanto, por (3.27) e (3.28),

)
Xi(Vod(z, F(z))) e [pyp’)i; também tém os mesmos sinais. E asssim, usando o fato

que [(pyp™)islr # 0, obtemos que
(Y, Vad(z, F(2))) > 0, (3.32)
e de (3.29), segue que
{y, VF(2)Vop(z, F(2))) = (y, VF(z)z) > 0. (3.33)

Portanto, as desigualdades (3.32) e (3.33) juntas, contradizem a condigdo (3.31).
Logo, x é solugdo do PCSD.

De forma analoga, mostra-se para o caso onde z ¢ estritamente regular. =

Agora apresentaremos uma condigdo suficiente para que uma matriz x € S seja

(estritamente) regular.

Lema 3.5.3 Sejax € S. Se VF(z) é uma Py— matriz (P—matriz), entdo © é uma

matriz (estritamente) regular.

Prova. Somente consideremos o caso onde VF(z) é uma Py—matriz. A prova
é analoga para o caso onde VF(x) é P—matriz. Suponha que z ndo é uma ma-

triz regular, logo, por defini¢do VF(z) ndo é sdp. Entdo existe y # 0 tal que
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(y, VF(z)y) < 0. Logo, pelo Lema 1.2.2, existe p € O tal que todos os elementos da

diagonal de pyV F(z)yp’ sido ndo-positivos, contradizendo assim a hipdtese. m

Do Lema 3.5.3, obtemos o seguinte corolario, que garante condicdo suficiente

para que um ponto estaciondrio de f seja solucdo do PCSD.

Coroldrio 3.5.1 Suponha que I' é diferencidvel sobre S. Seja ¢ definida por (3.14)
com 1y € Wy e 1 € Wy (respectivamente, 1 € U, ), e f definida por (3.1). Se F'
é uma fungdo-P (respectivamente, VF(z) é uma P-matriz para qualquer x) entdo

qualquer ponto estaciondrio de f € uma solu¢do do PCSD.

Prova. Suponha que F' é uma fun¢do-P, entdo, pelo Lema 2.4.1, temos que VIF'(x)
¢ uma, Py- matriz e portanto, pelo Lema 3.5.3, Teorema 3.5.1 e usando o fato que z
é ponto estacionario de f, temos que z é solugdo do PCSD. A segunda afirmacio

segue de forma andloga. m

Como uma aplicagao dos resultados anteriores, obtemos o seguinte corolério que

garante a existéncia de solugao do PCSD.

Coroldrio 3.5.2 Suponha que F' é diferencidvel sobre S. Seja ¢ definida por (3.14)
com 1y e ) verificando (3.2) e (3.3), respectivamente, e f definida por (3.1). Suponha
que F' é mondtona e que 0 PCSD ¢€ estritamente vidvel. Entdo, o conjunto solugdo

do PCSD ¢ nao-vazio e limitado.

Prova. Escolha um T € § arbitririo e sejay := f(Z). Entdo L(7) é ndo-vazio e, como
mostrado pelo Teorema 3.4.1, limitado. Portanto £(75) contém um minimizador local
Z de [. Em particular, T é um ponto estaciondrio de f. Como F' é mondtona, V F (%)

é sdp e portanto é uma FPy-matriz. Logo, pelo Corolario 3.5.1, Z é solugdo do PCSD.
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A limitagdo do conjunto de solucao segue do fato que o conjunto de nivel £(0) é o

conjunto solucdo do PCSD, e é limitado pelo Teorema 3.4.1. m

3.6 Método de Descida

Nesta secdo, apresentamos dois métodos de descida para resolver o PCSD e
mostraremos suas convergéncias.

O método proposto a seguir é baseado na dire¢do de busca dada por Tseng[32]:
d(z) = =V (z, F(z)) . (3.34)

Como d(z) ndo envolve a matriz jacobiana VF(z), o método é considerado uma
extensdo dos métodos de derivada livre desenvolvidos para o PCN [23, 37].
O préximo lema mostra que, quando VF(z) é semidefinida positiva, a matriz

d(z) é uma dire¢do de descida de f desde que z ndo seja solucdo do problema.

Lema 3.6.1 Suponha que F' ¢é diferencidvel sobre S. Seja ¢ definida por (3.14) com
o € Uy e P € ¥yy, e [ definida por (3.1). Suponha que x ndo € solugcdo do
PCSD. Se VF(z) é semidefinida positiva, entdo a matriz d(z) € S definida por

(3.34) satisfaz a condigio de descida (V f(z),d(z)) < 0.
Prova. Por (3.30) e (3.34) temos que

(Vf(z),d(z)) = —(Vad(z, F(3)), Voo(s, F(z)))
— (Vud(z, F(2)), VE(2)Vid(z, F(2))) (335)

Mas por (]51) mostrada no Lema 3.5.2, o primeiro termo é nao-positivo. Como

VF(z) é sdp, o segundo termo é também néo-positivo. Logo,

(Vf(z),d(z)) <0.
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Assuma que (Vf(z),d(z)) = 0. Isto implica que ambos os termos do lado direito de

(3.35) sdo-nulos. Em particular, temos que

(Vad(z, F(2)), Vod(z, F(2))) = 0.

E, por (3.26) e (3.15), temos que z é solugdo do PCSD, o que contradiz a hipétese.
Assim,

(V(z),d(z)) <0,

ou seja, d(z) ¢ uma direcdo de descida. m

Agora apresentamos o método de descida que usa a dire¢io de busca d(z).

Algoritmo 3.6.1 (P0) Escolhaz® € S,¢> 0,0 € (0,1/2), 8 € (0,1) e seja k := 0.
(P1) Se f(z*) < e, entdo pare.
(P2) Faga d(z*) = =V, (2, F(z")) .

(P8) Calcule um comprimento de passo iy := ™, onde my é o menor inteiro

ndo-negativo m satisfazendo a condicdo tipo Armijo
f(a* + Brd(ah)) < (1 - op™) f(a"). (3.36)

(P4) Defina zF+t := z* + td(z*), k :== k + 1, e wolte para o (P1).

Agora mostraremos a convergéncia do Algoritmo. Supomos que € = 0 tal que o

k¥ ndo é uma solucao do PCSD para

algoritmo gere uma sequéncia infinita, isto é, x
cada k. A demonstragdo é andloga a de [[38], Teorema 5.1]. Para completar daremos

a demonstracao.
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Teorema 3.6.1 Seja ¢ definida por (3.14) com vy € Vg e o € ¥y, e f definida
por (3.1). Suponha que F é diferencidvel e que uma das sequintes condicdes ocorre:
ouv I' € fortemente mondtona ou F € mondtona e o PCSD ¢ estritamente vidvel.
Entdo a sequéncia gerada pelo Algoritmo tem pelo menos um ponto de acumulagdo

e qualquer ponto de acumulagdo € solucdo do PCSD.

¥ nfo é uma solugio do PCSD mostraremos que existe

Prova. Supondo que z
um inteiro ndo-negativo my, satisfazendo (3.36). Assuma o contririo. Entao para

qualquer inteiro positivo m temos
f(a® + Bmd(a®)) — f(a*) > —op™™ f(z*). (3.37)
Dividindo ambos os lados por ™ e fazendo m — oo segue que
(V£(a*),d(=")) > 0. (3.38)

Como VF(z) é sdp sob as hipSteses dadas temos que (3.38) contradiz o Lema 3.6.1.
Logo podemos encontrar um inteiro my, satisfazendo (3.36).

A seguir mostraremos que a sequéncia gerada pelo Algoritmo tem no minimo
um ponto de acumulagdo. Pela propriedade de descida do Algoritmo, a sequéncia
{ f (x’“)} ¢ mondtona decrescente. Portanto, pelo Coroldrio 3.4.1 ou Teorema 3.4.1,
a sequéncia gerada ¢é limitada, e logo tem pelo menos um ponto de acumulacio.

Provaremos agora a dltima parte do Teorema. Seja z* um ponto de acumulagio
arbitrario da sequéncia gerada, {m’“} , € {:zzlc}keC uma subsequéncia convergindo a z*.
Como d(-) é continua, {d(x’“)}ke” converge para d(z*). Primeiro considere o caso

onde existe uma constante B tal que g™ > B > 0 para todo k € k. Entdo

F(&*) < (1 - 0B f(z") (3.39)
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para todo k € Kk ¢ a sequéncia, { f(xk)} é decrescente, ¢ temos assim f (z*) = 0. Isto
implica que, pelo Teorema 3.2.1, * é uma solu¢do do PCSD. Agora, considere o
caso onde existe uma subsequéncia tal que ™ — 0. Note que da regra de Armijo

em (3.36), temos que
F(a* + pmetd(at) - f(@b) > —op” ™) flah). (3.40)
Dividindo ambos os lados por ,Bm’“_l e fazendo my — oo segue que
(V£(z*),d(@")) > 0. (3.41)
Em vista do Lema 3.6.1, deduzimos que z* é solucao do PCSD. m

O Teorema acima demonstrou em particular que o algoritmo proposto é valido
para a func¢ao de mérito f com 9y € Wy e 9 € ¥,,. Para a funcio de mérito f
com thy € ¥y e 3 € Uy, é possivel mostrar que d(z¥) — 0 quando k — oo, tal que
Vyd(z*, F(z*)) = 0 vale para qualquer ponto de acumulagio da sequéncia gerada.
No entanto, isto ndo necessariamente implica que z* é solu¢do do PCSD (conforme
Lema 3.5.1). Para suprir esta dificuldade, podemos regularizar a dire¢io de busca
para

d(z) = V¢ (2, F(2)) — pVad (z, F(2)), (3.42)
onde p é uma constante positiva suficientemente pequena. Observe que d(z) dada
acima é uma variante da diregdo dada por (3.34).

O préximo resultado mostra que, sob a condi¢io de F'(z) ser fortemente

mondtona, a matriz d(z), definida por (3.42), é uma diregdo de descida.

Lema 3.6.2 Seja ¢ definida por (3.14) com thy € ¥y e b € ¥y e f definida por

(3.1). Suponha que F' é continuamente diferencidvel e fortemente mondtona com
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mddulo p. Seja 1° € 8. Entdo, existe uma constante positiva n tal que, para cada

no conjunto de nivel
L(z°) = {z|f(z) < f(z)},
d(z), definida por (3.42), satisfaz

(Vf(@),d(z)) < =1 ([Veg(z, F ()| + ol Vad(z, F()[])*,

onde p € uma constante positiva suficientemente pequena. Além disso, suponha que

z ndo é solugdo do PCSD, entio d(x) é uma dire¢do de descida.
Prova. Por (3.30) e (3.42) temos que

(Vf(z),d(z)) = = (Vap(z, F(3)), Ved(z, F'(2)))
— (Vod(z, I'(2)), VF(2)Vii(z, F(z)))

— p{Vad(, F(2)), VE(2)Vid(z, F(2))) — pllVad(w, F(2)[”.  (3.43)
Como F' é fortemente mondtona com mdédulo u, pela Proposigéo 1.4.1 (c),
(Vod(z, F(2)), VF(2) Ve (2, F(2))) > pllVeg(z, F(z))|* (3.44)

Observe que, pelo Teorema 3.4.1, o conjunto de nivel £(z°) é limitado. Como VF'(z)

é continua, existe uma constante 7 > 0 tal que
|VF(z)|| <7, paratodo z € L(z°).
Logo,

— (Vaf(z, F(2)), VF(2) Voo (2, F(2)))

< 7l Vad(z, F@)[[Ved(z, F(z))]l (3.45)

para todo = € L(z°).
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Portanto, de (3.43)-(3.45) e da propriedade (P1) do Lema 3.5.2 que
(VI(z),d(z)) < 7pl|Vad(z, F@)Ved(z, F(z))]
~ wlVig(m, F@))II* = ol Vad(z, F@@)I* (3.46)
Mas o lado direito de (3.46) pode ser reescrito como
7l Vad(z, F@)IVed(z, F@)| = pl Vo(z, F@)I* = pllVad(w, F@)]* =
= =0 (|[Vsg(z, F (@)l + pll Vag(z, F(@)])*
— 172 (ValVed(z, F @)l = Vol Vad(z, F@)I)*
+ (= w/2)|Vod(z, F@)I? + (no — 1/2)pl|Vad(a, F (@)

+ (@np+7p— /o) [Vad(z, F@) | Ved(z, F(2))]- (3.47)

Tomando p suficientemente pequeno tal que
p < pfAT?.

Logo,
TP — /PR < —/p/2.

E assim, o dltimo termo de (3.47) satisfaz a desigualdade
2np +7p — /P1) IVt (@, F (@)1 Voh (2, F ()]
< (@np — vor/2) IV ap(z, FD Ve (z, F(2)]- (3.48)

Além disso, se n satisfaz

n < min{y/2,1/2p, \/1n/4/p},

entao temos
n—p/2<0, np—1/2<0, 2np—+/pu/2 <0. (3.49)
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Portanto, segue de (3.46), (3.47), (3.48), e (3.49) que

(Vf(@),d(z)) < —n([Ved(z, F(2))l| + pllVad(z, F@)])" -

Para provar a segunda parte, asssuma que (Vf(z),d(z)) = 0. Isto implica que
Vad(z, F(z)) = 0, Vyd(z, F(2)) = 0 ¢, pelo Lema 3.5.2 (P2), z é solugio do PCSD,

contradizendo a hipétese. Logo d(z) é uma dire¢do de descida. m
Agora apresentaremos o método de descida que usa d(z) definida por (3.42).

Algoritmo 3.6.2

(P0) Escolha z° € S,¢>0,p>00<0<mn, € (0,1) e sejak:=0.
(P1) Se f(z*) < ¢, entdo pare.
(P2) Faga d(z*) = —V¢ (x’“, F(a:k)) — pVad (mk, F(xk)) :

(P8) Calcule um comprimento de passo ty := ™, onde my é o menor inteiro

nao-negativo m satisfazendo a condi¢ao tipo Armijo
Flat+pmd(*)) < F(@¥) o™ (IVsd(a, F@)) + ol Vad(a*, F)I)” . (3.50)
(P4) Defina z*+1 := z* + ;,d(z*), k := k + 1, e wolte para o (P1).
O préximo resultado segue do Corolario 3.4.1 e do Lema 3.6.2.

Teorema 3.6.2 Seja ¢ definida por (3.14) compy € Uy e ¢ € U e f definida por
(3.1). Suponha que F ¢ continuamente diferencidvel e fortemente mondtona com
mddulo p. Suponha também que F(z) e VF(z) sdo Lipschitz continuas. Entdo a

sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.6.2converge para a solu¢igo do PCSD.
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Prova. Como F(z) e VF(z) sfo Lipschitz continuas, Vf(z) é Lipschitz continua

sobre qualquer conjunto limitado S, i. e., existe uma constante T’ > 0 tal que
IVf(z) = VWl <Tllz —yll, paratodo z,y€S. (3.51)

Por (3.50) temos que

£ < £a¥) — oty (| Vud(a®, @I+ ol Vad(a®, FI),  (3.52)

implicando que a sequéncia {f(z*)} é monétona decrescente. Logo, pelo Coroldrio
3.4.1, {z*} é limitada. Além disso, pela continuidade de F', a limitagdo de {z*}
implica a limitagio de {d(z*)}. Assim, podemos supor que {z*} e {z* + d(z*)}

estdo contidos num conjunto limitado S. Entéo, para 0 <t <1,
Flak -+ 1a(ah)) - F(&) = [ (V (4 sd(ah), da))ds
= H(Vf(zF),d(z") + /0t<vf(mk + sd(z*)) — Vf(z*), d(z*))ds

<t (IVupla®, P + ol Va(a®, PEI)” + [ Tslldat)]ds

< (=4 5T) (Vi PN+ Vb, DI, (3:59)

onde a primeira desigualdade segue do Lema 3.6.2 e (3.51), e a dltima desigualdade

segue de

ld(z")| < (IVeb(z®, P + ol Vad(z*, F ().
De (3.53), podemos deduzir que a desigualdade
Pt + 1) < F@7) — ot (193" PE) + pIVad(c*, F)))’
vale para qualquer ¢ satisfazendo
0 <t<min{l,2(n—-o)/T}
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Consequentemente, da forma como o comprimento do passo 5, é determinado, segue
que t = ™ satisfaz

t, > min{B,20(n — o) /T'}, (3.54)

para todo k, isto é, {#z} é limitado inferiormente. Como {f(z*)} é limitada inferi-

ormente, temos que {f(z*)} converge. Logo, de (3.52) e (3.54) temos que
lim {]| Vi (e, P + ol Vus(a®, ]I} = 0.

Além disso, como {z*} ¢ limitada, tem pelo menos um ponto de acumulagio. Seja

z* um ponto de acumulagio da sequéncia {z*}. Entéo,
[Vag(z®, F(z")| =0 e [[Vid(z", F(z%))]| = 0.

E, portanto, pelo Lema 3.5.2 (P2), {z*} é solucio do PC'SD. Como F' é fortemente

mondtona temos que a sequéncia {z*} converge para a solugio do PCSD. m
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Capitulo 4

Uma nova classe de funcoes de
mérito para o PC'SD e algumas
propriedades

4.1 Introducao

Neste capitulo, também definimos o PC'SD dado por (2.1), com G = I. Estamos

interessados em estabelecer uma equivaléncia entre o PCSD e um problema de
minimizagao

minf (z)- (4.1)

Vimos, no Capitulo 2 (segio 2.3), que uma fung¢do que constitui um problema de

minimizacao equivalente ao PCSD é chamada de fungao de mérito. Em particular,

a classe de funcgoes definida abaixo serve para construir uma funcao de mérito.

Definicao 4.1.1 Dizemos que a aplicacio ¢p: S XS — S € uma funcgo-PCSD

se satisfaz a sequinte condicdo
#(a,b) = 0 se, e somente se, a,b € K ¢ {a,b) =0.

Observe que, na Defini¢io acima, a imagem de ¢ é uma matriz nula. Usando

uma func¢ao-PCSD, ¢, podemos construir uma func¢do de mérito f : & — IR para
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o PCSD como segue »
1
f (@) = 5llé(z, F=)]*

A seguir daremos dois exemplos de fungdo-PC'S D que foram estendidas do PCN

por Tseng [32], veja Lemas 2.2.2 (b) e 2.5.2 (b).

Exemplo 4.1.0.2
(1) ¢vr(a,b) =a—[a — b+
(ZZ) QZSFB(CL, b) =V a? + b2 —a—b.

A seguir daremos uma demonstragdo de que a fungao ¢rpp é uma fungdo-PCSD

de uma forma mais simples do que a dada por Tseng, veja Lema (2.5.2) (b).
Lema 4.1.1 A funcdo ¢rp é uma funcdo-PCSD.

Prova. Suponha que ¢rp(a,b) = 0, logo v/a? + b*> = a + b. Elevando ao quadrado

ambos os lados temos que ab + ba = 0. Portanto,
(a,b) = 0. (4.2)
Além disso, também implica que
ja— b =1/(a - b)? = Va? + 12
e portanto,
0=vVa2+02—a—b=|a—bl—a—b=2[b—aly —2b,

onde a ultima igualdade segue do Lema 2.2.2 (a). Entdo, [b —a], —b = 0. Mas,
pela primeira expressdo do Lema 2.2.1 (a), [@a — 0] —a = 0. Assim, q,b € K.

B, por (4.2), (a,b) = 0. Reciprocamente, suponha que a,b € K e (a,b) = 0. Pelo
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Lema 1.2.5 (c¢) temos que ab = 0 e ba = 0. Portanto ab + ba = 0, implicando que

V(e+0)?2 = a2+ b2 Como a,b € K temos que 1/(a+b)? =]a+b =a+b e

assim ¢pp(a,b) =0.m

A seguir, consideramos a classe de fun¢des vista no Capitulo 2, se¢do 2.5, que

serve também para construir uma fun¢do de mérito.

Definicao 4.1.2 Dizemos que a aplicagdo ¥ : S X & — [0,00) é uma fungio-

PCSD* se satisfaz a seguinte condi¢do
¥(a,b) = 0 se, e somente se, a,b € K e {a,b) =0.

Note, agora, que na Definicdo acima a imagem de % é um nimero real nulo, e
ndo uma matriz nula como na Definigdo 4.1.1. Usando uma funcdo-PCSD*, 1,

temos uma fungio de mérito f : S — [0, 0c0) para o PCSD como segue

f(@) = 9(z, F(z))-

A seguir daremos alguns exemplos de func¢es-PCSD* que foram estendidas por

Tseng [32], veja Lemas 2.2.2 (b), 2.5.3 (a) e 2.5.1 (a), respectivamente.

Exemplo 4.1.0.3
(i) Pwr(a,b) = l|dwr(a, b)[*.
(i3) Yra(a,0) = [dro(a,b)1
(ii) haes(a, b) = {(a,b) — (b, [a — ably) — 55lla~ [a — ab]4||?, onde o> 0.

Observe que, no Exemplo acima (i) e (ii), as fungdes obtidas a partir da funco-

PCSD sao fungoes-PCSD*.
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Para o PC'N, Kanzow et al [25] propuseram uma fungdo de mérito que fornece
uma cota de erro global sob a condicio de F' ser P—uniforme, veja (2.19). Nat-
uralmente, esperamos que exista uma funcdo de mérito para o PCSD que tenha
esta propriedade. Com este objetivd, propomos a seguinte classe de funcdes para o

PCSD
9(z) = ¢(z, F(z)), (4.3)
com ¢ : § X § —» IR definida por
¢(a,b) = tho« (sym[ad]) + +(a, b), (4.4)
onde 1o+ : S —> [0, 00) é continua tal que
o+ (t) = 0 se, e somente se, t <0, (4.5)
eh: S xS —[0,00) é continua tal que
¥(a,0) =0, {(a,b) <0 se, e somente se, (a,b) € L x K, (a,b) =0. (4.6)
Esta classe de funcdes é extensdo do PCN [25].
Este capitulo é organizado como segue. Na segunda se¢ao, mostramos que a nova,
classe de funcdes constitui um problema de minimizagao, dado por (4.1), equivalente
ao PCSD. Na se¢ao 3, provamos que g fornece cota de erro global sob a condigao

de F' ser P-uniforme. Na se¢do 4, mostramos que os conjuntos de nivel de g sdo

limitados sob certas condicdes.

4.2 Problema de otimizacao equivalente

Nesta secao, mostramos que o problema de otimizagao irrestrito constituido por
esta funcio é equivalente ao PCSD.

O seguinte Lema mostra que a fungdo dada por (4.3)-(4.6) é uma fun¢do-PCSD*.
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Lema 4.2.1 Para quaisquer o satisfazendo (4.5) e v satisfazendo (4.6), a funcdo
¢ dada pela equacdo (4.4) é uma funcdo-PCSD* ndo-negativa.

Prova. Como %y« € 1% sao fungdes ndo-negativas, por defini¢io, entdo ¢ é nao-
negativa. Agora, vamos provar que ¢ é uma funcio-CSD*. Suponha que ¢(a,b) =
0. Como 1y« e 1 sdo ndo-negativas temos que 9o« (symlad]) = 0 e (a,b) = 0.
Mas, pela definicao de 1+ temos que symfab] < 0, o que implica, pelo Lema 1.2.5
(b), (a,b) < 0, e portanto, pela definicdo de 1), temos que a,b € K, {(a,b) =
0. Reciprocamente, sejam a,b € K e (a,b) = 0. Pelo Lema 1.2.5 (c), temos que
ab = 0 e ba = 0. Logo, sym[ab] = 0 e portanto pela defini¢do de 1+ temos que
o+ (symlab]) = 0. Agora, pela definicdo de %, 9(a,b) = 0. Assim, ¢(a,b) = 0.

Portanto ¢ é uma funcao-PCSD*. m
O préximo teorema estabelece a equivaléncia entre o PCSD e o problema de
minimizag¢io dado pela equagdo (4.1) onde f é definida por (4.3) a (4.6).

Teorema 4.2.1 Seja ¢ : S x § — IR definida por (4.4) com o€ 9 verificando
(4.5) e (4.6), respectivamente, e f:S — IR dada por (4.3). Entdo, f € ndo-negativa.

Além disso, f(x) =0 se, e somente se, z é solu¢do do PCSD.

Prova. Segue diretamente do Lema 4.2.1. =

A seguir daremos alguns exemplos de g« e 9.
Exemplo 4.2.0.4 . Seja g+ : S — [0, 00) definida por

1 2
Yo+ (¢) = §||[t]+|| ; (4.7)
e sejam Py e Py : S X S — [0,00) definidas por
1
Pi(a,0) = 5 (NE=aleI” + =00 1%)
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@) = 5 (IVFFE—a— 7).

E claro que o+ satisfaz (4.5). Observe que 95,7 = 1,2 sdo definidas como
no Capitulo 3, Exemplo 3.2.0.1, satisfazem (4.6) e sdo diferencidveis. O préximo

resultado mostra que 1« é diferencidvel.

Lema 4.2.2 A funcdo o, dada no FEzemplo 4.2.0.4, ¢é diferencidvel e suas

derivadas parciais s@o:

Vatbor (sym[ab]) = sym [[sym[ab]]+b] e Vb (symlad]) = sym [[sym[ab]],a].
Prova. Fixe (a,b) € § x S arbitrdrio e tome r = sym|ab] e ' = sym[(a + u)b].
Para qualquer u € S, temos que

[0 (') = o (r) = ([r]1, 7" = 7))
1 1 ,
= M~ P — (b )
= [([r"}s = [rl4, 7" =)l
< Ml = Il = rlE < Qe =1, (4.8)
onde 7" = (1 — ¢)r + tr' para algum ¢ € [0,1]; a segunda igualdade segue da dife-

renciabilidade de ||[-],||* e do teorema do valor médio, a primeira desigualdade usa

Cauchy e a tltima usa a ndo-expansividade de [-].. Mas
r'—r=bu+ub= 0 (|ul]), (4.9)
ent&o, da primeira igualdade de (4.9) temos

<[T]+7 '~ T) = ([Sym[a'b]]+7 bu + U’b>
= ([sym[ab]] ;b + b[symlab]], u)
= (sym [[symlabll, 1] , u). (4.10)
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Portanto, por (4.8), (4.9) e (4.10) temos que

[0+ (symn[(a + w)b]) — o (symlabl)| = (sym [[symlab]]+ 8] , u) + o([|u])),
implicando que
Vatho (symlab]) = sym [[sym[ab]] ;] .
De forma andloga obtém-se que
Vor (symlab]) = sym [[sym[ab]|a] .
E para quaisquer u,v € S,
Yo (syml(a + w)(b+v)]) — o+ (sym|ab])

= (Vathor (sym[ab]), u) + (Vythor (symlab]), v) + o(||ull) + o([|v]])-

Assim, g« é diferencidvel. m

Usando as func¢oes dadas no Exemplo 4.2.0.4, apresentamos alguns exemplos de

fungdes-PCSD*. Sejam ¢;, i =1,2: S x § — [0, 00) definidas por
$1(a,b) = o« (symlad]) + 11 (a, d),
da(a,b) = o (sym[abd]) + 1p2(a, b),

A funcles ¢;, © = 1,2 sdo diferencidveis. Observe que temos dois casos especiais de
g, ou seja

gi(z) = ¢i(z, F(z)),i =1, 2. (4.11)
4.3 Cota de erro

Nesta secao daremos condigoes sob as quais g fornece uma cota de erro para o

PCSD. O termo g (sym[zF(z)]) é a chave para achar a cota de erro. No Capitulo

81



3, mostramos que f definida por (3.1)-(3.2) fornece cota de erro global se F' é
fortemente mondtona. Aqui, mostraremos que a fungio de mérito g definida por
(4.3) -(4.6) fornece uma cota de erro global para o PCSD sob condicdo mais fraca,
ou seja, quando F' é uma fung¢do P—uniforme.
Seja
h(z) = [llsym[zF @)+ ]| + =2l | + II-F ()] |-
A seguir mostraremos que h fornece uma cota de erro global para o PCSD.

Lema 4.3.1 Suponha que F' é uma fung¢io P-uniforme. Se T é a tnica solucdo do

PCSD. Entao eziste uma constante a > 0 tal que
ollz - 7||* < h(z),
para todo © € S.

Prova. Sejap € O. Como F' é uma fungdo P-uniforme, existe uma constante >0 -

e um indice 7 tal que
2p ||z —|* < [p(z — 2)(F(z) = F@)p" +p(F(z) - F@) (& —2)p i, (4.12)
para todo z € §. Além disso, como T é solu¢do do PCSD,
Ai(Z) > 0, \(F(Z)) >0, ZF(Z) =0, V 1, (4.13)

onde as duas primeiras expressoes seguem do fato de T = 0 e F(Z) = 0, e a terceira
expressdo segue do Lema 1.2.5 (¢). E, pelo Corolério 1.2.1, podemos tomar p tal

que

pTp’ = diag{\(ZT),..., \(Z)} (4.14)
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pF(@)p" = diag{\(F()), ..., \(F(@))). (4.15)

Portanto, para todo z € S,

[p(e — 7)(F(z) — F()p" +p(F(z) — F(7))(z - 7)p" ) =

[symipaF (@], ~ [symipar (@)™, — [symipF(@)ep"]],

= [symlpaF @01, + [symlpm” (-pF (@) )], + [symipF @)" ("],
[ (@)

sym|pzF(z

i

D ] +2)\ [—pF pT] +2M(F(z [—pa:p ]
< 2[p(sym[zF (-'L“)])pT] Jii + 4@ [[-pF (2)p" )i + 4N (F (@) [[—p2p" |1 )i
< 7 ([p(symlzF(=))p" 1] A =P )4l + [—p2p"]4Jis)

= 7 ([plsymleF ()" + [Pl-F@)]p7]_+ [pl=2li0"].) (4.16)

onde a primeira igualdade segue da terceira expressio de (4.13), a terceira igualdade

segue de (4.14) e (4.15), a primeira desigualdade usa o fato que
2[a)y =a,VaesS, (4.17)
e a ultima desigualdade segue definindo 7 da seguinte forma
7 1= max{2, 4 (%), 4\ (F(Z))} > 0.
Entéo, combinando (4.12) e (4.16), obtemos
2p llo —zl* < 7 (llsym[zF @)+l + =zl | + |[=F @)+ 1) = rh(=),
que é a desigualdade desejada. m

A seguir mostraremos uma relagao entre h e g, e com isso g fornece uma, cota de

erro global para o PCSD.
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Teorema 4.3.1 Suponha que F' é P-uniforme e que

Pos (1) > au||[t]4]?,V T € S, (4.18)

¥(a,8) 2 oz ([[=alll + =01+ )" ¥ (a,0) € S x S, (4.19)

onde o1 e oy $G0 constantes positivas. Entdo existe um o > 0 tal que
h(z) < 2a9(z)? V z€8.

Além disso, se o conjunto solu¢ao do PCSD é nao-vazio, entdo a funcdo g dada

por (4.3)-(4.6) fornece uma cota de erro global para o PCSD.

Prova. Pela hipdtese sob 1y« e v, existem constantes positivas k; e ko tais que

| [symlaF @)]], || < Fatho!? (symlzF (2)])

=zl [l + I=F(@)]+]] < kot (z, F(2)).

Seja o = max{ky, ks }, entdo

Wz) < o(pl(symlaF(z))) + 9" (z, F(z)))

< « (g($)1/2 +9($)1/2) ~ para qualquer z.
Portanto, pelo Lema 4.3.1, g fornece uma cota de erro para o PCSD. m

Pela definigdo das funcdes dadas no Exemplo 4.2.0.4, 1o« satisfaz (4.18) e 1,

satisfaz (4.19). Além disso, pelo Lema 2.5.9, 1), satisfaz (4.19).
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4.4 Conjunto de nivel limitado

Nesta secao, consideramos em que condigoes os conjuntos de nivel

L(y) ={z € S/g(z) <~}

sao limitados para qualquer v > 0.

Para o PCSD, Shibata, Yamashita e Fukushima [30] mostraram que os conjuntos
de nivel da funcdo definida por (2.15)-(2.17) sdo limitados sob a hipdtese de F' ser
P-uniforme e F'(z) = w(Apnae(z)), onde w(t) é tal que Jim lw(®)|| /t* = 0 e Anas(z)
é o maior autovalor de x € S. Devido a definicdo da g, o préximo resultado mostra

que os conjuntos de nivel de g sdo limitados desde que F' seja P-uniforme apenas.

Teorema 4.4.1 Suponha que F' é uma funcdo P-uniforme e considere ¢ definida
por (4.4) tal que o satisfaz (4.18), e g definida por (4.3). Entdo os conjuntos de

nivel de g sdo limitados para todo v > 0.

Prova. Suponha que para algum v > 0 o conjunto de nivel de g, L(), é ilimitado.
Entdo existe uma sequéncia ilimitada {z*}C L(7) tal que ”x’“” — 0o. Como F' é

uma func¢do P-uniforme, existe um indice 4 tal que
[p(a" F(a*) — 2" F(0))p" + p(F(a*)a" — F(0)2*)p" )i = 2ull=®|I%, (4.20)
onde u é uma constante positiva e p é uma matriz ortogonal. E,
sym|z*F(0)] = of||z*||*). (4.21)
Logo, segue que, de (4.20) e (4.21)

[psym[z* F(z%)]p" )i > 2ul|2%]|%.
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Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ||z*||?> e tomando o limite,

temos que

lim ing YT F @)])p i

s Ik =0

Assim, existe um indice 7 tal que [p(sym(z*F(z*)])pT}s — oo. Entdo por (4.18)
temos que g (sym[m’“F(x’“)]) — 00, segue que g(z*) — oo, 0 que contradiz o fato

que {z*}C L(7) =

A seguir, apresentaremos outra condicdo que garante a limitacdo dos conjuntos

de nivel de g. Para isso introduzimos outra classe de funcao-R,.

Definicao 4.4.1 Dizemos que a funcio F' : § — S ¢é wma funcdo-Rya, se para

qualquer sequéncia {z*} satisfazendo

_pk _ k
6] — 00, T2 o EFE e (4.22)
=] Gl

e para qualquer p € O existe um 1 tal que

k k 7.
N o )
e E

> 0. (4.23)

Esta classe de fungoes é uma extensio da classe utilizada no PCN [5, 8, 25]. A
seguir mostraremos a relagdo entre as classes de fungdes- Ry no sentido das Definigoes

3.4.1e4.4.1.
Lema 4.4.1 Seja F': S — S. Se F' € uma funcdo-Ry,, entdo F' é uma fungdo-Rys.

Prova. Note que

max;[p[sym|zF F'(*)|]p i
[kl

k k
lim inf ____(:1; , F(z7))

> 0.
koo |lzH]

> 0 = liminf
k—o00
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Entao, pelas Definicées 3.4.1 e 4.4.1, uma fungéo-Ry; é uma funcio-Ry,. m

O préximo Teorema é uma extensdo do resultado obtido por Kanzow, Yamashita,
e Fukushima para o PCN [[25], Teorema 4.2]. A demonstragao é uma modificacio

dd Teorema 3.4.2.

Teorema 4.4.2 . Suponha que F' é uma fun¢do-Ry, e considere ¢ definida por (4.4)
tal que - e 2 satisfazem (4.18) e (4.19), respectivamente, e g definida por (4.3).

Entdo os conjuntos de nivel de g sdo limitados para todo y > 0.

Prova. Suponha que para algum v > 0 o conjunto de nivel de g, £(7), é ilimitado.
Entdo existe uma sequéncia ilimitada {z*¥}C L(7) tal que ”:c’“” — o0. Pela, condico
(4.19) temos que as sequéncias de minimo dos autovalores de {z*} e {F(z*)} sdo

limitados inferiormente. Portanto,

[—=*]4

[—F(x’“)]+
gl -0

—0
(|

Logo, por hipétese, para p ortogonal, temos (4.23). Assim, existe um indice 4 tal

que [p(sym[z*[F(z*)])pT]ii — oo. Entéo, por (4.17) e (4.18), temos que
o (sym(z*F (z*)]) = oo,

e consequentemente g(z*) — oo, o que contradiz o fato que {z*} C L(v). Portanto,

os conjuntos de nivel L(v) sdo limitados. m

Note que se F' é uma funcao-Ry, pelo Lema 4.4.1, entdo F' é uma funcao-Rys.
Assim, as hipéteses para F' no Teorema 4.4.2 sdo mais fracas do que a do Teorema
3.4.2. Além disso, pela Proposicdo 3.4.1, os conjuntos de nivel de g sfo limitados

quando F' é monétona e o PCSD é estritamente vidvel.
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Conclusoes

Neste trabalho estendemos alguns resultados do PCN [5, 25, 27| para o PCSD.

No Capitulo 3, apresentamos novas propriedades para a classe de fungdes Luo e
Tseng, estendida por Tseng [32]. Utilizando-se da teoria do PCN, generalizamos
para o PCSD os conceitos de fungoes-Ry; e Ryg; e matrizes regulares e estritamente
reuglares. Mostramos que f definida por (3.1)-(3.3) tem conjuntos de nivel limitados
desde que F' seja uma funcio-Ry; e que qualquer ponto estaciondrio é solucio do
PCSD se, e somente se, z é regular (ou estritamente regular), condi¢oes estas mais
fracas do que as obtidas anteriormente para o PCSD [32; 38]. Também apresenta-
mos dois algoritmos baseados nesta classe de fungdes para resolver o PCSD, para
o caso onde a fungdo de mérito f é definida com ¢y € ¥y e 9 € ¥, ; provamos
a convergéncia global sob a hip6tese de F' ser fortemente mondtona. Além disso,
adicionando as hipGteses de F' e VF(x) serem Lipschitz continuas, provamos a con-
vergéncia para o caso onde a funcdo de mérito f é definida com ¢y € Yye o €
v, .

No Capitulo 4, propusemos uma nova classe de funcées de mérito para o PCSD
e obtidas algumas propriedades. Em particular, mostramos que ¢ definida por (4.3)-
(4.6) fornece cota de erro global e tem conjuntos de nivel limitados sob a condicao
de F' ser P-uniforme. Além disso, garantimos a limitagdo dos conjuntos de nivel de

g se I' é uma funcao-Ryy, condicdo mais fraca do que F' ser uma funcao-Fy;.
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Por outro lado, substituindo o segundo termo da fun¢io g, definida por (4.11),

pela fun¢do Fischer-Burmeister quadrada obtemos a seguinte funcio

1 1
U(z) = Sllsym[zF @] ]* + Slly/2* + (F(2))* - 2 = F@)|%,
onde o segundo termo de I(x), pelos Lemas 2.5.2 (b) e 2.5.9 satisfaz, respectivamente,

22+ (F(x))?—z—F(z) =02k Fl@) ek, (z,F(z)=0

HIEE

Logo, [ goza das mesmas propriedades que g. Além disso, [ é uma extensdo da

"> 21% (=2l [l + [=F ()] 1D -

fungéo de mérito do PCN obtida por Yamada, Yamashita e Fukushima [36].

A seguir apresentaremos algumas sugestoes para pesquisas futuras:

1. Para o PCN, Yamada, Yamashita e Fukushima (2000) propuseram um algo-
ritmo que converge desde que F' : IR" — IR" seja apenas mondtona. Uma,
questao em aberto é a obtencao deste resultado, baseado na classe de fungoes

Luo e Tseng, com ¢y € Yge € VU .

2. Sabemos que se F': IR" — IR" é uma funcdo P-uniforme, entao F' é um funcio-
Ryo. Esta em aberto, para o espago das matrizes simétricas, a verificacao desta
propriedade e a existéncia do PCSD sob a condi¢do de F' ser P-uniforme

apenas.

3. Para o PCN, Yamada, Yamashita e Fukushima obteram um algoritmo que
converge sob certas condicoes, em particular sob a condicao de F'ser fortemente
mondtona. Usando a nova classe de fungdes ou a fungdo {(x) seria desejivel

obter resultados similares quando F' é P-uniforme.
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