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Nós consideramos o Problema K(x)u,, = ut , O < x < 1, t 2 0, onde K(x) 

é limitada inferiormente por uma constante positiva. A solução no bordo x = O é 

uma função conhecida g e u, (O, t )  = O. Este problema é um problema mal-post o no 

sentido que uma pequena perturbação no bordo, pode produzir uma grande alteração 

na solução, se ela existir. Isto significa que se a solução existe, ela não depende 

continuamente da condição g no bordo. Nós consideramos soluções u(x ,  e )  E L2(R) 

e usamos um Método Wavelet-Galerkm com a Análise de Multiresolução de Meyer, 

para filtrar as altas freqüências e obter problemas aproximantes bem postos nos 

espaços de escala V,. Nós derivamos também uma estimativa para a diferença entre 

a solução exata do problema e a projeção ortogonal, sobre V,, da solução do problema 

aproximante definido em V, 
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We consider the problem K(x)u,, = ut , O < x < 1, t 2 0, where K(x)  is 

bounded below by a positive constant. The solution on the boundary x = O is a 

lcnown function g and u,(O, t )  = O. This is an ill-posed problem in the sense that a 

small disturbance on the boundary specification g, can produce a big alteration on 

its solution, if it exists. This means that if the solution exists, it does not depend 

continuously on g. We consider solution u(x, .) E L2 (R) and we use a Wavelet- 

Galerkin Method with the Meyer Multiresolution Analysis, to filter away the high- 

frequencies and to obtain well-posed approximating problerns in the scaling spaces 

V,. We also derive an estimate for the difference between the exact solution of the 

problem and the orthogonal projection, onto V,, of the solution of the approximating 

problem defined in V,-i. 
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O método de Galerkin clássico consiste em aproximar um espaço de Hilbert 

separável, por espaços de dimensão finita gerados pelos n-ésimos primeiros elementos 

da base. Estes espaços são chamados espaços aproximantes. Quando os espaços 

aproximantes no método de Galerkin são os espaços de escala de uma Análise de 

Multiresolução de L2(R) de bases ortonormais de Wavelets (portanto, espaços de 

dimensão infinita), o método passa a ser chamado Método Wavelet-Galerkin. Este 

método foi introduzido por Glowinski [15]. Aplicações deste método podem ser 

vistas em 1141, [18], [22], [31], [37], [38] e [39]. 

A teoria de Wavelet tem sido muito aplicada à equações diferenciais, como 

método de aproximação. Vide, por exemplo, [I], 121, [5], [6], 1141, [15], [16], [17], 

[H], [22], [32], [34], [37], [38], [39], [41] e [42]. Em particular, no estudo da equação 

do calor, como em [14], [18], 1371, [38], 1391 e [41]. Por exemplo, Shen e Strang [41] 

estudaram as soluções fundamentais wavelets para a equação do calor (as Heatlets) , 
ou seja, estudaram propriedades básicas da solução do problema de calor clássico 

sujeito a uma condição inicial dada por uma wavelet. Em 1141, [37], 1381 e 1391, um 

Método Wavelet-Galerkin, com a wavelet de Meyer, é usado no estudo da equação 

clássica do calor. Reginska em [38] e [39] considera um problema de Cauchy para 

a equação do calor com condição em x = 1 e busca uma solução em O 5 x < 1. 

O método utilizado é um método wavelet-Galerkin com a análise de multiresolução 

de Meyer. Os problemas aproximantes são problemas de Cauchy clássicos cujas 

soluções são dadas pela teoria de sernigrupos. 

Neste trabalho estaremos interessados no seguinte problema 

Nós consideramos que o problema (I) tem uma solução u(x, .) E L2 (R) e 

estendemos u(x, t) e a condição no bordo g para t E R assumindo que ambas se 

anulam para t < 0. 



O problema (I) é um problema mal posto, no sentido que uma pequena pertur- 

bação da condição g no bordo, pode produzir uma grande alteração na solução, se 

ela existir. Isto significa que se a solução existe, ela não depende continuamente1 da 

condição g no bordo. 

Nós consideraremos a Análise de Multiresolução de Meyer, que será construída 

no capítulo 3. A vantagem de usar a wavelet de Meyer é que ela tem "boa localiza- 

ção" na frequência, já que sua transformada de Fourier tem suporte compacto. A 

projeção ortogonal sobre os espaços de escala de Meyer, pode ser considerada como 

um filtro de passa banda, cortando as altas freqüências. Utilizando um método 

Wavelet-Galerkin com a Análise de Multiresolução de Meyer, regularizamos o mau 

condicionamento do problema, aproximando-o por problemas bem-postos nos es- 

paços de escala V,. Nós obtemos uma versão da desigualdade de Gronwall, dada 

no lema 4.3.1, que permitirá obter uma estimativa para a freqüência da solução do 

problema (I). 

Da formulação variacional do problema (I) em V, , nós obtemos um sistema 

infinito de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem com coeficientes 

variáveis. Uma estimativa obtida no lema 4.3.3, para a solução deste problema de 

evolução, é usada para obter a estabilidade do método wavelet-Galerkin, dada no 

teorema 4.3.4. Fazendo uso de uma estimativa obtida para a diferença entre a solução 

exata do problema (I) e sua projeção ortogonal sobre V,, dada na proposição 4.4.1, 

nós obtemos uma estimativa para a diferença entre a solução exata do problema 

(I) e a projeção ortogonal, sobre V,, da solução do problema aproximante definido 

no espaço de escala 5-1. Este é o resultado da convergência do Método Wavelet- 

Galerkin utilizado, com uma estimativa de erro, obtido no teorema 4.4.3. 

Até onde foi visto, só Reginsla em [38] e [39] trabalha com algo parecido. 

O problema tratado por Reginska é um problema inverso para a equação do calor 

com coeficiente constante. Neste caso, a formulação variacional no espaço de escala 

V,, do problema aproximante, gera um sistema infinito de equações diferenciais 

ordinárias de segunda ordem com coeficientes constantes, cuja solução é dada em 

termos de sernigrupos de operadores. Desta forma ela obtém a estabilidade e a 

convergência do método aplicado ao seu problema. 

O presente trabalho está disposto da seguinte forma: 

lVer capítulo 4. 



No capítulo 2, nós damos uma introdução à Transformada de Fourier e à teoria 

das distribuições. No capítulo 3, nós apresentamos a teoria de Wavelet e Análise 

de Multiresolução, necessária ao presente trabalho, e construímos a Análise de Mul- 

tiresolução de Meyer. No capítulo 4, nós obtemos as estimativas da estabilidade 

numérica e da convergência do método wavelet-Galerkin aplicado ao problema (I). 

Algumas provas no capítulo 2 poderiam ser suprimidas. Entretanto, optamos por 

apresentá-las com o objetivo de tornar o texto o mais auto-suficiente possível, para 

ser usado como consulta. Apenas alguns resultados clássicos de Análise Funcional 

e Medida e Integração, como o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue 

e o Teorema de Fubini, entre outros, não são demonstrados. No capítulo 3 foram 

feitos todos os detalhes, por se tratar de uma teoria bastante recente e várias 

demonstrações não serem encontradas explicitamente na literatura. 

Os resultados do capítulo 4 foram apresentados na "FIFTH MISSISSIPPI 

STATE CONFERENCE ON DIFFERENTIAL EQUATIONS AND COMPUTA- 

TIONAL SIMULATIONS", realizado na Mississippi State University, e no "IN- 

TERNATIONAL WORKSHOP ON NUMERICAL LINEAR ALGEBRA, NUMER- 

ICAL METHODS FOR PDEs AND OPTIMIZATION", realizado em Curitiba e 

submetido para publicação no Electronic Joumal of Diflerentzal Equations. 

Nós usaremos as notações e" e expx sem distinção. 



2 TRANSFORMADA DE FOURIER E TEORIA 
DAS DISTRIBUIÇ~ES 

Neste capítulo nós apresentaremos a Transformada de Fourier numa versão sufi- 

cientemente geral para as necessidades do presente trabalho. Mais especificamente, 

apresentaremos os resultados mais importantes da teoria de distribuição e da trans- 

formada de Fourier de distribuições, que fazem parte das preliminares no estudo de 

wavelets e de Equações Diferenciais Lineares. 

Na seção 2.2 nós introduzimos o espaço de Schwartz e a transformada de Fourier 

neste espaço. Na seção 2.3 nós mostramos que a transformada de Fourier é um 

operador linear contínuo do espaço de Schwartz nele mesmo. Na seção 2.4 nós es- 
1 tendemos a transformada de Fourier F ao espaço L2 (Rn) e mostramos que - n F  

( 2 ~ )  = 
é um operador unitário no L2 ( R n ) .  Na seção 2.5 nós introduzimos o conceito de 

distribuição e de distribuição temperada. Na seção 2.6 nós damos o significado de 

derivada no sentido das distribuições. Na seção 2.7 nós apresentamos a transfor- 

mada de Fourier de uma distribuição e na seção 2.8 nós definimos a derivada da 

transformada de Fourier de uma distribuição. Referências para esse capítulo são [3], 

WI, [361 e WI. 

2.2 A TRANSFORMADA DE FOURIER E O ESPAÇO 
DE SCHWARTZ 

Definição 2.2.1 : A Eansfomnada de Fourier é o operador F definido por 

( F  f )  ( E )  = f ( E )  := f ( x )  e-"rpdx 

Rn 

onde x significa o produto interno, em R", entre x e J .  

Proposição 2.2.2 : V f E L1(Rn), f̂  está definida e m  Rn, é con thua ,  limitada e 

vale 

I I ~ I I S U P  5 I l f  U L ~ ( R - )  (desigualdade de  Besseí)  



Prova : Fixado J E IES" a função x H f (x) e-ix'( é integrável, pois 

f está bem definida e l f ( J ) ~  < I l f l l L ~  V (  E Rn. Logo, f élimitadae 

Mostremos que f é contínua. Seja Em + 5 no R". Logo 

f (x) -+ f (z) e-ix.( V X E R ~  

então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, 

isto é, 

f (Em) + f (0 
Logo, f é contínua. H 

Da proposição 2.2.2 podemos dizer que .F : (L' (Rn) , ll.llL,) + (ca (Rn) , I I . I I ~ , ~ ) ,  

onde Cb(Rn) :={ f E C (Rn) / f é limitada). É fácil ver que .F é um operador lineax, 

e a desigualdade de Bessel mostra que ele é contínuo (limitado) e Il.FII < 1. 

Exemplo 2.2.3 : Considere f = x : R -+ R. Temos 
b > b I  

ou seja 

Logo, f é contínua e satisfaz 



pois 1 e-"'t-e-"'(I < 2. Entretanto, f L' (R) [ Por exemplo, para a = -1 e b = 1, 

temos 

+m 

e 1 d[ diverge 1. Portanto, F o .F não está definida no L' (Rn). 
o 

Precisamos de um espaço menor S C L1 tal que F(S)  = S e 3 (TIs)-' 

Teorema 2.2.4 (Lema de Riemann-Lebesgue) : V f E L1(Rn), temos 

lim f(<) = O 
Itl++m 

OU seja, 

.3 : L' (Rn) -+ C, (Rn) := {g E C(Wn) I lim g (E) = O) 
Itl++@J 

Prova : Seja S = Ilx . xIn, cada Ij sendo um intervalo em R. Então 

Como x E L1(R) V j = 1, a ,  n , então, pelo teorema de Fubini, X, E L1(Rn) 
I j  

e 2, (E) = ZIl (El) . - 2, (E,) E C&(Rn) . Como 2 E Cw (R) (conforme vimos no 
I j  

exemplo anterior), então 2, E Cw (Rn). 

m 

Seja f uma função simples, no sentido dos retângulos de R", isto é, f = C cjxs 
i 

onde Sj é retângulo limitado do R", m < +oo e c, E C. ~ntão", como 

.3 : L' (Rn) -+ Cb (Rn) é operador linear, f E Cw (Rn). 

Seja agora f E L1(Rn) qualquer. Então 3 fm simples, no sentido dos retângulos 

limitados de R", tal que 

A 

Como as fmls são simples, então, conforme vimos acima, fm E Cw(Rn). 



o que mostra mais uma vez que f é contínua e 

iim f (E) = O 
IEI + +" 

Observação 2.2.5 : Sabemos agora que F leva L' (W) em Cw(W). Note que 

a prova do teorema 2.2.4 (Lema de Riemman-Lebesgue) contém uma prova que 

F : L1 (Rn) Cw (Rn) é operador linear contínuo. 

Proposição 2.2.6 : Se f E L1(Rn) e xj f E L1(Rn) para j = 1,. . , n, então 

V E E IR? existe & f (E) e 
a -f(E) = -ixjf (E) aEj 

Prova : Note que devemos mostrar que 

De fato, isto decorre do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, usando 

as hipóteses de que a f E L1 (Rn) e xj f E L1(Rn) para j = 1,. . , n. 

Definição 2.2.7 : a = (al, . , a,) , olj inteiro não-negativo. a é chamado um 

multi-indice, e o operador 

é chamado operador diferencial de ordem Ia[. 

Definição 2.2.8 : O espaço de Schwartz é definido por 

S(Rn) = {f E C"(Rn) /V polinômio p e multi-índice a, p(x)aff f é limitada em R") 

Observação 2.2.9 : 1) Sabemos que para todo polinômio p, lim (p(x)( = oo. 
1 ~ 1 -  

Logo, todas as derivadas parciais de f E S(Rn) devem tender a zero mais rápido 

que para qualquer polinômio p, quando Ix I -+ oo. 
P(X) 

2) Como todo polinômio é do tipo cBxp, onde ,8 é um multi-índice, então 
I P l l m  

temos 

S(Rn) = { f E C"(Rn) /V a, ,8 multi-índices, a função x a P  f é limitada em R") 



Proposição 2.2.10 : Se f E S(Rn) então 'd a multi-indice, 

Prova : 'd 0, a' multi-índices, 

Mas, xPaaf "' f é limitada, já que f E S (Rn). 

Lema 2.2.11 : E L P ( R ~ )  se m p > f  
(l+IxI")" 

Prova : 

já que o integrando é contínuo, logo limitado em B1(0) que tem medida de Lebesgue 

finita. Agora, 

1 1 

Tomando coordenadas esféricas, em IRn, 

x = rw , r E [O, +m)  , w E sn-' (es f era unitária em Rn) : . dx = rn-'dr dw 

temos 

onde c é a medida de Lebesgue da esfera Sn-l. Portanto, se 2mp > n, temos 



Proposição 2.2.12 : S(Rn) C LP(Rn) V 1 5 p 5 + m  

Prova : Seja f E S(Rn). Temos 

n 

onde cm = 1 1  (1 + IXI')" f l l s u p  < +m. De fato, (x12 = x: é polinôrnio. Logo, 
i=l 

p(x) = (1 + / x /2)m é polinôrnio. Como f E S (Rn), p(x) f é limitada. Logo, 

o que prova2 (1) 

Agora, dado 1 5 p < +m, tome m tal que m > g. Portanto, por (1) e pelo 

lema 2.2.11, temos 

Observação 2.2.13 : Note que a demonstração de (1) confirma a obser- 

vação 2.2.9(1) que se f E S(Rn), então 'd polinôrnio p e 'd multi-índice 

a! lim p(x) da f (x) = O e em particular lim f (x) = 0. 
I X I - + + ~  Ixl-- 

Teorema 2.2.14 : Se  f E S(Rn) então f̂  E S(Rn) e valem 

Mais geralmente, 'd a! rnulti-z'ndice, segue-se, por indução, 

iii) P f (c) = (-i) lalxa f (E) 

Prova : i) Já provamos para f E L1(Rn) e xj f E L1(Rn). Como S(Rn) c (Rn) e 

se f E S(Rn) então xj f E S(Rn) , temos que (i) vale. 



af ii) Já vimos que ã5; 
h 

a f E S(Rn) C L'(Rn) . 3 BT; (c) e, por definição, 

onde na última igualdade aplicamos Fubini, já que 

af / x e i x  ax j x = / ( )  úx < +m , pois - E s(ùin) C L'(IK>) dxj dxj 
R" R" 

Agora, pela fórmula de integração por partes, temos 

[onde integramos em [-a, a] , a -+ +cal. Assim, substituindo em (2) e aplicando 

novamente o teorema de Fubini, temos 

Falta provar que f E S (Rn). De fato, 

onde a primeira igualdade é por (iii), e a segunda é por (iv). 

Agora, llij ll,,, < Ilg l l v < w )  V g E L' (Rn) (pela desigualdade de Bessel - proposição 

2.2.2). Logo, 

IcPaaf (E) I I I  @(xaf)  I I L ~ ~ )  < +w v 
g E S c L 1  



Definição 2.2.15 : O suporte de uma função f é o fecho do conjunto {x / f ( x )  # 0) .  

Notação : supp f 

Definição 2.2.16 : V(Rn)  := C,"(Rn) = { f E C"(Rn) / supp f é compacto ). 

f E V(Rn) é chamada uma função teste. 

Proposição 2.2.17 : Se f E C,"(Rn) então 'd multi-5ndice a e 'd polinômio p(x) 

tem-se p(x)da f E C," (Rn), com supp (p(x)daf)  C supp f . Além disso, C," (Rn) C 

S (Rn). 

Prova : Sejam f E C," (Rn), supp f = K e G O complementar de K. Logo, f I 0. 

Como f E C,OO(Rn) então K é compacto em Rn :. K é fechado :. G é aberto. 

Portanto, 

af f f  l G  = O (3) 

Para todo polinômio p temos 

e se p ( x ) ( d f f  f ) (x)  # 0, então, por (3), x  E K. Logo, supp (p(x)aff f) 2 K , 
portanto, compacto (já que o suporte de uma função é fechado). :. p(x)dfff é 

limitada por Ilp(x)afff I K  llsup. ... f ES(Rn). . 
2.3 CONVERGENCIA NO ESPAÇO DE SCHWARTZ 

Uma seminorma num espaço vetorial V é uma função p : V -+ [O, +a) tal que 

P(V + w) I P( v)+p(w) V V , W  E V  

P(CV> = I4 P ( V )  V c escalar 

Para uma seminorma p ser uma norma falta p(v) = O & v  = 0. 

são serninormas no espaço de Schwartz. Note que não são normas, pois 3 f $ O 

com xPdff f = O. De fato, basta tomar, 



Defina 

Para todo m E N, Pm é uma norma. De fato, é claro que a soma finita de seminormas 

é serninorma. Logo, Pm é serninorma. Agora, se Pm(f) = O então f = 0, pois 

- Ilx(03..~,o)a(O?~-~'O) f 1 1  = 1 1  f llsu, P m ( f )  = C I l f  Ilff,p IlfSl(0 ,..., O,(O ,..., O) - SUP 

Definição 2.3.1 : Dada uma seqüência (f,) em S(Rn) e f E S(Rn) , dizemos que 

fn converge para f em S (Rn) se b' a, ,í? multi-índices, 

ou seja, para todo polinômio p e para todo multi-índice a, 

Notação : fn f 

Nós definimos uma convergência em S(Rn) a partir das serninormas fundamentais 

1 1  ll,,B. Esta convergência corresponde a uma métrica. De fato, defina 

d, são métricas em S(Rn). Basta verificar a desigualdade triangular (as outras 

condições são imediatas). Considere a função cp : [O, ~ o o )  -+ [O, 11 dada por 

Temos que cp é não-decrescente (figura 1). 

FIGURA 1 



Defina agora 'd f ,  g E S (Rn) 

Como dm são métricas em S(Rn), então d também é métrica em S(Rn) e temos 

Proposição 2.3.2 : A inclusão S(Rn) v LP(Rn) é continua para 1 5 p < 300, 

isto é, 
S 

f i c - f  = = = + f i c A f  

Prova : Seja 1 5 p < +m e fke m > $. Então, como vimos3 na prova da proposição 

' f ===+ ( l + I ~ I ~ ) ~ f i c  
uniformemente 

.'. fk ' * I l f k  - f I \ L P  O 

Lema 2.3.3 : Se jam I intervalo em R e f k  E C1(I) tal que 

Então f E C1 e f l=g.  

3Vale para p = +m. 



Prova : Seja x E I. Como f; + g uniformemente em I, temos 

uniformemente 
g é contínua, já que f; é contínua Vk e f; g. Logo, f E C1. H 

em I 

O objetivo agora, é mostrar que a transformada de Fourier .T : S(Rn) -+ 

S (Rn) é um operador linear contínuo. A ferramenta básica usada na demonstração 

que apresentaremos é o Teorema do Gráfico Fechado (teorema 2.3.10). Portanto, 

devemos provar primeiro que o espaço de Schwartz é um F-espaço (ver definição 

2.3.6). Isto será feito nos resultados a seguir. 

Teorema 2.3.4 : S(Rn) é completo. 

Prova : Seja { fk)& uma seqüência de Cauchy em S(Rn) . Então V a ,  ,8 multi- 

índices, { x P P  f,)" k=l é uma seqüência de Cauchy uniforme no espaço 

(%(Rn) := { g  : R" + @ / g é contínua e limitada) 

Esse espaço é completo na norma do sup. Logo, V a, p multi-índices, a sequência 

{x@a"k)" k=l converge em Cb(Rn). Em particular, tomando = (0, . . . , O )  temos 

que V a = (al, . , a,) a seqüência 8" fk converge em Cb(Rn) para alguma função 

f, E Cb(Rn), isto é, 
fk unif ormemente , 

no Rn fff (4) 

Em particular, se a = (0, . . . , O )  temos 

f k  
uniformemente 

no Rn 
f(0,...,0) := f 

Provaremos que f E S (Rn), que 8" f = f, Vci! e que f i, &f 

Dado a tal que Ia1 2 1 , 3 j = 1, ,n tal que 

a a a =- P , y multi-índice , 1 y 1 = 1 a 1 - 1 ax 



Como (4) vale para qualquer multi-índice, temos 

Portanto, temos 
a 
- pfk = a a f k  

unifo~mernente 

dxj  no R? f f f  

Fixe todas as variáveis, exceto xj. Então de (5) e (6) temos, pelo lema 2.3.3, 

-& f ,  = f,. Por indução sobre lal, obtemos que f E Cm(Rn) e que 

Assim, como V a multi-índice, 

temos V a, ,h' multi-índices, 

Como, {xPaf f  f k  }" IC=~ é uma seqüência de Cauchy (uniforme), então xi*aff f k  converge 

em Cb(Rn) (já que Cb(Rn) é completo na norma do sup). Assim, 

x p d f f  f k  unif o~memente 

no Rn 
xPaaf E cb 

Portanto, f E S(Rn) e, pela definição de convergência em S(Rn), temos 

f k  > f  

Logo, S(Rn) é completo. 

Definição 2.3.5 : Uma métrica d em um espaço vetorial V é dita ser invariante 

por translação se d satisfaz 

Definição 2.3.6 : Um F-espaço é um espaço vetorial topológico na topologia de 

uma métrica completa e invariante por translação. 

A demonstração do teorema abaixo pode ser encontrada em [40]. 



Teorema 2.3.7 (da Aplicação Aberta) : Sejam X  e Y F-espaços. Seja T : 

X --+ Y operador linear continuo. Então T é u m a  aplicação aberta (i.e., se A é 

aberto então T(A)  também é aberto). Em particular se T é uma  bijeção, então T - I  

é continuo. 

Proposição 2.3.8 : S e  X e Y são F-espaços então X x Y é F-espaço na  métrica 

Prova : X  x  Y é completo, e d é invariante por translação. . 
Proposição 2.3.9 : Todo subespaço vetorial fechado de u m  F-espaço é um F-espaço. 

Prova : Todo subespaço fechado de um espaço completo é completo. 

Teorema 2.3.10 (do Gráfico Fechado) : Seja T : X  + Y operador linear, X 

e Y F-espaços. Então são equivalentes as afirmações abaixo: 

1 )  T é continuo 

2 )  O gráfico de T é fechado e m  X  x Y 

3) Se  xn -+ x e m  X  e T x n  + y e m  Y então y = T x  

Prova : 1 ==+- 2 e 3 é óbvio, pois 

G(T)  c X  x  Y é I?-espaço, pois é fechado em X x  Y 

Sejam Pi = PIIG(T) e P. =P21G(T), onde Pl : X x Y -+X e P 2 :  X X  Y --+ Y 

são as projeções, que são contínuas, por 2.3.8. 



Pi é bijeção 1inea.r contínua. Logo, (Pi)-l é contínua, pelo teorema 2.3.7. Logo, 

T = (Pi) o (P$' é contínua. 

Teorema 2.3.11 : S(Rn) é um F-espaço. 

Prova : Como as métricas d,( f ,  g) são, obviamente, invariantes por translação, 

então a métrica d em S (Rn) é invariante por translação. Vamos mostrar que S (IW") 

é um espaço vetorial topológico na topologia da métrica d de S(Rn),  ou seja, se 

f k  ' f e gk ' g  então 

i) fk  + gk ' f  + g  

ii) c,+ -4 c em (C então ck fk ' c f  

Podemos considerar, sem perda de generalidade, f g F 0, pois como a métrica 

em S(Rn) é invariante por translação, temos 

Agora note que se fk , O e Ickl 5 M então ckfk , O. De fato, 

Ilckfkll,,B = lckl Ilfkll,,p - 0 

Assim, se ck + c em (C então ck f k  ,O. 

Teorema 2.3.12 : .F : S(Rn) - S(Rn) é operador linear contfnuo. 

Prova : É claro que o operador é linear. Vamos mostrar a continuidade via teorema 

2.3.10. 

Suponha 



Então, de (7) e proposição 2.3.2, temos fn ' f .~ogo ,comoI l f I I  < I I ~ I I ~ ~ < B ~ >  
S U P  

( teorema 2.2.2 - desigualdade de Bessel) , então 

uniformemente 

no Bn ' f  

Mas, por (8), temos 
uniformemente 

no Bn ' 9  

Portanto, de (9) e (10), temos f = g. Logo, .F : S(Rn) --+ S(Rn) é operador 

contínuo, pelo teorema 2.3.10. H 

Observação 2.3.13 : Já vimos nas proposições 2.2.12 e 2.2.17 que C,"(Rn) C 

S(Rn) C P ( R n ) .  As inclusões são densas no LP(Rn), pois C,"(Rn) é denso4 no 

P ( R n ) .  Agora, as inclusões são estritas. De fato, é claro que nem toda função 

em P ( R n )  é de classe C" (Rn), o que mostra que S(Rn) # P ( R n )  . Para ver que 

C,00 (Rn) # S(Rn) , considere 

f 6 C,OO(Rn) (já que supp f = Rn) e f E S(Rn). Mais geralmente, para todo 

polinômio p(x), p(x) f (x) E S(Rn). De fato, por indução sobre lal, tem-se que para 

todo a e para todo polinômio p(x), 

para algum polinômio q(x). Agora, p(x) e-% é função limitada, para todo polinômio 

~ ( x ) ,  Basta provar para p(x) = x". 

t 2  
Mas, para t E R, tT e-T é limitada, pois 

4~s to  pode ser visto em [7], página 71. 



Observação 2.3.14 : f ( x )  = e-$ é um ponto fixo do operador 

Mostremos que 4 f ( E )  = f (5)  V E E IRn, ou seja, - f = f .  De fato, 
(2x1 = (2n) 2 

l e 1 2  --L ,2 -- =n 2 
f ( x )  = e - T  = e  z . . .  e 2 = f1(xl)  fn(x)  ; f j ( x )  = e - 3  

S . .  f ( E )  = A(E1) - . E([,) 

Logo, basta provar o caso n = 1, isto é, x E R. 

2 
Consideremos então f (x) = e - 2  , x E R. Temos 

x2 

Agora, f ( 0 )  = e -ãdx  = (27r)f (5). Logo, 

1 
- f ( 0 )  = 1 = f (0 )  d o )  = (2a)+ (13) 

Portanto, de (11)) (12) e (13)) temos que f e g satisfazem o mesmo problema de 

valor inicial de 1" ordem. Assim, f = g , isto é, 

-Lz 
'Seja J, = e- 2 dx. Pelo teorema de Fubini, temos J, = (Ji)n. Tomando coordenadas 

polares, mostra-se facilmente que J2 = 2n .' . Ji = ( J2 )  4 = ( 2 ~ )  4. Logo, J, = (2n) %. 



Proposição 2.3.15 : Sejam f E L1(Rn) e h(x) = f ( f )  , r > O .  Então 

h t L1(Rn) e h(<) = rn f ( r [ ) ,  Se f E S(Rn) então h E S(Rn). 

Prova : Basta fazer a mudança de variável f = y . dx = rndy. H 

Lema 2.3.16 : Se f E L1(Rn) e h E L"(Rn) então f h E L1(Rn) e 

Proposição 2.3.17 : Se f ,  g E L1(Rn) então 

Prova : 

:. Posso aplicar o teorema de F'ubini à função f ( ~ ) e - ~ " ' C ~ ( t ) .  Portanto, 

= / f dx H 
Rn 

Definição 2.3.18 : Seja 1 5 p 5 +m definimos J : D(Rn) 4 P(Rn)  por 

1 
J ( f  1 (4 := - f (-4 

( 2 4  



Proposição 2.3.19 : O diagrama abaixo é comutativo 

L1 (Rn) J L1(R") 

isto é, 

ou seja, 

Prova : 

- - &i &E) 

onde na 2% igualdade fizemos a mudança de variável y = -x. H 

Teorema 2.3.20 (Inversão da Transformada de Fourier) : A Transformada 

de Fourier F : S(Rn) + S(Rn) é uma bzjeção cuja inversa F-I é J o F. 

Prova : Como, pela proposição 2.3.19, F o J = J o F ,  então temos 

Portanto, basta provar que 

J o F o F = i d s  



isto é, 'd f E S(Rn), 

1 
f (4 = (,?i)" (f)"(-x) b'z E R" 

Provemos então (14). Seja h(x) = f (f ) , r > O fixo. 'd f ,  g E S(Rn) c L1(Rn), 

Fazendo a mudança de variável rJ = x .'. dx = rndJ, temos 

Tomando r = m t N e definindo fm(x) := f (E) e gm(x) = g ( z ) ,  temos, 

de (151, 

Como f ,  g E S(Rn) C L' (Rn), então, 

e, pela proposição 2.3.15, fm, g, E S(Rn) C L1(Rn) V m > O. Agora, pela 

proposição 2.2.2 (desigualdade de Bessel), temos 

Portanto, de (l6), (17), (18) e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, 

22 



A$ Em particular, se g ( x )  = e , temos, pela observação 2.3.14, 

.' . ( i j ) " (o)  = (27r)"g(O) = ( 2 ~ ) ~  

Logo, de (19), 

tf )^(o) = ( 2 4 " f  (0 )  'd f E S(Rn) 

Dado c E R", defina u ( x )  = f ( x  + c). Temos que u E S (Rn) e 

Assim, de (20) e (21), temos 

1 1 
f (c)  = u ( 0 )  = -(O)"(O) = -( f )"(-c) 

( 2 4 "  ( 2 ~ )  " 
o que prova (14). H 

Usando a notação f (5) := & f(-<) , para f E S(Rn) , temos 

OU seja, 

( f í = f  



Observação 2.3.21 : Temos, por (14) a seguinte fórmula de inversão da Transfor- 

mada de Fourier : 

Exemplo 2.3.22 : Seja a > O e f ( x )  = e-ax2, x E R. Então 

Em particular, a transformada de Fourier da função e-"' é J?; e&. De fato, 

fazendo a mudança de coordenadas x = , temos 

-2 Fazendo g ( y )  = e 2 , temos 

Mas, da observação 2.3.14, temos f i([)=&g(E) e, portanto, temos 
2 ij (h) = JZ;; g (h) = JZ;; e-4.. ~ o g o ,  

o que mostra (22). 1 

Definição 2.3.23 : Sejam f ,  g E L1 (Rn). A convolução de f e g é a função definida 

por6 

( f  * 9 ) ( 4  := S f (2  - Y ) ~ ( Y )  d~ 
Rn 

Proposição 2.3.24 : Se7 f ,  g E L1(Rn)  então, para quase todo x E R", f * g está 

bem definida, f * g E L1(Rn) e 

 ais geralmente a convolução está definida para f E L P  (Rn) e g E Lq (Rn) com p e q expoentes 
conjugados. 

7 ~ e r  caso mais geral na nota de rodapé da página 69 (desigualdade de Youiig). 



Prova : 

Aplicando o teorema de Tonelli e fazendo a mudança de variável z = x - y, obtemos 

Aplicando agora o Teorema de Fubini à função (a,  Y )  H f (x - ~ ) ~ ( y ) ,  temos que, 

para quase todo x E IRn, a função y H f ( x  - y ) g ( y )  é integrável. Logo, f * g está 

bem definida, f * g E L1 (Rn) e 

Teorema 2.3.25 : Sejam f, g E L1(Rn). Então 

Portanto, podemos aplicar o teorema de F'ubini. Logo, 



Proposição 2.3.26 : A convolução é cornutativa e associativa. 

Prova : Fazendo a mudança de variáveis x = x - y, obtemos 

:. * é comutativa. 

Como f * g E L1 (Rn), então V h E L1 (Rn), está definida h * (f * E L1 (Rn) 

e uma mudança de variável mostra a associatividade. . 
Assim, a operação de convolução define urna estrutura de semigrupo comutativo 

em L1(Rn). Será que ela define uma estrutura de monóide, isto é, será que existe 

d E L1 (Rn) tal que 

A resposta é não. De fato, se existisse uma tal função d, então pelo teorema 2.3.25, 

teríamos 

f (E) = (f * dIA(E) = f(E)4E) v f E L1(Rn) 

Logo, d(6) = 1 'd 5 E Rn, e isto viola o teorema 2.2.4 (Lema de Riemann- 

Lebesgue). Contudo, nós ainda queremos "aproximar7' d, ou seja, queremos uma 

identidade aproximada {da) C L1 (Rn) , a E (0, +oo). Vamos considerar o caso 

unidimensional (n = 1). O caso n qualquer é análogo. 

A primeira exigência que se faz a uma família {da) C L1 (Rn) que busca aproximar 

a identidade, é que 

da (a "-O+ . I ,  S E R  
h 

Em particular, podemos tomar a normalização da (O) = 1, ou seja, 

Uma candidata é a família de funções Gaussianas (figura 2) 

1 2 
ga (x) := - 

2 6  
e-= , a > O 



FIGURA 2 

De fato, já vimos que & ( E )  = (basta fazer u = & no exemplo 2.3.22). 

Logo, 

lim & ( E )  = 1 , E R 
a! -+ o+ 

e também, fazendo a mudança de variável x = 6 y, temos 

Observação 2.3.27 : Seja f E LP(Rn). Se r + +oo então, resulta do Teorema 

da Convergência Monótona, que: 

Teorema 2.3.28 : Seja f E L1(Rn)  e g, como definido e m  (23).  Então 

e m  todo ponto x onde f é contfnua. 

Prova : Seja f contínua em x. Seja E > O. Como f é contínua em x, 3 S > O tal que 



Então, temos 

Mas, 

5 e /  9ff(Y) dy  + I l f  llLl(E%) maxIYl>s g d y )  
E% 

Teorema 2.3.29 : Seja f E L1 (R)  tal que sua transformada de Fourier f também 

pertença a L1 ( R ) .  Então 

e m  todo ponto x onde f  é continua. 

Prova : Seja x E R fixo e seja 



Então 

Portanto, 

Como 

I eiyx f ( y ) e-"' 1 5 I f (y ) I e f E L' (Rn) 

então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, 

isto é, 

Agora, se f é contínua em x, então, pelo teorema 2.3.28, 

Observação 2.3.30 : Seja C = C(R) n L1(R). Para cada x E R fixo, g,(x) pode 

ser considerada um funcional linear em C, definido por 

ga(x)(f) := (ga(x - a )  , f) = (f *ga)(x) 

Da mesma forma, considere o funcional linear S(x) em C,  definido por 

Logo, o teorema 2.3.28, diz que g, converge pontualmente em Rn, na convergência 

fraca-*, ou seja, 

ga (4 d S ( x )  e m  C' , a -+ O+ 



Notemos S = S(0) e definamos 

(f * 6) (x) := (S * f)(x)  := lim(f * g,)(x) = f(x)  
,-+o 

Então 6 * f = f e podemos considerar 8 ( ~ )  = 1 V 5 E R. É claro, pelo teorema 2.2.4 

(Lema de Riemann-Lebesgue), que S $ L1 (R). Na verdade, S é uma distribuição 

chamada distribuição S de Dirac concentrada e m  O .  

Teorema 2.3.31: Sejam8 f E L1 (Rn) , g E P (Rn) com 1 5 p 5 oo. Então para 

quase todo x E Rn, a convolução f * g está bem definida, f * g E Lp (Rn) 

e Ilf * gllLP@n) 5 Ilf llLl(in) IlgllLP(Rn) 

Prova: Para p = oo é imediato. Para p = l , é  a proposição 2.3.24. Suponha 

então 1 < p < oo. Pela proposição 2.3.24, para quase todo x E R", fixo, a 

função Y - If(x - Y)I I d Y ) l P  está em L1(Rn). Logo, If(x - Y)I ;  1 d Y ) I  E u ( R n ) .  

Tomemos q t a1 que i + $ = 1. Temos I f (x - y) 1 E Lq (Rn). Pela desigualdade de 

Holder , 

E 

Ilf * glKp 5 Ilf 11~1 IIsIILP Ilf b . . Ilf * ~ L P  5 I l f  I L ~  MLP E 

Observação 2.3.32 : Se f , g  E L2(Rn) então, para quase todo x E R", a função 

y H g(x - y) f (y) está em L2 (Rn) n L1 (Rn). De fato, é claro que a função 

está em L1 (Rn), pela desigualdade de Holder. Agora, como f ,  g E L2 (Rn) então 

1 f (x) 1' , lg(x) 1' E L' (Rn). Logo, conforme vimos na prova da proposição 2.3.24, 

para quase todo x E Rn, 

'Ver caso mais lia nota de rodapé da página 69 (desigualdade de Young). 



2.4 A TRANSFORMADA DE FOURIER EM L ~ ( R ~ )  

Lema 2.4.1 : Para toda função g  E S(Rn), temos 

Prova : ' d g  E S(Rn), 

= J g(x) e-".[ dx 

IWn 

Teorema 2.4.2 (Plancherel) : 'd f ,  g E S(Rn) , 

Prova : 

Mas, pelo lema 2.4.1, 

e, pela proposição 2.3.17, 

o que mostra (24). Em particular, 

isto é, 

que é (25). 



Observação 2.4.3 : Note que a igualdade de Parseval (25) e a observação 2.3.13 

mostram que 
I 

F : S(R") + S(Rn) 
(274 5 

n denso n denso 
L2 L2 

é isometria, na norma L2. 

Proposição 2.4.4 : Sejam VI espaço vetorial normado, V2 espaço de Banach e W 

subespaço denso de Vi. Seja T : W 4 V2 operador linear continuo. Então existe 

um único operador linear continuo T : & t que estende T, e ele é dado por 

Prova : Dado v E VI, como W é denso, existe uma sequência W 3 w, + v E Vi. 

w, é uma sequência de Cauchy (pois é uma seqüência convergente). Como T é 

limitado (contínuo), existe c < +oo tal que 

. T(w,) é de Cauchy em 

Defina 
- 
T(v) := lim T(w,) 

n++m 
- 
T está bem definido. De fato, 

.' . T (w, - wk) + T(O) = O . . lim T(w,) = lim T(wk) 
n++m nj+cc 

o que mostra que T está bem definido. 

- 
T é obviamente um operador linear e IIT(v)II < ~ 1 1 ~ 1 1  . É fácil ver que ll??Il  = 

IITII . 

Agora, dado T : & i V2 linear contínuo estendendo T, e W 3 w, 4 v E 1/i, 

então - - 
T(v) = lim T(wn) = lim T (w,) = T(v) V v E & H 

n j m  n-+m 



Proposição 2.4.5 : Sejam Hl , H2 espaços de Hilbert e T : Hl + H2 um 

operador linear continuo. Se  existe um subespaço denso W C Hl tal que 

Prova : Imediato, pois 

Teorema 2.4.6 : Existe um único operador linear continuo T : L2(Rn) --+ L2(Rn) 

tal que 

T lS(Rn) = F 

T é um operador unitário n o  L2 (isto é, uma  bijeção linear entre espaços 
(2T) % 

de Hilbert que preserva produto interno, ou o que é o mesmo, 
-1 

(&T) . Portanto, é uma  isometria) cuja inversa é 

onde J : L2 + L2 ; J (  f )  ( x )  = & f (-2). 
Prova : Pela igualdade de Parseval(25), temos que F : S(Rn) S(Rn) é contínua 

na norma L2. Como, pela observação 2.3.13, S(W) C L2(Rn), com inclusão densa 

na norma L2(Rn), então, pela proposição (2.4.4), existe um único operador linear 

contínuo T : L2(Rn) --+ L2(Rn) que estende F : S(Rn) - S(Rn). 

n denso n 

T é definido por 

T( f )  := lim F(f,) (limite na norma L ~ )  
n~+oo 



Pela proposição 2.4.5, temos 

já que, pelo teorema 2.4.2 (Plancherel) , vale em S(Rn) que é denso em L2(Rn). 

1 
' I l f  / /L.  = (,?i)p IIT f 1 1  Lz (Igualdade de Parseval) 

Agora, temos 

J O T O T = idLz(Wn) e J O T = T o J 

pois estes operadores são lineares contínuos e, pelo teorema 2.3.20 ( teorema da 

inversão), as igualdades valem no subespaço denso S (W) C L2 (Rn). 

Teorema 2.4.7 : Se f E L1 (Rn) n L2 (Rn) então T f = .F f q. t .p, isto é, 

Prova : Dada f E L~(Iw") n L2(Rn) , 3 {gn}r=, C S(Rn) tal que 

Como gn > f então . ~ g ~  > T f .  Logo, existe uma subseqüência {.Fgnj} 

tal que 

Fgnj +Tf q.t.p (27) 

Por outro lado, como gn . f , então, pela desigualdade de Bessel (proposição 

uniformemente 
Fgn 

no Rn > F f  



Logo, de (27) e (28) ,  temos 

Notação : T =3 no L ~ ( R ~ )  (Tf = f )  ; T-'f = f = Fo  J =  J o F  no L~(R")  

Observação 2.4.8 : Note que F  : L2(Rn) + L2(Rn) é um operador linear 

lirnit ado, com 

pela igualdade de Parseval (26).  

Observação 2.4.9 : Se f E L2(Rn) então seus truncamentos 

estão em L1(Rn) n L2(Rn) , portanto f;u E L2(Rn). 

Assim, a transformada de Fourier f de uma função f E L2(Rn) pode ser definida 

A i([) := $i.rn.o.t f N ( < )  
-t +c0 

isto é 

f ( E )  := 5 i.rn.0.t 
4 +o0 

/' e-"." f ( x )  dx 

11"llIN 

onde 1.i.m.o.t significa limite na média de ordem 2 ou seja limite 

na norma de L2(Rn). Note que para f E L2 (Rn)) f(<) pode não ser igual 
P 

a 1 f ( x )  e-"( d x ,  já que estaintegral podenão existir. Se aintegral existir 
R" 

A 

então é claro que f E L' (Rn) e, portanto, f ( E )  = /' f ( 2 )  d< 
IRn 

A proposição a seguir é a versão para o L2(Rn) da proposição 2.3.17. 

Proposição 2.4.10 : Se f ,  g E L2(Rn), então 

'Alguns autores deíinem a Transformada de Fourier em L ~ ( R ~ )  deste modo. 
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Prova : Pela proposição 2.3.17, vale em S(Rn) que é denso em L2(Rn). 

Observação 2.4.11 : Em geral, os resultados envolvendo a transformada de Fourier 

em S (Rn) são válidos em L2 (Rn), já que S (Rn) é denso em L2 (W) , e 

F : L2(Rn) -+ L2 (Rn) é operador contínuo. 

Relembremos, da definição 2.2.16, que 

D(Rn) := C,OO (Rn) = { f E Cw (Rn) / supp f é compacto) 

Pela proposição 2.2.17, temos D(Rn) C S(Rn). 

Definição 2.5.1 : f E D' = {T : D -+ C, linear contínuo) é chamada uma dis- 

tribuição, e f E S' é chamada uma distribuição temperada. 

Uma sequência fn E D(Rn) (resp. Cr(Rn))  converge para O em D(Rn) (resp. 

C: (Rn)), que notamos : fn O,  se existe um compacto K > supp fn Vn, tal que 

para todo multi-índice a (resp. Ia] 5 m), aafn converge para zero uniformemente 

em K. 

Com esta topologia, a inclusão D(Rn) L, S(Rn) é contínua. Conseqüentemente, 

toda distribuição temperada T ,  por restrição a D(Rn), define uma distribuição. 

Usaremos a notação (T, cp) := T (cp) para T E S' (ou 23') e cp E S .  

A topologia em S' é a fraca-*, isto é, dada uma sequência {T,) C S' e T E S' 

Tn S= T * Tn(cp) + T(p) Vcp E S 

Neste caso, dizemos que Tn converge para T no sentido das distribuições. 
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Proposição 2.5.2 : S e  1 5 p 5 +m então toda f E P (Rn)  define u m a  dis- 

tribuição temperada Tf E SI via 

Prova: Sejap E [l,+m] e seja q E [l,+m) ; i + ;  = 1. f E LP(Rn) define 

Tf : L4 (Rn) --i. C via 

De fato, a desigualdade de ~older"  mostra que Tf : L4(Rn) ---+ C está bem definida 

e é contínua 

Agora, como vimos existe uma inclusão linear contínua S(Rn) v Lq(Rn), logo 

Tf ls E S'. 
S v Lq 

então Tfls E SI. E 

Notação : ( f ,cp)  := (Tf,cp) V f E LP(Rn). 

Observagão 2.5.3 : E costume identificar a distribuiç50.T~ com a função f e dizer 

que estas distribuições " são " funções. Conforme veremos, existem distribuições 

que " não são " fuiições. Desta forma, distribuição é uma generalização do conceito 

de função1'. 

' 'se f E P ( R )  e g E Lq(R) , onde p e q são expoentes conjugados ( i e ,  $ + = I), então 
f g E L' ( R )  e vale 

I l f g l l ~ ~ R )  I l f  llLPcR) 11gIlL~(R) 

"por isso ela é cliainada também de função generalizada. 



Proposição 2.5.4 : A inclusão LP(Rn) v S' é injetiva e continua, isto é, 

é injetiva e contínua. 

Prova : Dada f E Lp(Rn) , temos pela proposição 2.5.2 que Tf E S'. Logo, como S 

é denso no Lq(Rn), temos 

Logo, I ( P ( X ) ~ ~  = I f (x)IP :. (P E Lq e 

Assim, 

Tf l s  = O ===+ 11 f l l L p  = O ==+ f = O q.t.p 

o que mostra que a inclusão LP(Rn) - S' é injetiva. 

Agora, pela desigualdade de Holder, 

Portanto, 

OU seja, 

fn O Tfn + 0 no sentido das distribuições 

o que mostra que a inclusão LP(Rn) - S' é contínua. . 
Observação 2.5.5 : g(x)  = e" define uma distribuição12 

1 2 ~ a i s  geralmente qualquer função contínua define distribuição. 



pois, 

Mas g não define uma distribuição temperada, isto é, não define T, E S. Portanto, 

D1 # SI. De fato, tome 

Por exemplo, cp(x) = -2x3 - 9x2 - 12x - 4 para -2 < x 5 -1 

e cp(x) = 2x3 - 9x2 + 12x - 4 para 1 L x L 2 (figura 3). 

k 

Seja cp,(x) = e-5 v(:) , k = 1,2,... . Temos 

I I 
I 

I 
1 

-2 - 1 D 

- 

De fato, O < cp, < 1 e 

- 

-- 2 

I 
I I 

1 2 

- - - I  

---I 

k 
onde na 1" desigualdade usamos o fato que cp,(x) = e-"e 1x1 L k .  

FIGURA 3 

Agora, 'd a,  ,8 multi-índices 

1 x (x) 1 = 



Como y(X) = O se 1 1 > 2. Portanto, podemos considerar 1,1 < 2, ou seja, 

1x1 5 2k. Assim, temos 

isto é 

'Pk A o  

Portanto, (30) vale, o que mostra que T, não pode ser estendido a S(R) como um 

funcional linear contínuo. 

A proposição abaixo mostra que as distribuições temperadas incluem também as 

medidas a-aditivas positivas e finitas nos borelianos do R". 

Proposição 2.5.6 : Toda medida a-aditiva positiva finita p nos borelianos do R" 

define uma distribuição temperada T, via 

Prova : T, está bem definida, pois 

já que y é limitada e p é finit a. É claro que T, é operador linear. Agora, 

uniformemente 
Se cpn O então <pn 

no Rn 
0 , isto 6, ll'Pnllsup + 0. Logo, Por (31), 

S, 
'Pn 0 * V'',%L) -+O 

Portanto, T, é operador linear contínuo em S(Rn) . 

Notação : (p,  cp) := (T,, 9). 

Seja B uma a-álgebra, e p : B + R U {+oo) ou R U {-oo), medida a-aditiva. 

Então, pelo teorema da decomposição de Jordan, existem medidas a-aditivas posi- 

tivas p+ e p- tais que 



É claro que p+ > 0, pois p+(B) 2 ~ ( 0 )  = O V B E B, já que 0 C B. 

A variação total de p é a medida [p /  = p+ + p- : B t [O, +m]. 

Uma função f é integrável relativamente a p quando é integrável relativamente 

a p+ e p-; e define-se 

Temos 

onde, na última igualdade, usamos que se p1 2 O e p2 > O são medidas a-aditivas 

em B então, para toda função B-mensurável g 2 0, tem-se 

Lema 2.5.7 : Seja f E L'(Rn) e p(B) = 1 f (x) dx (I3) V B boreliano do Rn. 
B 

Então 

p i ( ~ )  = J ~ w  dx 
B 

+ onde f+(x) =max{f(x),O) e f-(x) = (-f) . 

Prova : Sejam Pf := {x E Rn / f (x) > O) e Nf := {x E Rn / f (x) < O). Então 

P f + N f = R n  ( P f u N f = R n  e P f n N , = a )  

l3 f é uma derivada de Radon-Nikodym, ou seja, p é absolutamente contínua relativamente à 
medida de Lebesgue no Rn. 



Se E C B , E ,  B  borelianos do Rn, temos 

já que p(E n N f )  < O e p((B - E )  n P f )  2 0. 

.'. p(B n P f )  = sup {p (E)  / E C B  , E boreliano do R") = pf ( B )  (32) 

Da mesma forma, 

+(E) = -p(E n N f )  - p(E n P,) 5 -p(E n Nf) 

I -P(E n N ~ )  - p ( ( ~  - E )  n Nf) = -p(B n N f )  

. . - p(B n N f )  = sup {-p(E) / E C B ,  E  boreliano do R") 

= ( -4+(B> = p-(B) (33) 

Logo, de (32) , (33) e definição de p, temos14 

Agora, como f = f +  onde f > O ,  e f +  = O onde f < 0, temos 

e, como f -  = - f  onde f < O , e f -  = O onde f 2 0, temos 

Portanto, 

Proposição 2.5.8 : Se  g é integrável relativamente à p = f ( x )  dx, então .I 

14(32) e (33) significam que Nf e Pf formam uma decomposição de Hahn. 
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Prova : Temos que provar que 

Como g = g f  - g-, basta provar para g 2 O. Agora, para g > 0, existem 

borelianos Bn e r ,  >_ O tais que 

e também se fn > O são mensuráveis à Lebesgue, temos 

Portanto, basta provar o resultado para g = xB , B boreliano. Assim, pelo lema 

2.5.7, temos 

Corolário 2.5.9 : A distribuição temperada definida por f E L1(Rn) é a dis- 

tribuição definida pela medida p = f ( x )  d x .  Ou seja, se p provém de u m a  função 

f E L1(Rn) via 

p(B) = / f ( x )  d x  V B boreliano do Rn 
B 

(isto é, p é absolutamente continua relativamente à medida de Lebesgue n o  R"),  

então 

T, = Tf onde T, := T,= - T,- 

Prova : Pelo teorema 2.5.8, 

Existem medidas que não provém de funções. O próximo exemplo mostra isto. 



Exemplo 2.5.10 : A medida de Dirac concentrada num ponto c E R". 

1 s e c ~ B  
Sc(B) := B boreliano no R" 

O s e c $ B  

Não existe g E L1 (Rn) tal que Sc = T,. Para simplificar vamos mostrar para 

c = O (6 := So - medida de Dirac concentrada na origem). De fato, se existisse, 

teríamos 

Seja 

Temos 

(P, E D(Rn) , a > O e (P, (O) = e-' 

Logo, Por (341, 

g ( x ) ~ a ( x )  dx=eP1 V a >  O 

De (35), (??) e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos 

o que é um absurdo, e mostra que não exzste g E L1(Rn) tal que S = T,. 

Já vimos que todas as funções f E LP(Rn) definem distribuições temperadas 

(isto é, Tf E S'). Queremos aumentar esta classe. 



Definição 2.5.11 : 

f : R" + C / f é mensurável e 
L1l,,(Rn) := 

1 f ( x )  I dx < +oo V K compacto no Rn 

As funções em LLC(Rn) são chamadas funções localmente integráveis. 

Proposição 2.5.12 : 

f : Rn -+ C / f é mensurável e 

Prova : Trivial. . 
Proposição 2.5.13 : P ( R n )  C Lh,(Rn) , V 1 i p  5 +oo. 

Prova : É claro que vale para p = 1 e p = +oo. Seja 1 < p < +oo e f E P(Rn) .  

Seja q tal que i + i = 1. Para todo K compacto, X, E Lq(Rn). Logo, pela 

desigualdade de Holder , f xK E L1 (Rn). Assim, 

Proposição 2.5.14 : V f E C(Rn), f E Lto,(Rn). 

Prova : V K compacto, 

X(K) < +o0 
K 

onde X é a medida de Lebesgue no R". 

Proposição 2.5.15 : Toda f E Lhc(Rn) define uma  distribuição Tf : D + C via 

Prova: Se f E L~,,(Rn) então f y ~  L1(Rn) 'dcp~C,"(R") .  Defato, 

se K := supp cp, então 



o que mostra que f define um funcional Tf : D + C dado por (37). É cla.ro que 

Tf é um operador linear em 23. Agora, se cpn O então 3 K C R", compacto, 

com supp cp, C K b'n, tal que 

uniformemente 
Pn 

em K 0 0 ' .  I l ~ n I I s u ~  + 0 

temos que Tf E V'. H 

Definição 2.5.16 : Seja R C Rn, aberto. Uma medida 

de Radon em R é um funcional linear contínuo em Cc(R) := 

{f : R + C / f é contínua e supp f é compacto). 

Sabemos que C,"(Rn) C Cc(Rn) com inclusão contínua. Logo, por restrição, 

toda medida de Radon em R" define uma distribuição. 

Também, toda função f em Lkc(Rn) define uma medida de Radon em R", 

De fato, da mesma forma que na prova da proposição 2.5.15, 

Logo, se cp, E Cc(Rn) , cpn + O em Cc(Rn), então 

uniformemente 3 K compacto, supp cpn C K, <pn 
em IC 

o 

Portanto, toda função f E Lkc(Rn) define uma distribuição dada por (37). Assim, 

obtemos novamente a proposição 2.5.15. 

Definição 2.5.17 : Sejam a, ,ú' multi-índices. A soma a +,O é o multi-índice definido 

Por 

(a+,ú')i =ai+,Bi V i =  l , . . . , n  



Definimos também a seguinte relação de ordem parcial: 

Nesse caso, fica definido o multi-índice a  - ,O por 

Proposição 2.5.18 (regra de Leibiniz) : V a multz-indice e 'v' f , g  E 

Cm(Rn), Ia1 = m, temos 

onde c,,, só depende de y e a, e não de f ou g .  

Prova : (Por indução sobre 1 a  1 ) .  

O resultado é verdadeiro se 1 a1 = O, pois ao( f g)  = f g .  

Suponha Ia1 > O,  e que o resultado vale para todo multi-índice 5 tal que 

151 = lal - 1- 

Seja Sj  o multi-índice definido por 

coordenada 

Como Ia1 > O, então aj = 1, para algum j = 1, - - .  , n. Logo, existe u m  multi-índice 

,8 tal que 
a 

,6+Sj=a,  a,=-@ 
ax .j 1 IPI = - 1 2 O 

Portanto, pela hipótese de indução, o resultado vale para ,D, isto é, 

Mas, 
a a 
- ( a y f  b-7,) = a"79 + a f  - a p y g  ax j  axj  



Corolário 2.5.19 : S e  f E S(Rn) então para todo polinômio p, temos 

Prova : Imediato, pela proposição 2.5.18. . 
Proposição 2.5.20 : Para todo polinômio p 

rnp : S(Rn) + S(Rn) é operador linear continuo 

Prova : Pelo teorema 2.3.10 (Teorema do Gráfico Fechado), basta provar que 

A f então pfn uniformemente 
De fato, como f, p f (fazendo a! = O na definição 

no Rn 
uniformemente 

de convergência em S (Rn)). Como p fn h então pfn h. Logo, 
no Rn 

h = p f .  

Proposição 2.5.21 : Para todo multi-indzce a, 

8" : S(P)  -+ S(Rn) é operador linear continuo 

Prova : Se fn A f e afffn A g então 

Logo, aaf = g e o teorema 2.3.10 mostra que da : S(Rn) + S(Rn) é operador 

contínuo. É claro que o operador é linear. . 



Vimos na proposição 2.5.15 que toda função f E Lh,(Rn) define distribuição. 

Porém, existem funções f E LL,(Rn) que não definem distribuição temperada Tf E 

SI. Exemplo : a função contínua f (x) = e" (ver observação 2.5.5). Entre as funções 

localmente int egráveis, aquelas que têm crescimento polinornial no infinito definem 

distribuições temperadas, conforme veremos a seguir. 

Definição 2.5.22 : f : R" + C tem crescimento polinomial no infinito se 

3 r > 0, 3 p(x) polinômio tal que 

Exemplo 2.5.23 : As funções limitadas (em particular as funções f E S) e os 

polinôrnios, obviamente, têm crescimento polinomial no infinito. 

Proposição 2.5.24 : Se f E LL,(Rn) e tem crescimento polinomial no infinito, 

então f define uma distribuição temperada Tf por 

Prova : Como f tem crescimento polinomial no infinito, 3 r > O , p(x) polinômio 

tal que 

I f ( ~ ) l < l ~ ( ~ ) l  v x ,  I 42 r  

Podemos supor, sem perda de generalidade1', 

De fato, considere 

fl := fxB, e f2 := f - fi 

Então 

15~unções com crescimento lento no infinito, na definição de alguns autores. Ver 131. 
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Logo, se f 2  define distribuição temperada, então f = fl  + f 2  também define 

distribuição temperada. 

Mostremos então que f E Lio,(Rn), satisfazendo (38), define uma distribuição 

temperada Tf : S(Rn) -+ C via 

Seja t S(Rn). De (38), e do fato que mp : S(Rn) 3 (o - prp E S(Rn) L> L1(Rn), 

temos 

f P E L'(Rn) e Ilf ~l lv(w) 5 I I ~ ~ l l L l ( r n )  

Logo, Tf está bem definida e, claramente, é linear. 

Mostremos que Tf é contínuo. 

Se Pn -L O então pyn -L O (m, é contínuo). 

-'. l l ~ ~ n l l L ~ ( R n )  - O (inclusão contínua s ( R ~ )  v L' ( R ~ ) )  

Logo, Por (39h I l f ~ . l l L ~ ( c )  -+ o. 

. Tf é operador contínuo . 
Observação 2.5.25 : A função g(x) = e" não tem crescimento polinomial no 

infinito. 



2.6 DERIVADA NO SENTIDO DAS DISTRIBUIÇOES 

Proposição 2.6.1 : S e  f C C' (Rn) então f e E definem distribuições. 

Prova : Como f e % são contínuas, então estão em Lfoc(Rn) . . 
Proposição 2.6.2 : V f EC'(R") e V ~ E D ( R " ) ,  temos 

Prova : Fixe todas as variáveis, exceto xj. Temos, pela fórmula de integração por 

partes, 

Como cp E C,00 (Rn), então cp(r) = v(-r) = O para r suficientemente grande. Logo, 

Assim, pelo teorema de Fubini, temos 

Proposição 2.6.3 : S e  f E C1(Rn) ; f e t ê m  crescimento polinomial n o  

infinito, então 

Prova : Análoga a anterior, só notando que, como I f (x)l < Ip(x)l para 1x1 sdicien- 

temente grande, onde p(x) é um polinômio, então 

py E S(Rn) então p(x)cp(x) 1x1 + +c0 , Mas, como O. Logo, 

f (4 44 1x1 + +a, 0. . 
Definição 2.6.4 : V T E D' (resp. T E S') definimos a derivada parcial por 



Observação 2.6.5 : Note que (40) mostra que no caso de funções diferenciáveis 

(classe C'), a derivada no sentido das distribuições coincide com a derivada no 

sentido clássico, isto é, a derivada da distribuição definida por f é a distribuição 

definida pela derivada da f .  

É útil usar a notação T = f mesmo quando T E S' não provém de função. 

Assim. 

É normal também usar a notação 

mesmo quando f E S' não provém de 

A fórmula da derivada da distribuição fica então 

Exemplo 2.6.6 : Considere a função de Heaviside abaixo. Ela define, pela 

proposição 2.5.24, uma distribuição temperada. 

'V' cp E S(R), temos 

(H', cp) = -(H, <p/) = - d ( x )  dx = 4 0 )  = (6, cp) 
o 

onde na 3" igualdade usamos o fato que cp(x) "/+"' O. OU seja, a derivada, no 

sentido das distribuições, da função de Heaviside, é a medida de Dirac concentrada 

na origem. 

A derivada de uma medida finita positiva p nos borelianos do IRn, em geral, não 

é uma medida: 



ou seja, a derivada de p, no sentido das distribuições, é o operador 

2.7 A TRANSFORMADA DE FOURIER NO ESPAÇO 
DAS DISTRIBUIÇ~ES TEMPERADAS 

Sabemos que 'd f ,  cp E L1 (Rn), 

Assim, 'd f E L1 (Rn), temos 

tf, 4 = (f , 8) V 9 E S(Rn) 

Definipão 2.7.1 : V T E Si, definimos a T m s f o r m a d a  de Fourier ? por 

Observação 2.7.2 : ? E Si, pois T = T o .F (composição de operadores lineares 

contínuos) : 

Assim, se T = Tf , então 5? = Ti , f E L1(lW"), isto é, 

Se f é uma função que define distribuição, consideremos a função 

A distribuição definida por J f é dada por 



Definição 2.7.3 : V T E S I ,  definimos o operador J : S I  + S I  por 

De fato, JT E SI, pois J T  = T o  J (composta de duas aplicações lineares contínuas). 

Definição 2.7.4 : V T E S I ,  definimos 

Proposição 2.7.5 (A Transformada de Fourier Inversa em S I )  : 

onde a 1" igualdade é pela definição de T, a 2" é pela definição de J, a 3" é pela 

definição de T, e a última igualdade é porque @ = F o J = $ V cp E S(Bn) . W 

Teorema 2.7.6 : .F : SI t S I  é uma  bijeção linear continua, cuja inversa é o 

operador T - í? definido e m  S I .  

Prova 

Da mesma forma, temos 

( T ) " = T  

Sejam {T,) C S I  , T E S I  , Tn -+ T no sentido das distribuições1" ou seja, 



Como, b'cp E S(Rn) , 8 E S(Rn) , então temos 

Tn - f' no sentido de S' 

. .F : S' --+ S' é operador contínuo . 
Proposição 2.7.7 : Seja p u m a  medida jinital7 nos  borelianos do R". Então 

fi é continua, limitada e 

llPllsup 5 I4 (Rn) 

Prova : 'd cp E S (Rn),  temos 

Como 

pois p é finita, então podemos aplicar o teorema de Fubini à integral em (41) .Logo, 

Mostremos agora que ,!i é contínua. 

l7 I p (  (A) < cm para todo boreliano A do IRn. 
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Seja Jn --+ J. Logo, 

Como e-"'.(. é integrável (pois 1 e-"'(. I < 1 e p é finita), então, pelo Teorerna da 

Convergência Dominada de Lebesgue, temos 

.'. ( ) ( )  .'. pécontínua H 

Observação 2.7.8 : Estamos usando a notação Tf = f e T, = p. Formalmente, 

temos: 
" 

Dizer que fi é contínua e limitada, é dizer que a transformada de Fourier da dis- 

tribuição T, é uma distribuição definida por uma função contínua e limitada. 

Exemplo 2.7.9 : Dada f : R" --+ C , c E IRn , considere a translação 

7c(f)(x) = f (x - C) 

Para cada T E S', definamos rc(T) por 

Temos que rc(T) E S', pois é composta de contínuas. 

De fato, 7, : S (Rn) ---i\ S(Rn) é operador linear contínuo V c E R". Vamos mostrar 

via teorema 2.3.10 ( Teorema do Gráfico Fechado). Sejam 

uniformemente 
.'a fn 

no R?' f a ' .  fn(x-c) f ( x - C )  V Z E R ~  



uniformemente 
e ' .  d f n )  

no ütn ' 9  . ' a  f n ( ~ - ~ C > = ~ c ( f n ) ( ~ ) ~ g ( ~ )  ' ~ ' x E R ~  

Portanto, 

7, : S(Rn) + S(Rn) é operador contínuo V c E R" 

Agora, 'v' p E S ( W n )  , temos 

Vamos calcular agora Zc. Pela proposição 2.7.7, 

2.8 A DERIVADA DA TRANSFORMADA DE FOURIER 
NO ESPAÇO DAS DISTRIBUIÇOES TEMPERADAS 

Dada f E L7(IP)  e p polinôrnio no R" tal que p f E L1(Rn) então, 'v' p E 

S(Rn), Pcp E S(Rn) e 

Definição 2.8.1 : 'v' T E SI, definimos PT por 

Temos que PT E S I ,  já que é a composta de lineares contínuas. 



Definição 2.8.2 : O operador diferencial da : SI S' é definido por 

Proposição 2.8.3 : (aaT, (o) = (-l)lal (T, aa(o) V (o E S ( W n )  

Prova : (Por indução sobre lal) 

Se 1 a1 = O, o resultado é imediato. 

Suponha que vale para todo multi-índice J tal que = Ia1 - 1 > O. Seja 

,ü multi-índice tal que da = & Ó'P , l,ül = Ia1 - 1. Pela hipótese de indução, 

Portanto, 

Proposição 2.8.4 : 8" : SI + S I  é operador linear contfnuo. 

Prova : E claro que o operador é linear. Mostremos que é contínuo. 

Suponha Tn T, seja (o E S(Rn) :. "(o E S(Rn). Temos, 

(PTn , (o) = (-lyal (T,, aa(o) + (-1)lff' (T, 8 " ~ )  = (dffT, (o) 



Proposição 2.8.5 : 'd T E S' e 'v' a multi-indice, temos 

i)  da? = ( - Z ) I ~ I ( [ ~ T ) "  

i i) (aaT)" = ilfflxffT 

Prova : 

2 )  (aa?, V )  = (-i)lal (T ,  av) = (-1) I a [  (T, aTP) = (-l)la1 (T, ilal[a+) 

= (-i)lffl([lY~, (f) = ( ( - ~ ) l ~ l ( [ ~ ~ ) " ,  (P) 

ii) ((affT)",  (P) = (aaT, (f) = (-l)lal (T, aa(f) = (-1) 1"' (T, (-i)["' (xa(p)'") 

= ilffl (T, ( x a ~ ) " )  = (f', x f f ~ )  = (ilalxaT , (P) . 



Neste capítulo apresentaremos urna introdução à teoria de wavelet. Existem dois 

bons motivos para que as wavelets sejam atrativas em uma série de aplicações: 

um deles é o seu uso na representação de funções do L2(R). O outro é a sua 

relação com Análise de Mult iresolução. Veremos apenas por que a transformada 

wavelet é interessante em "localização tempo-freqüência" e faremos o necessário para 

entendermos Análise de Multiresolução. 

Na seção 3.2, introduzimos as wavelets e a Transformada Wavelet Integral. Al- 

guns resultados de frames são necessários para provarmos a ortonormalidade da base 

de Meyer. Na seção 3.3 trataremos de Análise de Multiresolução e construiremos a 

Análise de Multiresolução de Meyer, que usaremos no último capítulo. As referências 

para este capítulo são [10] e [12]. 

3.2 WAVELETS E FRAMES 

Se f t L2 (R) é considerada como um sinal analógico com energia finita 1 1  f 1 1  
então sua transformada de Fourier descreve o comportamento espectral do sinal f .  

Neste caso, o domínio de definição da f ,  que é R, é denominado domínio do tempo 

cont2'72uo. Como a informação espectral é dada em termos de freqüência, o domínio 

de definição da transformada de Fourier de f ,  que também é R, é denominado 

domínio da frequência. O teorema 2.4.2 (Plancherel) e a igualdade de Parseval (26) 

mostram então, que a "energia de um sinal analógico de energia finita" é diretamente 

proporcional ao seu conteúdo espectral. 

Definição 3.2.1 : Uma função I) E L2(R) é chamada uma wavelet se satisfaz a 

condição, dita de admissibilidade, 



onde 4 é a Transformada de Fourier da $. Se 

teorema 2.2.2, 4 é contínua e (42) implica que lim 
w 4 0  

Assim, para uma wavelet $J E L1(R) n L2(R), temos 

$ E L1(R) então, conforme 
A n 

$(w) = O,  ou seja, $ ( O )  = 0. 

Este fato significa que $ deve oscilar de forma a cancelar áreas acima e abaixo do 

seu gráfico. Como E L2(R) então lim $(t) = O .  Logo o gráfico de $ deve ser 
I t l  -t +o0 

urna "ondznha" para Itl grande. Por esse motivo $ é chamada uma wavelet. 

Definese a Transformada Wavelet Integral Contínua em L2(R), por 

t - b  
( f ) ( a )  := a f ( ) ( - )  a d a , b t  R ,  a # O  

A condição de admissibilidade na definição 3.2.1 é suficiente, conforme teorema 

3.2.9, para a inversão da Transformada Wavelet Integral contínua. Definimos uma 

família de wavelets como q$b;a ( t )  := lal-t $ (%) e então temos 

Assim, se .F1 é a Transformada de Fourier inversa, temos 

Agora, como $J E L2(R) então lim 4 ( w )  = O. Se o decaimento de $ é rápido 
I w I - + ~  

h 

quando w 4 O e quando w -+ oo , então $(w)  é próxima de zero fora de um 

intervalo de freqüência a 5 Iw 1 < ,O. Portanto, 4,;. é próxima de zero fora do 

intervalo de  freqüência^ < Iw 1 < . Logo, por (43) ,  a Transformada Wavelet al Ia1 
Integral Contínua não contém informação de freqüência da função f fora dessa 

banda de freqüência. Ela funciona como um '(filtro de passa banda" cortando as 

baixas e as altas freqüências. Tomando a = a r  , ao > 1 e b = nboar , bo > O , 
r n ,  n E Z, temos as wavelets discretizadas 



e a correspondente Tkansformada Wavelet Integral Discreta 

A Transformada Wavelet Integral aparece implicitamente em Calderón [8], mas 

foi introduzida explicitamente por Grossmann e Morlet [I91 como uma técnica de 

Análise Numérica para decomposição de funções pertencentes ao s ~ b e s ~ a ç o ~ ~  de 

L2 (R) formado pelas funções cuja Transformada de Fourier se anula para J < 0. 

Para algumas escolhas especiais da wavelet SI, de ao e de bo, as funções S),,, 

formam uma base ortonormal de wavelets, neste caso é chamada uma wavelet 

mãe. Em particular, tomandolg ao = 2 e bo = 1, temos: 

A base ortonormal de wavelets mais antiga que se tem notícia é a base de Haar, 

gerada pela seguinte wavelet mãe: 

1 , O l t < $  

-1 , $ < t < l  

O , caso contrário 

Esta base foi construída, em 1910, por Alfred Haar [20], portanto, numa época em 

que as wavelets ainda não eram conhecidas. A transformada de Fourier da função de 

Haar decai somente como 1Jl-l) portanto a base de Haar não tem "boa localização" 

na freqüência, apesar de ter boa localização no tempo, já que é gerada por uma 

wavelet com suporte compacto. Uma base de wavelet com boa localização tempo- 

freqüência é a base de Meyer [30], gerada pela wavelet de Meyer construída no 

final desta seção. A wavelet de Meyer é C" e decai mais rápido que o inverso de 

qualquer polinômio. Entretanto, o decaimento não é e ~ ~ o n e n c i a l ~ ~ .  Porta,nto, para 

certas aplicações a wavelet de Meyer tem um decaimento muito lento no tempo. 

Apesar disso, sendo a wavelet de Meyer uma função do espaço de Schwartz com 

excelente localização na freqüência, para muitos problemas ela dá bons resultados. 

18Espaço de Kardy na reta. 
190 uso de potências de 2 é por razões computacionais. 
'ONa verdade wavelets ortonormais C" não podem ter decaimento exponeilcial (ver [12]). 



Definição 3.2.2 : Uma função não-trivial W E L2 (R) é chamada uma função 

janela se x W(x) E L2 (R). O centro t *  e o raio Aw de uma função janela W estão 

bem definidos, respectivamente, por21 

e a largura da função janela W é definida por 2Aw. 

Exemplo 3.2.3: Considere as Gauss iana~~~ 

1 t 2  
ga(t)  := - 

2 6  
e-4ã , a > O , fixo 

Sabemos que 

Também sabemos que23 

Vamos mostrar que uma gaussiana é urna função janela cuja Transformada de Fourier 

é uma função janela. Temos, para a > 0. 

Logo, t (R) e, conseqüentemente, g, E L2 (R). Fazendo a = & , temos 

21Notar que t* = (xw,  w) 5 1 11w11i2 (R) 11w11i2(R) 
IIxw11L2(R) I/WIIL~(W) < 

22Ver figura 2. 
23Basta fazer a = 2 no exemplo 2.3.22. 



Agora, integrando por partes, temos 

Isto mostra que é uma função janela. Fazendo a = & , temos 

OU seja, 

2 1 

i ,  g E L )  e {/ x2 g } = . Tiogo, gn é u m  fiunção 
R 

janela. . 
Proposição 3.2.4: Se W E -L2 (R) é uma função janela então W E L1 (R) n L2 (R). 

Prova: Pela definição 3.2.2, uma função janela é uma função W E L2 (R) tal que 

Como W t L ~ ( R )  e tW(t) E L2(R), então (1 + ltl) W(t) E L2(R). Agora, 

(1 + ~tl)-' E L2(R). De fato, 

- = lim / (i + ltl)-~ dt < / dt - lim arctg t 1 + t2 n,m -, w 
R R -n 

como (1 + Itl) W(t) t L2(R) e (1 + Itl)-' E L2(R), pela desigualdade de Schwarz, 

WEL1(R) . 
Observação 3.2.5: Note que 1 + t 1 )  não é uma função janela, pois L 

l+ltl 

L ~ ( R ) .  De fato, caso contrário, + 4 estaria em L2(R), OU seja, - E L2(R), 
l+ltl 



o que é um absurdo, já que 

h 

Se W é uma função janela, como W E L1(R), então W é contínua. Como 
A h 

W E L2(R), então W E L2(R). Entretanto, pode ser que W não seja uma função 

janela, isto é, @(c) é L ~ ( R ) ,  conforme veremos a seguir. 

h 

Lema 3.2.6 : Se W é uma função janela descontinua, então W não é função 

janela. 

Prova : Seja W função janela descontínua. Sabemos que W E L1(R) n L2(R). Pela 

fórmula da inversão da transformada de Fourier em L2(R), temos 
h 

W(t) = @(-i) 

A 
h h 

Isto mostra que W f L1(E), pois caso contrário, W seria contínua e, portanto, W 
A 

seria contínua, o que é um absurdo. Assim, W $ L1(R), o que mostra que W não 

pode ser uma função janela. 

Proposição 3.2.7 : Seja W uma função janela com centro t* e raio A,. Então 

é uma função janela com centro at* + b e raio Ia1 Aw. 

Prova : Uma simples mudança de variável mostra que W E L2(R). Como, pela 

desigualdade de Schwarz, tW2(t) E L1 (R), novamente uma simples mudança de 

variável mostra que tW(t) t L2 (R). Calculemos o centro x* da janela : 

= at* + b 

65 



- 
Calculemos agora o raio da janela W : 

- - 1 { J  (t - at* - IW (?)I2dt 
I l ~ l l L Z ( W )  R 

Observa@ 3.2.8 : É imediato que se W é uma função janela, então cW, onde c 

é constante, é uma função janela com mesmo centro e mesmo raio que W. i 

Suponha agora que $J seja uma wavelet tal que $J e sua transformada de Fourier 

4 são funções janelas com centros e raios t*, w*, A+ e A$, respectivamente, onde w* 

é assumido ser positivo. 

Pela proposição 33.2. e observação 3.2.8, a wavelet é uma função janela com 

centro em b + at* e raio igual a Ia1 A+. Logo, a Transformada Wavelet Integral 

Contínua, dá informação local do (localiza o) sinal analógico f com uma janela do 

tempo 

[b + at* - Ia1 A+ , b -t- at* + Ia1 A+] 

onde o centro da janela é b + at* e a largura é 2 Ia1 A+. Isto é chamado em análise 

de sinais de localização no tempo. Agora, note que 

Então, fazendo 

q (w) := &w + w*) 

temos, pela proposição 3.2.7 (b = -w* e a = I), que 7 é uma função janela com 

centro em O e raio dado por A). Logo, de (44) e do teorema 2.4.2, temos 



Pela proposição 3.2.7, 

( ( '3) q,,, (w) := q a w - - = q (aw - w*) = $(aw) 

é uma função janela com raio l A a .  Logo, (45) mostra que com exceção de um fator 
lal 

a \a\-* de multiplicação 271 e uma componente linear eibw , a Tkansformada Wavelet Inte- 

gral Contínua W4 f dá informação local do espectro f com uma janela de freqüência 

cujo centro é 1 e a largura é 2 A a .  Isto é chamado em análise de sinais de 
lal 

localização na Jsrequência. 

Assim, temos uma janela tempo-freqüência (ver figura 4, para a1 < a2) 

[b + at* - Ia1 A4 , b + at* + Ia1 A*] X , - + -A, 
a lal 

"* I 
no plano t-w, com largura 2 Ia1 A+. A importância dessa janela tempo-freqüência é 

que ela se estreita no tempo para centro de frequência grande e se alarga no tempo 

para centro de freqüência pequeno, embora a área da janela seja constante e igual 

a 4A+Ap. Logo, esta janela permite investigar fenômenos de alta freqüência (a > O 

pequeno2" e fenômenos de baixa frequência (a > O grandez5). 

FIGURA 4 

'"Alta freqüência ===+ a pequeno ===+ raio ~ A J ,  grande e raio Ia1 A* pequeno. 
2 5 ~ a i x a  freqüência * a grande raio $A4 pequeno e raio Ia1 A* grande. 
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O próximo teorema permite obter um sinal analógico com energia finita a partir 

de sua Transformada Wavelet Integral Contínua. 

Teorema 3.2.9 : Seja .S, t L1 (R) uma wavelet e considere a Transformada Wavelet 

Integral W4. Então, para C$ como definida e m  (42), temos 

Prova : Sejam A 

F ( x )  := f (-2) $(-ax)  

A 

G ( x )  := i ( - x )  $(-ax) 

Como f , g E L 2 ( R )  e 3 t L 1 ( R )  então, pelo teorema 2.3.31, temosz6 f * 3 E 

L 2 ( R )  e g c q  t L 2 ( R ) .  Logo , como f ,  g E L1 (R) ,  pela proposição 2.3.25, temos que 

F, G t L 2 ( R ) .  Também, pela desigualdade de Schwarz, F, G t L1(R) .  Agora, 

- - 
( 2 ~ )  IR  [ I R  ( a  - 6 /?(+L;. ( w )  h] db 

/ T ( ~ )  $(u) dw] db 

onde na 2" igualdade usamos o teorema 2.4.2 e na última igualdade usamos (44). 

Portanto , temos 

2G~s to  segue, também, da desigualdade de Young: Se f E LP e g E L4 então f * g c L' e 

1 1 1  
I l f  * 9llLS 5 l l f  llLP IlsllLg , onde 1 + - = - + - 

S P q  

Ver [ll] pag 391; ou caso particular - Teorema de Young pag 296. 



onde na 3" igualdade usamos o teorema de Fubini e na última igualdade usamos o 

teorema 2.4.2 (Plancherel) H 

Observação 3.2.10 : Note que comutando o produto interno com as integrais sobre 

a e b temos, pelo menos no sentido fraco, 



Existem outras Transformadas Integrais, como, por exemplo, a Transformada de 

Fourier com Janela. Quando a função janela é uma Gaussiana, a Transformada de 

Fourier com Janela é chamada Transformada de Gabor. Esta transformada foi intro- 

duzida por Gabor em 1946. Para esta transformada, tanto a altura como a largura 

da janela tempo-freqüência são invariáveis. A área da janela tempo-freqüência para 

a Transformada de Gabor é 2 e um resultado, conhecido como princípio da incerteza, 

mostra que a Transformada de Gabor é a Tkansformada de Fourier com Janela com 

menor área da janela tempo-freqüência. Assim, a Gaussiana é a janela "ótima" 

para a Transformada de Fourier com Janela. A Transformada Wavelet Integral é 

mais precisa do que a Transformada de Fourier com Janela para análise de tempo- 

freqüência pois, como vimos, a Transformada Wavelet Integral usa janela variável 

que é la.rga, no tempo, para baixas frequências e é estreita, no tempo, para altas 

frequências. Um estudo completo destes fatos pode ser encontrado em [10]. 

Definição 3.2.11 : Uma família de funções {v j  ) em um espaço de Hilbert2' 'H 
j €  J 

é chamada uma frame se existem O < A 5 B < oo tal que para todo f E 'H, 

A e B são chamadas as cotas da frame. Se A = B, a frame é dita uma frame 

apertada. 

Suponha {p.) uma frame apertada. Então, para toda f E 'H, 
j € J  

Logo, pela identidade de temos 

27Consideraremos apenas espaços de Hilbert separáveis. 



Logo, substituindo (50) e (51) em (49), obtemos 

Assim, pelo menos no sentido fraco2g, temos 

Note a analogia de (53) com a expressão de f em base ortonormal, apesar da.s 

frames, ou frames apertadas, não serem, necessariamente, bases ortonormais. 

Exemplo 3.2.12 : Seja 31 = C2 , e1 = (0 , l )  , e2 = (-2, -1) , e3 = (9, -i) 

Para todo v = (vl, v2) em ÍY, temos 

2 9 ~ i a  teorema da representação de Riesz, temos que fn - f fracamente em K se 
(fn,g) + ( f ,g)  '~ '9  E a. 



Logo, { e l ,  e l ,  e a )  é uma frame apertada com cota $. Mas, obviamente, não é uma 

base ortonormal de C2, nem mesmo base de Riesz, pois não é um conjunto linear- 

mente independente. 

Note que neste exemplo a cota da frame A = $ é a relação entre o número de 

vetores e a dimensão do espaço. 

Proposição 3.2.13 : Se {v,} é u m a  frame apertada com cota A = 1 e 
j€  J 

{ } é u m a  base o r t o n o m a l  de H .  I Ip j I l  = l  ' d j ~  J, então v, 
j €  J 

Prova: Por (48), se f E X é t a l q u e  ( f , i p ; )  = O  ' v ' j  E J, então f = O ,  istoé, 
I 

(span {v,)) = {O). Logo, span ip, = X. Basta então mostrarmos que as (4 C > 
são ortonormais. Como A = 1, para qualquer j E J temos, por (48) 

j '# j  

Como 1 1  v, I I = 1 a igualdade acima implica que 

Vamos considerar a wavelet $J satisfazendo $J E L1 (R) n L2 (R), não precisando 

ser necessariamente função janela. Para efeitos práticos, a wavelet $J deve decair 

muito rapidamente a zero em f oo. Então para obtermos uma representação de 

funções do L2(R) é preciso cobrir toda a reta (domínio do tempo). Um modo 

simples de resolver isto é considerar os deslocamentos de $J 

onde bo > O é uma constante fixa. Como no caso das bases de Fourier no L2 (0,27r), 

nós devemos cobrir também todo o espaço das freqüências. Para isso vamos con- 

siderar as dilatações da wavelet $J. O efeito combinado nos dá a família de wavelets 

discretizadas 

$Jm,,(z) := 2-7 $ ~ ( 2 - ~ x  - nbo) , m, n E Z 

Vejamos algumas propriedades dos operadores classe-traço, que serão usadas na 

prova do próximo teorema. 



Operadores classe-traço são operadores lineares T : 'FI + 7-1, autoadjuntos, 

tais que C I (Te,, en)l é finita para toda base ortonormal {e,) de ?L. Neste caso, 
n 

E(T~,, e,) é independente da escolha da base ortonormal, e é chamado o traço de 
n 

T. De fato, dadas duas bases ortonormais {e,) e {f,) , existe um operador unitário 

U tal que Ue, = fn. Assim, 

onde a mudança da ordem na soma dupla é devido a convergência absoluta da série 

(Ten, en) . Assim, temos 
n 

No caso de um operador autoadjunto positivo T ( ( T x , ~ )  2 O 'd x E 7-1 ), é 

sucificiente que C (Ten, e,) seja finito para uma base ortonormal, para ser um 
n 

operador classe traço (isto é, ser finito para toda base ortonormal). 

Como operador T é autoadjunto, então existe uma base o r t ~ n o r m a l ~ ~  {e,) de au- 

tovetores de T, e como T é positivo, os autovalores são números reais não-negativos. 

Logo, Te, = cnen , c, > O. Assim, para todo u E ?L, 

30~einbremos que estamos considerando apenas espaços de Hilbert separáveis, ou seja, possui 
base eimmerável. 



Teorema 3.2.14 : Se {+m,n} constztuz uma frame para L2 (R) com cotas frames 

A e B, então 

27r bo (ln 2)  A < /")I2 , d[ 5 27r bo (ln 2) B 

Prova: 'd f E L2(R), 

Paraul E L2(R) e c1 > O tais que x c l  llull12 < m ) temos, por (55)) 
1EN 

Em particular, se C é qualquer operador classe traço positivo então, por (54)) 

onde as Z L ~  são ortonormais, c1 > O e q = Tr  C > O. Assim, para qualquer 
1EM 

operador classe traço positivo temos, por (56)) 

Tome agora h t L2 (R) tal que supp ĥ 2 [O, m )  e Ch := 

Defina ha,b(m) = a-$ h (%) para a ,  b E IR , a > O. Se c(a, b) é uma função limitada 

positiva, então o operador 

é um operador limitado positivo em L2 (IR). Se além disso, c(a, b) é integrável com 

respeito à $dó , então C é operador classe traço, e 

00 00 



De fato, 

Logo, C é positivo. É fácil ver que C é auto-adjunto. Da mesma forma que acima, 

se {e,) é uma base ortonormal, então 

Logo, pelo teorema da convergência monótona, 

Mas, 1 (en, h , b )  1 = 1 1  ha,b [ I 2  , e uma mudança de variáveis mostra que 
n 

l[ha,b[j2 = llh112. Assim, se c(a,b) é integrável com relação à $ db , temos que c é 
r00 r00 

operador classetraço, e T r C =  / / dbc(a ,b )~ lh l l~ .  Éfácilver que C é  
J o - J ,00 

limitado, o que prova todas as afirmações feitas acima. 

Em particular, escolhendo 

1 O , caso contrário 

com W positiva e integrável. Então temos, 



Assim, por (58)) temos 

- 
Fazendo as mudanças de variáveis ã = 2-"a e b = 2-"b , obtemos 

Agora, tome W(s) = X Esta função tem um único máximo local em s = 0, 

e é decrescente quando Isl cresce. Um argumento de integração mostra que para 

tais funções e para qualquer a,p E R , P > 0, 

OU seja, 

Logo, para nossa função W particular, temos 



isto é, 
1 

E w ( a + n ~ ) = - + r ( a , P )  com I r ( a ,P ) I<W(O)=h  
n E Z  P 

Assim, tomando a = o , ,O = a e notando que W (e) = W (-), temos 

w ( I b  +anbo') = 6 + p(a, h) com p(n, h) ,  ( h 
n E Z  

Portanto, 

onde 

Para a função W particular que nós escolhemos, temos que W (t) dt  = 4. Logo, 

Tr  C = 1 1  hl12 ln 2. Assim, substituindo em (57), temos 

onde IR1 5 hCh ~ l $ J l l ~ .  Dividindo por 2 llh112 e fazendo X -+ 0, obtemos 

27rbo (h 2) A < dJ < 2abo (ln 2) B 
o 

Analogamente, provamos 

2rbo (ln2) A 5 ] I?$2 dJ 5 2rbo (ln 2) B 1 



Nem todas as escolhas de $ , ao e bo levam a frames, mesmo para y5 admissível. 

Vamos obter condições sobre $, ao e bo que garantam que {$,,,) seja uma Bame. 

A próxima proposição é um caso particular de uma proposição mais geral em [12] e 

[13] adaptada as nossas finalidades. 

Teorema 3.2.15 : Seja y5 E L 2 ( R )  e ao = 2 e bo = 1 tais que $ satisfaz 

Então {$m,n} é uma frame com cotas3' 

Prova: Vamos estimar C 1 (f, Sm,,) 1 
m,nEZ 

já que, por 44, temos 

2 1 -- C I (i, $rn,n) l2 = C I f r n ,  I = C Zm 
m,nEZ m,nEZ m,nEZ 

31É suficiente tomar 1 5 161 5 2, pois qualquer outro 6 # O pode ser reduzido a este caso 
multiplicando por 2k para algum k E Z. 
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-L / i([) O (2mF)ei2mn6 d i  27r 
-00 



Usando a mudança de variável w = J - 27r2-"1, o teorema de Parseval para funções 

periódicas e a mudança de variável J = 2"w, obtemos 

1 27r2-rn 

= - C C J [(f (w + 21112-") 4 (2mw + 2711)) 
27r mEZ I tZ  O 



Portanto, 

onde Rest ( f )  = & C / f (E) f (6 + 2 ~ k 2 - ~ ) 4  (2m5)4 (2m[ + 27rk) d[ 
m,kEZ -, 
k#O 

Fazendo a seguinte mudança de variável dada pela bijeção Z X Z* 3 (m, k) I-+ 

(m', 1, k? E Z X Z + X Z ,  definida por: k = 2' (2K+ 1) e m = m+ 1, temos: 

Rest (f)  = 1 C /* f(6) f ( < + 2 ~ ( 2 K +  1)2-m) 
27r rn,,klEZ -* 

Logo, de (62) e (63), temos 



Mostremos que C $ (2"t) é limitado superiormente. De fato, por (60), 
mEZ 1- l 2  

E 1&2mE) 1 < c2 
22ma22a (1 + 22m)-7 para 1 < 1[1 < 2 

mEZ m 

m=l m=l m=l 
00 

(61), temos A > O e também B > O, já que sup C 14 (zmt) l 2  > 0, pois caso 
15ICl52 m=-" 

00 

contrário, inf E 10 (2mE) 1 = 0, contrariando a hipótese (61). W 
111E112 m=-co 

Vamos ver agora uma base de wavelet com boa localização no tempo e na fre- 

qüência. 

A base de wavelet de Meyer é dada por $J E L2(R) definida como segue: 

onde v é uma função de classe Ck ou C" satisfazendo 

com a propriedade adicional 

v (x) + v (1 - x) = 1 (66) 

A regularidade de $ é a mesma de v. Vamos mostrar que {$,,,) constitui uma 

base ortonormal do (R), onde $,,,(x) = 2 ~ ? $ ( 2 - ~ x  - n).  Usa,remos para isso os 
2 resultados da proposição 3.2.13. Portanto, temos que provar que: 12) II$IILzcn) = 1, 

22) {$Jm,,) é uma frame apertada de cota A = B = 1. 



Agora, como v ( s  + f ) = 1 - u ( f - s )  , temos 

1 

= .OS? [[I. ( s ) ]  ds + cos2 [tu (t + i)] d t  

2") Vamos usar o teorema 3.2.15 para provar que {$,,,} é uma frame apertada de 



2 
cota 1. Paraisso mostraremos q u e x  1$(2mtJI = 1 e que, V k E Z e V  e E R, 

mEZ 

=='- 
C 4 (2lE)q (2' (c + 2n (2k + i ) ) )  = O (67) 

A 

27r 8n Mas, como o suporte de $J é [A?, -$] U para provar (67) basta mostrar que 

d (2lE)D (2' ((E + 2 r  (2k + 1))) é nulo para 12'61 _< 83" e 12' ((E + 211 (2k + 1)) 1 < , 
isto é, -? 5 2'5 < -9 < 2 ' [ + 2 ' 2 ~ ( 2 k + l )  < 83". Isto implica em 

-2.  < 2'2r (2k + 1) < 2 , ou seja, 272k + 11 < i .  Os únicos pares (1, k) que 

satisfazem isto são (O, O), (0, - I) ,  (1, O) e (1, -1). Assim, temos que mostrar 

Vamos mostrar (68). Pelo suporte de 3, temos que ambos os termos em (68) se 

anulam fora de [-9, - 9 1 .  Para 5 E [-?,-$I, 5 = -"-" 3 + -a, 3 com O< a < 1, 

temos 

i(C+zx) D ((E) 4 (E + 2 r )  + 4 (2(E) 4 (2E + 471) = e s e  [ v  (1 - a)] e sen [%V (a)]  

+e-" COS [;v (1 - a ) ]  ei«+ "1 cos [;u (a)]  

= e-% sen [I - f u (a) ]  ei( eni sen [f V (a)]  

+epi( cos [f - f u (a)]  ei( e2ni COS [%v (a)]  

= -se. [4 - q V (a)] sen [;v (a)] 

+ cos [f - f V (a)] cos [;V (a)]  

= - COS [$ u (a)] sen [$ u (a)] 

+sen [f u (a)]  COS [;v (a)] 

Da mesma forma prova-se (69). Assim, temos (67). Agora, para qualquer [ # O, 

apenas um valor de m E Z satisfaz $ < 2m0 < 9 ( :. 41 < 2mo+1 < 8jI ). 3 - 



Portanto, 

Logo, { I ) ~ , ~ }  satisfaz as hipóteses do teorema 3.2.15. Portanto é uma frame 

de cotas: 

2 2 
A =  inf ~ 1 $ ( 2 m ~ ) l  = I  e B =  sup ~ 1 ? ( 2 m c ) l  = 1  

l < I E P  
~ E Z  l i l E 1 1 2 m E ~  

Assim, pela proposição 3.2.13, { Q ~ , ~ }  constitui uma base ortonormal para L2(R). 

H 

Se v t Cm(R) então ? E V (R) (ver definição 2.2.16). Logo, pela proposição 

2.2.17, 4 E S (R), o que implica q5 E S (R). Agora, por (I), as funções f E S (R) 

satisfazem 

onde(?,= 11(1+1~1~)"fll <+m. Portanto,asfunçõesnoespaçodeSchwartz 
SUP 

têm boa localização no tempo (e conseqüentemente na freqüência). Entretanto, C, 

pode ser muito grande, o que implica que o decaimento de I) pode não ser muito 

rápido. 

3.3 ANÁLISE DE MULTIRESOLUÇÃO E WAVELET 

O objetivo desta seção é ver como podemos construir bases de wavelets. Para isto, 

precisamos de uma estrutura em L2 (R) que permitirá, entre outras coisas, decompor 

L2 (R) como soma direta de espaços mutuamente ortogonais. Isto é chamado análise 

de rnultiresolução. 

Definição 3.3.1 : Uma análise de multiresolução é uma seqüência de subespaços 

fechados V, de L2 (R), chamados espaços de escala, satisfazendo: 

M2) U V, é denso em L2 (R) 
jEZ 



MG) 3 6 E & tal que ; n E Z é uma base ortonormal de I/o, onde 1 

Observação 3.3.2 : 1) M4 e M5 implicam que se f E V, então f (. - 2jn) E 

V, V n E Z .  

2) M4 e MG implicam que é uma base ortonormal para V, V j E Z .  

3) Se Pj = C ( -  , g5j,,)$j,k (projeção ortogonal sobre V,) então M1 e M2 asseguram 
kEZ 

que ,lim Pj f = f V f E (R) ,  OU seja, partindo-se de uma representação de 
7 4 - 0 0  

f numa determinada escala, podemos reobter f acrescentando-se os detalhes em 

escala mais altas. 

4) M4 é equivalente à : f E V ,  U f (2.) E V,-l. 

5) A função q5 é chamada função de escala da análise de multiresolução. 

6 )  A ortonormalidade de do,, em M6 pode ser rela.xada, requerendo apenas que 

forme uma base de Riesz. 

Exemplo 3.3.3 : Considere a função de Haar 

4 é a função de escala da análise de multiresolução de Haar dada por 

Para todo j E Z, seja Wj o complemento ortogonal de V, em V,-1. Temos 

~ E L ~ ( R ) / ~  = constante , k E Z 
[Zjk , 2 j  ( k t l ) ]  



Assim, para j < J , temos 

Logo, de M2 e M3, temos 

onde os subespaços Wj são mutuamente ortogonais. Além disso, pela observação 

3.3.2 (4), os espaços Wj herdam a propriedade M4 de V,. De fato, basta ver que 

Desde que q5 E V. Ç V-] e as $ - , ,  formam uma base ortonormal em temos 

com 

Podemos escrever (75) como 

onde a convergência é em L2 (R). 

A fórmula (78) pode ser escrita como 

onde 
1 

mo (E) = - hne-"( 
Jz n,, 

De (76), temos mo E L2 ( [ O ,  2n]) , 2n-periódica. Temos então que 

satisfaz 1 se e somente se, q5 E ou seja, se e somente se, existe 

mo E L2 ( [ O ,  2x1) , 2 ~ - ~ e r i ó d i c a ~ ~ ,  satisfazendo (79). 

3 2 ~ e s t e  caso satisfaz (80) 
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Observaqão 3.3.4 : Note que em (79), a banda de freqüência de $ (E) é a metade 

da banda de freqüência de $ (g) . Assim, temos que mo é um filtro de passa baixa, 

chamado filtro de passa bazxa da função de escala 4. . 
Agora, como 4 = e ; n E Z é base ortonormal de Vo, 

Assim, de (79) e (81), temos 

Separando o lado esquerdo de (82) em duas soma: 

fato que mo é 2n-periódica, obtemos de (81), 

3,  para 1 par e ímpar e usando o 

Vamos agora caracterizar o espaço Wo: 

Como f E V-1, temos 

com fn = ( f  , &l,n). Temos 

ini A E = 1 f n e  2 4  (5) mj (9 $ (i) 4 n E Z  

onde 



Note que mf (5) E L2 ([O, 2~1) , 27i-periódica. Como f l l / o  então f L&, V k E Z, 

OU seja, 

/ f (x) $ (x - k) dx = O 

A série em (86) converge absolutamente em L1 ([-n,n]). De fato, como 
- 

A A 

f ) E L2 (R) entãos3 g = f 4 E L' (R). Logo, pelo teorema da convergência 

monótona, temos 

Podemos então reagrupar os termos da série para valores pares e ímpares de 1. 

Substituindo (79) e (84) em (86)) obtemos 

isto é, 

33~sto é uma conseqüência da desigualdade de Holder (ver nota de rodapé 10 na página 37). 
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Logo, por (8l), temos 

2 
Por (83), se mo (5) = O então Imo (f + a) 1 = 1 q.t.p. Considere 

Temos que X é 2a-periódica e, por (87), 

De (89), podemos escrever 

onde v é uma função 2a-periódica. Substituindo (88) e (90) em (84), temos que 

f E Wo se, e somente se,, 



Teorema 3.3.5 : Dada uma análise de multiresolução ( T / , ) j E Z  e m  L2 (R) ,  existe 

uma base ortonormal de wauelets associada ; j, k E Z) para L2 (R),  com 

$ ~ , k  . ( x )  = 2-:$ (2-jx - k )  . Conseqüentemente, 

onde Pj = C( , $j , k )  $j,k (projeção ortogonal sobre V , ) .  
kEZ 

Prova: Se {do,, ; I* E Z) é uma base ortonormal para Wo então, por (74) ,  

; k E Z) é uma base ortonormal para W,, para qualquer j E Z. Mas, por 

(73) ,  isto assegura que S;,, ; j, k E Z) é uma base ortonormal para L2 ( R ) .  Assim, { 
é suficiente descobrir uma wavelet $ E Wo tal que g0,, ; k t Z seja uma base { 1 
ortonormal para W o .  A equação (91) sugere que tomemos como uma candidata à 

wavelet, $ E Wo tal que 

Vamos mostrar ; k E Z é uma base ortonormal para W o .  Pela 1 
análise feita acima (na caracterização de Wo) e usando v = 1, temos que (93) define 

uma função $ E L2 (R) com $ E VPi e $I&, OU seja, y5 E W o .  Vejamos que 

é um conjunto ortonormal. Temos 

34Não se importando com questão de convergência, podemos escrever (91) como 

o que mostra que é razoável tomarmos como candidata à base ortonormal para Wo. 



onde na penúltima igualdade usamos (81), e na última igualdade usamos (83). Logo, 

o que mostra que $o,k ; k t Z é um conjunto ortonormal. Para mostrar que { 1 
gera Wo, basta mostrar que toda f E Wo pode ser escrita como 

onde C t L2 ([O, 271)) , 27r-periódica. De (91) e (93), temos f (E) = v (E) 4 (5) , com 

Agora, por (83), temos 



onde na primeira igualdade usamos (89), na segunda igualdade usamos a mudança 

de variável 5 = +?i , na terceira igualdade usamos que X e mo são 2~-periódicas, 

na quinta igualdade usamos (88) e na sexta igualdade usamos (85). Logo, 

Observação 3.3.6 : 

para a construção da 

1) Vimos na demonstração do teorema que uma possibilidade 

wavelet $J é 

(x) = JZ C (-i)n-' h-,-, 4 ( 2 ~  - n) 

(onde a convergência da série é em L2 (R)) já que 
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2) S, não é determinada de maneira única pela análise de multiresolução e por (93). 

Se S, satisfaz (93), então qualquer I' da forma 

com y 2n-periódica e ly ([)I = 1 q.t.p, também satisfaz (93). Em particular, 

podemos tomar y (t) = y, eimX com m E Z, Iro ( = 1. 

A Análise de Multiresolução de Meyer é construída da seguinte maneira: 

Seja cp a função escala definida, através da sua transformada de Fourier, por 

onde v é uma função diferenciável satisfazendo 

O se x s O  
Y (x) = 

1 se 2 2 1  



De (96), segue que C I@ (5 + 2ka) l2 = 1, que é equivalente à ortonormalidade das 
LEZ 

cp ( e  - k) , k E Z. Logo, M6 é satisfeita. Seja V. = span {cp ( a  - k))LEZ . Da 

mesma forma, V, = span , onde cpjL (t) := 2-i cp (2-jt - k) . Sabemos 

que os V, satisfazem Mi se, e somente se, cp E V-1 , ou seja, se, e somente se, 

existe uma função 27r - periódica mo, de quadrado integrável em [O, 2 ~ ]  , tal que 

Aqui, mo pode ser construída em [O, 2 ~ ]  a partir de @ por 

Esta função é 27r - periódica de quadrado integrável em [O, 2 ~ ]  e vale 

onde a segunda igualdade é pelo fato dos suportes de @ (. / 2) e de @ ( a  + 4 ~ 1 )  não 

se intercepta.rem para 1 # O , e a terceira igualdade é porque @ (512) = 1 'd 5 E supp 

@. Assim, Ml é satisfeita e as outras condições da definição também podem ser 

provadas. Pela observação 3.3.6, a wavelet associada é dada por: 

ou equivalent ement e, 

A função y5 é a wavelet de Meyer. 



Consideremos então a Análise de Multiresolução de Meyer. De (44), temos 

Desde que supp (4) = {E ; !r 5 5 !?i), temos que V k E Z, 

Considere agora a projeção ortogonal sobre V, , Pj : L2 (R) t V.35 3 , 

Temos que 'd f E L2 (R), 

já que V 1 > j , & (E) = O para < ir2-j. 

Considerando a projeção ortogonal correspondente, no espaço freqüência, 
h E. : L2 (R) + V, = span { ~ k } k E ,  dada por 

temos 

Logo, por (99), temos 

onde xj é a função característica em (-oo , - $n2-j] U [$n2-\ +m) . 

35De (98), vemos que Pj filtra as freqüências maiores que $,2-j (filtro de passa baixa). 



4 UM MÉTODO WAVELET-GALERKIN 
APLICADO A UMA EDP 

Neste capítulo nós utilizaremos um Método Wavelet-Galerkin, com a Análise de 

Multiresolução de Meyer, no estudo de uma equação diferencial parcial com 

coeficientes variáveis. O problema considerado é um problema mal-posto no sentido 

que não tem dependência contínua na condição no bordo. 

Na seção 4.2 nós apresentamos o problema e vemos que ele é mal-posto. Na seção 

4.3 nós utilizamos a Análise de Multiresolução de Meyer e aproximamos o problema 

por problemas bem-postos nos espaços de escala V, da Análise de Multiresolução. 

1st o significa que o método considerado é estável. Na seção 4.4 nós obtemos estimati- 

vas para a diferença entre a solução do problema considerado e a projeção ortogonal 

sobre V,, da solução do problema aproximante definido no espaço de escala V,-1. 

4.2 O PROBLEMA 

Estamos interessados no problema (I) abaixo, onde K é uma função contínua 

Nós consideramos que o problema (I) tem uma solução u (x, -) E L2 (R) 

e estendemos u (x, t )  e g a R tomando ambas nulas para t < O. Note que o 

problema (I) não tem uma condição inicial, pois não precisaremos de uma para os 

resultados que serão obtidos. 

O problema (I) é mal posto, no sentido que pequenas perturbações na condição 

g no bordo, podem causar grandes alterações na solução, se ela existir. Isto significa 

que se a solução existe, ela não depende continuamente de g. Um exemplo de que o 

problema (I) é mal-posto é dado a seguir: 



Exemplo 4.2.1: Considere o problema 

n-' cos 2n2t  , O 5 t 5 to 
onde gn( t )  = i O 

n e N  
, t>to  

A solução deste problema é 

Assim, temos que gn( t )  converge uniformemente para zero quando n tende ao 

infinito, enquanto, para x > O, a solução un (x, t )  não converge para zero. 1 

4.3 ESTABILIDADE DO MÉTODO 

No que se segue a Análise de Multiresolução considerada é a Análise de 

Multiresolução de Meyer com função escala cp. 

O lema abaixo é uma versão da desigualdade de Gronwall. 

Lema 4.3.1 : S e j a m  u e v continuas, positivas, x 2 a e c > O.  S e  

então 

U ( X )  < c exp (Lx Ls v(.) 

Agora, 

w" ( x )  :. w l l ( x ) = v ( x ) ~ ( x ) ~ v ( x ) w ( x )  . . w ( x )  ~ ( 4  



I ( )  (x) *(x) :. vir) dr . . (ln w (x))' < Lx v (r) d r  

:. l n w ( x ) - l n w ( a ) F  lx 1' "(r) d r  ds 

Como w(a) = c, temos 

ln w (x) - ln c I Ja Ja 47) d~ ds 

"'"' 5 1 1' :. ln - 
C 

v(,) ,r lis :. w(x) 5 c . exp (Lx 1' "(r) dT ds) 

Logo, como por hipótese u(x) 5 w (x), temos 

Agora, aplicando a 'Transformada de Fourier com relação ao tempo no problema (I), 

obtemos o seguinte problema no espaço freqüência: 

cuj a solução satisfaz 

x s 

,(r,[) drds  ~ ( X , E )  =?(E) + 

Logo, pelo lema 4.3.1, temos, para c(<) # O: 

O próximo lema é a proposição 3.1 em [38], quando K(x) é constante. 

Lema 4.3.2 : O operador Dj (x) definido por 

satisfaz: 



2) ( D A k  (4 = ( D & - ~ ) o  ( x )  . Portanto, (D j ) l k  (x) são iguais ao longo das diagonais. 

Prova: Esta prova é a mesma dada em [38] para um resultado similar quando o 

operador D j ( x )  não depende de x. 

i k t2 j  A i )  Conforme vimos anteriormente, Go ( E )  = 2$@ (2jE) , (5)  = 2 ; e  cp (2jE) = 

e - i ~ ( 2 ~  ( E )  e, como a transformada de Fourier da função escala de Meyer cp é uma 

função par, temos, c. ( E )  = c. ( - E )  Portanto, 

Assim, 



onde (B,),, = (ip:, , Pelos itens (1) e (2) acima, temos que (B,),, = - (B,),,, 

(B,),, = & /  ce- i ( l -k)~2 '  I&Ò ( ( E ) I ~ ~ s  = (B&-,)o e (B,),, é constante ao longo 
R 

das diagonais. Mostremos que 1 1  Bj  11 5 77.2-j . Assim, teremos 

Considere, para Itl 5 77.2-j, 

Estenda rj periodicamente a R e expanda em série de Fourier 

r, (t) = C y, eikt2' 
k EZ 

Temos que y, = bk Vk, onde bk é o elemento na diagonal k de Bj.  De fato, como 

go (t) = O para Itl > 977.2", temos 

- 
7'1, - 2-,+l, L 1 - ~ 2 - '  

( t)  dt 

Assim, fazendo-se uma mudança de variável, temos: 



Agora, llBj 1 1  = sup IIBj f 1 1  ) onde 1 1  f 1 1 2  = C ( fk12. Seja F (t) = C f k  e"t2\ 
I l f  ll=l kEZ kEZ 

tome W (t) = rj (t) F (t). Temos 

Portanto, 

= SUP Ir, (tI2 Ilf 1 1 2  
( t lIn2-j 

Logo, 

11B,11 5 sup Ir, @ ) I 2  
ltIIn2-j 

Agora, note que rj é uma função ímpar. Portanto, 
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Assim, 

1 n 1 
Agora, pela definição de @ temos que I@ (s) l2  < - e, portanto, s I@ (s)12 < - = - 

2n 2n 2 
para O < s 5 n. Assim, 

Portanto, 

o que prova o item (3) do lema. H 

Vamos considerar agora o seguinte problema aproximante em V, 



A projeção ortogonal na primeira equação de (102) é devido ao fato que nós 

podemos ter u(x, t)  E V, com ut(x, t) $! V, , já que (el)' $! V, pois caso contrário 

teríamos (<pjl)' = C Logo, 
k € Z  

h 

kEZ 

Assim, teríamos 

Esta igualdade implica que 

o que é um absurdo. W 

A formulação variacional do problema (102) é 

onde cp jk  é a base ortonormal de V, dada pela função escala cp. 

Considere uj  solução do problema aproximante (102) , dada por 

u j  (x, t )  = 1 wl (x) ip,, (t). Assim, temos 
1EZ 



1 onde, como definido antes, (D,),, (x) = (p;' , %,). Assim, temos um sistema 

de dimensão infinita de equações diferenciais ordinárias. 

onde y é dada por 

Lema 4.3.3 : Se w é solução do problema de evolução de 23 ordem (11) então 

Prova: Temos que w satisfaz 

Logo, pelo lema 4.3.2, temos 

Portanto, pelo lema 4.3.1, temos 



T e o r e m a  4.3.4 ( E s t a b i l i d a d e  d o  M é t o d o  W a v e l e t - G a l e r k i n )  : Sejam uj e vj 

soluções dos problemas aproximantes (102) e m  V, para as condições no  bordo g e 
- 
g, respectivamente. Suponha que llg - 5 E. Então 

onde a satisfaz O < a 5 K ( x )  < +oo como na  definição do problema ( I ) .  Para j 
. 2a 

tal que 2 - 5  - log E - ~ ,  temos 
7r 

1l.j ( x ,  .) - vj (x, . ) [ I  5 E1-xz 

Prova: 

sendo w e 6 soluções do problema de Galerkin (11) com condições w ( 0 )  = y e 

G(0) = , respectivamente. Então, pelo lema 4.3.3 e pela linearidade de (11), 

temos : 

5 E exp ( 2 - j r / 0 / i t d T d s )  

2a 
Para j = j ( E )  tal que 2-i 5 - log E-', temos 

7r 



Nesta seção vamos mostrar a convergência do Método Wavelet- Galerkin utilizado. 

Estamos interessados nas soluções u(x,-) E L2 (R), do problema (I), para 

g E L2 (R) tal que ?(.) . exp (2) t L2 (R). Uma tal funqio g nestas condiçiies 6 

c2 + lt1 dada, por exemplo, por g = b t L' (R) onde ir (c) = exp (- ) t .L2 (R). 
2a 

Vamos definir 

/ := ij ( + )  . e ( )  t (R) (103) 

Proposição 4.4.1 : S e  u (x, t )  é solução do problema ( I )  então 

onde f é dada por (103). 

Prova: De (100) e (101), temos 

I - I  5 Ilxj"V)Il 



Para 1x1 < 1, temos 

Proposição 4.4.2 : Se u é solução do problema (I) e u j - ~  é solução do problema 

aproximante em V,-1 então 

4 .  
Z(x, r) = Zj-l(x, J) para I J I  5 -7r2-' 

3 (104) 

Conseqüentemente, 

Prova: Seja A (x, J)  = Z (x, J) - (x, J) . Mostremos que A (x, C) = O para 

IJl < 2 ~ 2 - j .  Considere o problema aproximante em 5-1: 

Aplica.ndo a transformada de Fourier no tempo, temos 

A 

com a condições: G 1  0 J) = P (J) e (Gj-l)x (O, -) = O 

Agora, por (99), temos 

A 

P ( i  ( x  J)) = i Z ( x  J) e g.-,i? (O, J) = Z (O, J) 



Portanto, para IJl < 47r2-j, fixado, A (x,J) é solução, em O < x < 1, do problema 

Este problema tem a única solução A (x, J) = O , V x E [O, 1). Assim, 

Agora, (105) é conseqüência de (104) e da definição de E.. H 

Teorema 4.4.3 : Seja u solução do problema ( I )  com condição u (O, a )  = g e seja 

f dada por (103). Seja vj-1 solução de Galerkin do problema aproxzmante (102) 

e m  V,-1 para a condição n o  bordo l j  tal que llg - ljII < E. S e  j = j (E) é tal que 
a! 

2-j = - log E-' então 
7r 



Seja ujPl solução do problema aproximante em para a condição no bordo g. 

Por (105), temos que Pju (x, -) = Pjuj-i (x, -). Portanto, pelo teorema 4.3.4, temos 

Agora, pela proposição 4.4.1, temos 

Portanto, 



Nós consideramos soluções u(x, .) E L2(R) do problema K(x)u,, = ut , para 

O < a 5 K(x) < oo, O < x < 1, t 2 0, com condição g E L2(R) no bordo x = O e 

u,(O, a )  = 0, onde K(x) é urna função contínua. A desigualdade (101) implica que 

uma solução do problema acima estará em L2 (R) se tiver um decaimento rápido 

para as altas freqüências. Desde que a wavelet de Meyer tem suporte compacto 

no domínio da freqüência, ela corta as altas freqüências. Utilizando um Método 

Wavelet-Galerkin com a Análise de Multiresolução de Meyer, nós regularizamos o 

mau condicionamento do problema, aproximando-o por problemas bem-postos nos 

espaços de escalas, conforme foi mostrado no teorema 4.3.4. Nós mostramos a esta- 

bilidade e a convergência do Método Víízvelet-Galerkin aplicado ao nosso problema, 

com uma estimativa de erro, dada no teorema 4.4.3. 

Um resultado que está sendo trabalhado no momento, é a obtenção de uma 

estimativa similar à do teorema 4.4.3, para a diferença entre a solqão exata do 

problema (I) e a solução do problema aproximante definido no espaço de escala V,. 

Cabe ressaltar que a técnica iitilizada aqui pode também ser usada para 

problemas de calor, com coeficiente de difusão não-constante, ut = ( K ( x )  u,),, 

com condição inicial e condições de bordo. Neste caso, a formulação variacional do 

problema aproximante no espaço de escala V,, leva a problemas de Sturm-Liouville. 
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