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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários 

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.) 

UMA ABORDAGEM DETERMINISTICA 
PARA A MINIMIZAÇÃO GLOBAL DA ENERGIA 

POTENCIAL DE MOLECULAS 

Carlile Campos Lavor 

Junho/2001 

Orientador: Nelson Maculan Filho 

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

O problema de minimizar a função de energia potencial de uma molécula é uma 

instância de um problema de otimização global. O mínimo global dessa função está 

relacionado à conformação mais estável da molécula e esta conformação é importante 

porque descreve grande parte de suas propriedades. A quantidade de mínimos locais 

da função de energia potencial cresce de forma exponencial com o tamanho da 

molécula, o que caracteriza a dificuldade de se obter o mínimo global. A maioria 

dos métodos existentes, para o problema em questão, são métodos estocásticos ou 

heurísticos. Neste trabalho, usamos um algoritmo determinístico baseado em um 

método branch and bound que utiliza técnicas de análise intervalar para o cálculo dos 

limites inferiores. Com esse algoritmo, garantimos que o mínimo global é encontrado. 

Usando uma função teste semelhante à função dada pela mecânica molecular, o 

algoritmo foi aplicado em problemas cujo tamanho varia entre 4 e 28 átomos. Em 

todos os casos, as soluções encontradas correspondem ao mínimo global da função 

teste associada. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partia1 fulfillment of the 

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.) 

A DETERMINISTIC APPROACH 

FOR GLOBAL MINIMIZATION OF POTENTIAL 

ENERGY OF MOLECULES 

Carlile Campos Lavor 

June/2001 

Advisor: Nelson Maculan Filho 

Department: Computing and Systems Engineering 

The problem of minimizing the potential energy function of a molecule is an 

instance of a global optimization problem. The global minimum of this function 

corresponds to the most stable conformation of the molecule and this conformation is 

important because it dictates most of the properties of the molecule. Computing the 

global minimum of a potential energy function is very difficult because it has many 

local minima which grow exponentially with problem size. Most of the methods that 

have been developed to this problem are stochastic or heuristic methods. In this 

work, we use a deterministic algorithm based on a branch and bound method that 

applies techniques of interval analysis to provide the bounds. Then, we can guarantee 

that the global minimum is found. Using a test function similar to the function used 

in molecular mechanics, the proposed approach was successfully applied to example 

problems involving up to 28 atoms. 
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Capítulo 1 

Introdução 

A minirnização da energia potencial de uma molécula está relacionada à 
determinação de sua estrutura tridimensional. O conhecimento dessa es- 
trutura é importante, porque está associado às propriedades físico-químicas 
da molécula. Para exemplificar a relação entre estrutura e função de uma 
molécula, faremos uma breve descrição sobre como a compreensão do pro- 
cesso de hereditariedade foi avançando ao longo dos anos. 

Em 1865, o botânico e monge austríaco Gregor Mendel propõe as leis 
básicas da hereditariedade, dizendo que as características de um ser vivo 
são transmitidas aos descendentes através de "fatores hereditários", mais 
tarde chamados de genes; e em 1869, o bioquímico suíço Johann 
Miescher descobre uma substância (nucleína) formada por urna proteína e 
uma molécula ácida: o DNA. Naquela época, não se conhecia a relação entre 
os fatores hereditários de Mendel e o DNA. 

Miescher e muitos outros suspeitavam que a nucleína estava associada 
de alguma forma à hereditariedade, mas a primeira evidência direta de que 
o DNA é a molécula que contém as informações genéticas veio somente em 
1944, através de uma descoberta feita pelo bacteriólogo canadense Oswald 
Avery e colaboradores. 

Em 1953, o físico neozelandês Maurice Willtins e a química inglesa 
Rosalind Ranklin usam a difração de raios X para "fotografar" o DNA. O 
problema era, então, formular um modelo tridimensional para a molécula de 
DNA que se enquadrasse nos resultados da difração de raios X e explicasse 
algumas propriedades químicas já conhecidas. 

No mesmo ano, o bioquímico norte-americano James Watson e o biofísico 
inglês Rancis Crick propõem um modelo tridimensional - a famosa hélice 



dupla - que explicava todos os dados disponíveis sobre o DNA. O modelo 
imediatamente sugere o mecanismo de transmissão da informação genética. 
A característica essencial do modelo é a complementaridade das duas fitas 
retorcidas de DNA. Watson e Crick perceberam, antes da existência de dados 
que comprovassem o modelo, que a estrutura proposta poderia ser replicada 
pela separação das duas fitas e pela síntese de uma fita complementar para 
cada uma. 

Em 1958, o biólogo molecular Matthew Meselson e o geneticista Franklin 
St ahl, norte-americanos, demonstram experimentalmente o modelo de repli- 
cação do DNA de Watson e Crick. 

Com o modelo e sua comprovação experimental, inaugura-se uma 
revolução na compreensão do processo de hereditariedade. A partir de en- 
tão, abre-se a possibilidade de leitura e interpretação do "livro da vida". Pela 
descoberta da estrutura tridimensional da molécula de DNA, James Watson 
divide o Prêmio Nobel de Medicina com Francis Crick e Maurice Wilkins, 
em 1962. 

O conhecimento atual sobre o armazenamento e o processamento da in- 
formação genética de uma célula é fruto da descoberta da estrutura do DNA. 
De uma maneira geral, a estrutura espacial de uma molécula está intima- 
mente relacionada com a sua função, o que torna evidente a importância de 
se conhecer a estrutura tridimensional de uma molécula. 

O Projeto Genoma 

Em 1989, James Watson é designado diretor do Centro Nacional de Pesquisas 
dos Estados Unidos sobre o Genoma Humano e, em 1990, é lançado oficial- 
mente o Projeto Genoma Humano - o empreendimento público mais caro e 
ambicioso da história da biologia - com o objetivo de sequenciar todo o DNA 
da espécie humana até 2005. Ao longo dos anos, o projeto ganha a adesão 
de cientistas e laboratórios de diversos países. 

Em 26 de junho de 2000, dez anos depois de lançado, o Projeto 
Genoma conclui 98% do sequenciamento do DNA. Liderado por instituições 
dos Estados Unidos e Reino Unido, o Projeto Genoma envolveu mais de 1000 
pesquisadores em 18 países e custou cerca de 3 bilhões de dólares, sem contar 
a injeção final de recursos necessários para fazer frente a grupos privados. A 
Celera Genornics, empresa responsável pelo projeto privado, gastou 2 bilhões 
de dólares. 



Com os resultados do Projeto Genoma, abre-se para pesquisa um dos 
maiores segredos da natureza: o código que determina a própria existência 
de todos nós. Isso cria a expectativa de que as doenças com causas ligadas a 
problemas em nossos genes - catalogadas em mais de 11000 - estejam com os 
dias contados. Infelizmente, não é bem assim. Deu-se um passo gigantesco 
no campo do conhecimento da biologia molecular, mas os resultados práticos 
podem demorar décadas. 

O Projeto Proteoma 

O Projeto Genoma produziu desafios ainda maiores: localizar todos os genes 
da espécie humana, compreender como eles interagem entre si e entender co- 
mo produzem as proteínas responsáveis pela execução das instruções genéti- 
cas. Essa nova etapa já está sendo chamada de Projeto Proteoma. Fala-se, 
também, na criação de uma nova área do conhecimento: a proteômica - ciên- 
cia que, integrando a biologia molecular com a computação e a matemática, 
estuda as proteínas, determinando sua estrutura e função. 

Como a função biológica de uma proteína é determinada pela sua estru- 
tura tridimensional, o conhecimento dessa estrutura torna-se fundamental. 
Evidências experimentais sugerem que a seqüência de aminoácidos que for- 
ma uma proteína contém as informações suficientes para deduzir sua estru- 
tura tridimensional [5]. A determinação dessa estrutura, usando somente 
a informação contida na seqüência de aminoácidos, é um dos problemas 
mais importantes da biologia molecular. É conhecido como Problema da 
Conformação Protéica ([13], [66]). 

Nos últimos 30 anos, muito esforço tem sido feito tentando resolver o 
Problema da Conformação Protéica. Apesar disso, continua sendo um dos 
problemas mais desafiadores da biologia molecular. 

Em dezembro de 1999, a um custo de 100 milhões de dólares, a IBM 
a.nunciou a construção de um supercomputador, o Blue Gene, pa.ra investigar 
o Problema da Conformação Protéica. A meta é fazer com que ele realize 
mais de 1015 operações por segundo, tornando-se 1000 vezes mais rápido que 
o Deep Blue, o computador que derrotou o enxadrista Garry Kasparov. 

Em [56], o artigo que motivou este trabalho, o autor discute a formulação 
matemática do Problema da Conformação Protéica e a riqueza de problemas 
envolvidos em áreas como modelagem matemática, equações diferenciais, es- 
tatística, análise numérica e otimização. 



Apesar de não tratarmos diretamente o Problema da Conformação 
Protéica, foi pensando nele que desenvolvemos esta tese. 

1.3 Organização da Tese 

Neste trabalho, procuramos dar uma contribuição relacionada aos problemas 
de otimização envolvidos na determinação de estruturas tridimensionais de 
moléculas. 

A maioria dos métodos computacionais de otimização utilizados na deter- 
minação de estruturas tridimensionais de moléculas é de natureza estocástica 
ou heurística. Aqui, empregamos um algoritmo det erminístico baseado em 
um método de otimização combinatória - o branch and bound - e em técnicas 
de análise intervalar . 

O algoritmo foi aplicado em problemas envolvendo moléculas, cujo ta- 
manho varia entre 4 e 28 átomos. Em todos os casos, as soluções encontradas 
correspondem ao menor valor da função de energia potencial associada. 

A tese está organizada em cinco capítulos. No Capítulo 2, fazemos uma 
pequena revisão sobre algumas idéias da termodinâmica, importantes para o 
estudo de estruturas tridimensionais de moléculas, e descrevemos uma função 
que modela as interações entre os átomos de uma molécula. No Capítulo 
3, citamos os métodos existentes de otirnização global usados na rninirniza- 
ção de funções de energia potencial, apresentamos as definições e os resul- 
tados mais importantes da análise intervalar que interessam à otimização 
global e descrevemos o algoritmo usado neste trabalho. No Capítulo 4 está 
a contribuição da pesquisa desenvolvida. Usando coordenadas cartesianas, 
descrevemos a função de energia potencial e suas derivadas de 1% e 2% ordem, 
de uma maneira apropriada para o emprego das técnicas de análise intervalar. 
Os experimentos computacionais também são descritos neste capítulo. Final- 
mente, no Capítulo 5, apresentamos as conclusões e os caminhos apontados 
para a continuação do trabalho desenvolvido. 



Capítulo 2 

Fundamentação Teórica 

Neste capítulo, apresentaremos a função usada pela mecânica molecular para 
representar a energia potencial de uma molécula. Antes, faremos uma peque- 
na revisão sobre algumas idéias da termodinâmica, importantes para o estudo 
de estruturas tridimensionais de moléculas. Para colocar essas idéias em uma 
linguagem matemática, precisamos do conceito de formas diferenciais. 

2.1 Formas Diferenciais 

Um caminho em Rn é uma função y : I -+ Rn, cujo domínio é um intervalo 
I C R. Para cada t E I, temos y(t) = (yl(t), ..., yn(t)), onde as n funções 
y, : I -+ R são chamadas de funções coordenadas de y. Um caminho 
y : I -+ IW" é conthuo ou diferenciável se suas funções coordenadas 
y, : I -+ R são contínuas ou diferenciáveis. Quando a derivada de y é 
contínua, diz-se que y é um caminho de classe C1. Quando I = [a, b] e 
y(a) = y(b), diz-se que o caminho y é fechado. 

Dados um caminho y : [a, b] -+ R" de classe C1 e n funções reais contínuas 
fl , . . . , fn cujos domínios definidos em IW" contêm a imagem de y, a integral 
de linha J7(fldxl + ... + fndxn) é definida por: 

Uma forma diferencial em um conjunto X C R" é uma função w que 
associa a cada ponto x E X uma função linear w ( x )  : Rn 4 R, ou seja, 



onde (Rn)* é o espaço vetorial de todas as funções reais lineares definidas em 
R". Será conveniente escrever w, = w (x) . 

Lembremos que para qualquer função linear L : R" -+ R, existe um único 
vetor a E Rn tal que 

onde a = (al, ..., a,), v = (vl, ..., 71,) e Ai : R" 4 R é a i-ésima função projeção 
definida por 

Ai (71) = 7 4 ,  para i = 1, . . . , n,. 

Usando a notação Ai = dxi, a equação (2.2) torna-se 

Teorema 1 Se w é uma forma diferencial em X C R", então existem n, 
funções reais a1 , . . . , a, únicas definidas em X, tais que 

w, = al(x)dxl + ... + a,(x)dx, para todo x E X. 

Prova. Ver [19], p. 295. rn 
Uma forma diferencial w é conthua, diferenciável ou de classe C1, se suas 

funções coeficientes a1 , . . . , a, são contínuas, diferenciáveis ou de classe C'. 
Consideremos uma forma diferencial contínua w definida em X C R" e 

um caminho y : [a, b] 4 X de classe C1. Defincse a integral de w ao longo 
do caminho y por: 

Em outras palavras, se w = aldxl + ... + a,dx, e usando (2.1), temos: 

Vemos, então, que uma integral de linha é simplesmente a integral de uma 
forma diferencial. 

Lembremos a definição de conjunto aberto. Um conjunto X c R" chama- 
se aberto quando para todo x E X ,  existe S > O tal que, se I ly - 211 < S então 
y E X. Dado x E Rn, 11x11 = J-. 



Se f é uma função real diferenciável definida no conjunto aberto X C R", 
então sua diferencial dfx no ponto x E X é a função linear definida em IFS" 
dada Dor 

onde v = (v1, . . . , v,). Conseqüentemente, a diferencial de uma função 
diferenciável é a forma diferencial 

O próximo teorema generaliza o Teorema Fundamental do Cálculo para 
caminhos no R". 

Teorema 2 Se f é uma função real de classe C1 definida no conjunto aberto 
X C R" e y : [a, b] + X é um caminho de classe C', então 

Prova. Ver [19], p. 298. i 
Um corolário imediato desse teorema é que se uma forma diferencial w 

definida no conjunto aberto X C R" é a diferencial de alguma função de classe 
C1, também definida em X ,  então a integral L w independe do caminho y, 

ou melhor, depende apenas dos valores y ( a )  e (b) . 
Seja X C R" um conjunto aberto. Uma forma diferencial w : X -+ (Rn)* 

diz-se exata em X ,  quando existe uma função diferenciável f : X --+ R, tal 
que w = df .  Se w = C aidxi, isso significa que ai = d f /ax i  para i = 1, ..., n. 

Um campo de vetores F em um conjunto X C R" é simplesmente uma 
função F : X + Rn. 

Usando o conceito de campo de vetores, podemos reescrever a definição 
de forma diferencial exata. A forma w = C aidxi : X + (Rn)* é exata se, e 
somente se, o campo de vetores F = ( a l ,  . . . , a,) é o gradiente de uma função 
f : X -+ R. Nesse caso, a função f é chamada de potencial do campo F .  

Teorema 3 Seja w : X + (Rn)* uma forma diferencial contínua definida 
no conjunto aberto X C R". A s  seguintes afirmações são equivalentes: 

1. w é exata e m  X. 



2. A integral J'w ao longo de um caminho y : [a,  b] + X de classe C' 
depende apenas dos pontos y ( a )  e y ( a ) .  

3. Para todo caminho fechado y : [a,  b] -+ X de classe C', tem-se J7 w = 0.  

Prova. Ver [43], p. 205. i 
Obter condições para que uma forma w = C aidxi : X + (W)* seja 

exata equivale a indagar quando o sistema de equações diferenciais parciais 

a f  - ( x )  = a i ( x )  para i = I, ..., n 
ax i  

possui uma solução f : X + R. Consideremos o Teorema de Schwarx: 

Teorema 4 Seja f : X --+ R uma  função definida no  conjunto aberto 
X C Rn. Se  f é duas vexes diferenciável n o  ponto c E X ,  então para 
quaisquer i ,  j = 1, ..., n,, tem-se: 

Prova. Ver [43], p. 147. i 
Uma condição necessária para a solução do sistema (2.3) resulta do 

Teorema de Schwarz. 

Teorema 5 S e  w = C aidxi : X -+ (Rn)* é uma  forma diferencial exata de 
classe C', definida n o  conjunto aberto X C R", então 

Prova. Como w é u m a  forma exata de classe C', existe u m a  função 
diferenciável f : X -+ R tal que w = d f .  Isso significa que 

a f  ai = - para i = 1, ..., n,. 
dxi  



Como w é de classe C', ai também é de classe C1 para i = 1, . .. , n,. Por sua 
vez, f é de classe C2. Aplicando o Teorema 4, temos: 

aa j  (2) = -2- (3) = - para i, j = i, . ., n,. a axi axi axj axi 
Ou seja, 

sai aa j  
e para i, j = 1, .. . , n. 

x dxi 
i 

Essa condição não é suficiente para que uma forma w : X + (Rn)* seja 
exata. Considere a forma 60 = adx+bdx, com a = fi e b = *. Tem-se 
ó'a - - - mas60nãoéexataemX=R2-{O}(ver[43],p. 191). 
ay ax> 

Impondo condições sobre o conjunto X ,  pode-se obter a recíproca do 
Teorema 5. Pa.ra isso, precisamos da definição de conjunto convexo. Sejam 
x, y E Rn. O segmento de reta de extremos x e y é o conjunto 

[x, y] = {(I - t ) x + t y  : O 5 t 5 1). 

Um conjunto X C R" diz-se convexo, quando contém qualquer segmento de 
reta, cujos extremos pertencem a X ,  ou seja: x, y E X + [x, y] C X. 

Teorema 6 Seja w = C aidxi : X -+ (Rn)* uma forma diferencial de classe 
C' definida no conjunto aberto X C R" tal que 2 = 2 para i, j = 1, . .. , n,. 
Se X é um conjunto convexo, então a forma w é exata. 

Prova. Ver [43], p. 207. i 

2.2 Noções de Termodinâmica 

Uma descrição termodinâmica tem um caráter macroscópico e se aplica a 
sistemas com um número suficientemente grande de componentes. 

A 1% lei da termodinâmica, a qual denotaremos apenas por 1% lei, é uma 
extensão do princípio da conservação da energia, levando-se em conta o calor 
como forma de energia. Com a 2" lei da termodinâmica, a qual denotaremos 
também apenas por 2% lei, aparece pela primeira vez na física a "seta do 
tempo", ou seja, o fato de que existe uma direção espontânea de ocorrência 
dos fenômenos e que é geralmente irreversível. 



Os conceitos de trabalho e calor têm importância fundamental na 
termodinânica. Ambos se referem a trocas de energia entre o sistema de 
interesse e o meio externo que o cerca. Sistema é uma parte do universo 
que se está investigando e meio externo é todo o resto. Define-se calor co- 
mo sendo a energia transferida entre o sistema e o meio externo, devido à 
diferença de temperatura. Por convenção, entrada de calor para o sistema é 
considerada uma quantidade positiva e saída de calor para o meio externo, 
uma quantidade negativa. Define-se trabalho como sendo a transferência de 
energia entre o sistema e o meio externo, fruto da existência de um desequi- 
líbrio de forças entre o sistema e o meio externo. Se a energia do sistema é 
aumentada pelo trabalho, diz-se que o meio externo realiza trabalho sobre o 
sistema e o trabalho é considerado uma quantidade positiva. Por outro lado, 
se a energia do sistema é diminuída pelo trabalho, diz-se que o sistema realiza 
trabalho sobre o meio e o trabalho é considerado uma quantidade negativa. 

Um sistema está em um dado estado, quando todas as variáveis necessárias 
pa.ra descrever macroscopicamente o sistema estão determinadas. Por exem- 
plo, o estado de um mo1 de um gás perfeito pode ser completamente descrito, 
especificando a pressão, o volume e a temperatura do gás. 

Se as variáveis que determinam o estado de um sistema não se 
alteram com o tempo, diz-se que o sistema está em equil2brio. Um sistema 
em equilíbrio permanece no mesmo estado macroscópico, embora o estado 
microscópico possa estar variando continuamente. 

A energia interna U de um sistema é o conteúdo total de energia do 
sistema, cujo valor depende das variáveis macroscópicas que determinam um 
estado do sistema. 

A energia interna é uma propriedade que depende somente do estado do 
sistema e não de como o sistema atingiu esse estado. Uma propriedade com 
essa característica é chamada de função de estado. 

Iremos supor que a energia interna U de um sistema é uma função 
U : X + R de classe C', definida em um conjunto aberto X C R", onde X 
é o conjunto de todos os estados possíveis do sistema. Usando o Teorema 2, 
podemos escrever 

d~ = AU, 

onde dU é a diferencial de U ;  y é um caminho qualquer y : [a, b] -+ X de 
classe C1 tal que y(a) = x  e y(b) = y; e AU = U(y) -U(x). 



Para o caminho y acima, o trabalho w realizado é definido por: 

onde P é a pressão do meio exercida sobre o sistema e V é o volume do 
sistema. É fácil ver que, alterando o caminho e mantendo y(a) e y(b) fixos, 
pode-se obter valores diferentes para w. Portanto, o trabalho não é uma 
função de estado. 

Usando o Teorema 3, concluímos que PdV não é uma forma diferencial 
exata. Nesse caso, usamos a notação 

Considerando que, em uma mudança de estado de um sistema, a energia 
é transferida apenas como trabalho w ou calor q, a 1" lei diz que a variação 
da energia interna AU obedece à equação 

Usando formas diferenciais, temos: 

dU = Sq + Sw. (2.7) 

Escrevemos Sq, por não se tratar de uma forma diferencial exata. Se 
assim fosse, Sw = dU - Sq seria uma forma diferencial exata. 

Trabalho e calor só fazem sentido durante uma mudança de um estado 
para outro. Eles são propriedades do caminho e não do estado. Embora um 
sistema em um dado estado tenha uma certa quantidade de energia, ele não 
possui trabalho ou calor nesse estado. 

2.2.1 Ent alpia 

Das equações (2.4) e (2.6), 

Na maioria dos sistemas químicos, as mudanças de estado são realizadm 
a pressão constante. Portanto, 



Ou seja, 
q = A U + P A K  

Esta equação sugere a definiqão de uma nova função de estado H, chamada 
entalpia, dada por: 

H = U + P V .  

A pressão constante, 
AH = a u  + PAV. 

2.2.2 Entropia 

Em geral, os sistemas não só evoluem espontaneamente em uma determina- 
da direção que diminui sua energia, mas também procuram aumentar sua 
desordem. Existe uma maneira de medir essa desordem: a entropia. Como 
a energia interna e a entalpia, seria conveniente definir a entropia também 
como uma função de estado. 

Para um gás, um estado do sistema fica inteiramente caracterizado por 
qualquer par das três variáveis: pressão, volume e temperatura. Isso significa 
que existe uma relação do tipo 

que se chama equação de estado do gás. 
A equação de estado assume uma forma bem simples para um gás perfeito. 

Ou seja, 
PV = nRT, (2.9) 

onde P, V, T são, respectivamente, a pressão, o volume e a temperatura (em 
graus Kelvin) do gás; n é o número de moles do gás e R é a constante universal 
dos gases. 

Embora nenhum gás real obedeça exatamente à equação (2.9), ela é uma 
boa aproximação à medida que o gás se torne mais rarefeito e mais distante 
do seu ponto de liquefação. 

Dizer que a energia interna U de um sistema é uma função de estado sig- 
nifica que U está completamente determinada (a menos de uma 
constante aditiva arbitrária ligada à escolha do nível zero), quando se es- 
pecifica o estado do sistema. Como vimos acima, um estado de um gás é 



definido por qualquer par das variáveis P, V, T. Seja, então, U = U(V, T). 
Para um gás perfeito (ver [47], p. l94), 

Portanto, a energia interna de um gás perfeito só depende de sua temperatu- 
ra. Podemos escrever, então, 

A capacidade térrnica C de um sistema é uma medida de como a energia 
do sistema varia com a temperatura T, mantendo-se o número de compo- 
nentes N e o volume V do sistema constantes. Sabe-se que C pode ser dada 
como função de N, V e T (ver [47], p. 114). A capacidade térmica C de um 
sistema é definida por 

au 
C(N, V, T) = - (N, V, T) . 

dT 

Para um gás perfeito, U = U(T). Então, a capacidade térmica depende 
apenas de sua temperatura, ou seja, 

Considerando ainda um gás perfeito, de (2.9) e (2. ll), temos: 

Ou seja, 
nRT 

Sq = C(T)dT + - v dV. (2.12) 

Como q não é uma função de estado, o lado direito da equação (2.12) não 
é uma forma diferencial exata. Entretanto, dividindo toda a equação por T, 
obtém-se um resultado interessante: 



Agora, $ é uma forma diferencial exata. Então, 9 é a diferencial de uma 
função de estado que depende de T e V. Chamando essa função de estado 
de S,, a equação (2.13) torna-se 

Essa é uma das maneiras de se definir entropia. Como Sq é uma função de 
estado, para uma mudança de estado definida por um caminho y : [a, b] +- IFS" 
de classe C', a variação de entropia AS, é dada por: 

Embora obtivemos que $ é uma forma diferencial exata para o caso de 
um gás perfeito, isso também é verdadeiro para um sistema arbitrário (ver 
[47], p. 240). 

2.2.3 A 2" lei da termodinâmica 

Diferentemente da energia, a entropia não é necessariamente conservada. Ela 
aumenta quando ocorre uma mudança espontânea em um sistema isolado. 
Essa é uma das maneiras de enunciar a 2" lei da termodinâmica. Diz-se que 
um sistema está isolado, quando não há troca de matéria e energia entre o 
sistema e o meio externo. 

A entropia Sq, definida pela equação (2.14), é devida à transferência de 
calor entre o sistema e o meio externo. Mas, pela 2" lei, existe também a 
entropia criada quando ocorre uma mudança espontânea. Denotaremos essa 
entropia de Sp. A entropia total S de um sistema será, então, a soma de S, 
e S,. Usando formas diferenciais, 

ou, usando (2.14), 

Pela 2" lei, dSp 2 O. Portanto, 

Essa desigualdade é chamada de desigualdade de Clausius. 



2.2.4 A energia livre de Gibbs 

De (2.5) e (2.7), 
dU = Sq - PdV. 

Em um sistema isolado, 

Se esse sistema está em equilíbrio, 

Essa condição, dU = O, não informa nada a respeito da direção de mu- 
dança de um sistema e nem é uma condição suficiente para garantir que 
o sistema está em equilíbrio. Vejamos o seguinte exemplo. Considere dois 
recipientes isolados do meio externo e ligados por uma tubulação em que 
há uma válvula inicialmente fechada. Um dos recipientes contém um gás 
perfeito e no outro se fez vácuo. Ao abrir a válvula, o gás se expande até 
preencher os dois recipientes. Como o sistema está isolado, não há variação 
de temperatura e, portanto, dU = O. Durante o processo, o sistema teve 
uma variação de volume e uma variação de pressão, ou seja, o sistema não 
permaneceu em equilíbrio. 

Considerando um sistema isolado e usando (2. E), temos: 

Pela 2" lei, 
dS, 2 O =+- dS 2 0. 

Com o critério dS 2 0, temos agora uma indicação da direção de mudança 
de um sistema isolado. Se o sistema não está isolado, precisamos de mais 
uma função de estado. 

De (2.5) e (2.7), 
dU = S q  - PdV. 

Usa.ndo a desigualdade de Clausius (2.16), 

dU 5 TdS - PdV 

ou 
dU - TdS + BdV 5 0. 



Considerando T e P constantes, podemos reescrever a desigualdade acima 
como 

d(U - TS + PV) 5 0. (2.18) 

Isso sugere a definição de uma nova função de estado G, dada por 

A desigualdade (2.18) torna-se então 

A função de estado G é chamada de energia livre de Gibbs. Em um 
iz que a sistema a temperatura e pressão constantes, a desigualdade (2.20) d' 

energia livre de Gibbs deve decrescer até que o sistema chegue ao equilíbrio. 
A equaqão (2.19) também pode ser escrita como 

onde H é a entalpia do sistema. 
Considemndo T constante em (2.21) e usando (2.20), temos também que 

Se AH < O e AS > O, então AG < O. Isso significa que, na determi- 
naqão do estado de equilíbrio de um sistema, deve-se minimizar a entalpia e 
maximizar a entropia. 

Iremos considerar sistemas a pressão constante e onde a variação de 
volume seja desprezível. Com essa hipótese e usando a equa~ão (2.8) da- 
da por 

A H  = AU + PAV, 

concluímos que a variação de entalpia pode ser considerada igual à variaqão 
de energia interna. Ou seja, para minimizar a entalpia, basta minimizar a 
energia interna. 

2.3 A Energia Potencial de uma Molécula 

Para determinar o estado de equilíbrio de um sistema, precisamos calcular o 
menor valor da energia livre de Gibbs [42]. Neste trabalho, iremos considerar 
apenas a minimização da energia interna de um sistema molecular. 



Na modelagem de um sistema molecular, uma das primeiras simplificações 
é assumir que o comportamento médio do sistema pode ser representado por 
uma única molécula. 

Estamos interessados na estrutura tridimensional de uma molécula em 
que a energia interna é mínima, ou seja, não iremos considerar os aspectos 
dinâmicos envolvidos no processo em que a molécula adquire sua estrutura 
tridimensional. Nesse caso, a energia interna será dada pela energia potencial 
da molécula. 

A maneira mais precisa de se representar a energia potencial de uma 
molécula é através dos métodos da mecânica quântica. Entretanto, o uso 
desses métodos é inviável, devido ao custo computacional associado. Usare- 
mos, então, a mecânica molecular. 

A mecânica molecular utiliza as leis da mecânica clássica para simular o 
comportamento de sistemas moleculares. Ela representa uma molécula co- 
mo um conjunto de átomos unidos por ligações covalentes e fornece uma 
expressão matemática para representar a energia potencial da molécula em 
função das posições atômicas. De uma forma geral, as mudanças na ener- 
gia potencial de uma molécula são devidas às variações nos comprimentos 
das ligações covalentes, às variações nos ângulos entre duas ligações cova- 
lentes consecutivas, às rotações sobre as ligações covalentes e às interações 
de van der Waals e interações eletrostáticas entre os átomos. A soma das 
expressões analíticas de cada uma dessas contribuições resulta na função de 
eneryia potencial da molécula. Essa função e o conjunto de todos os parâ- 
metros envolvidos definem um campo de força. Os valores desses parâme- 
tros são geralmente encontrados utilizando-se informa~ões experimentais ou 
provenientes de cálculos quânticos. Um campo de força pode conter centenas 
ou até milhares de parâmetros. 

É importante destacar que o campo de força gera uma função empírica, 
que é construída e ajustada para reproduzir alguma propriedade do sistema 
de interesse. O valor numérico dessa função não possui nenhum significado 
físico. Ele depende de como o campo de força foi construído e pa.rametrizado. 
O que faz sentido é a diferença entre os valores da função para estruturas 
diferentes. 

Diversos modelos têm sido propostos para representar os campos de força. 
Entre os mais comuns, citamos: AMBER [79], CHARMM [ll], ECEPP/3 
[54], GROMOS [77] e MM3 [2]. A escolha do campo de força depende do 
sistema a ser estudado e das propriedades que serão investigadas. 

A forma matemática de cada termo da função de energia potencial é 



baseada em sua natureza fenomenológica. Iremos considerar os termos mais 
comuns encontrados nos campos de força já citados. Os termos relacionados 
às variações nos comprimentos das ligações covalentes, às variações nos ângu- 
los entre duas ligações covalentes consecutivas, às rotações sobre as ligações 
covalentes e às interações de van der Waals e interações eletrostáticas serão 
denotados, respectivamente, por: potenciais das ligações covalentes, poten- 
ciais dos ângulos pla.nos, potenciais dos ângulos diedrais, potenciais de van 
der Waals e potenciais eletrostáticos. 

2.3.1 Potenciais das ligações covalent es 

Consideremos um par (i, j) de átomos unidos por uma ligação covalente. A 
energia potencial associada à variação do comprimento r, de uma ligação 
covalente pode ser dada por 

onde a constante c+ e a distância de equilíbrio $ dependem da ligação entre 
os átomos i, j .  

2.3.2 Potenciais dos ângulos planos 

Consideremos três átomos i, j ,  k, onde os pares (i, j) e (j, k )  estão unidos por 
ligações covalentes. O ângulo definido por essas duas ligações será chamado 
de ângulo plano QGk. Seu valor, em radianos, está no intervalo [O, r ] .  A 
energia potencial associada à variação de um ângulo plano Bijk pode ser 
dada por 

onde a constante c i j k  e o ângulo de equilíbrio O f j k  dependem dos átomos i, j, k. 
A temperaturas ordinárias e na ausência de reações químicas, as defor- 

mações nos comprimentos das ligações covalentes e nos ângulos planos são su- 
ficientemente pequenas e, portanto, adequadas para as aproximações dadas. 
Essas aproximações correspondem à descrição clássica do movimento de uma 
mola, segundo a lei de Hooke. As expressões (2.22) e (2.23) funcionam como 
uma penalização para forçar que os comprimentos e os ângulos das ligações 
covalentes permaneçam próximos aos seus valores de equilíbrio. 

Podemos imaginar a deformação de um ângulo plano QGk como uma de- 
formação de uma mola unindo os átomos i, k. Então, podemos representar 



a energia potencial associada à variação de um ângulo plano Bijk, usando a 
distância euclidiana r i k  entre os átomos i, k. Ou seja, 

onde cik é uma constante correspondente à c+k e r$ é a distância de equilíbrio 
entre os átomos i, k correspondente ao ângulo de equilíbrio O:,,. 

2.3.3 Potenciais dos ângulos diedrais 

Consideremos quatro átomos i, j, L, 1, onde os pares (i, j) , (j, k) e (k, 1) estão 
unidos por ligações covalentes. O ângulo formado entre os dois planos defi- 
nidos pelos átomos i, j, k e j, k, I chama-se ângulo diedral w~kl. Seu valor, em 
radianos, está no intervalo [O, 2 ~ 1 .  Esse ângulo é o ângulo de rotação sobre a 
ligação covalente do par (j, k). A energia potencial associada à variação de 
um ângulo diedral w ~ k l  pode ser dada por 

onde cijkl é uma constante que define a altura da barreira de rotação, n é o 
número de mínimos do potencial no intervalo [O, 27rj e wYjk, é uma constante 
que determina a posição desses mínimos. Por exemplo, para n = 3 e wYjk, = 0, 
obtém-se um potencial com mínimos em 60°, 180" e 300". 

2.3.4 Potenciais de van der Waals 

As expressões para as interações não covalentes são inversamente propor- 
cionais a alguma potência n das distâncias entre os átomos. A variação onde 
uma determinada interação se torna dominante depende de n. Para dis- 
tâncias r grandes, l/rn se aproxima de zero mais rapidamente para valores 
grandes de n. Inversamente, para distâncias r pequenas, l/rn se aproxima 
de oo mais rapidamente para valores grandes de n. Portanto, interações que 
dependem de uma potência grande de r, são interações de curto alcance, en- 
quanto aquelas que dependem de potências menores, são interações de longo 
alcance. 

Dois átomos de um g6s perfeito atraem-se mutuamente sem possuírem 
cargas ou momentos dipolares permanentes. Essa atração deve-se a pe- 
quenas flutuaqões na distribuição eletrônica de um átomo na presença de 



outro átomo, gerando dipolos temporários em sentidos opostos. A intensi- 
dade dessa interação, também conhecida por dispersão de London, é inversa- 
mente proporcional à sexta potência da distância entre os átomos, tornando- 
se uma interação de curto alcance. Para um pequeno aumento da distância, 
a atração se desfaz rapidamente. 

Levando-se em conta essa interação, poderíamos esperar que as dist ân- 
cias entre os átomos tenderiam a zero. Mas isso não acontece. De forma 
contrária, existe uma interação repulsiva agindo a distâncias muito peque- 
nas, impedindo que os átomos se aproximem muito. Isso está associado à 
repulsão das nuvens eletrônicas e, em menor escala, à repulsão dos núcleos 
atômicos. Essa interação domina a função de energia potencial entre dois 
átomos bem próximos. Uma expressão típica, usada para representar essa 
repulsão, é inversamente proporcional à rm, onde r n  é um valor entre 5 e 12. 

As duas interações juntas - a atrativa e a repulsiva - são chamadas de 
interação de van der Waals. Pode-se representar essa interação entre dois 
átomos i, j ,  usando a expressão 

onde A, e Bij são constantes que descrevem a magnitude da repulsão e da 
atração, respectivamente, e m é a potência do termo repulsivo. Quando 
m = 12, tem-se o potencial de Lennard-Jones: 

2.3.5 Potenciais eletrostáticos 

As interações eletrostáticas entre átomos que não possuem cargas elétricas 
formais são de extrema importância para a estrutura de moléculas em meio 
aquoso. Grupos eletricamente neutros podem ainda apresentar polaridade. 
Os elétrons em volta de uma molécula não são distribuídos de maneira uni- 
forme, o que provoca o aparecimento de cargas parciais positivas e negativas. 
Alguns átomos - oxigênio, nitrogênio e, com menos intensidade, enxofre - 
têm tendência para atrair elétrons de uma ligação química e são chamados 
de eletronegativos. Outros têm tendência para repelir elétrons. No caso ex- 
tremo, essa tendência causa a "perda" do elétron pa.ra outro átomo, levando 
a formação de cargas formais (íons). Na ligação covalente, os elétrons são 
compartilhados entre os átomos. 



Na molécula da água ( H 2 0 ) ,  o oxigênio é mais eletronegativo e puxa para 
si os elétrons compartilhados com o hidrogênio. Os átomos de hidrogênio 
ficam, então, com carga parcial positiva e o oxigênio com carga parcial nega- 
tiva. O ângulo de ligação na molécula da água é de 104,5", tornando-a 
eletricamente assimétrica. A interação entre um átomo de hidrogênio de 
uma molécula de água com um átomo de oxigênio de outra molécula de água 
é denominada ligação de hidrogênio. 

As ligações de hidrogênio também ocorrem entre outras moléculas e den- 
tro de uma mesma molécula, sempre que um átomo de oxigênio ou nitrogênio 
(átomo receptor) torna-se próximo de um átomo de hidrogênio ligado cova- 
lentemente a outro átomo eletronegativo (átomo doador), como oxigênio, 
nitrogênio ou enxofre. A intensidade da ligação de hidrogênio depende da 
distâ.ncia entre o átomo doador e o átomo receptor e da constante dielétrica 
do meio. A constante dielétrica está relacionada à polarizabilidade do meio. 

Para pares de átomos que formam ligações de hidrogênio, alguns campos 
de força modificam as interações de van der Waals, usando a expressão 

Os campos de força que não possuem uma expressão para as ligações de 
hidrogênio representam essas interações, usando os termos das interações de 
van der Waals e das interações elestrostáticas. 

Quando duas cargas elétricas interagem no vácuo, a energia da interação 
é dada pela lei de Coulomb. No entanto, as interações iônicas são alte- 
radas devido à presença de um solvente. Isso é modelado, no caso mais 
simples, usando urna constante dielétrica. Para modelos mais sofisticados, 
ver, por exemplo, [25], [32], [71], [80]. 

Embora existam outros métodos ([14], [75]), a abordagem mais comum é 
atribuir uma carga parcial a cada átomo da molécula e representar a energia 
potencial da interação eletrostática entre dois átomos i, j, usando a expressão 

onde qi e qj representam o valor das cargas parciais dos átomos i e j, r, é 
a distância entre eles e 6 é a constante dielétrica do meio. Dessa forma, a 
expressão utilizada para representar a energia potencial relativa às interações 
iônicas é a mesma usada para representar as interaqões entre cargas parciais. 



Um tratamento mais cuidadoso da constante dielétrica permite que os 
campos de força da mecânica molecular considerem os efeitos do solvente 
sobre a estrutura de uma molécula, sem incorporar explicitamente os átomos 
do solvent e no modelo ([I 21 , [39]). 

No trabalho descrito em [58], utilizou-se uma "constante" dielétrica de- 
pendente das distâncias entre os átomos ([18], [%I]), para prever a estrutura 
terciária de um peptídeo com 17 resíduos. O método de minimização usado 
foi o simulated annealing e os resultados obtidos estavam de acordo com os 
dados experimentais disponíveis. A "constante" dielétrica utilizada em [58] 
é dada por 

onde r, é a distância entre os átomos i e j ,  D = 78 e s = 0,3.  

2.3.6 A função de energia potencial f 

Considerando os potenciais das ligações covalentes (2.22), os potenciais dos 
ângulos planos (2.24), os potenciais dos ângulos diedrais (2.25), os poten- 
ciais de van der Waals (2.26) e os potenciais eletrostáticos (2.27), obtemos 
finalmente a função de energia potencial f de uma molécula, dada por 

onde Ml é o conjunto dos pares de átomos da molécula, separados por uma 
ligação covalente, M2 é o conjunto dos pares de átomos da molécula, sepa- 
rados por duas ligações covalentes, M3 é O conjunto dos pares de átomos da 



molécula, separados por três ligações covalentes, e Mq é O conjunto dos pares 
de átomos da molécula, separados por três ou mais ligações covalentes. 

Para uso no Capítulo 4, definimos: 



Capítulo 3 

Ot imização Global e Análise 
Int ervalar 

Em um artigo recente da revista Science [78], Wales e Scheraga falam da im- 
portância dos métodos de otimização global para a resolução de problemas de 
conformação molecular e ressaltam que uma das maiores dificuldades é o fato 
de que a quantidade de mínimos locais da função de energia potencial cresce 
exponencialmente com o tamanho da molécula. A utilização de métodos que 
garantam a otimalidade global é ainda muito pouco explorada. No artigo, 
não existe nenhuma citação sobre métodos determinísticos que empreguem 
técnicas de análise intervalar. 

O problema de rninimizar a função de energia potencial de uma molécula 
é urna instância do problema geral de otimzzação global: dadas uma função 
contínua f : R" + R e S C R" a região em que buscamos o(s) ponto(s) 
x* onde o valor mínimo de f ocorre, encontre o mínimo global 
f * = min{f (x) : x E S) e o conjunto de todos os rninimizadores globais 
de f , X * ( f )  ={x* E S :  f(x*) = f*). 

A maioria dos métodos de programação não-linear ([44], [46]) encontra 
apenas um m2nzmo local, ou seja, um ponto y* E S tal que existe uma 
vizinhança N de y*, onde 

f (y*) 5 f (x) para todo x E N n S. 

Entretanto, muitos mínimos locais podem existir e os valores correspondentes 
da função nesses pontos podem variar substancialmente. Um problema de 
otirnização global requer o desenvolvimento de algoritmos que façam a dis- 
tinção entre esses mínimos locais e localizem o de menor valor. 



Em geral, não é possível encontrar o mínimo global exatamente. Qual- 
quer método de otimização global deve levar em conta que um procedimento 
numérico produz apenas resultados aproximados. Portanto, um problema de 
otimização global pode ser considerado resolvido se, para algum c > O, um 
elemento de algum dos seguintes conjuntos for identificado: 

A,(€) = (x E S: 11x-x*ll 5 E) 

Af (c) = {X E S: I l f  (x) - f  (x*) 1 1  56). 
Os métodos existentes de otirnização global podem ser divididos em duas 

classes: métodos estocástzcos e métodos deteminz'sticos. Independentemente 
do método usado, deseja-se algum resultado sobre a convergência do método. 
Em alguns casos, tudo o que pode ser dito é que o método funciona bem em 
um sentido empírico. Isso está longe de ser satisfatório. Gostaríamos de 
obter alguma garantia de que o método encontrará um elemento de A, ( c )  ou 
Af (e) em um número finito de passos. Alguns métodos estocásticos fornecem 
uma versão probabilística dessa garantia [72]. 

Atualmente, os métodos mais utilizados para a minimização de funções de 
energia potencial são os métodos destacados no artigo da Science de Wa.les e 
Scheraga: simulated annealing, algoritmos genéticos e métodos de suavização. 

O simulated annealzng foi desenvolvido inicialmente por Kirlpatrick, 
Geddat Jr. e Vecchi [37], para resolver problemas de otimização combi- 
natória. Um gás perfeito, quando aquecido, possui alta energia térmica e 
seus átomos estão em movimento com grandes velocidades. Resfriando con- 
tinuamente o gás, ele passa do estado gasoso para o estado sólido, com os 
átomos se deslocando cada vez menos. Se o resfriamento se faz de forma bem 
lenta, o sólido resultante será um cristal. Um cristal é um sólido cuja estru- 
tura está perfeitamente organizada e que possui energia térmica mínima. A 
idéia foi, então, utilizar o resfriamento de um gás perfeito como metáfora 
para a minimização global de funções. Em [38], Kirkpatrick estende o al- 
goritmo para tratar problemas de otirnização contínua e demonstra que a 
probabilidade de se obter o mínimo global é igual a 1. Em [53], a generaliza- 
ção do simulated annealing proposta em 11761 é aplicada na determinação de 
estruturas secundárias de peptídeos. 

Introduzidos por Holland [31], os algoritmos genéticos surgiram de uma 
metáfora baseada nos princípios da teoria da evolução de Darwin. Eles 
realizam "mutações" e "cruzamentos" entre os candidatos pa.ra o mínimo 
global, a fim de obter candidatos ainda melhores. Para algumas referências 



que utilizam algoritmos genéticos em problemas de conformação molecular, 
ver, por exemplo, [7], [10], [52]. 

Outro procedimento aplicado recentemente a problemas de conformação 
molecular é a busca tabu. Este procedimento define uma vizinhança em torno 
da solução atual e, avaliando a função em alguns pontos dessa vizinhança, 
escolhe-se o de menor valor. Uma lista, denominada lista tabu, é utiliza- 
da para armazenar as características dos movimentos realizados e evitar o 
retorno a locais já explorados. Assim como o simulated annealing e os al- 
goritmos genéticos, a busca tabu foi desenvolvida originalmente para tratar 
problemas de otimização combinatória [26]. Em [17], estende-se o procedi- 
mento para problemas de otimização global contínua. Em [50], a busca tabu 
é aplicada para a minimização de funções de energia potencial. 

Apesar de aprentemente o simulated annealing, o algoritmo genético e 
a busca tabu não apresentarem relação entre si, em [21], B. Fox demonstra 
que eles são matematicamente muito semelhantes. 

Sugeridos inicialmente por Stillinger e Weber [74], os métodos de suaviza- 
cão são baseados na idéia de que, à medida que a função de energia potencial 
vai sendo "suavizada", os mínimos locais vão desaparecendo e, ao final do 
processo, restará apenas o mínimo global. Um método que emprega a idéia 
de suavização é o método da equação de difusão ( [40], [62]). Outras técnicas 
de suavização têm sido propostas e algumas são aplicadas na minimização 
de funções de energia potencial ([8], [51], [81]). 

Em [20], [59], [60] e [70], podese encontrar urna revisão dos diferentes 
métodos de otimização global empregados em problemas de conformação 
molecular . 

A grande maioria dos métodos utilizados para a minimizagão de funções 
de energia potencial é de natureza estocástica. Todos os métodos citados 
acima pertencem a esse grupo. Uma exceção é o método aBB ([I], [3], [4]). 
Esse método é baseado em um procedimento branch and bound, descrito a 
seguir. 

Branch & Bound 

Uma abordagem determinística para resolver um problema de otimização 
global pode ser dada por meio de uma generalização apropriada do método 
branch and bound, que denotaremos por BB. Esse método é urna técnica 
determinística bem conhecida na área de otimização combinatória ([23], [48]). 



A vantagem de métodos BB é que, como produzem limites inferiores 
para o mínimo global, pode-se ter alguma informação sobre a qualidade dos 
mínimos locais. Combinados com condições que garantam a otimalidade 
global [57], podemos remover a incerteza dos métodos estocásticos. 

No pior caso, os métodos BB têm complexidade exponencial. Entretan- 
to, os métodos estocásticos atualmente empregados para a minimização de 
funções de energia potencial podem ser adaptados e combinados com um 
método BB para reduzir o custo computacional. Além disso, informações es- 
pecíficas sobre o problema podem ser incorporadas para reduzir ainda mais 
o custo comput acional. 

Escrevamos novamente o problema de otimização global: dadas uma 
função contínua f : Rn + R e S C R" a região em que buscamos o(s) ponto(s) 
x* onde o valor mínimo de f ocorre, encontre o mínimo global 
f * = min{f (x) : x E S) e o conjunto de todos os minimizadores globais 
de f ,  X*(f) = {x* E S :  f(x*) = f*). 

Um método BB alterna entre duas etapas principais: decomposição 
(branching), que faz uma subdivisão recursiva do conjunto S;  e estimação 
(boundzng), que faz o cálculo de limites inferiores e superiores para o menor 
valor de f numa subregião de S. 

Em cada passo desse procedimento, tem-se uma partição de S em 
subconjuntos S, (a E A), um limite inferior f (S,) sobre min f (x) para 

XES, 

todo a E A, e um limite superior f sobre min f (x), representando o menor 
x E S  

valor de f encontrado até o momento. Obviamente, subconjuntos S, para 
os quais - f (S,) > f não podem conter um mínimo global e, portanto, são 
descartados. Se depois de possíveis melhoramentos de f ,  algum subconjunto 
S, é mantido com f (S,) < f, então a partição é refinada e o procedimento 
se repete. ~xistem-muitas variages desse esquema, cada uma com resulta- 
dos de convergência para o mínimo global sob condições diferentes ([9], [34], 

i631 ) 
O cálculo dos limites inferiores desempenha um papel fundamental no 

mecanismo BB. Uma técnica frequentemente utilizada é usar envelopes con- 
vexos ([33], [68]). Esse é o caso do método aBB. Outra possibilidade é usar 
técnicas de análise intervalar. 



Análise Int ervalar 

Um dos principais problemas na teoria e na prática de métodos numéricos é o 
controle dos erros devidos à representação dos números reais em um sistema 
de números em ponto flutuante [27]. Esse sistema representa somente um 
conjunto finito de números reais. Isso significa, em termos absolutos, que 
a maioria dos números reais serão ou muito grandes (overflow) ou muito 
pequenos (underflow) para serem representados. Além disso, a maioria dos 
números reais estará entre dois números em ponto flutuante e um deles deverá 
ser escolhido para representá-los. O erro cometido nesse caso é chamado de 
erro de arredondamento. 

Uma maneira simples e muito utilizada para estimar o erro em um cálculo 
em ponto flutuante é repetir o cálculo, usando mais precisão, e comparar os 
resultados. Infelizmente, essa prática pode ser muito enganosa. 

A análise intervalar, também conhecida por aritmética intervalar, 
começou sendo utilizada para controlar os erros de arredondamento prove- 
nientes das operações realizadas em um computador. O seu desenvolvimento 
moderno iniciou-se a partir da tese de doutorado de Moore [49], em 1962. 

A aritmética da análise intervalar opera com intervalos, em vez de números 
reais. Cada número real x é representado por um par de números em ponto 
flutuante, g e 5, representando um intervalo X = [g,;;~] de números reais, 
tal que g < x 5 5. Desse modo, temos não só uma estimativa para o valor 
de x, dada pelo centro do intervalo, mas também uma medida da qualidade 
dessa estimativa, dada pelo tamanho do intervalo. Os intervalos são soma- 
dos, subtraídos, multiplicados, divididos, etc., de tal modo que cada intervalo 
computado X contenha o valor do número real x correspondente. 

Para qualquer função ou operação definida por f : R" -+ R, a análise 
intervalar define uma outra função F(Xl, . . . , X,) , onde os parâmetros são 
intervalos. Essa nova função F retorna um intervalo - de preferência o 
menor - que contém todos os valores possíveis de f (xl , . . . , x,) , fazendo xi 
variar em Xi, para i = 1, .. ., n,. 

A definição do padrão de ponto flutuante IEEE [73] foi um dos aconte- 
cimentos mais significativos em computação numérica desde o aparecimento 
do FORTRAN. Antes de ser adotado de forma generalizada, no início da dé- 
cada de 90, os fabricantes de computadores tinham o seu próprio sistema de 
números em ponto flutuante. O padrão IEEE definiu precisamente a semân- 
tica das quatro operações elementares, a divisão por zero, a representação de 
+oo e -m, o overjlow, o underflow e a maneira de fazer o arredondamen- 



to. Com isso, o padrão IEEE deu um novo impulso no desenvolvimento da 
a.ritmética intervalar. 

Os números a e b de um intervalo [a, b] de números reais podem não ser 
representados em um dado computador. Nesse caso, arredonda-se a para 
o maior número em ponto flutuante menor ou igua.1 a a e arredonda-se b 
para o menor número em ponto flutuante ma.ior ou igual a b. Dessa for- 
ma, o intervalo obtido ainda contém [a, b]. Esse procedimento é chamado de 
arredondamento externo. Todas as máquinas que suportam o padrão IEEE, 
como a maioria dos PC's e as estações de trabalho, permitem o arredonda- 
mento externo. 

A primeira aplicação da análise intervalar em otimização foi feita por 
Robinson [67], no cálculo de limites para os erros de arredondamento. A 
análise intervalar tem tido um impacto bem mais profundo na área de otimiza- 
ção do que simplesmente limitar os erros de arredondamento. Ela torna 
possível resolver um problema de otimização global e garante que o mínimo 
global está em um dado intervalo tão pequeno quanto se queira, algo que 
nenhum método estocástico ou heurístico pode fazer. 

Os algoritmos de otimização tradicionais avaliam a função objetivo em 
somente um número finito de pontos. Entretanto, a função pode oscilar 
arbitrariamente entre os pontos avaliados. Por outro lado, as técnicas da 
análise intervalar obtêm limites para a variação de uma função sobre um 
conjunto "contínuo" de pontos, incluindo aqueles que não são representados 
em ponto flutuante. 

3.2.1 Definições e operações básicas 

Um intervalo X = [g, ?E] é positivo (X 2 O), se g > 0, estritamente positivo 
(X > O) , se : > 0, negativo (X 5 O) , se 5 5 O e estritamente negativo 
(X  < O) , se T < O. Dois intervalos [a, b] e [c, d] são iguais, se a = c e b = d. 
O intervalo [a, b] é menor do que o intervalo [c, d] ([a, b] < [c, d]), se b < c. 
Um intervalo degenerado [x, x] será representado simplesmente por x. 

Sejam X = [-,?E] e Y = [y,g] dois intervalos quaisquer. Para qualquer 
operação binária o (+, -, * ou-/) entre números reais, define-se: 

X o Y = [rnin(x o y), max(x o y)]. 
xEX xEX 
yEY YEY 



Usando a definição acima, obtém-se: 

X - - 1 
Y 

- X* - (se O $ Y). 
Y 

Para n = 0,1,2, ..., define-se: 

[L 11 se n = O  

= { [gn, p] 
se g 2 0 ou n é ímpar 

[p, i] se ? E < O  e n é p a r  
[O,max(fl,?P)] se : < O < :  e népa r .  

O centro c de X é definido por: 

x+: 
c (X) = L. 

2 

O comprinzento w de X é definido por: 

Para maiores detalhes sobre essas definições, ver [30]. 
Nas regras dadas acima, excluímos a possibilidade de divisão por um 

intervalo contendo zero. A arttmética intervalar estendida considera esse 
caso. 

Sejam X = [g, Z] e Y = [y, ?j] (g, ?E, y e y são valores finitos com y 5 O L 7j 
e - y < v). As regras para a divisão por-&n intervalo contendo zerosão: 



Acrescentamos mais algumas operações: 

Acima, 2 e/ou y podem ser -m, e a e/ou jj podem ser oo. 
Como X/Y po>e ser a união de dois intervalos V e W, por exemplo, 

precisamos também da definição: 

( V U W ) ~  Z = ( V f  Z ) u ( W f  2). 

Para maiores detalhes sobre a aritmética intervalar estendida, ver [35]. 

3.2.2 Funções intervalares 

Uma função intervalar é uma função que retorna um intervalo tendo um ou 
mais intervalos como argumentos. Considere uma função real f (xl, . . . , x,) 
com n variáveis reais e uma função intervalar F (Xl , . . . , X,) com n variáveis 
intervalares. A função intervalar F é uma extensão intervalar de f ,  se 

F (xl, . . . , x,) = f (xi , . . . , x,) para todo xi E Xi, i = 1, . . . , n,. 

Ou seja, se os argumentos de F são intervalos degenerados, então 
F (Xl, ..., X,) é um intervalo degenerado igual a f (xl, ..., x,) . Notemos que 
não existe uma única extensão intervalar para f .  

Essa definição pressupõe o uso da aritmética intervalar exata. Na prática, 
devido aos arredondamentos, F (xl, ..., x,) é um intervalo e, portanto, em vez 
de uma igualdade, usa-se a relação 

f (21, ..-,xn) E F(x i ,  -.-,xn) 

Uma função intervalar F (Xl , . . . , X,) é monótona inclusiva, se 

Xi C Y,, i = 1, ..., n + F (X1, ..., Xn) C F (Yl, ..., Yn) . 
Segue da definição de X o Y que a aritmética intervalar é monótona 

inclusiva, OU seja, 

O teorema seguinte mostra que, para funções racionais, a monotonicidade 
inclusiva é mantida. 



Teorema 7 Seja F (Xl , . . . , X,) uma  função interualar racional. S e  F é 
avaliada usando um formato f i o  e uma  seqüência fixa de operações envolven- 
do somente adição, subtração, multiplicação e divisão de intervalos, então F 
é monótona inclusiva. 

Prova. Ver [30], p. 15. i 
O teorema abaixo é o resultado mais importante da análise intervalar e 

é conhecido como Teorema Fundamental da Análise Intervalar [30]. Uma 
de suas importantes conseqüências é que ele permite a obtenção de limites 
inferiores para serem usados em um método BB. 

Teorema 8 Se  F (Xl, .. ., X,) é uma  extensão interualar monótona inclusiva 
de u m a  função real f (xl, ..., x,) , então f (x1, ..., x,) E F (Xl, ..., X,) para 
todo xi E Xi, i = 1, ..., n,. 

Prova. Ver [30], p. 16. i 
O intervalo obtido quando avaliamos uma função intervalar depende da 

forma como a função é representada. Por exemplo, embora 

Fl (X) = x2 - X e F2 (X) = (X - 112)' - 114 

sejam extensões intervalares para 

2 f (x) = x  - x  ( x E R ) ,  

Fl e F2 podem não produzir o mesmo resultado, quando avaliadas: 

O resultado gerado por F2 é O valor exato da imagem de f sobre [O, 21. 
Fazendo a subtração de um intervalo X = [g, Z] por ele mesmo, obtemos o 

intervalo [g - 5, T - g] , em vez de [O, O]. Em geral, quando uma dada variável 
ocorre mais de uma vez em um cálculo intervalar, ela é considerada uma 
variável distinta em cada ocorrência, o que dificulta a obtenção de intervalos 
mais estreitos. Esse problema é conhecido como problema da dependência. 

As regras dadas pa.ra a potenciação (seção 3.2.1) levam em conta o pro- 
blema da dependência na multiplicação. Por exemplo, [-I, 21' = [O, 41 e 
[-I, 21 * [-I, 21 = [-2,4]. 



Se uma variável intervalar ocorrer apenas uma vez em uma função, não 
haverá problema de dependência. Por exemplo, pode ocorrer problema de 
dependência na avaliação intervalar de f (x, y) usando o formato 

Mas, se reescrevermos f (x, y ) como 

não haverá problema de dependência. 
Existem tentativas de se produzir métodos sistemáticos para tratar o 

problema da dependência ([55], [69]). Outra maneira de tratar o problema é 
usar a aritmética afim [15]. 

3.2.3 Vet ores e matrizes int ervalares 

Um vetor intervalar é um vetor cujos componentes são intervalos. Uma 
matriz intervalar é uma matriz cujos elementos são intervalos. Sejam x um 
vetor real com componentes xi, i = 1, ..., n, e X um vetor intervalar com 
componentes Xi, i = 1, . .. , n. Diz-se que x está contido em X, x E X ,  
quando xi E Xi para i = 1, . . . , n. Um vetor interva.1~ X será chamado 
também de caixa. 

Sejam A uma matriz real com elementos a,, i = 1, ..., m e j = I, ..., n, 
e A' uma matriz intervalar com elementos a:,, i = 1, ..., m e j = 1, ... , n. 
Diz-se que A está contida em A', A E A', quando a, E a:, para i = 1, . .. , m 
e j = 1, ..., n. 

De forma similar, para vetores intervalares X e Y, X C Y se Xi C Y, 
para i = 1, ..., n. Da mesma forma, para matrizes intervalares AI e B', 
A'c B ' s e a & c b & p a r a i = l ,  ..., m e j = l ,  ..., n. 

O centro c de um vetor intervalar X é o vetor real c(X), cujos elementos 
são os centros de cada elemento de X.  O centro c de uma matriz intervalar 
A' é a matriz real c(A1), cujos elementos são os centros de cada elemento de 
A'. 

O comprimento w de um vetor (matriz) intervalar é definido como o maior 
comprimento dos elementos do vetor (matriz). 



As definições das operações de adição e multiplicação pa.ra matrizes inter- 
valares são as mesmas para matrizes reais, substituindo apenas as operações 
entre números reais pelas operações já definidas entre intervalos. 

3.2.4 Método de Newton intervalar 

Seja g : R" -+ R" o gradiente de uma função f : R" -+ R de classe C2. Con- 
sideremos o problema de encontrar todos os pontos x de uma caixa X C R" 
tal que g(x) = O. Usando métodos tradicionais, é praticamente impossível 
saber se todas as soluções foram encontradas em uma dada caixa. Entretan- 
to, usando um método de Newton intervalar ([30], [55]), podemos tratar o 
problema. 

Seja A uma matriz obtida no cálculo aproximado da matriz inversa de 
c(J(X)), onde J (X)  é a matriz Jacobiana de g aplicada em X. Isso pode ser 
feito, por exemplo, usando a fatoração LU (ver [28], p. 94). Se c(J(X)) não 
é invertível, existe algum elemento uii nulo na diagonal de U .  Nesse caso, 
substituímos uii por um valor pequeno, digamos 1 0 ~ ~ .  Fazemos isso para 
cada i = 1, ..., n tal que uii = 0. 

A seguir, definimos o método de Newton intervalar usado neste trabalho. 
Precisamos de algumas definições. Para k = 0,1,2, . . . , temos (XO é a caixa 
inicial) : 

Denotaremos por N(X) a caixa resultante de uma iteração do método de 
Newton intervàlar aplicado sobre X. 

Cada iteração do método de Newton intervalar é dada por (k = 0,1,2, .. .): 

onde i = 1, ..., n. 



Os teoremas seguintes destacam as propriedades que permitem a 
resolução do problema em questão. 

Teorema 9 Se existe uma raiz x* de g e m  X ,  então x* E N ( X ) .  

Prova. ver [30], p. 105. i 

Teorema 10 Se  X í l  N ( X )  = Q), então não exzste raiz de g e m  X .  

Prova. ver [30], p. 105. i 

Teorema 11 Se N ( X )  está n o  interior de X ,  então existe uma  única raiz 
d e g  e m X .  

Prova. ver [30], p. 107. i 

Apresentaremos agora um esboço de um algoritmo de otimização global 
baseado em um método BB que utiliza técnicas de análise intervalar. Esse 
algoritmo é baseado no algoritmo de Hansen [30]. 

O problema é 

onde f : Rn + R é uma função de classe C2 e X é uma caixa no Rn. Sejam 
f * o menor valor de f em X e x* um ponto onde esse valor é atingido, ou 
seja, f * = f (x*)  . 

Se x* está no interior de X, então g ( x * )  = 0, onde g é o gradiente de f . 
Entretanto, o gradiente também se anula nos mínimos locais, nos máximos 
locais e em pontos que não são nem mínimos nem máximos locais. Usaremos 
o método de Newton intervalar, descrito na seção 3.2.4, para encontrar os 
pontos que anulam o gradiente. Antes de aplicá-lo, faremos dois testes usando 
o gradiente e a Hessiana de f .  

Consideremos uma subcaixa B de X. Se existir algum i = 1, . . . , n tal que 
O $ gi(B) ,  então g não se anula em nenhum ponto de B. Portanto, podemos 
descartar a caaixa B.  

Se x* está no interior de X ,  então a Hessiana H de f é semidefinida 
positiva em x*. Uma condição necessária para isso é que, para i = 1, . . . , n, 
Hii(x*) 2 0, onde Hii(x*) são os elementos da diagonal de H(x*) .  



Consideremos, então, uma subcaixa B de X. Se existir algum i = 1, ..., n 
tal que Hii(B) < 0, então Hii(x) < O para todo x E B. Portanto, H não 
pode ser sernidefinida positiva em nenhum ponto de B. Por esse motivo, 
podemos descartar a caixa B. 

Com o decorrer do algoritmo, a caixa X será dividida em várias outras. A 
divisão de caixas pode ser feita simplesmente particionando a caixa em duas, 
escolhendo a variável intervalar Xi de maior tamanho, ou usando o método 
de Newton intervalar. Em [16] e [45], propõese uma divisão diferente. 

As novas caixas geradas são colocadas em duas listas. A primeira lista LI 
é formada por caixas B, que não satisfazem a pelo menos um dos critérios 
abaixo: 

onde E X  e ~f são as tolerâncias dadas para a dimensão das caixas resul- 
ta.ntes no final do algoritmo e para o tamanho do intervalo que contém f *, 
respectivamente. 

A segunda lista L2 é formada por caixas que satisfa.zem a esses dois 
critérios. 

Seja [J(B) ,  f (B)]  o intervalo obtido quando se avalia f (B) .  A ca.ixa B 
escolhida de LI para ser processada é aquela com o menor valor de f (B) .  Se 
B é pequena, pode-se obter um bom limite superior para f *. Por ou&o lado, 
se B é grande, f ( B )  tende a ser bem menor que o menor valor de f em B. 
Nesse caso, seleciona-se uma caixa que ainda foi pouco explorada e que deve 
ser reduzida para se obter melhores informações sobre f .  

- 
Se um limite superior u de f * é conhecido, fazemos 7 = u. Caso contrário, 

f = oo. Se é conhecida uma aproximação E de x*, avaliamos f nesse ponto 
e definimos 7 como o menor valor entre u e f (5). 

A seguir, descrevemos os passos do algoritmo. 



Inicialização: Pa.rticione X em duas subcaixas e coloque-as na lista LI .  
1: Se a lista LI está vazia, vá para 7. 

Remova uma caixa B da lista LI tal que f ( B )  = rnin f ( Y )  . - Y E L l -  

2: Se existe algum i tal que O $ gi(B), descarte B e vá para 1. 
3: Se existe algum i tal que Hii(B) < 0, descarte B e vá para 1. 
4: Se N ( B )  n B = 0, descarte B e vá para 1. 
5: Faça C = N ( B )  n B. 

Avalie f no centro de C e atualize f. 
Remova qualquer caixa Y da lista LI com f ( Y )  > f. 

6: Se w (C)  < EX e w ( f  (C) )  < ~ f ,  coloque C na lista Li e vá para 1. 
Particione C em duas subcaixas, coloque-as na lista LI e vá para 1. 

7: Remova qualquer caixa Y da lista L2 com - f (Y) > f e saia com a lista 
L2 

Sejam CI , . . . , Cp as caixas restantes em L2. Calcule - f = min f (Ci). Temos lsisp - 
então que 

para toda caixa Ci E L2. 
A lista L2 contém os mínimos globais do problema. 



Capítulo 4 

Resultados 

Iremos considerar moléculas formadas por urna sequência de átomos 
{xl, . . . , xN), onde o átomo xi está ligado covalentemente ao átomo xi-1 e 
ao átomo x;+1 para i = 2, ..., N - 1. Os átomos xl e XN estão ligados a 
apenas um átomo. Essa sequência de átomos será denominada cadeia PN. 

Podemos descrever a função de energia potencial dada pela expressão 
(2.29), utilizando o sistema de coordenadas cartesianas ou o sistema de coor- 
denadas internas. As coordenadas internas são formadas pelos comprimentos 
das ligações covalentes, pelos ângulos planos e pelos ângulos diedrais. 

Em muitos casos, os comprimentos das ligações covalentes e os ângulos 
planos são considerados fixos em seus valores de equilíbrio. Empregando 
coordenadas internas, isso se torna vantajoso, pois as variáveis são reduzidas 
restando apenas os ângulos diedrais. 

Os métodos que empregam coordenadas internas e não utilizam infor- 
mações das derivadas da função de energia potencial precisa.m apenas con- 
verter os ângulos diedrais em coordenadas cartesianas, já que existem termos 
da função de energia potencial envolvendo distâncias euclidianas [61]. 

A natureza deterrninística do método empregado neste trabalho obriga- 
nos a utilizar informações das derivadas. Tentamos inicialmente descrever 
essas derivadas, utilizando coordenadas internas [41]. Entretanto, usando 
coordenadas internas, as expressões das derivadas são excessivamente com- 
plicadas e o custo de avaliá-las é muito alto. O custo de avaliar a função de 
energia potencial f é de O ( N 2 )  operações, enquanto que o custo computa- 
cional de avaliar o gradiente de f, usando coordenadas internas, é de O ( N 4 )  
operações [61]. Portanto, usaremos o sistema de coordenadas cartesianas. 

Se ainda considerarmos os comprimentos das ligações covalentes e os ân- 



gulos planos constantes, introduziremos uma série de restrições não-lineares 
de igualdade que tornarão o problema ainda ma.is difícil. O problema ficaria 
assim: 

sujeita a 

o onde (f, + f, + fe) é a soma das expressões dadas em (2.30); r e 0 . .  23 k 

são os valores de equilíbrio dos comprimentos e ângulos das ligações cova- 
lentes, respectivamente; e (xi , yi, zi) são as coordenadas cartesianas do átomo 
i. Fazendo 

Xl = y1 = z1 = y2 = z2 = z3 = o, 
eliminamos a liberdade de rotação e translação da molécula. 

Portanto, consideraremos os comprimentos das ligações covalentes e os 
ângulos planos como sendo variáveis. Isso traz uma vantagem pois, de fato, 
esses valores não são fixos. 

4.1 A Descrição de f em Coordenadas Carte- 
sianas 

O cosseno de um ângulo diedral pode ser dado em função de distâncias eu- 
clidianas e ângulos planos. Sejam xi, xj , xk, xl E R3 quaisquer quatro átomos 
consecutivos de uma cadeia PN com coordenadas (xil, xiz, xi3), (xjl, xjz , xj3), 
(xkI, xkz, xk3) , (xll, x12, x13), respectivamente; r,, r i k ,  ril, r j k ,  rjl, r k l ,  as distân- 
cias euclidianas entre os átomos xi e xj, xi e xk, xi e xl, xj  e xk, xj e x1, xk 
e xl, respectivamente; Qijk, O ângdo definido pelos átomos xi, xj, xk e Qql o 



ângulo definido pelos átomos xk, xj, xl. Então, o cosseno do ângulo diedral 
wi jk l  é dado por (ver [64], p. 278): 

Na expressão da função de energia potencial dada em (2.29), o único 
termo que não está descrito em função de distâncias euclidianas é o termo 
relacionado aos ângulos diedrais. Usando a relação (4. I), podemos obter uma 
expressão que descreve o cosseno de um ângulo diedral em função apenas de 
distâncias euclidianas. Essa expressão é dada no teorema abaixo. 

Teorema 12 Sejam xi, X j ,  xk, xl E IR3 quaisquer quatro átomos consecutivos 
de uma  cadeia PN e r i j , r i k ,  Til, r j k ,  rjl, r k l  as distâncias euclidianas entre os 
átomos xi e xj, xi e xk, Xi e xl, xj e xk, xj e xl, xk e xl, respectivamente. 
Então, o cosseno do ângulo diedral wqkl é dado por 

Prova. Usando a lei dos cossenos, 

COS (Oijk) = 

Como 8,- e Okjl estão no intervalo [O, r ] ,  



sen (ekjL) = - cos2 (ekjl) 

Substituindo (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) em (4.1), temos: 

4.2 As Derivadas de f em Coordenadas Carte- 
sianas 

O uso eficiente das derivadas de uma função que se deseja rninirniza.r tem sido 
uma das principais preocupações no desenvolvimento de algoritmos de pro- 
gramação não-linear. Como as derivadas entram diretamente na formulação 
das condições necessárias para encontrar mínimos locais, a maneira como 
avaliamos essas derivadas torna-se uma questão de extrema importância. As 
informações provenientes das derivadas podem acelerar a convergência dos 
métodos assim como aurnent ar o custo computacional. Portanto, deve haver 
um balanço entre essas duas questões. 



A maneira mais comum de se obter derivadas é por meio da diferenciação 
numérica (ver 1221, p. 146). Nesse procedimento, as derivadas são calculadas 
de forma aproximada. Para problemas que exigem precisão no cálculo das 
derivadas, a diferenciaqão numérica não é uma boa escolha. 

Dispondo da expressão analítica da função a ser minimizada, uma maneira 
de se obter derivadas é utilizar o poder de computação simbólica de pro- 
gramas como o Maple ou o Mathematica. O modo como esses programas 
geram as derivadas é chamado de diferenciação simbólica. O código, em C ou 
Fortran, para o cálculo das derivadas pode ser obtido de forma automática. 
Isso economiza tempo e evita os possíveis erros cometidos durante a imple- 
mentação. A diferenciação simbólica funciona bem para problemas pequenos. 
Para problemas grandes, ela pode gerar várias páginas de código para as ex- 
pressões analíticas das derivadas. 

Outro modo de se obter derivadas é através da diferenciação automática. 
Esse procedimento é baseado na regra de derivação de funções compostas, a 
regra da cadeia. Pesquisadores da área afirmam que ela pode ser bem mais 
eficiente que a diferenciaqão simbólica ([6], [29]). 

Para o cálculo dos limites inferiores no esquema BB, estamos utilizando 
a aritmética interva1a.r. Bons limites inferiores são fundamentais para o d e  
sempenho de qualquer método BB. Usando aritmética intervalar , já vimos 
que existe uma questão a ser tratada: o problema da dependência. Esse pro- 
blema nos obriga a tratar em detalhes as expressões usadas para avaliar as 
derivadas. 

Uma outra vantagem do sistema de coordenadas cartesianas é que avalian- 
do a função de energia potencial nesse sistema, reduzimos drasticamente o 
problema da dependência. 

A seguir, obtemos expressões para as derivadas dos potenciais dos ângulos 
diedrais. 

4.2.1 Potenciais dos ângulos diedrais 

A energia potencial associada às variações dos ângulos diedra.is de uma cadeia 
PN, é dada por: 



Para quaisquer valores de n e de w&,, podemos expandir o termo 
c o s ( n , ~ ~ ~ ~  - wYjk1) e obter uma expressão polinomial em COS(W,~~). Os expe- 
rimentos computacionais foram realizados com n = 3 e wYjkl = O. Sem perda 
de genera.lidade, iremos supor então que fw será representada por: 

Fazendo a expansão, 

Por economia de notação, definamos 

Ou seja, fw será dada por: 

Desejamos obter expressões analíticas para as derivadas de fw que con- 
siderem o problema da dependência. As derivadas serão dadas em relação às 
coordenadas cartesianas de todos os átomos de uma cadeia PN, formada por 
N átomos. Consideremos um grupo qualquer de quatro átomos xi, xj , xk , x1 
ligados consecutivamente. Se soubermos as derivadas de Tqkl em relação 
às coordenadas cartesianas dos átomos xi, xj, xk, x1, saberemos também as 
derivadas de fw em relação a qualquer coordenada dos átomos da cadeia PN. 
Portanto, concentraremos a atenção nas expressões das derivadas de T , k l  em 
relação às coordenadas cartesianas dos átomos xi, xj , xk ,x1. 

P a r a n = i , j , k , l  e t  = 1,2,3, de (4.6), temos: 

P a r a n = i , j , k , l ,  t=1 ,2 ,3 ,  m = i , j , k , l  e u = 1 , 2 , 3 ,  temos: 



Portanto, precisamos das derivadas de 1" e 2" ordem de Cijbl em relação 
As coordenadas cartesianas dos átomos xi, xj , xk, 21. É o que faremos a seguir. 

Derivadas de 1" ordem 

Do Teorema 12, 

Para simplificar os cálculos, definamos 
2 2 2 2  2 2 A = 2r2 3k (r2. 23 - ri + r:) - (rij - rik + rjk)(rjk + rjl - ry) (4.7) 

Inicialmente, calculemos as derivadas de Cqkl em relação às distâncias 
euclidianas r, , r i k  ,ri1 , r j k  ,rjl, rkl. OS cálculos são efetuados usando as pro- 
priedades operatórias elementares de derivação e, principalmente, levando-se 
em conta o problema da dependência. Infelizmente, não existe uma maneira 
automática de se obter expressões para serem utilizadas na aritmética inter- 
valar que reduzam o problema da dependência. Devemos considerar caso a 
caso. Os resultados obtidos são os seguintes: 



Calculemos agora as derivadas das distâncias euclidianas rmn em relaqão 
às coordenadas cartesianas. Lembremos que 

Para mn = ij, ik, il, jk, jl, kl e t = 1,2,3, temos: 

Usando a regra da cadeia, as equações (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), 
(4.15) e as equações (4.17) , (4.18), (4.19) , obtemos finalmente as derivadas 
de CQk1 em relação às coordenadas cartesianas dos átomos xi, xj , xk , x1. 

Para t = 1,2,3, temos: 

Derivadas de 2" ordem 

Para calcular as derivadas de 2" ordem de CGkl em relação às coordenadas 
cartesianas dos átomos xi, xj , xk , xl , precisamos inicialmente das derivadas 
de 1" ordem de A, B, D em relação às coordenadas cartesianas dos átomos 
xi, xj, Xk,xl- 





Para t = 1,2,3, temos: 

Precisamos, também, das derivadas de 2" ordem das distâncias eucli- 
dianas em relação às coordenadas cartesia.nas. Usando as equações (4.17), 
(4.18), (4.19), para mn = i j , i L , i l ,  j k ,  jl, kl e t = 1,2,3, temos: 

Precisamos, ainda, das derivadas de 2" ordem de CQkl em relação às 
distâncias euclidianas e coordenadas cartesianas. 



Usando as equações (4.17), (4.18), (4.19) e as derivadas de A, B,  D em 
relação às coordenadas cartesianas, obtemos a derivada da equação acima 
em relação às coordenadas cartesianas dos átomos xi , x j  , x,+ , xl . 

Para t = 1 ,2 ,3 ,  temos: 

i 2rij I ( 1 BA 2A BB ) 2 2 (r: - r,,, - r j 3  
BD B2 axkt B3 Bxkt 



Usando as equações (4. I?), (4.18), (4.19) e as derivadas de A, B, D em 
relação às coordenadas cartesianas, obtemos a derivada da equação acima 
em relação às coordenadas cartesianas dos átomos xi , xj , x k  , x1. 

Para t = 1,2,3, temos: 



Usando as equações (4.17), (4.18), (4.19) e as derivadas de A, B,  D em 
relação às coordenadas cartesianas, obtemos a derivada da equação acima 
em relação às coordenadas cartesianas dos átomos xi , xj , xk, x1. 

Para t = 1,2,3, temos: 



8Cijnl 2rjk 1 2 2  2 1 2  2 
- - [ A  (o. (-rij - rik + r jk )  + - r - rjl - 
8rj k B D  D2 

+ ( r i  + r& - 2r; - ~ r ) ,  + r i  + rzl)].  

Usando as equações (4.17)) (4.18)) (4.19) e as derivadas de A, B ,  D em 
relação às coordenadas cartesianas, obtemos a derivada da equação acima 
em relação às coordenadas cartesianas dos átomos X i ,  xj , xk , x1. 
Para t = 1,2,3, temos: 



e';,, = [ 2 B 0 2 - - 2 r j k  ( D-+B- 8% 1 2 2  2 

arjdxlct B2D2 [A(? (-r, - ri, + ~ j k )  

axkt I 

ari, ar$ k w  ) - 4ri1- + 2rj1- + 2r~-I] "'*) ax, 8x1, 8x1, 

Usando as equações (4.17), (4.18), (4.19) e as derivadas de A,  B ,  D em 
relação às coordenadas cartesianas, obtemos a derivada da equação acima 
em relação às coordenadas cartesianas dos átomos xi, xj , xk , x,. 





Usando as equações (4.17), (4.18), (4.19) e as derivadas de A, B , D em 
relaqão às coordenadas cartesianas, obtemos a derivada da equação acima 
em relação às coordenadas cartesianas dos átomos xi, xj , x k  , x1. 

Para t = 1,2,3, temos: 



Usando a regra da cadeia, as equações (4.10), (4.ll), (4.12), (4.13), (4.14), 
(4. E), as equações (4.17), (4.18), (4.19), as equações (4.20), (4.21), (4.22), 
(4.23) , (4.24), (4.25) e as equações das derivadas de 2" ordem de CGkl em re- 
lação às distâncias euclidianas e coordenadas catesianas dadas acima, final- 
mente obtemos as derivadas de 2" ordem de Cqkl em relação às coordenadas 
ca.rtesianas dos átomos Xi,  X j  , Xk , X1. 

P a r a t = 1 , 2 , 3 , m = i , j , k , Z  e u = 1 , 2 , 3 ,  temos: 



P a r a t = 1 , 2 , 3 , m =  j ,k , l  e u = 1 , 2 , 3 ,  temos: 

Para t = 1,2,3, m = k ,  I e u = 1,2,3, temos: 

Para t = 1,2,3, m = 1 e u = 1,2,3, temos: 

As derivadas de 1" e 2" ordem dos demais potenciais são obtidas usando o 
mesmo procedimento realizado para os potenciais dos ângulos diedrais, bem 
como o resultado do Teorema 4. 



4.2.2 Potenciais das ligações covalent es 

A energia potencial associada às variações dos comprimentos das ligações 
covalentes de uma cadeia PN, é dada por: 

Para simplificar os cálculos, definamos 

Consideremos um par qualquer de átomos (i, j )  E . Ml. Para c 
derivadas de fd em relação às coordenadas de todos os átomos da cadeia PN, 
basta calcularmos as derivadas de R,j em relaqão às coordenadas dos átomos 
xi e xj. 

Derivadas de 1" ordem 



Derivadas de 2" ordem 



4.2.3 Potenciais dos ângulos planos 

A energia potencial associada às variações dos ângulos planos de uma cadeia 
PN, é dada por: 

Para simplificar os cálculos, definamos 

Consideremos um par qualquer de átomos (i, j )  E M2. Para obtermos as 
derivadas de fa em relação às coordenadas de todos os átomos da cadeia PN, 
basta calcularmos as derivadas de Sij em relação às coordenadas dos átomos 
xi e xj. 



Derivadas de 1" ordem 

as,, - - - -2 1 - - (x j l  - xil) axil ( 2) 
a s ,  - - - -2 1 - - (xj2 - xiZ) axi2 ( 2) 

as,, - - - -- asZ, 
axj2 dx;, 

Derivadas de 2" ordem 





4.2.4 Potenciais de van der Waals 

A energia potencial associada às interações de van der Waals entre os átomos 
de urna cadeia PN, é dada por: 

Para simplificar os cálculos, definamos 

Consideremos um par qualquer de átomos (i, j )  E M4. Para obtermos as 
derivadas de f, em relação às coordenadas de todos os átomos da cadeia PN, 
basta calcularmos as derivadas de V, em relação às coordenadas dos átomos 
xi e xj. 

Derivadas de 1" ordem 



C!, C!, C!, C2 

z(z!x - zJx) + - $iJ ) + ( s )  = 





Para simplificar os cálculos, definamos 

Consideremos um par qualquer de átomos (i, j )  E M4. Para obtermos as 
derivadas de f, em relação às coordenadas de todos os átomos da cadeia PN, 
basta calcularmos as derivadas de Eu em rela~ão às coordenadas dos átomos 
xi e xj. 

Derivadas de 1" ordem 

aEG 
- = (a) (xjl - xil) 
a341 T.. 

Derivadas de 2" ordem 



( , ( Z Z x  - .Cx) - ,('i. - 'Cx) - - x ) )  ( )  = 



4.3 Gradiente e Hessiana de f 
Para calcularmos o gradiente e a Hessiana de f ,  devemos calcular os gradi- 
entes e as Hessianas dos termos que compõem f : fd, fa, fw , fv e fe. Iremos 
considerar urna cadeia PN com N átomos onde o átomo x1 está fixo. 

4.3.1 Gradiente de fd 
Temos que 

onde 
o 2 8. 3 = (r..  23 -r. .)  ZJ . 

Então, para qualquer átomo x, de uma cadeia PN, onde 2 < n < N - 1, 
as derivadas de fd em relação a x, dependem apenas dos termos e 

Ou seja, para n = 2, ..., N - 1, temos: 



4.3.2 Hessiana de fd 

Usando as derivadas de 1" ordem de fd, podemos calcular suas derivadas de 
2" ordem. 

Para n = 2, ..., N - 1 e t = 1,2,3, temos: 

Para t = 1,2,3, temos: 

4.3.3 Gradiente de f, 
Temos que 

Então, para qualquer átomo xn de uma cadeia PN, onde 3 < n 5 N - 2, as 
derivadas de f, em relação a xn dependem apenas dos termos Sn-2,n e Sn,n+z. 
OU seja, para n = 3, ..., N - 2, temos: 



4.3.4 Hessiana de f, 
Usando as derivadas de 1" ordem de f a ,  podemos calcular suas derivadas de 
2" ordem. 

Para t = 1,2,3,  temos: 



Para t = 1,2,3, temos: 

Para t = 1,2,3, temos: 

4.3.5 Gradiente de f, 
Temos que 

onde 
G k l  = 1 + 4 C O S ~  (wykl) - 3 C O S ( W ~ ~ ~ ) .  

Por economia de notação, definamos 

Então, pa.ra qualquer átomo xn de uma cadeia PN, onde 4 5 n 5 N - 3, 
as derivadas de fw em relação a x, dependem apenas dos termos Tn-3,n, 
Tn-2,n+l, Tn-l,n+z e Tn,,+3. Ou seja, para n = 4, ..., N - 3, temos: 



a f w  - - -  ~ T N - J , N  
~ X N ,  

CN-3,. ( ) , d x N t  

4.3.6 Hessiana de f, 

Usando as derivadas de 1" ordem de f w ,  podemos calcular suas derivadas de 
2" ordem. 

Para t = 1 ,2 ,3 ,  temos: 

Para t = 1 ,2 ,3 ,  temos: 



Para n = 4, ..., N - 3 e t = 1,2,3 ,  temos: 

Para t = 1,2,3 ,  temos: 



Para t = 1,2,3, temos: 

Para t = 1,2,3, temos: 

4.3.7 Gradiente de f, 
Temos que 

onde 
A, Bij v.. = - - - 

V 6 '  r . .  
23 

Então, para qualquer átomo xn de uma cadeia PN, onde 4 5 n < N - 3, 
as derivadas de fv  em re1açã;o a x, dependem dos termos T/i,n, V2,,, V3,n, . . . , 
VnPlp> Vn,n+l, ..., Vn,N . OU seja, para n = 4, ..., N- 3, temos: 



4.3.8 Hessiana de f, 
Usando as derivadas de 1" ordem de f w ,  podemos calcular suas derivadas de 
2" ordem. 

Para t = 1,2,3, temos: 

Para t = 1,2,3, temos: 

Para n = 4, ..., N - 3 e t = 1,2,3, temos: 



Para t = 1,2 ,3 ,  temos: 

Para t = 1 ,2 ,3 ,  temos: 

Para t = 1,2 ,3 ,  temos: 



4.3.9 Gradiente de fe 

Temos que 
1 

f e z ;  C E,, 

onde 
4i4j E..  = - 

23 
Ti j 

Então, para qualquer átomo x, de uma cadeia PN, onde 4 5 n 5 N - 3, 
as derivadas de f e  em relação a x, dependem dos termos El,,, E2,,, E3,,, 
--. , En-3,n, En,n+3, En,n+a, En,n+5, .., En,N - OU seja, Para TI = 47 e.., N - 3, 
temos: 

4.3.10 Hessiana de fe 

Usando as derivadas de 1" ordem de JC,, podemos calcular suas derivadas de 
2" ordem. 



Para t = 1; 2 ,3 ,  temos: 

Para t = 1 ,2 ,3 ,  temos: 

Para n = 4, ..., N - 3 e t  = 1,2 ,3 ,  temos: 



Para t = 1,2,3, temos: 

Para t = 1,2,3, temos: 

Para t = 1,2,3, temos: 

4.3.11 Gradiente de f 
Usando os gradientes de cada termo de f calculados, finalmente podemos 
calcular o gradiente de f .  

Para n = 2, ..., N e t = 1,2,3, temos: 



4.3.12 Hessiana de f 

Usando as Hessianas de cada termo de f calculadas, finalmente podemos 
calcular a Hessiana de f .  

Pa . ran=2  ,..., N , t = 1 , 2 , 3 e u = 1 , 2 , 3 ,  temos: 

4.4 Experimentos Comput acionais 

Os testes computacionais foram realizados em um Pentium I11 700 MHz com 
256 MB de memória RAM. O código, em Fortran 90, é uma adaptação do 
código de R. Kearfott [36]. O algoritmo foi aplicado em cadeias cujo tamanho 
varia entre 4 e 28 átomos. 



4.4.1 A função teste 

Para testarmos computacionalmente o algoritmo com as expressões analíticas 
do gradiente e da Hessiana da função, dadas na seção 4.3, seria interessante 
usarmos uma função de energia potencial onde o mínimo global fosse conheci- 
do. Para isso, montamos urna função que apresenta quatro ca.racterísticas 
principais: 1-) é suficientemente simples para ser testada por outros métodos; 
2-) é semelhante às funções conhecidas de energia potencial; 3-) possui um 
único mínimo global conhecido; 4) a quantidade de mínimos locais cresce de 
forma exponencial com o tamanho da molécula. 

A função teste ft tem a seguinte expressão: 

onde I = 4, . . . , N e N é o tamanho da cadeia. 
Os pa.râmetros utilizados são: 

$ = 1,526 para todo (i, j )  E Ml 

O:, = 1,91 para todo (i,j) E M2 (4.26) 
o r, = 2,49 para todo (i, j) E M2. 

Para aplicar o algoritmo, precisamos da função ft em coordenadas carte- 
sianas. Mas, para deduzir suas propriedades, usaremos coordenadas internas. 

De (4.1), 
2 r$ + r:, - 2rGrji COS (Oqx) COS (O,,) - r,, 

c0s(wGkl) = 
2rijrjl sen (OGk) sen (O,,) 

Isolando ri, 
ri = r: + r:, - 2rijrj1 COS (Oijk) COS (olrjl) 

- 2rij rjl sen (Oijk) sen (Okjl) cos (wijkl). (4.27) 



Os dois primeiros somatórios de ft atingem seu menor valor (zero) quando 
r, = 1,526 para todo ( i , j )  E Ml e 19, = 1,91 para todo (i,j) E M2. 
Substituindo (4.26) em (4.27), temos: 

Portanto, usando apenas ângulos diedrais, 

onde 1 = 4, ... , N e N é o tamanho da cadeia. 
Desejamos saber quantos mínimos locais ft possui e qual deles é o mínimo 

global. Consideremos apenas um termo do segundo somatório de (4.28): 

Se 1 - 1 é par, para minimizar (4.29), devemos maximizar o denominador 
de (4.29). Para isso, cosw = -1, ou seja, w = r. Com esse valor, também 
rninimizamos o termo correspondente no primeiro somatório de (4.28): 1 + 
cos(3w). Usando as derivadas de 1" e 2" ordem de 

1 
yo (w) = 1 + cos(3w) + 

J10,60099896 - 4,141720682(~0s w) 

obtemos três mínimos locais com os respectivos valores: 

Se 1 - 1 é ímpa.r , para minirnizar (4.29), devemos minimizar o denominador 
de (4.29). Para isso, cosw = 1, ou seja, w = O ou w = 27r. Mas, neste caso, 
1 + cos(3w) = 2. Usando as derivadas de 1" e 2" ordem de 

y1 (w) = 1 + cos(3w) - 
I 

J10,60099896 - 4,141720682(cos w) ' 



obtemos três mínimos locais com os respectivos valores: 

Notemos que yl (1,039195303) = yi (5,243990005). Por esse motivo, para 
termos apenas um mínimo global, podemos considerar o problema restrito 
aos seguintes intervalos: 

se 1 - 1 é par, O < W ~ ~ ] C I  < 27í 

Então, se 1 - 1 é par, a função 

possui 3 mínimos locais no intervalo [O, 2x1 . Se 1 - 1 é ímpar, possui 2 mínimos 
locais no intervalo [O, 51. Portanto, para uma cadeia PN com N átomos, a 
quantidade de mínimos locais da função ft é 

onde 1x1 é o maior número inteiro menor ou igual a x e 1x1 é o menor número 
inteiro maior ou igual a x e . 

Com 28 átomos (o maior problema em que aplicamos o algoritmo), a 
quantidade de mínimos locais é: 

Ou seja, mais de 4 bilhões de mínimos locais! 



A seguir, damos o valor do mínimo global para N = 4, . . . ,28 
(a  = 1,039195303 e b = 3,141592654): 

4.4.2 Resultados numéricos 

Na tabela abaixo, apresentamos os resultados numéricos obtidos aplicando o 
algoritmo em cadeias PN com N = 4, ..., 28. A coluna N apresenta o número 



de átomos da cadeia, a coluna f apresenta o número de avaliações da função, 
a coluna V f  apresenta o número de avaliações do gradiente da função, a 
coluna v 2 f  apresenta o número de avaliações da Hessiana da função, a colu- 
na NÓS apresenta o número de caixas processadas pelo algoritmo, a coluna 
f* apresenta o valor da função no mínimo global, a coluna CPU(s) apresen- 
ta  o tempo em segundos gasto para a obtenção do mínimo global e a coluna 
CPU(h) apresenta o tempo em horas gasto para a obtenção do mínimo 
global. 



Capítulo 5 

Conclusões 

Neste trabalho, utilizamos uma função empírica f ,  dada pela mecânica mole- 
cular, para representar a energia potencial de uma molécula. Como todo 
modelo matemático, essa função é apenas uma aproximação da realidade. 

Considerando a hipótese de que o mínimo global de f corresponda à 
estrutura tridimensional de uma molécula, o primeiro passo é encontrar o 
mínimo global. 

A maioria dos métodos computacionais de otimização global utilizados 
na minimização de funções de energia potencial é de natureza estocástica ou 
heurística. Portanto, não ga.rantem que a solução encontrada seja o mínimo 
global. 

Empregamos um algoritmo det errninístico baseado em um método branch 
and bound, que utiliza a aritmética intervalar para o cálculo dos limites inferi- 
ores. Este algoritmo encontra, de fato, o mínimo global. Com isso, podemos 
testar a validade de f e fazer ajustes para torná-la mais próxima da realidade, 
comparando estruturas conhecidas de moléculas com as estruturas dadas pelo 
algoritmo. 

Como a função de energia potencial da mecânica molecular é apenas uma 
aproximação, seria interessante saber se existe mais de um mínimo global. O 
algoritmo aqui utilizado encontra todos eles. 

A hipótese de que a estrutura tridimensional de uma molécula cor- 
responde ao mínimo global da função de energia potencial não é comple- 
tamente aceita. Nesse caso, seria interessante, também, que encontrássemos 
todos os mínimos locais próximos ao mínimo global. Com o método de 
Newton intervalar, podemos fazer isso. 

Para fazer uso das técnicas de análise intervalar, fomos obrigados a utilizar 



o sistema de coordenadas cartesianas e a tratar em detalhes as expressões das 
derivadas de la e 2" ordem de f , levando em conta o problema da dependên- 
cia. 

Não consideramos os efeitos entrópicos, devido à presença de um solvente. 
Usando a expressão (2.28) 

podemos considerá-lo implicitamente. Como essa expressão depende das dis- 
tâncias euclidianas entre os átomos da molécula, podemos incorporá-la à 
função f e obter suas derivadas usando o mesmo procedimento desenvolvido 
para os termos de f .  

Qualquer algoritmo baseado em um método branch and bound tem com- 
plexidade exponencial. Isso ficou evidente nos resultados comput acionais . 
Entretanto, nos experimentos realizados, não partimos de nenhuma estrutu- 
ra previamente dada e nem restringimos o espaço de busca, fato comum em 
problemas envolvendo conformações de peptídeos [65]. 

Para reduzir o tempo computacional, além da paralelização do método 
branch and bound, podemos incorporar ao algoritmo dado os métodos es- 
tocásticos usados na minimização de funções de energia potencial e manter, 
ainda, a garantia de que o mínimo global será encontrado. 
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