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Fazemos uma nova abordagem do estudo do conhecimento como uma
ferramenta para raciocinar sobre comunicacdo em sistemas distribuidos
assincronos. Elaboramos uma revisao do trabalho de Joseph Y. Halpern,
Yoram Moses, Ronald Fagin e Moshe Y. Vardi sobre o uso da légica modal
para representar o conhecimento de agentes que se comunicam numa rede
através de troca de mensagens. A maioria dos resultados do referido tra-
balho, principalmente a formalizacao das nocgoes de conhecimento mituo e
conhecimento comum, sdo aplicados a sistemas sincronos, uma idealizacao
dos sistemas distribuidos reais. Portanto, formalizar outros conceitos de co-
nhecimento para ambientes assincronos foi a motivagao inicial desta tese.
Exibimos um modelo para sistemas distribuidos assincronos e discutimos os
resultados de Prakash Panangaden e Kim Taylor: uma semantica formal
para um tipo de conhecimento comum alcang¢avel assincronamente, o cha-
mado conhecimento comum concorrente. Contudo, até o momento nenhum
sistema axiomédtico havia sido apresentado para a seméntica de Panangaden
& Taylor. Investigamos os resultados em l6gicas modais multidimensionais,
de Dov M. Gabbay e Valentin Shehtman, buscando um formalismo que per-
mitisse tratar os diferentes niveis de conhecimento no modelo de sistemas
distribuidos assincronos que adotamos. Introduzimos, entdo, uma nova pers-
pectiva dos conceitos de conhecimento individual, conhecimento iterativo e
conhecimento em um grupo de agentes baseada no produto de légicas mo-
dais, ou légicas multidimensionais. Apresentamos uma légica bidimensional
de conhecimento para sistemas distribuidos assincronos e definimos um sis-
tema axiomatico para esta légica. Fornecemos também as provas de corre-
tude e completude para a légica bidimensional de conhecimento. Exemplos
do uso da légica bidimensional para modelar conhecimento comum concor-
rente sao apresentados. Finalmente, extensoes e futuros desenvolvimentos da
seméantica bidimensional de conhecimento sdo sugeridos.
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We propose a new approach for studying knowledge as a tool to reason
about communication in asynchronous distributed systems. We elaborated
a revision of Joseph Y. Halpern, Yoram Moses, Ronald Fagin and Moshe Y.
Vardi’s work on the use of modal logic to represent the agents’ knowledge that
communicate one another in a network through messages passing. Most of
the results of the referred work, mainly the formalization of the notions of mu-
tual knowledge and common knowledge, are applied to synchronous systems,
a theoretical approach of distributed systems. Therefore, the initial moti-
vation for this dissertation was to formalize other concepts of knowledge for
asynchronous environments. We exhibited a model for distributed asynchro-
nous systems and we discuss Prakash Panangaden and Kim Taylor’s results:
a formal semantics for a type of common knowledge reachable in asynch-
ronous contexts, the so-called concurrent common knowledge. However, up
to now no axiomatic system was defined for the semantics of Panangaden
and Taylor. We investigated the results in multidimensional modal logics, of
Dov M. Gabbay and Valentin Shehtman, looking for a formalism to treat the
different knowledge levels in the model of asynchronous distributed systems
that we adopted. We introduced a new perspective of the concepts of indi-
vidual knowledge, interactive knowledge and agents’ group knowledge based
on the product of modal logics, or multidimensional logics. We presented a
two-dimensional logic of knowledge for asynchronous distributed systems and
we defined an axiomatic system for this logic. We also supplied the proofs
of soundness and completeness for the two-dimensional logic of knowledge.
Examples of the use of the two-dimensional logic to model concurrent com-
mon knowledge are presented. Finally, extensions and futures developments
of the two-dimensional semantics of knowledge are suggested.
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Capitulo 1

Introducao

“... a faculdade de julgar com acerto e de discernir o verdadeiro do falso,
que € propriamente o que se chama o bom senso ou a razdo, € naturalmente
igual em todos os homens; e, portanto, a diversidade de nossas opinides
nao provém de serem umas mais razodveis do que as outras, mas somente de
conduzirmos 0s nossos pensamentos por diversas vias e de ndo considerarmos
as mesmas coisas.”

R. Descartes, Discurso sobre o Método

1.1 Motivacao

Uma das hipéteses mais aceitas na pesquisa em Inteligéncia Artificial (IA)
é que a inteligéncia requer conhecimento e cognicdo. Segundo esta visdo, a
meta principal da IA seria o estudo da conceitualizagdo do mundo e deveria,
comegar com teorias a nivel de conhecimento. Portanto, uma teoria em
TA seria a especificagdo do conhecimento subjacente & cognicdo, isto é, ao
mecanismo de controle da performance num sistema inteligente. Abrangeria o
conhecimento necessario a execugao de toda atividade sensitiva e informativa,
tal como o uso da linguagem, resolugéo de problemas, decisdes, percepgéo e
algum tipo de atividade motora. Assim sendo, uma teoria em IA estrutura-
se na teoria de representagdo do conhecimento subentendida. Na verdade,
o interesse pelas teorias de conhecimento estd presente em muitos outros
campos da ciéncia, e remonta a época da Grécia antiga, quando os filésofos
questionavam sobre o que realmente era possivel conhecer, ou ainda, o que
significa dizer que alguém sabe alguma coisa.

Neste trabalho, fazemos uma abordagem do estudo do conhecimento, ou
epistemologia, como uma ferramenta para raciocinar sobre comunicagdo em



sistemas distribuidos multiagentes de troca de mensagens. Por sistema dis-
tribuido, entendemos um conjunto de processadores ou agentes, interligados
através de uma rede de canais de comunicacdo. Para representar conhe-
cimento neste ambiente utilizamos uma abordagem légica. A contribuicio
principal desta tese, ¢ uma légica modal bidimensional para representar co-
nhecimento de agentes neste tipo de ambiente distribuido de troca de men-
sagens.

Uma proposicao p é de conhecimento miuituo ou de conhecimento de to-
dos num grupo de agentes se cada agente conhece p. O conhecimento mituo
implica, simplesmente, no conhecimento que cada agente atribui a qualquer
outro agente. Suponha, por exemplo, que cada participante de um congresso
chega para uma conferéncia sabendo que o palestrante chegard atrasado. O
fato de que o palestrante chegard atrasado é de conhecimento mituo entre
os participantes, mas cada participante pode pensar que somente ele préprio
sabe disso. Contudo, se um dos participantes anuncia no auditério: “O pro-
fessor palestrante me disse que chegard atrasado”, entdo, supondo-se que o
anunciante estd dizendo a verdade, cada participante sabe agora que cada
outro participante sabe que o palestrante chegard atrasado, e cada partipante
sabe que cada participante sabe que cada participante sabe que o palestrante
chegard atrasado, e assim por diante. Ou seja, a declaragdo do participante
torna o fato que era mutuamente conhecido num fato de conhecimento co-
mum.

O conhecimento comum é um fendémeno presente em muitas situacoes
na nossa vida social. Para coordenar agOes, estabelecer acordos, e em ou-
tros comportamentos tipicos, os individuos necessitam de um conhecimento
prévio ou da compreensdo mutua ou ainda do conhecimento comum de cer-
tos fatos. Muitas vezes, quando uma interacao em particular é mal sucedida,
atribui-se a falha ao fato de que os agentes néo tinham o conhecimento comum
necessario que resultaria em sucesso. Se um casal se perde em um shopping,
eles tém uma boa chance de se reencontrarem devido ao conhecimento co-
mum prévio dos gostos e preferéncias mituas, levando-os a procurarem um
pelo outro nas lojas onde o outro gosta de frequentar. Num caso mal suce-
dido, um motorista pode causar um acidente ao cruzar o sinal vermelho, e
tentar explicar ao guarda que cometeu a infragdo por ndo ter visto, ou seja,
por nao saber que o sinal estava vermelho, embora todos os outros motoristas
0 soubessem.

Apesar da importéncia do conhecimento comum nas interagdes sociais, é
notével que sé recentemente filsofos e cientistas tenham se voltado para a
andlise mais detalhada do conceito. O filésofo escocés David Hume (1711-
1776) foi talvez o primeiro a fazer referéncia explicita ao papel do conheci-
mento mutuo em agoes coordenadas. No seu “A Treatise of Human Nature”
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(1740), Hume argumentava que a condi¢io necessdria para agdes coordena-
das era a de que todos os agentes conhecessem o comportamento esperado
uns dos outros. Segundo Hume, sem esta condigdo as convencgdes sociais de-
sapareceriam. Muito mais tarde, em 1953, o matemaético John E. Littlewood
(1885-1977) apresentou alguns exemplos do tipo de raciocinio usado no conhe-
cimento comum. Na década de 60, os economistas Thomas Schelling (1921)
e John Harsanyi (1920-2000) defenderam que algo como o conhecimento co-
mum era necessario para explicar certas inferéncias que as pessoas fazem
sobre as outras. Contudo, foi o filésofo David K. Lewis (1941-2001) quem pri-
meiro forneceu uma, andlise explicita do conhecimento comum na monografia
“Convention” (1969). Stephen Schiffer, Robert Aumann e Gilbert Harman,
durante a década de 70, deram, independentemente, definicoes alternativas
de conhecimento comum. John Barwise (1942-2000), em 1989, forneceu uma
formulacdo precisa da descrigdo intuitiva de Harman. A anélise de Shiffer
do conhecimento comum como uma hierarquia de declaragoes epistémicas se
tornou um padrao na literatura. As descrigbes de Lewis, Aumann e Barwise
todas implicam na abordagem hiérarquica de Schiffer.

A anélise e as aplicagdes do conhecimento comum e conceitos relacionados
de conhecimento em ambientes multiagentes tornou-se um campo de pesquisa
muito ativo. Na década de 80, diversos trabalhos foram desenvolvidos no es-
forco de definir uma légica formal que descrevesse o conhecimento de agentes
que se comunicam através de troca de mensagens numa rede. Uma contri-
buicdo importante para a formalizacdo da légica do conhecimento deve-se
a Joseph Y. Halpern, Yoram Moses e Ronald Fagin, em meados da década
de 80, quando foram publicados os trabalhos “Knowledge and common kno-
wledge in a distributed environment”, em 84, revisto em 90 [17], e “A for-
mal model of knowledge, action and communication in distributed systems:
preliminary report” , em 85 [14], revisto em 89 [16]. Seguiram-se outros
artigos nos anos seguintes e, finalmente em 95, uma compilagdo do trabalho
da década foi publicado no livro “Reasoning About Knowledge” de R. Fagin,
J. Y. Halpern, Y. Moses e M. Y. Vardi [20]. Os conceitos de conhecimento
formalizados por Halpern et al. [20] sdo aplicados, principalmente, a siste-
mas sincronos, uma idealizacdo dos sistemas distribuidos reais. Num sistema,
sincrono, os agentes tém uma base de tempo comum, um reldgio global, que
permite agbes coordenadas simultdneas. A obtengao de conhecimento comum
estd, neste caso, vinculada a possibilidade de os agentes realizarem tais acoes
coordenadas simultaneas, e portanto s6 é alcancado em ambientes sincronos.

A nossa motivagao inicial era a de estender, redefinir ou buscar outras
perspectivas dos conceitos de conhecimento formalizados até entdao, a fim
construir uma légica para representar outros tipos de conhecimento que os
agentes pudessem alcancar em um ambiente assincrono de troca de mensa-
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gens. Encontramos no conhecimento comum concorrente [31] a definigdo
de um tipo de acordo alcangavel em sistemas distribuidos assincronos. Para
ilustrar o conceito de conhecimento comum concorrente, suponha que esta-
mos assistindo a partida final do Campeonato Mundial de Futebol, e o nosso
palfs é um dos times que disputam o titulo. Todos os ouvintes estao desejosos
de comemorar a vitdria, e esperam o gol decisivo da partida. Podemos supor
que existe uma pequena, porém perceptivel, diferenca de tempo na chegada
das imagens nas televisdes do pafs, ou seja, suponha que a imagem chega
primeiro em alguns lugares e alguns segundos depois em outros. Logo que
acontece o gol da vitéria, alguns pontos do pafs j4 comegam a festejar a con-
quista do titulo, sabendo que em todo o pafs, mais cedo ou mais tarde, todos
saberdo da vitéria. Portanto, em cada lugar do pafs, todos sabem que, em
algum momento mais cedo ou mais tarde, todos saberdo da vitéria, e todos
sabem que todos estio cientes disso, e todos sabem que todos sabem e assim
por diante. Neste caso, o conhecimento dos ouvintes sobre o gol da vitéria
nio é simultaneo, porém todos sabem que em algum momento mais cedo ou
mais tarde todos os outros tomaram ou tomarao conhecimento da conquista.
Assim sendo, podemos dizer que vitéria do time é de conhecimento comum
concorrente entre todos os torcedores.

Com o objetivo de modelar o conhecimento alcangdvel em contextos
assincronos, como o conhecimento comum concorrente, buscamos outra
seméantica para definir conhecimento. Tomamos como ponto de partida o
modelo de Lamport [25] de sistemas assincronos que descreve um algoritmo
distribuido do ponto de vista de execugdes assincronas e estados globais (ou
cortes consistentes). Consideramos, entdo, uma abordagem onde os estados
de conhecimento constituem um par execugao-corte.

Para formalizar o conhecimento em estados representados por pares bi-
dimensionais, utilizamos uma légica modal multidimensional, neste caso, bi-
dimensional. Nas légicas modais multidimensionais os estados (ou mundos
possiveis) sdo n-uplas, representando n dimensdes onde as férmulas 1égicas
sdo avaliadas. Intuitivamente, o que desejamos é que o conhecimento dos
agentes seja avaliado num estado que se constitui no par ordenado (r, c), re-
presentando execugdes assincronas (runs) e estados globais (consistent cuts).
A idéia de combinar légicas ndo é uma novidade, na verdade é uma técnica
naturalmente utilizada em légicas aplicadas. Porém, s6 recentemente 16gicos
e outros pesquisadores da ciéncia da computacdo tém divulgado resultados
neste sentido. A fundamentacio da pesquisa em ldgicas multidimensionais
pode ser encontrada em Segerberg [32]. Uma referéncia importante nesta
drea tende a ser o livro “Many-dimensional modal logics: theory and applica-
tions” de D.Gabbay, A.Kurucz, F.Wolter ¢ M.Zakharyaschev, que encontra-
se, no momento, em fase final para publicacdo [11].
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1.2 Organizacao da Tese
Esta tese estd organizada da seguinte maneira:

e O capitulo 2 deste trabalho é uma revisao dos principais resultados ob-
tidos em l6gicas epistémicas ou légicas de conhecimento. Notadamente,
discutimos os resultados de Halpern, Fagin, Moses e Vardi no que diz
respeito a formalizagdo do conhecimento de um grupo de agentes num
sistema distribuido.

e No capitulo 3, apresentamos uma semantica para modelar conheci-
mento em sistemas distribuidos assincronos com base nos conceitos
de causalidade de eventos e estados globais [25]. Definimos o co-
nhecimento em funcdo do que chamamos de visd@o passada do agente.
Utilizamos esta seméntica para definir a comunicagao e os estados de
conhecimento dos agentes no sistema formal que estamos propondo. E
importante lembrar que utilizamos indistintamente os termos processo,
processador e agente. Além disso, adotamos o modelo de sistemas dis-
tribuidos assincronos confidveis, onde os canais sao infaliveis, a ordem
de processamento das mensagens é fifo (first in first out), e o tempo de
entrega ¢ finito, embora indeterminado.

e Discutimos os resultados sobre comunicagao em ambientes assincronos
de P. Panangaden e K. Taylor [31] no capitulo 4. Define-se ai uma
seméntica formal para um tipo de conhecimento alcancgével em siste-
mas assincronos, o conhecimento comum concorrente. Além disso, sdo
apresentadas condigbes suficientes para alcangar conhecimento comum
concorrente, e um algoritmo que garante a obtencao do mesmo.

e O capitulo 5 resume a investigagdo sobre o trabalho em l6gicas modais
multidimensionais. Abordamos somente os assuntos necessarios para
compreensao dos capitulos seguintes, mas a pesquisa nesta area é muito
mais abrangente. Tomamos como base, principalmente, os resultados
de Dov M. Gabbay e Valentin Shehtman [33].

e Nos capitulos restantes, ou seja, a partir do capitulo 6, encontra-se a
nossa proposta para uma logica que descreve o conhecimento em ambi-
entes distribuidos multiagentes. No capitulo 6 introduzimos o conceito
de subproduto fechado de ldgicas modais, um sistema semantico polimo-
dal bidimensional. Desenvolvemos o subproduto fechado de l6gicas mo-
dais a partir do produto de légicas modais, porém com duas inovagoes.
Restringimos a avaliagdo das férmulas a um subconjunto de pontos



introduzindo uma relagao undria que determina o que chamamos de
pontos ou pares admissiveis. Além disso, criamos uma relagdo adi-
cional, a do fecho transitivo sobre as relagoes originais. Desta forma,
definimos o conhecimento como uma propriedade interdimensional. Na,
interpretagdo para sistemas distribuidos, significa que o conhecimento é
avaliado em todos os pares (r, ¢) (execugdes e cortes consistentes) indis-
tinguiveis sob o ponto de vista do agente. Apresentamos um exemplo
para ilustrar esta interpretacao.

Propomos, ainda no capftulo 6, um sistema axiomadtico para a logica
bidimensional de conhecimento, o sistema S2,. Na verdade, o sistema
82 pode ser visto como uma extensdo do produto bidimensional de
S5,,, acrescido de axiomas para o conhecimento definido como o fecho
das relagoes bésicas, e portanto, como uma propriedade bidimensional.

O capitulo 7 contem as provas de corretude e completude para o sistema
82. Provamos que o sistema S2, possui a propriedade f.m.p. (finite
model property) e, portanto, é decidivel.

No capitulo 8, introduzimos o sistema C2, para conhecimento comum
concorrente. Propriedades como o conhecimento mituo concorrente e
o conhecimento comum concorrente sao formalizadas. Provamos que o
sistema C2, é correto e completo e apresentamos exemplos para ilustrar
estados de conhecimento concorrente.

Conclustes e propostas para futuros trabalhos sfo apresentadas no
capitulo 9.



Capitulo 2

Loégicas de Conhecimento em
um Grupo de Agentes

As légicas epistémicas, ou légicas de conhecimento, visam descrever proprie-
dades sobre o conhecimento de um grupo de agentes. Em particular, as
l6gicas modais de conhecimento descrevem como um agente raciocina sobre
o mundo e sobre o conhecimento de outros agentes com os quais ele interage.

A aplicago de tais légicas é bastante ampla, desde a Economia até a
Inteligéncia Artificial. Estamos interessados, principalmente, na aplicacio
das l6gicas modais de conhecimento a sistemas distribuidos, onde o grupo de
agentes é representado por processadores infaliveis que se comunicam através
de troca de mensagens numa rede com canais configveis.

A idéia intuitiva das légicas de conhecimento, como de costume, é a
mesma de outras légicas modais, baseia-se numa seméntica de mundos
possiveis: “A intuicdo € que se um agente nao tem conhecimento completo
sobre o mundo, ele vai considerar um nidmero de mundos possiveis. FEstes
sao seus candidatos para a maneira que o mundo realmente é.” [20].

Diz-se que o agente conhece um fato p se p é verdade em todos os mun-
dos que o agente considera possiveis. Com base neste conceito de conheci-
mento, os autores em [20] apresentaram um sistema seméntico e o sistema
axiomatico correspondente K,,, onde m representa o ntimero de agentes, e
o operador modal K; representa o conhecimento que o agente 7 possui em
relacdo aos mundos que ele considera possiveis.

Na verdade, o sistema K, € o cléssico sistema K da légica modal propo-
sicional, porém com m operadores modais, ou seja, ¢ uma légica polimodal
proposicional com operadores K;, onde 2 = 1,...,m, representa o agente.

Assim como ocorre na l6gica modal proposicional, também foram apre-
sentadas em [20] extensdes do sistema polimodal K,,. Impondo-se restri¢tes
sobre a relagdo de possibilidade, originaram-se, entdo, os outros sistemas



polimodais proposicionais, a saber, 7,,, S4,, € S5,,.

Discutimos brevemente a sintaxe e a semantica para as légicas modais de
conhecimento, o sistema. IC,, e suas respectivas extensoes 7,,, S4., € Sb,.

Em seguida, introduzimos as nog¢oes de conhecimento num grupo de agen-
tes, tais como o significa dizer que um fato é de conhecimento comum no
grupo. Apresentamos, entfo, a seméntica e o sistema axiomético S5 para
conhecimento em grupo.

Terminamos este capitulo analisando a relacdo existente entre comu-
nicacdo num sistema distribuido e o conhecimento que pode ser adquirido
pelos agentes. Reproduzimos uma série de exemplos de problemas conheci-
dos, tais como o Problema do Ataque Coordenado e o Problema dos Maridos
Infiéis, a fim de avaliar os niveis de conhecimento que podem ser alcancados
de acordo com a comunicacdo (sincrona ou assincrona, canais confidveis ou
com falhas) estabelecida entre os agentes. Uma variag8o bastante conhecida
do Problema dos Maridos Infiéis é o Problema das Criangas com Lama na
Testa, porém, ja que ambos os problemas ilustram as mesmas circunstancias
de comunicacao, optamos pelo problema menos ingénuo.

2.1 Sintaxe para as Logicas de Conhecimento

A linguagem das légicas de conhecimento num grupo de m agentes é a mesma
linguagem de uma légica proposicional polimodal, com m operadores modais
K;,i=1,...,m. Neste caso, K;p é interpretado como “o agente 7 conhece o
fato p”.

As férmulas bem formadas (£.b.f) da linguagem séo definidas por induggo,
como de costume. Muitas vezes faremos referéncia as férmulas bem formadas
da linguagem simplesmente como férmulas.

Definicao 2.1.1 Ldégica Ly,.

Seja a logica L, o menor conjunto de formulas contendo o conjunto de
primitivas Prop, fechado sob negagdo, conjungdo e os operadores modais K;,
ondeti=1,...,m.

Logo, se o e B sdo formulas da linguagem, entdo —a, (A B) e K;a, para
1=1,...,m, também sdo férmulas.

Para simplificar a leitura, omitiremos os parénteses sempre que nao hou-
ver duvidas sobre o escopo das formulas. Além disso, utilizaremos as sequin-
tes abreviaturas da légica proposicional:

aV B para ~(—aA-p) ;

a— f para ~aV g3 ;

a« B para(a— B)ANL—a).



2.2 Semantica para as Loégicas de Conheci-
mento

Levando-se em conta que o conhecimento K; de um agente i é definido a
partir dos mundos que ele considera possiveis, a semantica utilizada é, natu-
ralmente, a seméntica proposicional de mundos possiveis de Kripke.

Definicao 2.2.1 Frame F'.
Um frame F = (W, R;) é uma estrutura relacional onde:

1. W € o conjunto de estados ou mundos possiveis;

2. R; CWxW € wuma relagao bindria em W, dita relagdo de possibilidade,
ondei=1,2,...,m.

Definicao 2.2.2 Modelo M.

Um modelo M sobre F = (W, R;) é um par M = (F,v), onde v : Prop —
2% ¢ uma funcdo de atribuicdo de valores de verdade as primitivas de Prop.
Para cada p € Prop, v(p) € o conjunto dos estados w,w € W, onde p é
verdadeira.

Definigao 2.2.3 Satisfazibilidade em L,,.
Seja L., a légica com m operadores modais K;, 1 = 1,...,m. Uma
férmula « € Ly, € verdadeira em (M, w), (M,w) E «, quando:

1. (M,w) Ep < w € v(p), onde p € Prop,

2. (M,w) EaAB e (Mw) = aoe(Mw)l=p;

3. (M,w) = —~a< (M,w) ¥~ a;

4. (M,w) | Kia & Vo' (wRw') = (M, w') |= o).
Dizemos que:

o Uma formula o é satisfativel se existe um estado w e um modelo M
tal que o € verdadeira em (M,w), (M,w) = a.

e Uma formula o ¢é verdadeira em um modelo M, M = «, quando €
verdadeira em todos os mundos de M.

o Uma férmula o € vdlida num frame F, F' |= «, se é vdlida em todos os
modelos sobre F'.

o Uma féormula o € vilida numa classe de frames ¥ se € vdlida em cada
frame F' € F.



2.3 Sistemas Axiomaticos de Conhecimento

2.3.1 O Sistema Axiomatico £,

Analogamente aos sistemas da 16gica modal, o sistema bésico para as légicas
polimodais de conhecimento é o sistema X,,.

Definigdo 2.3.1 Sistema K,, [20].
Seja G o grupo de m agentes. O sistema KC,, consiste de dois azxiomas e
trés regras de inferéncia.

Axiomas:
A0 Todas as tautologias do cdlculo proposicional

Al (Kia A Ki(a— B)) — Kif, para todo i € G

Regras:
RO De b a derive toda substituicdo uniforme de o
R1 Delt a,a — (3 derive f (modus ponens)

R2 Det « derive Ko, para todo i € G (generalizacio do conhecimento)

Teorema 2.3.2 Corretude e Completude de IC,, [20].
Seja Fp, o classe de todos os frames de Kripke para m agentes.
K € uma aziomatizacdo correta e completa em relacdo a classe de frames

Fp,.

A prova do teorema 2.3.2 pode ser encontrada em [20].

2.3.2 Outros Sistemas Axiomaticos de Conhecimento

A seguir apresentamos outros axiomas que caracterizam o conhecimento,
conforme o tipo de restrigao sobre as relagoes R;.

A2 K;a — o, paratodoi € G

E conhecido como o azioma do conhecimento e expressa a idéia de que
somente fatos verdadeiros sao conhecidos pelos agentes.

A3 K,a — K;K;a, para todo i € G

E dito o azioma da introspec¢do positiva, representando a propriedade
de que o agente sabe que sabe a.
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A4 -K;a — K;—-K;a, para todo i € G

E chamado o axioma da introspecgao negativa, indicando que o agente
sabe que nao sabe «.

Os axiomas A2, A3 e A4 sdo validos se as relagoes R; forem, respectiva-
mente, reflexivas, transitivas e euclidianas.

Assim sendo, com a adigao destes axiomas, originam-se as extensoes de
Km, conforme a seguir:

e 7. éK,, acrescido do axioma A2.
e S4,, é 7, acrescido do axioma A3.

e Sb,, é 84,, acrescido do axioma A4.

Teorema 2.3.3 Corretude e Completude de Ky, Try, S4m € Sy [20)].

Sejam BT FTt e F1ts g5 classes de frames para m agentes onde as relagies
de possibilidade sao, respectivamente, reflerivas, reflexivas-transitivas e
reflexivas-transitivas-simétricas.

1. 71, € uma axiomatiza¢Go correta e completa em relagdo a classe de
frames F7 .

2. 84, € uma azxiomatizacdo correta e completa em relagao a classe de
frames FIt.

3. 85, € uma axiomatizacdo correta e completa em relacdo a classe de
frames FIls.

Uma prova do teorema 2.3.3 também pode ser encontrada em [20].

2.4 FEstados de Conhecimento Relacionados
ao Grupo de Agentes

Uma série de estados de conhecimento surgem naturalmente quando se pensa
no grupo de agentes como um todo. Em sistemas multiagentes é importante,
em muitas situagoes, analisar o que todos os agentes sabem em um determi-
nado estado global do sistema. Por exemplo, se todos ja sabem quem é o
lider no grupo. Neste caso, dizemos que o lider é de conhecimento de todos
ou de conhecimento matuo.

Em outras situagoes, o conhecimento miituo sobre um fato nao é condicao
suficiente para certas agdes. Pode ser necessario avaliar ndo somente o que
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todo mundo sabe, mas também o que todo mundo sabe que todo mundo
sabe. Neste caso, o agente precisa considerar ndo somente os fatos que séo
verdadeiros no estado corrente, mas também o conhecimento que os outros
agentes no grupo tém sobre estes fatos. Diz-se que um fato é de conhecimento
comum no grupo quando todo mundo sabe este fato, e todo mundo sabe que
todo mundo sabe este fato, e além disso, todo mundo sabe que todo mundo
sabe que todo mundo sabe, e assim sucessivamente. O conhecimento sobre
as convencoes entre todos os membros de uma comunidade é um exemplo
de conhecimento comum, uma vez que, para todo fato convencionado, todo
mundo sabe este fato, e todo mundo sabe que todo mundo sabe, e todo
mundo sabe que todo mundo sabe que todo mundo sabe, e assim por diante.

Se o conhecimento comum é o que todo mundo sabe, e todo mundo sabe
que todo mundo sabe, e assim sucessivamente, pode-se dizer que este tipo de
conhecimento é o que qualquer pessoa comum possui. F, no entanto, do ponto
de vista de comunicagdo num sistema distribuido, é o nfvel de conhecimento
mais dificil de ser alcancado, conforme veremos.

Por outro lado, pode-se pensar no conhecimento obtido quando se une
o conhecimento de todos os membros do grupo. Neste caso, diz-se que o
grupo tem o conhecimento distribuido sobre um fato, ou seja, quando a unido
do conhecimento de todos permite deduzir este fato, mesmo que nenhum
membro do grupo conhega tal fato individualmente. Contrariamente ao que
é de conhecimento comum, o conhecimento distribuido poderia ser visto como
o conhecimento de alguém que tudo sabe, digamos um mestre ou um sébio.

As contribui¢Ges mais interessantes e originais em [20] surgem na forma-
lizagdo para raciocinar sobre estes estados de conhecimento relacionados ao
grupo de agentes. Para tanto, os autores acrescentaram a linguagem modal
operadores de conhecimento em um grupo, tais como:

e D para o conhecimento distribuido;
e A para o conhecimento de alguém;
e FEo para o conhecimento mituo;
e (¢ para o conhecimento comum.

A seguir, encontra-se a semantica para alguns estados de conhecimento
identificados num grupo de agentes, a saber, o conhecimento mituo e o
conhecimento comum sobre um determinado fato.

Definigao 2.4.1 Légica LS.
Seja G o grupo de m agentes. Considere LS, como sendo Ly, com a adigio
dos operadores Eg e Cg.
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s €ntio Eqa e Cga também sao.

Logo, se a € uma formula de L

Definigao 2.4.2 Satisfazibilidade em LE.

Seja LS a légica com m operadores modais K;, i =1,...,m, e 0s opera-
dores Eg e Cg. Uma férmula o € LS, € verdadeira em (M, w), (M,w) = «,
quando:

[

. (M,w) E p< w € v(p), onde p € Prop,

- (Myw) Eanf e (M w) | oe (M w) =B

- (Myw) | —a e (M, w) o

- (M,w) | Kia & V' (wRw') = (M, v') | a);

. (M,w) E Ega Vo' (wRw') = (M,w) E K;o);
. (M,w) | Coa & (M,w) = EEa para todo k> 1. 1

2.5 Sistemas Axiomaticos para Conheci-
mento em Grupo

Quaisquer dos sistemas K,,, 7, S4,, ou 85, podem ser estendidos a siste-
mas que refletem as propriedades dos estados de conhecimento no grupo de
agentes. Sejam K¢, T.¢, S4C e S5C respectivamente tais extensdes com os
axiomas e regras para conhecimento miituo e conhecimento comum.

Em particular, apresentamos o sistema S5%, que é S5, acrescido dos
axiomas e regras para conhecimento no grupo.

Definigao 2.5.1 Sistema S5Y.

Seja G o grupo de m agentes. O sistema S5
e qualro regras de inferéncia.

Aziomas:

C
ms

consiste de sete axiomas
AO0 Todas as tautologias do cdlculo proposicional

Al (Kia A Ki(a — () — Kif, para todo i € G

A2 K,a— «, para todo i € G

A3 Ko — K;K;a, para todo i € G

Para k = 1 ELa = Ego; para k = 2 Eaa = EgEqw; para k = 3 Eda = EgEgEgo;
e assim por diante.
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A4 - K;a — K;- Ko, para todo i € G
A5 Ega = \,cq Kio
A6 C(;O! — Eg(a A C(;Ol)

Regras:
RO Del- a derive toda substituicao uniforme de o
R1 Del a,a — @ derive B (modus ponens)
R2 Del « derive K;a, para todo i € G (generalizagdo do conhecimento)

R3 Det a— Eg(aApf) derive oo — Caf (regra da indugio)
Teorema 2.5.2 Corretude e Completude de K, T.¢, S4C e S5¢  [20].

e K¢ ¢ uma aziomatizacio correta e completa em relagdo a classe de
frames F.y,.

o 7.¢ ¢ uma aziomatizagio correta e completa em relagdo a classe de
frames F7 .

o S4Y ¢ uma aziomatizacio correta e completa em relacdo a classe de
frames FTE.

e S5¢ ¢é uma aziomatizagdo correta e completa em relacdo a classe de
frames FTEs.

Uma prova do teorema 2.3.3 é encontrada em [20].

2.6 Comunicacao e Conhecimento em Ambi-
entes Distribuidos

Segundo Halpern et al. [17], “a comunicagdo num sistema distribuido pode
ser vista como o ato de transformar o estado de conhecimento do sistema”.
Assim sendo, a evolugao da comunicagao entre os agentes pode ser entendida
como a ascensao numa hierarquia de estados de conhecimento, ou seja, como
certos fatos verdadeiros passam de um estado de conhecimento distribuido
até se tornar de conhecimento comum entre os agentes.

Nesta abordagem, de que a comunicagao num sistema distribuido evolui
segundo uma hierarquia de estados de conhecimento no grupo, é possivel
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identificar, através de uma andlise da seméntica dos operadores de conheci-
mento em grupo, esta exata hierarquia. Logo, se p é um fato verdadeiro, a
seguinte hierarquia pode ser observada:

Cep — Efp — Egp — Agp — Dgp — p

Neste caso, observa-se que o conhecimento comum sobre o fato p corres-
ponde ao nivel mais alto nesta hierarquia, o dltimo estado a ser alcangado.
No entanto, sob certas circunsténcias, o conhecimento comum sobre um fato
pode ndo ser nunca alcangado, conforme ilustra o Problema do Ataque Co-
ordenado, que discutiremos adiante.

Por outro lado, existem resultados supreendentes, tal como a relacao exis-
tente entre conhecimento comum e sistemas sincronos: somente em sistemas
sincronos, onde a comunicagdo entre os agentes permite agbes simultaneas
coordenadas, o conhecimento comum de certos fatos pode ser obtido durante
uma, execucdo. O Problema dos Maridos Infiéis serd utilizado para ilustrar
este resultado.

2.6.1 O Problema do Ataque Coordenado

Um resultado importante relacionado a comunicagao num sistema distribuido
e os estados de conhecimento atingiveis diz respeito ao tipo de canal de
comunicacao:

Se existem falhas nos canais de comunicagdo, entdo o conhecimento co-
mum nao é atingido.

Um problema que ilustra este resultado é conhecido como o Problema do
Ataque Coordenado. A seguir temos uma descrigdo do mesmo.

Suponha que duas divisoes de um exército estdo posicionadas
respectivamente em dois topos de montanha a observar um ini-
migo que se encontra no vale. Sabe-se que, para vencer a batalha,
as duas divisdes devem atacar o inimigo simultaneamente. Como
ndo havia planos para o ataque, o general da primeira divisdo
idealizou coordenar um ataque simultdneo em algum momento
do dia seguinte. Neste caso, nenhum dos dois generais atacaria
o inimigo sem a certeza de que o outro general também estaria
atacando. A comunicagdo entre os generais é feita através de
mensageiros que normalmente levam uma hora para sair de uma
divisdo e chegar a outra. No entanto, existe a possibilidade do
mensageiro se perder na escuridao, ou, até mesmo, ser capturado
pelo inimigo.

A pergunta é: Quanto tempo serd necessdrio para coordenar este ataque?

15



Para responder a esta pergunta, facamos o seguinte raciocinio intuitivo.
Considere que A representa o general da primeira divisdo, e que B representa,
o outro general. Suponha que o general A envie ao general B a seguinte
mensagem: “Atacar a meia noite”. O general B ndo ird atacar visto que A
nédo tem conhecimento de que B recebeu a mensagem. Desta forma, B envia,
um mensageiro que confirme que a mensagem foi recebida. Mais uma vez,
A n#o ird atacar sem que seja confirmado a B que o seu mensageiro chegou
com a mensagem. Seguindo este raciocinio, observa-se que sempre haverd a
necessidade de uma confirmagéo. Logo, os generais nunca irdo chegar a fazer
um ataque simultineo.

Teorema 2.6.1 Conhecimento Comum e Falhas nos Canais. [17]
Nao existe um algoritmo para obter conhecimento comum se a comu-
nicacGo nao € garantida.

A prova deste teorema é encontrada em [17], porém outra versdo mais
elaborada do mesmo pode ser encontrada em [20]. Além disso, uma andlise
completa sobre a relagdo do conhecimento comum e o tipo de acordo que
pode ser obtido em sistemas com falhas em processos (SBA - Simultaneous
Byzantine Agreement) também ¢é apresentada em [20].

2.6.2 Conhecimento Comum e Acoes Coordenadas

Uma condi¢do bem aceita, desde filésofos até pesquisadores da ciéncia da
computacao, é a de que € a publicacao de wm fato que o torna de conheci-
mento comum no grupo. De uma forma geral, existiriam duas formas de se
publicar um fato:

1. O fato faz parte das convengdes de uma comunidade. No contexto de
sistemas distribuidos, as convencoes entre os agentes corresponderiam
as informagdes iniciais comuns, inseridas antes da execucgao do sistema.

2. O fato é anunciado de forma que todos os agentes estejam presentes.
Em sistemas distribuidos, para simular a presenga usando troca de
mensagens, é preciso fazer com que os agentes tomem conhecimento do
fato simultaneamente.

A simultaneidade é alcancada num sistema se existe um algoritmo que
garanta que todos os membros do sistema vao executar uma agdo coordenada
simultaneamente. I demonstrado em [17], que a simultaneidade n&o pode ser
alcancada em sistemas assincronos, onde o tempo de entrega das mensagens
¢ finito porém indeterminado.
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Portanto, como a simultaneidade nao pode ser alcancada em tais siste-
mas, ndo é possivel a obtengdo de conhecimento comum de um fato durante
a execucao de um algoritmo, conforme é apresentado nos dois lemas e no
teorema a seguir.

Lema 2.6.2 Conhecimento Comum e Simultaneidade [17].
Se o conhecimento comum de um fato € alcancado durante uma execucgao,
todos os agentes o fazem simultaneamente.

Lema 2.6.3 Entrega de Mensagens e Simultaneidade [17].
Se ndo hd limite nos tempos de entrega das mensagens, entdo a simulta-
neidade nao € alcancada.

Teorema 2.6.4 Conhecimento Comum e a Entrega de Mensagens [17].

Se a comunicacdo € garantida, mas nao hd limite nos tempos de entrega
das mensagens, entdo nao existe um algoritmo para alcangar conhecimento
comum.

Estes resultados foram revistos e publicados em [20].

A partir deste resultado, verificamos que o tipo de comunigao é essencial
para determinar se o conhecimento comum das férmulas pode ser alcangado.
“Uma formula que é de conhecimento comum em algum instante deve ser
também de conhecimento comum no instante onde nenhuma mensagem foi
entregue.” [20]

Isto ndo implica, contudo, que nenhum fato jamais possa se tornar de co-
nhecimento comum. Por exemplo, em sistemas sincronos, adota-se a hipotese
de que os agentes tém acesso a um relégio global. Na verdade, a hipétese so-
bre a existéncia de um relégio global significa que o tempo é de conhecimento
comum entre os agentes. Além disso, como os agentes podem realizar agoes
coordenadas, outros estados de conhecimento podem ser atingidos, possivel-
mente o conhecimento comum de fatos e férmulas.

2.6.3 O Problema dos Maridos Infiéis

Para ilustrar a relacao entre conhecimento e acdes coordenadas, vamos apre-
sentar o “quebra-cabeca dos maridos infiéis” e algumas de suas variacoes, de
acordo com o tipo de canal de comunicagdo que esté sendo considerado.

O objetivo é analisar o conhecimento que um agente pode obter apenas
observando as agdes tomadas por outros agentes, as quais se relacionam a
um fato que é de conhecimento comum. A seguir, fornecemos a descrigdo
do problema e alguns resultados em trés situacoes distintas, a saber, para
a comunicacdo sincrona, assincrona, € com limite no tempo de entrega das
mensagens.

17



Caso Sincrono

Em uma cidade chamada Mamajorca, as rainhas faziam cam-
panha contra o problema da infidelidade masculina. Os fatos de
conhecimento comum em Mamajorca eram:

1. As rainhas eram pessoas perfeitamente confidveis.
2. As mulheres sempre obedeciam a rainha.

3. Todas as mulheres eram capazes de ouvir um tiro disparado
em Mamajorca.

A rainha Henrieta I, a fim de acabar com a infidelidade mas-
culina, chamou todas as mulheres casadas na praca da cidade e
anunciou: “Existe no minimo um marido infiel nesta cidade. Em-
bora nenhuma de vocés antes desta reunido tenha o conhecimento
se seu marido é ou ndo infiel, cada uma tem o conhecimento so-
bre a fidelidade dos outros maridos. Todas estao proibidas de
discutir este assunto com qualquer outra pessoa. Contudo, se al-
guma, de vocés concluir que seu préprio marido é infiel, esta deve
atirar no mesmo & meia-noite do dia da descoberta”. Apds esta
declaragéo, 39 noites se passaram, e na quadragésima noite, tiros
foram ouvidos.

A pergunta é: Quantos maridos infiéis haviam?

Para raciocinar intuitivamente sobre o que ocorre, considere inicialmente
a existéncia de apenas um marido infiel. Sua esposa apds a leitura do do-
cumento, ndo conhecendo outro marido infiel conclui sobre a infidelidade de
seu marido e atira na primeira noite. Ao considerar dois maridos infiéis, suas
esposas tém o conhecimento de apenas um marido infiel e esperam ouvir
um tiro na primeira noite. Como isto ndo acontece, elas concluem sobre a,
infidelidade de seus maridos e atiram na segunda noite. Baseando-se nestes
argumentos, a conclusdo do problema para um ntimero k de maridos infiéis
é:
Teorema 2.6.5 Se existem k maridos infiéis, no instante em que a rainha
leu o documento, entdo as esposas traidas atirardo em seus maridos na noite
do k-ésimo dia.

Uma prova deste teorema se dé por indugdo no ndmero k de maridos
infiéis.

1. Para k =1, ja foi visto que o teorema é vélido.
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2. Suponha a validade do teorema para k = n. Deseja~-se provar a validade
para k =n + 1. Assuma que existem n 4+ 1 maridos infiéis. Logo, suas
esposas tem o conhecimento de n maridos infiéis e esperam ouvir tiros
na n-ésima noite. Como esta noite passou em siléncio, elas concluem
a existéncia de mais um marido infiel, que seria seu préprio marido.
Assim, por indugdo, na (n + 1)-ésima noite serdo ouvidos n + 1 tiros.

Seja a proposicao p : “Existe no minimo um marido infiel na cidade.”
Na verdade, se existe mais de um marido infiel, este ndo é nenhum fato novo
para as esposas na cidade, uma vez que cada uma delas conhece sobre a
infidelidade dos maridos das outras. Porém, o antncio da rainha torna este
fato de conhecimento comum, o que permite que, a cada noite em siléncio,
as esposas possam concluir ao mesmo tempo sobre a infidelidade de mais um
marido.

Neste caso, o conhecimento comum é obtido de acordo com as agGes das
esposas: uma, vez que a primeira noite passou-se em siléncio, foi adquirido
o conhecimento comum de no minimo dois maridos infiéis. Com a segunda
noite de siléncio, torna-se de conhecimento comum a existéncia de no minimo
trés maridos infiéis, e, ao continuar o processo, o conhecimento de £ maridos
infiéis é obtido apds k — 1 noites em siléncio. O importante é que este
conhecimento comum foi obtido sem nenhuma comunicacao entre as esposas.

I interessante também observar que, antes do antncio da rainha, Eg_lp
era verdade, enquanto que E&p néo era. Para verificar isto, considere o caso
de k£ = 3 maridos infiéis. Logo, cada esposa traida sabia exatamente sobre
a infidelidade de 2 maridos infiéis, e sabia também que cada uma destas
esposas traidas sabia sobre a infidelidade do marido da outra, o que torna
EZp verdade. Porém, quando o fato de que existe pelo menos um marido
infiel na cidade é anunciado, tornam-se verdadeiras as férmulas do tipo E&p
para k > 1. Em particular, E&p é suficiente para que cada uma das 3 esposas
traidas possa concluir sobre a infidelidade do préprio marido. Na verdade, é
possfvel demonstrar que para k esposas traidas, F&p é suficiente para garantir
que cada esposa possa concluir sobre a infidelidade do préprio marido.

Caso Assincrono

Suponha que Henrieta II, sucessora de Henrieta I, para con-
tinuar combatendo o mesmo problema, implantou um sistema de
correios para evitar a reuniao na praga, garantindo que todas as
cartas enviadas chegariam num tempo finito, porém indetermi-
nado, em todas as casas de Mamajorca. A primeira carta tratava
deste sistema de correios. A segunda carta enviada era uma cépia
fiel do documento de Henrieta I.
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Esta segunda idéia foi um fracasso, pois o sistema de correios implan-
tado, no qual o tempo de entrega das mensagens é indeterminado, as esposas
traidas ndo terdo o conhecimento de que as outras esposas ja receberam ou
nao a carta.

Teorema 2.6.6 Se existe mais de um marido infiel, entdo, ao usar um canal
asstncrono para a emissao das instrugoes, nenhum marido infiel sofrerd um
tiro.

Prova.

Quando existe um marido infiel, sua esposa, ao receber a carta, ird atirar
a meia-noite do mesmo dia. O problema aparece no caso de k > 1 maridos
infiéis. Neste caso, ndo havers tiros porque as k esposas traidas imaginarao
sempre que seus maridos sdo fiéis e que as k — 1 esposas traidas que elas
conhecem ainda néo receberam a carta da rainha. Sendo a carta da rainha
de conhecimento comum eventual, uma esposa nunca podera determinar se
as noites em siléncio sdo resultantes da reagao das outras esposas ao receber a
carta ou do fato delas ainda nédo terem recebido a carta. Assim sendo, mesmo
ap6s k—1 noites em siléncio, ndo serd possivel concluir sobre & maridos infiéis,
ou seja, o conhecimento comum sobre k& maridos infiéis nunca seréd obtido.

Caso com Limite de Entrega nas Mensagens

Para evitar os problemas de Henrieta II, Henrieta III me-
lhora o sistema de correios de modo que seja de conhecimento
comum que qualquer carta enviada pela rainha chega a casa de
suas suditas em, no méximo, um dia. Assim, a primeira carta
enviada tratava desta melhoria e a segunda era uma, cépia fiel do
documento de Henrieta 1.

Proposigao 2.6.7 No caso com limite de entrega de d dias, uma esposa que
conhece k maridos infiéis terd o conhecimento de que seu préprio marido é
infiel se kd noites em siléncio se passarem apdés o dia no qual ela recebeu a
carta da rainha.

Apesar desta idéia ser mais eficiente que a anterior, ela nao chegou a
ser tao boa quanto a idéia inicial. Continuavam ocorrendo injusticas. Por
exemplo, considere duas esposas a1 € az € d = 2. Suponha que a; tem o
conhecimento de que o marido de a4 é infiel, e que a; recebeu a carta na
segunda-feira. A meia-noite de terca-feira ag atirou em seu marido. Devido
a auséncia de um calendério, a; ndo pode concluir sobre a fidelidade de seu
marido, pois existem duas possibilidades:
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1. O marido de a; é fiel e ay recebeu a carta na terca-feira e, ndo conhe-
cendo outro marido infiel, atirou em seu marido.

2. O marido de a; € infiel, as recebeu a carta no domingo e espera domingo
}
e segunda para ouvir um tiro de a;, mas como nao aconteceu, concluiu
que seu marido era infiel e atirou na noite de terca-feira.

Teorema 2.6.8 Considere como o primeiro dia significativo o dia em que
uma esposa traida recebe o carta. As esposas traidas que receberam a carta
da rainha no primeiro dia significativo atirardo em seus maridos (k — 1)d
dias apds esse dia, onde k € o nimero de maridos infiéis. Todas as outras
esposas permanecerao no divida quanto o fidelidade de seus maridos.

A solugio para as injusticas ocorridas é apresentada na proposi¢ado e no
teorema a seguir.

Proposicao 2.6.9 Num sistema com limite de entrega de d dias, se toda
esposa esperar n dias a partir do dia em que ela descobre sobre a infidelidade
de seu marido, entdo a esposa que tem o conhecimento de k maridos infiéis
saberd que seu proprio marido é infiel se k(d+n) noites silenciosas passarem
a partir do dia em que ela recebeu a carta.

Teorema 2.6.10 Se a espera € longa o suficiente, ou seja, n =d— 1, entdo
a esposa traida atira em seu marido sem deizar duvidas quanto ao problema
da infidelidade.

Com base nesses resultados, verifica-se o conhecimento comum exige sem-
pre alguma espécie de sincronismo para ser alcancado.

QOutros conceitos de conhecimento comum alcancdveis em sistemas dis-
tribuidos foram definidos, tal como o e-conhecimento comum [17] [20], e
o conhecimento comum concorrente [31]. Estamos interessados particular-
mente neste 1ltimo, o conhecimento comum concorrente, uma vez que cons-
titui um tipo de conhecimento comum alcangdvel em sistemas distribuidos
assincronos.
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Capitulo 3

Conhecimento em Sistemas
Distribuidos Assincronos

Apresentamos uma semantica para sistemas distribuidos assincronos baseada
nas nogoes de ordenacdo de eventos e estados globais. Esta semantica utiliza
o modelo introduzido por Lamport [25] que tornou-se um padréo na drea de
sistemas distribuidos para tratar de tempo em ambientes assincronos.

Dado o modelo para sistemas assincronos, definimos uma interpretacao
de conhecimento dos agentes: o conhecimento é dado pelo que chamamos
de visao passada do agente, isto é, todos os eventos que aconteceram até o
momento para este agente. A interpretacio considera os estados de conheci-
mento indistinguiveis sob o ponto de vista do agente, ou seja, todos os cortes
consistentes onde o agente sabe as mesmas coisas, neste caso, onde ele tem
a mesma, visao passada. Com esta interpretacio de conhecimento é possivel
também analisar a evolugao da comunicagdo entre os agentes, identificando
que estados de conhecimento em grupo podem ser alcancados.

3.1 Modelo para Sistemas Distribuidos
Assincronos

Antes de apresentar o modelo para sistemas distribuidos assincronos propri-
amente dito, introduzimos alguns conceitos basicos.

Definigao 3.1.1 Sistema Distribuido de Troca de Mensagens.

“Um sistema distribuido € uma colecdo finita de processadores conectados
por uma rede de comunicagcao. A comunicacdo € alcancada através do envio
de mensagens ao longo de canais da rede.” [16]
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Definigao 3.1.2 Algoritmo Distribuido.

Um algoritmo distribuido € um protocolo que especifica as agoes de cada
agente quando do recebimento de uma mensagem.

“Um protocolo determina que mensagens podem ser enviadas como fungdo
do estado interno do processador. Mesmo quando o protocolo € deter-
ministico, o sistema pode se comportar nao-deterministicamente, devido a
incertezas nos tempos de entrega das mensagens e a possiveis falhas na en-
trega.” [20]

Definicao 3.1.3 Sistema Distribuido Sincrono.

“Um sistema distribuido sincrono € aquele em que todos os processadores
do sistema funcionam sequndo um reldgio global comum, a que todos tém
acesso. Uma caracteristica normalmente associada a sistemas distribuidos
sincronos diz respeito ao tempo para que uma mensagem enviada por um né
a um de seus vizinhos seja entregue: se o sistema é sincrono, uma mensagem,
enviada no inicio de wm ciclo (ou passo) do reldgio global chega ao seu des-
tino (um vizinho de sua origem) antes do inicio do prézimo ciclo. Sistemas
distribuidos sincronos constituem apenas uma abstracdo tedrica, nao existem
na prdtica.”

Definicao 3.1.4 Sistema Distribuido Assincrono.

“Sistemas distribuidos reais sao sistemas assincronos, isto €, sistemas
cuja principal caracteristica € a auséncia completa de uma base de tempo
comum a todos os processadores que o compdem. Além disso, sistemas
assincronos sao geralmente modelados de tal forma que mensagens sofram
atrasos finitos, porém indeterminados, durante seu transito entre dois vizi-
nhos no sistema.”

Doravante, as defini¢oes sao relativas a sistemas distribuidos assincronos,
onde nao existe a nogao de tempo global, a comunicagdo é garantida, e o
tempo de entrega das mensagens ¢ finito porém indeterminado.

Definicao 3.1.5 FEwvento.

Os eventos refletem a troca de mensagens entre os agentes. O evento € o
elemento bdsico nas definicdes de tempo para sistemas assincronos.

Um evento pode ser definido como uma tupla e = [a;,t;, s;, 85, M, M],
onde:

1. a; - agente i para o qual ocorre o evento e
2. t; - tempo local do agente i em que ocorre o evento e

3. s; - estado local do agente i que antecede o evento e
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4. 8, - estado local do agente i que sucede o evento e

5. M - mensagem recebida pelo agente i associada ao evento e (pode ndo
ser definida para o agente inicial)

6. M - mensagens enviadas pelo agente i em decorréncia do evento e

Definigdo 3.1.6 Ezxecugdo de um Algoritmo.

Dado um algoritmo distribuido assincrono A, cada execugdo m(A) é um
conjunto E.4) de eventos que descrevem uma computagao distribuida deste
algoritmo.

Definicao 3.1.7 Acdo de um Agente.

Uma acgao € vista como um transformador de estados. E uma funcdo de
estados locais em estados locais.

Seja M wuma mensagem. Embora agbes internas aos processadores
também sejam possiveis, consideramos somente dois tipos de acoes:

1. sendg(M } - 0 agente i envia a mensagem M ao agente j,

2. recez"ueg (M) - o agente i recebe a mensagem M de wm agente j # 1.

A seguir fornecemos o modelo para sistemas distribuidos assincronos que
sera usado em todos os exemplos de aplicagdo no restante deste trabalho.

Definicao 3.1.8 Modelo de Sistema Assincrono.
Dado um algoritmo distribuido A, considere o sequinte sistema para com-
putar A:

1. Uma rede com m agentes infaliveis (m > 2), conectados por canais fifo
confidvess;

2. Um conjunto R de execugbes assincronas de A,
8. Um conjunio E de eventos em todas as execucgdes de A

4. Um conjunto C de cortes consistentes (definicio 3.1.18) em todas as
execugdes de A.

Neste modelo, uma execucdo r de um algoritmo distribuido 4 ¢ ilustrada
por um grafo de precedéncia de eventos. Considere o diagrama da figura 3.1
como uma possivel execucdo do algoritmo distribuido PIF (propagation of
information with feedback) [2] para trés agentes.
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A finalidade do algoritmo PIF é tornar uma mensagem M conhecida de
todos os agentes do sistema e, supondo que apenas um unico agente inicia o
algoritmo, informar esse agente quando M j& tiver atingido todos os outros.

A seguir, uma descri¢do do algoritmo PIF.

Algoritmo de Propagacao de Informagao com Realimentacao

1. Regra para o iniciador:
Envie M para todos os vizinhos e, ao receber de todos os vizinhos,
conclua que todos os outros ji receberam M.

2. Regra para os outros agentes

Ao receber M pela primeira vez, seja a; este vizinho que enviou M
pela primeira vez; envie M a todos os vizinhos exceto ay;

Ao ter recebido M de todos os vizinhos, envie M a ay.
Cada vértice no grafo de precedéncia da figura 3.1 representa um evento,

quando os agentes enviam a mensagem M a um ou mais de seus vizinhos, e
as setas orientadas representam a ordem em que os eventos ocorreram.

Figura 3.1: Algoritmo PIF com 3 Agentes - Grafo de Precedéncia de Eventos

Assim sendo, podemos falar de tempo em termos de relagoes de causali-
dade entre os eventos. Considere as seguintes relagoes:

1. A relagdo bindria denotada por — cujo significado intuitivo é aconteceu
imediatamente antes, ou seja, para dois eventos e e €/, a notacdo e — €’
é lida como “e aconteceu imediatamente antes de €”;

2. A relagao bindria —™ interpretada como aconteceu antes; representa-
mos e —1 ¢’ quando e aconteceu antes de €.
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Definigao 3.1.9 Rela¢ées de Causalidade entre Eventos.
Dados e, €, sejam as sequintes relagdes de causalidade:

e ¢ aconteceu imediatamente antes de €', e — €', se e somente se uma
das duas condigdes ocorre:

1. e, € ocorreram para o mesmo agente i e, para os instantes t; < ti,
ndo existe nenhum outro evento €’ ocorrendo para i num instante
1! tal que t; <t} < tl;

2. e, € ocorreram para agentes distintos i e j, e a mensagem recebida

por j no evento € foi enviada por i no evento e, ou seja, e =
' ! /
[a'i)thsi)'siaMe)Me]; € = [a'j7tj)3j)5j,Me’)Me’]; Me’ € Me-

e e aconteceu antes de €', e —1 ¢/, se a relagdo —* € o fecho transitivo
da relagdo —, ou seja, quando ocorre uma das duas condigoes:

l1.e—¢€

2. Jei,...,ex para algum k > 0 tais que e — eq,...,ex5_1 — € — €.

Observe que a relagdo aconteceu antes (—V1) é irreflexiva e transitiva,
logo, é uma ordem parcial sobre os eventos.

A relagdo aconteceu antes, pode ser utilizada para definir o passado e o
futuro de um evento em uma execugio

Definigao 3.1.10 Passado e Futuro de Eventos.

Seja En4y o conjunto de eventos de uma ezecugdo r(A). Define-se o
passado e o futuro de e € FEy.(4) como:

Passado(e) = {e' € Eya)le’ =7 e};

Futuro (e) = {¢/ € Ep(ghle =t €'}

Considere E,(4) o conjunto de eventos de uma execucdo r(A). A figura
3.2 ¢ uma representacgio dos conjuntos —, —, e Epg X Epa).

A relacdo aconteceu antes, também pode ser utilizada para definir eventos
concorrentes.

Definigao 3.1.11 Concorréncia de Fventos.

Dois eventos e, €' sao concorrentes se e somente se e ndo aconteceu antes
de € e €' ndo aconteceu antes de e, ou seja:

(e =T e) A (e =T ).

Definicao 3.1.12 Estado do Sistema.
Um estado do sistema € definido por:
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Grafo de precedéncia Passado e Futuro
—>

Eray X Exa

Figura 3.2: Relagédo entre Conjuntos de Eventos

1. Para cada agente i, o estado local de i;

2. Para cada par (i,7), um conjunto de mensagens representando as men-
sagens em transito do agente © para o agente j.

Nem todo estado do sistema é consistente com a ordem de entrega de
mensagens entre os agentes. Intuitivamente, um estado global é um estado
do sistema que “faz sentido”, refletindo o estado local de cada agente, o
conjunto de mensagens em tréansito, e onde ndo existem mensagens do futuro
para o passado.

Definigao 3.1.13 Corte Consistente.

Seja B,y o conjunto de eventos da execugdo r(A). Um estado global ou
corte consistente ¢ em r(A) € representado por uma particao de By em
dois conjuntos Ep e Er tais que:

se e € Ep entdo Passado(e) C FEp.

Um corte consistente ¢ também pode ser definido em relagdo aos eventos
no futuro:
se e € Ep entdo Futuro(e) C Ep.

Logo, um corte consistente divide o grafo de eventos em dois conjuntos
de eventos, Ep e Ep, ditos, respectivamente, passado e futuro em relagdo ao
corte c.

O grafo da figura 3.3 ilustra duas partigbes ou dois estados do sistema,
sendo que apenas um deles é um estado global.

Outra forma de definir um estado global é considerar uma ordem total dos
eventos de [,(4), representada por —*, consistente com uma ordem parcial
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Corte Consistente Corte
{Estado Global) Inconsistente

Figura 3.3: Corte Consistente

da relagdo aconteceu antes. Logo, uma ordem total —* é uma trajetdria

orientada envolvendo todos os eventos de E,(4), onde —* néo contraria —7
e, para todo e, € € E 4 oue —' e oue —te.

Desta forma, dada uma ordem total —! consistente com —¥, existem
|Er(4y| + 1 estados de sistema, cada um deles estabelecendo uma particéo
que divide E,(4) em dois conjuntos Ep e Ep, tal que e —% €' para todo
e c Ep e e € EF

Definicao 3.1.14 FEstado Global e Ordem Total de Fventos.

Um estado de sistema é um estado global se e somente se existe uma
ordem total —* consistente com —7, tal que aquele estado de sistema é um
dos |Epay| + 1 estados dados por —*.

3.2 Interpretacao do Conhecimento em Sis-
temas Assincronos

As interpretagdes epistémicas ou de conhecimento descritas em [17] e [20]
referem-se a um par (r,t) onde ¢t é um instante de tempo numa execugéo r,
ou seja, sao interpretagoes para sistemas sincronos onde existe uma base de
tempo comum entre os agentes.

Entretanto, desejamos definir o que é uma interpretacdo do conhecimento
no contexto do modelo para sistemas distribuidos assincronos da secao 3.1,
isto é, o que seria o conhecimento dos agentes nos possiveis estados globais
do sistema.

Existem diferentes maneiras de definir uma interpretagao epistémica ou
de conhecimento para um agente num determinado estado global. Uma das
formas é fazer do conhecimento do agente uma fungéo do seu estado local.
Na interpretacao baseada no estado local, se é possivel a um agente chegar a
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um estado através de duas histérias diferentes, entao nao € possivel distinguir
estas duas histérias passadas.

Como queremos que o agente ndo esquega os fatos passados, podemos di-
zer que o conhecimento de um agente em um determinado corte consistente
do sistema é caracterizado pela sua visdo passada. Intuitivamente, dizemos
que a visdo passada de um agente em relagdo ao corte considerado é o con-
junto de eventos que aconteceram para ele no seu passado, até o corte atual.

Definicao 3.2.1 Visdo Passada do Agente em Rela¢do a um Corte.

Dado um corte consistente ¢ representado pela particio Ep e Ep , a
visao passada do agente i em relagao ao corte ¢ € o conjunto de eventos que
ocorreram para o agente i em Ep, ou seja:

Vp(i,c) = {eile; € Ep}

Definigao 3.2.2 Visdo Futura do Agente em Rela¢do a um Corte.

Dado um corte consistente ¢ representado pela particao Ep e Er, a vis@o
futura do agente i em relac@o ao corte c é o conjunto de eventos que ocorreram
para o agente 1 em Fg, ou seja:

Vr(i,c) = {esle; € Er}

O estado local de um agente, bem como sua visdo passada ou visao futura
em relacdo a um corte podem ser usados para definir o que se entende como
conhecimento do agente. Utilizamos o conhecimento baseado na visao pas-
sada do agente ¢ em relagao a um corte ¢ como o conhecimento que queremos
associar ao operador de conhecimento K; na légica que apresentamos.

Definigao 3.2.3 Interpretacdo de Conhecimento do Agente Baseado na
Visao Passada.

Dado um estado global atual do sistema, um agente considera como es-
tados possiveis todos os outros estados globais onde ele tem a mesma visao
passada que no estado global atual.

Seja o uma formula bem formada. Um agente conhece o se, em todos os
estados onde ele tem a mesma visGo passada, esta tmplica na veracidade de
.

No conhecimento baseado na visdo passada, o agente ndo esquece os fatos
que j& ocorreram em sua histéria. Assim sendo, dizemos que o agente temn
perfect recall, ou seja, ele ndo esquece o que ja sabia, tudo que aconteceu sob
o seu ponto de vista. Neste caso, o agente ndo esquece os fatos, mas a ordem
em que eles ocorreram nao importa. Para considerar a ordem que os eventos
ocorreram, bastaria tomar a histéria local de eventos, ou seja, a sequéncia de
eventos que ocorreram para o agente até o corte considerado.
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Considerando a definigao 3.2.3 para conhecimento do agente, observamos
que, quando um agente tem a mesma, visao passada em dois cortes distintos,
ele terd o conhecimento dos mesmos fatos nos dois pontos . Neste caso,
dizemos que ambos os cortes sdo indistinguiveis do ponto de vista do agente.

3.3 Seméantica para Sistemas Distribuidos
Assincronos

Como de costume, utilizamos uma seméntica baseada em estruturas de
Kripke para representar o conhecimento dos agentes no modelo de sistemas
distribuidos assincronos adotado.

Neste caso, consideramos:

1. Os estados ou mundos possiveis como pares (7, c), representando um
corte ¢ numa execucio assincrona, r;

2. Os fatos béasicos do sistema sao as primitivas;

3. A funcao de atribuicao de valores-verdade é uma fungdo que preserva o
conhecimento dos agentes, ou seja, o que o agente conhece é funcao do
conjunto de eventos da sua visdo passada em relagio ao estado atual.

4. A relacdo de possibilidade é uma relagdo de equivaléncia refletindo a
indistinguibilidade dos cortes do ponto de vista do agente: para um
agente 4, um estado (', ') é indistinguivel em relagdo ao estado atual
(r,¢), se e somente se a visdo passada do agente ¢ é a mesma em c e
ou seja, Vp(i,c) = Vp(i, ).

Considere a sintaxe para uma logica polimodal de conhecimento como
na se¢do 2.1, onde o operador K; representa o conhecimento do agente 3.
A seméntica para légicas de conhecimento em sistemas assincronos onde os
estados sdo pares (r, ¢) é redefinida como segue.

Definicao 3.3.1 Satisfazibilidade em Lyy,.
Seja L., o logica com m operadores modais K;, i = 1,...,m. Uma
formula o € Ly, € verdadeira em [M, (r,c)], [M, (r,¢)] = «, quando:

1. [M,(r,¢)] Ep< (r,c) € v(p), onde p € Prop;
2. [M,(rcl EaABe [M(rdl kEaelM(rc) B

Veja exemplo da secdo 6.4
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3. M, (r,c)] E ~a< [M,(rc] o
4. [M,(r,0)] E Ksa < Y, d)((r,c)Ri(r', ) = [M, (v, )] E ).

Esta é a semantica bésica que, doravante, utilizaremos para representar
o conhecimento dos agentes num ambiente distribuido assincrono.
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Capitulo 4

Conhecimento Comum
Concorrente

Como foi visto anteriormente, o conhecimento comum requer agoes si-
multineas e, portanto, ndo pode ser alcangado em sistemas assincronos. Por-
tanto, um dos nossos objetivos ¢ o de investigar outros tipos de conhecimento
em grupo que possam de fato ser atingidos em ambientes assincronos.

O conceito de conhecimento comum concorrente definido em [31] é o
correspondente em sistemas assincronos ao conhecimento comum, ou seja,
é um tipo de acordo alcancdvel em ambientes reais, onde ndo existe uma
base de tempo comum ou um relégio global. Uma das aplicagbes importan-
tes do conhecimento comum concorrente refere-se a execucdo das chamadas
agoes distribuidas ou concorrentes: acdes executadas apds um corte consis-
tente. Assim como ocorre na relagio existente entre agdes simultdneas e o
conhecimento comum para sistemas sincronos, demonstra-se em [31] que o
conhecimento comum concorrente é uma condigao necessaria e suficiente para
executar agdes concorrentes.

O modelo de sistemas assincronos utilizado por Panangaden et al. [31] é
o mesmo apresentado no capitulo 3. A idéia de tempo é descrita em termos de
relacoes de causalidade entre eventos e possiveis estados globais consistentes
com estas relagoes. Neste caso, o agente considera indistinguiveis todos os
estados globais que incluem o seu estado local. Assim sendo, a seméntica
captura a estrutura essencial de sistemas puramente assincronos.
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4.1 Semantica para Conhecimento Comum
Concorrente

A relagdo de indistinguibilidade em [31] associa ao conhecimento do agente
o seu estado local atual: “Dois cortes sao indistinguiveis para um processo i
se eles contém o mesmo estado local para o processo i”. Logo, em qualquer
estado da histéria de um processo %, 2 ndo pode determinar qual dos possiveis
cortes consistentes incluindo seu estado atual é o estado global atual.

Para tratar de conhecimento do grupo num primeiro nivel de acordo,
é preciso definir o que seria o andlogo ao conhecimento mutuo do sistema
sincrono, ou seja, o que significa dizer que todos tém conhecimento maituo
concorrente de um fato. Informalmente, Panangaden et al. dizem que “todo
mundo concorrentemente sabe que uma formula € verdadeira se todos os agen-
tes sabem que ela € verdadeira em algum estado global possivel (ou corte
consistente) indistinguivel”. A intui¢do é a de que todos os agentes sabem
que em algum momento mais cedo ou mais tarde naquela execugao o fato se
torna verdadeiro (veja o exemplo do Campeonato de Futebol apresentado no
capitulo introdutério desta dissertagéo).

Uma semantica formal para a légica de conhecimento comum concorrente
foi definida em [31], embora nenhum sistema axiomatico tenha sido apre-
sentado. Na verdade, a sintaxe e seméantica utilizadas sdo, essencialmente,
as mesmas ja vistas anteriormente, na segdo 3.3, porém com a adigdo de
operadores modais para conhecimento comum concorrente.

Seja G o grupo de m processadores. A seguir, apresentamos o significado
de cada operador na légica para conhecimento comum concorrente [31]:

e Ko representa “o processo i conhece o, ou seja, a é verdade em todos
os possiveis estados globais que incluem o estado local de 4.

e P, representa “existe algum estado global consistente na mesma
ezecucdo que inclui o estado local de %, no qual « é verdade”.

e Foa representa o “conhecimento mutuo concorrente de o”. Eqa é
dado por: Ega = A\ K;Pa,i € G

e Coa representa “a é de conhecimento comum concorrente”.

O conhecimento comum concorrente implica que “todo mundo concorren-
temente sabe, e todo mundo concorrentemente sabe que todo mundo concor-
rentemente sabe”, e assim por diante. Ou seja:

2 3

Coa— Eca N EgoNEga ...
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A seguir, introduzimos a seméntica formal para o conhecimento comum
concorrente.

Seja. v : Prop — 2% a funcdo de atribuicio de valores de verdade as
primitivas do conjunto Prop, conforme discutida anteriormente. Ou seja,
para cada p € Prop, v(p) é o conjunto dos estados w,w € W, onde p é
verdadeira.

Considere ~; a relagdo de indistinguibilidade entre dois estados (r,c) e
(r', ") sob o ponto de vista de um agente 3.

Definigao 4.1.1 Satisfazibilidade em L.

Seja LS a ldgica com m operadores modais K;, i = 1,...,m, e 0s ope-
radores para conhecimento comum concorrente P;, Ec e Cg. Uma formula
« € LC é verdadeira em [M, (r,c)], [M, (r,c)] = «, quando:

~

[M,(r,c)] Ep < (r,c) € v(p), onde p € Prop,

2. [M,(r,0] EaABe [M(ro]EaelM (] EB;

3. [M,(r,0)] | —~a & [M, (r,c)] ¥ a;

4 [M, (r,0)] = Kia = V(r', &) ((r,c) ~i (', ) = [M, (', )] | a);
5. [M,(r,0)] E P 3(r, )((r,¢) ~; (1,¢) e [M,(r, )] | @);

6. [M, (r,0)] | Eca < [M, (r,¢)] E KiPa;

7. M, (r,0)] = Coa & [M, (r,¢)] = Eha para todo k> 1. 1

Observa-se que, na logica para conhecimento comum concorrente, os es-
tados de conhecimento do grupo so definidos no contexto de sistemas pu-
ramente assincronos, ou seja, as férmulas sdo avaliadas em um corte consis-
tente de uma execugao assincrona. Além disso, existe um operador adicional,
o operador F;, cuja fungédo é semelhante a de uma modalidade temporal, e
que poderia ser traduzido como mais cedo ou mais tarde num corte consis-
tente daquela execucdo. Desta forma, qualquer aplicagdo onde os processos
precisam chegar a um acordo sobre uma propriedade de um estado global
consistente do sistema podem ser entendidas em termos de conhecimento
comum concorrente.

Para k=1 Ela = Eca; para k = 2 E:a = EgEga; para k = 3 Eba = EcEcEcq;
e assim por diante.
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4.2 Conhecimento Comum Concorrente e
Ponto Fixo

Analogamente & caracterizagdo de conhecimento comum em termos de ponto
fixo [20], é apresentada em [31] uma seméntica para definir o conhecimento
comum concorrente usando ponto fixo.

Intuitivamente, a idéia é mostrar que o conhecimento comum concorrente
pode ser pensado como uma situagdo em que todos os agentes concorren-
temente sabem que a situacdo é verdadeira e é de conhecimento comum
concorrente. Ou seja, o conhecimento comum concorrente é definido como o
maior ponto fixo da equagdo X = Eg(a A X).

Para definir o significado das férmulas foi introduzida uma varidvel pro-
posicional X a linguagem. Além disso, define-se para cada férmula na lingua-
gem estendida uma fung@o que mapeia conjuntos de estados em conjuntos
de estados , conforme a seguir.

Definicao 4.2.1 Conhecimento Comum Concorrente e Ponto Fixo.

Seja W o conjunto de cortes consistentes de todas as execugdes de um
algoritmo A num sistema distribuido assincrono. Seja Z wm subconjunto de
W. O significado de wma férmula € dado indutivamente pela sequinte fungdo

J:

1. [[pl(Z) = {(r,c) € Z|(r,c) € v(p)}, onde p € Prop

2. [[-¢)(Z) = W—f[fﬁ](Z)

8. [lpAdl(Z f[¢ [(Z)n [[)(Z

4. [IX1(2) =

5. [1K:i)( Z) = {(r,c) € W | V(r',c) € W((r',) ~; (r,c) = (',c) €
[¢1(2))

6. [[Pl(Z) = {(r,e) € W | I(r,d) € W((r,d) ~; (r,c) A (r,¢) €
[lel(Z ))}

Se uma férmula nao possui varidvel livre, entdo seu significado é uma
funcao constante. Neste caso, o valor de verdade da seméntica é recuperado
definindo:

(M, (r, )l = ¢ = (r,0) € [[4](0).

Para garantir a monotonicidade de [[#](Z), as ocorréncias da varidvel
livite X em ¢ devem ser positivas, isto é, devem estar no escopo de um
numero par de sinais de negagao.
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Assim sendo, define-se o maior ponto fixo, v.X.¢, como:

JvX.4)(2) = U{B| [1¢l(B) = B}

E o conhecimento comum concorrente, Co ¢, € visto como um caso especial
da equag&o acima, como segue:

Oc¢ = VXEc(gb A X)

E demonstrado em [31] que a regra de inducdo para o conhecimento
comum concorrente é correta em relagdo a seméntica definida, conforme as-
segura o seguinte teorema.

Teorema 4.2.2 Se M = ¢ = Ec(d A1) entdo M = ¢ = Co(1).

Logo, a seméantica apresentada define o conhecimento comum concorrente
em termos de ponto fixo, conforme desejado, e garante que:

Cocd < Ec(p A Ced).

4.3 Obtencao de Conhecimento Comum
Concorrente

O objetivo aqui é mostrar que, assim como existe um resultado em [20]
dizendo que, se o conhecimento comum é alcancado, todos os agentes o fazem
simultaneamente, para o conhecimento comum concorrente vale um teorema
andlogo. Além disso, uma condicao geral suficiente para que o conhecimento
comum concorrente seja alcangado no sistema € apresentada.

Para tanto, é importante a nogdo do que significa um processo atingir
ou alcancar uma férmula. Intuitivamente, diz-se que um processo ¢ atinge
uma férmula ¢ num determinado corte de uma execucgao do sistema se o seu
estado local implica que i sabe ¢ e que no passado, © ndo sabia ¢.

Demonstra-se em [31] que, se 0 Ca¢ é alcancado em uma execugio, entao
todos os processos aprendem FP,Cgp¢ ao longo de um corte consistente.

Teorema 4.3.1 Se o Cg¢ € atingido na execugdo r, entdo o conjunto de
estados locais nos quais os processos aprendem P,Co¢ forma um corte con-
sistente em v [81].

Este teorema é importante na medida em que traga um paralelo entre o
conhecimento comum e o conhecimento comumn concorrente. Se, por um lado,
em sistemas assincronos agoes simultaneas de qualquer tipo sao impossiveis,
por outro lado, é possivel executar agdes concorrentes que ocorrem ao longo
de um corte consistente, onde as pré-condictes destas agdes sao de conheci-
mento comum concorrente entre os agentes.
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Outro resultado importante em [31] diz respeito & condigdo suficiente
para obter Cg¢. Para tanto, define-se o conjunto 7 de cortes localmente dis-
tinguiveis: “A fim de alcancar Cg¢, é suficiente que o sistema possua um
conjunto 7 de cortes, pelo menos um por execugdo, com a seguinte propri-
edade: quando um estado local de qualquer processo estd em um corte de
T em alguma execucdo, entdo o mesmo estado local deste processo estd em
algum corte de 7 em toda execugdo na qual ele ocorre” [31]. Intuitivamente,
a idéia é que o processo sabe que o seu estado local é um elemento de um
dos cortes de 7.

Definigao 4.3.2 Corte Localmente Distinguivel.
Um conjunto T de cortes de um sistema € localmente distinguivel se:
Vrie((r,c) € T) e
Vi=1,...,m,¥(r,¢c) € TV(r', )
((T',C’) ~i (T', c) = (ad(('r,) d) €T e (T,’d) ~i (T> C)))]

Para melhor compreender esta definigdo, sugere-se considerar uma
férmula int tal que [M,(r,¢)] | inT & (r,c) € 7. Assim sendo, a se-
gunda condicao acima para um conjunto de cortes localmente distinguivel é
simplesmente:

int — Ec(inT)

O teorema a seguir estabelece que, qualquer sistema que possua um con-
junto de cortes locamente distinguivel onde ¢ é verdadeira, alcanga conheci-
mento comum concorrente de ¢.

Teorema 4.3.3 Condi¢cao para Obtencdo de Conhecimento Comum Concor-
rente [81].

Se um sistema tem um conjunto T de cortes localmente distinguiveis tal
que:

Y(r,c) € T [M, (r,c)] E ¢ entdo

Y(r,c) € T [M, (r,c)] = Cco.

A prova deste teorema encontra-se em [31].

4.4 Algoritmo para Conhecimento Comum
Concorrente

Em [31] sdo apresentados dois algoritmos para obtencdo de conhecimento
comum concorrente: o primeiro requer que os canais sejam fifo, o segundo
nfo possui esta restricio. Como o modelo de sistemas assincronos que adota-
mos supde canais fifo, vamos reproduzir aqui somente o primeiro algoritmo,
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que utilizaremos mais tarde nos exemplos de aplicagdes para conhecimento
comum concorrente.

Antes porém, algumas observagtes sdo feitas a respeito dos fatos que
podem tornar-se de conhecimento comum concorrente em um sistema
assincrono. O requisito fundamental para que um fato possa tornar-se de
conhecimento comum concorrente é que este seja um fato localmente con-
troldvel, conforme as definigbes a seguir.

Definigao 4.4.1 Fato Local.
Um fato ¢ € local a um agente i num modelo M se:

ME ¢ — K¢

Definicao 4.4.2 Fato Localmente Controldvel.

Um fato ¢ € localmente controldvel se, toda vez que o agente i sabe ¢ em
qualquer estado do sistema, i pode evitar que ¢ torne-se falso para qualquer
numero finito de eventos.

Segundo Panangaden et al., “Qualquer fato que torne-se conhecido por
algum processo e seja localmente controldvel por este processo pode tornar-se
de conhecimento comum concorrente entre todos os processos” [31].

Um fato estdvel, aquele que uma vez verdadeiro permanece sempre ver-
dadeiro, é outro exemplo de um fato que torna-se de conhecimento comum
concorrente entre todos os agentes. Por isso, propriedades globais estiveis,
tais como deadlock e terminagao global de um algoritmo distribuido, sdo can-
didatas a serem descritas em termos de conhecimento comum concorrente.

Para a descricao seguinte do algoritmo de obtencao de conhecimento co-
mum concorrente, considere que a expressdo estado de corte refere-se ao
estado local de um determinado processo no corte atual.

Algoritmo para Obter Conhecimento Comum Concorrente

1. O iniciador I, em algum ponto em sua histéria local onde I conhece ¢,
manda a mensagem sendfi(gb) para todo vizinho j, e, imediatamente,
alcanca seu estado de corte. Depois de mandar a primeira mensagem e
até alcancar seu estado de corte, I ndo recebe mensagens, e evita que
¢ seja falsificado.

2. Todos os outros processos i, ao receberem a mensagem send;'-(qb) pela
primeira vez, mandam a mensagem sendf(¢) para todos os vizinhos
k # j, ou seja, exceto aquele vizinho do qual receberam a mensagem
pela primeira vez, e , imediatamente, alcancam seu estado de corte.
Depois de mandar a primeira mensagem e até alcangar seu estado de
corte, ¢ nao recebe mensagens.
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¢ demonstrado em [31] que, se um sistema assincrono com canais fifo
confidveis, no qual ¢ é um fato localmente controldvel por um dos agentes, im-
plementa o algoritmo acima, entdo todos os agentes alcancam conhecimento
comum concorrente de ¢.

Discute-se também em [31] a relagfio existente entre o conhecimento
comum concorrente e as chamadas ag¢des concorrentes - agdes que sdo exe-
cutadas imediatamente apds um corte consistente. Demonstra-se que o co-
nhecimento comum concorrente de certas pré-condigées é uma condigdo ne-
cessaria e suficiente para que a¢Oes concorrentes possam ser executadas num
algoritmo distribuido.

Esta relagao entre o conhecimento comum concorrente e agées concor-
rentes é importante devido & predominancia de tais acoes em sistemas dis-
tribuidos assincronos. Por exemplo, acoes concorrentes sdo executadas em
algoritmos para gravar checkpoints, algoritmos para recuperacdo de bancos
de dados, em algoritmos para gravar snapshots para detecgao de proprieda-
des globais, entre outros. Na verdade, uma nova andlise do algoritmo para
snapshots de Chandy-Lamport utilizando o conceito de conhecimento comum
concorrente é desenvolvida em [31].
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Capitulo 5

Logicas Modais
Multidimensionais

Muitos formalismos modais sao usados para raciocinar sobre tempo, conheci-
mento, crencas, acoes e espaco independentemente. Contudo o que se verifica
na pratica é que todas estas entidades existem em interacdo intima: conhe-
cimento, crencas e regides do espago podem mudar com o passar do tempo e
de acordo com certas agoes; agentes em um sistema multiagente podem ter
suas proprias bases de conhecimento que sdo atualizadas ao longo do tempo,
e assim sucessivamente. O intuito é poder combinar, por exemplo, légicas
epistémicas, temporais, e outras a fim de obter uma légica apropriada para
descrever as propriedades de todas as entidades envolvidas.

Acreditamos que o motivo pelo qual ndo foi apresentado um sistema de
axiomas para a ldgica de conhecimento comum concorrente em [31] reside
no fato da seméntica definida ser insuficiente para avaliar as férmulas no
contexto do par (r,c) - representando o corte consistente ¢ na execugéo
assincrona 7. Propomos que o par (r,c) seja interpretado sob uma 6btica
bidimensional, como uma composi¢ado de dois contextos ou dimensdes origi-
nais - uma dimens&o de execugbes assincronas e outra de cortes consistentes -
onde as propriedades em cada uma destas dimensoes podem ser avaliadas em
separado. Por isso, propomos utilizar uma légica bidimensional para modelar
conhecimento em ambientes assincronos.

Neste capitulo discutiremos as l6gicas multidimensionais: uma técnica
que combina duas ou mais légicas a fim de capturar as interagoes entre as
diversas entidades, resultando num formalismo que, muitas vezes, aumenta
o poder expressivo das légicas isoladas. Abordamos, particularmente, as
16gicas modais multidimensionais, discutimos os conceitos de fusdes de ldgicas
modais e de produto de ldgicas modais. Além disso, reproduzimos alguns
resultados importantes acerca de como axiomatizar este produto [33].
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5.1 Fusoes

A formagdo de fusdes, ou juncées independentes, é talvez o mais simples e
freqiiente método usado para combinar légicas.

Definicao 5.1.1 Fusdo de Légicas Modais.

Seja Ly uma légica n-modal, Ly uma logica m-modal. Sua fusdo € a légica
n+m—modal L1 ® Ly = Kpym+L1+L3™, onde Li™ corresponde ao conjunto
das formulas n + m—modais obtidas das formulas de Lo substituindo-se o
operador modal U; de Ly por Ljy,.

Nenhum axioma que contenha os operadores modais de ambas as lingua-
gens é requerido para axiomatizar a fuso de Ly e Lo, ou seja, os operadores
modais permanecem independentes.

A formagio de fusdes é uma operagao bindaria associativa sobre logicas,
portanto, pode-se definir a fusdo de n légicas de um modo direto, para qual-
quer nimero natural n > 2. Por exemplo, temos:

Kn=K®K®...®K (m vezes);

S5, =85bS5® ... ® S5 (m vezes);

e assim por diante.

Portanto, as 16gicas epistémicas K, e suas respectivas extensoes 7,,, S4,,
e 85, discutidas no capitulo 2 sdo, na realidade, fusces de 16gicas modais.

FusGes de logicas tem sido estudadas durante um tempo relativamente
longo. O primeiro resultado explicito sobre fusGes foi obtido por Thomason
(1980), que provou que fusdes de légicas modais consistentes sdo extensdes
conservativas de seus componentes. Resultados adicionais que mostram que
muitas propriedades importantes das ldgicas sao preservadas sob fusoes foram
obtidos por Kracht e Wolter [36], Finger e Gabbay [10], Wolter [37], entre
outros.

As fusbes de légicas modais tém também uma interpretagdo semantica
muito natural, pelo menos para légicas que sdo Kripke completas. Considere
duas classes F; e Fy de m- e n-frames, respectivamente, fechadas sob unices
disjuntas e copias isomoérficas. A fusdo Fi @ F, é a classe de todos os n +
m-frames da forma:

(W, Rl---yRm)Sl; ...,Sn) tal que (W, Rl,Rm) € F1 e (W, Sl; )S'n) € Fzg

Assim, F1 @ F5 consiste de combinagoes arbitrarias de frames de F1 e
Fy que compartilham o mesmo conjunto de mundos. Claramente, se F; e
Fy determinam légicas Ly e Lg, respectivamente, entao todos os frames em
F1 @ F5 validam a fuséo L1 @ Ls. Porém, nao é trivial provar o inverso, ou
seja, que F, & Fy caracteriza Ly @ Lo.
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Um teorema importante sobre preservacéo de propriedades em fusbes de
16gicas diz que a fusdo de duas logicas decidiveis é também decidivel. No
entanto, este resultado é valido para fusoes de 16gicas modais proposicionais,
mas ndo vale quando combinamos, por exemplo, légicas de primeira ordem
[11].

Em geral, as seguintes propriedades s@o transferidas das l6gicas para suas
fusoes:

e Kripke completude
e f.m.p.
decidibilidade

interpolagdo uniforme

5.2 Produto de Légicas Modais

Do ponto de vista seméntico, as fusdes nao modificam a dimensao das légicas:
os mundos ou estados nos frames continuam sendo vistos como pontos sem
nenhuma caracteristica multidimensional. A formagdo de produtos cartesia-
nos de diversas estruturas é uma maneira padréo de fazer uma abordagem
multidimensional do mundo. Portanto, nada mais natural do que pensar no
produto cartesiano de légicas modais para capturar os aspectos multidimen-
sionais da interagdo de operadores modais.

“Légicas modais multidimensionais correspondem ao produto de frames
de Kripke.” [33]

Definicao 5.2.1 Produto de Frames.

Sejam Ly e Ly l6gicas proposicionais polimodais com m operadores. Con-
sidere Fy = (W1, R;) e Fo = (Wa, R;) dois frames proposicionais para
Ly e Lo, respectivamente. O produto dos frames é o frame F; X Fy =
(W1 x Wy, R, RY)), onde:

R} ={((z,2), (y, 2)|=Riy};

O frame Fy X Fy € dito frame-produto.

Naturalmente, esta definicdo pode ser estendida para o produto de n
l6gicas modais.

Os subscritos h e v remetem a intuigdo de considerarmos R como sendo
a relagio de acessibilidade horizontal e R} a relagfio vertical de acessibilidade
no frame-produto.
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(r,C")
Fc Rc Rcv
Rl‘
¢ &— (®,0)
R R'
Fr Fr X Fc

Figura 5.1: Produto de Frames

Definig¢ao 5.2.2 Produto Semdantico de Logicas Modass.

Sejam Ly e Ly ldgicas proposicionais polimodais com m operadores. Con-
sidere F(L1) a classe de frames walidando Ly e F(Ly) a classe de frames
validando L.

Analogamente, todas as férmulas vdlidas em um certo frame F' constituem
a ldgica modal L(F). A ldgica modal L(F) para uma classe de frames F é
definida como a interse¢io (\{L(F) | F' € F}.

O produto das ldgicas L1 e Ly é a ldgica Ly X Lo oblida através de
L(¥(L1) x F(Le)).

I intuitivo pensar que o produto das l6gicas sempre contem suas fusoes,
ou seja, L1 @ Ly C Ly X Ly. Na verdade, esta inclusdo é propria. Contudo,
os operadores modais de cada légica ndo sao afetados por suas interagdes, ou
seja, o produto das légicas é uma extensdo conservativa das légicas compo-
nentes [11].

5.3 Axiomatizacao do Produto de Légicas
Modais

O problema da axiomatizacio do produto de l6gicas modais consiste em: da-
das as l6gicas modais Ly, L, ..., Ly, respectivamente, axiomatizar a légica
Ly x Ly x ... x L,. Comparado a fusdo de légicas modais, onde a axioma-
tizagfo é direta e uma série de propriedades sdo preservadas, a axiomatizacao
do produto de légicas ndo é trivial. Em geral, a dificuldade depende muito
do niimero de dimensGes do produto: pouco resultados foram obtidos sobre
produtos de trés dimensoes ou mais.

Contudo, os resultados em [33] mostram que, em muitos casos, o pro-
duto de duas l4gicas modais pode ser facilmente axiomatizado. Para tanto,
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verifique que as seguintes propriedades sdo observadas em frames-produto.

1. comutatividade a esquerda: YzVyVz(z R*yAyR"z — Fw(zRPwAwRz))
2. comutatividade a direita: VoVyVz(zRty AyR’z — Jw(zR*w AwR"z))

3. propriedade Church-Rosser: VzVyVz(zR'yAz Rz — Jw(yR*MwAzRw))

Figura 5.2: Propriedades do Produto de Frames

Fstas propriedades também podem ser expressas por férmulas modais.
Chamaremos de légicas comutativas as légicas cujo produto possui estas
propriedades, conforme a defini¢do a seguir.

Definicao 5.3.1 Produtos Comutativos.

Para as l6gicas L1 n-modal e Ly m-modal, seja:
[Ll, L2] = Ll & L2 + 0,37 + 02 onde:

ij

Cii = (0i01mp < Oja0ip),

C = (Oil0j1np — Ojynip),

1<i<n,1<j<m.

Diremos que o produto das légicas L, Ly é comutativo se L1 X Ly =
[Lla LQ]

Na verdade, é demonstrado em [33] que, em geral, [L1, Ls] C Ly X L.

O produto de légicas modais com certas caracteristicas é comutativo,
conforme veremos a seguir.

Definicao 5.3.2 Férmulas Fechadas e Légicas Fechadas.

Uma n-modal féormula € fechada se é uma 0-formula, ou seja, se nao
contem letras proposicionais.

Uma ldgica n-modal € fechada se € aziomatizada por um conjunto de
formulas n—modais fechadas.
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Definigao 5.3.3 Ldgica Canodnica.
Uma ldgica modal é dita candnica se é vdlida em todos os seus frames
canonicos.

Proposigao 5.3.4 Toda légica fechada é candnica.

Definicdo 5.3.5 Férmulas PTC e Logicas PTC.

Uma férmula modal € pseudo-transitiva se é da forma:

V10kp — Lop, onde p € Prop, 71 = {4y .., 0, Do = Uy, Ly sG0
sequéncias de operadores modais (possivelmente vazias).

Uma férmula PTC é uma féormula que ou € fechada ou € pseudo-transitiva.

Uma 6gica PTC é wma [dgica modal axiomatizada por um conjunto de
formulas PTC.

Proposigio 5.3.6 Toda ldgica PTC é candnica [33].

Teorema 5.3.7 Aziomatizacdo do Produto de Légicas Modais PTC [33].

A lbgica resultante do produto de todo par de légicas PTC é comutativa.
Ou seja, se Ly , Ly sao logicas PTC - légicas aziomatizdveis por um con-
junto de férmulas pseudo-transitivas ou fechadas - entdo Ly X Ly = L1, Ls].

Proposicao 5.3.8 Se as ldgicas L1 e Ly sdo candnicas, entdo [Ly,Ls] €
canonica e [Ly, Ls] = L([F(L1), F(L2)}).

Provas para todas as proposigoes desta se¢do podem ser encontradas em
[33].

Muitas l0gicas modais conhecidas sdo PTC, tais como D, K4, 54,7, B, S5,
e outras. Portanto, produtos bidimensionais tais como 7 x 7, §4 x &4,
S5 x 85 sao comutativos.

O nosso interesse é, particularmente, pelo produto &5 x §5. Temos entao,
pelos resultados apresentados, que o produto 85 x 85 é comutativo, e por-
tanto a légica resultante é axiomatizada por [S5,S85]. Além disso, como S5
¢ canodnica, pela proposi¢ao 5.3.8, o produto S5 x §5 ¢ candnico.

A légica polimodal bidimensional que apresentamos para o conhecimento
de agentes em sistemas assincronos é, na verdade, uma extensao polimodal
de [§5, §5], conforme veremos nos capitulos seguintes.
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Capitulo 6

Loégica Bidimensional de
Conhecimento em Sistemas
Distribuidos

Definimos o subproduto fechado de l6gicas modais introduzindo dois aspectos
novos sobre o produto de légicas modais. O primeiro aspecto diz respeito a
nogéo de pares admisstveis, ou seja, a restrigdo sobre determinados pontos
gerando, desta forma, o que chamamos de subproduto das légicas. O segundo
aspecto trata da introducdo da relagdo do fecho transitivo sobre as relagoes
originais, produzindo o que denominamos um produto fechado. As duas ca-
racteristicas adicionais do subproduto fechado de ldgicas modais constituem
contribuicGes originais para a érea de légicas multidimensionais.

Apresentamos, entdo, as definicdes seménticas e o sistema axioméatico S2
para uma légica bidimensional de conhecimento no contexto de execucoes
assincronas e cortes consistentes de um algoritmo distribuido. A semaéntica
bidimensional e o sistema axiomético S2, ndo tém precedentes no campo das
16gicas epistémicas. Aslégicas epistésmicas tratam, em geral, de sistemas po-
limodais, onde cada operador modal refere-se ao conhecimento de um agente.
Na l6gica bidimensional que apresentamos a novidade estd no contexto de
avaliacéo das férmulas, que sdo pares (r,c) de execugdes e cortes.

Ilustramos o conhecimento que pode ser modelado pelo sistema S2
através de um exemplo com o algoritmo distribuido PIF (propagation of
information with feedback) para trés agentes.
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6.1 Subproduto Fechado de Légicas Modais

O subproduto fechado de [6gicas modais é semelhante ao produto de légicas
modais, porém com duas caracteristicas adicionais.

Em primeiro lugar, definimos um conjunto chamado de conjunto de esta-
dos admisstveis que é, na verdade, um subconjunto de todos os estados re-
sultantes do produto cartesiano. A interpretacéio destes estados admissiveis
no contexto de sistemas assincronos é associada ao fato de que nem todos os
pares (7, c) de execugbes e cortes fazem sentido. Ou seja, nem todos os cortes
consistentes estao presentes em todas as execugoes, e vice-versa.

De um modo geral, os estados ou mundos possiveis no frame produto
constituem o conjunto W de todos os pares obtidos do produto cartesiano
dos dois conjuntos X e Y de estados dos frames basicos. Contudo, nem
sempre todos os pares (z,y) sdo interessantes sob o ponto de vista de uma
aplicacao. Por isso, definimos o subconjunto A C W = X x Y, que é dito
o conjunto de pares admissiveis, a fim de restringir o foco, dando origem ao
que chamamos de subproduto dos frames originais.

Além disso, definimos um operador modal bidimensional K; associado &
relagdo do fecho transitivo sob a unido das relagtes bésicas. Kste operador
modal representa as propriedades do conhecimento dos agentes no contexto
(r,c) de execugBes e cortes. Esta é uma nova interpretacéio do conhecimento
dos agentes em ambientes assincronos, que conduz a uma seméntica distinta
de todas as apresentadas até entao.

Para se ter uma idéia de como a nova relagao do fecho transitivo potenci-
aliza o subproduto das légicas, repare que, no produto convencional nao era
possivel falar de propriedades interdimensionais. De acordo com a definigdo
5.2.1, as relagdes no produto de légicas constituem projecoes das relacoes
originais: observamos que, fixando-se uma ordenada e variando-se a outra
tem-se o efeito de projetar uma dimensdo. Assim, cada par de pontos rela-
cionados define, na verdade, um passo horizontal ou vertical no plano. No
subproduto fechado de logicas, temos a mesma nogao de passos horizontais
e/ou verticais, e adicionalmente, a possibilidade de darmos saltos interdimen-
sionais, através da relagio obtida do fecho transitivo sob a unido das duas
relacoes basicas.

Definigao 6.1.1 Subproduto Fechado Semantico de Frames Modais.

Considere os frames F1 = (X, R;) e Fy = (Y, R;) para Ly e Ly, respec-
tiwwamente. O subproduto fechado dos frames Fy e Fy em relagio a A € o
frame Fy @ Fy = (W, 2, /35, ~p, A), onde:

1. W=X XY : é o conjunto de todos os estados (z,y);
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ACW =X xY : éum subconjunto dos estados (z,vy);
== ((.’13, Z), (y> Z))lxRty};
~i={((2,2), (z,9)lzR;y};

~p= (24 U =), onde (~; U ~;)* denota o fecho transitivo sob a unido
de ~; e ~;.

Definicao 6.1.2 Subproduto Fechado Semdantico de Ligicas Modazis.

Sejam Ly e Ly ldgicas polimodais, F(L1) a classe de frames validando Ly
e F(Lg) a classe de frames validando Ls. O subproduto fechado das l6gicas
Ly e Ly € a ldgica L(F (L) ® F(Ls)).

Definicdo 6.1.3 Modelo sobre o Subproduto de Frames Modais.

Um modelo M sobre F = Fyg @ Fy é um par M = (F,v), onde v €
wma funcdo de atribuicdo de walores de verdade as primitivas de Prop =
Propg U Propy. Para cada p € Prop, v(p) € o conjunto dos pares (z,y)
onde p é verdadeira, ou seja, v(p) : Prop — 2%*Y.

6.2 Semantica Bidimensional

Propomos uma seméntica para légicas de conhecimento em sistemas dis-
tribufdos assincronos sob esta nova perspectiva, onde o contexto (r,c) de
execugbes assincronas e cortes consistentes no qual as férmulas s@o avaliadas
é visto como o produto de duas 16gicas bésicas, Ly e Ly, correspondendo as
dimensdes horizontal e vertical, respectivamente.

e A lbgica Ly é interpretada, por exemplo, no contexto onde o corte é
fixo e variam-se as execugoes, ou seja, é possivel avaliar as propriedades
do conhecimento em cortes comuns a diversas execugoes.

e A légica Ly é interpretada no contexto onde a execucao é fixa e variam-
se os cortes, a fim de avaliar as propriedades do conhecimento em cortes
consistentes de uma execucao assincrona dada.

Definicao 6.2.1 Ldgica Ly .

Seja a logica Ly o menor conjunto de formulas contendo o conjunto de
primitivas Propyg, fechado sob megacdo, conjunc¢éo e os operadores modais
H;, ondei=1,...,m.

Definigcao 6.2.2 Ldgica Ly .

Seja a logica Ly o menor conjunto de férmulas contendo o conjunto de
primitivas Propy, fechado sob megagdo, conjungio e os operadores modais
Vi, ondei=1,...,m.
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6.2.1 Relacoes de Possibilidade

Tendo em vista que a seméntica para sistemas assincronos é baseada na
semantica de mundos possiveis de Kripke, temos, como de costume, relagoes
de possibilidade ou de acessibilidade. Uma vez que os estados possiveis para
um agente sdo dados por uma relacao de equivaléncia refletindo a indistingui-
bilidade dos estados globais sob o ponto de vista do agente, considere, para
a semantica bidimensional, que as relagoes de possibilidade sao relagoes de
equivaléncia, cuja interpretagdo é a seguinte:

e A relacdo de equivaléncia ~; associamos & dimensdo horizontal. No
contexto de sistemas distribuidos assincronos, supomos que a dimensao
horizontal representa o conjunto R de execugOes assincronas do sistema
para m agentes. Portanto, para 71 € R e 13 € R, temos que (r1,¢) =~
(rq,c) é lido como “as execugdes 71 e 7 sdo indistinguiveis sob o ponto
de vista do agente ” ou “nas execugdes r; € 72 0 agente ¢ tem a mesma
viséo passada em relagdo ao corte ¢ considerado”.

e A relagdo de equivaléncia =2; para a dimensao vertical. Neste caso,
supomos que a dimensdo vertical representa uma enumeragao do con-
junto C' de estados globais ou cortes consistentes possiveis em todas as
execugoes do sistema. Logo, para ¢; € C e ¢ € C, (r,¢1) =5 (r,¢2)
significa que “para o agente j os cortes c¢; e cp da execugao r sdo in-
distinguiveis” ou “nos cortes c; e co 0 agente j tem a mesma visao
passada”.

e A relagdo de equivaléncia ~y para o subproduto fechado das dimensoes
bésicas. Esta relagdo constitui o fecho transitivo sob a unido das
duas relagbes anteriores, permitindo o que chamamos de saltos inter-
dimensionais. Entdo, para dois estados (r1,¢1) e (r2,¢s), a relagdo
(r1,c1) ~ (r2, ca) indica que “para o agente k, o corte c¢; na execugio
1 é indistinguivel do corte ¢z na execugio ro” ou que “em (71, ¢1) e em
(r2,c2) 0 agente k tem a mesma visdo passada”.

Doravante, utilizaremos o mesmo subscrito 7 para as relagdes e operadores
modais, uma vez que temos m agentes, e portanto, o subproduto de duas
l6gicas m-modais.

6.2.2 Operadores Modais de Conhecimento

Para cada relagdo de equivaléncia definida temos um operador modal as-
sociado. Considerando a interpretagdo de conhecimento baseada na visao
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passada dos agentes como definida em 3.2.1 e 3.2.3, o significado dos opera-
dores modais é o seguinte:

e H,p indica que “o agente i conhece ¢ em todas as execugodes indis-
tingufveis para o corte atual”.

e Vi indica que “o agente 7 conhece ¢ em todos os cortes indistinguiveis
na execucao atual”.

e K,y indica que “o agente ¢ conhece ¢ em todos os estados (r, ¢) indis-
tinguiveis para ele”. Ou seja, ¢ é verdadeira em todos os pares (r,c)
onde o agente tem a mesma visdo passada. Para simplificar, diremos
que Kj;p representa simplesmente que “o agente ¢ tem o conhecimento
de ¢”.

6.2.3 Interpretacao de Conhecimento Bidimensional

Desejamos interpretar a lgica bidimensional polimodal L2, como o subpro-
duto fechado das légicas Ly e Ly. A légica L2, é utilizada para representar o
conhecimento em sistemas distribuidos multiagentes assincronos de modo que
¢é possivel definir propriedades de cada contexto em separado, de execucoes
e de cortes, e também do contexto (r,c) bidimensional resultante.

Definicao 6.2.3 Ldgica Bidimensional LZ,.

Seja a l6gica L2, o menor conjunto de férmulas bem formadas contendo a
constante A, o conjunto de primitivas Prop = Propg U Propy, fechado sob
negagdo, comjungio e os operadores modais H;, H;, Vi, Vi, Qi e K;, onde
1=1,...,m.

Em resumo, para a légica L2,, desejamos a seguinte interpretagdo de
Kripke:

Os mundos possiveis sdo pares (r,c) onde r é uma execugdo assincrona
e ¢ um corte consistente (ou estado global) na execugéo r;

Os fatos bésicos do sistema, constituem o conjunto de primitivas Prop =
Propg U Propy;

A funcéo de atribuicdo de valores-verdade v € uma funcao que preserva
o conhecimento dos agentes, ou seja, o que o agente conhece é func¢ao do
conjunto de eventos da sua visdo passada em relacdo ao estado atual;

As relagdes ~; e =; sdo relagdes de equivaléncia onde:
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1. (r,¢) =~ (r',c) se e somente se a visdo passada do agente i é a
mesma em (r,c¢) e em (', c);

2. (r,¢) =; (r,c') se e somente se a visdo passada do agente i ¢ a
mesma em (r,c¢) e em (r,c);

e A relagdo ~; é o fecho transitivo sob a unido das duas relacoes de

equivaléncia bésicas ~; e ~2;.

6.2.4 Satisfazibilidade em L?

Finalmente, podemos formalizar o que significa, no contexto bidimensional
(r,c) de execugdes assincronas e cortes consistentes, dizer que uma férmula
« € L2, é verdadeira.

Definicao 6.2.4 Satisfazibilidade em L2,.

Seja F = (W, o2, 2, ~y, A) um frame para L2, e seja M um modelo sobre
F. Uma férmula o € L2, é verdadeira em [M, (r,¢)], [M, (r,¢)] = o, para
(r,e) e W =R x C, quando:

1. [M,(r,0)] Ep < (r,c) € v(p), onde p € Prop;
[M, (r,c)] E aAB & [M,(r,0)] o e M, (o)l =6
[M, (r,¢)] E ~a & [M, (r; o)) |~ o;
(M, (r,0)] |F Hiae & V(r', ){((r; ¢) = (', &) = [M, (', )] |= e}
(M, (r,0)] | Vi & Y(r', ){((r,0) mi (', ) = [M, (', )] | o
M, (r,c0)] EA< (re)e ACW =RxC;
[M, (r,¢)] E Hia & [M,(r,c)] E A e [M,(r,c)] | Hie;
[M, (r,0)] £ Via & [M, (r,0)] £ A e [M, (r,0)] = Via;
[M, (
(
(',

|
[

© X RN S & e e

7 C)] I: Qza < [ ’(T7 C)] IZ Hio e [M’ (T7 C)] |: Via;

rc) E Kia & [M,(r,c)] E A eV, d){((r,c) ~ (',c)) =
)] Eal.

b~
B

M,
M,
M,
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6.3 Sistema Axiomatico S2,

Quando as relacoes de possibilidade sdo relagdes de equivaléncia, sabemos
que légicas como Ly e Ly sdo axiomatizdveis por S5, [20]. Além disso,
sabemos que o produto S5, X Sb,, é comutativo, e portanto, axiomatizado
por [S5m, Sbp), conforme a defini¢éo 5.3.1.

Propomos, entdo, uma axiomatizacio da légica bidimensional LZ, como
sendo os axiomas do produto comutativo S5, X Sbn,, para as dimensoes
horizontal e vertical, acrescida de axiomas que caracterizam as propriedades

do operador modal bidimensional Kj.

Considere S2, o sistema axiomético para a légica bidimensional L2, cons-

tituido dos seguintes axiomas e regras.

Axiomas.

0 Todas as tautologias do célculo proposicional

1 (Hya A Hi(a — B)) — Hif
2 Hz-a —

3 Hia— —ﬁiﬁia

4 -H;o — H,—H;o

5 (Via AVi(a— B)) = V.8
6 Via — o

7 Via—VVia

8 Vo — V-V,

9 (Kia A Ki(a — B)) — K8
10 Koo — «

11 Ko — K;K;o !

12 Ko — K- Ko

13 E’Vja — Vjﬁia

14 ﬂEﬂVja — Vjﬁﬁiﬁa

1fste axioma é obtido dos axiomas 19 e 20.
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15 —rvi—vﬁja — ﬁj—'Vi—'a
16 Ho — A A H;a
17 Via =& ANV,
18 Qo — Hya AV
19 K,a+ Q;K;a
20 Ki(la — Q) — (o — K;a)
ondes,j=1,...,m.
Regras.
RO De I « derive toda substituigdo uniforme para o
R1 Det a,a — (3 derive f (modus ponens)
R2 De | « derive H;« (generalizacdo horizontal)
R3 De - « derive V;a (generalizacio vertical)

R4 De |- « derive Ko (generalizagdo bidimensional)

6.4 Exemplo de Conhecimento em um Sis-
tema Assincrono

Para ilustrar o tipo de conhecimento caracterizado por S2, considere um
sistema, assincrono com 3 agentes, rodando o algoritmo distribuido para pro-
pagacdo da informacio com realimentagdo (PIF). Assumimos o agente a;
como iniciador do algoritmo. Lembramos também que sendg (M) significa
que “o agente ¢ manda a mensagem M para o agente 5" e receive{(M ) que
“o agente i recebe a mensagem M do agente j”. Para uma descricao do
algoritmo PIF, consulte a seg¢ao 3.1.

Primeiramente definimos o conjunto /& de eventos que caracterizam o
envio e/ou recebimento da mensagem M entre os agentes. Os eventos tém o
mesmo significado independente da execugéo.

E ={ey, es, €3, €4, €5, €g, €7 onde:

1. e - send?(M), send3(M)

2. ey - receives(M), send3(M)

53



3. es - receivei(M), sendi(M)
4. eq - recetvei(M), sendi(M)
5. es - receives(M), sendy(M)
6. eg - received (M)
7. e - receivel (M)

Portanto, temos os conjuntos F;, ¢ = 1,2,3 de eventos possiveis para os
agentes a1, as e as, respectivamente:

El - {617 €6, 67}

By = {ez, e5}

B3 = {es,eq}

As diferentes execuctes resultam das combinagoes na ordem em que 08
eventos acontecem para cada agente. Assim sendo, enumeramos as possiveis
execugoes, dando origem ao conjunto R = {ry,re,73,74,75;76}. As figuras 6.1
e 6.2 contém os grafos de precedéncia para as possiveis execugdes do conjunto
R, com os respectivos cortes consistentes, tendo o agente a; como iniciador
do algoritmo.

Enumeramos os possiveis estados globais ou cortes consistentes que ocor-
rem nas execugoes do conjunto R. Neste caso, consideramos a defini¢ao 3.1.13
de corte consistente para todas as execugoes assincronas do sistema, ou seja,
cada estado global é uma particao dos eventos em dois conjuntos, resultando
nos 16 cortes a seguir 2

cr Ep={e1}; Er = {ea,e3,¢€4,65,6€5,€7}
ca Ep={e1,e2}; Ep= {es3, €4, €5, €6, €7}
cs Bp = {e1,ez,e3} ; Er = {e4, 5,66, €7}
cy Ep= {61, 62,63,64} ; Bp = {65,66,67}
cs Ep={e1,es,e3,e4,65} ; Bp = {es,e7}
ce Ep = {e1,e2,¢e3,¢4,6s5,65} ; Ep = {er}
cr Ep = {e1,e,¢e3,€4,65,¢65,e7} ; Er = {}

cs Ep={e1, e, e3,e6} ; Er = {ea,e5,67}

20 corte ¢g: Ep = : Ep = {e1,ea,e3,¢€4,65, €5, €7} correspondente ao estado inicial
) ? b i) b ) 3
nao foi considerado.
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Figura 6.1: Algoritmo PIF com 3 Agentes - Grafos de Precedéncia para
Execucgoes 11,72, 73
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Figura 6.2: Algoritmo PIF com 3 Agentes - Grafos de Precedéncia para
Execugoes 14,75, 76
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co Ep={e1,e,€3,¢5,€4} ; Br = {e5,e7}
cio Ep = {e1,e2,e3,64,€5,¢7} ; Bp = {es}
cn Bp= {61, 64} ; Br = {ea, 63,€5>€6,€7}
ciz Ep ={e1,e2,¢e4,65}) 5 Er = {e3,66,¢7}
a3 Ep = {e1, ez, ¢4} ; Er = {e3, 65,66, €7}
cia Ep = {e1,e3,eq,65,¢7} ; EBp = {es, e6}
cis Ep ={e1,es,e5} ; Er = {ea, €3,€6, 7}

cie Ep = {e1,eq,e5,e7} ; Ep = {e3,e3,¢6}

Consideramos a interpretacao epistémica baseada na visdo passada, con-
forme definida em 3.2.1 e 3.2.3. Neste caso, o estado local de cada agente é
dado pelo conjunto de eventos que ocorreram para o agente até o corte atual.
Logo, temos os seguintes conjuntos de estados ou visdes passadas possiveis
para cada agente:

Vp(l ¢)={ei},1=1,2,3,4,5,11,12,13, 15;

1 ,¢j) ={e1,es}, 1=6,8,9;
, ) {61,67} k= ].0, 14 16,
1,¢) = {e1,e,67}, I =T,
2,¢)=1{},i=1,11;
2,¢5) ={e2},5=2,3,4,8,9,13;
2,c,) ={es}, k = 15,16;
2,¢) = {eq,e5}, 1 =5,6,7,10,12, 14;
3
3

o) ={}hi=12

) ={es}, 7=23,8;
3,cx) = {eq}, k =11,12,13,14, 15, 16;
Vp(3,cl) {63,64}, = 4,5,6,7,9, 10.

Como a relagao de equivaléncia que definimos diz que dois cortes sao
indistinguiveis sob o ponto de vista de um agente quando o agente tem a
mesma visdo passada em ambos os cortes, significa que cada conjunto de
cortes ¢, 7, k e [ forma uma classe de equivaléncia de conhecimento do agente,
ou seja, em cada conjunto de cortes %, §, k e [ o agente sabe as mesmas coisas,
aconteceram os mesmos eventos para ele.

Considerando a dimensao horizontal como a de execucdes r e a vertical
como a de cortes ¢, apresentamos graficos que representam as classes de equi-
valéncia de conhecimento i, j, k e [ dos agentes. Os graficos sao, na verdade,
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uma espécie de reducao reflexiva-transitiva das classes de equivaléncia de co-
nhecimento, ou seja, ndo foram desenhadas ligacoes reflexivas ou transitivas
dadas por ~;, ~%;, ou ~;. Construimos 6 graficos: os 3 gréaficos das figuras
6.3, 6.4, 6.5 representam o conhecimento bidimensional e os complementos
em relacdo ao produto cartesiano, ou seja, as linhas cheias referem-se ao co-
nhecimento associado ao operador K; para os cortes admissiveis, enquanto
que as linhas pontilhadas representam os complementos relativos aos opera-
dores H; e V;, avaliados em todos os pontos do produto cartesiano R x C.
Os 3 graficos restantes nao apresentam os complementos em relagao ao pro-
duto cartesiano, mas apenas os pares admissiveis, sdo menos carregados e as
classes de equivaléncia podem ser melhor visualizadas.

o8



& o iy

-
—~

1

—
pungy=

v i

Figura 6.3: Classes de Equivaléncia de Conhecimento para o Agente 1
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Figura 6.4: Classes de Equivaléncia de Conhecimento para o Agente 2
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Figura 6.5: Classes de Equivaléncia de Conhecimento para o Agente 3
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Capitulo 7

Corretude e Completude de S2,

Neste capitulo apresentamos as provas de corretude e completude para o
sistema S2,. Fornecemos uma prova da propriedade f.m.p. para SZ, ou seja,
mostramos que o sistema é caracterizado por uma classe de modelos finitos.
Como consequéncia, temos que S2, é decidivel.

Para dar uma prova formal de decidibilidade para S2, seria preciso mos-
trar que existe um procedimento efetivo que, para qualquer £b.f. ¢ € L2,
determina, em num ntimero finito de passos, se ¢ é um teorema do sistema.
Contudo, existe uma conexdo bem conhecida entre as propriedades de deci-
dibilidade e f.m.p. (finite model property): se um sistema é finitamente axi-
omatizdvel e tem a propriedade de modelos finitos, entdo é decidivel. Neste
caso, para provar a decidibilidade de 82, é suficiente mostrar que S2, tem a
propriedade de modelos finitos.

7.1 Corretude para S?,

Desejamos provar a corretude do sistema S2, em relagdo & classe de frames
que correspondem a subprodutos fechados de duas l6gicas modais &5,,. Para
tanto, é preciso demonstrar que todos os axiomas do sistema S2, sdo vélidos
nesta classe de frames e que as regras de inferéncia preservam a validade.

Definicao 7.1.1 Classe de frames F'.

Seja F a classe de frames F' = (W, ~, &, ~;, A), onde W = Rx C, A C
W, as relagbes ~;,=s; sdo relagoes de equivaléncia e ~; € o fecho transitivo
sob estas duas primeiras, conforme a definicdo 6.1.1. Ou seja, F € a classe de
frames de subprodutos fechados de duas dimensoes onde as rela¢ées originais
sao relagoes de equivaléncia.

Lema 7.1.2 Seja M wm modelo sobre F' € F.

65



Para toda férmula bem formada (f.b.f.) « e f € L2, e todo i,j =
1L,2,...,m:

1 ME (HianH(a— B)) — Hp

2 MEHoa—a

3 M= H;a— H;Hia

4 M| -H;a — Hi~H;a

5 M (ViaAVi(a— B) = VB

6 MEVia—a

7T MEVia— ViV

8 M= —-Va— Vi~V

9 Mk (Ko A Kila— f8)) — Kif8

10 M =Ko — «

11 M E Ko — KK«

12 M | -K;a — Ki~Ka

13 M | H;Va + V;Ha

14 M = -H;~V,a — V,;=H;~«

15 M = ~Vi~Hjo — Hi=Vi-o

16 M = Hia « AN Hia

17 M | Via & ANV

18 M | Qia & Hia A Vicw

19 M = Ko < QKo

20 M E Ki(a — Q;a) = (a — Ka)
Prova do Lema 7.1.2.

1 Se [M, (r,c)] E (Hia A Hi(c — f3)), entdo para todo estado (r/,c') tal
que ((r,¢) =~ (r',)) temos [M, (r',d)] E ae [M,(r,d)] E a — B.
Se [M, (r',d)] Eae[M,(r,d)] E-aVp(a—f=-aVp),entdo
[M, (r', )] |= B, para todo (7', ¢'). Portanto, [M, (r,c)] = H:B-
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2 Se [M, (r,c)] = H;a, entdo para todo (r',c') tal que ((r,¢) ~; (r',c)),
[M, (', )] &= a. Uma vez que ~; é reflexiva, segue que ((r,c) ~ (r,¢)).
Logo, [M, (r,c)] |- .

3 Suponha que [M,(r,c)] E H;o. Considere um estado (r',c) tal que
((r,e) =~ (', c)) eum (", ¢") tal que ((r', ) =~ (r”,")). Uma vez que
~; é transitiva, entdo ((r,c) ~4 (r”,c")), e portanto [M, (r",c")] = .
Se temos [M, (7", ¢")] = a para todo (7", ¢") tal que ((r', ¢') ~; (", ")),
entdio [M, (r',c)] | Hio. Assim, para todo (v/,c) tal que ((r,c) ~;
(', ), temos [M, (', )] = H;a. Logo, [M, (r,c)] = H;H;a.

4 Suponha que [M,(r,c)] = —H;o. Entdo, existe algum (r/,¢') tal que
((r,c) =~ (r',)) e [M,(r',)] E —a. Suponha que existe (r”,c")
tal que ((r,c) ~ (r",c")). Uma vez que ~; é simétrica, segue que
((r",c") ~4 (r,¢)). Como ((r,c) =~ (',c)), e ~ é transitiva, temos
também que ((r”,c") ~; (', ). Segue que [M, (r",")] | =H;a, para
todo (r”,c"). Logo, [M, (r,c)] | Hi~H;.

Uma vez que ~; e ~; também sdo relagbes de equivaléncia, as provas
de 5,6, 7,8 e9, 10, 11, 12 sdo andlogas as provas 1, 2, 3, 4 acima.
Como 13, 14, 15 s8o os axiomas de Shehtman e Gabbay para o pro-

duto de l6gicas pseudo-transitivas ou fechadas, as provas de corretude
e completude podem ser encontradas em [33].

16 Segue direto da regra seméantica 7, definigdo 6.2.4.
17 Segue direto da regra seméntica 8, definigao 6.2.4.
18 Segue direto da regra seméntica 9, definigdo 6.2.4.

19 Para provar que M | K;a « Q;K;a é vélido, provaremos que M =
Ko — ;Ko e M = QKo — Ko

M E Ko — @;K;a (diregdo —). Suponha que [M,(r,¢)] E K.
Uma vez que ~; é, por definicdo, o fecho transitivo sob a unido de ~; e
rs;, é fécil checar que [M, (1, ¢)] = Ko — Q;a. Portanto, substitutindo
a por K;a, temos que [M, (r,¢)] E K;K;oo — QK. Pelo axioma 11
(cuja validade j& provamos) temos também que M = K;o — K;K;o.
Entdo, temos [M,(r,c)] & K, [M,(r,c)] E Ko — KKoe
M, (r,c)] E K;K;a — Q;K;a. Consequentemente, podemos aplicar
modus ponens duas vezes ! e concluir que [M, (,c)] | Q: Ko

Veja a prova do lema 7.1.3 para a validade da regra modus ponens
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M E Q:K;a — K;o (diregdo «). Suponha que [M, (r,c)] E QiK;c.
Entéo, [M, (r,c)] E H;K;a e [M,(r,c)] E ViK;a. J4 que as relagdes ~;
e =; sdo reflexivas, concluimos, para ambos os casos, que [M, (r,¢)]
K;a. Logo, M | Q;Kia — K.

20 Suponha que [M, (r,¢)] E Ki(a — Qi) e [M, (1,¢)] = @. Uma vez que

A

~; é reflexiva, entdo [M, (1, c)] = (o — Q;a). Como [M, (r,c)] E (o —
Qi) e [M, (r,0)] E a, temos [M, (r, ¢)] E Qic, isto é, [M, (1, ¢)] E H;x
e [M, (r,¢)] E Via. Usando o axioma 19, provado no item anterior, se
M, (r,c)] E Ki{la — Qia) entdo [M,(r,c)] E Q:iKi(a — Qia), e
portanto [M, (r,c)] = H;K;(a — Q.a) e [M, (r,¢)] |E ViKi(a — Q).
Logo, seguindo a diregdo horizontal, para todo (7, ) tal que ((r,c) ~
(r',d)) temos [M, (r',d)] E Ki(a — @Q;a). Sabemos também que
[M, (r,¢)] E H;a e, portanto, podemos concluir que [M, (r', )] E a.
Da mesma forma, para todo (r”,c”) que é verticalmente alcancével de
(r,¢), temos [M, (v",c")] E Ki(a — Qi) e [M,(r",")] = . Logo,
para todo (', ) e (r”, ¢") que é alcangdvel em um passo a partir de (7, ¢)
podemos refazer o raciocinio e sempre concluir o para qualquer outro
estado que € alcancavel horizontalmente ou verticalmente a partir de
(r',c") ou (v, c"). Portanto, por indugdo, para todo (r;,c;) alcancédvel
partindo-se de (r, ¢) num caminho de passos horizontais e/ou verticais,
temos [M, (15, ¢;)] |E o Logo, [M, (r,c)] E K.

‘Lema 7.1.3 Para toda férmula bem formada o e B € L2, e todo i =
1,2,...,m:

1SeMEaeMpEa—f, entio M =0

2 Se M = a, entio M |= Hia

3 Se M = a, entdo M =V«

4 Se M k= «a, entio M | K«

Prova do Lema 7.1.3.

1 Suponhaque M Ea, M Ea— feM W= (. Umavez que a — = —(aA

=), segue que M = —(a A =) se e somente se M (= o A =f. Temos
também, por hipStese, que M |= a e M | =0, ou seja, M = a A —f,
o que é uma contradigdo. Logo, M |= 5.
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2 Suponha M | ae M [~ Hio. Entdo, M = ~H;a, isto é, existe um estado
(r', ) tal que (r,c) ~; (r',c) e [M,(r,c)] E —«, o que contradiz a
hipétese de que a é verdadeira em todos os estados de M, M | «.
Logo, M |= H;c.

3 Aniélogo ao ftem 2 para V;a.

4 Anélogo ao ftem 2 para K;a.
A
Teorema 7.1.4 Todo teorema de S2, é valido na classe de frames F.

Prova do teorema 7.1.4.
E preciso provar que:

1. Todo axioma de S2, é valido na classe de frames F.

2. As regras R1 a R4 preservam a validade na classe de frames F.

Na verdade, 1. e 2. seguem diretamente dos lemas 7.1.2 e 7.1.3, respec-
tivamente.

A

7.2 Modelos Finitos para S2,

Para provar a completude de S2, é necessdrio mostrar que toda férmula vélida
na classe de frames F é um teorema de S2. Ou, de forma equivalente, é
preciso provar que para toda férmula ¢ SZ-consistente existe um modelo
baseado em um frame F' € F que satisfaz .

Na verdade, vamos provar que S2, tem a propriedade f.m.p., ou seja,
mostraremos que para toda f.b.f. ¢ € L2 é possivel construir um modelo
finito que satisfaz ¢.

Considere novamente a classe F de frames F' = (W, o, &3;, ~;, A), onde
W =RxC, ACW e as relacgOes originais ~, =; sdo de equivaléncia.

Logo, precisamos:

1. Construir uma espécie de modelo canénico finito baseado numa f.b.f.
qualquer ¢ € L2;;

2. Provar que ¢ é verdadeira em algum estado deste modelo finito, ao qual
chamaremos de ¢-modelo;
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3. Provar que o frame do @-modelo estd na classe F, isto é, que o frame
do p-modelo ¢ reflexivo-transitivo-simétrico para as relagoes candnicas
e que corresponde a um frame de um subproduto fechado.

A seguir, definimos o modelo candnico finito para ¢, o ¢-modelo, e entao
provamos os lemas 7.2.5 e 7.2.9 que correspondem a 2 e 3 acima.

O p-modelo finito é, de fato, baseado nas subférmulas de ¢, porque,
para produzir um modelo que satisfaz ¢, s6 precisamos considerar os valores-
verdade para suas subférmulas.

Definigao 7.2.1 Subférmulas de ¢ € L2,.
Considere p € L2,. Seja Sub(p) o conjunto {a|a é uma subférmula de
v}, mais as férmulas:

1 A A H;o para cada subférmule Hyo de ;
2 A AV;a para cada subformula Via de @;

3 H;a A Via para cada subformula Qo de @;
4 Q;K;a para cada subférmula K;a de .

Seja Subt () o conjunto Sub(p) U {—ala € Sub(p)}.

Definigao 7.2.2 Congunto p-mazimal S2,-consistente.
Um conjunto T de f.b.f. € p-mazimal S2-consistente se e somente se
' C Sub™(yp) e:

1. Para toda oo € Sub(yp) ou a € I' ou -~ € T (p-mazimalidade);

2. Sel' = {v1,...,7a} entdo ndo ocorret —(yiA...7) (S2-consisténcia).

Definigao 7.2.3 o-frame finito.
Seja F» = (W9, ~f =2 ~* A®) o p-frame finito para o f.b.f. ¢ € L2,
onde:

1. W% contem todos os conjuntos p-mazimais S2,-consistentes;
2. As relagdes para w e w' € W9 sdo:

1 (w~fv') e Vo(Hia € w e Hia € ')
2 (wafw') e ValViaew e Viacw')

3 (w~f w) & (ww) € (=f U=f)* onde (= U ~?)* denota o
fecho transitivo sob a unido de ~¢ e &
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4 A°(w)e Acw

Definigao 7.2.4 @-modelo finito.
O p-modelo finito M¥ para ¢ € L% é um par M¥ = (F'?,v®) sobre F¥
onde, para cada p € Prop = Propg U Propy, w € v*?(p) & p € w.

Lema 7.2.5 Truth Lemma.
Seja @ uma f.b.f. em L2,. Para toda o € Sub(yp), e todo w € W? : a €
w e (M?,w) = a.

Prova do lema 7.2.5,

A prova é por indug¢io no comprimento das subférmulas a € Sub(y).

Hipétese de indugao: para toda subférmula o € Sub(yp) com |a| < n vale
o lema 7.2.5.

Provamos que o lema vale para a base (o € Prop) e entdo que também
vale para |a| =n+ 1.

1. Base: a =p € Prop.

(M? w) =p < w € v¥(p) satisfazibilidade
Spew definicao do p-modelo

2. Conjuncao: a A .

(M?w)EaAfB & (M?%w)Eae (M?w)Ep satisfazibilidade

SacwefEw hipdtese de indugdo
Swhkaewkf 8?2 -consisténcia de w
SwhkaAp

Sahfew 82 -consisténcia de w

3. Negacao: —a.
(M?,w) E—a < (M?w) o satisfazibilidade

Sad¢w hipétese de indugdo
&S Ew p-mazimalidade de w

4. Horizontal: H;o.

(M?,w) E Hiao < Vu'((w=~fw)= (M?w) ) satisfazibilidade
& Vo' (w =~=f w') = a € w') hipdtese de indugio
S Hioew proposicdo 7.2.6

71



10.

Vertical: V;a.

Anélogo ao item anterior.

Bidimensional: K;c.

(M?,w) | Ko

Restricao: A.

(M?,w) = A

& V' ((w ~F w') = (M?,w') | o)
< V' ((w ~f ') = aew)

@Kiaé’w

S we AY
S Aew

Horizontal restrito: H;c.

(Diregéo =)
HiOé cw

(Diregéo <)
(M?,w) = H;

=AANHacw

=whkAAHuo
swkAewh Ha
=AcweHacw

= (M?,w) = A e (M?w) = Ho
= (M¥%,w) = Hia

= (M?,w) F A e (M%w) = Ha
=>AcweHacw
swkAewlr Ha

= whk Hx

= Hiacw

Vertical restrito: V;a.

Anélogo ao ftem anterior.

Passo interdimensional: Q;«

(Diregéo =)
Qi € w

= HiaANV,a€ew
= wk HoaAVa
swk Haewhk Via
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hipdtese de inducdo
proposi¢cao 7.2.6

satisfazibilidade
definicao de A?

definicao 7.2.1
82 -consisténcia de w

82 -consisténcia de w
itens 4 e 7
satisfazibilidade

satisfazibilidade
itens 4 e 7
S2 -consisténcia de w

azioma 16
&2 -consisténcia de w

definicdo 7.2.1
82 -consisténcia de w



> HoaocweViacw 82 -consisténcia de w
= (M?,w) = Hia e (M?,w) | Vi itens 8 e 9
= (M?,w) E Q;a satisfazibilidade
(Diregéo <)
(M?w) = Qi = (M?,w) = Hia e (M?,w) = Via satisfazibilidade

= HoacweViacw itens 8 e 9

= whk Hioewhk Via S2 -consisténcia de w
= wtk HaA\Via

= wF Qi axioma 18

= @Qxcw 82 -consisténcia of w

A

Proposicao 7.2.6 Para todo w e w' € W¥:
1. Hiaew s Yu'(w~f w') = acw);
2 Via € w e Yo' ((w~f w') = aew');
3. Kixewe Vo ((w~fuw)=acw).
Prova da Proposicao 7.2.6

1. Hia € w s Yo' ((wf w') = a € w').
(Diregio =) Hia € w = V' ((w ~f w') = a € v').
Suponha H;a € w e ndo é o caso que V' ((w ~f w') = o € w'):
= Jw'-((w ~f w') = o € W)

= Jw'-(=(w ~¢ ') ou a € w')
= Jw'((w ~f w') e ~a € W)

Pela definigio de ~¥, junto com a hipétese que H;o € w, temos

também:
= Hya € w' definicio de ~7
= w + Ha 82 -consisténcia de w'
=uw'Fa axioma 2
=>acuw 82 -consisténcia de w'
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Mas, como w’ é um conjunto p-maximal S2-consistente, =@ € w' e
a € w' é uma contradigao.

Assim sendo, de H;a € w, concluimos Vu/((w ~f w') = a € w').
(Direcio <) Vo' ((w =f w') = a € w') = H;a € w.

SuponhaVw'((w ~¥ w') = o € w') e ndo é o caso que H;a € w. Logo,
dado que w é um conjunto @-maximal S?-consistente, ~H;x € w.

Mostramos no lema 7.2.8 que se ~H;o € w = Jw'((w ~f w') e ~a €
w’). Contudo, por hipétese, Vw'((w ~f w') = a € w'). Logo, temos
—a € w' e a € w, o que é uma contradigdo, porque w’ é um conjunto
p-maximal S2-consistente.

Consequentemente, de Vw'((w ~f w') = « € w') conclufmos H;o € w.

. Via € w e V' ((wf w') = a € w').

Anélogo ao ftem anterior.

. Ko ew e Vo' ((w~Fw) = acuw).

Considere as seguintes abreviacoes:

hyor := - H;—a

v = Vo

G = ~Qimar

ko == —K;—o

Portanto, damos a prova para:

ki€ w << Fw'((w~Fw')eaew)

(Direcio <) ' ((w ~f w') e ¢ € w') = ko € w.

A prova é por inducio no comprimento n do caminho entre w e w'.
Seja {wo, w1, Wa, . .., Wy}, onde w = wp, W = wy, um caminho entre w
e w' tal que (w; ~¢ wiy1) ou (w; ¢ wiyq), para todoi=0,...,n—1.
Suponha que Jw'((w ~F w') e & € w') = k;o € w, para uma sequéncia
{wo, w1, wa, ..., w,}, onde w = wp, W = wy,, e n < k.

Para n = 1:

' (w ~F w') e a€w)
= Jw' (((w ~f w') ou (w =¥ w')) e a € w') definigdo de ~;

= h;a € w ou v;ax € W definicies de ~f e ~¥
= w F hyo ou w F v 82 -consisténcia de w
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= wk haoVya

= w b g« axioma 18

= whk ko teorema K;a — Qo

= ko €w SZ,-consisténcia de w
Para n = k+1, existe uma sequéncia {wo, . . . , W, Wet1 } tal que (w; ~F
wir1) ou (w; =¥ wiyq), paratodoi =0,...,k, onde w = wp, W = W41,
ea€w.

Como no caso de n = 1, para os dois dltimos {wg, wey1}, temos que
h;a € wg ou v € wy. Pela hipdtese de indugdo, para a subsequéncia

{wo, ..., wy}, a proposigio vale. Entdo, concluimos:

{wo, ..., Wk, W41}, onde w = wp, W = w41 e @ €W
= k;h;a € w ou kv, € w hipétese de indugao
= wF kh;a ouw - ko 82 -consisténcia de w
= wk khaV kva
= w F kiga axioma 18
= wlk ko axioma 19
= ko € w 82 -consisténcia de w

(Dirego =) ki € w = Fu'((w ~f w') e a € W').

©

Definicao 7.2.7 Seja a relacao ~; como seque:

(w~fu') & Va(Koa ew s aew).

O que queremos provar segue imediatamente de:

A khoew=Fw(w~fv)eaecw)

3
B : ~fCn;

A prova para A é idéntica a do {tem 1.

Para a prova de B, suponha que (w ~f w'). Comow € W? e w' € W?
s&o conjuntos p-maximal S2-consistentes, suas conjungdes também séo
conjuntos finitos de férmulas em LZ,. Sejam ) e w' as conjuncdes de
férmulas em w e w’, respectivamente.

Considere o conjunto V = {v | w ~} v} de estados alcangdveis a partir
de w em caminhos finitos de passos horizontais e/ou verticais, isto §é,

A : ~P P
todas as sequéncias {wo, ..., w,} tais que (w; ~f wiy1) ou (w; ~F
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Wiy1), para todo i =10,...,n—1, e w = wy, v = wy. Seja vy a disjungéo
de tais estados, ¥ =/, 9. Vamos mostrar que w' € V.

Note que v A ¢;—y é inconsistente com w, caso contrario v A giw” seria
consistente para pelo menos um estado w” ¢ V| o que significaria que
oA q,-u;” seria, consistente para pelo menos um v € V, e portanto que
(v ~F w"), o que implicaria em w” € V, o que nédo ocorre.

Portanto, v — )y é consistente. Pela regra de generalizagdo de Kj,
temos que F K;(y — Q). Pelo axioma 20, temos entdo - v — Kyy.
Como w € V, entdo F w — -y, e consequentemente - W — K.
Pela defini¢do de ~¥, temos que 0 A k;w' é consistente, e segue que
W A k;(w' A y) é consistente também. Mas isso significa que para um
dos  da disjuncdo v, w’ Ay é consistente. Comos w’ € v sdo &tomos,
w’ = v e portanto w’ € V.

A
Lema 7.2.8 Considere MY = (W¥,~f =¥ ~*¥ A? v*) 0 p-modelo finito.
1. Se ~H;a € w, entdo existe um v tal que (w ~¥ v) e = € v.

2. Se =V € w, entdo eviste um v tal que (w ~¥ v) e na € v.

Prova do lema 7.2.8

A prova é a andloga para ambos os {tens, entdo vamos provar somente
para Ho.

Suponha que —H;a € w. Vamos construir um v tal que (w ~f v) e
- € 0.

Seja v = {~a} U{Hyp | Hp € w}.

Provaremos que v’ é consistente. Logo, é suficiente tomar qualquer ex-
tensdo @-maximal S2-consistente de v’ como o conjunto v que estamos pro-
curando. Por construgio, v serd um conjunto p-maximal S%-consistente tal
que (w =~ v), ou seja, para todo 9, se H;1p € w, entdo Hyh € v, e ~a € v.

Agora, é preciso provar que v’ = {—a} U {Hp | Hib € w} é consistente.

Suponha que v’ é inconsistente. Entéo, existem )y, ..., %, tais que:
1. F(HapA...NHpb,) — def. de consisténcia
2. FH;((Hap A...NHphy,) — ) generalizacdo H;
3. FH;(Hppi A...ANHgap,) — Hi azioma 1
4. FHHpph A ANHiHppy — Hi(Hipi Ao N Hitpn)
6. FHuY1A...ANHup, — Hiax azioma 8
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Como Hypy A. .. NHp, € w, entdo H;o € w. Mas, por hipdtese, também
temos que ~H;a € w, o que é uma contradi¢do, porque w é um conjunto
p-maximal SZ-consistente. Consequentemente, v’ é consistente.

A

Lema 7.2.9 O frame finito F¥ pertence a classe F.

A O frame F?¢ é reflexivo-transitivo-siméltrico para ~¥, =¥ e ~j}.

B O frame F¥ corresponde a um frame de um subproduto fechado.

Prova do lema 7.2.9, parte A.

E f4cil verificar que as relagoes ~¥ e ~¥ sdo, por definicéo, relagoes refle-
xivas, transitivas e simétricas, entdo F? é reflexivo-transitivo-simétrico para
ambas ~f e ~¢. Dado que ~} é o fecho transitivo sob ~f e =¥, entdo F¥
também é reflexivo-transitivo-simétrico para ~7;.

Prova do lema 7.2.9, parte B.

Como dissemos anteriormente, se as relacoes de possibilidade s&o definidas
como relacdes de equivaléncia, entdo 16gicas polimodais como Ly e Ly sao
axiomatizéveis por S5, [20].

Sabemos que, pelos resultados apresentados no capitulo 5, o produto
S5, X 8b,, é comutativo, e portanto a légica resultante é axiomatizada por
[S5m, SBim)-

Neste caso, o sistema axiomético [S5y,, Sbn,| é constituido dos seguintes
axiomas e regras:

Axiomas.
0 Todas as tautologias do célculo proposicional
1 (Hia AHi(a — B)) — HiB
2 Fz-cv — o
3 Hia — ﬁiﬁia
4 -Ho — Fi—lﬁia
5 (Via AVi(a— B)) = V.
6 Via —
7 Via — V,V,o
8 ~Via— Vi~Via
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13 ﬁivja — Vj]_'{—ia

14 —-—ffi—v—vja — Vjﬁﬁi—ua
15 —-Vpﬁja — Fj—'Vi—ra
ondei,j=1,...,m.

Regras.
RO De I « derive toda substituigao uniforme para «
R1 De b a,a — [ derive f (modus ponens)
R2 De | « derive H;a (generalizagdo horizontal)
R3 De | « derive V;a (generalizacdo vertical)

Além disso, como a légica de S§5,, é candnica, pela proposi¢ao 5.3.8, o
produto S§5,, X §5,, é canodnico.

Logo, o subframe FY = (W%, ~¥ x¥f) do frame F?, constituido apenas
das relagoes horizontais e verticais, € um frame produto.

Portanto, para provar que o frame F° é um subproduto, restaria mostrar
que a relagdo candnica do fecho ~} estd bem definida, ou seja:

Ko € w e Yu'((w ~f w') = a ).

Mas isto ja foi provado no item 3 da proposicdo 7.2.6.

A

7.3 Model-Checking

Em geral, o problema de verificar se uma férmula ¢ é verdadeira num frame
de Kripke é conhecido como model-checking problem. Apresentamos uma
prova de que, para toda f.b.f. ¢ € L2, é possivel construir um modelo finito
M¥ que satisfaz . Como M¥ é finito, entdo existe um procedimento efetivo
para checar se ¢ é verdadeira em M¥. O préximo passo seria, entdo, verificar
a quantidade de recursos, tempo e/ou meméria, necessarios para decidir se
a formula é verdadeira.

Proposigdo 7.3.1 Seja uma férmula ¢ € L2, | @ | 0 comprimento de ¢ e
| We || o tamanho do frame F*¥.

Eziste um algoritmo que, dado o modelo M¥ sobre o frame F¥ e um
estado w € F¥ determina, num tempo O(|| W¢ || x | ¢ |), se M? = .

78



Prova. Sejam ¢, ..., @, as subférmulas de ¢ ordenadas por tamanho,
ou seja, @, = @ e se @; € uma subférmula de ¢; entdo ¢ < j. Existem no
maximo | ¢ | subférmulas de ¢, logo temos que 1 <| ¢ |. Podemos rotular
cada estado em M¥? com ¢; ou —p;, dependendo se y; é verdadeira ou ndo
em w, e isto pode ser feito num tempo O((n + ¢)x || W¥ ||), onde ¢ é uma
constante que se refere ao tempo adicional para rotular as subférmulas com
os operadores modais.

A
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Capitulo 8

Loégica Bidimensional para
Conhecimento Comum
Concorrente

Sabemos que o conhecimento comum requer agGes simultdneas e portanto
nao pode ser alcangado durante a execugao de um algoritmo distribuido num
sistema, assincrono, onde tais a¢bes ndo sdo possiveis. Assim sendo, procura-
mos identificar outros conceitos de conhecimento em grupo que capturassem
as caracteristicas do modelo para sistemas assincronos descrito no capitulo
3.

Encontramos no conhecimento comum concorrente o tipo de acordo pro-
curado, ou seja, um tipo de conhecimento em grupo alcangavel em ambientes
assincronos. Vimos também que uma seméntica formal para conhecimento
comum concorrente foi definida em [31], porém néo foi apresentado um sis-
tema axiomaético correspondente.

Com a nova abordagem que propomos de interpretar os pares de estados
(r,c) - execugdo assincrona 7 e corte consistente ¢ - sob uma perpectiva bidi-
mensional, como o produto de duas logicas modais, a avaliagdo das férmulas
da linguagem do conhecimento comum concorrente torna-se natural, em con-
sequéncia da propria defini¢do semantica. Por exemplo, a interpretagao das
férmulas que envolvem o operador F; no contexto de uma légica bidimen-
sional é direta: a férmula P« significa que existe um corte indistinguivel
sob o ponto de vista do agente 4, na mesma execucdo, onde o é verdadeira.
Logo, o operador F; corresponde, de fato, ao dual do operador V; da légica
bidimensional de conhecimento.

Desta forma, propomos uma, axiomatizagéo do conhecimento comum con-
corrente: o sistema C2,, que é, na verdade, uma extensio do sistema S2
apresentado anteriormente.
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Neste capitulo apresentamos o sistema C2, e as respectivas provas de cor-
retude e completude. Introduzimos uma interpretacao grafo-tedrica do co-
nhecimento comum concorrente que € crucial para a prova de corretude de
C2 . Para ilustrar, terminamos com alguns exemplos de conhecimento comum
concorrente.

8.1 Incorporando Conhecimento Mituo
Concorrente e Conhecimento Comum
Concorrente

J& temos todos os elementos para definir uma légica bidimensional para co-
nhecimento comum concorrente. Para tanto, vamos reunir aqui tudo o que
foi dito até entdo sobre seméntica bidimensional para sistemas distribuidos
assincronos e conhecimento concorrente.

A linguagem da légica para conhecimento comum concorrente é a mesma,
da légica bidimensional de conhecimento acrescida dos operadores Fg, para,
conhecimento mutuo concorrente, e Cg, para conhecimento comum concor-
rente. A 1égica bidimensional para conhecimento comum concorrente é defi-
nida como segue.

Definigao 8.1.1 Ldégica Bidimensional para Conhecimento Comum Concor-
rente LC2,.

Seja a l6gica LC2, o menor conjunto de férmulas bem formadas contendo
a constante A, o conjunto de primitivas Prop = Propyg U Propy, fechado
sob negacao, conjungdo e os operadores modais H;, V;, K;, Ec e Co onde
1=1,...,m.

A defini¢do de satisfazibilidade em LC? é a mesma de L2, acrescida de
trés regras para os operadores F; (na realidade o dual de V;), E¢ e Cg,
conforme abaixo.

Definig¢ao 8.1.2 Satisfazibilidade em LCZ,.

Seja F = (W, >, 75, ~;) um frame para LC?, e seja M wm modelo sobre
F. Uma férmula o € LC?, é verdadeira em [M, (r,¢c)], [M, (r,¢)] | «, para
(r,c) e W = R x C, quando:

1. [M,(r,c)] Ep< (r,c) € u(p), onde p € Prop;
2. [M7 (T,C)] FaABe [M(rcFae [M) (T>C))] '=:6;
3. [M,(r,0)] & —~ae [M,(rc)] i a;
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© %2 N S =&

10.

11.
12.
13.

[M, (r,)] | Hioe & (', ){((r,0) 2% (', ) = [M, (', )] |F a};
(M, (r,0)] |= Vi & (', ){((r, ) =i (r', ) = [M, (', ¢)] | a};
M, (r,e)]EAS (r,e) e ACW =RxC;

(M, (r,0)] k= Hiae < [M, (r,c)] |F A e [M, (r,0)] = Hic

[M, (r,0)] k= Vi & [M, (r,c)] = A e [M, (r,¢)] | Viey

(M, (r,0)] |= Qi & [M, (r,0)] = Hicx € [M, (r, )] | Vioy

[M,(r,0)] E Kia < [M,(r,0)] E A eV, ) {((r,c) ~; (+',c)) =
[M, (r',c)] E a};

[M, (r,¢)] = R < [M, (r,0)] | ~Vima;
[M, (r,0)] | Eca & [M, (r,0)] = \ KiFio;
[M, (r,c)] E Coa < [M,(r,c)] E ELa para todo k > 1.

8.2 Sistema Axiomatico C2

Uma axiomatizagdo da légica bidimensional LC? ¢ dada pelo sistema S2,
(apresentado no capitulo 6, segdo 6.3) acrescido dos axiomas para conheci-
mento mutuo concorrente Fg, e conhecimento comum concorrente Co. A
este novo sistema damos o nome de CZ,.

Portanto, considere C2, o sistema axiomético para a légica bidimensional
de conhecimento comum concorrente, LCZ,, constituido dos seguintes axio-
mas e regras.

Axiomas.

0 Todas as tautologias do célculo proposicional

1 (Hiao A Hi(a — B)) — Hf

2 Hiao— a

3 Tﬂ-a — ﬁiﬁia

4 ﬁﬁ,,;a — ﬁi—'—ﬁia

5 (Via AVi(a— B)) — VB

6 Via — «
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7 Via — ViV

8 -Via — Vi-V,a

9 (Kya A Ki(a— ) — K

10 Ko — o

11 Ko — KKt

12 - Ko — K- Ko

13 ﬁiVja — Vjﬁia

14 -vﬁi—rvja — Vj—'ﬁi—-a

15 _'Vi—‘ﬁja — Fj_'Vi_la

16 H;a < AN H;o

17 Via =« ANV

18 Qo « H;a A Vo

19 Ko« Q; K«

20 K;(a — Qo) — (o — Ko)

21 P« Vi«

22 Eca «— N\ K; P

23 Coa « Bo(a A Cea)

ondei,j=1,...,m.
Regras.

RO De I « derive toda substituigdo uniforme para o«
R1 De F a,a — B derive § (modus ponens)

R2 De I « derive H;a (generalizagdo horizontal)
R3 De I a derive V;a (generalizacdo vertical)

R4 De I a derive K;a (generalizagao bidimensional)

R5 De b o — Eg(a A B) derive a — Cef (regra da indugdo)

IEste axioma é obtido dos axiomas 19 e 20.
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8.3 Corretude para CZ

Vamos provar a corretude do sistema C2, em relacio & classe de frames que
correspondem a subprodutos fechados de l6gicas modais S5,,. Como vimos
anteriormente, é preciso demonstrar que todos os axiomas do sistema séo
validos nesta classe e que as regras de inferéncia preservam a validade.

Repetimos a seguir a definicdo da classe de frames para a qual desejamos
provar a corretude de C2, e a seguir enunciamos e provamos os dois lemas da
corretude.

Definigao 8.3.1 Classe de frames F'.

Seja F a classe de frames F = (W, 02, =%, ~;, A), onde W = Rx C, A C
W, as relagbes ~;,=; sdo relacdes de equivaléncia e ~; é o fecho transitivo
sob as duas primeiras, conforme a defini¢do 6.1.1. Ou seja, F é a classe de
frames de subprodutos fechados de duas dimensdes onde as relagdes bdsicas
sao relacoes de equivaléncia.

Lema 8.3.2 Seja M um modelo sobre F.
Para toda férmula bem formada (f.b.f) «a e B € LCZ, e todo 1,5 =
1,2,...,m:

1 M (H;a A Hi(a— B)) = Hf
2 MEHa—a

3 M| Hia — H;H;o

4 M| -H;a — Hi~H;x

5 ME (ViaAVi(a— B)) — VB8
6 MEVia—«a
TMEVia—VVa

8 M= —-Va— V-V

9 M E (Ko A Ki(a— B) — K8
10 M = Ko — «

11 M = Ko — K; Ko

12 M = -K;a — K~ Ko
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13 M = HV o+ V;H

14 M }= -H;~V,a— V;~H-a
15 M = -V;-H;ja — Hj=V;~«a
16 M = Hya +» AN Hia

17 M EVia > ANV

18 M E Qia + Hia ANV

19 M E Ko < QK

20 M E Ki(a — Qi) — (a — Kia)
21 M E Pa < -V«

22 M E Eca < \ K;Pa

23 M | Coa < Eg(a N Coa)

Prova do Lema 8.3.2.

As provas para os ftens 1 a 20 foram dadas no capitulo 7, segdo 7.1. Os
itens 21 e 22 seguem imediatamente das regras semanticas 11 e 12, respecti-
vamente.

Portanto, falta apenas o ftem 23: M | Coa < FEg(a A Coa).

Para a prova do item 23, utilizamos uma caracterizagdo grafo-tedrica de
conhecimento comum concorrente, no sentido que propomos pensar no conhe-
cimento concorrente em termos de pontos alcangiveis e caminhos tragados
por estes pontos. Tal caracterizagéo é enunciada na Proposicao 8.3.4 adiante.
Primeiramente, apresentamos algumas definicoes.

Considere Wx o conjunto de pontos (r,c) tal que M, (r,c) E A. Sejam
w,w , W, w, € Wa,n > 0.

Definimos a seguir um ponto w’ como sendo, respectivamente, K;-
alcancével, V;-alcancével, K;V;-alcangdvel e KV-alcancgavel a partir de w em
n KV -passos.

Definicdo 8.3.3 Kj-alcancdvel, Vi-alcancdvel, K;V;-alcan¢dvel e KV -
alcancgdvel em n KV -passos.

1. w' é K;-alcancdvel a partir de w se e somente se w ~* w';
2 )

2. w' € Vi-alcangdvel a partir de w se e somente se w =5} w';
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3. w' é K;V;-alcangdvel a partir de w se e somente se existe um w” tal

que w ~F w' e w"” ~F W'

4. w' € KV-alcangdvel a partir de w em n KV -passos se e somente se

existem pontos wy, Wy, . .., Wy tais que, w = wg, W = Wy, e para todo
J, 0 < j < n—1temos wiy € K;Vi-alcangdvel a partir de w;, 1 €
{1,2,...,m}.

Proposicao 8.3.4 Interpretagdo grafo-teorica de conhecimento comum con-
corrente.

a) M,w = Eqa se e somente se, para todo i € {1,2,...,m}:

para todo w' K;Vi-alcangdvel a partir de w, temos que M,w' = «;

b) M,w = ELa se e somente se, para todo i € {1,2,...,m}:

para todo w' KV -alcancdvel a partir de w em k KV -passos temos que
M, v E «

¢c) M,w |= Coa se e somente se, para todo i € {1,2,...,m}:

para todo w' KV -alcangdvel a partir de w em n KV -passos, para qual-
quer n > 0, temos que M,w' = a.

Prova da Proposicao 8.3.4.

A parte a) segue da defini¢do de conhecimento mtituo concorrente. Lem-
brando que M,w | E&'a & M,w | Eg(ELq), a parte b) segue direto
por indugdo em k. A parte ¢) é imediata a partir de b) e da definigdo de
conhecimento comum concorrente.

A

Vamos utilizar a caracterizagio grafo-tedrica do conhecimento comum
concorrente da proposi¢ao 8.3.4 para concluir a prova do lema 8.3.2.

23: M = Coa < Ec(a A Coa).

Direcao —:

Supor que M, w = Cea. Logo, M,w' = « para todo w' KV-alcangével a
partir de w em n KV-passos, n > 0. Em particular, se w” é KV-alcancével
a partir de w em um KV-passo temos que M,w” = o e M,w' | o para
todo w’ KV-alcancédvel a partir de w” em n KV-passos, n > 0. Portanto,
M,w" = a A Coa para todo w” KV-alcangével a partir de w em um KV-
passo. Logo, M,w | Ec(a A Cea).

Direcao

Supor que M,w = Ec{a A Coa). Seja w' KV-alcancével a partir de w
em n KV-passos, n > 0, e seja w” um ponto no caminho de w’ tal que w”
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é o primeiro ponto KV-alcangavel a partir de w em um KV-passo. Ja que
M,w | Ec(aNCea), segue que M, w"” = a ACga. Assim sendo, temos dois
casos: ou w' = w” ou w' é KV-alcancdvel a partir de w” em n KV-passos.
No primeiro caso, M,w’ |= @, uma vez que M,w"” | a. No segundo caso,
pela proposigdo 8.3.4 e o fato de que M,w" |= Coa, temos que M, w' = a.
Entéo, para todo w' KV-alcangével a partir de w em n KV-passos, n > 0,
temos que M, w’ |= a. Logo, M,w = Cga.
A

Lema 8.3.5 Para toda férmula bem formada o e 8 € LC2, e todo i =
1,2,...,m:

l1SeMEFaeMEa—pf, entio M =(

2 Se M | a, entdo M |= Ha

3 Se M |= a, entdo M |= Vo

4 Se M = «, entio M = K;a

5 Se M Ea— Ec(aNp), entio M |E a— Caf

Prova do Lema 8.3.5.
As provas dos itens 1 a 4 foram dadas no capitulo 7, secéo 7.1.

Segue entao a prova do ftem
5: Se M = a — Ec(aAf), entdo M = a — Cof

Supor que M, w E a — Eg(aAf) e M,w | a. Vamos provar por indugéo
em n que para todo w’ K'V-alcancédvel a partir de w em n K'V-passos, n > 0,
temos que M, w’ = a A f, e, portanto, que M, w = Co(a A f).

Caso n = 1.

Supor w’ KV-alcancédvel a partir de w em um KV-passo. Uma vez que
MwkEa— Ec(laAf)e M,w = aentdo M,w | Ec(a A B). Como w' é
KV-alcangavel a partir de w em um KV-passo, pela proposigao 8.3.4, temos
que M,w' = anp.

Cason=n'+ 1.

Se n = n'+ 1, entdo existe um w' KV-alcancdvel a partir de w em n’
KV-passos tal que w” é KV-alcancdvel a partir de w' em um KV -passo.
Pela hipétese de indugdo, temos que M, w' = aAf. O mesmo argumento do
caso base, n = 1, mostra que M,w"” = a A B, pois M = o — Eg(a A f).

A
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8.4 Completude para C2

O operador C¢ para conhecimento comum concorrente, assim como o ope-
rador para conhecimento comum, também ¢ infinitdrio se consideramos sua
definigdo como uma conjungdo infinita. Poderfamos pensar, entdo, que nao
¢ possivel caracterizé-lo através de um conjunto finito de axiomas. Porém,
a caracterizacdo do conhecimento comum concorrente através de ponto fixo,
conforme o axioma 23 do sistema C2,, além de correta, segundo o que j&
demonstramos, ¢ também completa, conforme provaremos a seguir. Neste
caso, mostraremos que toda férmula C2 -consistente é satisfativel em relagao
a classe de frames de subprodutos fechados.

Considere novamente a classe F' como a classe de frames do tipo F =
(W, ~24, 734, ~;, A), onde W = R x C, A C W, as relagles ~;, ~; sdo relagoes
de equivaléncia e ~; é o fecho transitivo sob as relagdes bésicas.

Para a prova de completude vamos construir modelos finitos. Ou seja,
vamos provar que C2, tem a propriedade f.m.p.

A demonstracéo é essencialmente igual & da secéo 7.2, faltando apenas a
prova para as férmulas contendo os operadores de conhecimento concorrente
E¢ e Cp. Portanto, vamos repetir as definicbes necessarias, com algumas
alteragoes, e apresentar as provas para Fg e Cg.

Definigao 8.4.1 Subférmulas de ¢ € LC2,.
Considere ¢ € LCZ,. Seja Sub(p) o conjunto {a|a é uma subférmula de
@}, mais as formulas:

1 A A H;a para cada subférmula Hyo de @;
2 A AV;a para cada subférmula Vio de @;
3 H,a AV, para cada subformula Qs;o de ;
4 Q; K« parae cada subformula K;o de ;
5 K;Pa para cada subformule Eca de p;
6 Ec(a A Cea) para cada subférmula Coa de .
Seja Subt () o conjunto Sub(p) U {—a|a € Sub(y)}.

Defini¢do 8.4.2 Conjunto p-mazimal CZ -consistente.
Um conjunto T' de f.b.f. € p-mazimal C2,-consistente se e somente se
I' C Subt(p) e:

1. Para toda o € Sub(p) ou a € T ou —~a € I' (p-mazimalidade);
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2. Sel'={m,...,m} entdo ndo ocorre - =(y1A...v,) (C2-consisténcia).

Definicao 8.4.3 ¢-frame finito.
Seja F? = (W9, ¢~ ~F A®) 0 @-frame finito para a f.b.f. ¢ € LCZ,
onde:

1. W% contem todos os conjuntos p-mazimal C2,-consistentes;
2. As relagdes para w e w' € W* sao:

1 (w=~fvw') e Va(Hia € w e Hio € )
2 (w=fw)evVa(Viaew e Viaew)

3 (w~fw) & (ww) € (=f + ~f)* onde (== + =)* denota o

fecho transitivo sob a unido de ~f e ~¥
4 A?(w)< Acw

Definicao 8.4.4 @-modelo finito.
O p-modelo finito M¥ para ¢ € LC? é wm par M¥ = (F?,v¥) sobre F'¢
onde, para cada p € Prop = Propg U Propy, w € v?(p) < p € w.

Lema 8.4.5 Truth Lemma.
Seja ¢ qualguer f.b.f. em LC2,. Para toda o € Sub(p), e todo w € W¥ :
acws (M?w) Ea.

Prova do lema 8.4.5.

Como vimos, a prova é por inducgdo no comprimento das subférmulas
a € Sub(p).

HipGtese de indugdo: para toda subférmula o € Sub(yp) com |a| < n vale
o lema 8.4.5.

Provaremos que o lema vale para a base (o € Prop) e entdo que também
vale para |a| = n+1. Os argumentos para os casos em que « é uma proposi¢ao
primitiva (caso base), uma conjuncdo, uma negacao, ou das formas H;o, V;c,
A, H;a, Via, Q;a ou K;a sdo idénticas as provas da secdo 7.2. A seguir, a
prova para os casos FEca e Coa. Vale lembrar que P é uma abreviagéo
para —V;—a.

1. Conhecimento miituo concorrente: Eqa € w < (M¥,w) E Fea.

(Direcéio =)
Eoaew = K;,Paew w é p-mazimal C2, -consistente
= (M*,w) = K;P,a item 6 do lema 7.2.5
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= (M?,w) = Eca  satisfazibilidade
(Diregéo <)
(M?,w) = Eca= (M?,w) = K;Pa satisfazibilidade, para todo i

= K,Paew item 6 do lema 7.2.5
= wt K;Pa« C? -consisténcia de w
= whk Ecx azioma 22

= Foa € w C2 -consisténcia de w

. Conhecimento comum concorrente : Coa € w < (M?,w) | Cea.
Diregéo (=): Coa € w = (M?,w) = Cea.
Vamos provar que:

(*) Se Ceca € w entdo, para todo w' K'V-alcangdvel a partir de w em
n K'V-passos, para qualquer n > 0, temos que @ € w’ e Coax € w'.

Pela hipétese de indugfo principal, temos o € w' < (M¥%,w') E «.
A proposicdo 8.3.4 garante que, para todo w’ KV-alcangével a partir
de w em n K'V-passos, para qualquer n > 0, temos (M¥,v') E a <
(M?,w) |= Coa. Logo, teremos provado Coa € w = (M?,w) k= Cea.

A prova de (*) é por por indugdo em n.

Caso base: n = 1.

Seja w' K'V-alcancével a partir de w em um KV-passo. Suponha que
Ceca € w. Entao:

Coacw = Eg(aNCpa) €w w € p-mazimal C2, -consistente
= (M?w) | BEc(a ACoa) item 1 acima
= aACeaew proposicdo 8.8.4
= w'FaACox C2 -consisténcia de w
s>uw'FtaewF Coa
=acw eCoacw C2 -consisténcia de w

Hipdtese de indugdo: n = n/

e Se Cca € w entdo, para todo w' KV-alcancdvel a partir de w
em n' KV-passos, para qualquer n’ > 0, temos que o € w' e
Coa e w'.
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Provaremos para n =n’ + 1.

Seja w" KV-alcancgdvel a partir de w em n’ +1 KV-passos. Entao
existe w’ tal que w’ é KV-alcan¢ével a partir de w em n’ KV-passos e
w” é KV-alcangdvel a partir de w’ em um KV-passo. Pela hipétese de
indugdo, ambos o € w' e Coa € w'. O mesmo argumento usado para o
caso base pode entdo ser usado para mostrar que o € w” e Coa € w".

Diregéo («<): (M?¥,w) | Coa = Cea € w.

Suponha (M?, w) |= Coa. Como w € W¥ é p-maximal C2 -consistente,
a conjuncao das subférmulas em w também é uma férmula finita em
LC2. Seja 1 a conjuncio das férmulas em w.

Considere o conjunto V' = {v € W¥|(M¥,v) = Cca} de estados que
satisfazem Cga. Seja 7y a disjungo de tais estados, v = \/, o, 0. Como
V ¢é finito, entdo «y é uma férmula de LC2 e pode ser vista como a
formula que caracteriza os estados onde Cpa é verdadeira.

Observe que v — Fg(a A7) é C2-consistente, portanto, temos que
v — Ec(aAvy). Pela regra da inducdo R5, temos entdo - v — Cgor.
Como w € V, entdo - W — v, e consequentemente - 0 — Coa (**).
Logo, Coa € w, pois ~Cga junto com (**) faria w C2-inconsistente.

A

8.5 Exemplos de Conhecimento Comum
Concorrente

1. Broadcast de Mensagens

Um dos exemplos do uso de conhecimento comum concorrente envolve
a difusdo ou broadcast de informagdes. Em geral, a difusio de uma, série
de mensagens em sequéncia ndo garante que elas cheguem na mesma
ordem em todos os pontos da rede, mesmo que os canais sejam fifo,
pois as mensagens podem seguir por rotas distintas e com diferentes
velocidades de transmissdo. Contudo, em [31] temos um teorema re-
lacionando uma condigdo suficiente para garantir que as mensagens
cheguem na ordem correta em todos os nés.

Teorema 8.5.1 Ordenacdo de Broadcast.

Considere que p(¢x) significa que “a mensagem ¢y, foi recebida por todos
os agentes”.
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Se o agente i sabe P;(p(¢y)) antes de iniciar o broadcast de ¢ri1 entdo
¢r chega antes de ¢r1 em todos os agentes.

A prova para este teorema encontra-se em [31]. A idéia intuitiva da
prova é a seguinte: considere ¢’ o corte indistinguivel para ¢ onde vale
p(¢r); se uma mensagem ¢yy1 enviada por ¢ chegasse a j antes da
mensagem ¢y, entdo o corte ¢’ ndo seria consistente!

O teorema acima néo implica que todos os outros processos além do
iniciador também sabem que receberam as mensagens na ordem correta.
Contudo, se for de conhecimento comum que K;P;(p(¢x)) é uma pré-
condigdo para o iniciador comegar o broadcast da mensagem ¢y 1, entao
todos os processos saberdo que todas as mensagens chegam na ordem
certa.

Este exemplo ilustra uma situagdo onde K;(p(¢x)) ndo precisa ser al-
cancado, apenas um conhecimento mais fraco, K;P;(p(¢r)) é suficiente
para executar uma ac8o. Uma vez que nio é necessario saber que todas
as mensagens foram recebidas no estado atual, mas, ao invés disso, é
suficiente saber P;(p(¢)), o tempo de laténcia na espera por mensagens
de confirmagéo € eliminado.

Assim sendo, o algoritmo para alcangar conhecimento comum con-
corrente apresentado na secdo 4.3 pode ser usado para garantir que
miltiplas mensagens enviadas a todos os processos cheguem na ordem
correta. Neste caso, o fato p(¢x) torna-se de conhecimento comum
concorrente.

. Algoritmo para Propagacao de Informagéo com Feedback

Como o algoritmo PIF que apresentamos na segao 3.1 é um algoritmo
para difuséo de informagoes, que implementa o algoritmo para obtencao
de conhecimento comum concorrente, temos que o conhecimento co-
mum concorrente de p(¢y) é alcangado por todos os agentes antes do
final do algoritmo. Para provar isto, basta encontrar um conjunto 7
de cortes localmente distinguiveis onde vale p(¢y). Na verdade, existe
uma, série de tais conjuntos, mas considere, por exemplo um conjunto
T = (c4, C12). I facil verificar nas figuras 6.1 e 6.2 que estes cortes sdo
de fato localmente distinguiveis e que satisfazem p(¢y). Logo, embora
o conhecimento comum de p(¢y), ou seja, o conhecimento comum de
que todos receberam a mensagem nunca seja alcangado, Co(p(dx)) é
alcancado, isto é, o conhecimento comum concorrente de que todos re-
cebem a mensagem é obtido muito antes do final de qualquer execucgao.
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3. Replicagao de Dados

Neste exemplo utiliza-se o resultado da ordenacao de mensagens obtido
no exemplo sobre broadcast de mensagens para construir um algoritmo
que mantém a consisténcia de atualizacdes em dados replicados.

Seja £ um dado replicado e zs a cépia de = para o site mestre, que
chamaremos de agente M. Suponha que M, necessita fazer uma série
de atualizagoes Opy, Ops, ... em x de modo que todas as atualizagbes
ocorram na mesma ordem em todas as cépias de z. Considere 1, como
sendo “a operacdo Op; foi executada por M”. No primeiro exemplo
acima vimos que o algoritmo para alcancar conhecimento comum con-
corrente apresentado na segao 4.3 pode ser usado para garantir que
miiltiplas mensagens enviadas a todos os processos cheguem na ordem
correta. Logo, um protocolo que implemente o referido algoritmo onde
cada processo executa a operagao Op, imediatamente apds alcancar
seu estado de corte, ou seja, depois de aprender Cop(1), resolve o
problema.

Supondo canais fifo e tomando o algoritmo para obtencao de conheci-
mento comum concorrente da segdo 4.3 como base, temos o seguinte
algoritmo:

Algoritmo para Atualizacao de Dados Replicados

e O mestre M, depois de executar a operagao Op;, e antes de execu-
tar a operagio Opg41, manda a mensagem send),(¥r) para todo
vizinho 7, e, imediatamente, alcanga seu estado de corte. De-
pois de mandar a primeira mensagem e até alcangar seu estado de
corte, M nao recebe mensagens.

e Todos os outros processos 4, ao receberem a mensagem send;'- (k)
pela primeira vez, mandam a mensagem send® (1) para todos os
vizinhos k # j, ou seja, exceto aquele vizinho do qual receberam
a mensagem pela primeira vez, e , imediatamente, alcangcam seu
estado de corte. Depois de mandar a primeira mensagem e até
alcangar seu estado de corte, 2 ndo recebe mensagens.

Este algoritmo é muito mais eficiente quando comparado com os
métodos convencionais de ordenagio de operagoes, que, em geral, re-
querem um niimero ilimitado de mensagens, uma vez que associam a
cada operagao um numero de ordem, e armazenam as operagoes até
que nimeros mais baixos sejam processados.
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Contudo, ¢ importante notar que mesmo o conhecimento comum con-
corrente das operagdes ndo garante que multiplas atualizagbes concor-
rentes de outros sites sejam efetuadas na ordem correta: se o agente
1 torna ¢, de conhecimento comum concorrente e o agente j torna ¢,
de conhecimento comum concorrente, alguns agentes podem executar
Op; enquanto outros executam Opy primeiro. Desta forma, o algoritmo
apresentado é 1til somente em atualizagtes do tipo master-slave.
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Capitulo 9

Conclusao

Este trabalho apresenta resultados sobre légicas epistémicas e 16gicas mul-
tidimensionais com aplicagoes na area de sistemas distribuidos multiagen-
tes. Apresentamos os sistemas axiomdticos S2, e C2, para logicas modais
bidimensionais de conhecimento e conhecimento comum concorrente, res-
pectivamente. Fornecemos as provas de corretude e completude para estes
sistemas. Provas para a propriedade de modelos finitos também sdo apre-
sentadas, donde concluimos que os respectivos problemas de provabilidade e
validade para estas l6gicas sao decidiveis.

Acreditamos que uma das contribui¢tes préticas mais interessantes desta
dissertacao é a formalizacdo de uma nova abordagem epistémica para am-
bientes distribuidos mais préximos da realidade, ou seja, para ambientes
assincronos multiagentes de troca de mensagens. Muitos ambientes reais,
como a maioria das aplicagdes para a Internet, constituem ambientes dis-
tribuidos assincronos onde o conceito de conhecimento comum concorrente
de alguns fatos pode ser usado como pré-requisito para a especificagio de
certas agoes concorrentes. Por exemplo, se o problema em questdo envolve
disseminagdo de informagoes, o conhecimento comum concorrente de certos
fatos pode ser usado como pré-condigdo. Sabe-se que o conhecimento comum
concorrente pode ser usado como um tipo de acordo apropriado em qualquer
algoritmo distribuido que envolva a anélise de propriedades de um estado glo-
bal. B possivel que o conceito de conhecimento comum concorrente tenha um
espectro de aplicabilidade que vai além da érea de algoritmos distribuidos.

As contribuigbes tedricas deste trabalho se ddo, principalmente, no sen-
tido de ampliar o campo de pesquisa das légicas epistémicas numa diregéo
que estéd se tornando uma tendéncia em légica: a de combinar légicas a fim
de melhor expressar as propriedades desejadas. A ldgica bidimensional de
conhecimento abre a possibilidade de modelar conhecimento iterativo num
ambiente assincrono, porque sua seméntica é baseada na nocio de cortes

95



consistentes (ou estados globais) e execugdes assincronas, caracteristicas do
modelo amplamente divulgado de Lamport [25]. Além disso, o uso do pro-
duto de l6gicas multidimensionais para lidar com o conhecimento é um dife-
rencial em relagao a abordagem das l6gicas epistémicas tradicionais. A idéia
de termos duas ldgicas, cada uma para tratar de um ponto de vista distinto
- pontos de vista de execucoes e cortes - e utilizar o produto das légicas para
modelar o conhecimento dos agentes é uma contribuicdo nova. Para tanto,
definimos o conhecimento como o fecho transitivo das relagdes do produto,
criando o conceito de subproduto fechado de 16gicas modais.

A interpretacdo da légica bidimensional de conhecimento no contexto de
sistemas distribuidos multiagentes é apenas uma de, talvez, diversas outras
interpretacoes possiveis para este formalismo. Podemos supor uma inter-
pretacao para simulagoes financeiras na bolsa de valores, onde os agentes
tém diferentes possibilidades de compra e venda de agdes. O conhecimento
comum concorrente sobre a venda ou compra de certas agdes por determi-
nados agentes pode decidir sobre a compra ou venda de outras acoes, ja
que todos sabem que, mais cedo ou mais tarde, todos os outros agentes da
bolsa saberdo de todas as movimentagtes. Provavelmente, qualquer situagdo
onde o conhecimento de determinados fatos é alcangado por todos os agen-
tes nao simultaneamente, porém mais cedo ou mais tarde, pode ser descrito
em termos de algo como o conhecimento comum concorrente e, portanto,
formalizado através da légica que apresentamos.

Como desenvolvimentos futuros deste trabalho gostariamos de citar algu-
mas linhas de pesquisa. A primeira diz respeito a uma versdo temporal da
l6gica bidimensional de conhecimento. Na verdade, ndo estamos sugerindo
acrescentar mais uma dimensao temporal, pois o estado onde as férmulas s&o
avaliadas ja possui um componente temporal, isto é, os cortes consistentes. O
que desejamos é estender a presente 1égica acrescentando operadores modais
de tempo a fim de permitir as nogdes de antes e depois relativas ao corte
consistente (ou estado global atual), o que pode aumentar significativamente
o poder expressivo da logica.

Uma segunda vertente de desenvolvimento deste trabalho seria conside-
rar uma extensao hibrida da légica bidimensional de conhecimento. A idéia
é acrescentar operadores nominais, isto é, dar nome aos estados, e, talvez,
operadores para quantificagdo sobre os estados [4], o que permitiria falar de
estados especificos e de determinadas propriedades sobre alguns ou mesmo
sobre todos os estados. Por exemplo, gostariamos de ter expressividade para
formalizar as propriedades do conjunto de cortes localmente distinguiveis des-
critos na se¢ao 4.3, que é uma condicao suficiente para atingir conhecimento
comum concorrente.
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