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Este trabalho descreve um algoritmo numérico para a resolução do problema de 

equilíbrio monopolista de Stackelberg, aplicado ao modelo não linear de sistemas de 

potência. O desenvolvimento desta tese foi motivado pela introdução da competição no 

mercado de energia, e a necessidade de modelar as interações entre os participantes no 

novo ambiente competitivo, considerando o sistema elétrico como uma rede interligada 

através de seu sistema de transmissão. O equilíbrio de Stackelberg é modelado 

matematicamente como um problema de programação matemática de dois níveis e 

representado pela sua formulação de K.K.T.. O enfoque desta dissertação de tese foi o 

desenvolvimento de um algoritmo - método penalizado e de pontos não-interiores - para a 

resolução desta formulação de K.K.T.. Exemplos numéricos, em sistemas elétricos de 

pequeno a médio porte, permitem simular o exercício de poder de mercado praticado pelas 

firmas dominantes. 
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This work describes a numerical algorithmic for solving the monopolist Stackelberg 

equilibria problem, applied to the AC power system model. The motivation of this thesis 

was the introduction of competition on energy market and the need to model. participants' 

interaction in the new competitive environment, considering the electrical system as an 

interconnected network through its transmission system. The Stackelberg equilibria is 

modeled as a bi-leve1 mathematical problem and represented by its K.K.T. fomulation. The 

focus of this thesis was the development of an algorithm - penalized and non-interior point 

method - to solve the K.K.T. formulation. Numerical examples, fiom short to medium-ske 

electrical systems, simulate the market power practiced for dominant fms.  
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Nos últiinos anos, diversos países têm passado (ou ainda estão passando) por um 

importante processo de reestsuturação do seu setor elétrico, com o objetivo de introduzir 

mudanças significativas no sistema de regulação e competição do mercado. Em muitos 

países, a reestruturação contém incentivos para a paiticipação de agentes privados na 

produção de energia, tarefa esta que foi, na maioria dos casos, exercida pelo poder do 

Estado. 

A processo de reestruturação do setor de energia elétrica no Brasil tem, como principal 

característica, a desvesticalização do sistema, de tal forma que as atividades de geração, 

transinissão, distribuição e coinercialização sejam deseinpenhadas de forma independente. 

No novo modelo tem-se um mercado competitivo e, para viabilizar a competição, é 

necessário garantir aos participantes livre acesso aos sistemas de transmissão e distribuição. 

O livre acesso a transmissão deve ser feito de uma maneira não discriminatória, tendo como 

restrição natural o limite de carregamento dos circuitos. 

Para o bom funcionamento do mercado, três instrumentos básicos foram considerados 

necessários no processo de reestruturação do sistema elétrico brasileiro: 

o Controle da operação do sistema, realizada pelo Operador Nacional do Sistema (ONS); 

o Criação de um Mercado Atacadista de Energia (MAE), junto a figura de um operador 

de mercado, representado pela ASMAE (Administradora de Serviços no Mercado 

Atacadista de Energia); 

o Criação de UM agente regulador, representado pela ANEEL (Agencia Nacional de 

Energia Elétrica). 

No caso brasileiro, onde o despacho é centralizado, o ONS é responsável pelo 

planejamento, a programação e o despacho da operação no sistema interligado, viabilizando 

a operação do sistema a um custo mínimo e atendendo os requisitos básicos de qualidade e 

segurança. 



Na nova estsutura da indústria elétrica implantada no Brasil, os coinpradores e vendedores 

poderão estabelecer negócios livremente no Mercado Atacadista de Energia (MAE). Os 

preços do mercado (spot) são calculados, para cada período de contabilização, a partir do 

custo marginal do sistema. Toda a energia produzida é vendida ao preço spot no MAE, e 

toda a energia consumida é comprada ao preço spot no MAE. 

Com o processo de reestmturação do setor elétrico, apareceu uma necessidade iminente de 

desenvolvimento de modelos matemáticos, para adaptabilidade às novas condições de 

regulamentação e a representação da competitividade no mercado de energia. Os modelos 

de equilíbrio, provenientes de teoria de jogos, surgiram como o caminho natural para tal 

desafio. Este trabalho tem por objetivo o estudo de um de tais modelos, mais 

especificamente o equilíbrio ~nonopolista de Stackelberg. Um algoritino numérico para 

pesquisa de possíveis soluções de equilíbrio é desenvolvido, levando em consideração não 

somente as demandas e as gerações do sistema, como também o sistema elétrico como uma 

rede interligada através de seu sistema de transmissão. 

O Capítulo 2 começa com a apresentação de uma revisão bibliográfica dos principais 

modelos de equilíbrio aplicados ao mercado de energia. A foimulação, no contexto de 

teoria de jogos, dos modelos de equilíbrio de Nash, de Coumot, de Beitrand e de 

Stackelberg é apresentada. Uma análise comparativa permite identificar a diferença de 

comportamento entre o modelo competitivo de Cournot e o modelo inonopolista 

representado pelo equilíbrio de Stackelberg. 

O Capítulo 3 introduz a formulação analítica do problema de Programação Matemática com 

Restrições de Equilíbrio (PMRE), representado por um problema de otimização, onde paste 

das restrições é definida por desigualdades variacionais paramétricas. A possibilidade da 

definição destas desigualdades variacionais (DV), como um problema tradicional de 

otimização, permite a obtenção de uma formulação matematicamente equivalente ao 

PMRE, que denominaremos formulação de Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T.). Analiticamente, 

ela é obtida substituindo o subproblema de desigualdades variacionais paramétricas pelas 

condições de otimalidade de primeira ordem, entre elas as condições de folgas 

complementares, de um problema de otimização associado. Uina peculiaridade desta 

forn~trlnçLío de K.K.T. é a não regularidade do seu conjunto de soluções, conseqüência 



direta da inclusão das condições de folgas complementares como restrições do problema de 

otimização principal. A penalização de Fischer-Burmeister é apresentada como uma 

abordagem alternativa para o tratamento de tais restrições de folgas complementares. 

Propriedades são estabelecidas, sob as quais a formulação de K.K.T. pode ser resolvida 

como um problema tradicional de programação não linear, obtido penalizando 

determinadas restrições na função ob~etivo do problema principal. 

O Capítulo 4 apresenta a descrição matemática de cada um dos elementos que compõem o 

equilíbrio de Stackelberg, aplicado ao modelo não linear AC de sistemas de potência, com 

funções objetivo, variáveis e restrições. O capítulo começa apresentando uma modelagem 

de um equilíbrio competitivo, o equilíbrio de Cournot, aplicado a sisteinas de potência 

linearizados (modelo DC), estudado pela primeira vez por Hogan et al. [I]. O trabalho deles 

analisa, entre outros, o impacto do sistema de transmissão e da topologia da rede elétrica, 

na manipulação de mercado por agentes estrategicamente localizados. A proposta desta tese 

é a análise do comportamento dos agentes estratégicos representados pelas grandes fismas 

no equilíbrio monopolista de Stackelberg. A complexidade inerente aos problemas de dois 

níveis, que representam matematicamente o equilíbrio de Stackelberg, se encontra neste 

caso acrescida da não linearidade da modelagem AC do sistema de transmissão. Uma 

peculiaridade dos problemas inatemáticos de dois níveis aplicados a sisteinas de potência é 

a inclusão de variáveis duais do problema do nível inferior na função objetivo do problema 

principal (preço spot do sistema), diferenciando-os da fosmulação tradicional dos 

problemas de dois níveis, os quais contêm somente variáveis primais no problema do nível 

superior. 

O Capítulo 5 pode ser considerado o capítulo principal desta tese. Nele é apresentado um 

algoritmo numérico para a resolução do problema de equilíbrio de Stackelberg no contexto 

do modelo não linear AC de sisteinas de potência. Este forma paste de uma classe de 

problemas matemáticos fornlulados analiticamente como problemas de programação 

matemática de dois níveis. O capítulo começa com a formulação matemática de K.K.T. 

para o equilíbrio de Stackelberg, onde o subproblema de otimização do nível inferior é 

substituído pelas suas condições de otimalidade de primeira ordem, entre elas as condições 

de folgas complementares associadas as restrições de canalização. Desta forma, o problema 

de dois níveis foi transfornlando em um problema tradicional problema de programação 



não linear onde as condições de folgas complementares do subprobleina do nível inferior 

serão tratadas através de uma penalização equivalente - a penalização de Fischer- 

Burmeister. Uma vez definido o problema principal, as condições de otiinalidade de 

primeira ordem do mesmo são estabelecidas transformando a solução de um problema de 

otimização na resolução de um sistema de equações não lineares. O algoritino de solução 

proposto é baseado em um processo iterativo e pode ser considerado como um algoritmo de 

pontos nZo interiores, no sentido que as restrições de canalização serão somente satisfeitas 

na sua convergência. A cada iteração, o sisteina de equações 6 resolvido via uma 

aproximação de primeira ordem de Newton-Raphson sendo o passo incremental 

determinado por uma busca linear nas funções de mérito que definem as penalizações de 

Fischer-Burmeister. Peculiaridades dos sistemas elétricos, como as interligações do sistema 

de  transmissão, são exploradas no tratamento da esparsidade da matriz solução. 

O Capítulo 6 contém resultados numéricos para 3 casos exemplos de pequeno a médio 

porte. O primeiro estudo é baseado em um sistema de três barras, o qual facilita o 

entendimento do problema e permite a visualização gráfica de seus resultados. A análise do 

poder de mercado exercido pelas grandes firmas no modelo inonopolista do equilíbrio de 

Stackelberg é simulado em sistemas elétricos de 24 e 118 barras. Coinparações de 

resultados do problema de dois níveis com um modelo baseado em minimização de custos 

permitem simular o comportamento das grandes firmas dentro de um ambiente competitivo. 

A disseitação é finalizada no Capítulo 7 onde as principais características do algoritmo e 

conclusões do coinportainento do poder de mercado no modelo de equilíbrio de Stackelberg 

são apresentados. Temas de pesquisa para futuros desenvolvimentos são também sugeridos. 



2 PROBLEMA ELÉTRICO - EQUIL~BRIO DE MERCADO 

2.1 Introdução 

O setor elétrico representa uma parcela importante na atividade econômica de um país, 

onde uma maior eficiência nessa indústria se traduz em um aumento substancial no 

benefício social da população. Este pode ser considerado como um dos motivos pelos quais 

a privatização e regulamentação do setor elétrico têm sido foco de interesse e intenso 

estudo durante as duas ultimas décadas. 

A introdução da competição no setor elétrico começou com os processos de privatização e 

reestruturação em diversos países, como Chile (1 978), Reino Unido (1 99O), Asgentina 

(1992), Noruega (1992), Colômbia (1993), Nova Zelândia (1994) e diversas partes de 

Estados Unidos, entre elas o estado da Califórnia (1 997). 

Com a introdução da competição no mercado, a operação do sistema elétrico deixa de 

depender do tradicional esquema de minimização de custos e passa a estar diretamente 

relacionado à maxiinização do lucro individual de cada firma. Cada firma tentará 

maximizar seu próprio superávit (valor de mercado de seu produto menos o custo de 

operação) levando em conta um determinado risco, o coinpoi-tamento dos demais 

competidores rivais, assim como fatores externos (restrições na rede de transmissão, por 

exemplo) que poderão influenciar as condições de competição do mercado. Como um 

resultado da interação entre todos estes fatores, o comportamento do sistema elétrico pode 

ser caracterizado por um equilíbrio econômico de mercado. 

O mercado elétrico tem determinadas peculiaridades que o diferenciam de outros tipos de 

mercados, e que podem permitir o exercício do poder de mercado por pai-te de alguns de 

seus participantes. A operação do sistema determina que os fluxos de potência na rede 

elétrica devem obedecer à segunda lei de Kirchoff (ver [2] e Capítulo 4 desta tese para 

inaiores detalhes). Uma implicação desta lei é que, quando a potência é transportada entre 

dois pontos no sistema de transmissão, a transferência de potência poderá seguir por todos 

os possíveis caminhos paralelos disponíveis entre eles. Dessa forma, a comercializaqão de 



potência entre um fornecedor e um comprador localizados em diferentes pontos da rede 

poderá produzir fluxo de potência adicional em todas as linhas do sistema de transmissão 

do sistema. Este fenômeno, conhecido como loop Jlow, traz um impacto direto sobre a 

capacidade de transmissão disponível para outras possíveis transações. Assim, a capacidade 

de transportar potência entre dois pontos da rede depende não somente da capacidade de 

transmissão das linhas interligando os pontos, como da capacidade total de geração e 

demanda da rede e do ponto de operação corrente. O limite físico da capacidade dos 

circuitos, que pode levar a congestionamento em determinados pontos da rede, poderá 

alterar significativamente o compoitamento do mercado de energia e permitir o exercício de 

poder de mercado por parte de alguns de seus participantes. 

A literatura que estuda do comportamento do mercado de energia pode ser classificada em 

termos dos ri~ecanisn~os de nlercndo a serem simulados, da n2odelagenz da rede elétrica, do 

tipo de interações entw os yci~*ticiyantes do mercado e da dzltlraç20 do período de estudo. 

Em relação à estrzltlhn-a do mercado, a maioria dos modelos estudados pressupõe que o 

processo de oferta é supervisionado por um Operador do Sistema Independente, o qual 

determina a operação do sistema (miniinizando custos ou maximizando benefício social), 

de modo tal a manter condições básicas de qualidade e segurança do mesmo. Em termos do 

modelo da rede elétrica, muitos estudos desconsideram as restrições de transmissão e suas 

leis físicas. Isto implica em deixar de analisar uma possibilidade inerente de poder de 

mercado que estas restrições podem proporcionar. Os modelos que consideram estas 

restrições podem ser classificados em modelos linearizados DC e modelos não lineares AC. 

Associados aos modelos que estudam otimização de oferta existem, normalmente, um 

período de oferta no qual eles se baseiam. Tal peiíodo diferencia os modelos aplicados aos 

sistemas que estudam a ofeita ótima para o próximo dia de aqueles modelos que fazem um 

estudo temporal, assumindo que a ofeita ótima imediata pode não vir a ser a melhor ofeita 

em um determinado horizonte de tempo. A última classificação se refere ao tipo de 

interaçno entre os pcirtic@a~~tes rivais. A abordagem mais frequentemente encontrada na 

literatura representa modelos de equilíbrio competitivo não cooperativos, mais 

especificamente o equilíbrio de Nash. Como casos particulares deste modelo podemos 

mencionar os modelos de equilíbrio de Cournot e de Bertrand. O primeiro deles modela 

uma situação de equilíbrio onde a competitividade é representada por oferta de quantidades, 



cada firma estratégica escolhe sua quantidade de produção de energia de forma a 

inaxiinizar seu lucro, assumindo como conhecidas as decisões das demais firmas. O modelo 

de equilíbrio de Beltrand é considerado um modelo de competição mais intensa, onde as 

ofertas por parte das grandes firmas são baseadas em preços no lugar de quantidades de 

produção, e as ofertas dos demais participantes são assumidamente conhecidas pelos 

participantes rivais. Tanto o modelo de equilíbrio de Bertrand como o de Cournot 

representam modelos de equilíbrio para sistemas oligopolistas, com um número finito de 

firmas participantes no mercado. Um exemplo de modelo não c;ompetitivo e inonopolista é 

o equilíbrio de Stackelberg, no qual o gmpo líder, representado, por exemplo, por um grupo 

de firmas agrupadas em um caitel, pode fazer manipulação de preços dou  capacidades de 

geração/transinissão de fosma a inaxiinizar seu próprio lucro. 

Antes de apresentar os principais trabalhos da literatura que estudam o poder de mercado 

para diferentes modelos de equilíbrio aplicados a sistemas elétricos particulares, são 

introduzidos brevemente os conceitos gerais de equilíbrio de Nash, equilíbrio de Cournot, 

equilíbrio de Bestrand e equilíbrio de Stackelberg no contexto de teoria de jogos. 

2.2 Modelos de Equilíbrio de Mercado 

2.2.1 Equilíbrio de Nash 

Na formulação do equilíbrio de Nash no contexto de teoria de jogos, cada jogador escolherá 

sua estratégia de forma simultânea; esta simultaneidade não significa que eles atuem ao 

mesmo tempo, e sim que cada um fará sua escolha com as escolhas dos demais 

participantes do jogo predefinidas. O beneficio de cada jogador será uma conseqüência de 

sua escolha e das estratégias dos demais palticipantes. Podemos dizer que o equilíbrio de 

Nash estabelece uma convenção entre os paiticipantes do jogo, onde a estratégia 

determinada por cada jogador deve ser a melhor resposta às soluções dadas pelos outros 

jogadores, e nenhum jogador tentará se desviar de sua própria estratégia. Estes jogos se 

encontram dentro de uma classe denominada jogos estáticos, onde a função que determina 

o lucro de cada jogador é conhecida por todos os outros participantes. 



Antes de apresentar a definição inatemática do equilíbrio de Nash e suas principais 

propriedades, estabeleceremos a seguir as definições da representação normal e das 

estratégias estritamente dominadas para um problema geral de teoria de jogos. 

Dado um conjunto n de jogadores, suas estratégias definidas por S = {SI ,S,,..., S, ) , onde Si 

representa o conjunto de estratégias do jogador i e ui(s, ,s,,...,s,) o lucro da firma i, dado 

um conjunto de estratégias (s, ,s, ,..., s,) comsi E Si,  Vi = 1 ,..., n . A representação da f o m n  

novnial do jogo G é definida por G = {SI ,S, ,..., S, ; LI,, u, ,..., u,) . 

, ,, 
Seja G = {SI, S, ,..., SI, ; u, , u ,,.. ., u,) a representação da forma nosmal do jogo, e si e si duas 

, 9, 

estratégias viáveis para o jogador i (si e si pertencem a Si). A estratégia si' é estritanzente 

dominada pela estratégia si'' se, para cada combinação das estratégias dos outros jogadores, 

o lucro de si' é estritamente menor que o lucro para a estratégia si": 

ui  (si ,..., Si-, ,S; ,S;+~ ..., S,,) < U ;  (SI ,..., ~ i - I , ~ ; , ~ i + l . . . , s , ~ )  

V(S, ,..., S ~ - , , S ; + ~  ..., S,,) E (SI ,... ,Si-,,Si+,...,S,) 

A noção de equilíbrio de Nash, definida a seguir, estabelece que um jogador não terá 

incentivo para se desviar de sua estratégia dadas as estratégias dos outros participantes. Se 

uma solução de um problema resulta em um conjunto de estratégias que não representa um 

equilíbrio de Nash, existirá ao menos um jogador que terá incentivo para se desviar de sua 

solução, intentando aumentar seu próprio lucro. 

Na representação da forma normal do jogo G definida por G = {SI, S, ,..., S,, ; u,  , u, ,. .., u,) , 

um conjunto de estratégias (sT,si, ..., s*,) é um equilíbrio de Nash se, para cada jogador i, si* 

é a melhor resposta do jogador i às estratégias especificadas pelos outros jogadores 
* * 

(s; ,..., si-,, si+, ,. . ., s*, ) . Mais especificamente: 

* I *  

ui (s; ,..., si_, ,s i  ,si+ ,..., sn> 2 u; (s; ,..., s;, ,si,s:+, ..., s:) 



para cada estratégia viável si em Si. Equivalentemente, si* pode ser pensada como a solução 

do seguinte problema de otimização: 

ma,i., (s; ...., s:,,si,s;, . . ,  s:) 

O equilíbrio de Nash definido acima pode ser considerado com um equilíbrio homogêneo e 

não cooperativo. Homogêneo no sentido que todos os participantes tem acesso à mesma 

informação em relação às estratégias dos outros participantes, e sua própria estratégia é 

escolhida dependendo somente sob esta inforinação. NEo coopemtivo porque a formulação 

não leva em consideração junção de estratégias por paste de alguns participantes em 

prejuízo dos outros. 

Nas proposições a seguir são enunciadas as principais propriedades que estabelecem a 

relação entre uma solução de equilíbrio de Nash, e a eliminação iterativa de estratégias 

estritamente dominadas, baseadas na Definição 2.2 acima. Uma análise mais profunda e 

detalhada destas propriedades pode ser encontrada em [3]. 

Dada a representação norinal do jogo G = {S,,S, ,..., Sn;u , ,  u, ,..., un},  se a eliminação 

iterativa das estratégias estritamente dominadas elimina todas as estratégias salvo 

(s;, ..., s:), então estas estratégias são a única solução para o equilíbrio de Nash. 

Dada a representação normal do jogo G = {SI ,S, ,..., Sn ; u, , u, ,..., un } , se  as estratégias 

(s;, ..., sn) são um equilíbrio de Nash, então elas sobreviverão à eliminação iterativa das 

estratégias estritatn en te dominadas. 

Observe-se que o conceito de equilíbrio de Nash é um conceito mais restrito que o conceito 

de eliminação sucessiva de estratégias estritamente dominadas. Uma solução que representa 

uin equilíbrio de Nash sobrevive à eliminação sucessiva de estratégias estritamente 

dominadas. Por outro lado, sobreviver à eliminação sucessiva de estratégias estritamente 

dominadas não necessariamente significa estar na presença de um equilíbrio de Nash. 



A seguir serão apresentados os modelos de equilíbrio de Cournot e Bertrand para mercados 

duopolistas, os quais podem ser considerados coino casos particulares do modelo de 

equilíbrio Nash. 

2.22 Equilíbrio de Cournot 

Augustin Coumot, um economista francês de inicio do século XiX, fosmulou um modelo 

clássico de teoria de jogos no contexto específico de problemas de duopólio, e foi um 

predecessor da formulação de equilíbrio de Nash enunciada no item anterior. 

Considere-se um mercado duopolista com ql e q2 as quantidades associadas as firmas 1 e 2, 

respectivamente. Seja q:= ql + q2 a quantidade agregada, P(q&:= a - ( q ~ + q ~ )  o preço de 

equilíbrio do mercado com "a" constante e Ci(qi):= cqi (com c>a) o custo de produção da 

firma i, para i=1,2. Assume-se que as firmas escolhem suas quantidades simultaneamente. 

Para uma maior facilidade de acesso a informação, sejam os dados do mercado 

representados na Tabela 2.1. 

Descrição Dados 

Quantidade Agregada 

I 

cl:'41+(12 

Preço de Equilíbrio 

No contexto de equilíbrio de Nash, seja este problema definido em sua fomm r7or.rml com 

I 

P(q):=a-( qi+q2) (a dado) 

Custo de Produção F ima  i (i= 1,2) 

seus jogodores definidos pelas duas firmas, a estmt&in de cada filma i coino a quantidade 

Ci(qi):=cqi (*a) 

que ela pode produzir qi20 e Si:=[O,co) e seu lucro defmido como 

Tabela 2.1 - Dados do Mercado Buopolista Nash-Cournot 

u i ( q i , q j ) = q i  [P(qi,qj) - c ]  = q i  [a - (q i  + q j ) - c ]  para i=1,2 Cj=2,1). Seja esta 

representação normal resumida na Tabela 2.2. 

DescriçRo Dados 

Número de Jogadores 

Tabela 2.2 - Representação Normal Equilíbrio Nash-Coumot 

RepresentaçRo Normal 

n:=2 

Coiijunto de Estratégias Fuma i (i=1,2) 

LIICSO Fuma i (i j =  1,2) 

Forma Nonilal 

Si:= r0,oo) 

ui(qi,qj):=qi[a-(cii,~li)-c] 

G:={S1,S2;~~1,u2) 



Referindo-se ao equilíbrio de Nash, um par de quantidades (qi,q;) é um equilíbrio de 

Nash-Cournot se, para cada firma i, q; é solução do seguinte problema de otimização: 

Max ui  (cli, q:) = ~ a x  qi [a - (qi + - c] i=1,2 (j=2,1) 
O<q1<ca O < ~ I < W  

Assumindo-se que q: < a - c (como será mostrado ser válido mais na frente), as condições 

de  otiinalidade de primeira ordem para (2.1) representam condições necessárias e 

suficientes para a firma i, com solução igual a: 

q i  = 1 / 2 ( a - q ~  -c) i=1,2 Cj=2,1) (2.2) 

Assim, s e  o par (qy,qi) é um equilíbrio de Nash-Cournot, de (2.2) resultam as quantidades 

escolhidas iguais a: 

q T  =1/2(a-q; - c )  (2.3) 

q; =1/2(a-q; -c )  (2.4) 

Resolvendo (2.3)-(2.4) obtém-se a solução ótima, representada em função dos dados do 

problema, como a seguir: 

* * 
q, = q 2  = ( a - c ) / 3  (2.5) 

Resultando, assim, a quantidade agregada e o lucro de cada firma iguais a: 

q; + qi =2/3(a -c)  (quantidade agregada) (2.6) 
* * 

uy(cil,ci2) =u;(qT,~i;) = (a -c l2  19 (lucro cada fisma) (2.7) 

2.2.3 Equilíbrio de Bertrand 

O modelo de equilíbrio de Bertrand para mercados duopolistas se diferencia do modelo de 

equilíbrio de Cournot na escolha, por parte das firmas paiticipantes, de ofertas de preços em 

lugar de ofertas de quantidades. Em ambos os modelos, a noção de equilíbrio considerada é 

representada por um modelo de equilíbrio de Nash, como definido no início desta seção. 

Sejam as firmas 1 e 2, com preços pl e p2 e quantidade demandada, do produto produzido 

pela firma i, definida por: 



onde b>O. O custo ~narginal do sistema é c (c<a), coili as firmas 1 e 2 atuando de forina 

simultânea. Analogamente ao modelo duopolista de Couixot, sejam os dados do equilíbrio 

duopolista de Bertrand resumidos na Tabela 2.3. 

Na busca do equilíbrio de Nash, seja o problema definido na sua j o m ~ a  r ~ o ~ w ~ a l ,  com 2 

jogndores e suas estratkgias definidas pelos diferentes preços, onde estes não podem 

assumir valores negativos. Assim, o coiljunto de estratégias para cada finna i é restrito a 

Descriç'5o 

Preço Fiima i (i= 1,2) 

Quantidade Demandada Filma i (ij= 1,2) 

Custo Marginal Sistema 

Si:=[O,w), com Si:=pi para i=1,2. O hcro de cada firma é definido por: 

Dados 

Pi 

q,(p,,p,):=a-p,+bp, (a dado, b>O) 

C 

u i ( p i , ~ ~ ) = c l i ( ~ i , ~ ~ ) [ p i  - ~ I = [ ~ - p i  +bpjI[pi i=1,2 (j=2,1) 

A fomm nomal  do equilíbrio de Nash-Bestrand 6 resumida na Tabela 2.4. 

Tabela 2.3 - Dados do Mercado Buopolista Nash-Bertrand 

Assim, o par (p;,pi) é um equilíbrio de Nash-Bertrand se, para cada i, o preço pl é 

solução do seguinte problema de otiiniaação: 

DescriçPo Dados 

Níimeio de Jogadores 

Coiljuiito de Estratégias Fima i (i= 1,2) 

Lucro Fuma i (ij= 1,2) 

F o i m ~  Noimal 

Max ui  (pi ,  p;) = ~ a x [ a  - pi + bp;] [pi - c ]  (i=1,2) (j=2,1) 
OSqiim 05pi--m 

(2.8) 

A solução de (2.8) é dada por: 

Representaçiío Normid 

11:=2 

Si:=10,03) 

ui(pi,pi):=[a-pi+bpi] ki-c] 

0:={S1,S2;u1,u2) 

p: = l / 2 ( a + b p ;  +c)  (i=1,2) (j=2,1) 

Portanto, um par (p;, p;) é um equilíbrio de Nash-Bertrand se os preços das firmas 1 e 2, 

respectivamente, satisfazem as seguintes equações: 

Tabela 2.4 - Representação Nonnal Equilíbrio Nash-Bertrand 



p*, =1 /2 (a+  bp; +c)  (2.1 O) 

Resolvendo (2.9)-(2.10) resulta a seguinte solução para o equilíbrio duopolista de  Nash- 

Bertrand : 

p; = pz = (a + c) /(2 - b) 

O modelo de equilíbrio de Stackelberg, como introduzido no próximo item, propõe um 

modelo dinâmico no qual as firinas toinain suas decisões de forma seqtiencial, 

diferentemente dos modelos de equilíbrio estático de Nash-Cournot e Nash-Bestrand. 

2.2.4 Equilíbrio de  Stackelberg 

O modelo de equilíbrio proposto por Stackelberg (1934) para mercados duopolistas, 

diferente dos modelos de equilíbrio de Bertrand e Cournot, considera que as firmas 

participantes toinain suas decisões de forma sequencial, onde a firma dominante (gmpo 

líder) toma suas decisões primeiro e a firma subordinada (grupo seguidor) determina sua 

estratégia ein segundo lugar. Será assumido, como no modelo de Coumot, que as firmas 

escolheni quantidades; um raciocínio análogo pode ser desenvolvido para um equilíbrio de 

Stackelberg baseado em preços no lugar de quantidades. O problema pode ser definido na 

seguinte seqüência: 

1) A firma 1 escolhe uma quantidade ql20; 

2) A segunda f i m a  observa a estratégia da firma 1, ql, e escolhe uma quantidade q220; 

3 )  Olucrodaf i r ina iédadopor :  u i ( q i , q j ) = q i [ P ( q i , q j ) - c ] = q i [ a - ( q i + q j ) - c ]  coma,  

c e q; (i=1,2) como definidos anteriormente no inodelo de equilíbrio duopolista de 

Cournot. 

Para resolver o probleina de equilíbrio de Stackelberg, seja a reação da firma 2, dada uma 

determinada quantidade ql previamente determinada pela firma 1 : 

com solução igual a: 



Considerando-se que a firma 1 pode antecipar a quantidade qz(qi) a ser escolhida pela firma 

2, o problema da firma 1 pode ser redefinido como: 

Resolvendo (2.12) e a seguir (2.1 1) resulta a seguinte solução para o equilíbrio de 

Stackelberg proposto: 

q; = ( a - c ) / 2  e q; = ( a - c ) / 4  (2.13) 

D e  (2.13) obtém-se a produção agregada e as remunerações de cada firtna: 

q; -t-q; =3/4(a-c)  (quantidade agregada) (2.14) 

u;(q;,q;) = ( a - ~ ) ~  18 (lucro firma 1) (2.1 5 )  

u;(q;, q;) = (a - 116 (lucro firma 2) (2.1 6) 

Uina importante análise para visualizar o coinportainento dos agente nos diferentes 

modelos de mercado é a coinparação das soluções dos probletnas de equilíbrio de 

Stackelberg e de Nash-Cournot. Pode-se observar, comparando as quantidades agregadas 

para os problemas (2.6) e (2.14), respectivamente, que a solução agregada do equilíbrio de 

Cournot é menor que a solução agregada de Stackelberg e, consequenteinente, o preço de 

mercado resultará menor no equilíbrio de Stackelberg. Mesmo assim, a firma I lucra mais 

na forinulação de Stacltelberg, onde tem privilégio de decisão, ein relação a solução de 

equilíbrio de Nash-Cournot, onde as duas firmas estão na inesina situação de privilégio 

(comparar (2.15) e (2.7)). Por sua vez, a firma 2 lucrará menos na solução de Stackelberg se 

coinparada com a solução do equilíbrio de Nash-Cournot (ver (2.16) e (2.7)). 

Uma vez estabelecidos os principais conceitos de teoria de jogos que sei-vein de base para a 

definição de modelos de equilíbrio na nova reestsuturação do setor elétrico, sejam a seguir 

referências de trabalhos existentes na literatura que simulam modelos de equilíbrio 

aplicados a diferentes mercado de energia. Entre as principais abordagens dos autores, 

podemos mencionar a análise do poder de mercado exercido por determillados agentes, a 

proposta de alternativas para contornar tais comportamentos e a determinação da estratégia 

de  oferta ótima de uina determinada firma em um ambiente competitivo. 



2.3 Revisão Bibliográfica - Modelos de Equilíbrio no Mercado de Energia 

Entre os trabalhos que estudam o poder do mercado de energia, podemos destacar o de 

Green and Newbery 141. Este trabalho foi um dos primeiros artigos da literatura que 

mostraram claramente o poder do mercado de energia sem levar em consideração as 

interligações do sistema de transmissão. Nele, o equilíbrio do inercado de energia dentro do 

contexto do sistema inglês é simulado através de um equilíbrio de Nash não cooperativo. 

Através do estudo, foi concluído que com somente duas grandes firmas competidoras 

(Nationa1 Power and PowerGen), não se pode esperar um mercado realmente competitivo. 

Uma alternativa para uma maior competição do mercado é sugerida pelos autores, 

subdividindo o sistema de geração em cinco companhias com a mesma capacidade de 

produção. 

E m  [ 5 ] ,  Hogan introduziu o conceito de contrato de congestionamento da transmissão 

(CCT). Este contrato pode ser definido como o direito de transporte (por parte do 

proprietário) de uma determinada quantidade de potência entre dois pontos da rede elétrica. 

Associado a este direito de transmissão, existe um preço definido como a diferença dos 

preços spot entre tais pontos da rede (ex: preço spot nó demanda menos preço spot nó 

geração) pago ao proprietário pelo seu montante de direito de transinissão. O autor 

argumenta e mostra, através de exemplos numéricos, que os CCT representam uma forma 

de se prevenir do efeito de loo~,,flo~v, fenômeno característico dos sistemas elétricos, onde a 

entrega de potência entre dois pontos da rede segue por diversos caininhos paralelos. 

Em [6], Borenstein e Bushnell fizeram uma análise do mercado de eletricidade desregulado 

da Califórnia. Eles simularam a competição no mercado de energia, baseados em dados 

históricos, e concluíram que na presença de restrições de transmissão entre o nordeste e o 

sudeste da Califórnia, a elasticidade de demanda é de extrema importância na determinação 

do poder de mercado. Eles argumentam que investir em tecnologia que aumente a 

elasticidade da demanda, em vez de diminuir a concentração do mercado dividindo as 

companhias geradoras existentes na área, como sugerido por Green and Newbery 141, pode 

ser uma forma de diminuir/inibir o exercício de poder de inercado por parte das grandes 

companhias. 



No trabalho apresentado em [I], Hogan modelou o problema de equilíbrio de mercado de 

energia como um equilíbrio de Cournot, onde diversas fismas estratégicas tentam 

inaximizar seu próprio benefício tomando as estratégias (quantidades de oferta de enesgia) 

das demais firmas dominantes como dados. 0 s  participantes do mercado podem ser 

divididos em dois tipos, firinas estratégicas (ou grandes firinas) e participantes competitivos 

(ou firmas menores). Os participantes competitivos tomam as estratégias das grandes firmas 

como dados e determinam o preço do mercado minimizando seu custo de produção. Por sua 

parte, as grandes firmas determinam sua estratégia ótima, maximizando seu lucro, 

antecipando as respostas dos firinas menores e tomando as estratégias das outras grandes 

firmas como dados. O modelo matemático, do ponto de vista de uma determinada firma 

estratégica, corresponde a um problema de programação matemática de dois níveis, 

transfoimado em um probleina de programação não linear tradicional, substituindo o 

subproblema das firmas menores pelas suas condições de otimalidade de primeira ordem. O 

equilíbrio competitivo de Nash-Cournot, solução na qual nenhuma firina terá incentivo para 

s e  desviar de  sua estratégia ótima sem decréscimo de seu próprio beneficio, é encontrado 

via um método iterativo onde a estratégia ótima para cada firma dominante é deterininada 

por um tradicional pacote de programação não linear (Minos5). A modelagem da rede 

elétrica coiresponde ao modelo linearizado BC, considerando-se restrições de transmissão e 

a possibilidade de contratos de congestionamento de transmissão (CCT) como sugerido em 

[5]. Os autores concluíram que, na presença de restrições de transinissão, as grandes firmas 

têm possibilidade de exercício de poder de mercado, aproveitando-se de sua posição 

estratégica, explorando as liinitações da rede, auinentadoldiininuindo sua produção e 

influenciando em seu próprio benefício os preços de mercado. 

Em [I] é simulado o coinpostamento dos pai-ticipantes no mercado de energia desregulado 

através dos conceitos de teoria de jogos, considerando os modelos cooperativos e não 

cooperativos. Um mercado totalmente desregulado é modelado, onde cada participante 

define as curvas de ofesta para um operador centsalizado. Em um modelo de competição 

perfeita, todos os participantes tratarão de inaximizar seus lucros cooperando com o 

operador, obtendo-se assim a solução ideal de equilíbrio, representando o benefício 

máximo para o sistema (modelo não cooperativo). Quando restrições externas alteram as 

condições para uma competição perfeita, alguns participantes podem achar mais lucrativo 



se  agruparem (modelo cooperativo), coordenando estratégias de ofertas de preços e 

dividindo os beneficios, de forma tal a aumentar seu próprio lucro. Para alguns 

participantes, redes restritas podem ser mais interessantes e lucrativas que redes em 

condições de perfeita competição. 

Um modelo aplicado a análise do mercado de eletricidade da Espanha é apresentado em 

[7]. O trabalho descreve uma inetodologia que simula o comportamento do mercado de  

energia através de um método iterativo, que conduz a um equilíbrio de mercado baseado 

em uma generalização dos equilíbrios de Bertrand e de Cournot. O método iterativo é 

dinâmico, no sentido que, a cada iteração, os participantes podem modificar suas 

quantidades e refinar suas ofestas (diminuir seus preços) baseados nas respostas de 

produção e preço dos outros pasticipantes do mercado. A carga é considerada inelástica e 

dividida em dois períodos (leve e pesada). Os estudos apresentados mostram que, na 

configuração da rede com carga leve, o modelo é mais competitivo e as firmas tentam 

ajustar seus preços de forma a atender seu despacho mínimo e evitar o custo de sfart-zp. 

Nos períodos de carga pesada, o modelo se apresenta menos competitivo e, dependendo da 

porcentagem de produção, alguns dos pasticipantes podem se comportar como 

competidores inarginais, ofeltando sua produção próxima de custo de operação e tratando 

de produzir o máximo de potência possível, apesar do inerente decréscimo do preço do 

inercado. 

O trabalho em [SI estuda o comportamento estratégico dos agentes de mercado para 

sistemas hidrotérinicos de forina geral. O autor modelou o equilíbrio competitivo de  

Bestrand, um equilíbrio baseado em ofertas de preços, para sistemas tésmicos e analisou o 

problema de manipulação de preços por parte de seus participantes. 

E m  [9] é estudado o compoitamento estratégico por parte das companhias geradoras em um 

ambiente competitivo. O autor faz uma análise do poder de inercado em sistemas 

hidrotérmicos, baseado em um modelo de equilíbrio oligopolista de Cournot. Mecanismos 

initigatórios, coino níveis mínimos de contratação, são apresentados coino uma 

possibilidade que permite contornar a manipulação de inercado por paste dos participantes. 

O trabalho de [10]-[l l] apresenta um modelo que avalia o comportamento das companhias 

geradoras, onde o preço é determinado por leilão em um mercado atacadista de energia. 



Nele, as geradoras submetem suas ofeitas assumindo seus custos já intemalizados, suas 

cargas constantes e o número de geradores e curvas de distribuição conhecidos por todos os 

integrantes do mercado. A estratégia de ofeita ótima para uma determinada firma é 

estabelecida resolvendo um conjunto de equações diferenciais, derivado das condições 

necessárias que determinam a inaxiinização de seu lucro esperado. Os autores concluem 

que uma detesminada companhia pode ter hcentivo para aumentar suas ofertas acima de 

seu custo de operação, com sua margem de beneficio dependente da probabilidade de ser 

despachada. Esta probabilidade depende, por sua vez, do seu próprio custo de operação, da 

função de distribuição de custo dos outros participantes, da demanda do sistema e do 

número de participantes ofertando no mercado de energia. 

E m  [12] é apresentado um algoritmo baseado em teoria de jogos (equilíbrio de Nash). 

simulando um mercado oligopolista, considerando o sistema elétrico interligado através de 

sua rede de transmissão. Os participantes do mercado podem ser classificados em dois 

grupos: as firmas estratégicas e os participantes competitivos. As firmas estratégicas 

determinarão sua curva de oferta ótima através de variações contínuas de seus coeficientes, 

de  forma a inaxiinizar seu próprio lucro, tomando as curvas de oferta dos demais 

participantes estratégicos como dados. Do ponto de vista de uma determinada firma 

estratégica, o problema de encontrar sua estratégia ótiina pode ser modelado 

matematicamente coino um problema de programação matemática de dois níveis, onde ela 

determina sua curva de oferta ótima antecipando o comportamento dos participantes 

competitivos. Estes, por sua vez, resolvem um problema de mínimo despacho 

parainetrizado nas soluções da grande firma, considerando o sistema de transmissão coino 

um sistema de potência linearizado (modelo DC). O equilíbrio competitivo de Nash, 

considerando um núinero finito de companhias estratégicas participando do mercado, é 

encontrado através de um método iterativo, onde a curva de oferta ótiina de cada grande 

firma é determinada via um algoritmo de pontos interiores penalizado, proposto pelos 

próprios autores. 

O modelo apresentado ein [13] corresponde a um problema de decisão de ofertas, do ponto 

de  vista de uina companhia geradora que se encontra inserida em um mercado competitivo. 

Cada companhia geradora faz uma previsão da demanda e dos parâmetros de oferta (preço 

e quantidade) das demais companhias participantes do mercado. Dado o nível de incerteza, 



o problema de decisão é formulado inatematicaiileiite como um método de otimização 

estocástica discreto - um processo de decisão de Markov. A estratégia ótima é calculada de 

forma a inaxiinizar o retorno esperado dentro de um horizonte de tempo predeterminado. 

O trabalho em [14] é focado no sistema de eletricidade da Nosuega, onde é 

responsabilidade de cada companhia geradora o planejamento da geração. No novo 

mercado desregulado, o objetivo de cada companhia é determinar o seu plano de produção 

e comercialização de energia de forma a maxiinizar seu próprio lucro. Dadas as 

características altamente liidrológi~as do sistema elétrico da Noruega (99% da produção de 

energia é hidrelétrica), existe uma dependência temporal diretamente associada ao preço da 

energia, a qual deve ser levada em consideração na hora de determinar a oferta ótima. Este 

trabalho apresenta um modelo de otimização estocástica que simula diferentes cenários 

para formação de preços, em um horizonte de plane~ainento predeterminado, de forma a 

inaxiinizar o lucro esperado de uina determinada companhia. 

O trabalho em [15] apresenta uma ferramenta alternativa para a determinação das 

estratégias de oferta das coinpanliias geradoras, dentro de um ambiente ~oinpetitivo. Estas 

ofertas são representadas por cuivas lineares, cujos coeficientes são escolhidos de forma a 

iiiaxiinizar o benefício da própria companhia, levando em consideração seus custos de 

operação, as restrições do sistema e antecipando o comportamento de  suas companhias 

rivais. O operador do sistema determinará o despacho ótimo, dadas as curvas de ofertas 

fornecidas pelas companhias geradoras, ininiinizando o pagamento por parte do grupo 

consumidor. Dadas as incertezas no coinpo~taineiito das firmas rivais, o problema, do ponto 

de  vista de uma companhia geradora, é formulado inateinaticainente como um processo de 

otiinização estocástica com dois métodos desenvolvidos para sua resolução: uma simulação 

de  Monte Carlo e um método baseado em otimização. Exemplos nuinéricos mostrain o 

exercício de poder de mercado por parte das companhias geradoras, o que permite elevar o 

"Market Clearing Price" (preço do gerador mais caro despachado para atender a demanda), 

a níveis acima de valores competitivos. A demanda elástica, sensível a variações de preço, 

s e  apresenta como uma alternativa para contornar tais manipulações e evitar aumentos 

abusivos no preço do mercado. 



3 PROBLEMAS MATEMÁTICOS COM RESTRIÇOES DE EQUIL~BRIO 
(PMRE) 

Neste capítulo serão introduzidas a definição e principais propriedades dos Problemas 

Matemáticos com Restrições de Equilíbrio (PMREs). Estes problemas modelam problemas 

de otimização onde, todas as suas restrições, ou partes dela, são definidas por desigualdades 

variacionais parainétricas. Uma formulação equivalente, que denominaremos jomn~lnç&o 

de Kanlsh-Kzrhn-Tz~cIrer (K.K. T.), é deduzida, substituindo-se o problema de desigualdades 

variacionais por ~ 1 1 1  conjunto de restrições que correspondem, em determinadas ocasiões, 

às  condições de otimalidade de primeira ordem de um tradicional problema de otimização. 

O problema de equilíbrio de Stackelberg, assim como os problemas de programação em 

dois níveis, serão introduzidos como casos particulares dos PMREs. 

3.d Formulação Matemática do Problema 

Um Problema Matemático com Restrições de Equilíbrio (PMFE) é um problema de 

otimização, com dois coiljuntos de variáveis x e y, tal que algumas (ou todas) suas 

restrições estão definidas por desigualdades variacionais parainétricas @V), com y como 

variável primária e x como parâinetro, Analiticamente, ele pode ser definido como: 

Min f (x, y) 
x,y 

s.a (x, y) E Z 

Y E S ( 4  

onde: 

~ ~ 9 1 " ' " '  é um conjunto não vazio e fechado; 

~:91"~"'-+91; 

C:91"+91n' é uma inultifunção, tal que C(x)c'Sin' é um coiljunto convexo e fechado 
Vx E 91"; 



S(x) é o conjunto de soluções do problema de desigualdades variacionais, 

DV(F(x,.),C(x)), definido por F(x,.) e C(x). Matematicamente, y ~ S ( x )  se e somente 

se  y ~ C ( x )  e satisfaz o seguinte conjunto de desigualdades: 

( V - ~ ) ~ F ( X , ~ ) ~ O ,  'v 'v~ C(x); 

X = {x E%": (x,y) E Z  para algum y E!)?'"}, onde X representa a projeção de Z em 91". 

A função f é a função objetivo principal a ser otimizada, F é a função de equilíbrio do 

problema inteino, Z é a região viável do problema do nível superior e C(x) define as 

restrições da variável y para cada XEX. Será assumido que Xgdom(C). 

A região viável de (3.1) é definida por R: 

R - { ( X , ~ ) E ( S I ~ ~ * ~ ~ ~  : (X,Y)EZ com y ~ S ( x ) }  (3.2) 

O termo rvstrições de epilíhrio se refere as restrições y ~ S ( x ) .  Tais restrições sewem para 

representar situações de equilíbrio, em aplicaqões de engenharia e economia, modeladas 

matematicamente através de desigualdades variacionais paramétricas. 

Uma vez definida a formulação analítica do PMRE, serão apresentadas a seguir as 

propriedades e definições necessárias para a dedução da forn1trlaç6o de Karzah-Kzlhrl- 

Tzrclcer (K.K.T.). Este desenvolvimento segue o trabalho de Gibbons et al. [16]1, o qual sewe 

de referência para os teoremas aqui citados. 

3.2 Formulação de Karush-Kuhn-Tucker 

Nesta seção introduziremos uma formulação equivalente ao Problema Matemático com 

Restrições de Equilíbrio definido em (3.1), que denominaremos forn~zrlaçGo de Kartrsh- 

Kzlhn-Ttrcker (K.K.T.). Tal formulação consistirá em substituir o conjunto de soluções do 

problema de Desigualdades Variacionais paramétricas por um outro conjunto de restrições 

que definem, sob determinadas hipóteses, as condições de otimalidade de primeira ordem 

de um problema de otimização associado. A forn1zrlaç6o de K.K.T. pertence a uma 

subçlasse dos PTVHCE e, naturalmente, condições adicionais na definição de seus elementos 

(funções objetivo, conjuntos viáveis e restrições) deverão ser requeridas para a obtenção de 

tal equivalência. 



Vainos começar representando o conjunto C(x) associado às DV na for~nulação (3.1) como 

um conjunto fínito de desigualdades convexas. Para cada x EX, seja C(x) definido por: 

C(x) = { y E 91'" : g(x, y) 1 0) (3.3) 

onde g:91"+"'+911 é continuamente diferenciável e gi(x,.) convexa para cada XEX e i=l ...L 

Associado a C(x), define-se a aplicação M: 91"'"'+91~, onde, dado ( x , y ) ~  %"+", M(x,y) é 

dado pelo conjunto de multiplicadores h~91 '+  tal que: 

F(x, Y) + C hiVygi (x, Y) = 0 (3.4a) 
i=lJ 

higi (x, Y) = O i=l ,..., 1 (3.4b) 

hi  2 O, g;  (x, y) l O i=l,..,,l ( 3 . 4 ~ )  

Uma representação mais simples de M(x,y) pode ser obtida a pai-tis da definição do 

coi?jtm to de índices das ~vstrições ativas de g: 

I(x, y) - {i : gi (x, y) = O) 

para (x,y) E Gr(C) (gráfico de C). 

Assim, o conjunto de multiplicadores M(x,y) satisfazendo (3.4a-c), pode ser resumido a: 

hj  = O, V j P I(x, y)} 

Antes de apresentar os teoreinas que estabelecem a equivalEncia entre a formulação geral 

dos Problemas Matemáticos c0111 Restrições de Equilíbrio e a fornizdaç80 de K.K.T., define- 

se  a seguir uma izstriçiio de qz~aliJicaç60 sobre seqiiências linzitcrdas no conjunto de 

soluções viáveis SZ do problema principal. 

A Restrição de Qualificação por Seqiiências Limitadas (RQSL) é valida em R se, dada uma 

seqüência convergente { ( ~ ~ ~ ~ ) e n l  R, para cada k existe um vetor de inultiplicadores 

~%M(X"~") ,  tal que {h" é limitada. 



Sejam F e gi (i=l, ..., I) contínuas, Z um conjunto fechado e cada gi(x,.) convexa para todo 

XEX. Assuinimos que V,gi(x,y) existe e é continuo para todo (x,y) em um conjunto aberto 

contendo a, e que RQSL é válida em R para M definida em (3 3). Então ternos que: 

a) O problema (3.1) é equivalente ao seguinte problema de otimização nas variáveis 

(x,y,h): 

Min f (x, y) 
XlY 

h 2 0, g(x, y) 5 0, htg(x, y) = O ( 3 . 6 ~ )  

Se (x*,y*) é um mínimo global de (31), logo para cada h*~M(x*,y*), (x*~' ,h*)  é um 

mínimo global de (3.6). Inversamente, se existe ~ * E M ( x * , ~ ?  tal que (x*,y*,h*) é um 

iníniino global de  (3.6), então o par (x*,yZ) é um iníniino global de (3 .I). 

b) Se  Z é compacto, logo existe algum c>O tal que (3.1) é equivalente no inesino 

sentido a: 

Min f (x, y) 
XyY 

A forinulação (3.6) será, de agora em diante, denominada ~ o Y ~ ~ ~ Ç E o  de Knrt~sli-Kzlhr~- 

Tz~cker (K.K.T.) do Probletna Matemático com Restrições de Equilíbrio. Voltaremos a esta 

formulação em nlaiores detalhes na seção 3.3.2. 

Teorema 3.2 

Seja Z um subconjunto arbitrário de 91"'" e X a projeção de Z em 91". Seja gi(x,.) (i=l ... 1) 

convexa para cada XEX e a restrição de qualificação RQSL válida para Z*EQ. O par 



z*=(x*,y*) é um mínimo local de (3.1) se e somente se para cada A*EM(X*,Y*), (x*,yr,h*) é 

um mínimo local de: 

Seja Z um conjunto fechado e f, g, F e Vygi continuas (i=1 ... l). Seja R ~ T  C9111f"'~91'+ a 

região viável de (3.6). 

a) Se  existe (xO,yO,hO) E QKKT tal que o conjunto {(x,Y,~)EFKI.;~ : f(x,y)if(xo,yo)) é 

limitado, então o problema (3.6) tem uma solução ótima; 

b) Se  RQSL é válida em R ,  cada gi(x,.) (i=l ... I) é convexa e existe (xo ,yO)~R tal que o 

conjunto {(x,Y)E!~ : f(x,y)<f(xO,yO)) é limitado, então o problema (3.1) tem uina 

solução ótima. 

Nos primeiros dois teoremas formam estabelecidas condições que peimitiram caracterizar 

os Problemas Matemáticos com Restrições de Equilíbrio como tradicionais problemas de 

otimiaação, descrevendo as condições de equilíbrio definidas pelas DV através de um 

sistema de equações não lineares equivalente. No teoreina 3.3, condiqões necessárias 

permitein garantir a existência de solução tanto da fornzzrlaç~o de K.K. T. como dos PMREs. 

Na próxima seção, dois casos pasticulares de Problemas Matemáticos com Restrições de 

Equilíbrio serão estudados. O primeiro deles define à noção econômica do equilíbrio de 

Stackelberg [17], e pode ser considerado a origem da formulação dos PMREs. A 

programação matemática em dois níveis, um segundo exemplo de PMREs, é considerada o 

caminho natural para descrever situações da vida real que possuem uma ordem hierárquica 

predeterminada, entre eles o próprio problema de equilíbrio de Stackelberg. 



3.3 Exemplos de PMRE 

3.3.1 Equilíbri~ de Stackelberg 

O problema tradicional de equilíbrio de Stackelberg, no contexto de teoria de jogos, é 

composto por um número finito de jogadores, alguns deles atuando em coiljunto (que 

chamaremos grupo líder), e os restantes subordinados a estes (que denominaremos grupo 

seguidor). As diretrizes dadas pelos integrantes do grupo líder serão descritas através da 

variável x, enquanto as variáveis de decisão do grupo segz~iclor serão representadas pelo 

vetor y. As restrições y E S(X) estipulam que, para cada diretriz x dada pelo grupo Iíder, o 

grupo seguidor escolherá uma resposta y, a qual será uma solução de um problema de 

decisão modelado pelas desigualdades variacionais paramétricas DV(F(x,.),C(x)). 

Uma vez definidos os jogadores e suas prioridades, o problema econôinico do equilíbrio de 

Stackelberg será determinar um vetor de diretrizes ótimas do grupo líder xoPt, junto com um 

vetor de equilíbrio de respostas do grupo seguidor y e ' ' " ~ ~ ( ~ O P t ) ,  de fosma tal a miniinizar a 

função objetivo do grupo líder f(x,y), satisfazendo as condições de otimalidade ( x , y ) ~ Z .  

Analiticamente, ele pode ser definido como a seguir: 

Min f (x, y) 
x,y 

(3.9) 

s.a x, y E Z (3.9a) 

Y E S(X) (3.9b) 

que corresponde à formulação geral do Probleina Matemático com Restrições de Equilíbrio, 

(3.1). 

Alguns refinamentos e variações do modelo de equilíbrio de Stackelberg, apresentado em 

(3.9), têm sido propostos. Entre eles podemos destacar dois problemas extremos: o 

equilíbrio de Stackelberg forte 

s.a x E X 

e o equilíbrio de Stackelberg débil 



s.a x E X (3.1 Ia) 

Na definição do equilíbrio de Stackelberg forte, o grupo líder é otimista, no sentido que 

assume que os participantes do grupo seguidor irão atuar da forma mais favorável a 

beneficiá-lo. É implicitamente assumido que, para cada estratégia XEX do grupo líder, as 

reações de y ~ S ( x )  do grupo segzridor vão contribuir para minimizar a função objetivo do 

grupo líder f(x,y). Este modelo corresponde exatamente a formulação (3.9). A situação 

oposta é representada pelo equilíbrio de Stackelberg débil. Esta abordagem cotresponde a 

um ponto de vista pessimista por parte do grupo líder, no qual ele assume que o grupo 

segzridor atuará da forma menos favorável e ele se prevenirá contra isso. Estas duas 

formulações de equilíbrio serão equivalentes no caso particular que o conjunto de soluções 

S(x) do grupo seguidor seja univocainente determinado para cada XEX. 

Observe que, na definição geral do problema (3.9) e seus refinamentos (3.10) e (3.11), os 

integrantes do grupo líder têm um certo privilégio em relação aos integrantes do grupo 

segzridor, no sentido que o grupo líder tem como antecipar as reações do grupo seguidor e, 

baseado nisso, selecionar suas próprias estratégias. Os integrantes do gmpo segzridor atuam 

assim de forma subordinada às estratégias escolliidas pelo grupo líder. 

3.3.2 Problemas de Bois Níveis 

A programação em dois níveis é um ramo da programação matemática utilizada para 

descrever probleinas de otimização, onde a região viável é definida inteira ou parcialmente 

pelo conjunto de soluções de um segundo problema, parametrizado pelas variáveis do 

primeiro. Este tipo de formulação é adequado para modelar problemas que requerem uma 

determinada ordem hierárquica, onde as ações do problema do nível superior delimitam as 

ações do problema do nível inferior, e são, por sua vez, influenciadas pelas decisões deste 

último. Analiticamente, eles são definidos como: 

Min f(x,y)  
".Y 

s.a (x, y) E Z 

onde y é solução de 



s.a y E C(x) (3.12d) 

Veremos no decorrer desta seção coino este probleina de programação matemática em dois 

níveis pode ser considerado coino uni caso particular dos Problen~as Mateináticos coin 

Restrições de Equilíbrio (PMREs), e de onde vem a origem da denominação foinzzrla@o de 

K.K. T.. 

Seja a função F(x,.) em (3.1), representando o gradiente parcial em relação à segunda 

variável de uma determinada função C', 8 :  91"+'"+91 tal que F(~,y)=V,~8(x,y) 

'd(x,y) E Gr(C)= {(x,y) E 91"' E C(x)) . Neste caso, a desigualdade variacional 

DV(F(x,.),C(x)), para cada x fixo, representa o conjunto de condições estacionárias do 

seguinte probleina de otimização na variável y: 

Min 8 (x, y) (3.13) 
Y 

s.a y E C(x) (3.13a) 

Se  C(x) é convexo e 8(x,.) é convexa, o conjunto de soluções ótimas de (3.13), definido por 

arginin {8(x,y): y ~ C ( x ) ) ,  define o conjunto de soluções S(x) do probleina de desigualdades 

variacioiiais paramétricas: DV(V,B(x,y),C(x)). 

Nestas condições, o problema de programação ein dois níveis (3.12) pode ser foimulado 

inateinaticarnente como um Problema Matemático coin Restrições de Equilíbrio (PMRE): 

Min f (x, y) (3.14) 
X.Y 

s.a (x, y) E Z (3.1 4a) 

Y E S(X) (3.14b) 

Por outro lado, considerando que S(x) define, para cada x fixo, o conjunto de soluções do 

probleina de otimização em (3.12~-d), (3.12) pode agora ser formulado coino um 

tradicional problema de prograinação inaternática: 

Min f (x, y) 
">y 



onde o subproblen~a de otiinização do nível inferior foi representado pelas suas condições 

de  otiinalidade de primeira de (3.13), conhecidas como condições de Karush-Kuhn-Tucker. 

Os Problemas Matemáticos com Restrições de Equilíbrio são, de forma geral, problemas de 

difícil solução. Parte de sua complexidade esta relacionada à dependência hierárquica entre 

seus elementos, definida implicitamente no conjunto de soluções S(x). Será objetivo da 

próxima seção analisar, em parte, peculiaridades destes problemas. 

3.4 Complexidade do PMRE 

Os Probleinas Matemáticos com Restrições de Equilíbrio podem ser considerados, em 

geral, problemas de difícil solução. Suas dificuldades são diversas, e entre elas podemos 

mencionar a não diferenciabilidade das solugões do problema do nível inferior, a não 

convexidade do conjunto viável do problema geral, a não unicidade do conjunto solução do 

subproblema do nível inferior e a não regularidade do colljunto de soluções na sua 

foiwiulaçtio cIe K.K. T.. Cada uma destas particularidades será analisada a seguir, através de 

exemplos numéricos e um estudo analítico na avaliação da não regularidade intrínseca da 

forn~z~laçtio de K.K. T.. 

3.4.1 Análise Numérica - Exemplo 1 

O objetivo neste item será mostrar a não diferenciabilidade do conjunto solução do 

subproblema do nível inferior (S(x)) e a não convexidade do conjunto de soluções viáveis 

do problema principal (Q). Para isso, seja o seguinte problema de dois níveis: 

Minf  (x, y) 
", y 

s.a 0 1 x 1 4  

onde y é solução de 

Min (-y) 
Y 

s.a y E C(X)) 

onde C(x)- { y E 'Si+:yI-xi-2, yIx-3). 

Para X E  [0,4], C(x)#0 se e somente se x~[0,2]u[3,4],  representado na Figura 3.1 pelas 

seini-retas com origem e111 pontos nos segmentos A-B e C-D, respectivamente: 



Figura 3.1 - Exemplo I 

sendo A=(0,2), B=(2,0), C=(3,0) e D=(4,1). 

Observe que, dado x~[0,2]u[3,4], o conjunto solução para o probleina do nível inferior é 

definido por: 

resultando, assim, a região viável R do probleina principal igual a: 

Rr{(x,-x+2):x~ [O,~])U{(X,X-3):x~ [3,4]) (3.17) 

que nada mais é que a união dos segmentos A-B e C-B na Figura 3.1. 

Analisando (3.1 6) e (3.17) e observando a representação gráfica de S(x) e R na Figura 3.1, 

podemos facilmente concluir a não difeienciabilidade de S(x) e a não convexidade do 

conjunto de soluções viáveis R .  

3.4.2 Análise Numérica - Exemplo 2 

Seja agora um segundo exemplo de programação inateinática em dois níveis: 

Min f(x, y) 
", y 

onde y é solução de 

Min (-y2 + 1) 
Y 

onde C(x)= { y ~  %:lylll) . 



Vimos, no Exeinplo 1, que o conjunto de soluções do subprobleina do nível inferior S(x), 

era univocainente determinado para cada ~ € 9 1 .  Mostrareinos neste exemplo que esta não é 

urna regra geral no coinportamento dos problemas inatemáticos em dois níveis. 

Para cada x20, C(x) é definido pelo segmento veitical y ~ [ - l , l ]  no gráfico naFigura 3.2. 

Figura 3.2 - Exeinplo 2 

A função objetivo do subprobleina do nível inferior, (-y2+1), atinge seu mínimo em dois 

pontos neste intervalo, a saber y=l e y=-1. Assim, para cada x20, S(x) resulta igual a (1,- 

I},  e vemos através deste exemplo a não unicidade da solução do subprobleina do nível 

inferi0 r. 

3 .43  Não Regularidade da Formulação de K.K.T. 

Seja, por conveniência, o problema de dois níveis reproduzido a seguir: 

s.a (x, y) E Z 

onde y é solução de 

s.a y E C(X) 

e sua~for~~~zrlctp?~ cle K.K.T. dada por: 



VYe(x,y)+ C hiVYgi(x,y)=O (3.19b) 
i=lJ 

h 2 O, g(x, y) l 0, htg(x, y) = O (3.1 9c) 

Como já mencionado, a forn~t~lnção de K.K. T. transforma o conjunto de restrições, definido 

pelo subproblema de otimização do nível inferior (3.18~-d), em um conjunto de restrições 

dado pelas suas condições de otimalidade de primeira ordem (3.19b-c). A maior dificuldade 

desta estratégia está diretamente relacionada as restrições de folgas complementares 

(3.19c), à dependência linear dos gradientes dos pares de restrições ativas (h;=O,h;gi(x,y)=O) 

e (gi(x,y)=O,higi(~,y)=O) para cada i=l ...I Como na solução ótima, para cada i um destes 

pares de condições se satisfaz, o conjunto de possíveis soluções do probleina de dois níveis 

(3.19a-c) não pode se  dizer regular. Assim, devido à inerente não regularidade destes 

problemas, a utilização de tradicionais métodos de programação não linear pode não ser 

adequada para resolvê-los. Tais algoritmos exploram, na sua maioria, as condições de 

otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker, transformando um tradicional 

probleina de otiinização na resolução de um sistema de equações, assumindo-se 

regularidade (independência linear dos gradientes das restrições ativas) no conjunto de 

soluções ótimas. 

A alta complexidade destes problemas e suas inúmeras aplicações práticas motivou a 

pesquisa e desenvolvimento, tanto no aspecto teórico como prático, de  propriedades e 

algoritmos específicos para sua solução. 

Observe que, inesino na formulação mais simples de programação em dois níveis (3.12) 

(problemas com funções objetivo e restrições lineares), incluem-se não linearidades na 

fomizrlnçEo de K.K.T. (3.15), o que inviabiliza a utilização direta de algoritinos de 

programação linear para resolvê-los. Do tratamento diferenciado das condições de folgas 

compleineiltares têm surgido possíveis modelos de resolução, entre os quais podemos 

mencionar: modelos separáveis, prograinação linear mista e modelos de penalidade. 0 s  

inodelos separáveis transforinam a for~nzzdnção de M.K.T. em uina formulação equivalente 

contendo somente restrições lineares, mas possuem a desvantagem de incluírem não 



diferenciabilidade ao problema. A prograinação linear mista, com a inclusão de variáveis 

binárias, transfornla o conjunto de restrições de folgas coinplementares num conjunto de 

restrições lineares inteiras. Algoritinos de "branch-and-bound" são utilizados para a 

resolução de ambos os modelos. Uma forina indireta de tratar as restrições de folga 

coinpleinentares é introduzi-las na função objetivo do problema principal como um termo 

penalidade. Uin estudo detalhado de probleinas de prograinação linear em dois níveis pode 

ser encontrado em 1181. 

Ein 1191 são estudados aspectos teóricos dos Probleinas Matemáticos com Restrições de 

Equilíbrio, para problemas de prograinação não linear de forina geral. 0 s  autores 

apresentam uma forinulação equivalente do PMRE via nonnalização quadrática das 

restrições de folga coinpleinentares, e estabelecem propriedades que sugerem, na presença 

de não-degeneração da solução, algoritinos baseados em métodos Lagrangeano Aumentado 

como uina alternativa para sua resolução. Em [20], um algoritino de pontos interiores de 

direções viáveis é generalizado para a resolução da for.n~z~lnçGo de K.K.T. do problema de 

dois níveis, na hipótese também de não-degeneração da solução. Um algoritino penalizado, 

baseado na .fòr-r~iulnçZo de K.K.T., o qual trata indiretamente as restrições de folgas 

complementares, introduzindo-as na função objetivo do probleina principal através de um 

termo penalizado, é apresentado em [I]. A forinulação geral dos PMREs e um estudo 

detalhado de suas principais propriedades foi abordado ein [16]. 

Para finalizar o capítulo, serão apresentadas duas formas equivalentes de tratar o conjunto 

de restrições definido pelas folgas coinplementares. 

3.5 Função de Mérito 

Seja o conjunto de restrições definido pelas folgas coinpletnentares da formz/lnç6o de 

K.K.T. resuinido a: 

a20, b20 e atb = O onde a E 91" e b E 'Si". 

A seguir, duas forinas equivalentes de tratar este conjunto de restrições serão apresentadas: 

Seja a primeira delas obtida através da seguinte função de mérito: 

c p l :  'iX2-+X convexa tal que: 

(a,b) cp, (a, b) - d a 2  + b2 - a  - b 



Esta função foi utilizada pela primeira vez por Fischer [21] para transformar as condições 

de K K T  de um probleina de programação não linear em um simples sistema de equações. 

O próprio Fischer [22] atribuiu a definição desta função a Burmeister, e ela é hoje 

conhecida como formulação de Fischer-Burmeister. 

Esta função (pi satisfaz a seguinte importante propriedade: 

Min (a,b) = O a cp~(a,b) = O 

Observe, por outro lado, que: 

a b = O, a 2 O e b 20 a min(a,b) = 0, 

Assim, utilizando esta função de mérito para substituir as folgas complementares da 

forn~z(laçfio de K.K.T. do problema de dois níveis, obtemos a seguinte formulação 

equivalente a (3.1 5): 

Min f (x, y) 
s,y 

(pl(hi, -gi(x,y)) = o v i  = l  ... 1 

ou equivalentemente: 

Min f (x, y) (3.21) 
&Y 

E m  [23], Quintana et al. propuseram um algoritmo de pontas nZo interiores, utilizando 

funções de mérito na forma (3.20) para o tratamento das condições de folgas 

coinpleinentares, para a resolução do clássico problema de Fluxo de Potência Ótimo. 

Uma segunda função de mérito, de interesse específico no desenvolvimento deste trabalho, 

é a função conhecida como penalização de Fischer-Burmeister: 

Seja (p2:%2-+% tal que: 



(a,b) <p2 (a, b) r a + b - d a 2  + b2 + p niax(0, a) inax(0, b) 

onde p>O é um parâmetro dado. Esta função tem a seguinte propriedade: 

cp2(a,b)=0- &=O, a20 e b20 

Utilizando a equival611cia acima e no mesmo raciocínio aplicado a função cpl, uma 

formulação equivalente a (3.15) é obtida, substituindo as condições de folga 

complementares do problema do nível inferior pela sua formulação equivalente em função 

de 9 2 ,  obtendo-se assim: 

Min f (x ,y)  
s,y 

Observe-se que tanto em (3.21) como em (3.22) as restriqões de canalização associadas às 

folgas coinplementares desapareceram, sendo aiitoi~~aticailleilte satisfeitas através de  y>l e 

(p2, respectivainente. Essa é uma das principais propriedades destas funções de mérito, e 

permite trabalhar com uma fonnulação equivalente, transfoimando as restrições de folgas 

coinpleinentares em uin conjunto somente com restrições de igualdade. 

O problema na forma (3.22) será denominado F017?lzllaçZ0 de K.K. T. Penalizada. Veremos, 

na próxima seção, o comportamento e complexidade dos algoritmos de tipo Newton- 

Raphson na resolução direta deste tipo de penalizações. 

3.5.1.1 Complexidade da Formulação de K.K.T. Penalizada 

Seja o problema (3.22) escrito, equivalentemente, como: 

Min f (x, y ) 
X.Y 



p se Ai  2 0  e gi(x,y)<O 
pi = {  

O caso contrário 

Escrevendo as condições de otimalidade de primeira ordem de K.K.T. para (3.23), chega-se 

a um sistema de equações não lineares, incluindo as próprias condições de folgas 

complementares-penalizadas (3.23~).  Sem perda de generalidade e por simplicidade de 

notação, estas condições podem ser expressadas, para cada i=l, ..., 1,  como: 

Assumindo-se que, durante uma iteração do processo iterativo, "a" encontra-se na fronteira 

de  sua região viável (a=O), e "b" é estritamente positivo (b>O), um algoritino baseado na 

aproxiinação de primeira ordem de Newton-Raphson encontrará um novo passo 

incremental (Aa,Ab), satisfazendo: 

resultando Aa igual a: 

Por substituição direta da hipótese a=O, obtém-se o passo increinental Aa=O: 

D e  (3.25) pode-se deduzir que: algoritinos baseados na aproximação de primeira ordem de 

Newton-Raphson para resolver probleinas de grograinação não linear, cujas restrições são 

parcialmente definidas por equações da forma (3.23c), podem ter problemas numéricos 

durante o processo iterativo, uma vez que alguina de suas variáveis atinja a fronteira da 



região viável. Uma forina de se evitar este coinpoitainento é relaxar o lado direito das 

restrições (3.24), por um valor E diferente de zero (&#O): 

sendo E penalizado na função objetivo, a qual denominareinos pennliznç&o de Fischer- 

Bz~rvwisfer relaxada. 

Pela aproxiinação linear de primeira ordem de Newton-Raphson, o passo increinental nas 

variáveis a e b para (3 26 )  corresponde a: 

Através de inanipulações algébricas, e levando em consideração que a=O, chega-se a: 

Aa = &/(I + pb) (3.27) 

Pode ser concluído, obseivando (3.27), coino perturbações no lado direito das condições de 

folgas coinpleinentares penalizadas (3 23c) podem introduzir, na proxin~idade da fronteira 

da região viável (definida pelas equações de canalizagão do problema do grupo sepidor-), 

uin inelhor condicionainento nos algoritinos iterativos tipo Newton-Raphson. 



4 EQUIL~BRIO DE MERCADO EM SISTEMAS DE PQT~NCIA 

Este capítulo descreverá dois modelos de equilíbrio de mercado aplicados a sistemas de 

potência, considerando o sistema elétrico como uma rede interligada através de seu sistema 

de transmissão. A primeira abordagem segue o trabalho de Hogan [I], que propõe um 

algoritmo para a solução do equilíbrio oligopolista de Nash-Cournot, para o modelo 

linearizado (modelo DC) de sistemas de potência. Ein seguida, o modelo tnateinático e cada 

um dos elementos que descrevem o equilíbrio de Stackelberg em sistemas de potência AC - 
objetivo de estudo desta tese - são apresentados. 

4.1 Equilíbrio de Cournot - Fluxo de Potência DC 

O trabalho de Hogan [I] foi um dos primeiros na literatura a abordar a influência do poder 

de mercado associada às restrições do sistema de transmissão. Sejam, a seguir, a 

formulação matemática do problema e o algoritmo de solução por ele proposto. 

4.1.1 Formulação do Problema 

Sejam os participantes do mercado de enesgia divididos em dois grupos: firmas estratégicas 

(ou grandes filmas) agiupadas no conjunto E e firmas menores (ou participantes 

secundários) agmpadas no conjunto S. Os integrantes das firmas dominantes serão as 

grandes empresas geradoras e consumidores de grande porte que têm algum poder de 

mercado, enquanto os participantes secundários serão representados por geradores de 

menor porte e pequenos centros de demanda. As grandes fismas determinarão suas 

produções, as demandas dos geradores e as cargas sob seu controle comprando e vendendo 

no mercado de energia ao preço spot do sistema. Por sua vez, os participantes secundários 

acharão uni equilíbrio competitivo restrito às decisões das grandes firmas, e serão os 

determinantes do preço do mercado. 

O problema de otimização para um determinado pasticipante igE, integrante do grupo das 

grandes firmas, corresponde a um problema de dois níveis e pode ser formulado 

analiticamente como: 



onde y é solução de 

~ * a g ( ~ i , ~ ~ / i , ~ ) = O  (4.1 C) 

h (x i , x~ / ; , y )  5 O (4.1 d) 

onde x~91" ,  ~ ~ 9 1 "  e h~91 ' ,  representando h o multiplicador de Lagrange associado às 

restrições de igualdade (4.1~) .  As funções f;:%"+'-+!R e f,:%"'+91 têm por objetivo, 

respectivamente, maximizar o lucro do participante i da grande firma e o beneficio do 

grupo secundário S. As restrições de igualdade g:9?"'"'--+91' correspondem às equações de 

balanço da potência ativa em cada nó da rede, e as desigualdades h:~i"+"-+%~ representam 

limites físicos elou operacionais do sistema. Segue-se uma descrição detalhada de cada um 

destes elementos. 

o Função objetivo do pai-ticipante i da grande firma 

O paiticipante i tentará maximizar seu próprio benefício, tomando as cargas e gerações 

dos demais pasticipantes das grandes firmas (que denotaremos por Eli) como dados. O 

objetivo da firma i será maximizar seu benefício definido pelo valor da carga que ele 

controla: ~ i ( p l i ) - h ~ l ; ,  o valor da geração que ele provê htpg;-ci(pgi) e seu Contrato de 

Congestionamento da Transmissão ?L~CCT;. 

O Contrato de Congestionamento da transmissão tratado no trabalho de Hogan é 

inspirado no modelo do mercado energia da PJM (Pennsylvania-New Jersey-Maryland 

hterconnection). Neste mercado, na presença de congestionamento na transn~issão, 

seus participantes poderão estar expostos a grandes oscilações de preços entre os 

diferentes sub-mercados. Suponha que exista uma companhia geradora no sub-mercado 

1 que possui uni contrato para atender uma carga no sub-mercado i De acordo com as 

regras de mercado, o gerador vende sua produção no preço spot no sub-mercado i e, 

para atender seu contrato, compra energia ao preço spof no sub-mercado i. Para se  

prevenir contra possíveis variações de preço entre os sub-mercados, ele pode recorrer 

aos Contratos de Congestionainento de Transmissão (CCT). Tal contrato é um 

instrumento financeiro entre o agente e o proprietário do sistema de transmissão, pelo 



qual seu detentor recebe, após uin pagamento prévio fixo, o montante contratado 

multiplicado pela diferença de custos marginais entre os sub-mercados (hj-h;). 

Analiticamente, o Contrato de Coi-~gestionamento da Transmissão pode ser representado 

por: 

ht CCTk 

onde: 

h n-vetos de custos marginais nas barras 

CCTk 11-vetos definido por t(-ei+ej) onde t é igual ao montante contratado 

ei n-vetos cujas componentes são iguais a zero exceto o valor unitário na 

posição i 

Para maiores detalhes de Contratos de Congestionainento da Transinissão ver [I]-[24]. 

Atlaliticainente, a função objetivo do participante i pode ser representada por: 

n núinero de barras do sistema 

pli 11-vetos de demanda do paiticipante i 

pg; 11-vetos de geração de potência ativa do pasticipante i 

h n-vetos preço de equilíbrio do mercado (preço spot do sistema), variável dual 

associada às restrições de igualdade (4.1 c) 

Bi(pli) f~~ i l ção  benefício de carga do participante i 

C;(pg;) f~mção custo de geração de potência ativa do participante i 

CCT; 11-vetos de montante de Contrato de Congestionainento da Transmissão do 

participante i 

o Função objetivo do grupo secundário 



P ~ S  
n-vetos de demanda dos participantes do grupo secundário 

pg, n-vetos de geração de potência ativa dos participante do gmpo secundário 

Bs(p1s) função benefício de carga dos participantes do gsupo secundário 

C,(pg,) função custo de geração de potência ativa dos participantes do gsupo 

secundário 

e Restrições do grupo secundário 

Corno já mencionado, o modelo da rede elétrica que esta sendo considerado 

corresponde à aproximação linearizada do modelo de fluxo de carga, sendo as restrições 

do problema do segundo nível (4. lb-d) representadas por: 

Eli coilj~into de elementos das firmas estratégicas menos o participante i 

Sconjunto de elementos dos pa~ticipantes do grupo secundário 

pie n-vetos de demanda dos participantes das firmas estratégicas 

pg, 11-vetos de geração de potência ativa dos participante das firmas estratégicas 

nc núinero de circuitos do sistema 

f n-vetos de balanço de potência nas barras (demanda - geração) 

A matriz (ncxn) de incidência com elementos 0, 1 e -1, representando as 

interconeções da rede de transmissão 

P nc-vetos de fluxo nos circuitos 

b nc-vetor de susceptância dos circuitos 

B niatriz (ncxnc) diagonal, com elementos diagonais definidos pelos vetos de 

susceptância dos circuitos 



8 n-vetos de ângulo de tensão nas barras 

p,,,;, nc-vetos de capacidade mínima dos circuitos 

p,,, nc-vetor de capacidade ináxiina dos circuitos 

4.1.2 Método de Resolução 

O método de resolução proposto por Hogan [ I ]  é baseado na for.n~ulaçEo de K.K.T. do 

probleina de dois níveis (4.1), parainetrizado no vetos de demandas e gerações x ~ / i  dos 

participantes as demais firmas estratégicas. Esta jòr.tl1~11açEo de K.K.T. é obtida 

substituindo-se o siibproblenla dos participantes secundários (4.lb-d) diretamente pelas 

suas condições de otimalidade de primeira ordem. 

Seja, para a dedução da for~tl~z11c~çi70 de K.K.T., o Lagrangreano do subproblema do nível 

inferior (4.1 b-d) definido por: 

L s ( y , k , ~ )  = f s ( ~ )  -h tg(x i ,x~/ i  ,Y) - y t h ( ~ i  , x ~ / i , ~ )  

onde h e p são as variáveis duais associadas às restrições ( 4 . 1 ~ )  e (4.ld) respectivamente. 

Impondo-se as condições de otinlalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker do 

subproblema do giupo seguidol- resulta o seguinte sistema de equações não lineares: 

(VyLs) :  ayfs(~)-~tvyg(~i~~E/i>~)-~tvyh(xiixE/i>~)=o (4.2) 

( V h L s ) : g ( x i , x ~ / i > ~ ) = o  (4.3) 

h(xi,x,/i,y)SO (4.4) 

t 
p 11(x i ,x~/ i~y)  = O (43) 

p . 2 0  (4.6) 

Substituindo-se o coiljunto de soluções do grupo segz~idor (4.1) por (4-2)-(4.6), obtém-se a 

fo7wzz1laçEo de K.K.T. para o problema de equilíbrio de um determinado participante i :  



ptl1(xi>xE/i>~) = O (4.7d) 

p 2 0  (4.7e) 

O problema, do ponto de vista de urna firma estratégica i, corresponde a determinar o vetor 

de  demandas e gerações (x;) que inaximize~n seu próprio lucro, tomando como conhecidos 

o vetor de demandas e gerações das outras grandes firmas (xEIi) e antecipando as possíveis 

soluções do probleina das firinas menores (y,h). Por sua vez, os participantes secundários 

toinain as estratégias das grandes fisnlas ( d ~ , g ~ )  como dados, atuam como receptores de 

preço e acham seu equilíbrio restrito a tal solução. O problema de equilíbrio de Nash- 

Cournot corresponde a achar uma solução de equilíbrio (x*~)  comum para todas as grandes 

finnas participantes do mercado, onde nenhutna delas tenha incentivo para se desviar de 

sua solução (x*;) sem uma possível perda de competitividade. Na próxiina seção será 

apresentado o algoritmo proposto por Hogan [I] para resolução de tal problema de 

equilíbrio. 

4.1.3 Algoritmo de Solução 

O algoritino proposto por Hogan [l] resolve o problema de dois níveis (4.7), para cada 

participante ~ E E ,  penalizando as condições de folga complementares (4.7~-e) na fiinção 

objetivo do probleina principal. Analiticamente: 

t 
C1 h ( ~ i , ~ ~ / i . Y )  = E  (4.8d) 

p 2 0  (4. Se) 

Dado t>O, unia solução de versão relaxada (4.8) é encontrada utilizando o pacote de 

prograinação não linear MINOS5 [25]. Tal algoritmo de solução é aplicado sucessivamente 

a (4.8), para valores crescentes do parâinetro de penalização t, até encontrar-se uma solução 

aproximada de (4.7) para a suficientemente pequeno. 



Uma solução de equilíbrio de Nash-Couinot para um grupo finito de grandes firmas é 

encontrada, resolvendo (4.7) repetidamente, para cada participante ~ E E .  Um ponto (d*,g*) 

será considerado uma solução de equilíbrio se, para cada participante i, (d*i,g*i) é uina 

solução de (4.7) dado (d*E/i,g*E/i). 

Considere-se agora que o problema de equilíbrio de inercado consiste de somente um único 

participante estratégico, os restantes pertencendo ao coiljunto de participantes secundários. 

Tais grupos serão denominados, respectivamente, de gnipo líder e grupo segzzlidor. Nestas 

condições, o problema de dois níveis na formulação (4.1) (coin E={l)) corresponde ao 

equilíbrio de Stackelberg aplicado a sistemas de potência linearizados. É importante 

observar a diferença entre os inodelos de equilíbrio aplicados aos sisteinas de  potência em 

um inercado competitivo e a formulação matemática geral dos modelos de equilíbrio 

apresentado no capítulo anterior. Obsewe-se que, no equilíbrio de Stackelberg para 

sistemas de potência linearizados, as variáveis duais do subprobleina do nível inferior 

(preço spot do sistema) formam paste da função objetivo do problema principal. De acordo 

com a seção 3.3.2, na formulação tradicional de programação em dois níveis somente 

variáveis priinais do problema formam parte da função objetivo do problema do nível 

superior. Uma forinulação equivalente para o equilíbrio de Stackelberg (4.1) pode ser 

obtida, substituindo-se o subprobleina do nível inferior pela sua fosmulação priinal-dual 

equivalente (ver 1261). Através de inanipulação algébrica, é possível transfoiinar (4.1) em 

um tradicional problema de programação em dois níveis, coin o preço spot do sistema 

forrnando parte das variáveis prirnais da nova formulação do probleina. Para maiores 

detalhes ver [27]. 

Na próxima seção será introduzido o problema de equilíbrio de Stackelberg para a 

representação completa do sistema de potência, modelo AC, onde as equações não lineares 

que representam a primeira Lei de Kirchoff são incluídas diretamente no conjunto de 

soluções viáveis. 

4.2 Equilíbrio de  Stackelberg - Fluxo de  Potência AC 

A representação matemática para a configuração do mercado de energia, com uma única 

finna formando parte do grupo líder, aplicado ao modelo de fluxo de potência AC, define o 

seguinte problema de dois níveis: 



Max f l  (x, h) 
x,h 

onde y é solução de (4.9b) 

Obseive que (4.9) pode ser considerado como uina generalização de (4.1), no sentido que 

será considerada a representação AC da rede, para E={l) com E\1=0 e S={2) e onde, sem 

perda de generalidade, os sub-índices associados às variáveis x~ não foram incluídos. 

As variáveis x~91" ,  y ~ 9 1 "  e h~91 ' ,  onde h representa o nlultiplicador de Lagrange (preço 

spot do sistema), associado as restrições de igualdade do problema do grupo segz~idor. As 

funções f1:91"~'+91 e f2:91"'+91 têm por objetivo inaxiinizar o lucro do grupo líder e o 

beneficio do grupo seguidor, respectivamente. As restrições de igualdade g:91"+"'+91' 

correspondem às equações de balanço da potência ativa e reativa ein cada nó da rede. As 

restrições de desigualdade h:91"+"'+91" representam restrições funcionais, corno 

monitoran~ento de fluxo nos circuitos e restrições de canalização, representando limites 

físicos e/ou operacionais do sistema. A seguir se apresenta uina descrição detalhada de cada 

um destes eleinentos: fiinções objetivo, variáveis e restrições. 

o Função objetivo do grupo líder 

O objetivo do gmpo líder será inaximizar seu próprio lucro, dadas as restrições de seus 

próprios coinponentes (limites de suas fontes geradoras e restrições sobre atendimento a 

demanda) e o equilíbrio de mercado das firmas menores. As grandes firmas poderão 

lucrar com a venda de energia a preços altos e a compra a preços baixos, ao valor 

determinado pelo preço spot do sistema. Sua função objetivo pode ser expressada 

co1110: 

n número de barras do sistema 



pli n-vetos de carga ativa do grupo líder 

pgl n-vetos de geração de potência ativa do grupo líder 

h preço de equilíbrio do mercado, preço spot, definido pela variável dual 

associada à restrição (4.9d) 

B l(pl1) função benefício de carga do grupo líder 

Cl(pgl) função custo de geração de potência ativa do grupo líder 

A primeira parcela do lado direito da equação (4.10) (~!(pll)-h~pll), indica o lucro dos 

centros de demanda, representado pela diferença entre a função beneficio de carga e o 

preço de mercado que eles pagam pelo consumo de energia. Os termos restantes, que 

contribuem à função objetivo na formulação (4.10) (htpgl- Cl(pgl)), representam o 

lucro das unidades geradoras (preço de mercado de seus produtos menos custos de 

produção). 

o Restrições de canalização do grupo líder 

p g l l l 1  11-vetos de geração de potência ativa mínima do grupo líder 

pgl,,,,,, 11-vetos de geração de potência ativa máxima do grupo líder 

i 11-vetos de carga ativa mínima do grupo líder 

1 n-vetos de carga ativa ináxiina do grupo líder 

o Função objetivo do grupo seguidor 

O problema do grupo segz~idor pode ser considerado como um caso particular de uin 

fluxo de potência ótimo AC, onde as variáveis dos integrantes do grupo líder são 

parâmetros conhecidos. Seus integrantes não têm controle do preço de inercado, e seu 

objetivo será a maximização da função que represente o beneficio econôinico de seus 

integrantes, representada por: 



onde: 

~ 1 2  n-vetos de carga ativa do grupo seguidor 

pg2 11-vetor de geração de potência ativa do grupo seguidor 

B2(p12) função benefício de carga do grupo seguidor 

Cz(pg2) função custo de geração de potência ativa do grupo seguidor 

Os integrantes do segundo nível receberam pelos seus produtos ao valor de mercado, 

determinado pelo custo n-~arginal de curto prazo (ou preço spot do sistema). Podemos 

observar que, para um deterininado valor do preço de mercado h, o lucro das unidades 

geradores resulta ~ ' p ~ 2 - ~ 2 ( ~ ~ z ) ,  enquanto para as barras de carga teremos o lucro 

representado por ~2 (p l~ ) -h '~ l2 .  Para os integrantes do grupo segzridor, a inaxiinização do 

beneficio econômico equivale à maximização dos seus lucros, para um preço de 

mercado h predeterminado. 

o Restrições de igualdade do grupo segzridor 

As equações básicas do problema de fluxo de potência correspondem à Primeira Lei de 

Kirclihoff que estabelece que a potência líquida injetada em cada nó da rede deve ser 

igual à soma das potências nos componentes internos que tem o nó especificado como 

um de seus extreinos. Isto corresponde a impor a conservação das potências ativa e 

reativa em cada nó da rede e pode ser representado matematicamente como a seguir: 

o Equações de Balanço de Potência Ativa 

p(ij) ij-ésiina con~ponente da inatriz nxn de fluxo ativo associado ao circuito, 

interligando a barra i a barra j. Assume-se p(ij)=O, na inexistência do circuito 

pg2(i) i-ésiina componente do n-vetor de geração de potência ativa do grupo 

sega/ idor 



p 4 i )  i-ésiina coinponente do n-vetos de carga ativa do gmpo segzridor 

pgi(i) i-ésiina coinponente do n-vetos de geração de potência ativa do grupo líder 

pll(i) i-ésiina coinponente do n-vetos de carga ativa do grupo líder 

q(i j) ij-ésiina coinponente da inatriz nsn de fluxo reativo associado ao circuito, 

interligando a barra i à barra j. Assume-se q(i,j)=O, na inexistência do circuito 

qg2(i) i-ésiina coinponente do n-vetos de geração de potência reativa do gsupo 

s e s /  idor 

qlz(i) i-ésiina coinponente do n-vetor de carga reativa do grupo seguidor 

qg,(i) i-ésiina componente do n-vetos de geração de potência reativa do grupo líder. 

qli(i) i-ésiina componente do n-vetos de carga reativa do grupo líder 

V(i) i-ésiina coinponente do n-vetos inódulo de tensão 

bsh(i) i-ésiina componente do n-vetos de shunt 

Os elementos das nsn inatrizes de fluxos ativos e reativos interligando, as barras do 

sistema, obedecem as seguintes equações: 

onde: 

9(i) i-ésiina coinponente do n-vetor ângulo de tensão 

A9 (i,j) ij-ésiina componente da inatriz nxn de diferenças angulares 8i-9j 



a(i,j) ij-ésinia coinponeiite da matriz nxn que define o tap do transforinador 

associado ao circuito interligando a barra i à barra j. Assume-se a(ij)=O, na 

inexistência do circuito 

<p(ij) ij-ésiina componente da matriz nxn que define o ângulo de desfasainento 

associado ao circuito interligando a barra i à barra j. Assuine-se cp(i,j)=O, na 

inexistência do circuito 

g(ij)  ij-ésiina componente da matriz nxn que define a condutância série associada 

ao circuito interligando a barra i à barra j. Assume-se g(ij)=O, na inexistência do 

circuito 

b(i,j) ij-ésima componente da matriz nxn que define a susceptância série associada 

ao circuito interligando a barra i à barra j. Assume-se b(ij)=O, na inexistêiicia do 

circuito 

bsh(i,j) ij-ésiina componente da matriz nxn que define a susceptância shunt 

associada ao circuito interligando a barra i à barra j. Assume-se bsh(ij)=O, na 

inexistência do circuito 

o Restrições de desigualdade do grupo seguidor 

As restrições de desigualdade correspondein a restrições de canalização nas variáveis e 

restrições funcionais coino, por exeniplo, a capacidade máxima de transferência nas 

linhas de transinissão. Estas restrições refletem limites de operação dos equipamentos 

ou alguina política operativa específica, sendo modeladas coino a seguir: 

onde: 



n-vetos inódulo de tensão mínima 

11-vetos módulo de tensão ináxiina 

n-vetos de geração de potência ativa mínima do grupo segzdor 

n-vetos de geração de potência ativa máxima do g ~ u p o  segzudor 

n-vetos de carga ativa mínima do grupo seguidor 

n-vetos de carga ativa máxima do grupo seguidor 

n-vetos de geração de potência reativa mínima do grupo seguidor 

n-vetos de geração de potência reativa máxima do giupo seguidor 

11-vetos de carga reativa mínima do giupo sepic/or 

n-vetos de carga reativa máxima do grupo segz/ic/or 

matriz n w  de capacidade máxima nos circuitos 

O algoritmo apresentado no próximo capítulo propõe um método de solução para o 

problema de equilíbrio de Stackelberg aplicado ao modelo AC de sistemas de potêilcia. 

No decorser desta pesquisa, várias estratégias foram irnplementadas para a resolução do 

problema acima, começando pelo desenvolvimento de dois algoritmos de pontos interiores 

para resolvê-lo. O primeiro deles correspondeu à impleinentação direta, em um tradicional 

algoritino de pontos interiores priinal-dual (ver 1281, [29] e [30]), da.for~?~z~lctção de K.K.T. 

(3.19). Foi comprovada uma certa instabilidade numérica do algoritmo, devido à não 

regularidade do coi~junto de folgas complementares, na proximidade da solução ótima. 

Uma alternativa para evitar a inclusão direta de tais condições, no conjunto de restrições 

que definem as soluções viáveis do problema, foi o desenvolvimeilto de um algoritmo tipo 

barreira logarítmica (ver [3 11). As restrições de canalização de cada subproblema foram 

penalizadas nas suas respectivas funções objetivo (gnipo Iíc/er e grupo seguiclor~). Esta 

abordagem introduz parâinetros de penalização diferenciados, nas funções objetivo de cada 

subgrupo. A maior dificuldade encontrada neste método foi a atualização destes 



parâinetros. A sua interdependência não parece trivial e pode ocasionar probleinas 

nuinéricos, levando à divergência do algoritmo. 

A utilização de dois reconhecidos pacotes de prograinação não linear (um algoritino de 

pontos interiores primal-dual [32] e um método Lagrangeano aumentado [I 91-[33]), 

submetidos à resolução direta da ~ O W I Z I ~ ~ Ç C ? O  de K.K.T. de nosso problema de dois níveis, 

formou parte de uma segunda etapa de nossa pesquisa. Os resultados obtidos a partir deles 

confirmaram nossa experiência, representada por uma certa instabilidade numérica na 

proximidade da fronteira definida pelas restrições de canalização do problema do gmpo 

segzlidor. A terceira etapa e últiina deste trabalho correspondeu ao desenvolvin~ento do 

algoritino de yoi~tos nno i17teriore.s, apresentado no próximo capítulo, proposta desta 

dissertação de tese. A introdução de peiturbações no lado direito das condições de folga 

complementares do probleina do gnipo seguidor, acompanhadas de penalizações na fi~nção 

objetivo do problema do grupo líder, permitem evitar a não regularidade intrínseca da 

formz~lnçZo de K.K.T. do problema de dois níveis. 



5 UM ALGORITMO DE SOLUSÃO PARA O EQUILIBRIQ DE STACKELBERG 
APLICADO AO MODELO AC DE SISTEMAS DE POTÊNCIA 

Este capítulo representa a base central desta tese, e nele será apresentado um algoritino de 

solução para a fol-rlnrlnçZo de K.K.T. do probleina de equilíbrio de Stackelberg, aplicado a 

representação não linear AC de sistemas de potência. O algoritino proposto pode ser 

classificado, em primeiro lugar, coino um algoritino de pontos invicíveis, uma vez que o 

processo iterativo define pontos que estão fora da superficie definida pelo coiljunto de 

restrições de igualdade. As restrições de canalização, formando parte das condições de 

folga coinple~nentares, e tratadas através da penalização de Fischer-Bunneister, não são 

explicitamente impostas durante o processo iterativo, sendo automaticamente satisfeitas na 

convergência. Isto introduz outra peculiaridade ao algoritmo, classdícando-o coino um 

método de pontos 11ão interiores. Por último, ele pode ser incluído dentro da classe dos 

n?&odos de pe~~crlizc~ções, levando em consideração que as condições de folgas 

con~plementares do subproblema do nível inferior serão relaxadas e penalizadas na função 

objetivo do problema do nível superior. 

O capítulo começa apresentando o desenvolvimento analítico do método de solução, a 

pastir da fornnrlc@io de K.K.T. pe~~crlizncla do problema de dois níveis, substituindo as 

condições de folgas complementares do problema do grupo seguidor pela penalização 

equivalente de Fisclier-Burineister. As condições de otimalidade deste problema são 

estabelecidas e o seu método de solução descrito em detalhes. 

5.1 Modelo Matemático 

5.1.1 Formulação de K.K.T. - Equilíbrio de Stackelberg 

Aconlpailliando o desenvolvimento do capítulo anterior (seção 4.2 - forinulação (4.9)), o 

equilíbsio de Stackelberg aplicado ao modelo AC de sistemas de potência pode ser 

modelado pelo seguinte problema de programação em dois níveis: 

Min f ,  (x, h) 
x,h 

s.a X ,  l x l x ,  

(5.1) 

(5 .  la)  



onde h é solução de 

Min f Z  (y) 
Y 

(5.1 b) 

(5. l c )  

s.a z(x,y) = O  (5.1 d) 

Y ~ ~ Y ~ Y ~  (5.1e) 

onde x~9 i ' l ,  y~91 ' "  e h&' , sendo h o multiplicador de Lagrange associado às restrições de 

igualdade z:91"+"'+91', do problema do segundo nível. Sem perda de generalidade, o 

problema é expresso em termos de minimizações. Manipulações algébricas, acompanhadas 

da inclusão de variáveis de folga, permitem descrever as restrições do problema do giupo 

segzridor (composto originalmente por igualdades/desigualdades não lineares e restrições de 

canalização), em um conjunto formado somente por restrições de igualdade e de 

canalização. 

Seja o primeiro passo para a obtenção da.forwz~ZnçGo de K.K.T. de (5.1), a definição do 

Lagrangeano do problema do segundo nível (5.1 c-e): 

Lz(Y> L n i y  7 i y )  = f2  (Y) + W x , y ) -  nfy (Y - Y,)  - n:y (Y,, - Y) (5.2) 

com ni, e 7c2, E 91'". Da teoria de programação não linear [34], sabe-se que (y,h,ni,,nzy) é 

um ponto estacionário do problema do grupo seguidor, se satisfaz as seguintes condições de 

otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker: 

t t 
(VyL2) : Syf2(y) + htvyz(x,  y) -n ly  + n2y = O (5.3) 

(V& ) : z(x, y) = 0 (5.4) 

4y(Y Y , )  = 0 (5.5) 

n,, 2 0 ,  y - y ,  2 0  (5.6) 

":y(Yii - y ) = O  (5.7) 

n 2 y W  Y u - Y 2 0  (5.8) 

sendo as restrições (5.5)-(5.8) conhecidas como condições de folgas coinpleinentares. 

Por substituição direta de (5.3)-(5.8) em (5.1~-e) obtém-se a form~laçLio de K.K.T. para o 

problema de dois níveis (5.1). Analiticamente: 



Min f (x , h) 
s,h 

(5.9) 

s.a x l  I x l x , ,  (5.9a) 

ay f2 (y )+  h t ~ y ~ ( ~ , y ) - n : y  + n &  = O  (5.9b) 

z(x, Y) = 0 ( 5 . 9 ~ )  

nly(Y - Y I )  = 0 (5.9d) 

n l Y 2 0 ,  y - y 1 2 0  (5.9e) 

4, (Y,, - Y) = 0 (5.90 

n2y 2 0 ,  Y,, - y 2 0  (5.9g) 

A obtenção de uma foimulação equivalente do problema (5.9), utilizando funções de mérito 

(penalização de Fischer-Burineister) para reescrever as condições de folgas 

complementares (5.9d-g), será detalhada na próxima seção. 

5.1.2 Penalização d e  Fischer-Burmeister 

O conjunto de restrições de folgas comyleinentares (5.9d-e) pode ser desinembrado 

componente a componente como: 

(n ,y ) j (Y-~ l ) j  =O, (nl,y)j 2 0  e (Y-Yl)j 2 0  V~=l, . . . ,m (5.10) 

Aplicando a penalização de Fischer-Burineister relaxada (ver seção 3.5.1 .I), este conjunto 

de equaqões pode ser aproximado por: 

onde, p,>O é um parâinetro dado e ~ 1 ~ ~ 9 1  'dj=l, ,..,in. Por conveniência de notação, 

reescrevemos (5.1 1) como: 



py se (nly) j  2 0  e (Y -Yi)j '0 
(piY)j = Vj=I, ... ,m 

O caso contrário 

Seguindo o mesmo raciocínio de (5.10)-(5.12) para o conjunto de equações (5.9f-g), obtém- 

s e  uma forinulação relaxada para as restrições de folgas coinpleinentares, associadas ao 

limite superior na variável y: 

onde: 

Estas penalizações nos permitem trai~sforinar uin conjunto formado por restrições de 

igualdade e de canalização, em um conjunto somente com restrições de igualdade. 

Substituindo-se (5.9d-g) por (5.12)-(5.13), obtém-se a seguinte formulação que 

denoininarei~~os,fò~.lnz~lnçito de K.K. T. yennlizndci relc~xnda: 

Min f (x, h) 
s,h 

a qual pode ser escrita também como: 

Min f (x, h) 
s,h 



Q,(a,b) define um in-vetos, dados a e b E !)In', coin co~nponentes definidas por 

a ,  + b .  Vj=l, ..., 111 

H,, nlatriz diagonal insm coin elenientos diagonais iguais a (TC~,)~  Vj=l, ..., 111 

(Y-YI) matriz diagonal 111x111 com elementos diagonais iguais a (y-yl), Vj=l ,. . . ,111 

a,: matriz diagonal 111x111 com elementos diagonais iguais a (7~2,)~ Vj=l ,. ..,m 

(Y,-Y) matriz diagoilal msm c0111 elementos diagonais iguais a (y,-y), Vj=l,.. .,i11 

E1 m-vetos que define, componente a componente, as relaxações das condições 

de folgas complementares associadas ao limite inferior em y 

c2 111-vetos que define, componente a componente, as relaxações das condições 

de folgas coinpleinentares associadas ao limite superior em y 

O desenvolviinento de (5.1) a (5.15) permitiu transformar um problema com ordem 

hierárquica preestabelecida (5. I), em um tradicional problema de otimização. Na próxima 

seção se estabelecein as condições de otiinalidade de primeira ordein para esta.fonntrlc~çtio 

de K.K.T: pemlizach relc~xan'n, com os associados às perturbações das condições de folga 

complementares e z2), penalizados na função objetivo do problema do nível superior. 

5.1.3 Condições d e  Otimalidade 

Seja, por conveniência, o problema de dois níveis (5.1 5) reproduzido a seguir. 

Min f (x, h) 
><,h 



Byfi (y) + htvyz(x, y) - njy + n i y  = O (5.16b) 

nly + ( Y - Y I ) - Q ~ ~ ( ~ ~ ~ ~ Y - Y I ) + I I I , , ( Y - Y I ) P ~ ~  - & I  = O  (5 .16~)  

712y + ( ~ u  - ~ ) - Q i n ( x 2 y , ~ , i  - ~ ) + n 2 y ( Y i i  - Y ) ~ 2 y  - & 2  = O  (5.16d) 

x - X ,  2 0  (5.16e) 

x,, - x 2 0  (5.16f) 

Obseive-se que uma solução estacionária para o problema (5.16) equivalerá a uma solução 

para (5.9) quando EI=E~=O. Para atingir tal objetivo, penalizagões associadas as 

perturbações e ~2 serão incluídas ila função objetivo do probleina do nível superior, 

transforinando (5.16) em uma seqüência de subproblemas parainetrizados em 1, como a 

seguir: 

Minfl(x, h) + t(&;z1 (5.17) 
x,h 

s.a z(x, y) = O (5.17a) 

ay f2  (y) + htvyz(x, y) - n:, + x i y  = 0 (5.17b) 

n , ,  + ( Y - Y I ) - Q ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ ~ Y - Y I ) + ~ I ~ ( Y - Y I ) P I ~  - & I  = O  (5.17~) 

7 ~ 2 ~  + (Y,, - Y ) - Q , , ( ~ ~ ~ ~ Y N  -Y) +n2y(Y,i - Y ) P ~ ~  - & 2  = O  (5.17d) 

x - x 1 2 0  (5.17e) 

x,, - x L O  (5.1 7f) 

onde t>O é um parâinetro dado. 

Seja o Lagrangeano do probleina (5.17) definido por: 



Seja (~,y,h,n~,,n~~,P1,P~,P3,p~,n1~,n~~,~,~~) um ponto estacionário de (5.17), as seguintes 

condições de otiinalidade de primeira ordem devem ser satisfeitas: 

t t 2  
(d,Ll) : ã , f l ( x , h ) - ~ ~ ~ , z ( x , y )  -P2h vr*z(x,y) -R:, + ni, = O 

(8yLl) : - P:vYz(x>Y) 

- l3:[a:f2 (Y) + htv*z(x, Y)l 

-P:[I, - V y Q l l l ( n l y 7 ~  - Y I ) + ~ I ~ P I ~ I  

-B:[-Ll - ~ y Q . l ( ~ ~ y . ~ i ,  - Y ) - % ~ P Z ~ I = O  

(%Li> : %fl (x, h) 

- p:v;z(x, y) = o 

(%lyL1> : P: 

-P:II,, - ~ n l y Q , l l ( ~ i y ~ ~ - ~ i ) + ( ~ - ~ ~ ) P ~ y l = ~  

(%2yLl) -P: 

-P:[L~ - V n , y Q l ~ ( ~ i y ~ ~ i l  -Y)+(Y,, - Y ) P Z ~ I = O  

(dPiL1) : - 4% Y) = 0 

(q32Ll) : - [ayfi(Y) + v;z(x, Y)h - nly + niy I = 0 

(dP3L~) :-["ly +(Y -yl)-Qii~ ( " l y , ~  - ~ l ) + ~ l y  ( Y - y l ) ~ l y  

- c1 I = o  

(í3a4Li): -[712y +(yu - Y ) - Q ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ ~ Y ~ ~  - ~ ) + n 2 ~ ( Y ~ ~  - Y ) P ~ ~  

- % I  = o  
(dzlLl) : 2tel + P3 = 0 

(dE2LI) : 2ts2 + P4 = O 

t n l s ( x - x I ) = O ,  nls 2 0  e ( x - x l ) 2 0  

t n2,(x,, -x) = 0 ,  n2, 2 O e (x,, -x) 2 O 

onde: 



I", matriz identidade mxin 

P1, matriz diagonal mxin com elementos diagonais ( ~ 1 , ) ~  'dj=l, ..., in 

P2, matriz diagonal inxm com elementos diagonais ( ~ 2 ~ ) ~  'dj=l,. . . ,m 

As restrições (5.30)-(5.31) representam as condições de folgas complementares, devido à 

presença das restrições de canalização do probleina do grupo líder. Da utilização de 

funções de mérito, seguindo um procedimento análogo ao tratamento das condições de 

folgas complementares do subproblema do nível inferior (ver seção 5.1.2), obtém-se a 

penalização de Fischer-Burmeister para (5.30)-(5.3 I), definidas, respectivamente, por H1 e 

H:! a seguir: 

onde: 

I&, inatriz diagonal nxn com elementos diagonais iguais a (nl,); 'di=l,. . . ,n 

(X-Xi) inatriz diagonal nxn com elementos diagonais iguais a (x-xI)~ 'di=l, ..., n 

2 ,  inatriz diagonal nxn com elementos diagonais iguais a (n;z,)i 'di=l, ..., n 

(X,-X) inatriz diagonal nxn com elementos diagonais iguais a (x,-x)~ Vi=l ,. . .,n 

px um parâinetro > O dado 

1 px se (nlx); 2 O e (x - x i ) ;  2 0 
pl, com cada componente igual a(plx); = 

O caso contrário 

'di=l, ..., n 

1 px se (n2,<); 2 O e (x ,  - x); 2 O 
p2, com cada componente igual a ( P ~ , ) ~  = 

O caso contrário 

'di=l, ..., 11 

Substituindo (5.30)-(5.3 1) respectivamente por (5.32)-(5.33), obtém-se a seguinte 

formulação equivalente das condições de otimalidade de primeira ordem para o probleina 



Uina solução do sistema de equações acima, para p O  dado, pode ser considerada como uina 

solução aproximada do probleina de equilíbrio de Stackelberg original (5.1). A próxima 

seção apresenta um método de solução para o probleina de dois níveis (5.1), resolvendo 

iterativainente (5.34)-(5.46), explorando características próprias do sistema elétrico e 

possibilitando, assim, simplificações da matriz solução. 



5.2 Método de Solução 

O algoritino proposto encontrará, a cada iteração e para cada parâmetro p 0 ,  uma solução 

aproxiinada daLfor-~nzllnçiío de K.K.T. yennlizcrdn (5.17), via uma aproximação de primeira 

ordem de Newton-Raphson (N-R). A evolução do processo iterativo convergirá (para 

valores crescentes de 1) a um ponto estacionário para o probleina de dois níveis (5.1). O 

algoritino de solução proposto consiste das seguintes etapas: 

E l )  Inicialização; 

E2) Cálculo dos elementos da matriz. Deteimiilação do Jacobiano e resíduos associados 
ao sistema de equações (5.34)-(5.46); 

E3) Resolução do sisteina de equações resultante de E2) para o cálculo do vetor de 
incrementos das variáveis priinais e duais; 

E4) Busca linear; 

E5) Atualização de variáveis e parâinetros; 

E6) Teste de Convergência 

Se  convergiu então 

Pare 

senão 

Volte a E2). 

Serão detalhados, a seguir, aspectos estruturais do algoritmo e os principais critérios 

adotados na sua impleinentação. 

5.2.1 Inicialização 

As variáveis e parâinetros do problema podem ser classificados nos seguintes gmpos: gmpo 

de variáveis primais (x,y,h,~cl,,m,~), grupo de variáveis duais (Pi,P2,P3,P4,nlX,~2,), grupo de 

variáveis de relaxação ( E ~ , E ~ )  e grupo de parâinetros (p,,p,,t). Os valores iniciais atribuídos 

às variáveis priinais x e y são extraídos dos próprios dados da rede elétrica. As variáveis 

restantes foram inicializadas corno @=O, niY=l, n2,=l, Pl=l, Pz=l, P F l ,  P s l ,  n~,=l ,  

n2,=l), após exa~istivos testes iluinéricos. Os seguintes valores foram considerados 

apropriados para a inicialização dos parâinetros: p,=50.0, py=5.0 e t=50. As variáveis de 



relaxação começaram O processo iterativo a paitir de: ~l=-1/(2t) e &2=-1/(2t), com 

valores dependentes do parâinetro f 

5.2.2 Cálculo dos Elementos da Matriz 

Seja o sistema de equações (5.34)-(5.46) representado, de forma geral, por: 

F(z) = O (5.47) 

onde F(z) define o coiljunto total de restrições e ~ (x ,y ,h ,n l~ ,n2~ ,P1 ,P2 ,P3 ,P4 ,n1~ ,~2~~~~)  é 

o vetos de variáveis do problema. 

O método de solução é baseado na resolução do sistema de equações (5.47), por uma 

aproximação linear de primeira ordem de cada um de seus elementos - método de Newton- 

Raphson. Dado um ponto z, acha-se um passo incremental AZ=(AX,A~,A?L,A~~~,A~~~,AP~, 

AP2,AP3,AP4,A~1s,An2s,A~l,A~2), a partir da resolução do seguinte sistema de equações: 

onde H(z) é definido pelo Jacobiano das restrições que definem (5.47) 

Um cálculo detalhado de cada um dos elementos em (5.48), Jacobiano e resíduos das 

restrições, para o sistema de equações (5.34)-(5.46), é anexado no Apêndice A. 

5.2.3 Resolução do Sistema de Equações 

A resolução do sistema de equações (5.48) utiliza uma fatoração da matriz H(z) baseada em 

uma estmtura de elementos diagonais, apresentada pela primeira vez por Tinney [35]. 

Explorando características próprias das restrições que governam os sistemas de potência, as 

variáveis do sistemas serão agsupadas em blocos diagonais (1x1) (Light Border) e blocos 

diagonais (2x2) (Heavy Border), de forma a evitar singularidades. Assim, a estmtura da 

matriz solução H(z) pode ser particionada como: 

onde: 

LB e LBI descrevem os elementos da Light Border 



HB descreve os elementos da Heavy Border 

Baseado neste particionamento, o sistema de equações (5.48) pode ser representado por: 

LB LB, 

onde: 

AZLB vetos de incrementos associado às variáveis de LB; 

A z m  vetor de incrementos associado às variáveis de HB; 

F(ZLB ) resíduo associado às variáveis de LB; 

F(ZHB ) resíduo associado às variáveis de HB; 

e resolvido de acordo com as seguintes etapas: 

P1) Elimiiiam-se os elementos abaixo da diagonal, correspondentes a LB; ; obtendo-se o 

seguinte sistema de equações equivalente: 

onde: 

P2) Resolve-se o sistema de equações correspondente às linhas da Heavy Border e 

calculaiii-se as atualizações de suas variáveis Azm . 

Dado que HB é uma matriz simétrica ein estsutura, a resolução do subsisteina de 

equações: 

HB = -F(z,) (5.50) 

em (5.49) é baseada em uma fatoração LU esparsa por blocos (2x2). Seja HB 

representada por: 
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onde LHB é a inatriz triangular inferior formada por blocos (2x2) com diagonal 

unitária e Dm é uma inatriz diagonal fonnada por blocos (2x2). 

Com esta representação de HB, a resolução do sistema (5.50) pode ser processada 

nas seguintes etapas: 

a) Calcula-se y tal que (LHR DI.B) y = -F(zHB) ; 

b) Resolve-se (AzHB) = y por retro substituição. 

A ordenação da matriz HB para tal fatoração é baseada no critério de Tinney 11, 

Tinney [35]. Realiza-se uma fatoração simbólica de tal forma que, a cada passo, é 

escolhida a linha com o menor número de elementos na estsutura montada durante a 

fatoração. 

P3) Calculam-se as atualizações das variáveis integrantes de LB, AzLB, baseadas nas 

atualizações de variáveis associadas a linhas de HB, obtidas de P2): 

O Apênc/ice B descreve em detalhes este paiticionainento da matriz, e cada um de seus 

elementos, para um sistema elétrico com duas barras interligadas através de uma linha de 

transmissão. 

5.2.4 Busca Linear 

Apesar da penalização de Fischer-Burmeister garantir, teoricamente, a viabilidade das 

restrições de canalização na solução do problema (com E~=EZ=O), nas aplicações 

coinputacionais o controle do taii-ianho do passo na atualização das variáveis tem mostrado 

uma maior estabilidade numérica. A busca linear iinpleinentada neste trabalho é definida 

por uma forma simplificada da busca linear de Armijo, aplicada às funções de mérito que 

modelam as peilalizações de Fischer-Burineister. 



5.2.4.1 Busca Linear d e  Arrnijo 

A idéia por trás de toda busca linear é escolher, dado um ponto g e uma direção de 

incremento Aa, o tanlanho do passo increinental a, tal que atualizações na forma a + d a  

possibilitem uma maior eficiência na convergência do algoritino. A regra da busca de 

Armijo escollie um passo incremental a, garantindo, em primeiro lugar, que ele não seja 

muito grande e, em segundo lugar, que ele não seja inuito pequeno. Para auxiliar tal 

objetivo, define-se a seguinte função 5 em a: 

C(a) = cp(a + aAa) 

onde cp é unia função a ser mininiizada. 

Será considerado que o passo incremental a não é inuito grande se: 

E111 segundo lugar, a obedecerá à inlposição de não ser muito pequeno se, multiplicando-o 

por um valor ' i p l  (ex. .11=2), garante-se que a restsição (5.51) não seja mais atendida. Esta 

condição traduz-se analiticamente como: 

5 ( r 4  > W )  + ~5'(0).1?a 

Nas iinpleinentações práticas, simplificações destas regras são desenvolvidas. O passo 

increinental começa com um valor arbitrário a ;  se ele satisfaz (5.51), então a é 

multiplicado (dividido) repetidamente por um valor 11 ( .~=2 ou q=10, por exemplo) até tal 

restrição não ser mais satisfeita, sendo escolhido o penúltimo valor de a .  

Na próxima seção define-se a hnção de mérito cp a ser niiniinizada, para o caso específico 

do problema de equilíbrio de Stackelberg em estudo. 

5.2.4.2 Busca Linear associada a Penalizaçãs d e  Fischer-Burrneister 

Baseado na penalização de Fischer-Burineister, dois grupos de funções de mérito foram 

introduzidas neste capítulo. O primeiro deles está associado as condições de folga 

con~plernentares relaxadas do grupo segzdor (5.17~-d), e o segundo às condições de folga 

conlpleinentares do grupo líder (5.32)-(5.33), reproduzidas por conveniência a seguir: 



A aplicação do critério de busca de Asinijo à função y> é uma peça fundamental no 

algoritino depor~tos 1720 i~~ twio res  proposto. 

5.2.5 Atualização de Variáveis e Parâmetros 

Uma vez deter~ninado o tamanho do passo (abi) pela busca linear de Armijo, se procede à 

atualização das variáveis e parâmetros do problema. Dado o vetos de variáveis priinais e 

duais z e seu passo increinental Az, o novo ponto será determinado por: 

z:= z + abl  Az 

Para garantir a viabilidade das condições de folga cornpleinentares do subprobleina do 

grupo seguidor, restrições (5.15d-e) coin E I = E ~ = O ,  O parâinetro de penalização I assume 

valores crescentes durante o processo iterativo, acoinpanhando o seguinte critério: 

Se (ab120.5) então: 

senão: 



5.2.6 Critério de  Convergência 

Um ponto z=(x,y,h,.nl,,.nz,,P 1,P2,~3,P4,n:1S,.n2S) será considerado uma solução de equilíbrio 

para o problema de dois níveis (5.1), se o sistema de equações (5.43)-(5.55) é satisfeito para 

(EI,EZ) suficientemente pequenos. 

Escolhein-se valores de p e z apropriados, tal que os resíduos no lado direito do sistema de 

equações (5.48) (F(z)) e as relaxações das condições de folgas coinplementares do 

probleina do grupo segz~iclor (ci e E ~ )  sejam menores ou iguais a tais tolerâncias. 

Ein terinos do sistema de equações (A.21) (ver apêndice A), estas condições podem ser 

expressadas analiticamente como: 

Valores apropriados de p e z serão apresentados nos casos exemplos do próximo capítulo. 



6 RESULTADOS NUMÉRICOS 

Neste capítulo serão apresentados resultados numéricos para três diferentes sistemas testes, 

de pequeno a médio poste, com a finalidade de validar o dgorih~io de pontos 1150 i~iterior~es 

proposto no Capítulo 5, e mostrar a ação do poder de mercado exercido pelos grandes 

agentes. Para cada um dos casos exemplos será analisada a evolução do algoritino e o seu 

coinproinisso entre viabilidade e otiinalidade. 

Cada sistema teste começa pela siniulação de um problema de mínimo custo de geração, 

com todos os seus participantes fornlando paste do gmpo segz~idor. Um segundo exercício 

considera que deterniinados geradores se encontram em uma posição privilegiada no 

mercado, fazendo paste de grandes conipanhias geradoras. Os participantes do grupo líder 

tentarão inaximizar seu lucro (remuneração - custo de produção), influenciando o preço 

final do mercado. Mostraremos como, na presença de restrições de transmissão, o poder de 

mercado pode ainda ser acentuado, levando a uma maior margem de lucro para estes 

participantes. 

Antes de iniciar a análise dos casos exemplo, vejamos algumas considerações 

computacionais referentes ao algoritmo proposto. . 

6.1 Aspectos Computacionais 

O algoritmo de solução foi desenvolvido na linguagem de prograinação Fortran 77, 

utilizando precisão dupla na definição de suas variáveis. Um processador Pentium 11 de 400 

MHz e 64 MB de meinória RAM foi utilizado para a obtenção dos resultados. 

Acompanhando o algoritmo apresentado do Capítulo 5, seção 5.2, os seguintes aspectos 

computacioiiais podem ser destacados. 

o Tolerâncias 

Durante a evolução do algoritmo, a proximidade E das variáveis a seus limites é 

reduzida gradualniente, levando em consideração o coinportainento da função de busca 

linear de Ai-inijo. Inicialmente E assume um valor igual a 5.0e-03, e vai diminuindo a 



cada iteração, até atingir seu valor tnínimo na proximidade da convergência, ~ :=5 .0e-  

08. 

a Busca Linear 

O tainaiiho do passo a b i  é determinado através de uina busca linear simplificada de 

Arinijo, consistindo ein: 

- Inicializar a ~ = 0 . 5 ,  q,1=0.05, ~b1=0.2 

- Decidir a direção de busca (referir-se à seção 5.2.4): 

- Calcular o passo increinental máximo: 

Acrescentar (diminuir) a b i  pelo fator .qbi eiiquanto 5(abi)S5(O)+~b15'(O)abi e 
O<ablS1 

Associado ao n[goriímo de pontos r?Lío interiores, existe um parâinetro _t (inicializado 

como t:=50), o qual penaliza as relaxações das condições de folgas coinpleinentares do 

subprobleina do gmpo  seguido^-, na função objetivo do problema principal. A medida 

que o processo iterativo evolui, e dependendo da atualização do passo dado pela busca 

linear de Asiiiijo, este parâinetro vai sendo increinentado até atingir seu valor ináximo 

(igual a 5000). Esta coireção no valor de _t permite garantir a viabilidade de tais 

condições de folga na convergêi-icia do algoritino. 

o Critério de Convergência 

Unia solução do algoritmo será considerado um ponto de equilíbrio para o probleina de 

Stackelberg (5.1), quando a resolução do sistema de equações (A.21) (ver Apêndice A) 

seja satisfeita para valores de p e z (ver seção 5.2.6) sufxienteinente pequenos. Foram 

considerados satisfatórios valores de p,z:=l.e-02 e p,z:=l.e-02, dependendo do caso 

exemplo. Para probleinas menores, como será o caso do sistema de 3 barras, é 

necessário às vezes impor uma tolerância mais restrita, para obter uma ii~aior precisão 

na convergência do algoritino. 



6.2 Casos Exemplo 

O objetivo do estudo destes casos exemplo será analisar o comportainento do algoritmo, e 

avaliar a influência do sistenla de transmissão na deterininação do preço do mercado de 

energia. Serão apresentados três casos exemplos com 3, 24 e 188 barras, representados, 

respectivamente, pelos sisteinas 1, 2 e 3 a seguir. 

6.2.1 Sistema 1 

O sistema 1 corresponde a um sistema elétrico com 3 barras geradoras, uma barra de carga 

e 2 liid~as de transmissão. Uma carga inelástica de 150 MW encontra-se localizada na 

primeira barra. Serão apresentados quatro resultados diferentes. No primeiro caso será 

considerada a solução de ~1111 probleina tradicional de mínimo custo de geração, com seus 3 

geradores pertencentes ao giupo seguidor. Neste primeiro caso não serão levadas em 

consideração restrições de capacidade de transinissão. O segundo caso exemplo 

corresponderá a incluir a barra número 1 como participante do gmpo líder, na mesma 

configuração da rede elétrica. O terceiro e o quarto casos mostrarão como o giupo líder 

pode se beneficiar de sua posição estratégica, dadas cestas características próprias da rede, 

como restrições de capacidade de geração (P;) e de transmissão (Ti,j). O custo de operação 

dos geradores é modelado por uma função linear definida por C(p,i)=a;*p,i (i=1,2,3), para 

cada um dos quatro sistemas testes. A Tabela 6.1 resume os principais elementos de cada 

caso: a primeira coluna identifica o núinero do caso, a segunda e terceira indicam o 

conjunto de geradores pertencentes ao grupo líder e ao grupo seguidor, respectivamente. As 

colunas a; e P; (para i=1,2,3) definem os valores dos custos e capacidade de geração por 

barra. As últiinas duas colunas indicam as restrições de capacidade de transmissão ativadas 

nos circuitos interligando a barra i à barra j. 

Tabela 6.1 - Definição Casos Exemplos do Sistema 1 



Seja a solução para o sistema teste do Caso 1 representada na Figura 6.1, onde pl indica a 

carga em cada barra, ~sg a geração de potência ativa e o seu custo marginal (preço spot). 

Figura 6.1 - Solução Cas o 1 

O custo de operação para o grupo  seguido^-, e o lucro para cada gerador, são apresentados 

na Tabela 6.2, que corresponde à solução de um tradicional problema de fluxo de potência 

ótimo, o qual minimiza o custo de operação do sistema. 

Custo Gerador #2 C(pg2)=u2 pg2 0.0 XMWh 

Custo Gerador #3 Cb)g3)=~3 0.0 XMWh 

Lucio Gerador # 1 0.0 Xmlrwl~ 

Tabela 6.2 - Custo vs. Lucro Caso 1 do Sistema 1 

Valor 

150.0 $/MWl1 

Descrição 

Custo Gerador # 1 

No Caso 2, o gerador na barra 1 foi incluído no grupo líder, sendo que os geradores 

associados às barras 2 e 3 permanecem em uma situação inenos privilegiada, formando 

parte do grupo segz~idor.. Seja, para este caso exemplo, a solução representada na sua forma 

gráfica na Figura 6.2. A relação dos custos e lucros para cada participante é apresentada na 

Tabela 6.3. 

Cálc~ilo 

Cfi%,)=% p g ~  



Figura 6.2 - Solução Caso 2 

Observe-se, neste caso exemplo, como o grupo líder se beneficiou, se comparado ao Caso 

1. Sua posição estratégica permitiu-lhe exercer poder de mercado, aumentando o preço da 

energia e obtendo um acrésciino no seu lucro, apesar de manter o mesino montante de 

geração. A mudança do custo inarginal nas barras, de h=l (no Caso 1) para h=2 (no Caso 

2), deve-se a unia redução numericamente imperceptível do montante de geração de 

potência ativa do gerador associado ao grupo Iídcr. Tal diminuição faz com que o preço 

spot seja deteminado pelo gerador localizado na segunda barra, cujo custo de operação é 

igual a 2. 

Descrição 

Custo Gerador # 1 

Custo Gerador #2 

Tabela 6.3 - Custo vs. Lucro Caso 2 do Sistema 1 

Cálc~ilo 

Lucro Gerador #2 

Lucro Gerador #3 

No terceiro caso, unia restrição extra na capacidade de geração na segunda barra foi 

introduzida (P2:=50). A solução de equilíbrio do problema de Stackelberg foi alterada, 

Valor 

C(l)&)=% Pgi 

CÚ)g2)=~12 1 x 2  

como representado na Figura 6.3. Essa restrição extra beneficia o gerador do grupo Iíc/er, o 

150.0 $MWh 

0.0 $/MW11 

L(2)=W) pg2 - C@g2) 

L(3)=U3) pgs - C@gs) 

0.0 $/MWh 

0.0 $/MW11 



qual influencia novamente o preço de mercado, aumentando ainda mais seu lucro, apesar 

do decréscimo em seu montante de geração (ver Tabela 6.4). Novamente, a inudança no 

custo inarginal na barra 1, de h=2 (no Caso 2)  para h=3 (no Caso 3),  deve-se a mudanças 

imperceptíveis na geração de potência ativa no gerador associado à segunda barra. O 

gerador localizado ila terceira barra (com custo a-,=3) passa a ser o determinados do preço 

spot nas barras. 

Figura 6.3 - Solução Caso 3 

Tabela 6.4 - Custo vs. Lucro Caso 3 do Sisteina I 

Descrição 

O quarto e último caso a ser analisado corresponde ao Caso 3 ,  com uma restrição extra de 

capacidade (40 MW), imposta na linha de transinissão conectando as barras 1 e 2. Seja a 

solução para o Caso 4 representada na Figura 6.4, e seus custos/lucros resumidos na Tabela 

6.5. Observe-se que a capacidade de transinissão no circuito 1+2 impôs restrições no 

gerador associado à barra número 2, no valor de 10 MW, que passaram a ser gerados pelo 

grupo líder. O preço .q7ot passou a ser determinado pelo gerador na segunda barra, com 

Cálculo Valor 



custo a z 2 .  A diferenciação de preços no sistema é compensada pela restrição de 

transinissão no circuito 1-92> sendo o preço de transinissão definido por h(3)-h(2)=1. 

Figura 6.4 - Solução Caso 4 

Descrição Cálculo 

I 

Liisto Gerados # 1 W ~ I ) = ~ I  P ~ I  

Valor 

Tabela 6.5 - Custo vs. Lucro Caso 4 do Sistema 1 

6.2.2 Sistema 2 

O segundo sisteina elétrico a ser analisado corresponde a um sistema com 24 barras, 38 

circuitos e 11 unidades geradoras. Cinco diferentes casos exemplo serão estudados; o 

primeiro deles corresponde à solução de um fluxo de potência ótimo, com todos os 

geradores formando parte do grupo segr~idor. No segundo caso exeinplo, o gerador 

associado à barra 13 passa a forinar parte do grupo líder. O terceiro deles corresponde 

exatamente ao segundo caso, onde restrições extras de capacidade de transmissão (Ti+j) 

foram impostas nas suas interligações (90 MW no circuito 13423 e 500 MW no circuito 

14+16). Os dois últimos são baseados, respectivainente, na modelagem da rede para o 



segundo e terceiro caso, sendo que dois geradores (localizados nas barras 15 e 22) deixam 

de formar paste do grupo seguidor e passam a integrar o grupo Iíder. A Tabela 6.6 

apresenta um sumário para estes sisteinas exemplo. O diagrama de fluxo da rede elétrica foi 

anexado no Apêndice C. 

Tabela 6.6 - Definição Casos Exemplos do Sistemas 2 

Ein todos os casos exeinplo, os geradores têm por custo de operação uma função linear 

R14+1dWVII) 

5 O0 

500 

definida por C(p,;)=a;*p,;. Os geradores associados às barras 1, 2 e 7 são os mais caros, 

R13-123(MW) 

90 

90 

#Caso 

Caso 1 
Caso 2 
Caso 3 
Caso 4 
Caso 5 

coin seus custos de geração (ai=2) duas vezes os custos (ai=l) dos outros participantes. A 

Gerador Líder 

13 
13 

13,15,22 
13,15,22 

Tabela 6.7 associa, a cada unidade geradora, sua capacidade e seu custo de produção. 

Tabela 6.7 - Dados de Geração do Sistema 2 

# Gerados 

Para o primeiro caso exemplo será apresentada uma tabela, mostrando a evolução do 

processo iterativo no compromisso entre a maximização de lucro por parte do giupo líder, a 

ininimização de custo de geração do grupo seguidor e a viabilidade do problema, na forma: 

Capacidade (MW) Custo (a;) 

A coluna # I t e r~cr~~o  corresponde ao número da iteração corrente e A@-BL representa o 

tainanho do passo determinado pela busca linear de Armijo. Os valores presentes nas 

colunas Misnint(MW) e Mistiint(A4EAr) definem a máxima violação das restrições 

M i s m a t  (MVAr) M i s m a t  (MW) # I t e r ação  A l f  a-BL C u s t o  S e g .  L u c r o  L í d e r  



associadas aos controles de potência ativa (balanço de potência ativa na barra, restrições de 

capacidade de transmissão e condições de otimalidade de primeira ordem do problema do 

grupo seguidor) e potência reativa do sistema (balanço de potência reativa na barra e 

condições de otinialidade de primeira ordem do probleina do gnipo segzlidor). As duas 

últimas colunas correspondein, respectivamente, às funções objetivo do problema do grupo 

seguidor (ininimização custo de operação) e do grupo Iíder (maxiinização do lucro). 

0 s  resultados, para cada caso exemplo (montante de geração, custo de operação dos 

participantes do grupo seguidor e lucro para os participantes do lucro líder), serão 

apresentados em tabelas na forma abaixo, sendo o significado de cada coluna auto- 

explicativo. 

Lídei- I Seguidor 

I 

Total: 

Uma análise comparativa de resultados, entre os diferentes casos exemplo, permitirá 

mostrar a influência que os participantes do grupo Iíder exercem na operação do sistema. 

A Tabela G.8 apresenta a evolução da convergência para o Caso 1. Dado que não existem 

firmas dominantes pasticipando do mercado, o valor da função objetivo do gmpo Iíder é 

sempre igual a zero (coluna Lzm-o Líder = 0.00). Durante o processo iterativo existe um 

conipromisso entre atingir a viabilidade (colunas Misniat MW e Mismnt MVAr) e minimizar 

o custo de operação do sistenia (coluna Chsto Seg.). Obseive que, sendo o algoritmo um 

método de pontos inviáveis, suas restrições de igualdade sonlente serão satisfeitas na sua 

convergência. O tallianho do passo incremental (coluna A@-BL) corresponde, e111 quase 

todas as iterações, ao seu valor inicial (Alfn-BL=0.5). Para este primeiro caso, a busca linear 

de Asinijo não influencia significativainente as atualizações determinadas pela aproxiinação 

linear de primeira ordein de Newton-Raphson. A Tabela 6.9 apresenta seus resultados. 



# Itesaçsio I Nfa-BL I Misinat(MW) I Misinat(MVk) 1 Custo Seg. I Liicro Lídes I 

Tabela 6.8 - Convergência Caso 1 do Sistema 2 

# 

I Gerados I (preço) 

Tabela 6.9 - Solução Caso 1 do Sistema 2 

Geração (MW) h 

Líder I Seguidor I Líder I Seguidor 

- 

23 
Total: 

A Tabela 6.10 apresenta os resultados para o segundo caso exemplo. Observe que o 

participante pertencente ao grupo líder* (#Gerador: 13) se beneficia de sua posição 

estratégica, diminuindo seu montante de geração (de 1000 haW no Caso 1 para 463.1 1 MW 

Liicro ($/MWh) 

1 .O000 415.51 -.. 
2932.64 

O .O0 
5.30 



no Caço 2) e lucrando com o aumento do preço spot na basra (de h13=1.0053 no Caso 1 

para hi3=1 .O545 no Caso 2). 

Tabela 6.10 - Solução Caso 2 do Sistema 2 

A Tabela 6.1 1 apresenta os preços, montante de geração e lucro para o terceiro caso 

exemplo do sistema de 24 barras. Na presença de restrições de transmissão, o exercício de 

poder de mercado por parte do participante associado ao grupo líder (#Gerador: 13) é ainda 

mais acentuado. Ele aumenta seu moiltante de gerapão em 24% (de 463.1 1 MW no Caso 2 

para 572.10 ILIW no Caso 3), o que, acompanhado do aumento do preço da energia (de 

h13=1.0545 no Caso 2 para hI3=2.0934 no Caso 3), lhe permitiu um auinento de 2478% no 

seu lucro. O gerador associado à barra 7, com custo de operação mais elevado (duas vezes o 

custo dos geradores até o momento operando no sistema), deveu ser despachado de forma a 

atender a demanda, auinentando, consequentemente, o preço spot nas barras. 

Tabela 6.11 - Solução Caso 3 do Sistema 2 

# 

Gerador 

I 
2 
7 
13 
15 
16 
18 
2 1 
22 
23 

Total: 

IL 

(Preço) 

1.9930 
2.000 1 
2.0000 
2.0934 
1.0178 
1 .O000 
1 .O000 
1 .O000 
0.9997 
1 ,0000 

Geração (MW) 

Líder 

572.10 

572.10 

Lucro ($RuTwI1) 

Seguidor 

0.00 
0.00 

154.78 

1000.00 
462.26 
3 12.87 
25 1.74 
0.00 

172.78 
2354.43 

Líder 

625.53 

625.53 

Seg~iidor 

0.00 
0.00 
0.00 

17.80 
0.00 
0.00 
0.00 
0 .O0 
0.00 
17.80 



A Tabela 6.12 apresenta os resultados para o quarto caso exemplo. Ele corresponde à 

inesina modelagein da rede elétrica do Caso 2, sendo que dois de seus participantes (# 

Gerador: 15 e 22) deixaram de formar parte do grupo segzridor e passaram a integrar o 

grupo líder. Pode ser observado, c;omparando as Tabelas 6.10 e 6.12, uma redistribuição na 

geração de potência ativa no sistema. Na passagem do Caso 2 para o Caso 4, obteve-se uma 

diminuição de aproximadainente 20% no montante de geração do grupo líder, a qual deveu 

ser compensada pelos integrantes do grupo segzridor. O lucro do grupo líder foi garantido 

pelo aumento do preço syot na barra 13, passando de h13=1.0545 no Caso 2 para 

h13=1.0685 no Caso 4. 

Tabela 6.12 - Solução Caso 4 do Sistema 2 

Os resultados para o último caso exemplo deste sistema são apresentados na Tabela 6.13. O 

Caso 5 equivale eletricamente ao Caso 3 com três participantes, no lugar de uin, integrando 

o grupo lícler. Uma redisti-ibuição de geração no sistema, que correspondeu a um a~linento 

de 58 % na produção dos participantes do grupo líder (#Gerador: 13 e 15), manteve a 

hegeinonia do grupo líder, com um acrésciino de aproximadainente 5% no seu lucro. A 

saída do gerador número 15 do giupo seg~ridol*, representou uina perdida total de lucro para 

este grupo, passando de 17.8 $/IvíWi~ no Caso 3 para O $/MWh no caso corrente. 



Tabela 6.13 - Solução Caso 5 do Sistema 2 

A Tabela 6.14 relaciona os resultados para estes cinco casos exemplos, montante de 

geração e lucros para ambos os gmpos (Ií&l* e seguidor) pai-ticipando no mercado. Os 

gráficos da Figuras 6.6 e 6.7 pennitem visualizar estes resultados. É importante observar 

como o grupo IícIer mantén-~ 011 aumenta seu lucro com a entrada de novos participantes 

(Caso 2+Caso 4 e Caso 3+Caso 5). Ele ainda se aproveita da presença de restrições fisicas 

da rede elétrica em seu próprio benefício (Caso 2 jCaso  3 e Caso 4 jCaso  5). 

Gerapão (MW) Lucro ($/MWli) 

I #Caso 

Tabela 6.14 - Soluções Comparativas do Sistema 2 

Caso 1 
Caso 2 
Caso 3 
Caso 4 
Caso 5 

I 

Líder 

0.00 
463.1 1 
572.10 
368.3 1 
907.57 

Seguidor 

2932.64 
2484.80 
2354.43 
2589.99 
20 17.69 

Líder 

0.00 
25.24 
625.53 
25.23 
655.19 

Seguidor 

5.30 
0.00 
17.80 
5.20 
0.00 



Caso 1 I Caso 2 1 Caso3 1 Caso4 1 Caso 5 

Figura 6.5 - Sumário de Montante de Geração para o Sistema 2 

Figura 6.6 - Suinário de Lucros para o Sistema 2 

O estudo do sistema de 24 bail-as finaliza na Tabela 6.15, com um pequeno surnário 

apresentando núinero total de iterações, tempo de processamento, número total de variáveis 



do probleina e número de elementos diferentes de zero de sua matriz Heavy Border, 

associado ao algoritino deyor~tos n20 interiores. 

Tabela 6.15 - Sumário Casos Exemplos do Sistema 2 

#Caso 

Caso 1 
Caso 2 
Caso 3 
Caso 4 
Caso 5 

6.2.3 Sistema 3 

Tempo CPU 

(segundos) 

# Iterações 

O terceiro sistema elétrico a ser estudado corresponde a um sistema coin 11 8 barras, 179 

circuitos e 34 geradores. Quatro diferentes casos exemplo serão analisados. Os dois 

primeiros correspondem à simulação de um probleina de minimização de custo de geração 

(com todos os participantes integrando o grupo segziidor*), com e sem restrições de 

capacidade nas linhas de transmissão. O terceiro caso modela um probleina de dois níveis, 

com as unidades geradoras associadas as barras 4, 46 e 80 pertencentes ao grupo líder. O 

quarto caso considera a mesma hierarquização dos geradores deste último caso, acrescido 

de restrições de capacidade nos circuitos. Em todos os casos testes os geradores associados 

às  barras 8, 10 e 49 representam as unidades mais caras, coin custos duas vezes maiores que 

os geradores restantes. Sua fi~nção custo é representada por uma cuiva linear na forma 

C(pgi)=aipgi. 

26 
48 
6 9 
76 
38 

As Tabelas 6.16 e 6.17 apresentam um sumário de dados para estes quatro casos testes, coin 

a divisão de seus participantes entre grupo líder e grupo seguidor*, restrições de capacidade 

(geração e transn~issão) e custos de operação. Uma configuração geral da rede, com suas 

barras, unidades geradoras e interligações encontra-se no Apêndice D. 

# Total de 

Variáveis 

# Elementos 

Heavy Border 

1 .O4 
1.98 
2.91 
3 .O8 
1.54 

408 
405 
42 1 
399 
415 

1092 
1 087 
1117 
1077 
1107 



Tabela 6.16 - Definição Casos Exemplos do Sisteinas 3 

#Caso 

Caso 1 
Caso 2 
Caso 3 
Caso 4 

Tabela 6.17 - Dados de Geração do Sistema 3 

# Gerados 

Para estes casos exemplos será apresentada uma análise coinparativa de resultados, a qual 

colocará em evidencia a influência dos participantes do grupo líder na operação deste 

sistema. Similarmente a sistema de 24 barras, cada caso teste é acoinpallliado por uma 

tabela com montante de geração (em MW) e lucro (em $/MWh), por unidade geradora 

participando no mercado. 

Gerados Líder 

4 ,46 ,80  

4 ,46 ,80  

As Tabela 6.1 8 e 6.19 apresentam os resultados para os dois primeiros casos exeinplos. Da 

comparação de resultados dos Casos 1 e 2 observa-se uma pequena variação no distribuição 

de  geração no sistema, devido à inclusão das restrições de capacidade de transmissão. 

Obseive-se que, em ambos os casos, os geradores sendo despachados correspondein as 

unidades mais econômicas do mercado (#Gerador: 8, 10 e 49 têm geração nula), com um 

aumento imperceptível no custo de operação do sistema, passando de 41808.4 $/MWh 

(=10$ * 4180.84MWh) no Caso 1 para 41834.6 $MWh (=10$ * 4183.46MWh) no Caso 2. 

R25+26(MV\7) 

1 0 2  

1 0 2  

RS+30(MW) 

1 0 0  

1 0 0  

Capacidade (MW) Custo (ai) 

R I ~ + I I ~ W )  

1 0 0  

1 0 0  

R 6 5 - t 6 ~ m  

1 0 0  

1 0 0  



Por outro lado, a inclusão de restrições de capacidade de transmissão provocou urna 

diferenciação de preços no sistema, proporcionando uma maior margem de lucro aos 

participantes do grupo segz~icor (de 493.87 $/MWh no Caso 1 para 1465.41 $/MWh no 

Caso 2). 

Tabela 6.1 8 - Solução Caso 1 do Sisteina 3 

Lucro ($MWh) 

Líder I Segiiidor 

Geraç8o (MW) 

Líder I Seguidor 

# 

Gerador 

h 

(I'seço) 



I 

Líder I Seguidos I Líder I Seguidor 

Tabela 6.19 - Solução Caso 2 do Sistema 3 

A Tabela 6.20 apreseiita os resultados para o terceiro caso exemplo, onde três pasticipantes 

origiiialmente pei-teiicentes ao grupo seguidor. (# Gerador: 4, 46 e 80) passam a integrar o 

gnipo Iícler. Observe-se que estes geradores soinavaiii iim lucro de 104.81 $íMWli no Caso 

1 e passaram a incrementa-10 em 48% no Caso 3, chegando a obter um total de 156.1 1 

$/MMlh. 0 s  paiticipan tes do giupo líder iiifliienc;iaram a operação do sistema, diminuiiido 



seu montante de geração (de 670.19 MW no Caso 1 para 431.51 no Caso 3) e induzindo a 

uma variação de preços em seu próprio benefício. 

Tabela 6.20 - Solução Caso 3 do Sistema 3 

Os resultados para o último caso exemplo são apresentados na Tabela 6.21. O Caso 4 

corresponde, e111 primeiro lugas, ao Caso 2 onde três unidades geradoras (#Gerador: 4, 46 e 

80), pestencentes originalmente ao grupo segz~idor, passaram a integrar o giupo líder. Em 

segundo lugar ele pode ser definido a partir do Caso 3 acrescido de restrições de capacidade 



de transinissão. Na passagem do Caso 2 para o Caso 4 observa-se um aumento de lucro de 

118% dos participantes do grupo Iídeera, passando de 770.20 $/MWh para 1680.07 $BVnSSi. 

A presença de restrições de transinissão provocara uma maior variação de preços nas barras 

do sistema, e permitiram, aos participantes do grupo líder, uma maior margem de lucro se 

comparada à obtida na passagem do Caso 1 para o Caso 3 (de 48%). 

Tabela 6.21 - Solução Caso 4 do Sistema 3 



Por um outro lado, na comparação do Caso 4 com o Caso 3, observa-se um aumento de 

lucro do grupo líder de mais de 900%, obtidos a partir da redução no montante de geração e 

aumento do preço da energia. Destas duas últimas comparações pode ser evidenciado o 

exercício de poder de mercado por paste dos participantes do grupo líder, acentuado pelas 

limitações físicas do sistema de transmissão. 

Os totais para cada caso exemplo, montante de geração e lucro (grupo líder e grupo 

segzdor) são representados na Tabela 6.22 e nos gráficos associados as Figuras 6.7 e 6.8. 

I #Caso 

Caso 1 
Caso 2 

Tabela 6.22 - Soluções Comparativas do Sistema 3 

I 

Caso 3 
Caso 4 

Caso 1 I Caso 2 I Caso3 1 Caso4 

0.00 
0.00 

Figura 6.7 - Sumário do Montante de Geração no Sistema 3 

S egnidor Líder 

43 1 .52 
424.46 

4180.84 
4183.46 

Seguidor 

3752.02 
3767.52 

Líder 

0.00 
0.00 

493.87 
1465.41 

156.11 
1680 .O7 

432.72 
1176.72 



Figura 6.8 - Suinário de Lucros para o Sistema 3 

Finalizando a análise destes quatro casos exemplo é apresentado um sumário com t~úmero 

total de iterações, tempo de processainento e dimensões dos probleinas na Tabela 6.23 

abaixo 

I (segundos) I Variáveis I Heavy Border I 
# Itesapões Tempo CPU 

Tabela 6.23 - Suinário Casos Exemplos do Sistema 3 

Caso 1 

# Total de 

34 6.65 

# Elementos 

1815 
1847 

5.65 Caso 3 

1824 
Caso 2 

5077 
5137 

29 

5092 
89 17.68 

Caso 4 

1856 

60 

5 152 

1 1.86 



CONCLUSOES E ESTUDOS FUTUROS 

Este trabalho teve por objetivo o desenvolvimento, e impleinentação coinputacional, de um 

algoritmo de simulação do problema de equilíbrio de Stackelberg, aplicado ao modelo AC 

de sistemas de potência. O algoritino de pontos nZo i~gterio~~es penalizado resolve a 

form~lnçLío de K.K.T. deste problema de programação matemática de dois níveis. Neste 

capítulo serão apresentadas as principais conclusões extraídas de sua análise 

coinputacional, assim coino sugestões e encaininhainento para pesquisas futuras. 

7.1 Conclusões 

No desenvolvin~ento desta tese, e através dos diferentes testes numéricos, puderam ser 

observadas algumas peculiaridades do problema de dois níveis, e extraídas as seguintes 

conclusões: 

Tradicionais algoritmos de programação não linear podem não ser apropriados para a 

resolução da ~forim1açZo de K.K. 'I: do problema de progratnação inateinática em dois 

níveis. Soluções intermediárias, durante a evolução do processo iterativo, podem levar a 

não regularidade do conjunto de soluções, provocando um mal condicionamento da 

matriz solução e conseqüente divergência do algoritmo; 

Termos de relaxação das condições de folgas complementares do probleina do segz~idor 

introduzein robustez ao algoritino. Eles se apresentam coino uma alternativa para evitar 

a não regularidade intrínseca da.forw~z~laçLío de K.K.T. em um ponto de equilíbrio; 

Atualizações crescentes do parâinetro, penalizando as relaxações das restrições de folga 

conlpleinentares do problema do grupo segzlidor, na função objetivo do problema do 

giupo líder, garantem corno solução um ponto de equilíbrio de Stackelberg; 

A inclusão de uma função de busca linear, definida em função da penalização de 

Fischer-Burii~eister, auxilia na convergência e introduz uma maior estabilidade 

numérica ao algoritino; 



o Posicionan~ento estratégico das firmas dominantes, acompanhado de restrições de 

capacidade de transmissão, influenciam a determinação de preços no mercado de 

energia e levam ao exercício do poder de mercado por parte das grandes firmas. 

Uma vez estabelecidas as principais características do algoritn~o, serão sugeridas, na 

próxima seção, linhas de pesquisa baseadas na continuação de nosso desenvolvimento. 

7.2 Estudos Futuros 

O problema de equilíbrio de Cournot, aplicado ao modelo não linear de sistemas de 

potência, pode ser forn~ulado c01110 um equilíbrio duopolista de Nash, onde o subprobleina 

de cada grande firma é formulado como um equilíbrio de Stackelberg parametrizado. Na 

próxima seção se apresenta a formulação geral do equilíbrio Nash com duas firmas 

participando no mercado. 

7.2.1 Equilíbrio de Nash em Mercados Duopolistas 

A forinulação geral do equilíbrio de Nash, para mercados duopolistas, pode ser 

representada pelos seguintes problemas de otiinização: 

Min f , (x , ,x , )  

s.a. g, (x, ,  x,) = 0 
(Pl) 

Uin ponto (x;,xi)  representa um equilíbrio de Nash, se (x:,x*,) é solução de (Pi) 

* * 
parametrizado em x;, e (x, ,x,)  é solução de (P2) parainetrizado em xy . 

Mateinaticamente: 

As funções do Lagrangeano para (P1) e (Pz) são definidas, respectivamente, por Li(.) e 

L2(.): 



Impondo-se as condições de otiinalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker a (Pl) 

e (P2), obtém-se o seguinte conjunto de equações não lineares: 

Sob determinadas condições, uina solução de equilíbrio de Nash ( X ; , X ~ )  para o problema 

(7.1) pode ser deduzida resolvendo-se o sistema de equações complementares (7.6)-(7.9) 

acima. 

Uin caso pa~ticular deste probleina é representado pelo equilíbrio de Coumot aplicado ao 

modelo não linear de sistemas de potência, como apresentado no próximo item. 

7.2.2 Equilíbrio de Cournot em Sistemas de Potência AC 

Seja o mercado de energia integrado por duas grandes firmas formando parte do grupo 

líder, e participantes menores integrantes do grupo seguidor. O conjunto de variáveis 

pertencentes às duas grandes firinas é representado por xl e x2, enquanto y define o 
* * 

conjunto de variáveis dos participantes secundários. Um ponto (x, , x , , ~ * )  será uma 

solução de equilíbrio de Coumot se resolve, conjuntamente, os seguintes probleinas de 

otiinização : 

s.a x,,, S x l  S X , , ~  s.a x , ,  I x, I xxu 

onde h,  é solução de @'cl> onde h, é solução de (Pcz) (7.10) 

Minf, (Y) 
Y 

Minf, (Y) 
Y 

s.a z(x,, x*,, y) = O  s.a z(xy, x,, y) = O  

Yl S Y l Y u  Y,  5 Y S Y ,  

Observe-se que uina solução de (7.10) pode ser pensada como um caso particular do 

equilíbrio de Nash (7.1), onde o probleina de equilíbrio dominante (Pcl e Pcz), para cada 



finna dominante, corresponde a um equilíbrio de Stacltelberg, considerando-se a solução da 

outra grande firma como um parârnetro conhecido. 

Representando cada subprobleina em (7.10) pela sua f o ~ ~ l a @ o  de K.K. T. penalizada 

relaxada (na forma (5.1 7)), obtêm-se os seguintes sub-problemas: 

Min f,,, (x , ,h , )  + t(+, + c:&2) (7.11) 
xiJ-I 

s.a x l , , < x 1  S X , , ~  (7.1 1a) 

aYf2(y) + ~ t l v y z ( x l , x ; , y )  - E;, + n:, = 0 (7.1 1 b) 

z ( x , , x ~ , Y )  = 0 (7.1 1 c) 

nly + ( Y - Y I ) - Q ~ ~ , ( ~ ~ ~ ~ Y - Y I ) + ~ ~ ~ ( Y - Y ~ ) P ~ ~  =c1 (7.1 1d) 

n2y  +  li - ~ ) - Q i n ( n 2 ~ , ~ l i  -~)+fl-12~(Yti  - Y ) P ~ ~  =e2  (7.1 1e) 

No próximo item são sugeridos desenvolvimentos de modelos explorando estas 

forinulações penalizadas. 

7.2.3 Propostas de Resolução do Problema de Equilíbrio de Cournot 

Baseado na nossa experiência computacional, extensões de nosso trabalho são sugeridas 

para a resolução do probleina de equilíbrio de Cournot - modelo AC de sistemas de 

potência. 

o Desenvolvimento de um algoritino iterativo que resolva, para cada finna dominante, um 

inodelo de equilíbrio de Stackelberg (penalizado na solução de equilíbrio da outra 



grande firma), utilizando o algoritmo de pontos nZo interiores - proposta desta 

dissertação de tese; 

o Desenvolvimento de um algoritmo que resolva o sistema de equações complementares 

resultante da iinposiqão das condições de otimalidade de primeira ordem para cada 

subprobleina parametrizado, (7.1 1) e (7.12); 

o Extensão do algoritmo de Cournot, considerado numericamente mais robusto, para um 

equilíbrio de Nash, com um número finito de firmas dominantes participantes no 

mercado. 
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APÊNDICE A 

A Elementos da Matriz Solução 

Dado o sistema de equações (5.34)-(5.46) e um ponto z=(x,y,h,n1~,n2~,P1,P2,P3,P4,.ni~,n2~, 

EI,E~), uma aproximação linear de primeira ordem de N-R encontra um passo increinental 

A Z = ( A X , A ~ , A ~ , A ~ ~ ~ , A ~ ~ ~ , A P ~ , A P ~ , A ~ ~ , A ~ , A ~ , A ~ ~ , A E , A E ) ,  a partir da resolução do 

= -(a,,L, ) (A. 1 O) 

= -(8,,L,) (A. 1 1) 

= -(H11 (A. 12) 

= -(H21 (A. 1 3) 



B3 é definida como uma inatriz diagonal inxm, com eleinentos diagonais iguais 
a (P3)j Vj=l,, . . ,m 

B4 é definida como uma inatriz diagonal inxin, com eleinentos diagonais iguais 
a (P4)j Vj=1, ..., in 



P1, é definida como uma matriz diagonal nxn, com elementos diagonais iguais a 
(p~s)i Vi=l ,..., n 

Hl,Zlx = [I,, - V"lx Q" (nlx 3 x - xl) + (X - X1 )Plx I 

P2x é definida como uma matriz diagonal nxn, com elementos diagonais iguais a 
(p2x)i Vi=l, ..., n 

H1,712X = [I,, - V"2X Q n  (n2x, xu - 4 + (Xu - WP2x I 
Simplificações na matriz solução associada a (A.l)-(A.13) podem ser obtidas através de 

pequenas inanip~dações algébricas. De (A.lO) e (A.l l)  é possível obter AEI e A E ~  em 

função de AP3 e AP4, como: 

A&2 = (HEZc2 ) - l  [-(ag2L1) - ~k~~~ A P ~  I (A. 1 5) 

Analogamente, Anl, e An2, são deduzidos em função de Ax, a partir de (A. 12) e (A. 13): 

Substituindo-se AEI e Ae;! em (A.7) e (A.9), respectivamente, por (A.14) e (A.15), as 

seguintes modificações são introduzidas no sistema de equações de Newton-Raphson 

(A. 1)-(A. 13): 



onde: 

1 
Hxx = H n  - Hxnlx (H1,Xlx ) - I ~ l , x  - (H2,n2x 1- H2,x 

Das reforinulações contidas nos passos (A. 14)-(A.20), o sistema de equações (A.l)-(A. 13) 

pode ser escrito de forina inatricial como a seguir: 

onde: 



= (~s1,I  )-l[-(â,lLl) - ~ b 3 & 1 ~ ~ 3  1 (A. 22) 

A ~ 2  = (l3ç2t2 )-1[-(%2L1) - ~ i 4 t 2 ~ ~ 4  I (A.23) 

A = , l x  - I  -HI.XAXI (A.24) 

An2x = ( ~ 2 , n ~ ~  ) - l [ - ( ~ 2  -HZ,X&I (A.25) 

Da resolução do sistema de equações (A.21) e (A.22)-(A.25), resulta uma direção de 

acrésciino (ou decrésciino) ~ = ( A X , A ~ , A ~ , A ~ ~ ~ , A ~ Z ~ , A P ~ , A P Z , A P ~ , A P ~ , A ~ ~ ~ , A ~ Z ~ , A E I ~ A E ~ ) ~  

partindo-se de u111 dado ponto Z = ( X , Y , ~ , ~ C ~ ~ , ~ C Z ~ , P ~ , P ~ , P ~ , P ~ , ~ ~ ~ , ~ ~ ~ , E ~ , E ~ ) .  



APÊNDICE B 

B Estrutura da Matriz 

Será analisada neste item a estrutura da matriz dada pela equação (A.21). A fatoração da 

matriz será baseada em uma estiutura de elementos diagonais, (1x1) e ( 2 ~ 2 ) ~  de forma a 

evitar singularidades. 

Os grupos de variáveis priinais (x,y,h,.niy,n2,) e variáveis duais (Pl,P2,P&), na resolução 

do sistema de equações (A.21), podem ser subdivididos nas seguintes classes: 

Variáveis primais do probleina do grupo seguidor (y) 

Representadas pelo inódulo de tensão e o ângulo de tensão em todas as barras da rede 

elétrica. Também fo~main paite desta classe as variáveis associadas as unidades 

geradoras (geração de potência ativa e geração de potência reativa) dos integrantes do 

grupo seguidor. 

Variáveis duais do problema do grupo seguidor (h,nl,,n2,) 

Fonnam parte destas variáveis os inultiplicadores de Lagrange h, associados às 

restrições de balanço de potências ativa e reativa em cada nó da rede, e as variáveis 

duais (7~ l~ ,7~2~)  associadas às restrições de canalização das variáveis priinais (y) do 

probleina do grupo seguidor 

Variáveis priinais do probleina do grupo Iícler (x) 

Definidas pela variável x associada às unidades geradoras (geração de potência ativa) 

do problema do grupo líder 

Variáveis duais do problema do grupo Iíder (Pl,P2,P3,P4) 

Correspondem aos multiplicadores de Lagrange associados às condições de otiinalidade 

de primeira ordem do problema do grupo seguidor (P1,P2,P3,P4). 

Considere-se o caso mais simples, onde as restrições z(x,y) na formulação (5.1) definem 

somente as restrições de balanço de potência ativa e balanço de potência nas ban-as. Na 

forrm/lnçc?o de K.K.T. do problema de dois níveis (5.16), cada nó da rede contribui com 

quatro equações nas restrições do probleina, duas delas associadas aos balanços de potência 



ativa e potência reativa (5.16a), e as duas restantes associadas às condições de otiinalidade 

de primeira ordem do subprobleina do nível inferior (5.16b). Podem-se considerar o ângulo 

nodal (y=@) como a variável associada ao balanço de potência ativa, o inódulo de tensão 

(y=V) como a variável associada ao balanço de potência reativa, e os multiplicadores de 

Lagrange (h=ho e h=hv) associados, respectivainente, às condições de otirnalidade de  

primeira ordem nas restrições de balanço de potência ativa e reativa. Agrupando estas 

quatro variáveis em pares com os inultiplicadores de Lagrange (Pi=Pe,Pi=Pv,P2=Pxe e 

P2=P1\,) do problema do grupo líder, obtêm-se os seguintes quatro pares de variáveis: 

(9,pe), (V,pv), (he,Pho) e (hv,Phv). Existem, adicionalmente, no sistema de equações (A.21), 

dois pares de variáveis associados às condições de folgas complementares do problema do 

grupo seguidor: (n~y=nlv,P;=Pntv) e (n2y=n2V,P~=P,2v), para cada nó da rede. 

Pode-se então concluir que as linhas da matriz principal no sistema de equações (A.21) 

podem ser reordenadas, obtendo-se uina estsutura em blocos diagonais ( lxl) ,  forinadas 

pelas linhas associadas à variável x, e blocos diagonais (2x2): (@,Pie), (V,Piv), (ho,Pxe), 

(hv,P hv), (nlv,Pnlv) e (nzv,Pnzv), compostos por uina variável priinal e uma variável dual, 

respectivamente. 

Na próxima seção será considerada a estsutura completa da inatriz, elemento a elemento, 

para um sistema coin duas barras e uma linha de interligação entre as mesmas. 

B.1 Estrutura de Esparsidade 

Como visto na seção anterior, as variáveis que formam paste da estsutura da inatriz podetn 

ser divididas em aquelas que aparecem associadas a multiplicadores de Lagsange forinando 

blocos diagonais (2x2) e as restantes que entram na estsutura da inatriz coin blocos 

diagonais (1x1). Baseado nestas observações, as colunas e linhas da matriz, no sistema de 

equações (A.21), são perinutadas e agrupadas, obtendo-se a seguinte partição: 

EU? (Heavy Border): formada por linhas e colunas associadas aos blocos diagonais 

(2x2) 

L B  (Light Border): contendo os elementos restantes da matriz 



Para coinpreender inelhor esta estsutura, seja o sistema elétrico na Figura B . l ,  fonnado por 

duas barras, uma linha de transmissão entre as mesinas e um gerador de potência ativa 

pertencendo ao grupo líder, associado à barra número 1. 

Figura B. 1 - Sistema de duas barras 

Neste sistema, teremos os termos da Hi3 e da LB agrupados, respectivamente, como a 

seguir: 

Elementos da LB: corresponde à geração de potência ativa na barra núinero 1, pgl, 

formando uin único bloco diagonal (1x1). 

Baseado nestas obseavações, é mostrada, na Figura B.2, a estrutura da matriz resultante 

para o sistenia de duas barras da Figura B.1. Dada a simetria em estsutura da matriz, 

somente os elementos diferentes de zero da triangular superior da mesma foram 

representados, onde h corresponde a termos da Hessiana do Lagrangeano da form~laçZo de 

K.K.T. do probleina de dois níveis, e i a termos do Jacobiano das restrições. 

A seguir, serão analisados cada um dos termos desta matriz em separado. 

€3.1.1 Estrutura da bight Border 

Os elenlentos diagonais da LB correspondein a blocos (1x1) definidos por: 

e Bloco diagoml 1x1 -pg,: 
P,l 

onde: 



apepyrq!sIam! e ura)ua1e8 o@enúa e)sap o)yaq opq  op souna) sop sourqn so anb aluasqo 



Os eleinentos fora da diagonal, para este controle, relacionam a dependência entre a 

geração de potência ativa do grupo líder, representada por pgl, e variáveis pertencentes a 

HB. 

e Linha cissocicidn ao bloco dingonnl 1x1 (ug~,) 

Figura B.3 - Variável geração potência ativa líder 

B.1.2 Estrutura Básica da Heavy Border 

Antes de descrever cada um dos elementos que definem a inatriz HB, é importante analisar 

a inversibilidade de seus blocos diagonais 2x2. 

o Bloco diagonn 1 2x2 - (OjJ,L7Bi): Hei e i  J L i  
[ J o i p e i  4 ] 

o Bloco diqqonalix2 - (Vi,P,,L): ["vi vi 

J vi p vi 

t 

o Bloco dic/gonnl2x2 - (ABi,Pn~): J L O ~  p ~ ~ i  

4) 

t 

o Bloco dingonnl i x 2  - (AVi, Ph,J: vi Phvi  

Jvi phv i  4 L " 
H X i j  .ij J' 

O Bloco dingonnl2x2 - ,L7,i): [J Pnij xij ] 
pnij q j  Z ~ n i j  ~ l i j  

Observe-se que cada um destes blocos diagonais (2x2) é inversível e, consequenteinente, o 

agrupamento de variáveis na HB encontra-se bem definido. 

Sejam, a seguir, os elementos de cada uma destas linha da matriz, agrupadas em pares de 

variáveis. 



o Linha associnda no bloco 2x2 (OlJ,&) 

Figura B.4 - Variável ângulo de tensão 

sa Linha nssocinck~ no bloco 2x2 (Vl,&) 

Figura B.5 - Variável módulo de tensão 

J$AW ei 

Hvi nii J'pniivi 3 
o Liulhn associndn no bloco 2x2 ( j l ~ ~ , & ~ )  

Jlp~er  01 

Figura B.6 - Variável multiplicador de Lagrange balanço potência ativa 

Hei AVZ Hei VI 

Jpei vi 

e Linha associndn CIO bloco 2x2 (A,,lJPA,,l) 

Hei oz 

Jpoi er 

O V 

Jpei vz 

J'PVI 01 

Figura B.7 - Variável inultiplicador Lagrange balanço potência reativa 

J'POZ 01 J'pvz oi 

Observe-se que as Figuras B.4-B.7 relacionam os elementos diferentes de zero, na 

triangular superior da matriz, para os blocos diagonais (2x2) associados aos controles na 

HOLA 0 1  Hol A W  JPAOI 01 J t p ~ v i  ei Hei I a  



primeira barra. A representação dos elementos fora da diagonal, para os restantes blocos 

diagonais (02,/302), (VZ, Pw), (he2,Pmz) e (hv2,Pkv2), segue um procedimellto análogo. 

Uma análise similar pode ser desenvolvida, considerando-se o sistema de duas barras da 

Figura B.l, com um gerador extra pertencente ao grupo seguidor. Esta situação está 

representada na Figura B. 8, e será objetivo de estudo do próximo item. 

Figura B.8 - Sistema de duas barras 

B.1.3 Estrutura da HB - Geração de Potência Ativa Grupo Seguidor 

Seja o caso exemplo da Figura B.8, onde existe uma unidade geradora de potência ativa, 

associada ao grupo segzridor, na barra número 2. Com a inclusão deste controle, seis novas 

variáveis serão acrescentadas ao problema, três delas correspondendo a variáveis primais 

(pg2,~l,,~2,~2,,~2) e as três restantes a variáveis duais (P,,g2,Pnipg2,Pn21,g2). Sejam cada uma 

delas definidas a seguir: 

controle de potência ativa do grupo segzridor 

variável dual do problema do grupo segzlidor, associada ao limite inferior de 

potência ativa 

variável dual do problema do grupo seguidor, associada ao limite superior de 

potência ativa 

inultiplicador de Lagrange associado a condição de otiinalidade de primeira 

ordem, obtida derivando-se o Lagrangeano do problema do grupo seguidor 

em relação a pg2 

inultiplicador de Lagrange associado à condição de folga complementar 

imposta sobre o limite inferior em pgz 

inultiplicador de Lagrange associado a condição de folga complementar 

imposta sobre o limite superior em pgz 



Para garantir a inversibilidade da matriz HB, este conjunto de variáveis foi agrupado 

convenientemente nos seguintes pares: (pg2,Pnlpg2) (nlpg2,Ppg2) e ( ~ Z , , , Z , P ~ ~ ~ ~ Z ) .  Com a 

inclusão deste controIe, novos acoplamentos na matriz principal do sistema de equações 

(A.21) surgirail-i, a maioria deles relacionando as novas variáveis, e os restantes acoplando 

o controle de potência ativa do grupo seguidor com linhas já existentes. A Figura B.9 

Figura B.9 - Estrutura da HB - Geração potência ativa seguidor 

Analisemos primeiro a inversibilidade dos novos três blocos diagonais (2x2): 

H~kz2 pg2 J t  o Bloco cIingonnlLx2 - (Yg2,PXIpg2) : P" IPB~  ~ 8 2  

P"lpg2 Pkz2 z~"l!Jg2 P"lpg2 

o Bloco c/ingoncr l 2x2 - ( 7 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ )  : 
9 1 

Jt  
o Bloco dingorwl2x2 - ( n 2 y ~ ~ , P ~ ~ ~ ~ ~ ) :  H"2pg2 "2pg2 p ~ 2 p g 2  7C2pg2 IJ b 2 ~ g 2  n2Pg2 'b2pg2 b 2 ~ g 2  J 



Uma vez garantida a inversibilidade da matriz MB, serão detalhados a seguir os novos 

eleinentos fora de sua diagonal, agrupados por linha. 

o Linha nssociaclc~ ao bloco 2x2 (O2,PO2) 

Figura B, 10 - Variável ângulo de tensão 

o Linha associacla no bloco 2x2 ( ' g 2 , , P n ~ z )  

Figura B. l l  - Variável niultiplicadoi de Lagrange balanço potência ativa 

o Linha nssociaclc~ cro bloco 2x2 ( p , p 2 , ~ x ~ P g z )  

Figura B. 12 - Variável geração potência ativa seguidor 

o Linha a.ssociacIcr ao bloco 2x2 (q,g2,pygS 

Figura B. 13 - Variável dual geração potência ativa seguidor 



Uin outro controle importante na modelagem AC de sistemas de potência é a geração de 

potência reativa do giupo segzlidor. Sua contribuição na estrutura da matriz é similar ao 

controle de potência ativa do grupo seguidor, como veremos na próxima seção. 

B.1.4 Estrutura da HB - Geração de Potência Reativa Grupo Seguidor 

Considere-se o caso exemplo na Figura B.8, com uma unidade extra de potência reativa na 

barra número 2 pertencente ao gmpo segzlidor. Associado a este controle, definem-se seis 

novas variáveis, três delas associadas às variáveis primais do probleina do grupo líder. 

(qg2,nlq,2,n2,,,2) e as três restantes associadas às variáveis duais (Pqg2,Pn~qg2,Pn2qg2): 

controle de potência reativa do grupo seguidor 

variável dual do probleina do gmpo seguidoi*, associada ao liinite inferior de 

potência reativa 

variável dual do problema do gmpo segtlidor, associada ao limite superior de 

potência reativa 

multiplicador de Lagrange associado à condição de otiinalidade de primeira 

osdem obtida, derivando-se o Lagrangeano do probleina do grupo segtridor 

e111 relação a qg2 

multiplicador de Lagrange associado à condição de folga coinpleinentar 

imposta sobre o limite inferior em qgz 

multiplicador de Lagrange associado à condição de folga coinpleinentar 

imposta sobre o liinite superior em qg2 

Agrupando convenientemente estas variáveis, surgem três novos pares de blocos diagonais 

(2x2) (qg2,Pniqgz) (nlqg2,Pqg2) e (n2qg2,Pn2qg2). O acoplainento em estrutura entre eles, Figura 

B.14, é equivalente ao acoplainento introduzido pelo controle de potência ativa entre os 

blocos (pg2,Pnlpg2) (nllJg&Jg2) e (n2ps~,Pn2pg2). Na geração de potência seativa, o 

acoplainento com os blocos já existentes estará ligado às linhas associadas ao inódulo de 

tensão ( V ~ , P V ~ )  e ( ~ v ~ , P I , v ~ ) ,  e não mais às linhas associadas ao ângulo de tensão (82,Poz) e 

(h02,plbO2), como foi o caso do controle de geração de potência ativa. 



Figura B. 14 - Estrutura da HB - Geração potência reativa seguidor 

Sejam, a seguir, cada um dos novos elementos diagonais (2x2) e os valores diferentes de 

zero na triangular superior da inatriz. 



o Lin hn associndn no bloco 2x2 (Y2,p~) 

fl Jpvr %r 

Figura B.15 - Variável inódulo de tensão 

o Lir~hn associnc-ln no bloco 2x2 (;lv2,,Bav2) 

Figura B.16 - Variável rnultiplicador de Lagrange balanço potência reativa 

o Linhn nssociach ao bloco 2x2 

Figura B. 17 - Variável geração potência reativa seguidor 

o Linhn crssociadn no bloco 2x2 (xJ@,&?) 

Figura B.18 - Variável dual geração potência reativa seguidor 

A representação não linear AC de sistenias de potência leva em consideração o sistema 

como uma rede interligada, com suas próprias limitações físicas e operacionais. Isto 

corresponde a inonitorar, e restringir, o fluxo de potência fluindo pelos circuitos. Na 



próxima seção veremos como estas restrições influenciam a resolução do sistema de 

equações (A.2 1). 

B.1.5 Estrutura da HB - Monitoramento de Fluxo em Circuitos 

Continuando com a análise do sistema exemplo de duas barras (Figura B.1), e 

acoinpanhando a fomulação introduzida no Capítulo 4 (seção 4.2), a restrição de máxima 

capacidade no circuito 1 -+2 pode ser descrita inateinaticainente coino a seguir: 

onde: 

p(0 1,V1,e2,v2) fluxo de potência ativa fluindo no circuito 1 -+2 

plllax capacidade máxima permitida (MW) no circuito 1+2 

Observe-se que é uma expressão dependente de variáveis já definidas. A inclusão de uma 

variável adicional S pennite transforinar a restrição funcional (l3.1) em uma restrição de 

igualdade, e restrições de canalização impostas sobre a própria 8: 

P(0i,Vi,e2,V2) - S = 0 (B.2) 

-p tnax~SQnlax  (B.3 

As restrições de monitoraniento de fluxo em circuitos, assim coino as restrições de balanço 

de potência ativa e reativa em cada nó da rede, formarão parte das restrições do probleina 

do segundo nível. Com a inclusão destas duas novas restrições, quatro variáveis serão 

diretalilente adicionadas ao problema do grupo segz~icíor: (S,hs,nis,n2s), cada uma delas 

definida a seguir: 

S variável auxiliar de nionitoramento de fluxo em circuitos 

As nlultiplicador de Lagrange associado a restrição (B.2) 

nis variável dual associada ao limite inferior na restrição de canalização (B.3) 

n2s variável dual associada ao limite superior na restrição de canalização (B.3) 

Escrevendo-se as condições de otiinalidade de primeira ordem de K.K.T. para o problema 

do grupo segzdor, obtêm-se quatro novas restrições, a serem incluídas nas condições de 



viabilidade do probleina do giupo líclei.: a restrição original @.2), a condição de 

otiinalidade de primeira ordem obtida derivando-se o Lagrangeano do problema do gmpo 

stíg~~idor em relação a S, e duas condições de folga coinyleinentares associadas às restrições 

de canalização impostas sobre S (restrição (B.3)). Na forw~t~hçGo de K.K.T. do problema de 

dois níveis, existirão naturalmente quatro novas variáveis duais associadas a cada uma 

destas restrições: 

Ps multiplicador de Lagrange associado à restrição (B.2) 

P ~ s  n-iultiplicador de Lagrange associado à condição de otimalidade obtida 

derivando-se o Lagrangeano do probleina do grupo seguidor em relação a 

p.1~ multiplicador de Lagrange associado à condição de folga coinpleinentar, 

imposta sobre o limite inferior em S 

P ~ Z S  multiplicador de Lagrange associado à condição de folga coinglementar, 

imposta sobre o limite superior em S 

Agiiipando convenienten-iente as variáveis primais e duais do gmpo líder, obtém-se os 

seguintes qi~atro blocos diagonais (2x2): (S,Ps), (hs,P~,s), ( n i~ ,Pn i~ )  e (nmfhzs). As 

alterações na matriz solução, sistema de equações (A.21), são relacionadas na Figura 

(B. 19). 

Observe-se, a seguir, que os blocos diagonais (2x2) estão propriainente definidos, cada um 

deles correspondendo a uma matriz quadrada inversível. 



Figura B. 19 - Estrutura da EB - Monitorainento de fluxo ein circuitos 

Descreveremos agora cada um dos elementos fora da diagonal, agrupados por linha. 

o Linha associacln no bloco 2x2 (n1s,Pds) 

S S s  1 s  Phs 

Figura B.20 - Variável dual limite inferior de fluxo em circuitos 



o Linha associada ao Bloco 2x2 (mslP,zs) 

Figura B.21 - VariáveI dual limite superior de fluxo em circuitos 

o Linha a.ssocincJn no Bloco 2x2 (slPS) 

Figura B.22 - Variável auxiliar restrição inonitoramento de fluxo em circuitos 

o Linha associada ao bloco 2x2 (&,P;is) 

Jps ei 

Figura B.23 - Condição K.K.T. restrição monitorainento de fluxo em circuitos 

Jps e2 Jps vi 

o Linha associada ao bloco 2x2 (O,,psJ 

Jps vz 

Figura B.24 - Variável ângulo de tensão na barra I 

Hei VI Hei 01 Hei vr FIoi ?.si Hei nvi Hei ae2 &i nvz 



o Linha nssociacln no bloco 2x2 (r/,,,&) 

Figura B.25 - Variável ~nódulo de tensão na barra I 

Hvi e2 

o Linha nssocinda no bloco 2x2 ( 4 , ~ ~ )  

Figura B.26 - Variável ângulo de tensão na bana 2 

1-IVI vz 

-- 

o Linha nssociacla ao bloco 2x2 (r/?,plg) 

Figura B.27 - Variável módulo de tensão na barra 2 

HVI ;lei 

As restrições de inonitorainento de fluxo em circuitos serão tratadas através de um processo 

de relaxação, adicionando durante o processo iterativo aquela restrição que apresente maior 

violação. Esta consideração permite reduzir significativamente o número de variáveis e 

restrições do problema. Sabe-se, da experiência prática, que um número muito pequeno 

delas realmente atinge seu limite na solução ótima. 

Uina vez descrita a inatriz em estiutura, para cada um dos principais controles do sisteina, 

será impoitante conhecer o dimensioiiainento do problerna de dois níveis, assim como o 

grau de esparsidade da matriz HB na resolução do sistema de equações (A.21). Unia análise 

detalhada, para um sistema elétrico genérico, é apresentada na próxima seção. 

Hvi ivi Hvi aez Hvi ivz 



B.2 Dimensionamento do Problema 

Seja um sistema elétrico genérico com: n barras, in circuitos, pi unidades geradoras de 

potência ativa pertencentes ao grupo líder. e p;! unidades geradoras de potência ativa e 

potência reativa pertencentes ao grupo segz~idor. A relação direta entre variáveis e 

quantidades, na forw~tilnç60 de K.K.T. do problema de equilíbrio de Stackelberg, é 

apresentada na Tabela B. 1. 

Quantidade Descrição 

Âiigulo de tensão 

Módulo de tensão 

Miiltiplicador de Lagraiige balanço potêricia ativa 

Variável dual limite superior ii~ódulo de teiisão 

Variivel 

8 

V 

he 

Multiplicador de Lagrniige balanço potêiicia reativa 

Variável dual liiiiite uifei-ior módulo de teiisão 

Av 

~ I V  

Variável dual limite inferior potência ativa seguidor 

Vaiiiivel dual balanço potêilcia ativa 

Variável dual balanço potência reativa 

Vasiável dual coiidição othlalidade de primei-a ordem associada ao 

ângulo de tensão 

Vaiiável dual condição othialidade de primeira ordem associada ao 

módulo de tensão 

Vasiável diial condição de folga co~iiple~neiitar limite inferior 

inódulo de tensão 

Vai-iiivel diial coildiçãci de folga compleinentas limite superior 

iliódulo de teiisão 

Potência ativa seguidor 

Variável d~ial  limite superior potência ativa seguidor 

De 

h 

PIE 

SIV 

PIXIV 

h 2 v  

1% 

Variável d~ial  condição otimalidade de piimeisa ordem associada d 

potêiicia ativa seguidor 
h@ P2 



Variável dual coiidição de folga compleiiieiltar liiiiite inferior 

po~êiicia ativa seguidor 

Variável diial coiidição de folga coiiiplemeiitar limite s~ipeiioi- 

potência ativa seg~iidor 

Potêiicia reativa seguidor 

Vaiiável d~ial  limite inferior potência reativa seguidor 

Vaiiável dual limite superior potêiicia reativa seguidor 

Variável clual coiidição otiinalidade de piimeira ordem associada 4 

potêiicia reativa seguidor 

Variável dual coiidição de folga coinplemeiitar limite inferior 

potência reativa seguidor 

Variável dual condição de  folga coiiipleiiientx limite stipeiior 

potêiicia reativa seguidoi- 

I'otência ativa líder 

Variável dual limite inferior potêiicia ativa líder 

Variável dual limite sqeiioi- potêiicia ativa líder 

Tabela B. l  - Dimensionainento do problema 

Da  soma direta dos valores associados à coluna "Quantidade" obtém-se o número de 

variáveis do probleina: 12n+12p2+3pl. A matriz Hl3 corresponderá a uina matriz quadrada 

coin 12(n+p2) linhas/colunas e 6(n+p2) blocos diagonais (2x2), cada um deles fomiado por 

uina variável do probleina do grupo seguidor e um inultiplicador de Lagrange associado ao 

probleina do grupo líder. 

A esparsidade da Heavy Bordes é contabilizada na Tabela B.2, a qual pode ser diretamente 

obtida das Figuras B.2, B.9 e B.lO. Os elementos diferentes de zero na triangular superior 

da matriz totalizain E(HB)=ló(n+m)+lOp;! blocos diagonais (2x2). Considerando-se que o 

número de geradores (p2) e O núinero de circuitos (in) são da ordem do número de barras do 

sisteina O(n), pode-se concluir que a matriz HB é esparsa em estrutura, coin E(HB)=O(n) 

eleinentos coinputáveis fora de sua diagonal. 



Uina análise similar permite deterininar o diinensionamento do problema e a estrutura de 

esparsidade da matriz solução para o controle de inonitorainento de fluxo em circuitos. O 

número total de variáveis do sistema de equações é acrescentada em 8, para cada novo 

circuito no seu limite que entra na estmtura, enquanto o número total de adições na matriz 

HB corresponde a 15 novos blocos diagonais (2x2) diferentes de zero. 

Descrição Bloco (2x2) 

Coritsoles associados a b a m s  

Controles associados a circuitos 

Controles associados B geração de potência ativa seguidor 

Controles associados B geração de potêimia reativa seguidor 

Quantidade 

16n 

16111 

5 ~ 2  

5 ~ 2  

Tabela B.2 - Esparsidade da Hl3 



APÊNDICE C 

C Sistema de 24 Barras 

Synch. 
Cond. 




