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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessédrios

para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

UMA NOVA CLASSE DE METODOS DE PONTO PROXIMAL COM
METRICA VARIAVEL PARA PROBLEMAS EM OTIMIZACAO COM
RESTRICOES DE POSITIVIDADE

Gilvan Lima de Oliveira

Abril/2002

Orientadores: Paulo Roberto Oliveira e Jodo Xavier da Cruz Neto

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Neste trabalho introduzimos uma familia de métodos interior-proximal com
métrica varidvel para resolver o problema min f(z) s.t. z > 0, onde o passo iterativo
¢ dado por

bt =t (1 B () [V ]
com f; convenientemente escolhido, e 7 > 1. HEstebelecemos propriedades de con-
vergéncia similares aquelas conhecidas dos métodos multiplicativos, a saber, con-
vergéncia fraca a um ponto KKT para funges convexas com gradiente Lipschitziano
e convergéncia forte a uma solugdo para fungoes estritamente convexas. No caso
quadratico, o algoritmo tem uma expressdo explicita. Estudamos a taxa de con-
vergéncia deste método. Mostramos que a taxa de convergéncia é linear quando
a funcdo é fortemente convexa no 6timo, e sublinear caso contrario. Uma versao

inexata é introduzida e analisada.
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A NEW CLASS OF PROXIMAL POINT METHODS WITH VARIABLE
METRIC FOR OPTIMIZATION UNDER POSITIVITY CONSTRAINTS

Gilvan Lima de Oliveira

April/2002

Advisors: Paulo Roberto Oliveira and Joao Xavier da Cruz Neto

Department: Systems and Computation Engineering

In this work we introduce a family of variable metric interior-proximal methods

for the problem min f(z) s.t. z > 0, where the iterative step is given by
x;?“ = :1:;“ (1 - ,Bk_l(xf)r“l [Vf(xk“)]j)

with S conveniently chosen, and r > 1. We establish convergence properties similar
to those known for multiplicative methods, namely weak convergence to a KKT
point for convex and gradient Lipschitzian functions and full convergence to the
solution for strictly convex functions. In the quadratic case the algorithm has explicit
expression. We study the convergence rate of that method. We show that the rate
of convergence is linear when the objective is strongly convex at the optimum, but

can be sublinear otherwise. An inexact version is introduced and analyzed.
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Introducao

Um método muito utilizado para minimizar fungdes convexas f : IR®—=IR é o
Algoritmo de Ponto Proximal. Mais especificamente, tal método gera uma sequéncia

{z*} obtida pela resolucio do subproblema:

2**! = arg min {@)+ 2Bl - =47} (0.1)
onde {f} ¢ uma sequéncia de nimeros reais e || - || denota a norma Euclideana em

IR". Este método foi introduzido por Martinet([M/78]) o qual é baseado na nogédo

de aproximacao proximal de f dada por

fale) = inf {f(z)+ @)Yz =22}, A>0, (0.2)

2€IRP
introduzida anteriormente por Moreau([MO/62] ¢ [MO/65]). No ano de 1976, o
algoritmo proximal foi fortemente desenvolvido e estudado por Rockafellar([R/70] e
[R/76al).

Nos anos seguintes, muitos pesquisadores propuseram e estudaram propriedades
de convergéncia de novos métodos de minimizacio que trazem em si a sistemética
utilizada no algoritmo de ponto proximal, substituindo o termo regularizador
quadrdtico por um nicleo diferente. Nessa direcdo, em 1990, Eggermont([EG /90])
introduziu um método gradiente multiplicativo para resolver o seguinte problema,

com restrigoes de positividade:
min{f(z); = >0} (0.3)
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Tais métodos sao bastante utilizados em vérias aplicagbes interessantes, como
por exemplo, reconstrugdo de imagens. Para maiores informagdes, ver ([EG/90]) e
referéncias ali relacionadas.

O método proposto por Eggermont, tem o formato (0.1), onde o termo quadrético

foi substituido por uma fungdo tipo-distancia, a saber,

d(z,y) = _z;log (—] +y; — xj> , (0.4)
=1 Yi

a chamada ¢-divergéncia de Kullback-Leibler.

Em 1992, Censor e Zenios ([CZ/92]) propuseram um novo método proximal
substituindo, desta feita, o nicleo quadratico por uma outra fungio tipo-distincia,
denominada distancia de Bregman. Este algoritmo foi mais explorado sistematica-
mente por Eckstein([E/93]), Chen e Teboulle([CT/93]) e A. Iusem, B. F. Svaiter e
M. Teboulle ([IST/94]).

Motivado pelo trabalho de Eggermont ([EG/90]), em 1995, A. Tusem ([I/95a])
analisou um método gradiente multiplicativo de pontos interiores para o problema
(0.3), tendo sobretudo analisado propriedades de convergéncia da sequéncia {z*},

obtida através das iteracoes definidas por:

bt ok (1= X [VS6Y) ) (<7<, (0.5)

J

onde A\, é um nidmero real positivo, obtido através de uma busca linear exata em
um intervalo [0, ¢g), com ¢ escolhido de tal forma a se obter a viabilidade do ite-

1. ou seja, de forma que z**' permaneca no interior do ortante positivo.

rado z**
Os resultados de convergéncia obtidos para este algoritmo, diante da escolha dos
pardmetros A, foram essencialmente os mesmos obtidos para o caso do método

de descida maxima no caso da minimizagao irrestrita. Basicamente, supondo nivel



limitagao da funcdo objetivo f, A. Tusem, mostrou convergéncia fraca (ver Cap.
Preliminares), da sequéncia gerada pelo método, a uma solu¢do do problema (0.3)
e convergéncia forte diante da hipétese de convexidade cstrita de f.

O uso de métrica varidvel para o método de ponto proximal, foi discutido por J.

B. Hirirt-Urruty e C. Lemaréchal em ([UL/93]), para o caso irrestrito:
min{ f(z); z € R}, (0.6)

onde a funcdo f é suposta convexa, prépria e fechada (f toma valores em IR" J{+oc0}
mas nao é identicamente +o00, enquanto que a propriedade de ser fechada, diz res-
peito a f ser semicontinua inferiormente). Neste modelo, o iterado z**! ¢ obtido

como solucdo do problema:

min [£0) + 5000y — 2%,y ~ 2], )

onde Mj é uma matriz simétrica definida positiva, para cada &k € IN. Os autores
mostraram que se My = M, com pp > 0 para todo k, M simétrica definida

positiva e se a condi¢do de convergéncia

=1

> — =400, (0.8)

k=1 Hk
ocorrer, entdo a sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo é minimizante. Além disso,
se ur > o > 0, entdo a sequéncia inteira converge, desde que o problema tenha
solucdo. Tal método foi mais aprofundado por J. F. Bonnans, J. Ch. Gilbert, C.
Lemaréchal e C. A. Sagastizdbal em ([BGLS/95]), porém ainda no caso irrestrito.
Neste trabalho, os autores estabeleceram, além da convergéncia global, taxa de
convergéncia superlinear para a sequéncia gerada pela algoritmo.

Uma ferramenta muito utilizada na programagdo matemética continua é a as-

sociagdo entre métricas Riemannianas e diregbes de descida. Tal associacdo data



desde Luemberger ([L/72]), seguido por Gabay ([G/82]), Bayer e Lagarias ([BL/89])
e Rapcsdk ([RT/96]).

Em 1995, J. X. C. Neto ¢ P. R. Oliveira ([XO/95]) cxploraram de forma. sis-
temética tal ligacao. Partindo da propriedade de que o gradiente depende da métrica
e a solucao do subproblema que define as dire¢oes de descida sdo equivalentes, os
autores mostraram que a maioria dos métodos primais classicos sao métodos gra-
diente em alguma métrica Riemanniana apropriadamente escolhida. Por exemplo,
para o problema (0.6), os autores verificaram que se f é continuamente diferencidvel,
entdo a direcao de Cauchy é a dire¢do oposta do gradiente onde IR" é munido da
métrica euclideana, e, se f é de classe C®, entdo o método de Newton aplicado a tal

problema é um método gradiente, onde o conjunto
M = {z ¢ R*; V*f(z) ¢ definida positiva}, (0.9)

suposto néo-vazio, estd munido da métrica definida pela hessiana V2f(-), mais es-

pecificamente temos,
df (@) = ([V*f (@) V f(),v) (0.10)

Com relagao aos Métodos Multiplicativos, de Eggermont ([EG/90]), para resolver o
problema (0.3), os autores mostraram que a dire¢do proposta representava o gradi-
ente da funcdo f relativo a métrica definida no interior do ortante positivo, dada

pelo hessiano da barreira entropia h(z) = Y ; z;logz;, ou seja,

[grad (@), = 25 [V/(#));. (011)

Em geral, considerando IR}, como uma variedade Riemanniana, com a métrica

G(z) = diag(h{(z1), hy(z2), ..., hil(2n)), dada pelo hessiano de uma funcdo convexa



particular h(z) = >7_; hi(z;), os autores mostraram que, para resolver o problema

min{ f(z); sujeito a: Az =0b, z € RL }, (0.12)

a direcao afim-escala é o gradiente associado & métrica correspondente a barreira

logaritmica. Ou seja, quando h;(z) = —logz;, com a métrica Riemanniana

G(z) = X% = diag(z; %, 237, ..., 7,7, (0.13)

ey

X representando a matriz diagonal cujos componentes ndo-nulas sao os elementos

de z, verificou-se que:
grad®f(z) = X(I — X AAX?ANTTAX) XV f (), (0.14)

a qual é a direcdo oposta & direcio afim-escala de Dikin. Na expressdo acima, A*
representa a transposta da matriz A. Os autores, ainda, desenvolveram uma teoria
de convergéncia em que os resultados assemelharam-se aos cldssicos da otimizacao
irrestrita (veja ([XLO/98))).

Em seguida, O. P. Ferreira e P. R. Oliveira ([FO/97]), generalizaram os algorit-
mos de ponto proximal e subgradiente, para minimizar uma fungdo convexa, para
o contexto de variedades Riemannianas. Os autores obtiveram alguns resultados
de convergéncia de tais algoritmos mediante algumas hipéteses sobre a curvatura
da variedade. Por exemplo, para o algoritmo subgradiente cldssico, os autores
provaram convergéncia, mediante a hipdtese de ndo-negatividade da curvatura da
variedade, enquanto que para o algoritmo de ponto proximal eles provaram a con-
vergéncia supondo que a variedade seja de Hadamard. Em tais trabalhos ([XO/95])
e ([FO/97]), é feita busca ao longo de geodésicas.

A. W. M. Pinto e P. R. Oliveira ([WO/00]) generalizaram e analisaram o algo-

ritmo proposto por Eggermont, sob o enfoque de geometria Riemanniana, no qual
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nao é realizada busca geodésica, e sim busca linear na dire¢do do simétrico do gra-
diente da fun¢do objetivo restrita a variedade. Nesse trabalho, o conjunto IR%, é
encarado com uma variedade Riemanniana com a métrica G(z) = X", onde r > 1.
Observe que para cada valor do pardmetro 7, o nicleo a ser usado, representard uma
métrica dada pelo hessiano de uma determinada fungdo convexa do tipo discutida
no paragrafo anterior, por exemplo, para r = 1, o niucleo representard a métrica

dada pelo hessiano da barreira entropia h(z) = 3%, z;logz;; para r = 2, a métrica

é dada pelo hessiano da barreira logaritmica h(z) = — Y7, logz; ¢ para r = 3, a
métrica é dada pelo hessiano da barreira de Fiacco e McCormick h(z) = %, :c%
Nesse trabalho, o conjunto

M={zeRi,; Az=>} (0.15)

é visto como uma subvariedade de IR}, com a métrica induzida. Os autores ob-
servaram que a dire¢do de busca proposta por Eggermont ([EG/90]) e por Gonzaga
([GC/90]) sdo casos particulares da diregdo que propdem, para determinados valores
do pardmetro 7 (respectivamente, r = 1 e r = 2). Os autores obtiveram resultados
de convergéncia semelhantes aos obtidos por A. Iusem ([I/95a]), para o algoritmo
proposto por Eggermont, e aos obtidos por Gonzaga, para o caso afim-escala, sendo
que nesse 1itimo caso a convergéncia fraca (ver Cap. Preliminares) foi obtida. Nesse
trabalho nao é feita andalise da taxa de convergéncia e nem proposta versdo inexata
para o método em questao.

Motivado pelos estudos desenvolvidos por ([XO/95]), ([FO/97]) e, recentemente,
por ([WO/00]), propomo-nos a introduzir e analisar as propriedades de convergéncia
da sequéncia gerada pela familia, a um pardmetro » > 1, de métodos de ponto pro-

ximal com métrica varidvel, dada pelo hessiano de funcoes convexas, para resolver o

6



problema (0.3). Trata-se de método de pontos interiores no qual o niicleo quadrético,
do algoritmo de ponto proximal tradicional, serd substituido pela métrica definida
por G(z) = X" com r > 1. Uma das vantagens da utilizagdo de tal métrica,
além de ser definida a partir de funcbes convexas, é que a mesma, COmo veremos,
produz demonstracoes bastante simples para uma boa parte dos resultados analisa-
dos na convergéncia da sequéncia a ser obtida, como por exemplo, a prova de que
a sequéncia {z**! — z*} tende a zero e, por conseguinte, a prova da complemen-
tariedade, isto ¢, z [V f(z")]; = 0, onde z* é um ponto de acumulagéo de {z*}.

A nova classe de métodos é diferente das estudadas por J. X. C. Neto e P. R.
Oliveira ([XO/95]), O. P. Ferreira ¢ P. R. Oliveira ([FO/97]) e A. W. M. Pinto e P.
R. Oliveira ([WO/00]), uma vez que ndo faremos hipdteses sobre a curvatura, ndo
utilizaremos busca geodésica e, nem tampouco, busca linear. Usaremos a metodolo-
gia do ponto proximal com métrica varidvel analisada em ([UL/93]) e ([BGLS/95])
para 0 caso irrestrito, restrita ao subconjunto convexo IR} C IR", obtendo via-
bilidade mediante escolha conveniente dos pardmetros de regularizacdo. A taxa de
convergéncia, da sequéncia gerada pelo método, serd estabelecida, supondo limitagao
de tais parametros. Além disso, introduziremos e analisaremos uma versao inexata
para essa nova classe de métodos.

As iteracdes analisadas por A. Tusem ([I/95a]), descritas em (0.5), serdo vistas
como uma realizagdo explicita das iteractes dessa nova classe de métodos, para o
caso particular r = 1.

A tese encontra-se dividida em quatro capitulos:

O Capitulo 1 apresenta todos os preliminares indispensaveis ao desenvolvimento

das andlises que se seguem. As provas sdo todas referenciadas.



No Capitulo 2, fazemos uma relacdo das hipéteses necessarias sobre a funcao
objetivo, definimos a nova classe de métodos e fazemos a andlise das propriedades
de convergéncia de tal classe. Mostramos, supondo a nivel-limitacao da funcao ob-
jetivo e que a mesma possua gradiente Lipschitziano, que a sequéncia {z*} gerada
pelo algoritmo, para uma escolha conveniente dos pardmetros de regularizacao, esta
contida no interior do ortante positivo, e ”converge fracamente” (ver Cap. Pre-
liminares). Para o caso quadrdtico, o algoritmo apresenta-se de forma explicita,
inclusive os pardmetros de regularizacdo, o que é bastante vantajoso do ponto de
vista de implementacao.

No Capitulo 3, fazemos uma andlise da taxa de convergéncia de tal método.
Mostramos que a sequéncia {z*} converge linearmente diante de convexidade forte
da fungao objetivo no interior do ortante positivo. Na fronteira do ortante positivo, a
sequéncia converge sublinearmente, para todo r > 1. No caso r = 1, mostramos que
a taxa de convergéncia linear, nas componentes nulas do ponto limite da sequéncia
gerada por tal método, pode ser obtida, desde que seja suposta complementariedade
estrita.

No Capitulo 4, apresentamos uma versdo inexata para tal algoritmo. Com uma
escolha apropriada para os erros, mostramos essencialmente os mesmos resultados
obtidos na versio exata. Como veremos, ndo pedimos que a sequéncia formada pelos

moédulos dos erros seja somdvel, apenas que a mesma tenda a zero.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos resultados indispensiveis as andlises que fare-
mos posteriormente. Os dois primeiros resultados, que dizem respeito a matrizes
definidas positivas, serfo uteis quando estudarmos a taxa de convergéncia do algo-

ritmo proposto. Suas demonstracoes serdo referenciadas.

1.2 Simbolos e Notagoes

Ao longo deste trabalho, adotaremos a seguinte simbologia:

R" = {z = (%1, %2, ..., Tn); Z; € IR}: espaco vetorial euclideano;

RY = {z = (%1, 22, ..., zn) € R"; z; > 0};

RL, = {z = (21,22, ..., Za) € R"; z; > 0},

(z,y) = X, z;y;: produto interno candnico em IR";

|z]| = 4/{z, z): norma euclideana,;

|zl = \/m: norma dada pela matriz definida positiva G|

Vf e V%f: gradiente e hessiano, respectivamente, de uma fun¢ao real f;

max (z): maior componente do vetor z € R”;



min (z): menor componente do vetor z € IR”;

Mpxn(IR): conjunto das matrizes com elementos reais, de ordem m X n;
|A]l2 == sup {||Az]|; ||z|| <1}, onde A € Mipyn(RR);

(X)7: dado z = (z1,%9,...,2,) € IR}, a notagdo (X)" representars a
matriz diagonal, de ordem n x n, cujos elementos da diagonal principal
sao as r-ésimas poténcias zj, 5, ..., z;, das componentes do vetor z;

I representard a matriz identidade em M, (IR).

Os dois resultados seguintes, a respeito de matrizes definidas positivas, tornar-
se-20 as ferramentas cruciais para o estabelecimento da taxa de convergéncia linear

da nova classe de métodos que propomos analisar.

Proposicao 1.2.1 Para cada par de matrizes definidas positivas A, B € Myxn(IR),
existem matrizes P,D € M,un,(IR) (P ndo singular, D diagonal positiva) tais que

AB = PDP™,

Prova. Ver R. A. Horn e C. R. Johnson [HJ/85]. m

Proposicao 1.2.2 Seja M € Muun,(IR) uma matriz nio singular e considere a
norma || z ||= ||[M~'z||. Se A, B sdo simétricas definidas positivas, AB = PDP™1,
com D diagonal positiva e [ um numero real positivo, entao

o) | (I + 5AB) I [MT P[P M |ly(1 + )

b) I (BA™H + B)~ < [|M 7ol M []26

onde A, € sdo os menores autovalores de A, B respectivamente.

Prova. Ver A. N. Tusem e M. Teboulle [IT/93]. =
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1.3 Taxa de Convergéncia

Definigao 1.3.1 Seja {z*} uma sequéncia em R® tal que z*

que:

1. {z*} converge g-linearmente a x*, se

N e
imsup ~———
treo [l o] T
2. {z*} converge g-superlinearmente a z*, se

: =*+ — 27|

limsup S——— = (;

kot ||2F — 2]
3. {z*} converge g-sublinearmente a z*, se

k41 _ %
lim sup Iz al = 1.

koo 2P — 2%

Observacao 1.3.1 A convergéncia linear depende da métrica.

1.4 Convergéncia Fraca

—z*.

Entdo diremos

(1.1)

(1.2)

(1.3)

No préximo capitulo, mostaremos a convergéncia fraca para a sequéncia gerada

pela nova classe de métodos a ser definida. Tal convergéncia é distinta daquela con-

vergéncia fraca cldssica estudada em anélise funcional, conforme vemos na seguinte

definicao:

Definigao 1.4.1 Uma sequéncia {z¥} C IR™ diz-se fracamente convergente a um

conjunto C C IR" se:

1. a sequéncia {z*} é limitada,
2. limy_, 1oo(z® ™ — zF) = 0,
3. todo ponto limite de {z*} pertence a C.
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1.5 Operadores Mondétonos Maximais

No Capitulo 4, para a garantia da boa definicdo do par de sequéncias geradas pelo
método inexato a ser proposto, faremos uso de um resultado de existéncia num con-
texto mais amplo, o de operadores mondtonos maximais. Estes sdo generalizagoes
de transformacoes lineares nao-negativas para o caso nao-linear. Um caso particu-
lar desse tipo de operador é o gradiente de fungdes convexas diferencidveis, como
veremos a seguir. Iniciaremos com uma definigdo que pode ser dada, num contexto
mais geral, para espacos de Hilbert. Mas por questao de simplicidade trabalharemos

apenas com operadores ponto-conjunto definidos em IR".

Definigao 1.5.1 Seja T : R*—=P(IR™) uma aplicacdo ponto-conjunto. Diremos que

T é mondtono se, e somente se,
(z —y,u—v) >0, (1.4)
para quaisquer z, y € R*, weT(z) e v e T(y).

Para incluirmos, também, o caso nao diferencidvel, precisamos fazer uso da

defini¢do de subgradientes.

Definicao 1.5.2 £ € um subgradiente de f em = se, e somente se,

(& y—2) < fy) = f(2), (1.5)
para todo y € R*. O conjunto,
of (z) = {&; & é um subgradiente de f em x} (1.6)
denomina-se o subdiferencial de f em z.

12



Os dois resultados a seguir sdo bastante conhecidos e, portanto, vamos apenas

citd-los:
1. Se f é diferencidvel em z, e convexa, entdo df(z) = {V f(z)}.

2. Se f é convexa, entdo 0f(z) # ), para todo z pertencente ao interior relativo

do dominio efetivo de f (domf = {z € R"; f(z) < +oo}).

Definicao 1.5.3 Seja T': IR* =P (IR™) um operador mondtono. T é dito maximal

se, e 50 se, para cada T : R*—P(IR™) mondtono tal que T(z) C T(z) para todo ,

ocorre T =T

Dito de uma outra maneira, um operador mondétono 1" é dito mazimal se o grafico

de T', definido por
G(T) = {(z,y); = € dom(T), y € T(z)}, (1.7)

onde dom(T) = {z; T'(x) # 0}, ndo estd propriamente contido no gréfico de um

outro operador mondtono.

Exemplo 1.5.0.1 T' = 9f, no caso em que f é conveza. (ver R. T. Rockafellar
([R/70]) pag.540)

Definicao 1.5.4 Seja T : R"—>P(IR") um operador mondtono mazimal. Entdo,
1. T ¢é dito sobrejetivo se para todo y € R™ eziste z € IR™ tal que y € T'(x) e

2. T é dito injetivo se para x # y ocorre que T'(z) T (y) = 0.

Maiores detalhes sobre operadores mondtonos maximais podem ser obtidos em

([R/76b]) e ([I/95b]).
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Capitulo 2

Definicao do Algoritmo e Analise
de Convergéncia

2.1 Introducao

Neste capitulo definiremos a familia, a um pardmetro, de métodos do tipo-

proximal com métrica varidvel para resolver o problema:

(P) { min : a]c”(zzz;%) (2.1)

S. 4.

Trata-se de um método de pontos interiores, onde a viabilidade é garantida por uma
escolha apropriada dos parametros de regularizacdo. Em seguida, faremos a andlise
das propriedades de convergéncia de tal classe de métodos e verificaremos que, no
caso quadritico, temos uma expressdo explicita para o iterado, fazendo com que, do

ponto de vista computacional, o método seja bastante vantajoso.

2.2 Hipoteses Necessdarias

Nesta, seccdo estabeleceremos as hipdteses necessdrias sobre a fungdo objetivo,
que servirdo para a andlise de convergéncia da nova classe de métodos. Hipéteses
adicionais poderdo ser feitas durante o desenvolvimento do texto, mas o serao em

situacoOes especificas.
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Hipdtese 2.2.1. A fungio objetivo f : IR® — IR é continuamente diferencidvel

e convexa sobre IR", de forma que para todo z,y € R",

(Vf(z)=V/y),z—v) 20 (2.2)

Hipdtese 2.2.2. Os conjuntos de niveis de f sdo compactos, isto é, para todo

y € IR™, o conjunto
Ni(y) ={z € R"; f(z) < f(y)} (2.3)

é compacto.
Hipdtese 2.2.3. A funcdo objetivo f possui gradiente Lipschtiziano, isto é,

existe uma constante 0 < L, < 400, tal que para todo z,y € IR"

IVF () = Vil < Lz =yl (2.4)

As Hipéteses 2.2.1. e 2.2.2. sfo essenciais para a proposta a ser desenvolvida.
A Hipdtese 2.2.3. serd muito importante, como veremos, para a definicdo dos
pardmetros de regularizagdo do método, fazendo com que o método proximal pro-

posto, seja de pontos interiores.

2.3 Definicao do Algoritmo

No que se segue, S denotar4 o conjunto formado pelas solugdes do problema (P),
e suponhamos que S # (.

Inicialmente, escolha um nimero real 7 > 1 e {0} uma sequéncia de numeros
reais tais que 0 < o < A, Vk € IN, para algum A > 0.

O algoritmo serd definido como segue:
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Algoritmo 2.3.1 .
Inicializagao:

2’ >0 (2.5)

Passo Iterativo: Dado z* > 0, defina

B = (max(z*))* HVf (a:k) H + L(max(z*))" + oy, (2.6)
Compute:
5! = arg mrréll{}‘ {f (z) + % “a: — a;kHZ(Xk)_T} (2.7)

Se Vf(z*) =0 ou se z¥ = z*™ pare, sendo
Faca: k«k +1,

Repita.

Como nos referimos na introducéo desse trabalho, aqui ndo realizaremos busca
geodésica, busca linear e nem tampouco faremos penalizagbes. Os parametros de
regularizacio foram definidos de forma a garantir a permanéncia da sequéncia gerada
pelo algoritmo no interior do conjunto IR}. A constante L, na defini¢do de tais
pardmetros B (igualdade (2.6)), é a mesma da desigualdade (2.4).

Doravante, {*} representars a sequéncia gerada por (2.5)-(2.7).
2.4 Analise de Convergéncia

Nesta seccdo estudaremos as propriedades de convergéncia da classe de algorit-
mos proposto na sec¢ao anterior. Mostraremos a boa definicdo da sequéncia {z*},
a convergéncia fraca do método ao conjunto S e convergéncia forte diante da con-
vexidade estrita da func¢ao objetivo.

Comecemos com o estabelecimento da boa definicio da sequéncia {z*}, o que

serd consequéncia do seguinte lema:
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Lema 2.4.1 A sequéncia {:Ek} estd bem definida.

Prova. Usaremos indu¢do sobre k; uma vez que (2.1) tem solugdo, seja a uma cota

e ) o
inferior para f em R} e

@) = F(z) + lla — 2y (2.8)
Entao
fo@) 2 ot ool 2.9)

2
e como “:c — xk”(xk)” é nivel-limitada, segue-se que fi também o é. Dessa forma
a minimizagdo em (2.7) reduz-se a compactos e o minimo é atingido. A unicidade

desse minizador, £Ft! decorre da convexidade estrita da funcdo perturbada fi. =
) ) k

Proposicao 2.4.1 =¥ > 0, para todo k € IN.

Prova. Inducio sobre k. Para k = 0 por (2.5). Desde que z"*! resolve (2.7), temos
0= Vi (s5) = Vf (a*) + By (xF) 7 (a* - ¥) (2.10)

ou equivalentemente,

2F = b — i (Xk)r Vf (xkﬂ) . (2.11)
Portanto, é verdade que
()7 (1 = at) = =5 (x4 91 (). (2.12)

< 1; de fato, da igualdade

Agora ¢é suficiente mostrar que (X’“) - (mk“ — x'“)

(2.11) acima obtemos

‘( Xk)_l (a#+! — aF)

IA

()™ (91 () = vr ()]




entao,

1
Sﬁk

1
+ﬂk

ORI I O e B

()| [vs (&) - 91 (o)
Como o gradiente de f é L-lipschtziano, temos que
[CONCY

Esta ultima desigualdade pode ser reescrita como:
< 1

[CON )] I CORAGI R

+i(max(xk))r(max($k))—l kaH - xk“ '
Como (max(z¥))

(Xk)“l (:L.k+1 _ xk)

‘ <L + é(max(xk))r“1 H:c’“Jr1 - zk” .

<o | ()7 Vs ()

= min[(z*) ] == min((z}) 7, (@§) 7, .., (7)),
<

< & ()T v ()

+7-(max(z"))" min [(x’“)_l] ”x’““ - :v’“” :

+

Por outro lado, temos que

6 o0 -2

> min {(xk) i

|+ o]

dessa forma,

o) oo )] < | ) o 9]+
sy () (550 -2

Esta dltima desigualdade torna-se

(B — Llmax(a*)) | (09) ™" (44— #)| < | (¥) ™ 91 (o)

‘ <

Da defini¢do de B em (2.6), segue-se que

) - LTI

et v @] 4o .
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Como oy > 0, temos que
< 1.

[EONTE

Portanto, componente a componente, esta ultima desigualdade assegura que

1

1
1.9_1
(2

HA

<1,

o qual é equivalente a

0 < zft < 22% (1 <i<n). (2.14)

Seja z* uma solugdo do problema (P), ou seja z* € S, e defina f* = f (2*).
Proposicao 2.4.2 Para todo k > 0, temos f* < f (x’““) <f (a:’“)
Prova. Pela defini¢io de zF! em (2.7),
1Y o PR k1 k|2 Br . k|2
)+ 5 et - a ||(xk)-" <f@)+5 o= H(xk)-“ (2.15)

para todo z € R".

Em particular, colocando z = z* na desigualdade (2.15) acima, obtemos
k1) P ke k| k
() +5 o+ ~ = ”(Xk)_’ <f(s*), (2.16)

isto é,

o< Bt fatst oty 1 () - £ () 21

Corolédrio 2.4.1 A sequéncia {f (xk)} converge.
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Prova. Imediatamente da Proposigdo (2.4.2). m

Corolario 2.4.2 A sequéncia {:Ek} é limitada.

Prova. Pela Proposicao (2.4.2) temos que z¥ ®N;(z°), para todo & > 0, os quais

sao limitados pela Hipétese 2.2.2. da segunda se¢do deste capitulo. m

Corolario 2.4.3 A sequéncia dos pardmetros de regularizagio {Bx} é limitada.

Prova. A prova segue imediatamente da limitacio da sequéncia {0y} e do Coroldrio

2.4.2 acima. u

Corolério 2.4.4 Y1 By Um’““ — zF “2 » < +oo.

(x¥)”

Prova. Da desigualdade (2.17) temos
SOt 1) () <5 67) 1),
0 2 (x) "~ -

para toda solucdo z* do problema (P). Portanto,

ool 10) 10 <o

Coroldrio 2.4.5 Se, na defini¢do dos parametros By, o > o >0, Vk, entdo
2kt k2
> na: 1 _ g “(X’“)_T < +o0. (2.18)
k=0

Prova. De fato, por hipdtese temos que

2

() (2.19)

o “l,k+1 _ < By ”xlﬂ—l _ ok

L2
L ”(Xk)"r

A afirmag8o decorre do Coroldrio (2.4.4). m
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2

(%)

Prova. Consequéncia imediata do corolario anterior. m

k+1 :Uk . =0.

Corolario 2.4.6 limg_, ”:1:

Corolério 2.4.7 2128 “ b+l _ z’““Q < +o0.

Prova. De fato, usando a definicdo de S, temos

B

Tyl =t 2 Ll P (220)

2
,Bkuxlﬂ—l — 5Uk|l(Xk)—r >

O resultado segue do Corolério 2.4.4 acima. =

Corolério 2.4.8 limy_, o (2z* — z*) = 0.

Prova. Imediatamente do Corolaric 2.4.7. m

Proposicao 2.4.3 Todo ponto de acumulacdo z* de {:1:’“} satisfaz:

22 >0, @[Vf(@EY)),=0, j=1,23.,n (2.21)

Prova. Em vista da Proposicdo 2.4.1 e do Coroldrio 2.4.8, basta provarmos que
z; [Vf (z*)]; = 0 para todo j e todo ponto limite z* de {x’“} Seja z* um ponto
limite de {m’“} e seja {ka} uma subsequéncia de {mk} convergindo para z*. Usando

a, expressdo do algoritmo e o Corolario 2.4.8, temos

lim = 0. (2.22)
k—+o0

o (091 (o)

k

Para cada j =1, 2,...,n temos que

(5) [V < (2:23)

5 ) 91 )

A
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Pelo Corolério 2.4.3, temos que existe p > 0 tal que p < -ﬁl—k’ portanto, usando (2.23)

segue-se que

T 1 r
p |5 V()] < g () vr (=" )] (2.24)
Pelo limite (2.22) segue-se que
: E\" k41 _
Jim (= )j VS (= )]J = 0. (2.25)
Seja, {xkl} uma subsequéncia de {x’“} tal que z® — z*. Entdo temos
; E\" E+1\T
Jim (= l)j [V (z* )]] = 0. (2.26)
Por outro lado, pelo Coroldrio 2.4.8, segue-se que limy_, oo 287! = limy o 2.

Desse fato e do limite em (2.26) segue-se que (33;)7 [Vf(z*)]; = 0. Portanto,

3 [Vf(z*)]; =0 paracada j=1,2,..,n.m

Proposicao 2.4.4 Todo ponto limite de {mk} ¢ uma solugcdo do problema (2.1).

Prova. A prova é a mesma apresentada por A. Iusem em ([I/95a]), exceto por
algumas modificagdes inerentes ao novo método. No entanto, para um maior en-
tendimento do leitor, transcreveremos tais adaptacoes em detalhes.

Uma vez que f é convexa, ¢ suficiente mostrarmos que z* satisfaz as condicoes

de KKT do problema (P), a saber,
520, V), =0, [V/E)20(0<i<n)  (22)

Agora, devido & Proposigio 2.4.3, basta mostrarmos que [V f (x*)]J > 0. Seja
z* um ponto de acumulacdo {a:k} e suponha que existe 7 tal que [V f(z*)], < 0.

Consideremos os seguintes conjuntos:

I={i; [Vf()); <0}, J=1{1,2,.,n}\] eV={zcR};z=0,icl}
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; = 0, con-

De acordo com nossas hipéteses, I # . Uma vez que z} [V f (z*)]
cluimos que z} = 0, para todo 7 € I, isto é, 2* € V. Também, como consequéncia

da proposicao anterior e definicdo do conjunto J, temos que
7520, =i[Vf(=);=0, [Vf(z9)];>0, Vi€, (2.28)

as quais sao precisamente as condigoes KK'T' do problema

(Py) { min ;- /(@)

s.a: T €EV.

Note que o conjunto V7 = {7‘ cRi;z;=0,1¢€ ]} é convexo. Agora, a convexidade
de f, implica que z* é solugao de (Py).

Consideremos o seguinte subconjunto aberto de IR}
B={zeRY,; [Vf(z)], <0, paraicI}. (2.29)

Por definicdo, z* € B, isto é, B # ¢. Tome a subsequéncia {x’“]} de {:v’“} tal que
limyy .00 z*% = z*. Uma vez que B é um conjunto aberto de IRY, podemos supor
que {33'“1} C B.

Para dar continuidade & demonstragio dessa proposicao, precisaremos dos resul-

tados dos lemas a seguir.

Lema 2.4.2 A sequéncia {:1:’“} , possui uma infinidade de termos {x’“’}lem, tais

que =% ¢ B, onde B é o conjunto definido em (2.29).

Prova. Se assim néo o fosse, existiria algum ko € IN, tal que z* € B, para todo

k > kgy. Pela definicdo das iteracoes, temos que

ghtl = b — ﬂi (x*)" v (1), (2.30)
k
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Portanto, da equagao (2.30) e do fato que {z*} C B, temos que g+t > 2k para todo

i€1Iek>ky Segue-se daf que, zF+t > £ > 0, para todoi € I e k > ky. Para os
i ~” . ks . % ki+1 ko

termos da subsequéncia {m J}, 0s quais convergem a z*, temos que z;’ ' > z;° > 0.

Tomando lim 2%t com j — --o0o, obteremos

: kj+1 . k;
0=z = ‘115_11 2 = lim x>z >0,
Jj—r+oo j—too

o que é uma contradigao, pois z* é solucgio de (Py) e z* € B, isto &,
i [Vf(z*]; =0 e [Vf(z*]; <0, (2.31)
ouseja, z; =0. m

Consideremos a seguinte sequéncia
p; =max{q < k; +1; 27 ¢ B}.

(Convencione: p; =0, se 7 € B para todo ¢ < k; + 1). Entdo, da defini¢do de p;,
para todo g tal que p; +1 < ¢ < k; + 1 temos z? € B. Portanto, segue-se que para

todo ¢ satisfazendo p; +1 < g <qg+1<k; +1

3

ot > 2l > x> ol Viel (2.32)
Lema 2.4.3 lim;_, o p; = +00.

Prova. Se existe algum jp € IN suficientemente grande, tal que p; = p;,, para todo

J > jo, entdo (2.32) implica

z¥ > g0t > g > g > gt vie T (2.33)

Agora, tomando limz,” com j — 400, segue-se que:

pjp+1
)

O=z= lim 2z >z >0,

j—too
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a qual é uma contradicdo, pela mesma razao apresentada na conclusdo do lema

anterior. m

Continuando a demonstracio da proposicao em questdo segue-se que de (2.32),

para cada ¢ € I,

lim #" =0 (2.34)

j—+oo

e, usando o Coroldrio (2.4.8), temos que

lim z7 =0, Viel (2.35)

jortoo
Pela defini¢do de p;, 277 ¢ B, para todo j € IN. Para simplificar a notacdo
usada, considere {z?'} subsequéncia de {zP7} e suponha que z”* — Z. Uma vez que
B ¢ aberto, temos T ¢ B, pois {zP'} C {zPi}. Como f (mk) — f*, quando k — +o0,
temos

f(=)=f@) = lim f(a*)=s" (2.36)

k—+o0

Do limite (2.35), segue-se que

7; = lim 2¥ = lim 207 =0, Vie I (2.37)

=400 j—+oo

Concluimos que T € V e f (z) = f (z*). Isto significa que T resolve (Py). Observe-
mos que se f fosse estritamente convexa ji teriamos a contradicdo, uma vez que
T#z*(T¢ B e z* € B) e ambos solucionam o problema (Py). Mas devemos
trabalhar somente com a hipétese de convexidade da fungéo f. Uma vez que, T ¢ B,
temos [V f (Z)], > 0, para algum s € I.

Consideremos o seguinte problema

) { T I,
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onde W =3z € RY; 2; =0, 1 € I\ {s}}. As condicoes de otimalidades (KKT) de
+

(Py) sdo:
520, [VF@), 20, 5[V, =0, jeJu{sh.  (238)

Claramente, vemos que T satisfaz as condi¢oes de otimalidade (KKT) do pro-
blema ((Pw). Devido a convexidade de f (e como T € W) temos que T é uma

solucdo de ((Py). ComoV C W,z* €V e

J (@) =f(a*)= lim f(z*)=f,

k—+oc0
segue-se que z*, também, satisfaz as condigdes gerais de otimalidades do problema
(Pw), isto é, z* ¢é soluc@o do problema (FPy). Em particular, [V f (z*)], > 0. Mas

isto ¢ falso, uma vez que s € I. A demonstracdo estd completa. m

Proposigao 2.4.5 Se f € estritamente convezra, entio {z*} converge para uma

Unica solugdo do problema (2.1).

Prova. Note que a convexidade estrita de f e a existéncia de solugdes do problema,
(2.1) implica que todos os conjuntos de nivel da fungdo objetivo f sfo limitados.
Pela Proposigio 2.4.4, os pontos de acumulagio de {z*}, sdo solugdes do problema
(2.1) ¢ devido a convexidade estrita de f, a solu¢do z* do problema (2.1) é tnica.

Portanto, limy_, 1o zF = z*. m

2.5 Aplicacao: Caso Quadratico

Nesta seccdo, consideremos o caso particular em que a fungdo objetivo é dada

por

f(z) = %(Qx,x) +{c,z) + (2.39)
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onde () is simétrica ndo-negativa e v é um niimero real. Mostraremos que a sequéncia
{zF} tem uma expressdo explicita, bem como os precondicionadores B, o que é
bastante vantajoso do ponto de vista computacional.

De fato, da defini¢do do Algoritmo 2.3.1, temos que o iterado z*t! é obtido como

solucdo da equagao
V£ () + Be(XF) (2T — 2F) = 0, (2.40)
onde V f(z**1) = Qz**! + c. Substituindo esta dltima iqualdade em 2.40 obtemos
QT + ¢+ Br(XF) T (2P — 2F) = 0. (2.41)

Por outro lado, como V f(z*) = Qz* + ¢, resulta que ¢ = Vf(z*) — Qz*. Dessa

forma a equacao 2.41 torna-se
(Q + Be(X*) ) (2" — ) = —V f(z"). (2.42)

Uma vez que @ é ndo-negativa e Bx(X*)~" é positiva, temos que @ + Bi(X*)™" é
positiva para todo k& € IN, consequentemente, inversivel.

Portanto a equagdo (2.42) torna-se

P = g~ (Q + B(XF)T) IV (). (2.43)
Por outro lado, como
Ey—r) ! _ _l i kyr o k\T
(@+Bu(x™)™) =4 <I+ﬂk(X ) Q) (X*y, (2.44)
segue-se que
gkt = gk 1 <I + i(X’“)’“Q) (XFVV f (%) (2.45)
B Br

Na defini¢do dos pardmetros S, a constante L pode ser trocada por [|Q|2.
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Capitulo 3

Taxa de Convergéncia

3.1 Introducao

Nesse capitulo analisaremos a taxa de convergéncia do algoritmo proposto.
Mostraremos que o algoritmo converge linearmente no interior do IR}, mediante
a hipétese de convexidade forte da funcdo objetivo na solugdo do problema (2.1).
Na fronteira do conjunto IRY, para todo 7 > 1, mostraremos convergéncia sublinear
da sequéncia gerada pelo algoritmo, enquanto que no caso especifico 7 = 1, nas

componentes nulas da solucao, a convergéncia linear permanece.

3.2 Taxa de Convergéncia

Proposicao 3.2.1 Suponha que a sequéncia {z*} converge e seja z* seu limite. Se

1. [ € duas vezes continuamente diferencidvel e fortemente conveza em z*,

2. z* >0,
entdo existe uma norma || - || tal que
N Eastetal < Af)‘l
lmsup > —T M1 425} <, 3.1
e Py R e .

onde A = (min(z*))" > 0, £ é o menor autovalor de V*f(z*) e C é tal que B, < C.
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Prova. Pela proposicio 2.4.3, desde que z* > 0, temos V f(z*) = 0. Expandindo
V f(z) em torno de z* obtemos
Vf(z) = V*f(z")(z - 2") +v, (3.2)

onde V2f(z*) é simétrica positiva definida por (1.) e ||v|| < pllz — 2*||* para algum
u e todo £ em uma vizinhanca de z*. Pode-se mostrar facilmente, usando férmula

de Taylor com resto integral, que u depende apenas da constante de Lipschitz L de

V().

Da definicdo do algoritmo, temos que
Vf(z*) = —Bp(XF) 7 (aF — 2F). (3.3)
Substituindo essa equacgdo na igualdade (3.2), obtemos
V2f(2*) (2" — o) = —Bu(XF) T (F L — 2F) — oF, (3.4)
onde v* satisfaz
[l < plia™ = . (3.5)
A equagdo (3.4) pode ser reescrita na seguinte forma
(V2 (") + Bu(X5)™") (2F4! = 2%) = Bu(X*) 7" (2" — &%) — o, (3.6)

Para todo k, temos que a matriz
V2f(z*) + Br(X*)" é inversivel (na verdade, tal matriz é simétrica definida

positiva). Portanto a equagao (3.6), é equivalente a

-1

B gt = (V2 (@) + BXH) ) (B (@ —am) = F) . (3

Dessa tltima igualdade e da férmula em (2.44), temos

1

oo = (14 V) 6 o) = (V1) + A7) o
(3.9)
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Agora aplicando norma em ambos os lados da igualdade anterior, obtemos

25— < |+ = (XP) V(s »*mm |+

|25 + 800y 0 )

(Observe que esta ultima desigualdade é valida para qualquer norma.) Pela

Proposicao (1.2.1) existem matrizes P, D, P, ¢ Dy, tais que
(X*)7"V2f(z*) = PDP™! e (X¥)TTV?f(2*) = PDp P, (3.10)
onde D, Dy sao diagonais positivas. Uma vez que
k *\—T
im ()7 = (X)), (3.11)

as matrizes I, e D; podem ser escolhidas de forma que

Jim Pi=P e lim Dy=D. (3.12)
Seja || - || definida por || z || = ||P~'z||. Supondo que u foi escolhido de forma que

(3.5) ocorra para esta nova norma, temos que

Pkt =t | < (T4 (Y VR() 7 e — o I (319)
all V2 (@) + BT 2 = a” P

Usando a Proposigdo 1.2.2 com
A= (X", B=V*f(z*) ¢ M=P (3.14)

na desigualdade acima, obtemos

— min(z*))T¢y — *
[ 25—zt | < [P PyJal| P Plla(1 + CREE) 1 gk — 2 |4

(3.15)
| P[Pl 25 — 2 |2,
Desde que limy_,4.002° = z*, para k suficientmente grande, segue-se que
- x
L=glP MallPllzll 2+ =™ | > 0. (3.16)

30



Dali, usando a limitacdo dos pardmetros de regularizacio fr < C, (3.15) pode ser

reescrita como

* - - i " -
J o o | _ 1P~ Pelol| PP <1+ (min(z*)) f) (3.17)
I 2% -2 | = 1= 2P al|Pllll 2#+1 — 2+ ] ¢

Observando que

lim oy yooPe = P, Um0l [P Byl = limoyoo|| Py Pl = 1 (3.18)

lim_, 4 oo (min(z*))" = (min(z*))" (3.19)

obtemos ao limite superior em (3.17)

. | ¥4 — = | ( 5<mm(m*)>r>‘1
imsup———F < (14 22— 77 < 1. 3.20
rotos aF—z | = C (3.20)

O resultado a seguir caracteriza o comportamento assintético da sequéncia no
bordo do conjunto IRY, mostrando assim que as condigdes da proposi¢do anterior

nao sao muito restritivas, e que nao podem ser facilmente retiradas.

Proposicdo 3.2.2 Suponha que a sequéncia {z*} converge a z* e que exista | tal

que zj = 0. Entao:
1. para qualquer nimero real v > 1, {z*} converge sublinearmente;

2. para T =1, a convergéncia linear, nas componentes nulas da solugdo z*, pode
ser obtida desde que suponhamos a complementariedade estrita (isto €, se x; =

0, entdo [V f(z*)], >0, sezf >0, entdo [Vf(z*)],=0).
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Prova. Pela defini¢io de 2! em (2.7) temos que
P = gk ﬁi(xk)rv F@ (3.21)
k

Portanto, para todo [ € IN,

1
ot = o= 5@ [V£(Hh)]). (3.22)
No primeiro caso, usando z; = 0 e r > 1, obtemos
N iy Lo kyr—1 k+1 _
Jim ] N E(m i [VAET]) =1, (3.23)

uma vez que f é continuamente diferencidvel e {fx} é limitada.
No segundo caso, a igualdade (3.22) torna-se

1

Br

Seja C tal que By < C, para todo k € IN. Uma vez que, [Vf(z*)], > 0, temos

mtt =ap(l -

[VF@*)]). (3.24)

que [V f (m’““)]l > 0, para k suficientemente grande. Portanto, da equagio (3.24)

temos,
oy, (o) s
|zf — 2] ¢ '
para k suficientemente grande. Ao limite com k£ — +o0, segue-se que
k41 % \v4 *
lim |"I’7k il g VE (3.26)
ktoo |xf — xf C

Como observado por A. Iusem em ([IT/93]), a convergéncia linear pode falhar,
mesmo no caso em que z; > 0, Vj € 1,2,..,n, se ndo supusermos a convexidade
forte de f em z*. A titulo de verificagdo em nosso caso, consideremos a familia de

funcoes definidas por

(z; —1)*", para meIN, m >2 (3.27)

Il
|
ol
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(ver [I'T/93]). Da defini¢do de nosso algoritmo, temos que

1 7
gt =gk — m(xf) [Vf(mk“)]j : (3.28)
Substituindo [Vf(xk“)] = (25t — 1)>! na equagdo acima, obtemos
i
k+1
;7 —1 1
" = T, TR (3.29)
Portanto, segue-se que
|25 — 1]

lim = =
koo [ok — 1]

1, (3.30)
ou seja, a sequéncia {z*} converge sublinearmente, para qualquer valor do pardmetro
r> 1.

Observe que a funcdo dada é estritamente convexa para cada valor m > 2,

garantindo assim que convexidade estrita ndo é suficiente para a garantia da taxa

de convergéncia linear.
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Capitulo 4

Versao Inexata

4.1 Introdugao

Neste capitulo apresentaremos ¢ analisaremos uma versdo inexata para o algo-
ritmo proposto no Capitulo 1. Mostraremos, como na versao exata, que a sequéncia
gerada pelo método converge fracamente ao conjunto solu¢do do problema (2.1). A
sequéncia de erros proposta tende a zero, e, apesar de estar definida em termos do
iterado zF*!, o qual é desconhecido a priori, é de facil obtengdo na pratica, como

)

discutido em ([E/93]).

4.2 Definicao da Versao Inexata do Algoritmo
(2.3.1)

A versdo inexata para o algoritmo (2.3.1) proposto acima serd definido como

segue:

Algoritmo 4.2.1 .
Inicializacao:

7% > 0 (4.1)
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Passo Iterativo: Dado z* > 0, defina
Bi = 2(max(z")" 7 |V £ (2%)] + (L + 1) (max(z*))" (4.2)
Obtenha a sequéncia (", 1) € R™ x IRY satisfazendo
Vf () 4 Bp(XF) T (@ — af) = (4.3)
onde {e**'} satisfaz
I 4] < min{ ||V £ (=), |l2*+ — 2|} (4.4)

Se Vf(zF) =0 ou se z¥ = ¥+ pare, sendo
Faca: k<k+1,

Repita.

4.3 Analise de Convergéncia do Algoritmo Ine-
xato (4.2.1)

Inicialmente, precisamos garantir que a equagio (4.3) possui sempre solucao.

Isso é uma consequéncia do resultado abaixo, enunciado num contexto mais geral:

Teorema 4.3.1 (Resultado de Existéncia):
Sejam T : R*—~P(IR™) um operador mondtono mazimal e Og o subdiferencial de
uma funcdo convera prépria fechada definida em R™, tais que domT Nint domg # ¢.

Se Jg € sobrejetivo, entdo T + Og € sobrejelivo.

Prova. Ver ([BI/95]). m

Observe que no nosso caso,

Br

= %o — I (4.5)

T(z)=V/f(z) e g(z)
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Uma vez que f é convexa, temos que Vf(:) é monétono maximal e, claramente, o

subdiferencial de g,
dg(z) = Be(X*) ™" (z — zF), (4.6)

é sobrejetivo, para cada k € IN.
Agora, queremos que o iterado e**! possa ser obtido, satisfazendo a inequacdo
(4.4), numa quantidade finita de escolhas. Isso garantird a boa defini¢io da sequéncia

(zF+1, 1), o que serd demonstrado a seguir:

Lema 4.3.1 A sequéncia (", "4, B) € R® x RY x R, gerada pelo Algoritmo

(4.2.1), obtida em (4.8) - (4.4), estd bem definida.

Prova. Com base no Teorema (4.3.1), basta provarmos que em cada itera¢do o
iterado ¢! pode ser obtido apés uma quantidade finita de escolhas, até que a
inequagéo (4.4) seja satisfeita. De fato, suponhamos que, na iteracdo %, isso néo

ocorre, ou seja, suponhamos que existam infinitos indices 7 € IN tais que
149 > min{[|V f(z*)]], [|*+7 — z*||}. (4.7)

Podemos, sem perda de generalidade, escolher a sequéncia {eft1} € IRY, de forma

que e*—0. Assim temos que

0= lim ¥ > tim min{|[V(@h)] e+ — ¥} (4.8)
7 0

j—=+4oo

Portanto, segue-se que

IVFE®)| =0 ou lim |zFV —zF| = 0. (4.9)

j—=too

Se [V f(z")|| = 0 o algoritmo péra, pois z* > 0 serd solucdo do problema (2.1). Por

outro lado, se lim;_, ;o ||2*1 — z*|| = 0, temos que z*¥+/—z* ¢, usando a equacio
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(4.3) segue-se, mais uma vez, que ||V f(z*)|| = 0. Portanto, ou o iterado e*** pode
ser obtido, satisfazendo (4.4), numa quantidade finita de vezes ou o termo z* > 0 &

uma solugéo do problema (2.1). =

Proposicdo 4.3.1 Considerando a terna (z%, e, B;) € R® x IR x R obtida

em (4.2)-(4.4), temos que:
1. gkt >0,

9 (2IVf(:E’“;II + L) ”$k — g2 < f(gh) — F(zFH;

max(zh

3. LiS Iz — 2f|? < fo0;
4. limy_, oo (z*tt — 2F) = 0;
5. limy_yq o0 et = 0;
Além disso, obtemos que
6. SHO (b1, mk — F Y| < oo
7. SE%% Brllz*t — 2*|[fxay-r < oo

Prova.

1. De (4.3) temos que

k+1

1
g =gk — —
k

5 (XF)(VF () = ). (4.10)

Procedendo da mesma forma descrita na versdo exata na Proposigao (2.4.1), temos

que
(max(z*)) (V£ (@) + [le*)ID)

B = L{max(@)y ' (.11

157 (@™ = 2Pl <
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Entédo, usando a definicio dos pardmetros f; e a condi¢do (4.4) sobre a sequéncia
{e*}, obtemos

I(XF) 7 " —af)) < 1, (4.12)

ou seja,

0 <zt <2z% (1<i<n). (4.13)
2. Uma vez que f é uma fun¢do convexa, pela desigualdade do gradiente, temos que
(Vf(z"), 2" — ") < f(a*) — f(2™) (4.14)

Usando a equagdo (4.3) na equagio acima, obtemos

,Bkak . mlc+1| ?Xk)_T + (ek+1,:l;k _ .’Dk+1> < f(a:k) . f(a?k+1). (4.15)

Mas sabemos que

B

2
Bille” ="y 2 Tamyrlle” - =P (119)

e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(€FHt, b — a¥H) > —|letH | |la® — 2* ). (4.17)

Portanto, substituindo estas duas dltimas desigualdades em (4.15), obtemos

B — (max(a"))" ko _ pht1y2 zF) — f(gh+L
(max(@r)y 1 I < fa¥) - f(a*). (4.18)

Pela definicdo de B, segue-se que

<2|IVf(x’“)H + L) ”ka _ a:kHHZ < f(:ck) _ f(xk+1), (4.19)

max(z*)

3. Segue-se da tutima desigualdade acima, pois estamos supondo que o conjunto

solug@o do Problema (2.1) é ndo vazio, mais especificamente,

400 330 _ fx
> o ot < LIS (420)
k=0
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4. Imediato do item &. acima.
5. Tmediato da defini¢do dos erros, pois ||ef+!|| < [|zF — z5L|| e do item anterior.
6. Usando a definicBo dos erros em (4.4) e usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, temos que

|(ek+1,xk — ka)l < Hx’“ — xk+1||2. (4.21)

A prova segue do item &. demonstrado anteriormente.

7. Segue, imediatamente, da desigualdade (4.15) e da somabilidade das séries

Tilolettt 2t — 2t e (£ (F) — f(2*H)). m

Proposicao 4.3.2 Todo ponto limite x* da sequéncia {2*}, gerada pelo algoritmo

(4.8), é solugdo do problema (2.1).

Prova. Inicialmente, observemos que a sequéncia {z*}, gerada pelo algoritmo (4.3),
¢ limitada, pois estamos supondo nivel-limitacdo da funcdo objetivo f, portanto o
conjunto de seus pontos de acumulacao é ndo-vazio. Seja z* um ponto de acumulagao
de {z*}. Devemos mostrar que as condi¢des de KKT, em z*, sdo satisfeitas.

A prova segue os mesmos passos daquela desenvolvida no caso da versdo exata,
com suas devidas modificagoes.

Inicialmente, é 6bvio que z} > 0, para todo 7 € {1,2,...,n}.

De (4.3) temos que

1
$k+1 _ SEk _ :B_(ch)r(vf(mk-l-l) . €k+1). (422)
k
Como
lim ("™ —2f) =0 e lim &' =0 (4.23)
k—+oo k—+oo
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e, pela limitacao da sequéncia de pardmetros {f;}, nos termos da subsequéncia {z*i}

que converge a z*, segue-se de (4.22) que,
(=*); [Vf(z")]; = 0. (4.24)

Assim, z} [V f(z*)], = 0, para todo 7 € {1,2,...,n}.

Para provar que [V f(z*)], > 0, basta que sigamos os mesmos passos utiliza-
dos na prova do caso exato observando que, para a validade dos lemas (2.4.2) e
(2.4.3), é necessédrio tomarmos a sequéncia {e*} com e >0, (i = 1,2, ...,n), para k

suficientemente grande. m
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Conclusoes

Nesse trabalho, desenvolvemos uma teoria de convergéncia, para essa nova classe
de métodos, em que os resultados assemelham-se aos resultados obtidos por A. Iusem
em ([I/95a]). Temos a propriedade de que no caso quadrético, o método possui uma
expressao explicita para os iterados, o que é bastante vantajoso do ponto de vista
computacional.

Com relacdo ao método estudado por C. Sagastizabal et alli, em ([BGLS/95])
para o caso irrestrito, esta classe de métodos mostra-se como uma extensao daquela
para o caso em que a minimizacao é feita no ortante positivo.

Esse procedimento, difere dos demais, por ndo se fazer penalizacio. A viabilidade
é obtida alterando-se, convenientemente, os pardmetros de regularizacdo ;. Porém,
tais parametros ficam dados em termos da constante de Lipschitz, do gradiente, em
geral desconhecida,

Como vimos, no Capitulo 4, introduzimos uma versio inexata para esta classe
de métodos e obtemos resultados de convergéncia fraca, ou seja, a sequéncia {z*}
gerada pelo algoritmo satisfaz limy_, 100 (z"T —2¥) = 0, e seus pontos de acumulaggo
satisfazem as condi¢bes de KKT do problema (2.1), para uma escolha conveniente
da sequéncia de erros {e*}.

A seguir relacionamos alguns pontos que, naturalmente, podem ser objetos de

estudos futuros:
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. A anélise desse algoritmo, sem a hipdtese de nivel-limitacgdo da fun¢do objetivo

f.

. Obter uma expressdo para os pardmetros de regularizacido fi, independente

da constante de Lipschitz.

. Anélise do caso quadratico, com o objetivo de se estabelecer a convergéncia

da sequéncia gerada pelo método.

. Aplicar o algoritmo para o problema com restri¢cdes lineares: ou seja, determi-
nar

[*=argmin{f(z);z € C}
onde C = {z € R}; Az < b}, com A, uma matriz de posto méximo,

supondo, a priori, que

int(C) = {z €R™; Az < b} # ¢.
. Obter, se possivel, por uma modificacio conveniente da sequéncia {f}, con-
vergéncia superlinear do método.

. Estender o algoritmo para fungbes convexas, ndo necessariamente continua-

mente diferencidveis.
. Estender o algoritmo para o caso de operadores mondtonos maximais.
. Obter uma formulacdo primal-dual do algoritmo.

. Propor novas versoes inexatas, nas quais os erros dependam apenas do iterado

corrente z*.
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