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Neste trabalho introduzimos uma família de métodos interior-proximal com 

métrica variável para resolver o problema min f (x) s.t. x 2 0, onde o passo iterativo 

é dado por 

com ,Ok convenientemente escolhido, e r > 1. Estebelecemos propriedades de con- 

vergência similares aquelas conhecidas dos métodos multiplicativos, a saber, con- 

vergência fraca a um ponto KKT para funções convexas com gradiente Lipschitziano 

e convergência forte a uma solução para funções estritamente convexas. No caso 

quadrático, o algoritmo tem uma expressão explícita. Estudamos a taxa de con- 

vergência deste método. Mostramos que a taxa de convergência é linear quando 

a função é fortemente convexa no ótimo, e sublinear caso contrário. Uma versão 

inexata é introduzida e analisada. 
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A NEW CLASS OF PROXIMAL POINT METHODS WITH VARIABLE 

METRIC FOR OPTIMIZATION UNDER POSITIVITY CONSTRAINTS 

Gilvan Lima de Oliveira 
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Advisors: Paulo Roberto Oliveira and João Xavier da Cruz Neto 

Departiiieilt : Systems ancl Computatioii Engineering 

In this work we introduce a family of variable metric interior-proximal methods 

for the problem min f (x) s.t. x > 0, where the iterative step is given by 

with pk conveniently chosen, and r > 1. We establish convergence properties similar 

to those lmown for multiplicative methods, namely weak convergence to a KKT 

point for convex and gradient Lipschitzian functions and full convergence to  the 

solution for strictly convex functions. In the quadratic case the algorithm has explicit 

expression. We study the convergence rate of that method. We show that the rate 

of convergence is linear when the objective is strongly convex a t  the optimum, but 

can be sublinear otherwise. An inexact version is introduced and analyzed. 
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Introdução 

Um método muito utilizado para minimizar funções convexas f : IRn+IR é o 

Algoritmo de Ponto Proximal. Mais especificamente, tal método gera uma sequência 

{x" obtida pela resolução do subproblema: 

onde {Pk) é uma sequência de números reais e 1 1  1 1  denota a norma Euclideana em 

IRn. Este método foi introduzido por I\/lartinet([M/78]) o qual é baseado na noção 

de aproximação proximal de f dada por 

f ~ ( x )  = inf {f (í) + (2X)-'IIx - z112}, X > O, 
ZEIR" (0.2) 

introduzida anteriormente por Moreau([MO/62] e [M0/65]). No ano de 1976, o 

algoritmo proximal foi fortemente desenvolvido e estudado por Rocltafellar([R/70 e 

[ ~ /76a i ) .  

Nos anos seguintes, muitos pesquisadores propuseram e estudaram propriedades 

de convergência de novos métodos de minimização que trazem em si a sistemática 

utilizada no algoritmo de ponto proximal, substituindo o termo regularizador 

quadrático por um núcleo diferente. Nessa direção, em 1990, Eggermont([EG/SO]) 

introduziu um método gradiente multiplicativo para resolver o seguinte problema 

com restrições de positividade: 



Tais métodos são bastante utilizados em várias aplicações interessantes, como 

por exemplo, reconstrução de imagens. Para maiores informações, ver ([EG/90]) e 

referências ali relacionadas. 

O método proposto por Eggermont, tem o formato (0.1), onde o termo quadrático 

foi substituído por uma função tipo-distância, a saber, 

a chamada cp-divergência de Kullback-Leibler. 

Em 1992, Censor e Zenios ([CZ/92]) propuseram um novo método proximal 

s~~bstituinclo, desta feita, o núcleo quadrático por uma outra função tipo-distância, 

denominada distância de Bregman. Este algoritmo foi mais explorado sistematica- 

mente por Eckstein([E/93]), Chen e Teboulle([CT/93]) e A. Iusem, B. F. Svaiter e 

M. Teboulle ([IST/94]). 

Motivado pelo trabalho de Eggermont ([EG/90]), em 1995, A. Iusem ([1/95a]) 

analisou um método gradiente multiplicativo de pontos interiores para o problema 

(0.3), tendo sobretudo analisado propriedades de convergência da sequência {xk}, 

obtida através das iterações definidas por: 

onde Xk é um número real positivo, obtido através de uma busca linear exata em 

um intervalo [O, ck], com ck escolhido de tal forma a se obter a viabilidade do ite- 

rado xk+', ou seja, de forma que xk+l permaneça no interior do ortante positivo. 

Os resultados de convergência obtidos para este algoritmo, diante da escolha dos 

parâmetros Xk ,  foram essencialmente os mesmos obtidos para o caso do método 

de descida máxima no caso da minimização irrestrita. Basicamente, supondo nível 



limitação da função objetivo f , A. Iusem, mostrou convergência fraca (ver Cap. 

Preliminares), da  sequência gerada pelo método, a uma solução do problema (0.3) 

e convergência forte diante da hipótese de coilvexidadc cstrita dc f .  

O uso de métrica variável para o método de ponto proximal, foi discutido por J. 

B. Hirirt-Urruty e C. Lemaréchal em ([UL/93]), para o caso irrestrito: 

min{ f (x); x E IRn), (0.6) 

onde a função f é suposta convexa, própria e fechada (f toma valores em IRn U{+oo) 

mas não é identicamente SCQ, enquanto que a propriedade de ser fechada, diz res- 

peito a f ser semicontínua inferiormente). Neste modelo, o iterado xk+' é obtido 

como solução do problema: 

onde Mk é uma matriz simétrica definida positiva, para cada k E IN. Os autores 

mostraram que se Mk = pkM,  com p k  > O para todo k ,  M simétrica definida 

positiva e se a condição de convergência 

ocorrer, então a sequência {xk} gerada pelo algoritmo é minimizante. Além disso, 

se p k  2 CJ > 0, então a sequência inteira converge, desde que o problema tenha 

solução. Tal método foi mais aprofundado por J. F. Bonnans, J. Ch. Gilbert, C. 

Lemaréchal e C. A. Sagastizábal em ([BGLS/95]), porém ainda no caso irrestrito. 

Neste trabalho, os autores estabeleceram, além da convergência global, taxa de 

convergência superlinear para a sequência gerada pela algoritmo. 

Uma ferramenta muito utilizada na  programação matemática contínua é a as- 

sociação entre métricas Riemannianas e direções de descida. Tal associação data 

3 



desde Luemberger ([L/72]), seguido por Gabay ([G/82]), Bayer e Lagarias ([BL/89]) 

e Rapcsák ([RT/96]). 

Em 1995, J. X. C. Neto e P. R. Olivcira ([XO/95]) cxplorsram dc forma sis- 

temática tal ligação. Partindo da propriedade de que o gradiente depende da métrica 

e a solução do subproblema que define as direções de descida são equivalentes, os 

autores mostraram que a maioria dos métodos primais clássicos são métodos gra- 

diente em alguma métrica Riemanniana apropriadamente escolhida. Por exemplo, 

para o problema (0.6), os autores verificaram que se f é continuamente diferenciável, 

então a direção de Cauchy é a direção oposta do gradiente onde IRn é munido da 

métrica euclideana, e, se f é de classe C3, então o método de Newton aplicado a tal 

problema é um método gradiente, onde o conjunto 

A4 = {x E IRn; v2 f (x) é definida positiva), (0.9) 

suposto não-vazio, está munido da métrica definida pela hessiana v2 f ( a ) ,  mais es- 

pecificamente temos, 

df(x)v = ( P 2 f  ( ~ ) l - ~ ~ f  (x),v)  (0.10) 

Com relação aos Métodos Multiplicativos, de Eggermont ([EG/90]), para resolver o 

problema (0.3), os autores mostraram que a direção proposta representava o gradi- 

ente da função f relativo à métrica definida no interior do ortante positivo, dada 

pelo hessiano da barreira entropia h(x) = C~=+Zilogxi, OU seja, 

Em geral, considerando IR;, como uma variedade Riemanniana, com a métrica 

G(x) = diag(h~(x l ) ,  h;(x2), . . . , hn(x,)), dada pelo hessiano de uma função convexa 



particular h(x) = C : ! f ~ ~ ( x ~ ) ,  os autores mostraram que, para resolver o problema 

min{f (x); sujeito a: Ax = b, x E R;+), (0.12) 

a direção afim-escala é o gradiente associado à métrica correspondente à barreira 

logarítmica. Ou seja, quando hi(x) = -logxi, com a métrica Riemanniana 

X representando a matriz diagonal cujos componentes não-nulas são os elementos 

de x, verificou-se que: 

gradG f (x) = X ( I  - XA~(AX~A~)- 'AX)XV f (x), (0.14) 

a qual é a direção oposta à direção afim-escala de Diltin. Na expressão acima, At 

representa a transposta da matriz A. Os autores, ainda, desenvolveram uma teoria 

de convergência em que os resultados assemelharam-se aos clássicos da otimização 

irrestrit a (veja ([XLO/98])). 

Em seguida, 0. P. Ferreira e P. R. Oliveira ([F0/97]), generalizaram os algorit- 

mos de ponto proximal e subgradiente, para minimizar uma função convexa, para 

o contexto de variedades Riemannianas. Os autores obtiveram alguns resultados 

de convergência de tais algoritmos mediante algumas hipóteses sobre a curvatura 

da variedade. Por exemplo, para o algoritmo subgradiente clássico, os autores 

provaram convergência, mediante a hipótese de não-negatividade da curvatura da  

variedade, enquanto que para o algoritmo de ponto proximal eles provaram a con- 

vergência supondo que a variedade seja de Hadamard. Em tais trabalhos ([X0/95]) 

e ([F0/97]), é feita busca ao longo de geodésicas. 

A. TV. M. Pinto e P. R. Oliveira ([W0/00]) generalizaram e analisaram o algo- 

ritmo proposto por Eggermont, sob o enfoque de geometria Riemanniana, no qual 



não é realizada busca geodésica, e sim busca linear na direção do simétrico do gra- 

diente da função objetivo restrita a variedade. Nesse trabalho, o conjunto %+ é 

encarado com uma variedade Riemanniana com a métrica G(x) = X-', onde r > 1. 

Observe que para cada valor do parâmetro r ,  o núcleo a ser usado, representará uma 

métrica dada pelo hessiano de uma determinada f ~ ~ n ç ã o  convexa do tipo discutida 

no parágrafo anterior, por exemplo, para r = I, o núcleo representará a métrica 

dada pelo hessiano da barreira entropia h(x) = Cy="=,ilogxi; para r = 2, a métrica 

é dada pelo hessiano da barreira logaritmica h(x) = - logxi e para r = 3, a 

1 métrica é dada pelo hessiano da barreira de Fiacco e McCormick h(x) = C:=, ,. 

Nesse trabalho, o conjunto 

é visto como uma subvariedade de R$+ com a métrica induzida. Os autores ob- 

servaram que a direção de busca proposta por Eggermont ([EG/90]) e por Gonzaga 

([GC/90]) são casos particulares da direção que propõem, para determinados valores 

do parâmetro r (respectivamente, r = 1 e r = 2). Os autores obtiveram resultados 

de convergência semelhantes aos obtidos por A. Iusem ([1/95a]), para o algoritmo 

proposto por Eggermont, e aos obtidos por Gonzaga, para o caso afim-escala, sendo 

que nesse útimo caso a convergência fraca (ver Cap. Preliminares) foi obtida. Nesse 

trabalho não é feita análise da taxa de convergência e nem proposta versão inexata 

para o método em questão. 

Motivado pelos estudos desenvolvidos por ([X0/95]), ([F0/97]) e, recentemente, 

por ([W0/00]), propomo-nos a introduzir e analisar as propriedades de convergência 

da sequência gerada pela família, a um parâmetro r 2 1, de métodos de ponto pro- 

ximal com métrica variável, dada pelo hessiano de funções convexas, para resolver o 



problema (0.3). Trata-se de método de pontos interiores no qual o núcleo quadrático, 

do algoritmo de ponto proximal tradicional, será substituído pela métrica definida 

por G ( x )  = X-T com r > 1. Uma das vantagens da utilização de tal métrica, 

além de ser definida a partir de funções convexas, é que a mesma, como veremos, 

produz demonstrações bastante simples para uma boa parte dos resultados analisa- 

dos na convergência da sequência a ser obtida, como por exemplo, a prova de que 

a sequência {x"' - xk) tende a zero e, por conseguinte, a prova da  complemen- 

tariedade, isto é, 23 [V f ( x * ) ] ~  = 0, onde x* é um ponto de acumulação de {x". 

A nova classe de métodos é diferente das estudadas por J. X. C. Neto e P. R. 

Oliveira ([X0/95]), O. P. Ferreira e P. R. Oliveira ([F0/97]) e A. W. M. Pinto e P. 

R, Oliveira ( [ ~ ~ ~ 0 / 0 0 ] ) ,  uma vez que não faremos hipóteses sobre a curvatura, não 

utilizaremos busca geodésica e, nem tampouco, busca linear. Usaremos a metodolo- 

gia do ponto proxiinal com métrica variável analisada em ([UL/93]) e ([BGLS/95]) 

para o caso irrestrito, restrita ao subconjunto convexo IR? C IRn, obtendo via- 

bilidade mediante escolha conveniente dos parâmetros de regularização. A taxa de 

convergência, da sequência gerada pelo método, será estabelecida, supondo limitação 

de tais parâmetros. Além disso, introduziremos e analisaremos uma versão inexata 

para essa nova classe de métodos. 

As iterações analisadas por A. Iusem ([1/95a]), descritas em (0.5), serão vistas 

como uma realização explícita das iterações dessa nova classe de métodos, para o 

caso particular r = 1. 

A tese encontra-se dividida em quatro capítulos: 

O Capítulo 1 apresenta todos os preliminares indispensáveis ao desenvolvimento 

das análises que se seguem. As provas são todas referenciadas. 



No Capítulo 2, fazemos uma relação das hipóteses necessárias sobre a função 

objetivo, definimos a nova classe de métodos e fazemos a análise das propriedades 

de convergência de tal classe. Mostramos, supondo a nivel-limitação da função ob- 

jetivo e que a mesma possua gradiente Lipschitziano, que a sequência {x" gerada 

pelo algoritmo, para uma escolha conveniente dos parâmetros de regularização, está 

contida no interior do ortante positivo, e "converge fracamente" (ver Cap. Pre- 

liminares). Para o caso quadrático, o algoritmo apresenta-se de forma explícita, 

inclusive os parâmetros de regularização, o que é bastante vantajoso do ponto de 

vista de implementação. 

No Capítulo 3, fazemos uma análise da taxa de convergência de tal método. 

Mostramos que a sequência {xk} converge linearmente diante de convexidade forte 

da função objetivo no interior do ortante positivo. Na fronteira do ortante positivo, a 

sequência converge sublinearmente, para todo r > 1. No caso r = 1, mostramos que 

a taxa de convergência linear, nas componentes nulas do ponto limite da  sequência 

gerada por tal método, pode ser obtida, desde que seja suposta complementariedade 

estrita. 

No Capítulo 4, apresentamos uma versão inexata para tal algoritmo. Com uma 

escolha apropriada para os erros, mostramos essencialmente os mesmos resultados 

obtidos na versão exata. Como veremos, não pedimos que a sequência formada pelos 

módulos dos erros seja somável, apenas que a mesma tenda a zero. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Introdução 

Neste capítulo apresentamos resultados indispensáveis às análises que fare- 

mos posteriormente. Os dois primeiros resultados, que dizem respeito a matrizes 

definidas positivas, serão úteis quando estudarmos a taxa de convergência do algo- 

ritmo proposto. Suas demonstrações serão referenciadas. 

1.2 Símbolos e Notações 

Ao longo deste trabalho, adotaremos a seguinte simbologia: 

IRn = {x = (xi, x2, . . . , x,); xi E R ) :  espaço vetorial euclideano; 

IR; = {X = (xi, xz, ..., x,) E IRn; xi 2 0); 

IR;+ = {x = (x1,x2, ..., x,) E R"; xí > 0); 

(x, y) = xiyi: produto interno canônico em IRn; 

11x11 = J-: norma euclideana; 

1 1 ~ 1 1 ~  = J m :  norma dada pela matriz definida positiva G; 

V f e V2 f :  gradiente e hessiano, respectivamente, de uma função real f ; 

max (x): maior componente do vetor x E IRn; 



min (x): menor componente do vetor x E IRn; 

Mmxn(R):  conjunto das matrizes com elementos reais, de ordem m x n ;  

IIA112 := S ~ P  {llAxII; IIxII < 11, onde A E Mmxn(R); 

(X)': dado x = (xl,  x2, ..., x,) E IR;+, a notação (X)' representará a 

matriz diagonal, de ordem n x n, cujos elementos da diagonal principal 

são as r-ésimas potências x';, x i ,  ..., x: das componentes do vetor x; 

I: representará a matriz identidade em Mnxn(R) .  

Os dois resultados seguintes, a respeito de matrizes definidas positivas, tornar- 

se-ão as ferramentas cruciais para o estabelecimento da taxa de convergência linear 

da nova classe de métodos que propomos analisar. 

Proposição 1.2.1 Para cada par de matrizes definidas positivas A, B E Mnxn(R),  

existem matrizes P,  D E Mnxn(R)  (P não  singular, D diagonal positiva) tais  que 

AB = PDP-1. 

Prova. Ver R. A. Horn e C. R. Johnson [HJ/85]. i 

Proposição 1.2.2 Seja A4 E Mnxn(R)  u m a  matr iz  não  singular e considere a 

norma 111 x 111= llM-lxll. S e  A, B são simétricas deJinidas positivas, A B  = PDP-l, 

com D diagonal positiva e ,LI u m  número real positivo, então 

-1 
a )  l l l  ( I  + iAB)-'  IIII IIM-1PI1211P-1MI12(1 + p ) 

b)  I I I  (PA-l + B)-l IIII IIM-111211M112~-1 

onde A, ( são os menores autovalores de A, B respectivamente. 

Prova. Ver A. N. Iusem e M. Teboulle [IT/93]. 



1.3 Taxa de Convergência 

Definição 1.3.1 Seja { x k )  u m a  sequência e m  IRn tal que xk-+x*.  Então diremos 

que: 

I .  { x k }  converge q-linearmente a x*,  se 

IIxk+l - x*II 
lim sup < I; 
k++m IIxk-x*( l  

2. { x k }  converge q-superlinearmente a x * ,  se 

3. { x k }  converge q-sublinearmente a x* ,  se 

Ilxk+l - 
lim sup x* I I  = 1. 
k + + m  IIxk - X* 1 1  

Observação 1.3.1 A convergência linear depende da métrica. 

1.4 Convergência Fraca 

No próximo capítulo, mostaremos a convergência fraca para a sequência gerada 

pela nova classe de métodos a ser definida. Tal convergência é distinta daquela con- 

vergência fraca clássica estudada em análise funcional, conforme vemos na  seguinte 

definição: 

Definição 1.4.1 Uma sequência { x k }  C Cn diz-se fracamente convergente a u m  

conjunto C 2 IRn se: 

I .  a sequência { x k }  é limitada, 

3. todo ponto limite de { x k )  pertence a C .  



1.5 Operadores Monótonos Maximais 

No Capítulo 4, para a garantia da boa definição do par de sequências geradas pelo 

método inexato a ser proposto, faremos uso de um resultado de existência num con- 

texto mais amplo, o de operadores monótonos maximais. Estes são generalizações 

de transformações lineares não-negativas para o caso não-linear. Um caso particu- 

lar desse tipo de operador é o gradiente de funções convexas diferenciáveis, como 

veremos a seguir. Iniciaremos com uma definição que pode ser dada, num contexto 

mais geral, para espaços de Hilbert. Mas por questão de simplicidade trabalharemos 

apenas com operadores ponto-conjunto definidos em IRn. 

Definição 1.5.1 Se ja  T : IRn+P(IRn) u m a  aplicação ponto-conjunto. Diremos que 

T é monótono se, e somente  se, 

para quaisquer x, y E IRn, u E T(x) e v E T(y) 

Para incluirmos, também, o caso não diferenciável, precisamos fazer uso da 

definição de subgradientes. 

Definição 1.5.2 J é um subgradiente de f e m  x se, e somente  se, 

para todo y E IRn. O conjunto, 

i3 f (x) = {t; J é um subgradiente de f e m  x) 

denomina-se o subdzferencial de f e m  x. 



Os dois resultados a seguir são bastante conhecidos e, portanto, vamos apenas 

citá-los: 

1. Se f  é diferenciável em x ,  e convexa, então d f  ( x )  = {V f  ( x ) ) .  

2. Se f é convexa, então df ( x )  # 0, para todo x pertencente ao interior relativo 

do dominio efetivo de f  ( d o m  f  = {x t IRn; f  ( x )  < +cal). 

Definição 1.5.3 Seja T : IRn+P(IRn) um operador monótono.  T é dito maximal 

se, e só se, para cada S : IR"+P(IRn) monótono  tal que T ( x )  C ?(x)  para todo x, 

ocorre T = T. 

Dito de uma outra maneira, um operador monótono T é dito maximal  se o gráfico 

de T ,  definido por 

onde dom(T) = { x ;  T ( x )  # a)), não está propriamente contido no gráfico de um 

outro operador monótono. 

Exemplo 1.5.0.1 T = d f ,  n o  caso e m  que f  é convexa. (ver R. T. Rockafellar 

(1iz/701) pag. 34 0 )  

Definição 1.5.4 Seja T : IRn+P(IRn) u m  operador monótono maximal.  Então,  

1. T é dito sobrejetivo se para todo y E IRn existe x E IRn tal que y E T ( x )  e 

2. T é dito injetivo se para x # y ocorre que T ( x )  T ( y )  = 0. 

Maiores detalhes sobre operadores monótonos maximais podem ser obtidos em 

( [R/76bl) e ( [1/95bI ) . 



Capítulo 2 

Definicão 3 do Algoritmo e Análise 
de Convergência 

2.1 Introdução 

Neste capítulo definiremos a família, a um parâmetro, de métodos do tipo- 

proximal com métrica variável para resolver o problema: 

min : f (x) 
( p ) { . :  x > o  

Trata-se de um método de pontos interiores, onde a viabilidade é garantida por uma 

escolha apropriada dos parâmetros de regularização. Em seguida, faremos a análise 

das propriedades de convergência de tal classe de métodos e verificaremos que, no 

caso quadrático, temos uma expressão explícita para o iterado, fazendo com que, do 

ponto de vista computacional, o método seja bastante vantajoso. 

2 .2  Hipóteses Necessárias 

Nesta secção estabeleceremos as hipóteses necessárias sobre a função objetivo, 

que servirão para a análise de convergência da  nova classe de métodos. Hipóteses 

adicionais poderão ser feitas durante o desenvolvimento do texto, mas o serão em 

situações específicas. 
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Hipótese 2.2.1. A função objetivo f : IRn + IR é continuamente diferenciável 

e convexa sobre IRn, de forma que para todo x,  y E IRn, 

Hipótese 2.2.2. Os conjuntos de níveis de f são compactos, isto é, para todo 

y E IRn, o conjunto 

&(Y) = {x E IRn;f(x) 5 f ( y ) )  (2.3) 

é compacto. 

Hipótese 2.2.3. A função objetivo f possui gradiente Lipschtiziano, isto é, 

existe uma constante O < L < +a, tal que para todo x, y E IRn 

As Hipóteses 2.2.1. e 2.2.2. são essenciais para a proposta a ser desenvolvida. 

A Hipótese 2.2.3. será muito importante, como veremos, para a definição dos 

parâmetros de regularização do método, fazendo com que o método proximal pro- 

posto, seja de pontos interiores. 

2.3 Definição do Algoritmo 

No que se segue, S denotará o conjunto formado pelas soluções do problema (P), 

e suponhamos que S # 0. 

Inicialmente, escolha um número real r 2 1 e {ok)  uma sequência de números 

reais tais que O < u k  5 A, V k  E IN, paraalgum X > 0. 

O algoritmo será definido como segue: 



Algoritmo 2.3.1 . 

Inicialização: 

Passo Iterativo: Dado xk > O ,  defina 

Compute: 

B k  r*" - arg XEIR~ min f (i) + 2 11 - xk1[lXk)-.} 

S e  V f (xk) = O OU se  xk = xk+l pare, senão 

Faça: k t l c f l ,  

Repita. 

Como nos referimos na introdução desse trabalho, aqui não realizaremos busca 

geodésica, busca linear e nem tampouco faremos penalizações. Os parâmetros de 

regularização foram definidos de forma a garantir a permanência da  sequência gerada 

pelo algoritmo no interior do conjunto IR?. A constante L, na definição de tais 

parâmetros ,LIk (igualdade (2.6)), é a mesma da desigualdade (2.4). 

Doravante, {x" representará a sequência gerada por (2.5)-(2.7). 

2.4 Análise de Convergência 

Nesta secção estudaremos as propriedades de convergência da  classe de algorit- 

mos proposto na secção anterior. Mostraremos a boa definição da sequência {xk}, 

a convergência fraca do método ao conjunto S e convergência forte diante da  con- 

vexidade estrita da  função objetivo. 

Comecemos com o estabelecimento da boa definição da sequência {xk}, o que 

será consequência do seguinte lema: 
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Lema 2.4.1 A sequência {x" está bem definida. 

Prova. Usaremos indução sobre k ;  uma vez que (2.1) tem solução, seja a uma cota 

inferior para f em IR; e 

Então 

2 
e como x - x  II ll (x.) é nível-limitada, segue-se que fk também o é. Dessa forma 

a minimização em (2.7) reduz-se a compactos e o mínimo é atingido. A unicidade 

desse minizador, xk+l, decorre da  convexidade estrita da função perturbada fk. i 

Proposição 2.4.1 xk > O, para todo k E IN 

Prova. Indução sobre k.  Para k = O por (2.5). Desde que xN1 resolve (2.7), temos 

0 = v fk (Xk++') = v f (Xk+') + Pk (xk)' (Xk+l - x k, (2.10) 

ou equivalentemente, 

Portanto, é verdade que 

Agora é suficiente mostrar que Il(xk)-l (xk+' - xk) 11 < 1; de fato, da  igualdade 

(2.11) acima obtemos 



então, 

Como o gradiente de f é L-lipschtziano, temos que 

L 1 ( x )  - ( x  - xk) 11 < 11 ( x k )  '-I V f (xk) /I + - ( m i l ~ ( x ~ ) ) ~ - ~  11Xk+l - xk 1 1  
P k  

Esta última desigualdade pode ser reescrita como: 

k -1 Como (max(xk))-l = min[(x"-'1 := min((xl)-l, (x$)-l, ..., (x,) ), 

Por outro lado, temos que 

11  (xk) '  (xk+l - xk) 11 > rnin [(xk)-l] llxk+l - xkll , 

dessa forma, 

Esta última desigualdade torna-se 

Da definição de Pk em (2.6), segue-se que 



Como õ k  > O,  temos que 

Portanto, componente a componente, esta última desigualdade assegura que 

o qual é equivalente a 

0 < x f N < 2 x f  ( l i i < n ) .  (2.14) 

Seja x* uma solução do problema (P), ou seja x* E S, e defina f *  = f (x*). 

Proposição 2.4.2 Para todo k > 0, ternos f *  < f (xk++') < f (xk). 

Prova. Pela definição de xk+l em (2.7), 

para todo x E IRn. 

Em particular, colocando x = xk na desigualdade (2.15) acima, obtemos 

isto é, 

Corolário 2.4.1 A sepuência {f (xk)) converge. 



Prova. Imediatamente da Proposição (2.4.2). i 

Corolário 2.4.2 A sequência { z k }  é l imitada. 

Prova. Pela Proposição (2.4.2) temos que xk Ef(xO),  para todo k 2 O, os quais 

são limitados pela Hipótese 2.2.2. da segunda seção deste capítulo. i 

Corolário 2.4.3 A sequência dos parâmetros de regularização {Bx} é l imitada.  

Prova. A prova segue imediatamente da limitação da  sequência {ok} e do Corolário 

2.4.2 acima. i 

2 
Corolário 2.4.4 c ~ Z  =ak Ilxk+l - xk 1 1  (x,)-' < +=a- 

Prova. Da desigualdade (2.17) temos 

para toda solução x* do problema ( P ) .  Portanto, 

Corolário 2.4.5 Se ,  n a  definição dos parâmetros Pk, o k  > o > O ,  'dk, en tão  

Prova. De fato, por hipótese temos que 

A afirmação decorre do Corolário (2.4.4). i 



2 
Corolário 2.4.6 limk-++oo I1xk+l - xk I l ( x k ) - r  = O. 

Prova. Consequência imediata do corolário anterior. i 

2 
Corolário 2.4.7 llxk+' - xkll < +cm. 

Prova. De fato, usando a definição de Pk, temos 

O resultado segue do Corolário 2.4.4 acima. i 

Corolário 2.4.8 limk++w(xk+l - xk) = 0. 

Prova. Imediatamente do Corolário 2.4.7. i 

Proposição 2.4.3 Todo ponto de acumulação x* de {xk} satisfaz: 

Prova. Em vista da Proposição 2.4.1 e do Corolário 2.4.8, basta provarmos que 

x; [Vf ( x * ) ] ~  = O para todo j e todo ponto limite x* de {xk}. Seja x* um ponto 

limite de {xk} e seja {xkj ) uma subsequência de {xk} convergindo para x*. Usando 

a expressão do algoritmo e o Corolário 2.4.8, temos 

Para cada j = 1 , 2 ,  . . . , n temos que 



Pelo Corolário 2.4.3, temos que existe p > O tal que p < &, portanto, usando (2.23) 

segue-se que 

Pelo limite (2.22) segue-se que 

iim (xk)': [vf (xk+')] = O. 
k++m 3 j 

Seja {xkl} uma subsequência de {xk) tal que x" + x*. Então temos 

Por outro lado, pelo Corolário 2.4.8, segue-se que liml,+, xk+l = lim ~- -+m xkl. 

Desse fato e do limite em (2.26) segue-se que (r;)' [V f ( x * ) ] ~  = O .  Portanto, 

x; [V f ( x * ) ] ~  = O para cada j = 1 ,2 ,  ..., n. rn 

Proposição 2.4.4 Todo ponto l imi te  de  {xk) é u m a  solução do problema (2.1). 

Prova. A prova é a mesma apresentada por A. Iusem em ([1/95a]), exceto por 

algumas modificações inerentes ao novo método. No entanto, para um maior en- 

tendimento do leitor, transcreveremos tais adaptações em detalhes. 

Uma vez que f é convexa, é suficiente mostrarmos que x* satisfaz as condições 

de KKT do problema (P), a saber, 

X; o, X; [V f (.*)Ij = O,  [Vf (.*)I. > 0 (1 5 j 5 n)  3 - 
(2.27) 

Agora, devido à Proposição 2.4.3, basta mostrarmos que [Vf ( x * ) ] ~  > O. Seja 

x* um ponto de acumulação {xk) e suponha que existe i tal que [Vf ( x * ) ] ~  < 0. 

Consideremos os seguintes conjuntos: 

I = { i ;  [V f (.*)li < O}, J = { 2 , ,  n} I e V = {z t IR;; xi = O, i E I) 
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De acordo com nossas hipóteses, I # @. Uma vez que x$ [Vf ( x * ) ] ~  = 0, con- 

cluimos que x$ = 0, para todo i E I, isto é, x* E V .  Também, como consequência 

da proposição anterior e definição do conjunto J, temos que 

as quais são precisamente as condições KKT do problema 

min : f ( x )  
s.a : x  E V 

Notc que  o conjunto I' = {r E IR;; x, = O,  i t I) é convexo. Agora, a convexidade 

de f ,  implica que x* é solução de (Pv). 

Coiisideremos o seguinte subconjunto aberto de IR"+ 

B = { x  E R;; [V f (x ) l i  < 0, para i E I). (2 .29 )  

Por definição, x* t B, isto é, B # Q.  Tome a subsequência { x k j }  de { x k }  tal que 

limj,+, xkj = x * .  Uma vez que B é um conjunto aberto de I?, podemos supor 

que { x k j }  C B. 

Para dar continuidade à demonstração dessa proposição, precisaremos dos resul- 

tados dos lemas a seguir. 

Lema 2.4.2 A sequência { x k )  , possui u m a  infinidade de termos  { x k l ) l E W ,  tais 

que xki $! B, onde B é o conjunto definido e m  (2.29). 

Prova. Se assim não o fosse, existiria algum ko E IN, tal que xk E B, para todo 

k >_ ko. Pela definição das iterações, temos que 



Portanto, da equação (2.30) e do fato que {xk} C B, temos que xf'l > xf , para todo 

i E I e k > ko. Segue-se daí que, xf+l > x p  > 0, para todo i E I e k > ko. Para os 

termos da  subsequência {xkj}, os quais convergem a z*, temos que x?+' > xfO > 0. 

Tomando limxk3+l com j -+ + m ,  obteremos 

o que é uma contradição, pois x* é solução de (Pv) e x* E B, isto é, 

OU seja, xf = 0. i 

Consideremos a seguinte sequência 

p j  =max{q < kj + l ;  xq $ B}. 

(Convencione: p j  = O,  se xq E B para todo q < kj + 1). Então, da definição de pj, 

para todo q tal que pj  + 1 < q < kj + 1 temos xq E B. Portanto, segue-se que para 

todo q satisfazendo pj  + 1 5 q < q + 1 < k j  + 1 

> zjtl > x'l > xltl, V i  E I .  xi - - z - (2.32) 

Lema 2.4.3 lirnj++,pj = + m .  

Prova. Se existe algum jo E IN suficientemente grande, tal que p j  = pj,, para todo 

j > jo, então (2.32) implica 

k .  p.+l xi3 >$+I > x j  - > x i J  > x y f l ,  V ~ E  I. 

Agora, tomando limx? com j -+ +m, segue-se que: 



a qual é uma contradição, pela mesma razão apresentada na conclusão do lema 

anterior. i 

Continuando a demonstração da proposição em questão segue-se que de (2.32), 

para cada i E I, 

e, usando o Corolário (2.4.8), temos que 

lim x y  = O, Vi E I. 

Pela definição de pj,  xpj if B, para todo j E IN. Para simplificar a notação 

usada, considere {xp" subsequência de {xpj} e suponha que xpf + :. Uma vez que 

B é aberto, temos z if B, pois {xpl} C {xp~}. Como f (xk) + f *, quando k + i- oo, 

temos 

x) = lim f (xk) = f* .  f (x*) = f (- 
k++m 

Do limite (2.35), segue-se que 

- xi = lim xy = lim xy  = O, Vi E I. 
l++m j+Sm 

Concluimos que z E V e f (n;) = f (x*). Isto significa que z resolve (Pv) Observe- 

mos que se f fosse estritamente convexa já teríamos a contradição, uma vez que 

n; # x* (n; @ B e x* E B) e ambos solucionam o problema (Pv). Mas devemos 

trabalhar somente com a hipótese de convexidade da função f .  Uma vez que, ;;G 6 B, 

temos [Vf (;)Is > O,  para algum s E I. 

Consideremos o seguinte problema 

min : f (x) 
(pw) { 3.a : x € w 



onde W = {x E IR:; xi = O,  i E I\ {s)}. As condições de otimalidades (KKT) de 

(P,) são: 

Claramente, vemos que : satisfaz às condições de otimalidade (KKT) do pro- 

blema ((Pw). Devido à convexidade de f (e como : E W) temos que : é uma 

solução de ((Pw). Como V C W,  x* E V e 

f (z) = f (x*) = lim f k++w (xk) = f * ,  

segue-se que x*, também, satisfaz às condições gerais de otimalidades do problema 

(Pw), isto é, x* é solução do problema (Pw). Em particular, [V f ( x * ) ] ~  2 O. Mas 

isto é falso, uma vez que s E I. A demonstração está completa. i 

Proposição 2.4.5 Se f é estritamente convexa, então {x" converge para uma 

única solução do problema (2.1). 

Prova.  Note que a convexidade estrita de f e a existência de soluções do problema 

(2.1) implica que todos os conjuntos de nível da  função objetivo f são limitados. 

Pela Proposição 2.4.4, os pontos de acumulação de {xk), são soluções do problema 

(2.1) e devido h corivexidade estrita de f ,  a solução x* do problema (2.1) é única. 

k -  * Portanto, limk,+, x - x . i 

2.5 Aplicação: Caso Quadrático 

Nesta secção, consideremos o caso particular em que a função objetivo é dada 



onde Q is simétrica não-negativa e y é um número real. Mostraremos que a sequência 

{xk) tem uma expressão explícita, bem como os precondicionadores Pk, o que é 

bastante vantajoso do ponto de vista computacional. 

De fato, da  definição do Algoritmo 2.3.1, temos que o iterado xN1 é obtido como 

solução da equação 

onde V f (xktl) = Qxk+' + C. Substituindo esta última iqualdade em 2.40 obtemos 

Por outro lado, como V f (xk) = Q X ~  + c, resulta que c = V f (x" - Qxk. Dessa 

forma a equação 2.41 torna-se 

Uma vez que Q é não-negativa e Pk(Xk) -' é positiva, temos que Q + Pk(Xk))-' é 

positiva para todo k E IN, consequentemente, inversível. 

Portmt.0 a. equaçã.0 (2.42) torna-se 

Por outro lado, como 

segue-se que 

Na definição dos parâmetros Pk, a constante L pode ser trocada por 11Q112. 
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Capítulo 3 

Taxa de Convergência 

3.1 Introdução 

Nesse capítulo analisaremos a taxa de convergência do algoritmo proposto. 

Mostraremos que o algoritmo converge linearmente no interior do IR;, mediante 

a hipótese de convexidade forte da função objetivo na solução do problema (2.1). 

Na fronteira do conjunto IR;, para todo r > I, mostraremos convergência sublinear 

da sequência gerada pelo algoritmo, enquanto que no caso específico r = I, nas 

componentes nulas da  solução, a convergência linear permanece. 

3.2 Taxa de Convergência 

Proposição 3.2.1 Suponha que a sequência { x k }  converge e seja x* seu limite. S e  

i. f é duas vexes continuamente dzferenciável e fortemente convexa e m  x*, 

então existe u m a  norma 111 111 tal que 

lim sup 
kt+w 111 xk - x* 111 

onde X = ( r n i n ( ~ * ) ) ~  > 0 ,  ( é o menor autovalor de V 2  f ( x*)  e C é tal que pk < C .  
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Prova. Pela proposição 2.4.3, desde que x* > 0, temos Vf (x*) = O. Expandindo 

V f (x) em torno de x* obtemos 

v f (x) = v2 f (x*)(x - x*) + v, ( 3 4  

onde V2f (x*) é simétrica positiva definida por (1.) e \ \v \ \  < p / \ x  - x* 11' para algum 

p e todo x em uma vizinhança de x*. Pode-se mostrar facilmente, usando fórmula 

de Taylor com resto integral, que p depende apenas da constante de Lipschitz L de 

V f  (9. 
Da definição do algoritmo, temos que 

Substituindo essa equação na igualdade (3.2), obtemos 

onde vk satisfaz 

llvkll 5 ~ l l  xk+l - x* ( I 2 .  

A equação (3.4) pode ser reescrita na seguinte forma 

Para todo k ,  temos que a matriz 

V2f (x*) + Dk(Xk)-~ é inversível (na verdade, tal matriz é simétrica definida 

positiva). Portanto a equação (3.6), é equivalente a 

(3.7) 

Dessa última igualdade e da fórmula em (2.44), temos 
- 1 

k 
x"'l - x* = I + -(xk)rv2 f (x*) ( a ) (x* - x*) - (v2 f (x*) + P* (xk)rr) -I v 

(3.8) 



Agora aplicando norma em ambos os lados da igualdade anterior, obtemos 

(Observe que esta última desigualdade é válida para qualquer norma.) Pela 

Proposição (1.2.1) existem matrizes P, D ,  Pk e Dk tais que 

(X*)-T~ f ( x* )  = P D P - I  e (xk)-'v2 f (x*)  = P ~ D ~ P ; ' ,  (3.10) 

onde D, Dk são diagonais positivas. Uma vez que 

1im (xk)-' = (X*)-', 
k++w 

as matrizes Pk e Dk podem ser escolhidas de forma que 

lim P k = P  e lim D k = D .  
k++w k++w 

(3.12) 

Seja 111 111 definida por 111 x 111 = 1 1  P-lxII. Supondo que ,LL foi escolhido de forma que 

(3.5) ocorra para esta nova norma, temos que 

1 x k  r 11) xk+l - x* 111 5 111 ( I  + ) v2f (,*))-I  IIM xk - X* / I+  (3.13) 
+,LLIII v2 f ( x* )  + P(x~) - ' ) -~  I I I  I I I  xk+l - x* 1 1 1 2 .  

Usando a Proposição 1.2.2 com 

na desigualdade acima, obtemos 

Desde que l ~ r n ~ + + ~ x ~  = x*, para k suficientmente grande, segue-se que 



Daí, usando a limitação dos parâmetros de regularização PI, 5 C, (3.15) pode ser 

reescrita como 

Observando que 

lim++, (min(xk))" = (min(x*))" 

obtemos ao limite superior em (3.17) 

I x k +  - x* I < 
+ 

[(min(x*))' 
lim sup - 
k++m 111 xk - X* 111 c 

O resultado a seguir caracteriza o comportamento assintótico da sequência no 

bordo do conjunto IR;, mostrando assim que as condições da  proposição anterior 

não são muito restritivas, e que não podem ser facilmente retiradas. 

Proposição 3.2.2 Suponha que a sequência {xk) converge a x* e que exista 1 tal 

que x? = O .  Então: 

1. para qualquer número real r > 1, 1 x 7  converge sublinearmente; 

2. para r = 1, a convergência linear, nas  componentes nulas da solução x*, pode 

ser obtida desde que suponhamos a complementariedade estrita (isto é, se x j  = 

0,  então [V f ( x * ) ] ~  > O, se xr > O, então [V f (x*)], = 0). 



Prova. Pela definição de xk+' em (2.7) temos que 

Portanto, para todo I E N, 

No primeiro caso, usando xi  = O e r > 1, obtemos 

uma vez que f é continuamente diferenciável e {,&) é limitada. 

No segundo caso, a igualdade (3.22) torna-se 

Seja C tal que ,Bk 5 C, para todo k E IN. Uma vez que, [Vf (x*)]~ > 0, temos 

que [V f (xk+')] > 0, para k suficientemente grande. Portanto, da  equação (3.24) 

temos. 

para k suficientemente grande. Ao limite com k + +m, segue-se que 

Ixf+l - xil 
lim 51- 

k++m Ixf - xil C 

Como observado por A. Iusem em ([IT/93]), a convergência linear pode falhar, 

mesmo no caso em que x; > 0, Y j  E 1 ,2 ,  .., n, se não supusermos a convexidade 

forte de f em x*. A título de verificação em nosso caso, consideremos a família de 

funções definidas por 

1 
f (x) = - x ( x j  - 1)2m, para m E N ,  m > 2 

2m j=i 



(ver [IT/93]). Da definição de nosso algoritmo, temos que 

Substituindo [VS(X~++')] , = (x;+' - na equação acima, obtemos 
3 

Portanto, segue-se que 
I x y  - 11 

lim = 1, 
k->w IxF - 11 

ou seja, a sequência {xk} converge sublinearmente, para qualquer valor do parâmetro 

r > 1. 
Observe que a função dada é estritamente convexa para cada valor m > 2, 

garantindo assim que convexidade estrita não é suficiente para a garantia da  taxa 

de convergência linear. 



Capítulo 4 

Versão Inexata 

4.1 Introdução 

Neste capítulo apresentaremos e analisaremos uma versão inexata para o algo- 

ritmo proposto no Capítulo 1. Mostraremos, como na versão exata, que a sequência 

gerada pelo método converge fracamente ao conjunto solução do problema (2.1). A 

sequência de erros proposta tende a zero, e, apesar de estar definida em termos do 

iterado xk", o qual é desconhecido a priori, é de fácil obtenção na prática, como 

discutido em ([E/93]). 

4.2 Definição da Versão Inexata do Algoritmo 
(2.3.1) 

A versão inexata para o algoritmo (2.3.1) proposto acima será definido como 

segue: 

Algor i tmo 4.2.1 

Inicializaçáo: 



Passo Iterativo: Dado x" O ,  defina 

Obtenha a sequência (xk+', e"') E IR" x R; satisfuzendo 

onde {ek+') satisfaz 

S e  V f ( x k )  = O ou se x k  = xk"l pare, senão 

Faça: l í t k  + 1, 

Repita. 

4.3 Análise de Convergência do Algoritmo Ine- 
xato (4.2.1) 

Inicialmente, precisamos garantir que a equação (4.3) possui sempre solução. 

Isso é uma consequência do resultado abaixo, enunciado num contexto mais geral: 

Teorema 4.3.1 (Resultado de Existência): 

Se jam T : IRn+P(lRn) u m  operador monótono maximal e ag o subdiferencial de 

u m a  função convexa própria fechada definida e m  IRn, tais que d o m T n i n t  domg # 6. 

S e  ag é sobrejetivo, então T + ag é sobrejetivo. 

Prova. Ver ( [ B I / 9 5 ] ) .  i 

Observe que no nosso caso, 



Uma vez que f é convexa, temos que V f ( e )  é monótono maximal e, claramente, o 

subdiferencial de g, 

k 
%I(.) = ~ k ( x " - ~ ( x  - x ), (4.6) 

é sobrejetivo, para cada k E IN. 

Agora, queremos que o iterado ek+l possa ser obtido, satisfazendo a inequação 

(4.4), numa quantidade finita de escolhas. Isso garantirá a boa definição da sequência 

(xk++', ek+'), O que será demonstrado a seguir: 

Lema 4.3.1 A sequência (xk+', e"+', Pk) t IRn x IR; x IR+, gerada pelo Algoritmo 

(4.2.1), obtida em (4.3) - (4.4), está bem definida. 

Prova. Com base no Teorema (4.3.1), basta provarmos que em cada iteração o 

iterado ek+' pode ser obtido após uma quantidade finita de escolhas, até que a 

inequação (4.4) seja satisfeita. De fato, suponhamos que, na iteração k, isso não 

ocorre, ou seja, suponhamos que existam infinitos índices j E IN tais que 

Podemos, sem perda de generalidade, escolher a sequência {ek+'} t IR$ de forma 

que ek+O. Assim temos que 

O = l i m  Ilek+jll > hr=_min{llVf (xk))II, /lxk+j - a"/}. 
3++m 

Portanto, segue-se que 

I ~ v  f (xk))ll = O OU lim llxk+j - x k [ I  = O .  
j++m 

Se IIV f (xk)Ij = O o algoritmo pára, pois x" 0 será solução do problema (2.1). Por 

outro lado, se h++, llx"j - xkII = 0, temos que xk+j+xk e, usando a equação 
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(4.3) segue-se, mais uma vez, que liV f (x")ll = O. Portanto, ou o iterado ektl pode 

ser obtido, satisfazendo (4.4), numa quantidade finita de vezes ou o termo x" 0 é 

uma solução do problema (2.1). i 

Proposição 4.3.1 Considerando a terna (xH1, ektl, ,&) E IRn x IR; x IR+ obtida 

e m  (4.2)-(4.4), t emos  que: 

A l é m  disso, obtemos que 

Prova. 

i. De (4.3) temos que 

Procedendo da mesma forma descrita na versão exata na Proposição (2.4.1), temos 



Então, usando a definição dos parâmetros ,LIk e a condição (4.4) sobre a sequência 

{e", obtemos 

1 1  ( x k ) ) ' ( x k + l  - xk)II < 1, (4.12) 

OU seja, 

0 < x f f 1 < 2 x f  ( 1 < i < n ) .  (4.13) 

2. Uma vez que f é uma função convexa, pela desigualdade do gradiente, temos que 

(V f (xk++'), xk - xk+l > - < f ( x k )  - f (x"') (4.14) 

Usando a equação (4.3) na equação acima, obtemos 

k+1 2 hIIxk - I I ( x k l - T  + (ek+', xk - xk+') < f ( x k )  - f (xk+') 

Mas sabemos que 

e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, 

(ek+l ,  xk - xk+l ) > -IJek+lllJjxk - x k f  '11. (4.17) 

Portanto, substituindo estas duas últimas desigualdades em (4.15), obtemos 

Pela definição de ,Ok, segue-se que 

3. Segue-se da útima desigualdade acima, pois estamos supondo que o conjunto 

solução do Problema (2.1) é não vazio, mais especificamente, 



4. Imediato do item 3. acima. 

5. Imediato da definição dos erros, pois 1 1  5 11x" xkS1 1 1  e do item anterior. 

6. Usando a definição dos erros em (4.4) e usando a desigualdade de Cauchy- 

Schwarz, temos que 

A prova segue do item 3. demonstrado anteriormente. 

7. Segue, imediatamente, da desigualdade (4.15) e da somabilidade das séries 

+ a  k+l xk - xk+l) L = &  , e CA="o(f ( x y  - f (xk++l)). i 

Proposição 4.3.2 Todo ponto l imite  x* da sequência {xk}), gerada pelo algoritmo 

(4.3), é solução do problema (2.1). 

Prova. Inicialmente, observemos que a sequência {xk), gerada pelo algoritmo (4.3), 

é limitada, pois estamos supondo nível-limitação da função objetivo f , portanto o 

conjunto de seus pontos de acumulação é não-vazio. Seja x* um ponto de acumulação 

de {x". Devemos mostrar que as condições de KKT, em x*, são satisfeitas. 

A prova segue os mesmos passos daquela desenvolvida no caso da versão exata, 

com suas devidas modificações. 

Inicialmente, é óbvio que xf > 0, para todo i E {1,2, ..., n). 

De (4.3) temos que 

xk+l - k 
- x 

Como 

lim (xkS1 
k++m 

k x ) = O e lim e'+' = O 
k++a 



e, pela limitação da  sequência de parâmetros {Pk), nos termos da subsequência {xb) 

que converge a x*, segue-se de (4.22) que, 

Assim, x: [V f (x*) ]~  = 0, para todo i E {1,2, ..., n). 

Para provar que [V f (x* ) ]~  > 0, basta que sigamos os mesmos passos utiliza- 

dos na prova do caso exato observando que, para a validade dos lemas (2.4.2) e 

(2.4.3)) é necessário tomarmos a sequência {ek) com e! 2 O,  (i = 1 ,2 ,  ..., n), para k 

suficientemente grande. i 



Nesse trabalho, desenvolvemos uma teoria de convergência, para essa nova classe 

de métodos, em que os resultados assemelham-se aos resultados obtidos por A. Iusem 

em ([1/95a]). Temos a propriedade de que no caso quadrático, o método possui uma 

expressão explícita para os iterados, o que é bastante vantajoso do ponto de vista 

computacional. 

Com relação ao método estudado por C. Sagastizábal et alli, em ([BGLS/95]) 

para o caso irrestrito, esta classe de métodos mostra-se como uma extensão daquela 

para o caso em que a minimizacão é feita no ortante positivo. 

Esse procedimento, difere dos demais, por não se fazer penalização. A viabilidade 

é obtida alterando-se, convenientemente, os parâmetros de regularização Pk. Porém, 

tais parâmetros ficam dados em termos da constante de Lipschitz, do gradiente, em 

geral desconhecida. 

Como vimos, no Capítulo 4, introduzimos uma versão inexata para esta classe 

de métodos e obtemos resultados de convergência fraca, ou seja, a sequência {xk) 

gerada pelo algoritmo satisfaz limk,+,(xk+l - xk) = O, e seus pontos de acumulação 

satisfazem às condições de KKT do problema (2.1), para uma escolha conveniente 

da  sequência de erros {ek). 

A seguir relacionamos alguns pontos que, naturalmente, podem ser objetos de 

estudos futuros: 



1. A análise desse algoritmo, sem a hipótese de nivel-limitação da função objetivo 

f. 

2. Obter uma expressão para os parâmetros de regularização ,Ok, independente 

da constante de Lipschitz. 

3. Análise do caso quadrático, com o objetivo de se estabelecer a convergência 

da sequência gerada pelo método. 

4. Aplicar o algoritmo para o problema com restrições lineares: ou seja, determi- 

11 81' 

f *  = argmin{f(x);x E C) 

onde C = {x E R;; Ax 5 b), com A,,, uma matriz de posto máximo, 

supondo, a priori, que 

5. Obter, se possível, por uma modificação conveniente da  sequência {,&I, con- 

vergência superlinear do método. 

6. Estender o algoritmo para funções convexas, não necessariamente continua- 

mente diferenciáveis. 

7. Estender o algoritmo para o caso de operadores monótonos maximais. 

8. Obter uma formulação primal-dual do algoritmo. 

9. Propor novas versões inexatas, nas quais os erros dependam apenas do iterado 

corrente xk. 
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