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Capítulo 1 

Introdução 

Nesta tese, apresentamos algoritmos para resolver o problema de complemen- 

tariedade não-linear, (PCN(F) ) ,  que constitui em encontrar x E lRn tal que 

onde F : lRn + lRn é uma Po-função. Lembramos que F é uma Po-função se para 

quaisquer x, y em lRn com x # y 

Note que as Po-funções incluem a classe das funções monótonas. Aplicações do P C N  

podem ser encontradas em otimização, economia, engenharia e etc (veja [4], [13], [9] 

e [101>. 

Existem vários métodos para resolver o P C N ,  veja [13]. Aqui, consideramos 

métodos de regularização, que são usados para resolver problemas mal postos. De 

forma rápida, um problema mal posto pode ser difícil para resolver pois pequenos 

erros nos cálculos podem levar a uma solução totalmente errada. 

Para a classe de Po-funções, Facchinei e Kanzow [7] consideraram a regularização 

de Tikhonov. Este esquema consiste em resolver uma sequência de problemas de 

complementariedade P C N ( F k )  , onde F~ (x) := F(x)  + ckx e ck é um parâmetro 



positivo convergindo a zero. Já Yamashita, Imai e Fukushima [25] consideraram uma 

regularização proximal, sugerida inicialmente por Martinet [17] e depois estudado 

por Rockafellar [23] para o caso monótono, que é obtida da seguinte forma: dada a 

iterada atual x" eles consideram F ~ x )  := F(x)  +q (x-xk), onde ck é um parâmetro 

positivo que não necessariamente converge a zero. Nos casos acima, se F é uma Po- 

função continuamente diferenciável e o conjunto solução do P C N ( F )  é limitado eles 

provam convergência global, com hipóteses convenientes sobre os parâmetros q ' s .  

Observamos que, nos casos acima, se F é uma Po-função, então Fk é uma 

P-função, isto é, para quaisquer x, y E lRn, com x # y, 

Portanto o subproblema PCN(F" é melhor tratável do que o PCN(F'),  pois terá 

no máximo uma solução. 

Logo é natural considerarmos outros tipos de regularizações. Assim, apresenta- 

mos uma regularização proximal com métrica váriavel para resolver o problema de 

complementariedade não-linear com Po-funções, ou seja, dado xk > 0, consideramos 

a regularização Fk de F, como 

onde (Xk)-" é definida por (Xk)-" = d ~ a ~ { ( x ~ ) - ~ ,  . . . , (x;)-"), r > 1 e ck é um 

parâmetro positivo. Claramente, nossa motivação é a métrica natural, subjacente 

aos métodos de ponto interior: para r = 1 (respectivamente r = 2) (Xk)-' (re- 

spectivamente, (Xk))-2) é a Hessiana da função barreira xln(x) (respectivamente, 

-ln(x)). Veja o trabalho recente de Oliveira, G. L. e Oliveira, P. R. [20] que apre- 

sentam, para resolver um problema de otimização com restrições positivas, uma 



família de métodos do tipo proximal com métrica variável, onde o núcleo quadrático 

é substituído pela métrica G(x)  = X-'. 

Apresentamos dois algoritmos. Para o primeiro algoritmo (Algoritmo 5.1. I), 

que é de certa forma exato, provamos convergência supondo que o conjunto 

solução do P C N ( F )  é não-vazio e limitado e F apenas uma Po-função contínua. 

Provamos também, sem considerar o conjunto solução do P C N ( F )  limitado, 

que a sequência exata gerada pelo algoritmo é minimizante para a função La- 

grangiano implícita, que é uma função de mérito para o P C N ( F ) .  Lembramos 

que uma função g : lRn + lR é uma função de mérito para o P C N ( F )  

se satisfaz a seguinte condição, g(x) 2 O e g(x) = O se, e somente se, x é 

solução do P C N ( F ) .  Para o segundo algoritmo (Algoritmo 5.2.1), que é ine- 

xato e portanto com possibilidades de implementação, usando o Teorema do 

Passo da  Montanha mostramos que o método converge globalmente se F é uma 

Po-função continuamente diferenciável e o conjunto solução do PCN(F) é não-vazio 

e limitado. Facchinei [6] dá condições necessárias e suficientes para o conjunto 

solução do P C N ( F )  ser limitado. 

A tese é organizada da seguinte forma: No capítulo 2, revisamos algumas 

definições e resultados. No capítulo 3, consideramos reformulações equivalentes ao 

problema de complementariedade. No capítulo 4, apresentamos uma família de 

regularizações para a função e operadores correspondentes e estudamos suas pro- 

priedades. Finalmente, no capítulo 5, apresentamos os algoritmos e mostramos as 

propriedades de convergência. 



Capítulo 2 

Preliminares 

2.1 Introdução 

Neste capítulo faremos um resumo dos conceitos necessários ao desenvolvimento 

dos capítulos seguintes. As demonstrações serão, em princípio, todas elas referen- 

ciadas. 

2.2 Símbolos e Notações 

Ao longo desta tese adotaremos a seguinte simbologia: 

lRn = {x = (xl, x2, . . . , xn); xi E R ,  i  = 1, . . . , n): espaço vetorial euclideano; 

Dado x E lRn, x 2 O (x > 0) significa que xi > O (respectivamente, xi > 0) para 

i =  1, . . . ,  n;  

R: = {x = (xl, x2, . . . , x,) ; xi > O, i  = 1, . . . , n); 

n 

Dados x, y E lRn, (x, y) = x x i y i :  produto interno canônico em IRn; 
i=l 

Dado x E lRn, 11x1 1 = J(x, x) : norma euclideana em lRn; 
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Dada H : lRn + lRn, consideramos H(x) = (Hl  (x), H2(x), . . . , Hn(x)); 

V: gradiente de uma função real definida em lRn. 

Denotamos por [ a ]  a projeção ortogonal sobre lRy, a qual está bem 

definida pois IR? é um cone convexo fechado. Para x E lRn temos que 

[x]+ = ([xl]+, [x2]+, . . . , [%,I+), onde [xi]+ = max{O, xi). Uma das propriedades 

de projeção que usaremos é a não-expansividade, i.e, dados x, y E lRn temos que 

1 1  [x]+ - [y]+ll 5 Ilx - y 1 1  . Para maiores detalhes sobre projeção indicamos a referência 

i15I. 

Para facilitar a leitura repetimos algumas definições, já comentadas na in- 

trodução, relacionadas a uma aplicação H : lRn + lRn. 

Definição 2.3.1 Uma aplicação H : lRn + lRn é dita ser u m a  

I .  Po-função se, para quaisquer x, y E lRn com x # y,  

2. P-função se, para quaisquer x, y E lRn com x # y, 

3. função monótona se, 



Note que a classe das funções monótonas está contida na classe da.: Po-funções, 

a classe das funções estritamente monótonas está contida na classe das P-funções, 

cada P-função é uma Po-função e toda P-função é injetiva. Uma boa referência 

para P e Po-função é o artigo de Moré e Rheinboldt [19], que contém exemplos e 

referências de aplicações desta classe de funções. 

A próxima proposição será útil para mostramos a unicidade de solução para o 

problema regularizado. 

Proposição 2.3.1 S e  H : lRn + lRn é u m a  P-função, então o PCN(H) t e m  n o  

máximo u m a  solução. 

Demonstração. Como H é uma P-função, ela é injetiva e, portanto se o 

P C N ( H )  tem solução ela é única. i 

O seguinte resultado é útil para mostrarmos a existência de solução para o pro- 

blema regularizado. Sua prova foi usada em vários trabalhos, por exemplo, [7], [22] 

e [24]. 

Lema 2.3.1 Seja H : lRn + lRn u m a  Po-função continua e {uk} u m a  sequência 

e m  lRn tal que IIukl1 + CQ. Então existe u m a  subsequência, que escreveremos sem 

perda de generalidade como {uk), e u m  Zndice i E {1,2,. . . ,n} tal que u m a  das 

seguintes condições ocorre: 

(i) U: + CQ e {Hi(uk)} é limitada inferiormente, ou 

(ii) u! --+ -CQ e {Hi(uk)) é limitada superiormente. 

Demonstração. Definindo o conjunto de índices 

J := { j  E (1, . , n} l{u;} é ilimitada.), 
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temos que J é não-vazio, pois {uk} é ilimitada. Rearranjando os termos, se 

necessário, podemos supor que IuiI I m para todo j E J .  Defina a sequência 

limitada {vk} por 

O i f j  E J 
a u i f j  @ J ,  ' 

Como H é uma Po-função e uk # vk, temos que existe um índice i E J tal que 

Note que quando lufl + oo temos dois casos possíveis a serem analisados. Supondo, 

primeiro, que uf + oo, então da desigualdade acima (assumindo que uf > 0) segue 

que Hi(uk) é limitada inferiormente pois Hi é contínua e {vk} é limitada, provando 

assim a parte (i). Agora, supondo que uf + -oo, a desigualdade acima mostra 

(assumindo que uf < 0) que Hi(uk) é limitada superiormente, provando assim a 

parte (ii). w 

2.4 O Teorerna de Banach-Mazur 

A coercividade será útil para mostrarmos a existência de solução dos problemas 

regularizados. 

Definição 2.4.1 Uma função H : IRn --+ lRn é coerciva se, para qualquer 

sequência {uk} com IIuk/I I w, implicar que IIH(uk))ll 4 oo. 

A prova do próximo lema segue direto da definição acima. 

Lema 2.4.1 Considere uma função cont<nua H : IRn -+ lRn. Então as seguintes 

afirmações são equivalentes: 



(i) H é coerciva; 

(ii) H é própria, i.e, a imagem inversa H P 1 ( C )  de qualquer conjunto compacto C 

e m  lRn é compacto; 

(iii) os conjuntos de nz'vel da aplicação x H IIH(x) 1 1  são limitados, i.e., para 

qualquer constante P > O ,  o conjunto { x ;  1 1  H ( x )  1 1  5 P )  é limitado. 

O próximo teorema é um resultado clássico de Banach e Mazur ( [ 2 ] ,  Teorema 

5.1.4), aqui colocado na forma que é pertinente para nosso uso. 

Teorema 2.4.1 Se  H : lRn + lRn é u m a  função continua, localmente injetiva e 

coerciva, então H é u m  (sobre) homeomorfismo do lRn. 

2.5 Teorerna do Passo da Montanha 

Usaremos o próximo teorema para estabelecer convergência global para o algo- 

ritmo inexato, que é uma versão do Teorema do Passo da  Montanha (veja, Teorema 

9.2.7 em [21]). 

Teorema 2.5.1 Seja f : lRn + lR u m a  função continuamente dzferenciável e 

coerciva. Seja S C lRn u m  conjunto compacto e não-vazio e m o mz'nimo de f n a  

fronteira (compacta) de S ,  isto é, m := min f ( x ) .  S e  existe a E S e b 6 S tal que 
X E ~ S  

f ( a )  < m e f (b) < m, então existe u m  c E IRn tal que V f ( c )  = O e f (c)  2 m. 



2.6 Sernicontinuidade Exterior 

Definição 2.6.1 Dizemos que u m a  função H : lRn --+ Rn é univalente se é 

contínua e injetiva, e fracamente univalente se existe u m a  sequência de funções 

univalentes H k  : lRn + lRn, tal que H k  converge uniformemente a H sobre cada 

subconjunto limitado do lRn. 

Observe que cada P-função contínua é univalente. Agora, supondo que H é uma 

Po-função contínua, temos, definindo H k ( x )  := H ( x )  + E ~ X ,  onde EI,  > 0, ~k + O 

quando k -+ oo, que H k  é uma P-função para todo k, portanto injetiva, e H k  

converge uniformemente a H sobre cada subconjunto limitado do lRn, deste modo 

segue que toda Po-função contínua é fracamente univalente. 

Na prova da convergência do algoritmo exato, necessitaremos do seguinte resul- 

tado de semicontinuidade exterior que pode ser obtido em [22]. 

Teorema 2.6.1 Seja G : lRn + lRn fracamente univalente e suponha que, para 

u m  q* E lRn, G-l (q*)  é não-vazio e compacto. Então para qualquer E > 0,  existe 

um 6 > O tal que para cada função fracamente univalente H e para cada vetor q com 

temos que 

0 # H - ' ( ~ )  C G-' (q*) + EB 

onde B denota a bola aberta unitária e m  lRn e R := G-l(q*) + EB. Além disso, 

H P 1 ( q )  e G P 1 ( q )  são não-vazios, conexos e uniformemente limitados para q n u m a  

vizinhança de q*. 



Capítulo 3 

Reformulações equivalentes para o 

Neste capítulo consideramos duas reformulações equivalentes para o Problema 

de Complementariedade Não-linear, as quais usaremos nos capítulos posteriores. 

Existem outras reformulações equivalentes para o Problema de Complementariedade 

Não-linear e uma boa referência é o artigo de Harker e Pang [13]. 

3.1 A função mínimo 

Nesta seção consideramos uma reformulação equivalente para o P C N ,  usando a 

função mínimo [I]. Para isso definiremos a seguinte classe de funções: 

Definição 3.1.1 Dizemos que a função V : lR2 + lR é uma função-PCN se 

satisfaz a seguinte condição 

Definindo 0 : lR2 + lR por 

O(a, b )  := min{a, b), 

temos que O é uma função-PCN. 



É fácil ver que 

O(a, b) = a - [a  - b]+, 

onde [a]+ := max{a, 0). 

Assim, definindo o operador O : lRn -+ lRn por 

temos que 

O próximo lema dá uma reformulação equivalente para o Problema de comple- 

mentariedade Não-linear. 

Lema 3.1.1 Seja F u m a  função de lRn e m  lRn. Então x* é u m a  solução do 

P C N ( F )  se, e somente se, x* é solução do sistema de equações 0 ( x )  = 0. 

Demonstração. Supondo que x* é uma solução do PCN(F) , temos que x$ 2 0, 

E(x*)  > O e xzFi(x*) = O para i = 1,. . . , n .  Portanto de (3.4) temos, usando 

o fato que O é uma função-PCN, que x* é solução da equação O(x) = O. Reci- 

procamente, supondo que x* é solução da equação O(x) = O, temos usando (3.4) 

que B(x:, Fi(x*)) = O para i = 1,. . . , n e, portanto, usando o fato que B é uma 

função-PCN, segue que x* é uma solução do P C N ( F ) .  i 

A próxima proposição estabelece propriedades P e Po do  operado^ 0 ,  definido 

por (3.4). 



Proposição 3.1.1 Seja F : lRn + lRn uma P-função (Po-função). Então O é 

uma P-função (Po -função). 

Demonstração. Assuma que F é uma P-função. Então para x # y, existe um 

índice i tal que 

(.i - ~ i )  [E (x) - E (Y)] > 0. 

Sem perda de generalidade, assumindo que xi > yi temos que Fi(x) > Fi(y). 

Mostraremos que (xi - yi)[Oi(x) - Oi(y)] > O. Suponha que isto não ocorre, então 

Oi(x) < Oi(y) O que significa que 

Mostraremos que a desigualdade acima não pode ocorrer. Os valores possíveis para 

xi - [xi - Fi(x)]+ são 

(i) xi se xi - E(x) < 0, e 

e, os valores possíveis de yi - [yi - Fi(y)]+ são 

Considerando todos os valores possíveis acima, mostraremos que a desigualdade 

não poderá ocorrer. 



(i) Supondo que ocorram (I) e (a), temos de (3.5) que xi < yi, o que é uma 

contradição. 

(ii) Supondo que ocorram (1) e (b), temos de (3.5) que xi 2 Fi(y). Como Xi > yi, 

isto implica que yi < Fi(y), contradizendo a condição para ocorrer (b). 

(iii) Supondo que ocorram (2) e (a), temos de (3.5) que Fi(x) 5 yi. Mas, por (a), 

yi < Fi (y) implicando que Fi (x) 5 Fi (y), o que é uma contradição. 

(iv) Finalmente, supondo que ocorram (2) e (b), temos de (3.5) que Fi(x) 5 Fi(y), 

o que é uma contradição. 

Portanto, para quaisquer x # y em lRn existe um índice i tal que 

(.i - ~ i )  [@i (x) - @i (Y)] > 0, 

provando que O é uma P-função. Um argumento similar mostra que O é uma 

Po-função. 

Da prova acima observamos que, se F é uma P-função e x # y existe um índice 

i tal que 

(.i - yi) [E (x) - E (Y)] > 0. 

Então, para o mesmo índice i temos que 

3.2 A função de Fischer-Burmeister 

Nesta seção, consideramos uma reformulação equivalente para o P C N ,  usando 

a função de Fischer-Burmeister [12], cp : lR2 + R ,  definida por 

cp(a,b) = a + b - d m ,  
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A função de Fischer-Burmeister é uma função-PCN. De fato, se cp(a, b) = 0, então 

O 5 d m  = a + b. Assim, elevando ambos os lados ao quadrado temos que 

( a  + b)2 = a2 + b2, O que implica que ab = O. E,  portanto a prova segue usando o 

fato que a + b 2 0. Reciprocamente, suponha que a > O, b > O e ab = O. Usando o 

fato que ab = 0, segue que 2/- = Ia + bl. Portanto como a > O e b > O temos 

quecp(a,b) = a + b - d m = 0 .  

Esta função foi introduzida por Fischer [ll] e desenvolve um papel central em 

vários métodos tipo Newton não-suave para a solução do P C N ,  veja por exemplo 

[3],  [5] e [8]. Aqui, no entanto, usaremos esta função como uma ferramenta teórica. 

Para este fim, definimos o operador : lRn + iRn por 

onde F é uma função de iRn em IR". 

O próximo lema dá uma reformulação equivalente para o Problema de comple- 

mentariedade Não-linear . 

Lema 3.2.1 Seja F u m a  função de Rn e m  lRn. Então, x* E lRn é solução do 

P C N ( F )  se, e somente se, x* é solução do sistema de equações @(x) = 0. 

Demonstração. Se x* E iRn é uma solução do P C N ( F ) ,  então para todo 

i = 1 , .  . . , n, temos que 

Portanto, 



implicando que cp(xi, Fi(x)) = O para todo i = 1, . . . , n. Reciprocamente, suponha 

que @(x) = 0, então p(xi, Fi(x)) = O para todo i = 1, . . . , n. Assim, de (3.1) segue 

que 

xg>O, Fi(x*)>O e x,TFi(x*)=O, 

para todo i = 1 , .  . . , n. Portanto, x* é solução do P C N ( F ) .  i 

Considerando o operador @ dado acima, definimos a, função de mérito, 

4 : iRn + R, para o P C N ( F )  como 

A próxima proposição enumera algumas propriedades do operador e da função de 

mérito definidos acima. 

Proposição 3.2.1 A s  seguintes afirmações são válidas: 

I .  Se  F é continuamente diferenciável, então a função de mérito 4 é continua- 

mente  diferenciável e m  lRn. 

2. S e  F é u m a  Po-função, então cada ponto estacionário de 4 é u m a  solução do 

P C N ( F )  . 

Demonstração. Veja [7] i 

O próximo lema é um resultado técnico, e sua demonstração pode ser encontrada 

em [14]. 



Lema 3.2.2 Se jam {a" e {bk) duas sequências e m  R. S e  u m a  das condições 

seguintes ocorrer 

(i) a" +m e bk -+ +oo; 

(ii) ak -+ -cs; 

(iii) bk + -oo. 

Então, lY(a" bk) 1 + +m. 

A próxima proposição estabelece propriedades P e Po do operador @, definido 

por (3.7). 

Proposição 3.2.2 Seja F : IRn + Rn u m a  P-função (Po-função). Então é 

u m a  P-função (Po-função). 

Demonstração. Assuma que F é uma P-função. Então para x # y, existe um 

índice i tal que 

(.i - ~ i )  [E (x) - Fi (y)] > 0. 

Mostraremos que para o mesmo índice i, 

Sem perda de generalidade, assumimos que xi > yi e mostraremos que 

@i(%) - Qi(y) > O. Assuma o contrário, Qi(x) 5 @i(y), e coloque por simplici- 

dade, a = xi, B = yi, 7 = Fi(x) e 6 = Fi(y). Temos que a > ,6 e 7 > 6. Agora, 

5 @i(y) implica que 



Elevando ambos os lados ao quadrado, simplificando, e usando a desigualdade 

temos 

Elevando ao quadrado a desigualdade acima, segue que (a6 - ,@y)2 < O, o que é 

uma contradição. Portanto, @ é uma P-função. A propriedade Po segue de forma 

análoga. i 



Capítulo 4 

Regularização proximal variável 

Neste capítulo apresentamos uma nova regularização proximal com métrica 

variável a um parâmetro para uma função F de IRn em IRn, e, de forma análoga ao 

capítulo anterior definimos os operadores correspondentes à função regularizada e 

estudamos suas propriedades. 

4.1 Regularização da função F 

Dada uma função F : IRn + E, xk E lRn, xk > O,  r E IR, r > 1, definimos a 

regularização de F, Fk lRn + IRn, como 

onde (XY-' é definida por (Xk))-r = d~a~{(x!)-~,  . . . , (x:)-~) e ck é um parâmetro 

positivo. 

A próxima proposição mostra que se F é uma Po-função, então, pela Proposição 

2.3.1, item ( c ) ,  o problema regularizado PCN(F'"), tem no máximo uma solução e 

portanto é melhor tratável do que o P C N ( F ) .  

Proposição 4.1.1 Se F é uma Po-função, então F" uma P-função. 



Demonstração. Como F é uma Po-função, para quaisquer x # y em lRn, existe 

um índice i tal que 

(.i - ~ i )  [E ( x )  - E ( Y ) ]  2 0. (4.2) 

Mostraremos que (xi  - yi) [FF(x) - FF(y)] > 0, provando assim que F k  é uma P- 

função. Usando a definição de F k ,  temos que 

Agora, usando (4.2) e os fatos que xi # yi, xf > O e ck > O temos que 

(xi  - yi) [F:(x) - F: ( y ) ]  > O .  i 

4.2 Regularização para o operador mínimo 

Considerando a regularização de F, Fk : 1R" + lRn, dada em (4.1), definimos 

de forma análoga a (3.3) o operador ek : lRn + lRn, como 

e k ( x )  := x - [x - Fk(x)]+ = 

onde 13 : lR2 + lR é definida por (3.2). 

Definimos também a função de mérito correspondente .Sik : IF1" + lR como 

A proposição seguinte é uma consequência direta da Proposição 3.1.1. 



Proposição 4.2.1 Se F é uma Po-função, então ek é uma P-função. 

Demonstração. Pela Proposição 4.1.1 temos que Fk é uma P-função. Portanto, 

pela Proposição 3.1.1, segue que 0% uma P-função. i 

A próxima proposição estabelece a existência de solução para problema regula- 

rizado, P C N  (Fk) . 

Proposição 4.2.2 Se F é uma Po-função continua, então ek é coerciva. 

Demonstração. Seja {uj) uma sequência qualquer tal que IIujll + oo. Como 

F é uma Po-função contínua temos, pelo Lema 2.3.1, que existe uma subsequência, 

que escreveremos sem perda de generalidade como {uj), e um índice i tal que uma 

das seguintes condições ocorre: 

(i) 4 + oo e {Fi (uj)) é limitada inferiormente, ou 

(ii) u! i -oo e {Fi ( ~ 3 ) )  é limitada superiormente. 

Pela definição de Fk temos que 

k - r j  k ( , F ( u ) )  u - [ u - ( u )  - c k ( )  (ui -x i ) ]+.  (4.5) 

Assim, supondo que ocorra (i), mostraremos que nas duas possibilidades para a 

igualdade acima, 

~ ( 4 ,  F/(ui)) i 00. 

(a) Se ui - Fi(uj) - C~(X() -~(U!  - xi) 5 0, então de (4.5) temos que 

B(ui, F:(uj)) = uj,  e portanto, B(uj, F?(uj)) t oo; 



(b) Se u; - Fi (uj) - ck (x~)-T(u; - xt)  > 0, então de (4.5) temos que 

k -r j k -r k B(U{,F!(U~)) = Fi(uj )+ck(xi)  ui -ck(xi)  x i .  

Como {Fi(uj)) é limitada inferiormente e c k ( x ~ ) - T x ~  é uma constante, então 

Q(u;, ~ , k  (d)) 4 CO. 

Logo, segue que se ocorrer (i) temos que II0"uj)ll + CO. De forma análoga 

mostra-se que se ocorrer (ii), IIOk(uj) 1 1  + CO. i 

O próximo teorema mostra a unicidade de solução para o PCN(F" supondo 

que F é uma Po-função contínua. 

Teorema 4.2.1 Se F : IRn + IRn é uma Po-função continua e Fk : lRn -+ IRn é 

definida como em (4.1), então o sistema de equações O y x )  = O tem sulução única. 

Prova. Como F é uma Po-função, temos pela Proposição 4.2.1 que Ok é uma 

P-função, e, portanto injetiva. Agora, como F é uma Po-função contínua temos pela 

Proposição 4.2.2 que Ok é coerciva. Portanto, pelo Teorema 2.4.1 temos que 0% 

um homeomorfismo em lRn e, assim Ok(x) = O tem solução única. i 

Observe que, pelo Lema 3.1.1 e Teorema acima segue que o PCN(F" tem 

solução única. 

4.3 Regularização para o operador Fischer- 
Burrneister 

Nesta seção consideramos o operador de Fischer-Burmeister e a função de mérito 

para o problema regularizado definidos, respectivamente, por 



onde F" definida por (4.1) e cp é definida por (3.6). 

A próxima proposição estabelece existência de solução para o problema regula- 

rizado. 

Proposição 4.3.1 Suponha que F é u m a  Po-função contínua. Então @I" é coercivo. 

Demonstração. Seja {uj) uma sequência qualquer tal que IIujll + oo. Como 

F é uma Po-função contínua temos, pelo Lema 2.3.1, que existe uma subsequência, 

que escreveremos sem perda de generalidade como {uj}, e um índice i tal que uma 

das seguintes condições ocorre: 

(i) u: + oo e {Fi(uj)} é limitada inferiormente, ou 

(ii) ?L: i -oo e {Fi(uj)} é limitada superiormente. 

Pela definição de F< temos que 

Logo, se ocorrer (i) temos que F:(uj) --+ co quando j -+ oo. Assim, do Lema 

3.2.2 segue que Iv(u:, F:(uj)) 1 i 00 quando j t oo. Portanto, @' é coercivo. 

Agora, se ocorrer (ii), segue diretamente do Lema 3.2.2 que Iv(u;, e ( u j ) ) I  + oo 
quando j -+ co, provando assim que Qk é coercivo. i 

Para finalizar este capítulo, mostraremos que o sistema de equações @"x) = O 

tem solução única quando F é uma Po-função contínua. 

Teorema 4.3.1 Se  F : lRn + lRn é u m a  Po-função contínua e F\ lRn + lRn é 

definida como e m  (4.1), então o sistema de equações Qyx)  = O t e m  solução Única. 
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Prova. Como F é uma Po-função, temos pela Proposição 3.2.2, que Q k  é uma 

P-função, e, portanto injetiva. 

Agora, como F é uma Po-função contínua temos, pela Proposição 4.3.1, que Q k  

é coerciva. Portanto, pelo Teorema 2.4.1 segue que @IC é um homeomorfismo em IRn 

e assim @(x) = O tem solução única. i 



Capítulo 5 

Algorit mos e convergência 

Neste capítulo, propomos algoritmos do tipo ponto proximal exato e inexato com 

métrica variável e mostramos propriedades de convergência. 

5.1 Algoritmo exato 

Nesta seção usamos o operador mínimo, definido por (4.3), para propomos um al- 

goritmo do tipo proximal exato com métrica variável para resolver o P C N ( F ) ,  onde 

F : lRn + lRn é uma Po-função contínua1. Mostramos propriedades de con- 

vergência sob algumas hipóteses, entre elas, a condição do conjunto solução do 

P C N ( F )  ser limitado e, sem considerar esta condição mostramos que a sequência 

exata forma uma sequência minimizante para a função Lagrangiano implícito, 

M : lRn + R+, definida por 

1 1 
M(x) := h F ( x ) ) + ~ ( ~ ~ ~ x G F ( x ) ~ + ~ ~ 2 -  I I ~ I I ~ + I I I F ( ~ )  - -XI+II'- Q I I F ( X ) I I ~ ) ,  (5.i) 

onde O < a! < 1 é um escalar dado. A função Lagrangiano implícito foi introduzida 

por Mangasarian e Solodov 1161 e é uma função de mérito para o P C N ( F ) .  

'Agradecemos ao Prof. M. S. Gowda que sugeriu supor F apenas contínua 
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A seguir apresentamos o algoritmo exato, em que se utiliza .Sik, dada por (4.4) 

como função de mérito. 

Algoritmo 5.1.1 Passo O :  Escolha c0 > 0, 60 E (O, 1) e xO E IR:+. Faça k := 0. 

Passo 1: Dados ck > 0, 6k E (O, 1) e xk C E:+, obtenha xW1 t R:+, Pk+l E (O, 1) 

tais que Pk+1 < pk, 1lzk - xk+' 1 1  < e $k (xk++') i 5 4, onde 9 é a solução 

única do PCN(F '9 .  

Passo 2: Escolha ck+' > O e 6k+l E (O, dk). Faça k := k + 1 e volte ao Passo 1. 

O Algoritmo 5.1.1 está bem definido, pois pelo Teorema 4.2.1 o P C N ( F k )  tem 

solução única e, como é contínua temos que para qualquer 6k > O, existe um 

O < < ,Ok ta1 que $k(y)t < 6k para qualquer y tal que 119 - 2111 < ,&+I, visto 

que 7,hk (sk) = 0. 

Para obtermos convergência global do Algoritmo 5.1.1 consideramos as seguintes 

hipóteses sobre a sequência de parâmetros {ck}: 

(A) ck(~"-'(xN1 - xk) + O se {x" é limitada e r > I; 

(B) ck(XYs -+ O se {x" é ilimitada e s < 0; 

Observamos que não necessariamente q necessita ir a zero para a hipótese B 

valer, e isto era necessário no caso proximal clássico estudado por Yamashita, Imai 

e Fukushima em [25]. Oliveira and Oliveira [20], mostram sobre certas hipóteses 

sobre ck e tomando F (x )  = Vf (x), onde f : IR" -+ E? satisfaz certas condições, 

que vale (A). 



Retornamos agora as funções associadas à função mínimo, dadas por O (3.3), 0" 

(4.3) e Si"4.4). Defina também $(x) = $ ~ ~ O ( X ) ~ ~ ~ .  

Agora, usando as hipóteses acima mostraremos que $Jk converge uniformemente 

a $J em compactos. 

Lema  5.1.1 Suponha que vale a hipótese B e que S C En é u m  conjunto compacto 

não-vazio. Se  {x" é ilimitada, então para cada E > 0 ,  existe u m  ko suficientemente 

grande tal que para todo k > ko temos o seguinte: 

(i) 

IIOk(x) - 0(x)II < E para todo x E S ;  

(ii) 

I$Jk(x) -$J(x)I < E  para todo x E S. 

Demonstração.  (i) Usando a definição de Ok e a não-expansividade da projeção 

(veja [15], pp. 118), temos, para todo x E S, que 

Assim, fazendo k -+ cm na desigualdade acima e usando a hipótese B temos que 

@converge uniformemente a O em S. 

(ii) Usando a definição de $Jk e $J temos que para todo x E S 



Assim, fazendo k + oo na desigualdade acima e usando a parte (i) temos que $k 

converge uniformemente a $ em S. i 

O próximo teorema mostra que a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1.1 converge 

globalmente. 

Teorema 5.1.1 Suponha que F é u m a  Po-função continua, valem as hipóteses A 

e B e que o conjunto de soluções, S*, do P C N ( F )  é não-vazio e limitado. S e  

bk + 0, então a sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 5.1.1 é limitada e qualquer 

ponto de acumulação de {xk} é u m a  solução do P C N ( F ) .  

Prova. Primeiro mostraremos que {x" é limitada. Suponha que {xk} não é 

limitada, então existe uma subsequência, {xkj } tal que Ilxkj 1 1  + oo. 
Como S* é limitado, temos que, para qualquer 6 > O,  S := S* + 6 8  é não-vazio, 

limitado e xkj 4 S para j suficientemente grande. Assim, pelo Lema 5.1.1, segue 

que para j suficientemente grande, Okj-' está próximo de O no fecho de S, e 

portanto, pelo Teorema 2.6.1 segue que, (@-I)-' (O) 2 (@)-'(O) + 6B = S .  Como 

-k.-1 - x 3 - (@-')-I (O), temos que zkj-' E S, O que é uma contradição. 

Agora, mostraremos que qualquer ponto de acumulação de {xk} está em S*. 

Como {xk} é limitada, temos da Hipótese A e da  definição de $ Q u e  I $ J ~ ( x ~ + ' )  - 

$(xk+') 1 -+ O. Assim, pelo Passo 1 do Algoritmo 5.1.1 e a hipótese que 6k + 0, 

temos que $k (xk+') + O . Portanto, $(xk+') -+ O,  o que significa que todo ponto 

de acumulação da sequência é uma solução do P C N ( F ) .  i 

A próximo resultado é uma consequência imediata da definição do Algoritmo 

5.1.1 e do Teorema acima. 



Corolário 5.1.1 Suponha que F  é u m a  Po-função continua, valem as hipóteses A e 

B e que o conjunto de soluções, S*, do P C N ( F )  é não-vazio e limitado. S e  dk + O 

e {,&} é obtida de tal forma que ,& t 0 ,  então todo ponto de acumulação de { a k }  

é solução do P C N ( F ) .  

No teorema a seguir mostraremos que ?Ek é uma sequência minimizante para a 

função Lagrangiano implícito (5.1) , sem usar a condição do conjunto solução ser 

limitado. 

Teorema 5.1.2 Suponha que F  é u m a  Po-função continua e vale a seguinte hipótese 

sobre a sequência de parâmetros {ck): 

lim ck(xk)- ' (ak - xk )  = O. 
k+co 

Então, {ak}  forma u m a  sequência minimizante para a função Lagrangiano implicito 

(5.1), ou seja, 

lim M ( z ~ )  = O. 
k+cQ 

Prova. Temos a seguinte desigualdade para a função M (veja [26]), 

onde 

1 
Y,(x) := [x - -&F(x)]+. 

Como ?Ek é a única solução do PCN(Fk)) ,  temos, pelo Lema 3.1.1, que 

Assim, usando a não-expansividade da projeção, temos que 

1 k - k  1 
112 - y , ( ~ k ) I I  = II[z" -F ( x  ) I +  - [?Ek - - ~ ( ~ ~ ) ] + l l  a a 



Logo, segue de (5.2), (5.3) e (5.4) que 

1 - a2 
lim M(;~) 5 - lim I ~ c ~ ( x ~ ) - ' ( T ~  - xk)1I2 = 0. 

k+m 2a3 k+m 

Como M(x) > 0, pois é uma função de mérito para o P C N ( F ) ,  segue que {Tk) 

forma uma sequência minimizante para a função Lagrangiano implícito. i 

5.2 Algoritmo inexato 

Nesta seção propomos um algoritmo do tipo proximal inexato com métrica 

variável para resolver o P C N ( F ) ,  onde F : lRn + lRn é uma Po-função con- 

tinuamente diferenciável. Usamos o operador de Fischer-Burmeister, definido por 

(3.7), e mostramos propriedades de convergência para o Algoritmo. 

Algoritmo 5.2.1 Passo O: Escolha c0 > O, So t (0 , l )  e xO E E':+. Faça k := 0. 

Passo 1: Dados ck > 0, bk E (O, 1) e xk t R:+, obtenha xk+' E lRL de tal forma 

que ~ ~ ( x ~ + ' )  < 6,. 

Passo 2: Escolha ck+l > O e Sk+' E (O, bk). Faça k := k + 1 e volte ao Passo I .  

Agora, daremos hipóteses sobre as quais o Algoritmo 5.2.1 converge globalmente 

para uma solução do P C N ( F ) .  A sequência {ck} satisfaz as seguintes condições: 

(A) ck (xk)-r  (2"' - xk) -+ O se {xk} é limitada; 

(B) ck (Xk))" + O se {xk} é ilimitada e s 5 0. 

Agora, usando as hipóteses acima mostraremos que 4k converge uniformemente 

a 4 em compactos. 



Lema 5.2.1 Suponha que vale a h-ótese B e que S C lRn é u m  conjunto compacto 

não-vazio. S e  {xk) é ilimitada, então para cada E > 0, existe u m  ko  suficientemente 

grande tal que para todo I% > ko temos que 

Iq5k(x)-q5(x)I S E  para todo X C S .  

Demonstração. Para quaisquer a ,  b, c E lR temos que 

Portanto, tomando a = xi, b = Fi(x) e c = ~ k ( x f ) - ~ ( x ~  - xf) ,  segue da  hipótese 

B que 

I~ (x i ,@(x ) )  - (p(xi,Fi(x))I 5 21ck(~:)~(xi  - x$)I 0. 

Como S é compacto e cp, F e Fk são contínuas, temos, para todo i ,  que 

Assim, segue que qbk converge uniformemente a q5 em S. i 

Agora podemos provar o teorema de convergência. 

Teorema 5.2.1 Suponha que F é u m a  Po-função continuamente diferenciável, 

valem as hipóteses A e B e que o conjunto de soluções, S*, do PCN(F) é não-vazio 

e limitado. S e  dk + 0, então {xk} é limitada e qualquer ponto de acumulação de 

{xk} é u m a  solução do P C N ( F ) .  



Prova. Primeiro mostraremos que {xk} é limitada. Suponha que {xk} não é 

limitada, então existe uma subsequência {xk)kEK tal que llxk 1 1  -+ cm quando k + oo 

com k E K. 

Como Y é limitado, existe um compacto S C IRn não-vazio tal que S* C int(S) 

e xk $! S para k E K, suficientemente grande. Mas, se x* E S*, então temos que 

$(x*) = O. Assim, tomando a := min$(x) > O, e aplicando o Lema 5.2.1 com E := 2 
~ E a s  

existe um ko tal que para todo k 2 ko 

Do Passo 1 do algoritmo temos $k(x"l) 5 d;, portanto, usando a hipótese que 

dk --+ 0, existe um kl tal que para todo k > kl, $"xN1) 5 %. 

Agora, considerando um índice k E K, fixo suficientemente grande, tal  que 

k > max{ko, kl) e, colocando a = x* e b = xwl temos, pelo Teorema 2.5.1, que 

existe um c E IRn tal que V$k(c) = O e @(c) > m > > O. Assim , c é um ponto 

estacionário de $5 mas não é solução do P C N ( F k )  contradizendo a Proposição 

3.2.1, item 2. Portanto, {xk} é limitada. 

Agora, mostraremos que qualquer ponto de acumulação de {xk) está em S*. 

Como {xk) é limitada, temos da Hipótese A que IIF"xk+l) - F(xk+l)ll + 0, e de 

forma análoga à prova do Lema 5.2.1 temos que l@(xk+l) - q5(xk+') 1 + O. Assim, 

k k+l pelo Passo 1 do algoritmo e a hipótese que dk + 0, temos que $ (x ) + O . 

Portanto, $(xk+') + O,  o que significa que todo ponto de acumulação da sequência 

é uma solução do P C N  (F) . i 



Conclusões 

Apresentamos uma nova classe de algoritmos para resolver o P C N ( F ) ,  com re- 

sultados de convergência para Po-funções. Para o Algoritmo 5.1.1, que de certa 

forma é um algoritmo exato, mostramos convergência global para a sequência ge- 

rada pelo algoritmo supondo F apenas contínua e mostramos que a sequência ex- 

ata gerada pelo algoritmo é minimizante para a função de mérito Lagrangiano 

implícito sem supor limitação para o conjunto de solução do P C N ( F ) .  Para o Algo- 

ritmo 5.2.1, que é inexato, provamos convergência global supondo F continuamente 

diferenciável e de certa forma com hipóteses sobre os parâmetros ck melhores do que 

para o método proximal clássico usado por Yamashita, Imai e Fukushima [25]. 

Como trabalhos futuro, estamos particularmente interessados no comportamento 

do algoritmo, dependendo do parâmeto r > 1, também quando aplicado a funções 

monótonas. Por outro lado, observe que embora as funções mínimo e de Fischer- 

Burmeister, foram essenciais na  nossa análise teórica poderíamos ter escolhido outra 

função de mérito no passo 1 dos nossos algoritmos de forma a escolher melhor 

os ck's. Como uma observação final, seria interessante provar convergência global 

sem considerar a hipótese do conjunto solução do P C N ( F )  ser limitado. Outra 

questão interessante a ser considerada é a implementação do Algoritmo 5.2.1, usando 

métodos tipo Newton não-suaves. 
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