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Resolvemos o problema de controle H, para uma classe de sistemas lineares a 

tempo contínuo sujeitos a saltos Markovianos nos parâmetros (MJLS). Estendemos 

os resultados de [28] em duas direções: obtivemos condições necessárias e suficientes 

para a existência de um controlador de realimentação de estados que estabiliza o 

MJLS e garante que uma determinada norma L2 seja menor que um valor preespeci- 

ficado. Além disso, consideramos o caso em que o espaço de estados da cadeia de 

Markov é infinito enumerável. A solução é dada em termos de um conjunto infinito 

enumerável de equações algébricas de Riccati (ICARE) . 
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The subject matter of this thesis is the H,-control problem for a class of contin- 

u o u ~  time linear systerns subject to a Markovian jumps in the parameters (MJLS) . 

We extend the results in [28] in two directions: we give necessary and suf ic ient  

conditions for the existente of a feedback controller which stochastically stabilizes 

the MJLS while ensuring that a certain L2 induced norm be less than a prespecified 

value. In addition, we consider here the case in which the state-space of the Marlov 

chain is countably infinite. The solution here is given in terms of a countably infinite 

set of coupled algebraic Riccati equations (ICARE). 



Abreviaturas 

Ao longo dos capítulos da tese, utilizamos as seguintes abreviaturas: 

ICARE: conjunto infinito enumerável de equações de Riccati algébricas inter- 

conectadas associadas ao MJLS (da abreviatura em inglês para countably idinite 

coupled algebraic Riccati equation) . 

JLQ: problema de controle ótimo para a classe dos MJLSs com critério de custo 

integral quadrático (da abreviatura em inglês para jump/ linear/ quadratic) . 

L&: problema de controle ótimo para a classe dos sistemas lineares com critério 

de custo integral quadrático (da abreviatura em inglês para linear/ quadratic). 

MJLS: sistema linear com saltos markovianos (da abreviatura em inglês para 

Markov jump linear system) . 

MJS: sistema com saltos Marlmvianos (da abreviatura em inglês para Markov 

jump syst em). 

MSS: estabilizabilidade na média quadrática (da abreviatura em inglês para 

mean square stabilizability). 

SD: detectabilidade estocástica: (da abreviatura em inglês para stochastic de- 

t ect ability) . 

SS: estabilizabilidade estocástica (da abreviatura em inglês para stochastic sta- 

bilizability) . 

v. a. : variável aleatória. 
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Capítulo 1 

Introdução 

A solução de problemas de controle de sistemas dinâmicos, seja qual for sua na- 

tureza (industrial, biológica, ecológica, econômica, entre outras), depende funda- 

mentalmente do nivel de informação disponível sobre os mesmos. A diversidade 

dessa iiiformação origina uma grande variedade de modelos e cria situações onde 

os métodos de controle disponíveis não são adequados, e, como consequência geram 

diversos tópicos de pesquisa. Uma questão importante consiste em escolher um tipo 

de modelo que simultaneamente caracterize o sistema de modo adequado, face às in- 

formações disponíveis, e seja matematicamente tratável. Convém ressaltar, contudo, 

que, conforme M. Kac, " Models are, for the m o s t  part, caricatures of reality, but if 

they  are good, then,  like good caricatures, they portray, tlzough perhaps in a distorted 

manner ,  some of the  features of the real world". Isto traduz, em parte, o fato de 

que, para tornarmos os modelos mais representativos do sisteina real, devemos ca- 

racterizar adequadamente as incertezas no modelo que podem ser, por exemplo, de 

natureza ambienta1 ou de modelagem. Essas incertezas podem ter diversas origens: 

ruído em aparelhos de comunicação, flutuações atmosféricas, flutuações na bolsa de 

valores, falhas, incertezas paramétricas, etc. De maneira geral, quanto mais com- 

plexo o sistema, maior a dificuldade em modelá-los, e, como consequêiicia, maior o 

grau de incerteza sobre os mesmos. Portanto, o tratamento adequado da maioria 

dos sistemas, incluindo os acima meiicionados, requer a incorporação de incertezas 

na sua modelagem. 

O problema de controle d e  sistemas dinâmicos sujeitos a incertezas é 

estruturalmente rico, t ecnologicaineilte importante e coiistitui-se um problema ainda 

em aberto e promissor em diversos cenários, tanto no que diz respeito a questões de 



modelagem como na formulação de métodos e algoritinos. Convém ressaltar que as 

metodologias desenvolvidas para resolver este problema não têm impacto apenas em 

automação e controle. Na verdade, estas metodologias têm grande impacto social, 

pois auxiliam na solução de diversos problemas atuais e relevantes, tais como em 

auxílio ao diagnóstico em medicina, prospecção de petróleo, exploração espacial, 

telecomunicações via satélite, robótica, processamento de imagens, e em diversas 

outras aplicações nas quais incertezas surgem naturalmente. 

Um desses ceiiários de incertezas diz respeito às perturbações aditivas. His- 

toricamente, essas perturbações foram modelados através dos ruídos brancos, com 

grande sucesso para o caso de sistemas lineares, e posteriormente através dos pro- 

cessos de Wiener , mais adequados para os sistemas não-lineares . Ti- adicionalinent e, 

o uso desses modelos requer um conhecimento preciso das estatísticas do ruído, o 

que em diversas situações práticas não é possível. Isso motivou, em parte, o uso 

de novas medidas de performance. Uma tentativa de coiitornar esse problema foi 

proposta através de uma formulação em que a performance é baseada na norma 

H,, ou seja, assume-se que o ruído é qualquer sinal (processo) com energia finita, 

i.e., qualquer sinal em L2. Nesse cenário o problema de controle é dito H,, e a 

idéia é projetar controladores que garantam um nível de performance prescrito no 

ganho L2 induzido pelo operador que relaciona o sinal de ruído com o sinal de saída 

do sistema. O problema de controle H, passou a ter grande interesse a partir do 

trabalho de Zames (1981). Inicialmente tratou-se o problema linear, invariante no 

tempo, usando as técnicas do domínio da frequência e o problema com realimen- 

tação de estado foi o primeiro a ser resolvido com esta técnica. No entanto, foi a 

formulação usando técnicas de espaço de estado, onde a solução recai na solução 

de equações de Riccati, que mais evoluiu. O sucesso da abordagem H, pode ser 

medido, por exemplo, pelo número imenso de trabalhos publicados na literatura es- 

pecializada. Além do problema de controle e filtragem para sistemas lineares ( ver 

Por exe=Qlo, [341, [481, [531, [Gol ,  [611, [621, [631, L731 - [76], [78], [gol, [85], [89], [92]) 

essa abordagem tem sido utilizada também para a classe dos sistemas não-lineares 

(ver, p. ex., [54], [79]). Mais recentemente, para o caso de problemas de controle 

H, com delay ([ll], [49], [70], [89]). 

Além dos distúrbios aditivos usuais, um outro cenário de incerteza importante 



diz respeito a mudanças na estrutura do sistema diiiâinico coino consequência, por 

exemplo, de fenômenos abruptos.  Uma abordagem para lidar com esse cenário, 

e que tem despertado bastante interesse, tem sido aquela em que essas incertezas 

podem ser caracterizadas no modelo através de uma cadeia de Marlcov (contínua 

ou discreta) com espaço de estado contável (finito ou eiiurnerável). Esses sisteinas 

são também conhecidos na literatura como Sistemas com Saltos Markovianos 

(MJS) e constituem uma classe importante de Sistemas Híbridos. 

Diversos sistemas dinâmicos são inerenteineiite vulneráveis a mudanças (incertezas) 

abruptas em suas estruturas devido, por exemplo, a falhas em coinpoiientes ou/e 

interconexões ( as vezes denominado na literatura de comportamento de regime 

múltiplo). Isso acontece, por exemplo, em sisteinas de manipuladores robóticos, 

em sistemas de controle de aviões, estruturas flexíveis de grande porte para estações 

espaciais (tais como antenas, aparatos solares,etc), onde a falha de um atuador 

ou sensor é uma ocorrência bastante comum. Na área médica esse cenário é con- 

siderado, por exemplo, no desenvolvimento de técnicas digitais para o diagnóstico 

autoinático de eletrocardiogramas, onde uma mudança abrupta no rítino do coração 

é um parâmetro importante. Além dessas situações, os MJS, descritos acima, foram 

também utilizados para estudar problemas em economia, sistemas de potência, meio 

ambiente, sistemas integrados de redes de comwnicações, reatores nucleares, etc. Os 

MJS são vistos por diversos pesquisadores como uma verdadeira alternativa para se 

atingir comportamentos tolerantes a falhas em sistemas de controle, e como conse- 

quência altamente relevante, para a área de Teoria de Controle ( faz parte do que 

se denomina na literatura especializada como " safety-critica1 and highiiitegrity 

syst eins" ) . 

A subclasse dos MJS mais estudada tem sido a dos sisteinas lineares, e é usual- 

mente conhecida na literatwla especializada coino sistemas lineares com saltos 

markovianos (de agora em diante denominado MJLS). De maneira geral, pode- 

mos dizer que as incertezas nos MJLS, devido a mudanças na estrutura, são de na- 

tureza paramétrica e do ponto de vista de aplicações, estão associadas a fenômenos 

abruptos como mencionado anteriormente. A partir dos resultados de Sworder [81] 

e Wonham [86] uma vasta teoria para os MJLS foi deseiivolvida, que inclue diversos 

resultados em estabilidade, controle, filtragem e jogos (ver, p.ex., [4] - [33], [35] - 



[47], [55] - [58] , [66] - [69] , , [81] , [84], [86]). Além do grande desenvolvimento teórico 

para a classe MJLS, confirmado, em parte, pelo vasto número de publicações, estes 

modelos têm despertado grande interesse também, face às suas potencialidades em 

aplicações, tais como em usinas nucleares, energia elétrica e térmica [64], [83] e [88] , 
robótica, técnicas para diagnóstico automático de eletrocardiogramas [87], interfe- 

rências eletromagnéticas em sistemas de controle digital de vôo [51], econometria 

[61, [321, etc. 

Apesar da teoria de sistemas lineares com saltos Marlovianos (MJLS) ter apre- 

sentado um avanço notável nos últimos 15 anos, diversos tópicos de pesquisa rele- 

vantes permanecem em aberto. Sem a menor intenção de sermos exaustivos nessa 

questão, podemos citar os problemas de controle e filtragem com observações parci- 

ais, controle H, para o caso contínuo, controle robusto, sistemas com retardo, jogos 

dinâmicos, inter alia, como uma pequena amostra de problemas em aberto para o 

caso em que o espaço de estado da cadeia de Markov é infinito contável. 

Nesta Tese pretende-se dar continuidade aos trabalhos desenvolvidos para MJLS, 

a tempo-contínuo e espaço de estado da cadeia de Markov infinito contável (p.ex., 

[45] - [47]). O problema que estudaremos nesse cenário é o de controle H,. Apesar 

do problema H, para MJLS, a tempo contínuo, ter sido pioneiramente tratado em 

[28], os resultados obtidos nesse trabalho sofrem de duas restrições fundamentais: 

(R. 1) Foram obtidas apenas condições de suficiência. 

(R.2) O espaço de estados da cadeia de Markov é finito. 

Pretende-se nesse trabalho suprir essa lacuna, investigando as condições neces- 

sárias e suficientes, para o caso em que a cadeia de Markov tem espaço de 

estados infinito enumerável. Nesse cenário, dificuldades adicionais surgem na- 

turalmente, como por exemplo, o problema passa a ser um problema de dimensão 

infinita. A metodologia usada naquele caso, para a prova da suficiência, não se 

transporta para o nosso cenário, que requer uma abordagem teórica distinta. 

Em [H], tratou-se o problema H, a tempo discreto com espaço estados infinito 

enumerável para a cadeia de Markov, e, ao contrário de trabalhos anteriores, foram 

obtidas condições necessárias e suficientes. Resultados trazidos ou adaptados de [5] 

permeiaram alguns desenvolvimentos aqui apresentados. 



Embora as idéias fundamentais serem ainda provenientes do trabalho de Costa 

e do Val [18], pelo fato de ser um problema a tempo contínuo e de dimensão infinita 

foi necessário o uso de um ferramenta1 mais sofisticado da Teoria de Operadores 

(com ênfase em Sernigrupo) e Processos Estocásticos. 

Via uma versão do conceito do gradiente para funções complexas desenvolvida em 

[5], a partir do conceito de decomplexificação descrito em [2] para funções complexas 

não lineares com imagem em R, foi possível especificar o sernigrupo do processo de 

Markov { x ( t ) ,  6 ( t ) ) .  Baseado nestes resultados encontramos uma expressão para a 

fórmula de Dynkin que, aliada 5s condições estruturais de estabilidade estocástica e 

detectabilidade estocástica e à condição de existência e unicidade de soluções para 

um certo conjunto infinito enumerável de equações algébricas de Riccati interconec- 

tadas (ICARE), possibilitou estabelecermos a solução do problema minimax no caso 

horizonte finito. Neste caso a solução coincide com a solução ótima para o controle 

[47]. No caso horizonte infinito a ferramenta principal para a solução do problema 

rninimax é um lema de Yakubovick [gol, descrito na seção 5.6. 

Naturalmente, ainda é muito cedo para se prever a totalidade de situações onde 

a teoria desenvolvida nessa tese será aplicada. No entanto, podemos citar algumas 

situações onde o modelo estudado aqui pode ser naturalmente aplicado. Por exem- 

plo, aplicações para uma planta não-linear para a qual existem um número infinito 

contável de pontos de operação, cada um caracterizado por um modelo linear, onde 

a mudança abrupta poderia representar a dinâmica do sistema movendo de um pon- 

to de operação para outro é sugerido em (231. Isso poderia acontecer também em 

economia, onde a complexidade do sistema, incluindo o fato que o futuro é incerto, 

é tal que temos que considerar um número infinito de cenários possíveis afim de ter- 

mos um modelo mais adequado (ver, p.ex., [I] para motivação do uso de análise em 

dimensão infinita em economia e [32] para motivação do uso de MJLS em economia). 

Um breve esboço do conteúdo dessa tese pode ser descrito da seguinte maneira. 

No Capítulo 2 introduzimos notações, os objetos probabilísticos e definições dos es- 

paços que vamos trabalhar. Fazemos um breve histórico do problema de controle 

H, no Capítulo 3, exibindo alguns resultados bastante referenciados na literatura. 

No capítulo 4, descrevemos o modelo, o problema de controle H, e anunciamos 

resultados intermediários. Alguns conceitos fundamentais como decomplexificação, 



conceitos básicos da Teoria de Semigrupos, conceitos estruturais de estabilidade 

estocástica e det ectabilidade estocástica bem como resultados oriundos do caso ho- 

mogêneo encontram-se no Capítulo 5. No Capítulo 6, incluímos alguns resultados 

preliminares importantes para o desenvolvimento do trabalho. Os resultados centrais 

da Tese encontram-se nos Capítulos 7 e 8 para o cenário horizonte finito e infinito, 

respectivamente, e, no Capítulo 9, o problema controle H,, resultado principal da 

Tese. A suficiência está provada na Seção 9.2 e, lia Seção 9.3, encontram-se os resul- 

tados relativos à parte da necessidade. No apêndice incluímos algumas provas que 

deslocainos do corpo central da tese com o intuito de tornar a leitura mais fluida. 



Capítulo 2 

Notação e Definições 

2.1 Notação Geral 

Como é usual, C" (resp. Rn) representa o espaço Euclideaiio n-diineiisioiial no corpo 

dos números complexos (resp. reais) C (resp. R) e denotamos por N o coiijunto dos 

números naturais {1,2, ...). 

Utilizamos a notação - , ' e *, respectivameiite, para a operação de conjugação, 

de transposição e de traiisposição conjugada de um vetor ou matriz e para o 

produto de Kronecker . Eventualmeiit e, utilizamos o par a desigiiar composição de 

operadores. 

De modo a evitar coiifusão notacional com os índices i e j que usualmente apare- 

cem em somatórios, representaremos por L O coiqlexo imaginário puro. Para z E C, 

simbolizamos por ZR, (e àS vezes Re(z)) e q,, respectivamente, a parte real e iina- 

ginária de z e escrevemos z = ZR, f L~I,. Denotamos XR, := (xl Re) . . , xnRe)' e XI, := 

( x ,  , x n )  a parte real e imaginária de x E Cn e escrevemos 

x = xRe+ L X I ~  (as notações xjRe e xjIm abreviam as notações mais precisas ( x ~ ) ~ ,  

e ( ~ j ) ~ , ,  j = 1, ..,n). 

Definimos M(Cm, C") o espaço linear iiormado constituído por todas as matrizes 

complexas n por m e, por simplicidade, escrevemos M(Cn) sempre que n = m. 

Deiiotamos L 2 O e L > O para indicar que uma matriz auto-adjunta é, respec- 

tivamente, seinidefinida positiva e definida positiva e escrevemos 

Salvo indicação em contrário, 1 1 . 1 1  é usado tanto para representar a norma Eu- 

clideana em C", R" e no espaço produto Rm x Cn, como para representar a norma 



induzida em M(Cn) (norma de operadores) 

Observação 1 Para todo L E M(Cn)+, existe um único E M(Cn)+ tal que 

( ~ ' 1 ~ ) ~  = L. O valor absoluto de L E M(Cn), denotado por ILI, é definido como 

I L I = ( L * L ) ~ / ~ .  VerificamosqueIILII=IIILlll. 

Observação 2 Todo elemento em M(Cn) tem uma decomposição auto-adjunta Car- 

tesiana (vide, e.g., [72], pg 376) e todo elemento auto-adjunto em M(Cn) pode 

ser decomposto em parte positiva e parte negativa ([72], pg 464). Logo, para todo 

L E M(Cn), existem X', X-, Yf,  Y- em M(Cn)f tal que 

Além disso Xf  < X+ + X- = (L + L*) 12 e portanto IIXfII \< 11 LI1 . Da mesma 

forma, IIX- l l  < IILII, IIYf l l  G IILII e IIY- l l  6 IILII 

Denotamos por {v) qualquer processo { ~ ( t ) ,  O < t < T), sempre que estiver 

claro se T é finito ou não; por E[.] a esperança matemática usual e por E,[-/ x] a 

esperança condicional dado x. 

Ainda, para algum conjunto A, denotamos por IA {.) a medida de Dirac. 

Para um espaço de dimensão finita Y, denotamos por o (llr 1 1 )  toda função 

f : Y-1 R tal que limr,o = 0, com r tendendo a zero por qualquer caminho 

em Y. 

Denotamos R ou C por K. Uma função f : [ O , m ) t  K, é dita o(6) se 

limalo lf61 = O. Uma notação similar, qual seja, on (6) (onn (b)), representa uma 

função a valores num espaço de vetores (matrizes) se o limite acima vale para cada 

elemento do vetor (da matriz). 

%dx) Finalmente suponha g : I IS" t  R com derivadas parciais =, i = 1, .., n. Deno- 

s < x ,  89(4)1 tamos o gradiente de g por V,g(x) = (=...= . 

2.2 Espaços de Banach 

Denotamos (resp. E z n )  o espaço linear de todas as seqüências infinitas de 

matrizes complexas H = (Hl, H2, . ..), Hi E M(Cm, Cn) tais que xzO=, 11 Hi 11 < m 

(resp. sup{ll Hi 11 , i E R?} < oo) e escrevemos E? e E; sempre que n = m. 



Para H E XFln (resp. H E Xzn)  definimos 

a norina em Xyn (resp. .Flzn). 
Denotamos 

Para H = (Hl, H2, ...) e L = (L1, L2, ...) em Xlf usamos a notação H < L para 

indicar que Hi < Li para cada i em W. Verificamos que 

Ademais, usamos H* para indicar que cada coinponente H,' de H* é a adjunta de 

Hi, i E N e denotamos 

Estendemos a notação da ordenação parcial acima para os elementos H E Xy tais 

que H =  H*. 

Usamos (11, 11.11 (12, 1 1  1 1  2 )  e (1.. , 1 1 . 1 1  , respectivamente, para os conj~uitos cons- 

tituídos por todas seqüências infinitas de números complexos x = (xi,xz, . . .) tais que 

lzil < m ,  C:l lxi12 < m e sup{Izil, i = 1 ,2 ,  ...} < m ,  equipados com a 
2 

norma usual 1 1 ~ 1 1 ~  = Ixil, 1 1 ~ 1 1 ~  = C:i 1xil2e 11x11, = S U P { ~ X ~ ~ ,  i = 1 , 2 ,  ...) e, 

no caso de (12, 1 1 .  equipado com o produto interno usual (. , .) . 



Observação 4 Consideremos Q = (Ql, Q2,.,,) E ÍY;" arbitrário. Da Observação 2, 

temos que 

onde Xz,Xz: ,Y,+ e Y,- pertencem a M(Cn)+. Vamos agora definir X+ = (X:, 

x,', ...), X- = (Xc, XF, ...), Yf = (q+, &+, ...) e Y- = (y, Y;, ...). Da Obser- 

vação 2 e tendo e m  vista que Q E E?, v e m  que X f ,  X-, Yf e Y- pertencem a W;". 

Logo, Q E E;" sempre pode ser decomposta e m  

com X+, X-, Y+ e Y- e m  ÍYf . 

Para quaisquer espaços complexos de Banach X e U denotamos por B [X,U] 

o espaço de Banach de todas a transformações lineares limitadas de X em U com 

norma induzida representada por 1 1  11 . Por simplicidade denotaremos B [X] = B [X, 

X]. Para A E B[X], denotamos por a(A) o espectro do operador A. 

Para C = (C1,C2, ...) E Ex, denotamos M = (MI,M~ ,...) E ÍY2 

onde Mi = C,*Ci,i = 1,2,  ... . P2) 

2.3 Espaços de Probabilidade 

Fixemos um espaço de probabilidade completo (R, F, P) com filtração contínua à di- 

reita {Ft , t E [O, 00)) com F gerado pelo processo observado 

{x(s),Q(s), 0 < s < t ) .  

Na base estocástica (R, F, {Ft)t>o, - P) a medida de probabilidade P é tal que 

{O(t),t > 0) é um processo de Markov com trajetórias contínuas à direita e o es- 

paço de estados infinito enumerável N = {1,2, . . .). Assumimos que ao processo 

{ B ( t ) ,  t > 0) corresponde uma função matriz de probabilidade de transição esta- 

cionária {P,(i, j))i,j,N no que, para s > 0, 



com matriz infinitesimal de transição A = {X,)i,jGN onde Xij > O para i # j. O 

processo de Markov {B(t),  t > 0) é conservativo e estável no sentido que 

onde c independe do estado i. 

Considere o espaço de Hilbert L2(R, F, P,Cm) formado por todas as variáveis 

aleatórias (v.a.) de segunda ordem em C", com produto interno dado por 

4 x, y >= E [x*y] , para todo x, y E L2(S2, F, P,Cm) (lembrando que E[ . ] represen- 

t a  a esperança matemática), cuja norma é dada por 1 1 ~ 1 1 ~  := (E 1 1 ~ 1 1 ~ )  ', para todo 

x E L2(R, F, P,Cm) . Seja L? [O, m )  (ou simplesmente L? ) o espaço de Hilbert 

formado por todos os processos 

03 

x : t E [O, m )  I-+ x(t) E L2(Q, F, P, Cm) tal q u e 1  E [ ~ ~ ~ ( t ) ~ ~ ~ ]  dt < m} 

munidos do produto interno 4 x, y > : = Ja E [x(t) * y (t)] dt e norma também de- 

notada por 11.112 e definida por 1 1 ~ 1 1 ~  := (r E [ ~ ~ x ( t ) l l ~ ]  dt)' para todo x,y E L?. 

Seja então C" C L? o espaço formado por todos os processos x E L? adaptados à 

filtração {Ft, t E [O, m) )  ou seja, 

Cm := {x E Ly,x(t)  E L2(QFt ,P ,Cm)  para todo t E [O,m)). 

Temos que Cm é um subespaço linear fechado de L? e portanto um espaço de 

Hilbert. Também definimos C," := {y : t E [O, T] H y(t) E L2(n, Ft, P, Cm)) com 

norma dada por ~ l ~ l l :  := J: E [lly(t)l12] dt < m e CmlT := {S E Cm tal que s(t) = O 

para todo t > T). Finalmente, denotamos por 0 0  o conjunto de todas as variáveis 

aleatórias O. Fo-mensuráveis que tomam valores em N. 

Para (xo, w, q) E (C; x Cp x Cm) definimos 



Capítulo 3 

Breve Histórico do Problema de 
Controle H, 

3.1 Introdução 

Neste capítulo introduzimos, de maneira sucinta, algumas idéias básicas do problema 

H,, apresentando alguns resultados (sem " jump" ) bastante citados na literatura. 

Contudo, não é nossa intenção sermos exaustivos sobre esse tema já que existe uma 

vasta literatura sobre o assunto. 

É sabido que o conhecimento do modelo que caracteriza um fenômeno físico que 

se quer representar é fundamental no desenvolvimento de uma teoria de controle. 

Inicialmente as perturbações aditivas inseridas no modelo foram caracterizadas por 

ruídos brancos, com grande sucesso para sistemas lineares e posteriormente por 

processos de Wiener, mais adequados a sistemas não lineares. Porém, o uso dessas 

caracterizações requer um conhecimento preciso das estatísticas do ruído, o que em 

diversas situações práticas não é possível. Uma tentativa de solucionar tal questão 

consiste em formular o problema onde a performance é baseada na norma H,, 

onde assume-se o ruído elemento de uma classe de funções com energia finita (Lz). 

O objetivo na performance H, é obter controladores que ininimizeni (ou no caso 

subótimo, limitem) o ganho máximo de energia do ruído. 

3.2 Alguns trabalhos em H, 

Zames [91], em seu trabalho pioneiro na norma H, , se concentrou nos efeitos 

da realimentação sobre incertezas. Zames se deteve em algumas questões básicas da 

teoria "clássica " de controle, usando técnicas inovadoras e atraindo grande atenção. 



Em pouco tempo suas técnicas foram estendidas para problemas mais gerais. 

Glover e Doyle [52] formularam o problema H, via espaço estados, considerando 

o seguinte sistema: 

x ( t )  = Ax( t )  + Bu( t )  + Dw(t)  
~ ( t )  = C ~ x ( t )  + Blu( t )  + Dlw(t)  
y (t ) = C2 x (t ) + B ~ u  (t) + D2 w (t ) 

onde x ( t )  representa o vetor estado, u ( t )  o controle, w ( t )  o vetor distúrbio e z ( t )  

como eles designam, denota o vetor "erro". Consideraram o problema de caracteri- 

zar estabilizadores tais que uma determinada matriz de transferência tenha norma 

menor que uma constante dada. 

Ainda em 1988, Khargonekar et al. [60], consideraram o problema de controle 

H, com realimentação de estados, acrescido das hipóteses: 

a saída medida é o estado x ( t )  

não existe transmissão direta de w (t)  e u(t) para z ( t )  . 

Naquele trabalho considerou-se a seguinte classe de sistemas lineares invariantes 

no tempo: 

x ( t )  = Ax( t )  + Bu( t )  + Dw(t)  
x ( t )  = C x ( t )  (3.1) 

x ( t)  E R" denota o estado, u ( t )  E Rm o controle, w (t)  E RP a perturbação e z ( t )  E Rq 

denota a saída a ser controlada. A, B, C, D,  são matrizes constantes de dimensões 

apropriadas. Consideraram dois tipos de classes de controles para o sistema (3.1), 

uma que chamaram de realimentação estática, onde a classe de controladores é dada 

Por 

com K E Rmxn. A outra, denominada realimentação dinâmica de estados, dada por 

v ( t)  = Fv (t) + Gx (t) 
u(t) = Hv( t )  + Jx ( t )  

com (F, G, H, J )  E RTXT x RTXn x RmXT x RmXn. No caso realimentação estática, 

denotou-se a função de transferência da entrada w para a saída x por T,(s) := 

C[s I  - ( A  + BK)] - I ,  com a lei de controle (3.2) e, por Td(s )  a função de transferência 



da entrada w para a saída z com a lei de controle da realimentação dinâmica de 

estados (3.3). Definiu-se 

7, := inf{llTslloo, K E S} (3.4) 

onde, 

S := {K E Rmxn : A + B K  é uma matriz estável) 

com 

(F, G, H, J) E RTXT x RTXn x RmXT x RmXn F 
é estável . I 1 

Além disso, 1 1  H 1 1  := sup{am,(H (jw)) : w E R) e a,, (H) denota o valor singular 

máximo da matriz H ,  (por valores singulares de H entende-se a raiz quadrada dos 

autovalores da matriz hermitiana H*H). 

Por matriz estável entende-se que todos os autovalores estão no serniplano es- 

querdo aberto. 

O resultado principal de [60] enuncia-se pelo seguinte teorema. 

Teorema 5 Considere a dinâmica (3.1) e os controladores (3.2) e (3.3). Para y, 

e yd, definidos e m  (3.4) e (3.5), respectivamente, tem-se que y, = yd. 

Ou seja, o ínfimo da norma da função de transferência da entrada w para a saída 

z ,  usando a realimentação estática de estados, é igual ao ínfimo da norma da função 

de transferência sobre todas a dinâmicas estabilizadoras. 

Resultados oriundos de Petersen [74] foram fundamentais na prova do resultado 

acima. 

Em 1989, Doyle et al. [34] estudaram o caso de sistemas lineares invariantes no 

tempo de dimensão finita representado pela Figura 3.1. 



Figura 3.1 

Nesta planta o sinal w contém todas as entradas externas, incluindo distúrbios 

e sensores de ruídos; a saída z é um sinal de erro; y representa as variáveis medidas 

e u é a entrada de controle. 

Dado o problema de encontrar todos os controles tais que a norma H, da função 

de transição é menor que um escalar y > O dado, mostrou-se que este controlador 

existe se e somente se a única solução estabilizante para as duas equações de Riccati 

é positiva definida. Além disso, também foi feito um paralelo com a solução do 

problema clássico H2. 

Em 1989 Petersen [75] aprimorou o problema [60] de atenuar o distúrbio (pertur- 

bação) em H, via realimentação completa de estados estudando a seguinte classe 

de sistemas lineares: 

onde x E Rn denota o estado, u E Rm denota controle, w E RP denota a perturbação 

e z E Rm a saída a ser controlada. 

Antes de passarmos ao principal resultado faz-se necessário enunciar o conceito 

de estabilizabilidade que se refere o trabalho. 

Dada uma constante y > 0, diz-se que o sistema (3.7) é estabilizável com 

atenuante de perturbação y se existe uma matriz K tal que a matriz A + B K  é 

estável e a norma H, da função de transferência é menor que y. A equação de 

Riccati correspondente ao sistema (3.7) é dada por: 

1 
P(A - BC) + (A - BC)'P - P B B I P  + 2PDD'P = O 

7 
(ARE) 



Diz-se ainda que uma matriz simétrica P > O é uma solução estabilizante para 

(ARE) se esta satisfaz a (ARE) e além disso a matriz A - B C  - BB'P + $DD'P 

é estável. Sob determinadas condições sobre as matrizes A, B ,  C, e D,  tem-se o 

seguinte resultado: 

Teorema 6 O sistema (3.7) será estabilizável com constante de atenuação y se e 

somente se a (ARE) t e m  solução estabilizante P. Neste caso a lei de controle é dada 

por u(t) = - (BP + C ) x ( t ) .  

Mostrou-se assim que para a classe de sistemas da forma (3.7), o problema de 

realimentação de estados com constante de atenuação y pode ser resolvido por u m a  

única equação algébrica d e  Riccati. 

Scherer [78] em seguida estudou a seguinte dinâmica: 

onde todas as matrizes são reais , x denota o estado, u denota o controle, w denota 

o distúrbio (perturbação) e z a saída a ser controlada. 

Como controles admissíveis considerou a seguinte classe: 

u = K x  com A +  B K  estável 

O problema de otirnização estudado foi: 

Considerando algumas hipóteses de regularidade, o principal resultado se escreve: 

Teorema 7 Para o sistema ( 3 . 8 ~ )  as seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) Existe K admissivel: 11 ( C  + GK) ( S I  - A - BK)-l DII, 5 y; 

(ii) Existe X > O : X A 1 + A X +  &DD'- BB '+XCICX = O 
Y 

(iii) Existe P > O : A'P + P A  + $PDD'P - PBB'P  + C'C = O 



Toda solução P de (iii) é de fato positiva definida e K = -BIP é uma lei de 

realimentação admissivel tal que (i) é satisfeita. 

Para K = -BIP a equação em (i) é satisfeita se e somente se o espectro 

onde CO denota o eixo imaginário. 

Ou seja, a existência de coiitroladores adinissíveis K tais que a norma H, da 

matriz de transferência é majorada por uma deterininada constante y é equivalente à 

existência de solução de duas equações algébricas de Riccati. Neste trabalho Scherer 

obteve um algoritmo para caracterizar o caso em que altos ganhos de realiineiitação 

(i. é: IIKII tendendo ao infinito) são necessários para aproximar do valor ótimo y*. 

Tadmor em [85] (trabalho este muito refereiiciado na literatura), apresentou uin 

desenvolvimento para o problema de controle-H, no domínio do teinpo para o "pior 

caso" em contrapartida às técnicas H, no dom'iio da frequêiicia. 

Estudou o caso invariante no tempo a horizonte infinito, com modelo dado por: 

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dw(t) 

y(t) = C&) + Czw(t) (3.9) 
~ ( t )  = Cx(t) + Gu(t) 

Onde x E Rn denota o estado, u E R" denota o controle, w E Rp denota a per- 

turbação, z E Rm a saída a ser controlada e y E Rk denota a observação. As 

matrizes A, B,  C, D, G, Ci , i = 1 , 2 ,  são matrizes de dimensões apropriadas. 

O sistema acima está definido para t E [O, m). Neste contexto, entende-se por 

operadores adinissíveis aqueles que podem ser obtidos como aplicações " input- 

output" dos sistemas lineares: 

Lenibreinos que dado um sistema linear, o objetivo é rniniinizar o impacto das 

perturbações w sobre a saída x por uma escolha apropriada de uni estabilizador K. 

Resumindo, busca-se atingir o valor ótimo yo dado por 

114 y0 = min max- 
K w E L ~ ~ ~ w I I  



Dado y E R, denotando xo o valor inicial de x(t), define-se o Operador custo J,, 

por: 

J, é uma forma quadrática em suas três variáveis. 

A maioria dos resultados deste trabalho foi obtida como conseq~~ência do estudo 

detalhado do seguinte problema minmax : 

min inax J, (xo , w , u) 
wEL2 u E L 2  

Dado um estabilizador K, denotaremos por TK a aplicação TI< : L2 + L2, que 

leva w em z. De acordo com (3.11) um valor y é estritamente subótimo (y > yo) se 

existe um est abilizador K t a1 que I I TK I I < y . ( A norina I I . I I é a norma de operadores. ) 

Se x(0) = O,  TK se torna linear. 

Considerando algumas hipóteses de regularidade, Tadmor através do Teorema 

abaixo caracterizou os valores subótimos y para o problema invariaiite no tempo, à 

horizonte infinito, em termos de duas equações algébricas de Riccati conectadas. 

Teorema 8 (a )  O valor y > O é estritamente subótimo e m  (3.9) se e somente se 

existem duas matrizes positivas definidas Pl e P2 as quais satisfazem: 

e tais que as matrizes 

1 
A2 = A -  >DD1P1 + P2 

7 

são estáveis. 



(b) K é um estabilizador tal que IITIcll < y se e somente se 

onde KQ é um operador admissivel para um sistema estável e tal que 1 1  KQll < y. 

( c )  Substituindo e m  (i) e (ii) Cl = I e C2 = 0,  respectivamente, tem-se então: 

( I )  y é estritamente subótimo se e somente se existe u m a  solução negativa 

definida para (3.12) e Al é estável; (2) se y é estritamente subótimo então o 

controle u = - B I P l x  é estabilizador e assegura IITIcII < y. 

Limebeer et al. em [62] fizeram uso da teoria de jogos diferenciais quadráticos 

lineares e estenderam os resultados de [34] e [85] obtendo solução para problema de 

controle H, a horizonte finito variante no tempo. Mostraram que a "infraestrutura" 

básica da teoria de controle H, variante no tempo pode ser desenvolvida usando 

argumentos clássicos baseados em completamefito de quadrados, isto devido à sua 

natureza quadrática linear LQ. De maneira informal, a natureza da teoria de jogos no 

problema pode ser interpretada da seguinte maneira: o jogador w tenta maximizar a 

energia em z enquanto que o jogador u siinultaneamente trabalha para inimirnizá-la. 

O sistema estudado, com vetores entradas u(t)  e w ( t ) ,  obedecem à seguinte 

dinâmica: 

x ( t )  = A ( t ) x ( t )  + Bu(t) + D w  (t)  

x ( 0 )  = o 

com saída 

N ( t )  é assumido com colunas linearmente independentes e tal que 

Além disso, as matrizes (3.16) e (3.17) são assumidas com entradas contínuas no 

tempo. Algumas vezes, para facilitar a notação, omitiremos a dependência do tempo. 



Dados (3.15) - (3.17), o problema H, se traduz em encontrar uin controle 

u(t) = K ( x ( s ) , w ( s ) , t ) ,  0 < s 9, 

tal que 

para algum y > O. Por I,, entende-se o operador que leva w em z ,  com controle 

u(t>. 

Se z = I,,, então llI,w 1 1  < r se e somente se 

para todo w E L 2 [ 0 , T ]  e algum E > 0.  

Um operador K(. , ., .) é dito admissível se: (I) u(t) E L2 [ O ,  T ]  para todo w ( t )  E 

L2 [ O ,  T ]  e (2) x ( O )  = O e w ( t )  = O implicam u(t)  = O. Denota-se por K: o conjunto 

de operadores de controles adinissíveis. 

O problema de controle H, tem solução se e somente se 

iniii max { J ( K ,  w ) }  < -8 11wll: 
K E K  WEC~[O,T] 

é satisfeita. 

O resultado a seguir mostra que o problema H, tem solução, se uma equação 

de Riccati particular tem uma solução no intervalo [ O ,  TI. Além disso, a Observação 

subsequente mostra que a matriz P ( t )  é positiva sernidefinida. 

Teorema 9 Suponha que a Equação Diferencial de Riccati 

t e m  solução e m  [O,T]. Então, 

resulta e m  



para qualquer u e w E C2[0, TI em (3.15), notando que x(0) = O. Com u = u* 

tem-se 

Observação 10 Considere o sistema (3.15) com O 5 to 5 t 5 T ,  e x(0) = xo. Se 

e completarmos os quadrados obtemos 

Consequentemente, 

para todo xo. Logo Jt, (u*, O )  > O para todo xo , mostranto que P ( t )  > O para todo 

t E [O,T]. 

Encerramos este capítulo com o trabalho de Hinrichsen e Pritchard [53] em 1998, 

onde foi considerado um problema com planta controlada por uma dinâmica de saída 

de realimentação sujeita tanto a perturbações deterininísticas como estocásticas. O 

principal resultado deste trabalho é uma extensão do Lema de Limitação Real ( 

Bounded Real Lema) para sistemas estocásticos. Este resultado estabelece condições 

necessárias e suficientes para um sistema estocástico dado ser estável quando a 

medida do pior efeito que o distúrbio v ( . )  pode ter sobre a saída do sistema a ser 

controlada z ( . )  é menor que um determinado y > 0. O sistema considerado foi o 

seguinte: 

dx(t)  = Ax(t)dt + Aox(t)dwl ( t )  + Bov(t)dw2(t) + Bv(t)d( t )  
(3.20) 

z ( t )  = C x ( t )  + Dv ( t )  

onde ( A ,  Ao, Bo, B ,  C, D)  E Knxn x Knxn x Knxl x I K n X L  x KqXn x I K q X L ,  IK = IR ou 

C, wl,  w2 são processos de Wieiier com média zero sobre um espaço de probabilidade 

(Q, F ,  p)  relativo a uma família crescente {Ft)t>o - de a-álgebras Ct C C .  Assume-se 

ainda que 



i ,  J' = 2 t ,  s E R+, t > S .  De forma que Q = (q i j )  é a matriz de covariância 

increinental do processo de Wiener bi-dimensional 

No sistema (3.20) o processo de entrada v ( t )  é visto como um distúrbio estocástico 

desconhecido com energia finita e o processo de saída z ( t )  é visto como o vetor 

das variáveis a serem controladas. Por L2(R ,Kk )  se entende o espaço das funções 

de valores KGobre o espaço de probabilidade ( R ,  F ,  p) com quadrado integrável. 

Denota-se ainda por L;([O, TI, L2 (R ,  K k ) )  o espaço dos processos estocásticos não- 

antecipativos y ( t )  = ( y (i)) t E  com respeito a c- álgebra (&)  t E  satisfazendo 

a 

Para 0 < T < oo arbitrário e ( v ,  xO)  E L i  ( [ O ,  TI, L2 ( R ,  K ' ) )  x Kn,  existe uma única 

solução x( . )  = x ( . , v , x O )  E Li ( [O ,T] ,  L2(R ,Kn)  de (3.20) com x(0)  = xo, ou seja 

x ( t )  é um processo estocástico não antecipativo satisfazendo a equação integral de 

Ito 

t E [ O ,  TI. Além disso, x ( t )  tem segundo momento limitado em [ O ,  TI .  

Definição 11 O sistema (3.20) é dito i n t e r n a m e n t e  estável  se existe uma 

constante c > 0 tal que 

e[Lm llx(t)l12 dtl < c llxol2, X o  E Kn 

onde x( . )  = x( . ,  O ,  xo)  é a trajetória de (3.21) começando em xo. 

Denota-se por 'Ftn(K) o conjunto de todas as matrizes Hermitianas em KnXn. 

Da literatura tem-se que (3.20) é estável no sentido acima, se e somente se existe 

P E 'Ft,(K), P < O tal que 

A definição a seguir generaliza o conceito de estabilidade do ganho finito L2 oriundo 

dos sistemas entrada-saída deterininísticos para os sistemas estocásticos da forma 

(3.20). 



Definição 12 O sistema (3.20) é dito externamente estável, se para todo v(.)  E 

L;@+, L2(fl, W), 

e existe u m a  constante y 2 O tal que 

llz(.) IlL%(R+p(a,w)) - < 7 Ilv(.) 114(n+,L2(a,nai)) 

Definição 13 Suponha (3.20) externamente estável. O operador 

zo : L$ (R+, (R, K')) -+ L; (R+, L ~ ( R ,  G)) ,  

definido por 

é dito operador de perturbação de (3.20). S u a  n o r m a  é definida como sendo o 

m í n i m o  y > O tal que (3.22) é satisfeito, is to é, 

Observe que IIZoll é a medida do pior efeito que o distúrbio v(.) pode ter sobre 

a saída do sistema a ser controlada z(.) . Portanto, é importante encontrar uma 

maneira de deterininar a norma IIZoll . O Lema de Limitação real para sistemas 

estocásticos deste trabalho obtem um método para calcular IIZoll. Antes, porém, 

definiremos o custo funcional quadrático a tempo finito associado ao problema. 

onde x(.) = x(. , v, xo) é a solução de (3.20) com x(0) = xo, v(.) E L;([o, TI, L2(R, KL)) 
2 

e z ( . )  = z(. , v, xo) . Formalmente o problema de ininiinizar JYT (v, xO) tem a forma 

de um problema de controle ótimo e por isso no desenvolvimento deste trabalho o 

distúrbio v foi tratado como um "controle ". 

Para cada P E Xn(K), fixowse 

h!! (P) = 
P A  + A*P + qllAOPAo - C*C P B  + q12A;PBo - C*D [ B * p  + 1 2 0  - D * c  y21( + q z 2 P B 0  - D*D 

1 .  (3.24) 



Proposição 14 Suponha que o sistema (3.20) é internamente estável. Então (3.20) 

é externamente estável. A lém disso, existe y > O e P E Xn (K) ,  P < O tal que 

Finalmente enunciaremos o resultado que os autores intitularam por "Lema da 

Limitação Real Estocástica " . 

Teorema 15 Para todo número real positivo y, as seguintes afirmações são equi- 

valentes: 

(i) O sistema (3.20) é internamente estável e IIZoll < 7 

(ii) Existe P E Xn(IK) tal que (3.25) é satisfeita. 

Apesar da teoria de controle H, ter hoje um corpo teórico bastante vasto, ainda 

constitui uma área de intensa atividade em pesquisa. Isto é justificado, em parte, 

pelo fato de mudanças na classe de modelos ou na classe de controles adrnissíveis 

acarretarem no surgimento de problemas que requerem o desenvolvimento de novas 

técnicas, como é o caso dos MJLS. 



Capítulo 4 

Descrição do Problema 

Fixeinos um espaço de probabilidade completo (R, F, P) munido de uma filtração 

contínua à direita {Ft C C, t 2 O) e consideremos a seguinte classe de sistemas 

dinâmicos modelados pelo seguinte tipo de equação diferencial estocástica: 

d t )  = A o ( ~ ) x ( ~ )  + BB(~)u(~)  + D B ( ~ ) w ( ~ ) ,  t > 0 

x(o)=xo, 0(0)=Bo 
( 4 4  

onde w E CP e u E Cm. O vetor x(t) E L2(Cl, F, P,Cn) denota o estado, 

u(t) E L2(R, F, P,Cm) denota o coiitrole e w(t) E L2(fl, F, P,CP) denota o ruí- 

do, do sistema com t > O. Os parâmetros do sistema são fuições de um processo de 

Markov homogêneo {Q(t), t > 0) como definido na seção 2.3. 

Definimos a saída a ser controlada por z : [O, oo) 3 t H z(t) E Lz (Cl, Ft , P, CT) 

onde 

Assumiremos que A(.), B(.), D(.), C(.), N(.), são tais que para cada i E N, B( t )  = i, 

Aqt) = Ai, Bqt) = Bi, Dqt) = Di, = Ci, Nqt) = Ni, definidas nos es- 

paços M(Cn) , M(Cm, Cn) , M ( P ,  Cn) , M ( P ,  C'), M(Cm, CT) , respectivamente, são 

matrizes constantes. Suporemos aiiida que os parâmetros são limitados ou se- 

ja, A = (Al,A2, ...) E Fí;, B = (Bl,B2, ...) E Fízn,  D = (Dl,D2, ...) E XSn, 
C = (Cl,C2, ...) E T t x ,  N = (Nl,Nz, ...) E TtzT. 

Além disso, 



consideramos xo uma variável aleatória de segunda ordem que pode depender da 

variável aleatória Qo e denotaremos V. = V o ( x o ,  Q o )  a distribuição conjunta de 

xo e Qo. Assumiremos que as variáveis aleatórias Q(t + s ) ,  t > O ,  s > O, são 

condicionalmente independentes de xo , dado Q ( t)  . Sempre que necessário notaremos 

E% ( .) para indicar que o valor esperado de alguma função é tomado em (4.1) com 

respeito à distribuição conjunta Vo .  

Tendo em vista (2 .3) ,  denotaremos o sistema (4. I), por (A, B, A ) .  

Consideramos o problema com observações perfeitas, no sentido de que o contro- 

lador tem acesso ao processo de estado { x )  e à cadeia de Markov {O) até o instante 

presente t .  Assim, Ft denota a cr-álgebra gerada pelo processo { x ( s ) ,  Q ( s ) ,  O 5 s 5 t } .  

A classe de controles adrnissíveis considerada é dada por u(t) = -KQ( t ) x ( t )  + q ( t ) ,  

q ( t )  E Crn. 

O objetivo principal deste trabalho é resolver o problema de controle H,, que 

consiste em determinar condições necessárias e suficientes para a obtenção de um 

controlador K = (Kl, K2, .. .) E Fízrn que estabilize (A, B, A )  e limite o efeito do 

ruído no sistema, ou seja, para 6 > 0, fixo e arbitrário, deseja-se 

' / " I 2  < 6 para todo w E CP 
IIwll2 

ou equivalent ement e, 

Além disso, controlador K é exibido. 

Nota 16 E m  boa parte da literatura w é uma função determinística e não um 

processo estocástico. Logo, (4.3) se refere ao pior processo ou à pior estatística e 

não à pior função. 

Nota 17 A forma encontrada e m  teoria de jogos, proveniente de 4.4, qual seja 

provê um limiar para o valor preespeczficado 6 para o qual o problema ainda t e m  

solução. 



As sequências de matrizes L = (L1 ,  L2,  .. .) E XL+ e J = (J1 ,  J2, .. .) E X z m ,  que 

aparecem na definição dos operadores (4.5) e (4.7) abaixo, encontram-se definidas 

no Capítulo 5, seção 5.5.2. As questões que seguem fazem parte de um conjunto de 

resultados fundamentais para atingirmos o objetivo principal deste trabalho. 

Consideremos o caso em horizonte finito. Para cada O. E 0 0 ,  condição terminal 

L E X;+ e para cada política adrnissível de controle dada por u ( t )  = - Ject) x  ( t)  +q(t) , 
definimos o funcional de custo J T  por 

onde x ( t )  satisfaz (4.1). 

Uma das questões consiste em encontrar uma expressão para o operador JT 

definido acima e determinar WT E C P ,  E Cm que resolvem a seguinte igualdade 

Passemos agora ao o problema em horizonte infinito. Para qualquer (xo ,  w, q) 

E C; x C P  x Cm, QO E 0 0 ,  consideremos o operador ZJ definido em (4.2), substituindo 

K por J.  Para cada Qo E 0 0  definimos o operador custo J ( O o ,  .) : C; x CP x Cm + R 

Por 

onde x ( t )  satisfaz (4.1). 

Formulamos e resolvemos o seguinte problema minimax para o operador custo 

3 acima 

sup inf J(Qo,xo,w,q) .  
,,,,ECP q'Cm 

Mostraremos que para cada ( O 0 ,  xO)  E 0 0  x C,", existem únicos G E C P ,  4' E Cm,  

que resolvem o minimax acima. 



Capítulo 5 

Alguns Conceitos e Resultados 

5.1 Decomplexificação 

Apresentamos nesta Seção os conceitos de decoinplexificação de espaços e operadores 

e a expressão para a aproximação linear de funções coinplexas não necessariamente 

holomorfas com decomplexificações diferenciáveis. 

5.1.1 Decomplexificação de Espaços e Operadores 

Definimos a operação de decoiiiplexificação de x E C" por 

Podemos verificar as seguintes propriedades: 

2. R(x + y) = Rx + RY,  R(cx) = cR(x), x, y E C" e c um número real e 

Por decomplexificação de um operador genérico g : [O, oo) x Cn + R entendemos 

o operador Rg  : [O, 00) x IR2" * R que coincide com g pontualmente, ou seja, 

Podemos constatar que a decomplexificação acima é uma adaptação natural do 

conceito descrito em [2], para funções não lineares. 



Observação 16 Notamos  que a decomplexificação de C" é o espaço linear real que 

coincide com C" como um grupo e n o  qual a multiplicação por números reais é 

definida da m e s m a  forma que e m  C'" enquanto que a multiplicação por números 

complexos simplesmente não  é definida ( e m  outras palavras, decomplexíificar C" sig- 

nifica esquecer a estrutura de móclulo C" e preservar a estrutura de módulo R"). 

Observação 17 Arnold [2, pg 120] considera a imagem de g e m  C'. A versão de 

(5.2) para este caso é 

Observação 18 Tendo e m  vista que RR simplesmente não  é definido, nosso caso, 

embora mais  simples, não  é um caso particular de (21. 

5.1.2 Aproximação Linear 

Quando se trata de variáveis complexas, a diferenciação (por exemplo, a derivada 

parcial $ g ,  y uma variável complexa) é uma operação bem definida para funções 

holomorfas. De fato, o conceito de aproximação linear ou expansão de Taylor que 

encontramos usualmente na literatura se restringe a esta classe de funções e não 

cobrem o caso das funções não holoinorfas do qual fazem parte, por exemplo, as for- 

n1as quadráticas x*Px, x E Cn, importantes no contexto dos problemas de controle 

linear. 

Com base no conceito de decomplexificação definido na Seção 5.1.1, apresentamos 

nessa seção a expressão para a aproximação linear de funções complexas g com 

decoinplexificações Rg diferenciáveis. Observe que não estamos exigindo que g seja 

holomorfa. 

Lema 19 Para g : [ O ,  oo) x (Cn H R, assumamos a decomplexificação 

Rg : [O, oo) x tt IR Fréchet-diferenciável. Então,  para todo ( t ,  x) E [ O ,  oo) x C", 

g t e m  aproximação linear 

Prova. Vide [5]. i 



Observação 22 Da definição da decomplexijicação de x E C", 

Lema 23 Seja g a função não holomorfa dada por 

[ O ,  T )  x C" 3 (t, x )  t+ g( t ,  x )  = x * P ( t ) x  E R (5.5) 

com P ( t )  = P ( t ) *  E ( C n )  diferenciável para todo t E [ O , T ) .  Então 

$ g ( t ,  x )  = x * P ( t ) x ,  e a função diferenciável Rg é tal que, 

ou ainda 

Prova. V i d e  [5] (Seção 11.2 do  Apêndice). a 

Observação 24 No caso onde P ( t )  é u m a  matriz real simétrica, x = xRe $ LO e 

w = W R ~  + LO, O lado direito de (5.7) se escreve w l P ( t ) x  + x 1 P ( t ) w  = 2 ( P ( t ) x ) ' w .  

Logo (5.4) se reconcilia com a aproximação linear da função real x l P ( t ) x .  

5.2 Conceitos da Teoria de Semigrupos 

Nesta seção, apresentamos um conjunto mínimo de resultados oriundos da  Teoria 

de sernigrupos e Teoria espectral, essenciais ao desenvolvimento do  nosso trabalho. 

Definição 25 Uma famz'lia a um parâmetro { T ( t ) ;  t > O )  de operadores lineares 

limitados de um espaço de Banach X nele próprio é dita ser um semigrupo de 

operadores lineares limitados e m  X se 

(i) T ( 0 )  = I 

(ii) T( t  + s )  = T ( t ) T ( s )  

U m  semigrupo de  operadores lineares limitados T ( t )  é dito uniformemente con- 

tinuo se 



Chamamos gerador infinitesimal A do semigrupo T( t )  ao operador linear definido 

Por 

(T(t)  - I ) x  d f T ( t ) x  
A x  := lim - - 

t dt  
It=o para x E D ( A )  , 

t l 0  

onde o domínio D ( A )  é o conjuiito 

(T(t)  - I ) z  existe 
t 

Da Definição acima, tem-se que, se T( t )  é um semigrupo uniformemente contínuo 

de operadores Lineares limitados, então 

lim IIT(s) - T(t)II = O 
t+s 

Teorema 24 U m  operador linear A é um gerador infinitesimal de um semigrupo 

uniformemente contínuo se e somente se A é um operador linear limitado. 

Prova. Veja [77] i 

Observação 25 D a  Definição 23 tem-se que um semigrupo T ( t )  t e m  um único ge- 

rador infinitesimal. S e  T (t)  é uniformemente contínuo, seu gerador injinitesimal é 

um operador linear limitado. Por  outro lado, todo operador linear limitado A é o 

gerador injinitesimal de um semigrupo uniformemente contínuo, T ( t )  . O Teorema 

a seguir garante a unicidade deste semigrupo. 

Teorema 26 Se jam T ( t )  e S ( t )  semigrupos uniformemente contínuos de operadores 

lineares limitados. S e  

lim (TW - I )  = A = liin (S(t> - I )  
t l 0  t tl.0 t 

então T ( t )  = S(t)  para t > O 

Prova. Veja [77] i 

Corolário 27 Seja T( t )  um semigrupo uniformemente contínuo de operadores li- 

neares limitados. Então, 

(i) Existe u m a  constante ,O > O tal que IIT(t) 1 1  5 ePt 



(ii) Existe um único operador linear A tal que T( t )  = eAt 

(iii) O operador A n o  i t e m  (iz) é o gerador infinitesimal de T ( t ) .  

(iv) A aplicação t + T( t )  é diferenciável n a  norma e 

Prova. Veja [77] i 

Proposição 28 Seja Y um espaço de Banach e considere a equação diferencial 

homogênea 

com condição inicial y E Y, onde A é um operador linear limitado definido de Y e m  

Y. Então, o sistema (5.9) acima é satisfeito por u m a  única função continuamente 

diferenciável dada por 

onde T( t )  : Y + Y, t > O é o semigrupo uniformemente c o n t h u o  (denotado 

semigrupo de classe C. ) das transformações lineares geradas por seu generador 

infinitesirnal A. 

Prova. (Segue de resultados fundanientais da teoria de seinigrupos; veja por 

exemplo [77]). i 

Seja X um espaço linear topológico complexo X e seja T um operador linear, 

T : X + X. Considere o operador linear 

onde X é um número complexo e I o operador identidade. 

Definição 29 Diremos que Ao está n o  conjunto resolvente de T ,  doravante de- 

notado por R(T) se Ao é tal que o conjunto imagem Irn(Tx,)  é denso e m  X e além 

disso TA, t e m  inversa continua (XoI - T)-l .  



Chamaremos resolvente ( e m  Ao) de T ,  denotado por R(Xo, T ) ,  a inversa 

(&I - T)-l .  

Chamamos espectro de T, denotado õ(T) ,  ao conjunto de todos os números 

complexos Ao que não estão e m  R(T).  O espectro é decomposto e m  três conjuntos 

disjuntos, denotados ap(T) ,  a,(T) e a,(T), que são definidos como segue: ap(T),  

chamado espectro pontual, é o conjunto de números complexos para os quais TA 

não t e m  inversa. a,(T), denominado espectro cont fnuo de T é o conjunto formado 

pelos números complexos X para os p a i s  TA t e m  inversa descont2nua e cujo domínio 

é denso e m  X .  Finalmente, a,(T), chamado espectro residual de T ,  é o conjunto 

dos números complexos X para os quais TA t e m  inversa e cujo domínio não é denso 

e m  X .  

Lema 30 Seja Y u m  espaço de Banach e A : D ( A )  + Y o gerador infinitesimal 

de um semigrupo T de classe Co, T( t )  : Y + Y. Considere as seguintes afirmações: 

(i) sup{Re  X ; X E a(A)}  < O 

(ii) Existem constantes &I > 1 e B > O tais que IIT(t) 1 1  < &I exp( -Pt ) ,  t > 0.  

(iii) Ja IIT(t)yll d t  < a?, para todo y E Y. 

Então (ii), (iii) e (iv) são afirmações equivalentes e implicam (i). A lém disso, 

se T ( t )  for analitica, todas as afirmações acima são equivalentes. 

Prova. Veja em [47] apêndice. i 

5.3 Caracterização via Semigrupo do processo de 
Markov {X (t)  , B (t) } 

Nesta seção obtemos uma expressão para o gerador infinitesimal de unia fainília de 

probabilidades de transição do processo de Marlrov { x ( t ) ,  B(t)},,lo,rl . 

Considere o sistema (4.1). Temos que { x ( t )  , B(t)},,lo,Tl é um processo de Markov 

em (Cn, N) com trajetórias contínuas à direita. Dado o espaço X : = ( [ O ,  T )  x C" x N), 





Proposição 32 Considere o sistema (4. 1)  definido e m  [ O ,  T )  e seja g E B [ X ,  R]. 

Assumindo a decomplexificação Rg (Fréchet)- diferenciável nas variáveis t e x, o 

operador infinitesimal dado e m  (5.13) se escreve 

para todo (t ,  x ( t ) ,  Q(t))  E X 

Prova. A prova segue mutatis mutandis da Proposi~ão 41 [5] ,  substituindo i ( t )  

por A@( t ) x ( t )  + B @ ( t ) ~ ( t )  + D@(t)w( t ) .  . 
5.4 Conceito de Estabilidade Estocástica 

No problema de controle a t empo  infinito, dois conceitos estruturais são de funda- 

mental importância, a saber: estabilidade estocástica e detectabilidade estocástica 

de um sistema. Por comodidade, usaremos os símbolos SS  e SD ( d o  inglês stochas- 

tic stability e stochastic detectabiblity) para representar estabilidade estocástica e 

detectabilidade estocástica, respectivamente. 

Definição 33 (Estabilidade Estocástica) Diremos que o sistema (A, B, A )  é esto- 

casticamente estabilizável (SS) se existe K E 'Ftzm tal que, para qualquer dis- 

tribuição conjunta V. de condições iniciais ( O o ,  zo) tem-se que 

onde x ( t )  é dado por (4.1) com u(t) = -KQ( t ) x ( t )  e w ( t )  = O ,  i.e, 

com FB(t) = - BB(t)Ke(t). Neste caso diremos que (5.17) é estocasticamente 

estável e K estabiliza (A,  B ,  A ) .  

Definição 34 ( Detectabilidade Estocástica). Seja C = (Cl, C2, . . .) E 'Ftx, diremos 

que o sistema (C, A, A )  é estocasticamente detectável (SD) se existe H E 7íLn 



tal que, para qualquer distribuição conjunta V. de condições iniciais (Qo ,  xo)  tem-se 

que 

onde x ( t )  é dado por 

com Fs(t) = As(t) - He(t)C8(t). Neste caso diremos que (5.19) é estocasticamente 

detectável e H estabiliza (C ,  A, A). 

1 1  

Observação 35 S e  notarmos M~? = (c:c,); , M ;  = (M: , M,", ...) t Ftz+ então 

(C,  A ,  A) é S D  se e somente se Mi3, A é SD. (Segue do fato de que para alguma ( l1 1 
matriz unitária Ui, tem-se Ci = UiMi5 para cada i E N). 

5.5 Alguns resultados importantes oriundos do 
caso homogêneo 

5.5.1 Estabilidade Estocástica versus Espectro de um 
Operador Linear 

A seguir, veremos o Lema 37, um importante resultado apresentado em [47], que 

relaciona estabilidade estocástica com o espectro de um operador D E B(IFtl) e 

permite resgatar o conceito estrutural de SS, para os MJLS. 

Para qualquer condição inicial ( O o ,  xo) arbitrária considere o sistema dinâmico 

homogêneo abaixo 

onde F = (Fl ,  F2, . . .) E Ft;, e definamos 

onde 



Para H = ( H l ,  H2 ,  . . .) E ?í;L , definimos o operator 2) tal que 

onde 

A Proposição 38 e o Lema 39 a seguir são eiicontrados em (471. 

Proposição 38 Seja x ( t )  dado por (5.20) com F E 7-í: arbitrário então Q ( t ) ,  

t > 0 ,  definido por (5.21) e (5.22), pertence a IFI? + e satisfaz a equação diferencial 

linear e m  espaço de Banach 

ou equivalentemente, o seguinte conjunto infinito enumerável de equações diferenci- 

ais interconectadas 

onde D é dado por (5.23) e (5.24). 

Lema 39 Considere o operador D definido e m  (5.23) e (5.24), K = ( K I ,  K2, ...) E 

Zntm c0 C = (Cl, C2, . . .) E ?íy e H = (H1 , H2, . . .) E ?íkn. 

O sistema (A, B ,  A) é S S  com estabilizador K se e somente se 

onde F i = A , - B i K i  i = 1 , 2 ,  ... 

Similarmente o sistema (C, A, A) é S D  com estabilizador H se e somente se 



5.5.2 Solução Ótima para o Problema de Controle 

Considere M = (M1,  M2,  ...) E 'Ftk+ definido em (2.2). Definamos para H = 

(H1 , H2, . . .) E 7-I; o operador linear & ( H )  = (I1 ( H ) ,  E2(H),  . . .) , e o operador não 

linear T ( H )  = (TI ( H ) ,  T2 ( H ) ,  . . .), onde 

- 
Ti ( H )  = Mi + Af H, + HiAi - HiBiB,* Hi + li ( H )  + &Hi 

A Proposição a seguir foi obtida do Teorema 37 em [47] com pequenas modificações. 

Proposição 40 Suponha (A, B,  A )  estocasticamente estabilizúvel e (C, A, A )  esto- 

casticamente detectável. Então existe uma única solução L = ( L l ,  L2,  . . .) E IFIZ tal 

que para cada i E N, 

li ( L )  = Mi + Af Li + LiAi - Li BiBz* Li + Ei ( L )  + XiiLi (5.30) 
03 

= Mi + (Ai - BiJi)*Li + Li(Ai - BiJi) + Jz*Ji + C X q L j  = O (5.31) 
j=l 

onde Ji = B,*Li. Além disso, J = (J1 ,  J2, ...) estabiliza (A, B, A) .  

Observação 41 A sequência de matrizes J = (Ji  , J2, . . .) que aparece na  Proposição 

acima é fundamental n a  definição dos operadores custo J e JT n o  Capitulo 4. 

5.6 Um Lema Importante 

O Lema a seguir, devido a Yakubovich [90] é a ferramenta fundamental na prova 

das Proposições 54 e 55 na seção 8.2. 

Lema 42 Considere 'Ft um espaço de Hilbert. Considere também uma  forma quadrú- 

tica J(Ç) =< SÇ, Ç >, tal que Ç E 'Ft e S E E(7-i) é autoadjunta. Seja Mo um 

subespaço fechado de 7 í  e M u m a  translação de Mo por um elemento m E 7-i ( ie . ,  
A 

M = Mo + m). Se inf > O então existe um único elemento Ç E M tal que 
A 

Ç E M o  <C'<> 
A 

J(C) = ir&J(Ç), onde Ç = p + m, com p = Ç m  E Mo para algum Ç E @('H) . 



Capítulo 6 

Resultados Preliminares 

6.1 Introdução 

Este capítulo diz respeito fundamentalmente a resultados que obtivemos e que 

servirão de ferramentas na prova de resultados dos capítulos 7, 8 e 9. Na primeira 

parte estudamos as trajetórias do processo de estados { x )  , cuja caracterização é 

fundamental na prova dos resultados da seção 6.3. Na segunda parte estudamos 

questões ligadas à estabilidade cujos resultados baseiam-se principalmente em con- 

ceitos do Capítulo 5, com ênfase na seção 5.5. 

6.2 As Trajetórias do Processo de Estados {x) 

O resultado que segue estende o Lema 80 de [5] ao caso não homogêneo. 

Lema 43 Para condições iniciais arbitrárias ( O o ,  xo )  consideremos o sistema dinâ- 

mico não homogêneo 

"i) = F B ( ~ ) x ( ~ )  + D B ( ~ ) w ( ~ )  , t > 0 

x ( O ) = x o ,  O(0)=Oo 
(6.1) 

onde F = ( F l ,  F2, . . .) E 7-1: Para todo t > O definamos to = O e a variável 

aleatória 6 = ( O ( t l ) ,  ... . . ., O ( t m - l ) ) ,  com tl < t2 < ... < tN tempos de saltos. Então 

a trajetória do processo de estados {x) com t,-1 L t < t,, para m = 1 , 2 ,  ..., N, é 



onde 

e N é finito com tN = oo ou infinito com lim tN = ca. 
N4cn 

Prova. As trajetórias do processo de estados {x) são soluções conectadas de 

com condição inicial (8(tm-l), x (trn-i)) e portanto dadas por 

Pela continuidade de (6.4), em todo ponto de salto temos 

substituindo ~ ( t , - ~ )  em (6.4) por seu correspondente dado por (6.5), obtemos 

quase certamente, com tm-l 5 t < tm. Consecutivas substituições levam-nos a (6.2). 

Em (6.2) N é finito quando um estado absorvente é visitado (isto ocorre se 

Xii = O ) .  Neste caso tN = oo. Caso contrário, N é infinito. Como -Aii < c, para 

todo i E R? (veja (2.4)) então quase todas as trajetórias de {O) tem um número finito 

de saltos em cada intervalo [O, a], a < oo. Logo, com probabilidade um não existem 

sequências de saltos convergindo para um instante finito t tal que lim tN = oo a.s.. 
N m J  

Então, (6.2) expressa a trajetória do processo de estado {x) para todo t > O mesmo 

quando N é finito ou infinito. i 



6.3 Aspectos da Estabilidade Estocástica para o 
Caso Não Homogêneo 

Se considerarmos a classe de controles admssíveis dada por u(t) = -Ke(t)x(t) + q(t), 

é possível verificar através da Proposição 44 a seguir que a estabilidade do sistema no 

sentido estocástico independe da presença do ruído, dependendo apenas do espectro 

do operador linear limitado V,  como no caso homogêneo. Além disso, se u(t) = 

- Ke(t)x(t) então tem-se a equivalência. 

Proposição 44 Considere o sistema (4. l ) ,  com a classe de controles admissiveis 

dada por u(t) = -Ke(t)x(t) + q(t), onde q E Cm. Considere ainda o operador V 

definido e m  (5.23) e (5.24)) com F, = Ai - Bi Ki. Se  sup{Re X ; X E a(V))  < O 

então x E Cn para todo w E CP, x0 E C;, e Qo E OO. Além disso, o operador 

XK(QO, a )  definido e m  (7.11) pertence a B[C; x CP x Cm , Cn] . 

Prova. (*) Para condições iniciais arbitrárias (00, xo) considere o sistema 

dinâmico não homogêneo 

i "i) = =e(t)x(t) + Dqt)w(t) + Be(t)q(t) , t > 0 

~ ( 0 )  = xo, Q(0) = Qo 

onde F = (Fl, F2, ...) E a:. 
Definamos to = O. Pelo Lema 43, para todo t > O a trajetória do processo de 

estados {x) com tempos de saltos ti < t2 < ... < tN é dada por: 

quase certamente, para tm-l 5 t < t,. 

Consideremos o sistema dinâmico homogêneo, 



Se fizermos w = 0, pelo Lema 43 temos que a trajetória do processo de estados { T )  

com tempos de saltos tl < ... < t, < ... é dada por 

quase certamente, para tm-l 5 t < t,. 

Consideremos o sistema 

onde D é o operador definido em (5.24). Pela Proposição 38, Capítulo 5, temos 

que Q(t) = (Q, (t), Q, (t), . . .), onde Qi(t) = E [x(t)~(t)*l{~(+~}] é solução do sistema 

(6.10). Por outro lado, como D é um operador linear limitado, a Proposição 30 

garante que o sistema (6.10) é satisfeito por uma única função 

onde T é o sernigrupo de classe C. gerado pelo operador limitado D. Tendo em vista 

(6.8), (6.9), (6.11) e o Lema 65 no Apêndice, temos que 

c0 

< n llTW l l  C ~[IIxox~l<eo=u lll 
i=l 

Consideremos agora o seguinte sistema homogêneo 



então, a solução do problema de valor inicial (6.14) para cada j E {1,2, . . . , m - 11, 
é dada por: 

~ n d e t , - ~ - ~  < T < tmPj, tm-1 < t < tm. 

Para cada j E {1,2, ..., rn  - 11, o integrando de (6.7) pode ser encarado como a 

solução de (6.14). Assim, para cada j podemos associar o sistema 

oiide D está definido em (5.24). Novamente, como D é um operador linear limitado, 

a Proposição 28 nos garante que o sistema (6.16) é satisfeito por uma única função 

oiide T é o semigrupo de classe C. gerado pelo operador D. Aplicando a Proposição 

36 obtemos que 

é também solução do sistema (6.16). Pelo Lema 63, substituindo x e Q por s e 

S respectivamente, temos que / ~ s ( t )  1 1 ;  < n IIS(t) [ I l ,  para cada j E {I, 2, ..., m - 1). 

Tendo em vista (6.15), (6.16), (6.17) e (6.18) , temos: 



por (6.7), (6.12), (6.13) (6.19) e (6.20) obtemos 



onde 

Mas por hipótese sup{Re X ; X E o(D) ) < 0, tendo em mente que D é um operador 

linear limitado, podemos lançar mão da implicação (1) + (4) do Lema 32 (i.e., 

sup{ReX ; X E o(D)} < O + So IIT(t)ll dt < w). Daí temos que 

OU seja, x E Cn. 

Tendo em vista as trajetórias do processo de estados {x), em (6.2), verifica-se 

facilmente a linearidade do operador XK. Além disso, como XK (Oo, xo, w, q) = x, 
2 

temos que IIxK(~O, ~ 0 ,  W, q)112 = 11x112 e 

Denotando ,O2 = Jo ilT(t) 11 dt , (6.22) pode ser reescrito como 

Fixemos ,LL > O tal que 

ent ão, 



tendo em vista a norma em (C; x CP x Cm) dada em (2.5), temos que 

provando que o operador XK(Oo;)  é limitado. Portanto, XIc  ( O o ,  .) 

E B [ C ; X C p X C m ,  C"]. . 
Proposição 43 S e  sup{ReX ; X E o ( D ) )  < 0 ,  temos que z definido e m  (4.2) 

pertence a CT. A l é m  disso o operador ZIc(Oo, .) definido e m  (4.4) pertence a 

B[C; x CP X Crn , C T ] .  

Prova. Veja seção 11.2 do Apêndice . i 

Coiisideraiido a classe de controles admissíveis u(t) = - Kqt) x ( t )  , é possível 

estabelecer equivalência entre estabilidade estocástica do sistema e o espectro do 

operador D. Este resultado será aplicado para completar a prova do Lema 62. 

Corolário 44 Considere o sistema (4.1), a classe de controles admissíveis dada por 

u(t) = - K e ( t ) ~ ( t )  e o operador D definido e m  (5.23) e (5.24), onde F, = Ai - B i K i .  

Então sup{Re  X ; X E o ( D ) )  < O se e somente se x E Cn para todo w E CP, x0 E C;, 

e Qo E 0 0 .  

Prova. ( ==+)O resultado segue da Proposição 42 fazendo q = O . 

(e=) Como por hipótese x E C" , então para todo xo E Cn , do E 0 0 ,  e 

w E CP, temos Jr E [I jx( t ) l /2]  d t  < w. Fazendo w = O, o Lema 37 nos garante que 

sup{ReX ; X E o ( D ) )  < 0. i 



Capítulo 7 

Aspectos próprios do Cenário em 
Horizonte Finito 

7.1 Introdução 

Na seção 7.2 exibimos a equação diferencial de Riccati em espaços de Banach e 

exibimo-la também numa versão forward, forma esta que utilizamos para desenvolvi- 

mento da teoria. Na seção 7.3 obtemos uma expressão para o operador infiiiitesimal 

Lu, bem como uma versão da fórmula de Dynkin para o nosso problema. Este re- 

sultado constitui-se na ferramenta fundamental na obtenção de uma expressão para 

o operador custo yT na seção 7.4. Esta, por sua vez, se encerra com a solução do 

problema ininiinax proposto em (4.8). 

7.2 A Equação Diferencial de Riccati em Espaço 
de Banach 

Para H = (Hl, H2, . . .) E fiz, Mi como em (2.2), definimos o operador não linear 

T(H) = (Z (H), %(H), . . .), Por 

Proposição 45 O operador I leva W&+ em { H  E fik : H* = H) 



Prova. Temos que 

Como {O) é conservativo, temos, para H E 7-í: e mz > mi, que 

Logo, &jHj}mtR é uma sequência de Cauchy e portanto converge no es- 

paço completo M(Cn) quando m + m. Por outro lado, como o processo de Markov 

{B(t) , t > 0) é conservativo e estável por (2.4) temos 

Logo, IIc&#~ X,H, 1 1  é uniformemente limitado em i. Como A, H E E:, 

B E 'iím,ln e D E 7-ígn, tomando a norma em ambos lados de (7.1), segue que 

I ( H )  E E:. Além disso, como H, = H:, é imediato verificar que ?;(H)* = ?;(H). 

Para T finito e L E 'Ftn,f arbitrariamente fixados, a equação diferencial de 

Riccati em espaços de Banach se escreve como 

onde 

A equação (7.2) pode ser reescrita como um conjunto infinito enumerável de 

equações diferenciais de Riccati interconectadas 

a garantia de existência e unicidade de solução da equação diferencial de Riccati 

(7.2) é dada pela Proposição a seguir. 



Proposição 46 Para T E [O, oo) e condição terminal L E X&+ arbitrariamente 

fixada, existe solução PT(.) : [0,T) + E&+ para (7.21, contínua para t E [0,T] 

e continuamente diferenciável para t E (O,  T ) .  A l é m  disso, esta solução é única 

(dentro de u m a  classe de soluções com estas propriedades). 

Prova. Veja Proposição 4.9 em [47]. i 

Observação 47 Denotemos PTPt (O) = PT(t).  Então, [O, TI 3 t i. PTPt (O) E X&+ 

satisfaz (7.2). E m  particular, e m  t = T, P ~ - ~  (O) = ~ ' ( 0 )  = pT (T) = L e e m  

t = 0, temos que PT-'(O) = PT ( O ) .  

Tradicionalmente a equação diferencial de Riccati é um problema backward, 

porém, sob o ponto de vista da Observação 47, a equação diferencial de Riccati 

(7.2) pode ser reescrita como forward, como segue 

ou o seguinte conjunto infinito enuinerável de equações diferenciais de Riccati inter- 

coiiect adas 

Proposição 48 [O, T] 3 t + PT ( t )  = PT-t (O) = P E Xk satisfaz 

$ P ~ - ~  (0) + 7 (0)) = O,  t t (O,  T )  
P0(0) = P 

se e somente se P satisfaz 7 (P) = 0. 

Prova. Supondo T(P) = 0, temos que 7 ( P ~ - ~ ( o ) )  = 7 ( P )  = 0, para t t 

(O, T) . Por outro lado, $ pTpt (O) = O implica $ P ~ - ~  (O) +7 (pTpt (O)) = O e também 

temos PO(0) = P. Reciprocamente, corno PO(0) = P, então 7 (PO(0)) = 7 (P) = 0. 

i 



7.3 Operador Infinitesimal Lu e a Fórmula de Dynkin 

Por simplicidade, denotaremos PO(0)  = P O ,  e PT ( O )  = PT (de  acordo com a Ob- 

servação 49).  Assim, definimos as seguintes sequências de matrizes: 

onde 

A Proposição a seguir, está fundamentada nos resultados do Capítulo 5 ,  seção 

5.3. A classe de controles adrnissíveis considerada é dada por: u(t) = - Jqt)x  ( t)  +q(t) 

onde J ,  definido na Proposição 40, estabiliza (A, B,  A). 

Proposição 51 Seja g tal que 

X 3 (t, x ,  i )  H g( t ,  x ,  i) = x ( t )*p ,T tx ( t )  (7.8) 

onde PTPt = (pFt, pFt, ...) E FtLf satisfaz a equação diferencial de Riccatz in- 

finito enumerável dada por (7.6). Então sob as hipóteses de sistema da Proposição 

34 o operador infinitesimal Lu é dado por 

para todo ( t , x ( t ) ,O( t ) )  E X . Além disso, para s = O e t = T ,  a fórmula de Dynkin 

(5.14) se escreve 



+w ( r )  * 6~;;; x ( r )  + x ( r )  * 6 (G;;;) * w ( r ) ]  dr. 

Prova. Considere g ( t ,  z ( t ) ,  9(t)  = i)  = x(t)*pT-"(t). Pelo Lema 23, 

tg (t , x ( t )  , i)  = x( t )  * % pTptx(t) ,  como PTPt satisfaz a equação diferencial de Riccati 

(7.6), temos 

- pT-t = -qpT-t)  = -&.ri - A*PT-~ - + p , T t ~ p * p , T t  d t  i % 2 

então 

X ( ~ ) * - $ P : - ~ X ( ~ )  = x(t)*[-M~ - A * P ~ - ~  - P T - ~ A ~  + F ~ - ~ B ~ B * P ~ - ~  

00 
1 pT-t 

- C P F - ~ A ~  - i D~ D: pTpt] x  ( t)  . 
j=l 

Também pelo Lema 23, com g (t , x(t)  , i) definido em (7.8) temos que, 

V ~ , ~ g ( t , ~ x ( t ) ,  ~ ) ' ~ ( A i x ( t )  + B i ~ ( t )  + D i ~ ( t ) )  

= (Aix( t)  + Biu(t) + Diw(t))* PT-~ x ( t )  

+~(t)*P,'1-~(Aix(t)  + Biu(t) + Diw(t)). 



A expressão (7.10) segue imediatamente da expressão acima e de (5.14). i 

7.4 Custo de uma Política Admissível 

Fixado Qo E O. , para (xo , w , q) E (C; x C P  x Cm) , K E Zzm, definimos os operadores 

lineares XK (OO , '), ZK (eO, e )  como 



onde x é dado em (4.1,  z(t) está definido em (4.2). Finalmente, 

para w E C P  definimos os operadores X g  (00, a )  e Zg(Bo, .) respectivamente, 

Por 

Denotemos x = XJ(Qo, xo, w, q) e z = ZJ(Qo, xo, w, q) substituindo K por J em 

(7.11) e (7.12), respectivamente. 

Tendo em vista os operadores definidos acima, podemos reescrever o operador 

custo JT dado em (4.5), por 

Definimos os operadores YT e FT por 

Na Proposição 52 a seguir, encontramos uma outra expressão para o operador 

custo J T .  

Proposição 52 Suponhamos (C, A, A) estocasticamente detectável e (A, B, A) esto- 

casticamente estabilizável. Para a politica de controle admissivel u(t) = - Jqt)x(t) + 
q(t), com J definido na Proposição 40, o custo (4.5) se lê 

onde PT-t E satisfaz (7.5). 





Corolário 53 Considere 00 E 0 0  f i o .  Suponhamos (C, A, A) estocasticamente de- 

tectável. Suponhamos ainda que existe K = (K l ,  K2, ...) E 7-íZm tal que K estabiliza 

(A, B , A )  e que sup IIZ:(Bo,.)II < S, para algum S > O .  Então, para cada T > O o 
6'oEOo 

operador ? T ( B ~ ,  x o )  definido e m  (7.16) é dado por 

onde 

Prova. Segue imediatamente da Proposição 52. i 



Capítulo 8 

Aspectos do Cenário em Horizonte 
Infinito 

8.1 Introdução 

A seção 8.2, consiste basicamente na solução do seguinte problema minimax: 

O Lema 42 constitui-se na ferramenta principal na solução do problema minimax 

acima. 

Na seção 8.3, a partir da solução de (8. I), definimos uma sequência de matrizes 

P = (Pl, P2, . . .) . Definimos "uma solução positiva semidefinida da ICARE" e 

mostramos que P = (Pl , P2, . . .) acima satisfaz esta propriedade e além disso P é 

limite (quando T tende a infinito) da única solução da equação diferencial de Riccati 

(7.2). 

8.2 O Operador Custo e o Problema minimax 

Nesta seção mostramos existência e unicidade de G E CP, q' E Cm tais que 

A estratégia para resolver este problema consiste em desmembrá-10 nas Proposi- 

ções 54 e 55. Neste seritido, resolveremos primeiramente o problema de minimização. 

Proposição 54 Considere Qo E 0 0  fixo e xo E C,". Suponhamos (C,A, A) es- 

tocasticamente detectável e (A, B, A) estocastzcamente estabilizável. Então existe 



Q : C P  t Cm tal que Q E B [Cp,  Cm] . Além disso, 

?(eo, x0,  W )  = inf J(&,  X O ,  w ,  q) = J(Qo, .o, W ,  9) 
q€Cm 

(8.2) 

onde 4 = Q(w) . 

onde 

Definamos agora M o  = {(O, O ,  q) E C; x CP x Cm) e M = M o  + m com m = 

(xO,w,O) E c; X C P  X cm. 

Finalmente, aplicando o Lema 40, temos que para cada Qo E 0 0  existe um 
- 

único elemento i: E M tal que S(Qo, xo, w ,  c) . = inf S ( x o ,  C ) ,  onde C = p + m, 
C E M  

com M o  3 p = Q f ( Q o , m ) ,  para algum Q1(.)  E @[C$ x C P  x Cm]. Portanto M o  3 

p = S' (60, m) = S1(Qo, xo , w , O )  = ( O ,  O ,  q) e para algum S E B [C; x C P ,  Cm] , 
A 

q =  S(Qo,xo,w). 



Antes de atacarmos o problema de maximização, definiremos alguns operadores 

auxiliares que serão usados na prova da Proposição 55. Para facilitar a notação 

destes operadores, denotaremos por i o estabilizador de (A, B, A). Para Qo E 

fixo, xo E C,", definimos os operadores -%(oo, .), X(Qo,  .) em B [C," x Cp, C"] e Z(00,  .), 
- 
Z(Qo, .) em B [C," x CP, CT] por: 

Passemos agora para o problema de maximização. 

Proposição 55 Considere Qo E fixo. Para cada xo E C,", suponhamos que 

(C, A, A) é estocasticamente detectável e que existe um controlador E = 

- - 
(K1, K2,  ...) E 3-1" tal que E estabiliza (A, B ,  A) e além disso, para algum S > 0 ,  

sup  IIZ$(QO, -) 1 1  < 6 .  Então existe um único elemento i2 t CP tal que 
e o e o  

~ ( Q o ,  X O )  = SUP ~ ( Q o ,  xo , W )  = ~ ( Q o ,  X O ,  @)  
wECP 

(8.4) 

Além disso, para algum W(Oo, .) E B [C,", CP] , W = W(Q0, xo). 

Prova. Usando a notação acima, a Proposição 54 nos garante que para qualquer 

q E Cm e todo ( x o ,  w )  E C," x CP, temos 

Lembrando que 

- 
se escolhermos q como, q ( t )  = ( ~ ~ ( ~ 1  - ~ ~ ( ~ 1 )  x ( t ) ,  t > O teremos, 



mas por hipótese, sup 1I.Zg(B0, .)I1 < 6 para algum 6 > O. Então existe a > O tal 
como 

que para todo w E CP, w # 0, 

eiit ão , 

Logo, para w # O 

onde 

Claramente C; x CP é uni espaço de Hilbert e também Z E Ii3 [C; x CP] com Z(QO, .) 

autoadjunto para todo Bo E O. (O fato de Z" ser limitado implica que S também 

é limitado). Defina agora M o  = {(O, w) E C$ x CP) e M = M o  + m com m = 



(xo, O) E C$ x C P .  Observe que Mo é um subespaço fechado de C$ x C P  e M é 

apenas uma traiislação de Mo pelo elemento rn. Temos de (8.9) e (8.10) que 

= inf 
wECP 

Agora, aplicando o Lema 40, para cada Qo E 00 existe um único elemento 6 E M 
- - 

talque -J(6) = inf -J(xO,w), o n d e G = p + r n ,  comp = W1(rn), para 
(XO,W)EM 

algum W1(.) E E% [C; x C P ]  . Portanto, Mo 3 p = W1(m) = W1(xo, O) = (O,  W) e para 

8.3 A ICARE e suas Propriedades 

Com o problema minimax (8.1) resolvido na seção 8.2, temos das Proposições 52 e 

53 que para cada Qo E 0 0 ,  xo E C$ existem W E C P  e TE Cm tais que 

n n ?(oo, xo) = sup iiif J ( Q o ,  XO,  w, q) = J ( Q o ,  xo, w, q) (8.11) 
w&P 4ECrn 

Nosso objetivo agora é deterininar uma sequência infinita de matrizes P = (Pl, P2, . . .) 

a partir do operador (8.11). Neste intuito definiremos ainda mais alguns 

operadores lineares limitados como segue. Para qualquer Qo E 0 0  fixo definimos 



Tendo em vista (8.11) e (8.14)) podemos notar 

onde A(Oo, .) E B [C;] é definido por 

Para qualquer xo E C,", afirmamos que A(Bo, .) > O. Realmente, para qualquer 

xo E C; temos que 

Agora, para cada i E N, xo E Cn, podemos definir P = (Pl ,  P2, ...) com 

Pi E B [Cn], Pi > O e tal que 

Podemos escrever 



Definição 56 Diremos que P = (Pl,  P2, ...) é uma  solução positiva semidefinida da 

I C A R E  se e somente se P E E&+ e satisfaz a I C A R E  

onde 7 está definido e m  (7.1). 

Observe que 

~ T ( ~ o , x O )  = sup inf ~ T ( ~ o , x O , w , q )  = sup inf S ( ~ o , x o , w , q ) .  
w ~ C ~ , T  qECm w ~ ~ ~ 3 T  4ECm 

Veremos a seguir que P definida em(8.15) é uma solução positiva definida da ICARE. 

Proposição 57 Suponha que ( A ,  B ,  A) é S S  e que (C,  A, A) é SD. Então, para 

L = O E E&+ e para cada i E N, o valor eT ( O )  da única solução PT( t )  E E:+, 

t E [O,  TI de (7.2), converge para P, E M(Cn)+ definido e m  (8.15) quando T -+ oo. 

Além disso, P = (Pl,  P2, ...) E E&+ e satisfaz a ICARE (8.1 6). 

Prova. Temos da Proposição 48 que existe uma única solução da equação dife- 

rencial de Riccati (7.2) para T E [ O ,  oo) e L = O E E:+. Para xo E Cn arbitrário, 

Bo = i E N, com horizonte de tempo TI  < T2 E ( O ,  oo) e condições terminais 

PTl (Ti) = PT2 (T2) = L = O e considerando q definido na Proposição 54, temos que 
A 

x; P? (0)x0 = JT2 (i, xO) 



= sup YTl ( O o ,  xo, w )  = sup inf gT1 (00, .O, w , q) 
W E C P , ~ ~  w E C ~ , ~ i q E C m  

A 

= JTl (i, xo) = X ~ P ?  (0)xo > O 

mostrando que para todo xo E Cn, se O < TI < T2 então, para todo i E N ,  vale 

O < P? ( O )  < P? ( O )  (8.17) 

Tendo em vista que estabiliza o sistema (A, B, A), da prova da Proposição 45 

vemos que para algum c > O ,  IIZ(i, xo, 0)  1 1 ,  < c IIxo l i 2 ,  independente de i .  Aplicando 

(8.5) na primeira inequação e (8.7) na quarta inequação, obtemos 
A 

x; PT(0)xo = x; PTx0 = JT (i) xO) 

- 2 
= sup ( i ,  x w )  = sup { i  0 ,  4 1 ,  - b2 llwll:} 

W E C ~ ~ ~  W E C ~ ~ T  

< sup {(IIZ(i, xo, 0)II2 + Ilz(i, o , w ) ( ~ , ) ~  - b2 1/~111} 
w€CpsT 

< sup { ( c  llxol12 + J6"-a2 11w112)~ - 6, llwll2) - 

W E C P ~ T  

< sup { ( c  + IhTF 1 1 ~ 1 1 2 ) ~  - b2 I I W I I ~ }  - 
W E C ~ , ~  

= sup { ( c  + d G a ) 2  - b2a2) < ao 
a 

o que implica que PT E Hkt para todo T 2 O. Como 1 1  PT ( 1  < W, existe d > O ta1 
03 

que para todo xo E C", x8Pl(0)xo < d llxol12 = x ~ d I x o ,  logo 

Levando em consideração as desigualdades (8.19) e (8.17), podemos aplicar o Lema 

67 do Apêndice e obter que, para cada i E N ,  xo E C", PT(0) converge para Pi(0) 



quando T + oo. Provaremos agora que P,T(a) t Pi quando T t oo para qualquer 

condição inicial de tempo t = a. 

Tendo em vista a Proposição 48 e o Lema 7.10 em [47], fixando arbitrariamente 

a > O e T E (a, oo), sejam pT(t), t E [O,T], solução de 

P' (t) + 7(pT( t ) )  = O,  t E (O, T) { PT (T) = O 

e PT>-"(t), t E [-a, T - a], solução de 

Como Pr(0)  + Pá quando T -+ oo, temos que P:-"(O) -t quando T -t oo. 

Renomeando T por T - a em (8.20), obtemos 

P?-" (t) = PT-" ( t )  , t E [O, T - a] (8.22) 

assim P?-"(o) + Pi quando T oo. Agora, do Lema 7.10 em [47], temos que 

Reescrevendo (8.17) e (8.19) como O < eT1-"(O) < eT2-"(O) e p F a ( 0 )  ,< dI, 

respectivamente, considerando (8.22) e (8.23), obtemos 

O < P? (a) < P? (a) e pT (a) < d I  (8.24) 

para todo T, Tl,T2 E (a, oo), TI < T2 e i E N. Portanto, 

lim ~:(a)  = Pi , i E N 
T+m 

ou ,  

Definamos IPT E IB [CP, CplT] por vT(w) = wT E para todo w E CP , onde 

De (8.4), Proposição 55 e (7.16), obtemos 

Como (pT(W (00, xo)) W (Qo, XO) quando T t oo, obtemos pela continuidade de 

~ ( Q o ,  xo , .) que 

YT (80, xO) -+ 3(Qo, xo) quando T + oo (8.26) 



ent 50, 

A 

X:P?XO = TT(i, XO) f ~ ( Q O ,  XO) = x:P,x0 quando T + oo 

com P, definido em (8.15). Pela unicidade do limite, para cada i E N, <T converge 

para P, e PT + P quando T -t oo. 

Além disso, por (8.19) temos que I I P ~ I I ,  < d, para todo T > O o que implica 

11 P 11 < d, completando a prova de que P E 'FIZ. 
Finalmente mostremos que P satisfaz a ICARE, ou seja, I (P) = O. Tendo em 

vista (8.24), (8.25) e o fato de P = (Pl, Pz, ...) E 'FIE , obtemos a partir do Lema 

68 no Apêndice que 

Para (O, T) 3 t H PT(t), definimos o operador diferencial D por 

De (8.25) e como a > O é arbitrário, temos que limT,, PT(t) = P,, para t E (O, T). 

Como Pi é uma função constante em t, obtemos 

lim RT(t) = lim DP?(~) =D(P,)  = O ,  i E N 
T+m T+m 

Tomando t = a na expressão acima e em (8.20), obtemos 

lim PT(a) = O 
T+m 

Passando o limite em (8.29) e tendo em vista (8.27) e (8.28), temos que 

O = lim PT (a) + lim 7(pT (a)) = 7(P) . 
T 4 m  T-rm 

como desejávamos. i 

A Proposição 58 a seguir, nos mostra que a solução da equação diferencial de 

Riccati (7.2) converge para P (definido em (8.15)), para qualquer condição terminal 

L E 'FIkf. 

Para diferenciar do caso da Proposição 57 em que L = 0, optamos por denotar 

a solução da equação diferencial de Riccati por PT (t). 



Proposição 56 Suponha (A, B,  A) estocasticamente estabilizável e (C, A, A) esto- 

casticamente detectável. Então, qualquer que seja a condição terminal L E h!:+, 
- - 

para cada i E N ,  o valor PT ( 0 )  = P: da única solução P'(t) E Hm, t E [O,T] para 

(7.2), converge para Pi(0) = Pi E M(Cn)'(definido e m  (8.15)), quando T + ca. 

Além disso, P ( 0 )  = P = (Pl,  P2, ...) E ?-I&+ e satisfaz a I C A R E  (8.16). 

Prova. A idéia da prova é recair no resultado da Proposição 55, ou seja mostrar 
- 

que l i m  PiT ( O )  = Pi ( O )  = P,, para cada i E N, onde P = (Pl,  P2, . . .) é a solução 
THOO 

positiva sernidefinida da ICARE (8.16) e pTPt ( O )  = pT(t) , t E [ O ,  T ]  satisfaz (7.2) 

com condição terminal (inicial) nula. 

x0FTxo = sup inf { J T ~ ( l I ~ ~ ( t ) x ( t ) 1 1 ~  + 1 1 -  ~ e ( t ) x ( t )  + q(t)1I2 - b2 I I ~ ( t ) l l ~ ) d t )  
WECF 4ECrn 

então , 

onde PT ( O ) ,  i E N ,  está definido na Proposição 55. 

Tomando o limite em ambos os lados de (8.31),  temos que 
- 

T liin x; P T x o  > lim xOPi xo  = 
T400 T4OO 

liin x;13fxo > x;Pixo. 
T+OO 

Por outro lado, temos que 



+ liin E [x (T) * x (T)] T+m 

= ?(i, XO) + Ttco  h E [ ~ / x ( T ) L & ~ ) ~ ~ ~ ]  

Como L E R:+ , temos que IILllco < oa. Por outro lado, por hipótese, o sistema 

é SS, conseqüentemente o sistema também é M.S.S. (mean square stable), o que 

significa que lim E [ I  1 z (T) 1 1  '1 = O. Então a expressão (8.33) acima se lê como 
T+m 

A 

lirn x ~ F ~ x o  < J(i, xo) = xGPixO. 
T tco  

(8.34) 

Finalmente, de (8.32) e (8.34), obtemos que 

-T lim XGP, xo = xGPixo 
Ttco  

implicando que para xo t Cn arbitrário, para todo i E N, ET + Pi quando T i oa . 

Pela Proposição 55, temos que P E 'H",+ e satisfaz I ( P )  = O. i 



Capítulo 9 

O Problema H, com saltos 
Markovianos 

9.1 Introdução 

Dividimos a prova do teorema 57 em dois Lemas, a saber: Lema 58, referente à parte 

da Suficiência e Lema 62, referente à necessidade, ambos provados nas subseções de 

mesmos nomes. 

Teorema 57 Suponha (C, A, A) estocasticamente detectável (SD) e considere S > O 

fixado. Então existe K = (Kl, K2, ...) E FQrn , que estabiliza (A, B,  A) e é tal que 

se e somente se existe P = (Pl, P2, ...) E 7-L~+satisfazendo: 

Ki - GTGi (i) Mi + (Ai - BiKi + :D,G,)*P, + Pi(Ai - BiKi + +D,G~) + K* 

00 

+ XijP j  = O para todo i E N. 
j=l 

onde 

Ki = Bz*Pi 
1 

Gi = -D,*Pi 
S 

para todo i E N. 

(ii) sup{ReX ; X E o(D)) < O onde D está definido e m  (5.24), com Fi = 

Ai - BiKi + ~ D ~ G ~ ,  para todo 2 E N .  



9.2 Suficiência 

Lema 60 Suponha que as condições (i) e (ii) do Teorema 59 se verificam. Então 

K estabiliza (A, B,A) e sup Ilz&(00, .)I[ < S. 
00 €00 

A prova do Lema 60 acima é conseqüência das Proposições 61, 62 e 63. 

Proposição 61 Suponha que (i) e (ii) do teorema 59 se verificam. Então K = 

(Kl, K2, ...) estabiliza (A, B,  A). 

A A A A 
Prova. Seja F = (F1, F 2 ,  .. .) E FíFtn, onde F = Ai - BiKi . Da condição (i) do 

teorema temos que para cada i E N, 

Rearranjando, podemos reescrever a expressão acima como 

Substituindo a D: P, por Gi , a condição (i) do teorema se escreve 

h 

Lembrando que Mi = C:Ci e notando C i* = [C: G: K:] obtemos 

Então, a expressão (9.2) se lê 

A 

Definindo I? = (El, &, . . .) , onde H, = [O - i DiGi O] obtemos 

Da hipótese (ii) do teorema temos que sup{ReX ; X E a ( D ) )  < O onde D está 
h 

definido em (5.23) e (5.24)) com F, = Ai - Bi Ki + i DiGi. Pelo Lema 39, H estabiliza 



A A (e, F) e o sistema ( C ,  F) é SD. Tendo em vista a Observação 37, por uma peque- 
- 

na modificação na proposição 6.10 em [47] temos que K = O estabiliza o sistema 

(F, B ) ,  i.e, 

então K estabiliza (A, B, A). i 

Para facilitar a notação, para qualquer Bo E 0 0  e w E C P ,  denotaremos 

x = XE(BO, W )  e z = Zg(BO, w ) .  

Proposição 62 Suponha que (i) e (ii) do teorema se verificam, então 

onde r E C P  está definido por 

Prova. Começamos por escrever 11 z ( t )  1 1  e 11 r ( t)  11 . 



Tomando g(t, x(t) , O(t)) = x(t)*Pqq x(t), pela Observação 69 (expressão ( l l . l6)) ,  

obtemos 

Fixe s = O na fórmula de Dynlun (11.17). Lembrando que xo = 0, obtemos 

x(0)*Peox(O) = O. Então, 

Por outro lado, uma vez que K estabiliza (A, B, A), temos que 

Defina agora o operador W(Oo, .) E B[CP] como: 

isto é, para todo w E CP, 

- 1 
W (Oo, w) = G, onde G(t) = -Gqt) x(t) - w (t) 

S 

qualquer que seja t E [O, m )  . Observe que pela Proposipão 42, é limitado. 

Por simplicidade omitiremos a dependência de Bo nos operadores na próxima 

Proposição, bem como na prova do Lema 58. 

Proposição 61 Suponha que (i) e (ii) do Teorema 57 sejam satisfeitas. Então o 

operador definido em (9.6) é inversivel. 



Prova. Primeiramente definamos o operador F .  Para qualquer w E C", 

Y (w) = V, onde 

i ' Y(t) = (Aqt) - Bqt)K~(t) + iDqt)Ge(t))Y(t) - Ds(t)w(t) 

Y(0) = o 

Note que, pela condição (ii) do teorema 57, sup{Re X ; X E a ( D ) )  < O , temos 

da Proposição 42 que Y(w) E B[CP, Cn] e Y(w) < a, para algum a > O e todo I I -  I I  
O. E Oo. Considere o operador W,,(O~, .) t B[CP] definido por 

isto é, para todo w E CP, 

para todo t E [O, cm) . É fácil verificar que ?(w) = Xg (3 e T(W) = Xg (w) . - - 
Podemos provar que o operador W é inversível e Winv é sua inversa, i.e., -- - - 
WWinv = Wi,, W = I. De fato, 

Da mesma forma, 

- - 
o que mostra que W-I = Win, E Ii3 [CP]. i 

Prova. do Lema 58. 

A primeira parte, ou seja, que K estabiliza (A, B ,  A), foi provada na Proposição 

59. 

Para todo w temos que w = W-' (W (w)) , o que implica 

multiplicando ambos os membros da expressão acima por I I F - ~ I I - ~ ,  vem 



Considere agora a1 > 1 tal que W- 5 a, para todo 00 E 00. Então, para todo 

w E C P  temos 
11- 1 1  

9.3 Necessidade 

A parte de necessidade do Teorema 59, como já dissemos, será reescrita pelo Lema 

64 e cuja prova está no fim desta Seção. Usaremos a notação r para o controlador 

K como no Capítulo 8. 

Lema 64 Suponhamos que (C,A,A) seja estocasticamente detectável e que 
- - 

exista um controlador r = (Kl, K2, . . .) E ?l" tal que estabiliza (A, B,  A) e 

além disso, para algum 6 > 0, sup I Iz I<(~~,  .) 1 1  < 6. Então existe 
BOEOO 

P = (Pl, P2, . . .) E ?ln,f satisfazendo as seguintes condições: 

(i) Mi + (Ai - Bi% + i D~G,)' P, + Pi(Ai - B,K, + i D ~ G ~ )  + rlri - G:Gi 

OC> 

+ XijPj  = O para todo i E N. 
j=l 

onde 



para todo i E N. 

(ii) sup{ReX ; A  E õ(D)) < 0, onde D está definido e m  (5.24), com Fi = 

- B.K, + +D,G,, para todo i t W .  

Prova. Tendo em vista a Observação 67 no Apêndice, a afirmação ( i)  do Lema 

62 foi provada na Proposição 56, seção 8.3 do capítulo 8. Temos que, 

Da unicidade de G estabelecida na Proposição 53, e lembrando que GT é uma 
A 

A 

função niaximizadora para J(Qo, xo), temos pelo Lema 71 do Apêndice que GT + w 

quando T + oo. 

Conio Xpo,  xo, . ) é contínua, temos, 

quando T t oo, o que significa que ZT t 2 quando T t oo. Por outro lado, para 

xo E C;, Qo E 0 0  fixado, como a função Q(.) definida na Proposição 52 é contínua, 

então 

quando T t oo. 

Vimos na prova da Proposição 55, que lim P ~ G ~  = PB(~), daí, 
T4oo 

-T-t - 
lim K,(,) = lim 

T-too T-too 

o que implica que 



quando T + oo. 

Temos que 2 (60,  zo) = X ~ ( 0 0 ,  xo, 6,  c), se notarmos u(t) = - Js(t)Z(t)  + !?(t), 

c(t) como em (9.11) , obtemos 

Tendo em vista (9.12) e (9.13) temos que 

A 

Como X(Bo ,  .) E B (C,", C"), por (8.12),  para quaisquer xo E C,", Bo E 00, tem-se 

z(Q0, z o )  E Cn. Em outras palavras, Jo E [112(t) ) 1 2 ]  d t  < 00, pelo Corolário 44, 

sup{ReX ; X E o ( D ) }  < 0, com D definido em (5.24) e F' = Ai - B,K, + i D i G i ,  

para todo i E N, como desejávamos. 



Capítulo 10 

Conclusões 

Nesta tese estudamos o problema de controle H, para uma classe de sistemas lin- 

eares a tempo contínuo sujeitos a saltos Markovianos nos parâmetros, os MJLS. 

Obtivemos condições necessárias e suficientes para se obter um controlador que es- 

tabiliza o sistema no sentido estocástico (conforme definição 33) e garante que uma 

determinada norma induzida L2 seja menor do que um valor pré-especificado. 

Mostramos que determinada propriedade do espectro do operador linear limitado 

em espaços de Banach de dimensão infinita D,  dado em 5.23 e 5.24, implica na 

estabilidade do sistema, coincidindo com o caso sem ruído, tratado em [47]. 

Baseado nos conceitos de decomplexificação e Teoria de seinigrupos, e, con- 

siderando a solução da equação diferencial de Rccati (que vimos numa versão for- 

ward), obtivemos as expressões para o operador infinitesimal Lu e para a fórmula 

de Dyiiltin, que foram importantíssimos tanto na prova de resultados da suficiência 

do principal resultado deste trabalho, Teorema 57, como na obtenção da expressão 

para o operador custo no caso horizonte fiiiito. Vimos que a solução do problema 

minimax a horizonte fiiiito coincidiu com o custo ótimo em [47]. 

No que concerne à continuação desse trabalho podemos pensar nas seguintes 

extensões: 

(i) Analisar o caso robusto; 

(ii) Analisar um cenário similar àquele encontrado em Hinrichsen e Pritchard [53], 

descrito no Capítulo 3. 



Capítulo 11 

Apêndice 

11.1 Suporte para a prova da Proposição 42 

Lema 63 Considere o sistema dado por (5.20) e considere Q(t) dado por (5.21) e 

(5.22). Então, 

11.2 Prova da Proposição 43 

Prova. Inicialmente verifiquemos que ZK E CT.  



Mostremos agora que ZK (Oo, .) é um operador limitado. Realmente, sabemos que 

IIZIC(Oo, zo, w, q)l~; = 11~11:. Tendo em vista (11.1) e ( 2 3  obtemos 

Fixemos > O tal que 

então , 

e o operador ZK (Oo, .) é limitado. 

11.3 Suporte para a Proposição 52 

Aqui também, por simplicidade, omitiremos a dependência de Bo em alguns oper- 

adores. O Lema a seguir tem como finalidade mostrar unia desigualdade que surge 

na prova da Proposição 52 com vias a se encaixar nas hipóteses do Lema 40. Definire- 

mos a seguir algum operadores auxiliares na prova do Lema 64. Começamos por 

definir o operador 

Definimos também o operador 

V(so, .) E B[Cm] como I/(&, -) = JX?(~O,  .) - I (1 1.3) 



- 
OU seja, para qualquer q E Cm, V(Bo, q) = 4, onde q(t) = Jg(t)x(t) - q(t), qualquer 

- 
que seja t E [O, oo) . Definimos ainda o operador Y como segue, 

E'(q) = íj para todo q E Cm (11.4) 

onde íj é solução do sistema 

Para completar os operadores auxiliares definimos 

d 

ou seja, para qualquer q t C"", 1/;,,(00, q) = s ,  onde F = Js(t)íj(t) - q(t) para todo 

t E [O,oo). 

Lema 64 Considere 00 E 0 0  fixado, xo = O, w = O e q E C", q # O. Considerando 

as hipóteses do Lema 62 e J definido na Proposição 38, temos que 

Prova. A idéia da prova segue mutatis mutandis a prova da Proposição 61 

e Lema 58. Considere os operadores (1 .2) ,  (113)  (114) e (11.6) Verifica-se 

facilmente que ?(q) = x ~ ( Z )  e ?(a = ~ g ( ~ ) .  Podemos então provar que o operador 
- - -- - - 
V é inversível e que V,, é seu operador inverso, ou seja, VV,,, = V,,V = I. 

Realmente, 

Da mesina forma, 

- - 
V,,V(q) = (3 = J?($ - Y = JX; (q) - (JX; (4) - q) = q, 

- - - 
o que mostra que Vpl = V,,. Como V : C" -t Cm é bijetiva, inversível e limitada 

e além disso C" é um espaco de Banach, temos que V-' também é limitado, e 

V-' E B[Cm]. Considere agora a, > 1 tal que 5 a, para todo 00 t Ou. 



Para todo q E Cm temos 

De (11.3) e (11.7) temos que 

Então, para todo q E Cm,  q # 0,  temos 

11.4 Suporte para a prova da Proposição 55. 

Lema 65 Para i E N arbitrário e H: E MI(cn)', T E (0,  oo) suponha que 

H? < H? < dI para todo Tl < Tz e alguma constante O < d < oo que não 

depende de i ,  Ti e T2. Então, valem as seguintes afirmações. 

(i) Para todo i E W existe H,: E MI(cn)' tal que H? + Hi quando T + oo; 

(ii) H = ( H l ,  H2, ...) E E:+. 

Prova. A afirmação ( i )  segue da monotonicidade referente a matrizes positivas 

semidefinidas. Como, 1 1  H: I I $ d para todo T h i t o ,  logo 1 1  Hi 1 1  < d para todo i E N, 

provando (ii). i 

Lema 66 Para HT E E c ,  T E ( O ,  oo) Assumamos que 

(i) H: + Hi E MI(cn)+ quando T -. oo, i E N; 

(ii) H = ( H l ,  H2, . . .) E E:'; 

(iii) H? < H? $ dI ,  Ti, T2 E (0 ,  oo), Ti < T2, i E N, e alguma constante 

O < d < oo que não depende de i, TI e T2.  



Então, com 7 dado por (7. I ) ,  obtemos que 

i ( H )  = ( H ) ,  i E N 
T4oo 

(11.9) 

lim 7 (HT)  = I (H)  
T+, 

(11.10) 

Prova. Em vez de provarmos diretamente que (11.9) se verifica, provaremos 

primeiramente que, para todo i E N, tem-se 

lim &(HT) = Ei(H). 
T-tm 

(11.11) 

com &(HT) = CFl , j# i  Aij  H? . Realmente, para xo E Cn arbitrário, de (iii) temos 

que 

para todo TI, T2 E (O, m), coni Ti < T2 e i, j E N. O que implica que 

O < limb ,, xg=l,j#i X ~ X ; H J X ~  < linib,, ~ g = , , ~ +  x,x;H,T~x~ 

b 
Então, pela monotonicidade da fuiição X,x;H~xo em b e T e também tendo 

j=l,j#i 
em vista (i) e (ii), segue que 

Como xo E Cn é arbitrário e &(H) é uma matriz autoadjunta, então (11.11) se 

verifica. Passemos agora à prova de (11.9) propriamente dita. De (7.1), temos que 



então, (11.9) segue imediatamente de (11.12). Finalmente, da Proposição 45 e de 

(11.9) obtemos 

Fl; 3 I ( H )  = ( lim Z ( H ~ ) ,  lim % ( H T ) ,  .. .) 
T t c o  TACO 

= lim (li ( H T ) ,  ' & ( H ~ ) ,  . . .) = 1 5  I ( H ~ )  
T-tco T 

onde a segunda equação vem do fato de que a norma staiidard em M(Cn) coincide 

com a norma induzida por 7-í: no subespaço linear { ( O ,  . . , O ,  H, O ,  . .) , H E M(Cn)).  

11.5 Suporte para a Proposição 60. 

Observação 67 A condição (i) do Teorema 57pode ser reescrita como Mi +Af P, + 
00 

PiAi + C X,Pj - PiBiB:Pi + -$P~D,D:P~ = 0, para todo i t N. Isto se Verifica 
j=1 

substituindo Ki por B:Pi e Gi por f D ~ P ,  em (9.1). 

Proposição 68 Seja g tal que 

X 3 (t,  x ,  i )  H g ( t ,  x ,  i )  = ~ ( t ) * P ( ~ ( ~ ) = ~ ) x ( t )  = x(t)*P,x(t) (11.13) 

onde P = (Pl ,  P2, . . .) E Fl:+ é dado por (9. i) (condição (i) do  teorema 57). Então, 

sob as hipóteses da Proposição 32, seção 5.3, o operador infinitesimal Lu é dado por 

(Lug) ( 4  i-(t) , Q ( t ) )  = x(t)* [-Mqt) - Po(t)Be(t)B+'~(t) - $P~(t)De(t)Dz(~)Pe(t)]~(t) 

+w(t)*D&Pqt)x(t) + x(t)*Ps(t)De(t)w(t) 

+V(t)*B;(t)Pe(t)x(t) + x(t)*Po(t)Bo(t)q(t) 

(1 1.14) 

para qualquer (t , x( t )  , Q ( t ) )  E X . Além disso, a fórmula de Dynkin (5.14) se escreve 

para O 5 s < t e ( s , x ( s ) , Q ( s ) )  E X .  



Prova. Considere g ( t ,  x ( t ) ,  i )  = x(t)*Pix(t). Pelo Lema 21 temos que 
a z g ( t ,  x ( t ) ,  B ( t ) )  = x(t)* Pix(t)  = O ,  pois Pi = O. Então, aplicando a Proposição 

32 temos que 

para qualquer ( t ,  x ( t ) ,  O ( t ) ) .  Na terceira igualdade substituinios u( t )  por u ( t )  = 

-Bi(t)PQ(t)x(t) + q(t) e na quarta igualdade usamos a Observação 67. A fórmula 

de Dynkin (11.15) segue imediatamente de (5.14) e da expressão acima. i 

Observação 69 Se considerarmos na Proposição 68 acima a classe de  controles 

admissiueis dada por u ( t )  = -Bi(t) PB(t)x(t), o operador infinitesimal LU (1 1.14) se 



para todo (t,  x ( t ) ,  Q(t))  E X . Conseqüentemente a fórmula de Dynkin (1 1.15) se 

para O < s < t e ( s , x ( s ) , Q ( s ) )  E X .  

11.6 Suporte para a prova do Lema 62. 

Definimos, para todo w E CP, O operador 1 1 1  . / I  1, , por 

Proposição 70 O operador 1 1 1 . 1 1  l 2  define uma norma e m  CP que é equivalente à 

norma 1 1 . 1 1 2  e m  CP. 

Prova. Como vimos na Proposição 53, em (8.7) ,  

isto é, 

para todo w E CP. rn 

Lema 71 GT, definido e m  (7.15), conve-e para 6, definido na Proposição 53, 

quando T t CQ. 



Prova. Pela definição de 3(so, XO, w) e GT, podemos notar yT (60, XO, GT) = 

~ ( Q o ,  xo, GT). 

Seja (6") uma seqüência maxirnizante como definida em (7.15). Então, 

então, 

- 3(0,, xo, P) - .o, WP)) = 43(@0, xo, 2 

=+(~(s~,x~,G-),Z(s~,x~,~~))+(~(so,xo,G~),~(~o,i.o,~")) (11.19) 

- s2 (WP, P)  - s2 (Gff , GP) 



substituindo (11.19) em (11.18) e tendo em vista (9.10)) obtemos 

Portanto {Ga) é uma sequência de Cauchy na topologia (Cp, I 1 1 . 1 1  l2 ) . Pela Proposição 

70 as normas I  I  .I[, e I  11 . [ I  1, são equivalentes, logo {G") é também uma sequência de 

Cauchy na topologia (Cp, 1 1 . 1 1  ) , que é completo, então GT + w* para algum w* E CP 

na topologia (Cp, 1 1 .  1 1 2  ). 

Tendo em vista (9.10) , P(Oo, xo, GT) = ~ ( Q o ,  xo, GT) + ~ ( o o ,  xo, 6 ) .  Mas 7 é 

um operador contínuo. Logo, 7(Qo, xo, GT) + Y(Oo, ao, w*) . Pela unicidade de um 

maximizante G, segue que GT + G quando T + oo. i 
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