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Introducao

A entrada do computador em sala de aula de cédlculo, que, pelo menos na Universidade
Federal do Rio de Janeiro, ocorreu com mais forca a partir de meados da década de
1990, inicialmente mais suscitou questoes do que trouxe solugdes. A tecnologia botou
em cheque os paradigmas tradicionais de sala de aula, acrescentando uma gama de
possibilidades aos recursos de ensino disponiveis — cdlculos pesados realizados com
facilidade, interatividade, dindmica e até mesmo estética. Porém, os caminhos a
seguir ndo eram 6bvios, pois as conseqiiéncias do uso de tecnologia computacional
para a aprendizagem de conceitos matematicos ainda era um campo pouco explorado,
particularmente em matematica avangada. A discuss@o dominante na literatura de
educagao matemadtica disponivel até entao, que havia sido produzida a partir do final
da década de 1980, ainda girava em torno da resposta para uma questdo polarizada
sobre um carater intrinsecamente positivo ou negativo do computador. Mas esta
questao jamais poderia ser respondida, pois o computador ndo encerra nenhum carater
intrinseco. Como néo poderia deixar de ser, o enfoque da literatura vem mudando
progressivamente da questéo de se a mdquina € ou ndo benéfica para a questdo de
como a mdquinag pode ser beneficamente utilizada. O contexto pedagdgico em que se
inserem recursos tecnoldgicos passa a ser cada vez mais considerado como um todo.
Hsta perspectiva de pesquisa sugere que a questdo mais desafiadora néo é o que o uso
da mdquina pode acrescentar nos modelos atuais de ensino, mas que novos modelos
de ensino podem ser inaugurados pelo uso da mdquina.

O presente trabalho é, antes de mais nada, fruto de minha experiéncia pessoal
com ensino em cursos iniciais de cdlculo, drea em que atuo desde 1992 no Instituto de
Matematica da UFRJ. Os primeiros anos de experiéncia com recursos computacionais
no ensino de cédlculo — entdo pensado como apoio para as aulas tedricas — rendeu al-

gumas perguntas. Um esbogo dessas primeiras reflexdes, elaboradas em conjunto com



Tatiana Roque e com Luiz Mariano Carvalho, pode ser encontrado em (GIRALDO
& ROQUE, 1996; GIRALDO & ROQUE, 1997; CARVALHO & GIRALDO, 2000).

A continuidade do trabalho com computadores no ensino de calculo, desenvolvido
fundamentalmente tendo em vista os cursos de Licenciatura e Kspecializagdo para
Professores de Matematica da UFRJ, fez com que uma faceta particular da ferramenta
passasse a chamar-me a atengao: a estrutura finita dos algoritmos produzia diferentes
tipos de erros. A aritmética de ponto flutuante pode fornecer resultados erréneos,
particularmente em operagoes que envolvam processos infinitos, identificando, por
exemplo, limites existentes como nao existentes ou vice-versa. Ou entao, algoritmos
de tragado de graficos por interpolacéo de conjuntos finitos de pontos podem produzir
graficos de fungoes erroneamente, dependendo da janela grafica escolhida. Como o
conceito de infinito estd na base de todos os objetos de estudo do célculo diferencial
e integral, a ocorréncia de erros desse tipo torna as representagoes computacionais
menos fiéis aos objetos representados. E claro que esses erros podem ser facilmente
evitados por meio de uma selecdo cuidadosa de exemplos adequados no momento
do planejamento das atividades de laboratério. Entretanto, optei por adotar uma
postura diferente, simplesmente deixando que os erros ocorressem quando tivessem
que ocorrer e, quando fosse o caso, tentando deixar tdo claro quanto possivel para os
estudantes a matematica que estava por tras de situagdes em que as representagoes
computacionais nao correspondiam ao preconizado pela teoria. A razao inicial dessa
opgao foi a crenga de que a abordagem pedagégica de matematica nio deve ser orien-
tada pela ‘simplificagdo’ de conteiidos, na tentativa de ‘poupar’ os estudantes das
‘complexidades’ da disciplina. Tal postura levou-me a perceber, a partir de resultados
observados em sala de aula, que a exploragao de erros computacionais poderia se
constituir em uma fonte rica de aprendizagem de matemaética.

A experiéncia descrita acima foi concretizada em um projeto de doutorado, inicia-
do em 2000 no Programa de Engenharia de Sistemas e Computacio da COPPE-UFRJ,
sob orienta¢do do professor Nelson Maculan e do professor Luiz Mariano Carvalho.
Parte de meus estudos de doutoramento consistiu em elaborar e testar atividades em

que os erros computacionais nao eram mais meramente incidentais, mas figuravam



como uma intencionalidade com objetivos pedagogicos. Alguns resultados foram pu-
blicados em (CARVALHO & GIRALDO, 2001; GIRALDO & CARVALHO, 2002a).
O trabalho de elaboragao de atividades motivou um pensamento tedrico mais detido
sobre a natureza dos ‘erros computacionais’. Hstas reflexdes conduziram & concluséo
de que as discrepancias entre as representagoes computacionais e a teoria eram justa-
mente o atributo que as caracterizava como representacées, distinguindo-as do objeto
matematico representado, que, por sua vez sb poderia ser perfeitamente caracteriza-
do pela definicdo formal. Portanto, tais discrepancias ndo deveriam ser conceituadas
como erros. Neste ponto, a continuidade da investigacao dependia de um embasamen-
to tedrico adequado. A pesquisa bibliografica em pensamento matematico avangado
levou-me a um aprofundamento no trabalho pioneiro de David Tall, por mim ja co-
nhecido. Em particular, a teoria de 1magens de conceito sugere que o desenvolvimento
cognitivo de um conceito matematico se da através do enriquecimento de uma diver-
sidade de idéias associadas ao conceito, e que a compreensao da propria definigdo do
conceito s6 é possivel quando a gama de idéias associadas € rica o suficiente. Sendo as-
sim, a aprendizagem de matematica é favorecida pela multiplicidade de representagoes
presente na abordagem pedagdgica — o que coincidia com minha prépria experiéncia
com a exploracao de ‘erros computacionais’.

Esse referencial tedrico possibilitou a reformulagio da idéia de ‘erro’. No texto
elaborado por ocasido de meu exame de qualificacdo de doutoramento, a nocgao de
conflito tedrico-computacional é conceituada como uma, aparente contradicio gerada
por uma representacido computacional para um objeto matemdtico que seja limitada,
em relagdo & defini¢do formal correspondente (GIRALDO, 2001a). No caso particular
do célculo diferencial e integral, em que a nogao de infinito estd no cerne de todos os
conceitos, conflitos tedrico-computacionais atuam evidenciando o confronto entres as-
pectos quantitativos dos objetos estudados (propriedades determinadas a partir de um
conjunto finito de valores) com seus aspectos qualitativos (propriedades que envolvam
a nog¢ao de infinidade).

Durante o estagio de doutoramento realizado entre margo de 2002 e margo de
2003 no Mathematics Education Research Centre da University of Warwick, sob a

supervisao do professor Tall, tive a oportunidade de discutir o trabalho que ja havia



sido realizado até entdo e apresentar resultados parciais em conferéncias internacionais
(GIRALDO & CARVALHO, 2002b; GIRALDO et al., 2002a; GIRALDO et al., 2002b;
GIRALDO & CARVALHO, 2003a; GIRALDO et al., 2003a). O aprofundamento de
estudos na University of Warwick conduziu a novas reformulagoes tedricas. O levan-
tamento bibliografico levou-me a perceber que os efeitos das limitacoes associadas
a representacbes computacionais é fortemente determinado pelo tipo de abordagem
pedagdgica em que estas sdo colocadas. Assim, 0 uso excessivo ou nao criterioso de
ambientes computacionais pode fazer com que as limitagoes das representacoes gerem
limitagbes nas préprias imagens de conceito desenvolvidas pelos estudantes, mas o
uso adequado pode converté-las em um importante fator de enriquecimento de ima-
gens de conceito. Na verdade, alguns resultados de pesquisa sugeriam que esta nao
era wma propriedade particular de representagdoes computacionais, mas de quaisquer
formas de referéncia a um conceito matematico utilizadas no processo de ensino.
Entao, conceituei inicialmente uma descricdo como qualquer referéncia a um conceito
matematico, feita em um contexto pedagdgico que guarde limitagoes intrinsecas em
relagdo & definicao formal correspondente, e conflito como uma situagao de confusao
gerada por uma aparente contradigdo associada a uma descrigdo para um conceito
matemdtico (GIRALDO & CARVALHO, 2003b; GIRALDO & CARVALHO, 2003c;
GIRALDO et al., 2003b). A hipGtese formulada nestes termos foi de que, dependendo
da abordagem pedagdgica adotada, situacoes de conflito podem levar tanto ao estrei-
tamento — isto é & conversdo das limitagbes de uma descrigdo em limitagoes nas
imagens de conceito dos estudantes — quanto a expansao de imagens de conceito.

De volta ao Brasil em abril de 2003, entrei em fase de andlise final e organizagéo de
resultados do estudo empirico qualitativo, que havia sido desenvolvido com estudantes
de célculo do curso de Licenciatura em Matemética da UFRJ, antes de meu estagio
na University of Warwick. A andlise de dados fez com que alguns aspectos saltassem
aos olhos. Em primeiro lugar, o que um participante percebia como limitacdo de
uma descri¢ao, nao era necessariamente identificado como tal por outro. Isto é, uma
mesma descri¢do dispara conflitos de maneiras diferentes para participantes diferentes.
Em segundo lugar, para que a percepcdo de uma limitagio atue efetivamente na

imagem de conceito de um participante, ndo é necessario que tal percepcéo haja



levado a uma situacdo de confusdo. Essas novas reflexoes, juntamente com uma nova
revisdo de bibliografia e com novas discussodes levaram-me ainda & conclusao de que
nao ha uma relacdo de oposi¢ao direta entre uma descricdo para um conceito e a
defini¢ao formal do conceito — pois estas habitam contextos distintos, um pedagdgico
e outro tedrico-formal. Mais do que isso, em certas situagoes, a prépria definigao
formal pode atuar como uma descrigao, levando tanto ao estreitamento quanto a ex-
pansdo de imagens de conceito!. Assim, o aspecto fundamental de descri¢oes a ser
destacado é a potencialidade de gerar conflitos. Desta forma, cheguei & formulagao
apresentada nesta tese, em que uma descrigdo é conceituada como qualquer referéncia
a um conceito matemdtico, feita em um contexto pedagdgico, que nao esgote o conceito
a que se refere, ou seja, que guarde limita¢des em relacdo a este, no sentido em que
evidencie certos aspectos e omata outros (pagina 72) e conflito como a percep¢do, por
parte do estudante, de uma aparente contradi¢cdo motivada pelas limitacdes de uma
descrigao, ou pelo confronto de mais de wma descriggo (pégina 74).

Os resultados desta tese véem se desdobrando em novos estudos dos processos
de ensino e aprendizagem em outros dominios da matemaéticas, como nimeros reais
e geometria. Alguns resultados parciais desses estudos serdo apresentados em breve
(GIRALDO & CARVALHO, 2004a; GIRALDO & CARVALHO, 2004b; GIRALDO
et al., 2004).

No capitulo 1 a seguir, apresento o referencial que embasa esta tese, revendo a
teoria de imagens de conceito e discutindo a problemética do ensino de conceitos que
envolvam a nocao de infinito, através do trabalho de alguns autores sobre obstdculos
epistemolégicos. O capitulo 2, traz uma discussdo de resultados de pesquisa com
respeito ao uso de tecnologia computacional no ensino de matemaética avancada. No
capitulo 3, apresento o quadro tedrico construido nesta tese, assim como a formulagio
das questoes de investigacao propostas. O capitulo 4 diz respeito ao contexto e &
metodologia do estudo empirico. Em 5 e 6, apresento respectivamente as andlises de

resultados individuais e a discussao global dos resultados do estudo empirico.

'Por exemplo, em uma conversa informal com o colega Céssio Neri, ele comentou: ‘Quando eu
nao sabia a demonstragio regra de L’Hopital, eu entendia melhor o teorema. Agora, quando eu
penso no teorema, me vem a demonstragdo. E isto me impede de entender o teorema’.



Parte 1

Fundamentacao Teorica



Capitulo 1

Referencial teorico: imagens de
conceito, raizes cognitivas e a
nocao de retidao local

Um primeiro fato deve nos espantar, ou pelo menos de-
veria nos espantar se ndo estivéssemos tao habituados
com ele. Como € possivel que haja gente que nao com-
preende a matemdtica? Se a matemdtica ndo evoca nada
a ndo ser as regras da ldgica, aquelas aceitas por todos
0s espiritos bem formados, se sua evidéncia € fundada
sobre os principios que sdGo comuns a todos os home-
ns e que ninguém poderd negar sem ser louco, como é
possivel que haja tantas pessoas inteiramente refratdrias
a ela?
Henri Poincaré (POINCARE, 1908a), tradugdo nossa *

Apresentamos neste capitulo o embasamento tedrico das questoes de investigagao
formuladas nesta tese. A teoria de imagens de conceito, proposta inicialmente por
David Tall e Shlomo Vinner no artigo — hoje cldssico — Concept image and concept
definition in mathematics, with special reference to limits and continuity (TALL &
VINNER, 1981), sugere que o ensino de matemédtica deve visar a compreensao pelo

estudante ndo apenas da construgao formal dos conceitos, mas o enriquecimento, como

YUn premier fait doit nous étonner, ou plutét devrait nous étonner, si nous n’y élions si
habitués. Comment se fait-il qu’il y ait des gens qui ne comprennent pas les Mathématiques? Si les
Mathématiques n’invoquent que les régles de la logique, celles qui sont acceptées par tous les esprits
bien fait, si leur évidence est fondée sur des principes qui sont communs & tous les hommes et que
nul ne saurait nier sans étre fou, comment se fait-il qu’il y ait tant des personnes que y soient
totalement refractaires?



umn todo, da estrutura cognitiva individual associada a estes. Com este propdsito,
uma, gama ampla de representagoes e idéias relacionadas de todo tipo deve figurar na
abordagem pedagogica de um dado conceito.

A nogéo de raiz cognitiva é sugerida mais tarde por Tall (TALL, 1989), como sendo
um idéia dncora para um dado conceito, que, por um lado, é acessivel aos estudantes
no estagio de aprendizagem em questao e, por outro, encerra o potencial de fornecer
uma base para a construcdo da estrutura tedrica posterior. Segundo o autor (co-
municagdo pessoal), a nogdo de raiz cognitiva foi motivada pelo desenvolvimento da
abordagem grafica para o ensino de célculo (TALL, 1986b), por ele proposta, tendo

a nocgao de retidao local como idéia central.

1.1 Imagens de conceito e defini¢coes de conceito

Na teoria desenvolvida por David Tall e Shlomo Vinner, imagem de conceito é

definida como sendo:

[...] aestrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as figuras
mentais, processos e propriedades associados. Ela é construida ao longo dos
anos, através de experiénceias de todos os tipos, mudando enquanto o individuo

encontra novos estimulos e amadurece.

(TALL & VINNER, 1981, p.152), tradugéo nossa

A nocdo de imagem de conceito foi definida pela primeira vez, na forma acima,
em (TALL & VINNER, 1981) e desenvolvida em diversos trabalhos subseqiientes, por
exemplo (VINNER, 1983a; TALL, 1989; VINNER & DREYFUS, 1989; VINNER,
1991; TALL, GRAY & PITTA, 2000; TALL & LI, 1993; TALL & BILLS, 1998;
GIRALDO et al,, 2003a). Da definigdo acima, fica claro que s6 é possivel falar da
imagem de conceito de um individuo; nao fazendo sentido descrever algo como uma
imagem de conceito associada puramente ao conceito. Sendo assim, ao mencionarmos
a 1magem de conceito neste texto, estaremos sempre nos referindo a uma imagem
de conceito individual, mesmo nos casos em que, por simplicidade, omitamos tal
especificagdo. A imagem de conceito compde-se de atributos de diferentes naturezas e
graus de generalidade, e que podem ser representagdes visuais, bem como colegoes de

impressoes ou experiéncias. A imagem de conceito de fungao real de um individuo,



por exemplo, pode incluir elementos, tais como formas de representacéo (gréficos,
férmulas, tabelas, diagramas); elementos da defini¢do (como dominio, contradominio)
propriedades especificas (como bijetividade, linearidade, monotonicidade); exemplos
particulares (como certas fungbes familiares); possibilidades de manipulagio (como
operagdes, inversdo); e assim por diante. Assim, incluem-se na imagem de concei-
to de um individuo todos os atributos associados ao conceito em questao na sua
mente. Como lemos na definigdo acima, a imagem de conceito de um individuo nao
¢ uma estrutura estatica, ela sofre transformagoes de acordo com o desenvolvimento
cognitivo do sujeito, podendo ter atributos incluidos, excluidos ou modificados.

Além disso, os autores afirmam que um individuo pode ou n&o utilizar sentenca
de palavras para especificar um dado conceito, denominada definicao de conceito
(TALL & VINNER, 1981). Esta pode ser uma simples memorizacao por um individuo,
bem como a expressao da compreensdao do significado matematico do conceito ou
ainda uma reconstrugao pessoal da defini¢do formal. Seja ela construida pelo préprio
individuo ou simplesmente memorizada por ele, uma definicdo de conceito pode mudar
ao longo do tempo, da mesma forma que a imagem de conceito. Desta forma, a ima-
gem de conceito pode (ou nio) incluir uma definicdo de conceito pessoal?, que, por
sua vez, pode (ou ndo) ser consistente com a definicio formal®.

Consideremos os seguintes exemplos. Uma defini¢do de conceito comumente en-
contrada entre estudantes em cursos iniciais de geometria euclideana é a seguinte:
‘um retangulo é um quadrildtero com quatro dngulos retos, lados opostos iguais e
lados consecutivos diferentes’. Podemos facilmente imaginar que um estudante com
esta definicao de conceito forme um imagem de conceito incluindo propriedades ma-

tematicamente corretas, como: ‘todo retdngulo possui lados opostos paralelos’, ou

2Ap6s a publicagio do artigo de 1981, em que a teoria é formulada pela primeira vez, os dois
autores passam a adotar formulacGes sutilmente diferentes para a nogéo de defini¢ao de conceito. Tall
passa a considerar a defini¢do de conceito como parte da imagem de conceito; enquanto Vinner trata
definicio de conceito e imagem de conceito como estruturas excludentes, ou seja, a imagem de con-
ceito é, de acordo com a formulacio de Vinner, a estrutura cognitiva que inclui todos os atributos
associados ao conceito, exceto a propria definicdo de conceito. Entretanto, segundo os préprios
autores (comunicagio pessoal), tal distingao é de natureza meramente formal, nfo acarretando em
quaisquer diferencas relevantes para a teoria em si. Seguiremos neste texto a formulacio de Tall,
isto é, consideraremos a definigfio de conceito como incluida na imagem de conceito.

3Entendemos aqui por definicdo formal aquela consensualmente aceita pela comunidade mate-
mética dentro de um dado contexto social, histdrico e tedrico.
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‘a drea de um retdngulo é igual ao produto dos comprimentos de seus lados’, e as-
sim por diante. Assim, tal estudante teria uma imagem de conceito rica e poderia
ser confiante ao desenvolver raciocinios matemadticos a partir dela. Intretanto, sua
imagem de conceito sempre poderd trai-lo, uma vez que, segundo sua definicdo de
conceito, um quadrado néo seria considerado um retangulo (diferindo portanto da
defini¢do formal usualmente aceita). Um segundo estudante pode ser capaz de recitar
a definicdo correta: ‘um retdngulo é um quadrildtero eqiiidngulo’, sem ter conheci-
mento das propriedades da figura geométrica, ou construir uma imagem de conceito
com propriedades incorretas como: ‘todo retdngulo possui diagonais perpendiculares
entre si’.

Da mesma forma que uma definigdo de conceito (mesmo uma que corresponda &
defini¢éo formal) sem uma imagem de conceito rica poderia ser inttil; uma imagem de
conceito rica sem uma defini¢do de conceito adequada pode ser traigoeira. Uma defi-
nicdo de conceito inconsistente com a definicdo formal nao é necessariamente parte de
uma imagem de conceito pobre ou inconsistente; nem uma imagem de conceito pobre
necessariamente inclui um defini¢do de conceito incorreta. Em resumo, uma definigo
de conceito consistente com a definigdo formal, uma imagem de conceito rica e uma
imagem de conceito consistente sdo fendmenos mutuamente independentes. Assim
sendo, esta teoria sugere que a abordagem pedagdgica para um conceito matematico
deve objetivar nao somente a compreensao da definicdo formal, mas também o en-
riquecimento das imagens de conceito desenvolvidas pelos estudantes.

QOutros autores chamam atengao para a importancia da distincao entre defini¢ao de
conceito e imagem de conceito do ponto de vista pedagdgico. Por exemplo, tratando
da aprendizagem do conceito de limite, Cornu comenta que:

Uma das grandes dificuldades do ensino e aprendizagem do conceito de limite
reside nao apenas na sua riqueza e complexidade, mas também na extensio
em que os aspectos cognitivos ndo podem ser puramente gerados a partir da

defini¢do formal. [...] Lembrar a defini¢io de limite é uma coisa, adquirir a

concepgao fundamental é outra.

(CORNU, 1991, p.153), tradugéo nossa

O autor afirma que a forma como muitos problemas envolvendo limites sao resol-

vidos depende ndo da defini¢cdo, mas de atributos da conceituacao intuitiva. Desta
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forma, muitos estudantes sdo capazes de resolver uma ampla gama de exercicios sem
haver entendido o formalismo da definigdo em absoluto. Segundo Cornu, a maio-
ria dos estudantes, mesmo em estdgios avancados de seus estudos, ndo dominam a
idéia formal de limite — mas isto nfo os impede de resolver exercicios e problemas e,
conseqilientemente, obter bons resultados em avaliagoes.

Vinner afirma, que:

[...] muitas palavras em linguagem didria nfdo tém definigoes (apesar de se-

€« ”

rem “definidas” de alguma forma em diciondrios). Pense em “carro”, “casa”,
“verde”, “bonito”, etc., e vocé imediatamente percebe que para entender, por
exemplo, a sentenca: “meu bonito carro verde estd estacionado em frente a
minha casa” vocé ndo consulta defini¢oes. [...] Entretanto, é necessério con-
sultar defini¢oes ao tentar entender a sentenga: “dentre todos os reténgulos

com o mesmo perimetro, o quadrado é o que tém drea maxima”.

(VINNER, 1991, p.67), tradugdo nossa

Sem divida, um estudante em matematica avangada deve ter clareza de que a
defini¢do de um conceito ¢ o critério decisivo em um desenvolvimento teérico que o
envolva, entretanto, para que este objetivo seja atingido, é necessario que no estégio
inicial o estudante trave contato com mais do que simplesmente a definigdo formal.
Tall ressalta que a prépria idéia de definir um conceito no sentido matematico — em
oposi¢do a de descrevé-lo — é particularmente dificil de compreender (TALL, 1992,
p.496). Vinner afirma que, em matemadtica, para se manipular um conceito, necessita-
se de uma imagem de conceito e ndo somente de uma definigdo de conceito; e que
se um conceito ¢ introduzido por meio de uma definicao somente, esta permanecerd
desativada e pode até mesmo ser esquecida (VINNER, 1991). Pelo contrario, para que
uma defini¢do de conceito seja provida de sentido e possa desta forma se converter
num atributo ativo no pensamento matemaético de um individuo, deve haver uma
imagem de conceito pré-existente. Segundo Vinner, somente produzimos defini¢oes
de conceito como resultado de experiéncias prévias com o conceito, isto é, nossas de-
fini¢ées de conceito sao descricdes de nossas imagens de conceito (VINNER, 1983a,
p.294). E claro que podemos tomar contato com a definicdo de um conceito antes

de ter qualquer experiéncia com o mesmo, mas a experiéncia é necessaria para a
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construgdo de uma defini¢do de conceito conectada & imagem de conceito, a qual
recorramos efetivamente ao nos referirmos ao conceito.

Assim, para Tall e Vinner, adquirir um conceito significa formar uma imagem de
conceito para este; entender significa ter uma imagem de conceito.

Vinner afirma que o uso de definigbes é uma questao crucial no ensino de ma-
temética avangada (VINNER, 1991). Esta questdo reflete sobretudo o conflito en-
tre a estrutura da mateméatica (como concebida por matematicos profissionais) e os
processos de aquisicdo de conceitos e, como conseqiiéncia, de produgdo de conhe-
cimento matemdtico. A comunidade matemética aceita consensualmente o fato de
que matematica é uma teoria dedutiva e, como tal, sustenta-se em nogodes primérias e
axiomas a partir dos quais teoremas e proposicoes sao estabelecidos. Esta organizacao
formal ndo corresponde ao processo por meio do qual a matemdtica é criada*, mas é
sob esta forma que ela tende a ser apresentada em livros texto avancados. O autor
enumera uma série de premissas nas quais se baseiam a apresentagdo e organizacao

de muitos livros texto e aulas de matemaética:

1. Conceitos séo principalmente adquiridos por meio de suas definigoes.

2. Estudantes usardo defini¢bes para resolver problemas e demonstrar teoremas,

quando necessario, de um ponto de vista matematico.

3. Definigbes devem ser minimas. (Isto é, definicdes ndo devem conter partes que

podem ser matematicamente deduzidas a partir de outras partes da definigdo.)
4. B desejavel que definigbes sejam elegantes.

5. Definigbes sfo arbitrarias. (Isto é, definir em matematica se reduz a atribuir

nomes a entidades, ao gosto do autor.)

Ao desenvolver esta teoria, os autores questionam e criticam este modelo de abor-

dagem pedagdgica. Isto é, a teoria de imagens de conceito pode ser pensada como

4Alguns autores vio ainda mais longe: Steiner sugere que a formalizacio de demonstragdes
demanda uma personalidade obsessiva-compulsiva — que seria incapaz de criatividade matemadtica
(STEINER, 1975).
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uma reagao ao modelo de pedagogia em que a organizagio dos conteddos herda a

estrutura formal da teoria matemdtica’.

1.1.1 Fatores de conflito potencial e fatores de conflito cog-
nitivo

O significado subjetivo de conceitos e objetos matematicos extrapola o contexto da

propria matemética e alude a todo tipo de idéias, experiéncias e emogoes, que po-

dem diferir radicalmente de cultura a cultura e mesmo de individuo a individuo®.

Estas alusoes subjetivas certamente tém efeitos nas imagens de conceito individuais

desenvolvidas durante a aprendizagem de matemaética.

Muitos autores tém se preocupado com a maneira por meio da qual concepgoes
prévias de estudantes atuam na construgio de uma nova teoria, ou na aquisi¢do de
um novo conceito. Cornu, por exemplo, afirma que modelos individuais de conceitos
matematicos sdo elaborados a partir de modelos espontaneos, isto é, modelos existen-
tes antes da aprendizagem do conceito matemético e que sao originados, por exemplo,
na experiéncia pessoal didria (CORNU, 1981). Sobre o conceito de limite, o autor

comenta que:

Notamos que a idéia de limite denota muito freqiientemente wma barreira que
nao podemos ultrapassar, da qual se pode ou nao se pode aproximar. Ela as

vezes é vista como alcangdvel, as vezes como inalcangavel.

(CORNU, 1981), tradugdo nossa

Tall e Vinner (TALL & VINNER, 1981) assinalam que os atributos contidos na

imagem de conceito néo sfo necessariamente sempre coerentes entre si, isto €, a

5A forma mais radical deste modelo é provavelmente representada pelo movimento conhecido
como Matemdtica Moderna que surgiu em meados da década de 50, a partir dos ecos do movimento
formalista do inicio do século XX (p.ex. (KLINE, 1974)). Desde o seu principio, a polémica em
torno do movimento foi alimentada por fiéis defensores (p.ex. (STONE, 1961)) e criticos veementes,
dentre os quais o eminente matematico Richard Courant.

5Um belo exemplo é dado por Sal Restivo (RESTIVO, 1991, p.164). O autor comenta que no
conto Notes from the Underground, Dostoevsky usa a expressio “2+42 = 4” para stimbolizar o mundo
opressivo da vida cotidiana, e “2+2 = 5” para simbolizar os impulsos criativos e anti-autoritarios do
ser humano (DOSTOEVSKY, 1961). Os mesmos simbolos so usados por George Orwell em 1984,
mas com significados quase que opostos: “2+ 2 = 4” representa a verdade, a beleza e a libertacao
na vida em sociedade, e “2+2 = 5” tudo que é autoritario, totalitirio e opressivo (ORWELL, 1954).
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imagem de conceito nao é necessariamente consistente em todas as fases de seu de-
senvolvimento, o que pode gerar conflitos”. Uma parte conflitante da imagem de
conceito é entdo denominada um fator de conflito potencial. Os autores definem
ainda imagem de conceito evocada como sendo a porgédo da imagem de conceito
que é ativada em um momento particular, a partir de uma certa demanda externa
(como por exemplo, resolver um problema, responder ou formular uma questao, iden-
tificar uma propriedade e assim por diante). Quando um fator de conflito potencial
é evocado (isto é, partes conflitantes da imagem de conceito sdo simultaneamente
ativadas) este passa a ser denominado fator de conflito cognitivo.

Por exemplo, uma concepgdo (incorreta) que comumente encontra-se incluida nas
imagens de conceito de estudantes para limite de seqiiéncias é a seguinte: wuma
seqliéncia aprozima-se indefinidamente de seu limite, sem nunca atingi-lo. A ima-
gem de conceito de um estudante que contenha este atributo pode ainda incluir pro-
priedades algébricas com limites, como lim(z,, + 4,,) = lim z,, 4 lim y,,. Tal por¢ao da
imagem de conceito se constituiria num fator de conflito potencial, pois a concepgao
de que uma seqiiéncia ndo pode atingir seu limite é conflitante com as operagoes
algébricas. Este fator de conflito potencial pode ser evocado, tornando-se um fator
de conflito cognitivo, durante a resolu¢do de wm problema algébrico de limites onde
pelo menos uma das parcelas seja uma seqiiéncia cujos valores dos termos z, coinci-
dam com o valor do limite para n suficientemente grande {por exemplo z,, = [%] , onde
[a] denota a parte inteira do nimero real a). De fato, tal concepgao fora observada
em (TALL, 1980).

A atualizagdo de fatores de conflito potencial como fatores de conflito cognitivo
pode se constituir num obstdculo para o desenvolvimento da imagem de conceito.
Por outro lado, fatores de conflito potencial podem jamais ser evocados, permanecen-

do como porcdes inativas da imagem de conceito, sem nunca serem percebidos pelo

7A ocorréncia de conflitos no processo de ensino e aprendizagem de célculo é um dos temas
principais desta tese. No entanto, o termo serd aqui empregado num sentido e num contexto distintos
dos estabelecidos originariamente por Tall e Vinner, como esclarecemos nos capitulos seguintes. As
nocoes de fator de conflito potencial e fator de conflito cognitivo ocuparam um lugar de destaque
no artigo original sobre imagens de conceito (TALIL, & VINNER, 1981). Embora o tema conflitos
seja. por diversas vezes tratado pelos autores em trabalhos posteriores (p.ex. (VINNER, 1983a;
VINNER, 1983b; TALL, 1989; TALL, 1992)), as conceituagdes estabelecidas naquele artigo nao
foram exploradas de forma significativa.
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individuo ou provocando, em certos casos, uma vaga sensagdo de inseguranca. Os au-
tores sugerem ser esta uma séria causa de problemas de aprendizagem em matemaética,
quando o estudante tem a sensagio de que ha algo errado em algum lugar, sem con-
seguir identificar a origem da dificuldade. Tall ¢ Vinner afirmam que, embora possam
gerar obsticulos quando ativados, é necessdrio que fatores de conflito potencial se atu-
alizem como fatores de conflito cognitivo, para que possam assim ser conscientemente
entendidos e desta forma tratados.

Um tipo de fator de conflito potencial particularmente grave é aquele que envolve
um conflito diretamente com a defini¢do de conceito. Um fator de conflito potencial
com esta caracteristica pode, segundo os autores, impedir seriamente a aprendizagem
de uma teoria formal, pois um estudante pode se tornar absolutamente seguro em
suas interpretacoes restritas ou erréneas da teoria e passar a considerar o formalismo
como um aspecto burocréatico, inttil ou supérfluo. Assim, o estudante hipotético
do exemplo acima pode memorizar a definigdo formal correta para o limite de uma
seqiiéncia sem jamais atribuir qualquer significado a ela ou conecté-la com o restante
de sua imagem de conceito.

Em um trabalho posterior, Vinner coloca duas recomendagdes veementes (“re-
gras diddticas”, nas palavras do autor) quanto a conflitos cognitivos® em educagéo
matematica (VINNER, 1991, p.79): evitar conflitos desnecessirios e iniciar confli-
tos cognitivos com estudantes somente quando estes sdo necessarios para motivar os
estudantes a alcancar um nivel de compreenséo mais profundo.

O autor afirma que conflitos cognitivos somente podem ter efeitos benéficos para
estudantes candidatos a matemdtica avangada e que, evitd-los é a melhor estratégia
diddtica para os demais. Fste ponto de vista difere daquele defendido inicialmente
em (TALL & VINNER, 1981), quando a atualizagdo de fatores de conflito poten-
cial é colocada, sem restri¢bes, como uma condi¢do necessiaria para a superagao dos

obstaculos associados aos mesmos.

8Embora nio seja feita aqui qualquer referéncia explicita as nogdes de fator de conflito potencial
ou fator de conflito cognitivo, estabelecidas em (TALL & VINNER, 1981), no contexto do artigo,
Vinner se refere a aspectos conflitantes na imagem de conceito.



16

1.2 Imagens de conceito e unidades cognitivas

William Thurston ressalta que:

Matemaética ¢é incrivelmente compressivel: vocé pode lutar, passo a passo, para
trabalhar algum processo ou idéia com diversas abordagens. Mas, uma vez
que vocé a tenha realmente entendido e tenha a perspectiva mental para vé-la
como um todo, ha com freqiiéncia uma tremenda compressao mental. Vocé
pode arquivé-la, relembrd-la rdpida e completamente quando necessério, e usa-
la. como simplesmente um passo em algum outro processo mental. O insight que

acompanha esta compressao é uma das verdadeiras alegrias da matemaftica.

(THURSTON, 1990, pp.846-847), tradugfo nossa

Alguns anos depois do desenvolvimento inicial da teoria de imagem de conceito,
Tony Barnard e David Tall (BARNARD & TALL, 1997) introduziram o termo unida-
de cognitiva para designar uma por¢ao da imagem de conceito em que um indiwiduo
é capaz de focar atengdo conscientemente em um determinado momento (ver também
(BARNARD 1999; TALL & CROWLEY, 1999; TALL & DeMAROIS, 1999; TALL
& McGOWEN, 1999)). Assim, uma unidade cognitiva. pode ser um simbolo (como
os sinais das quatro operagoes elementares), um fato especifico (como o resultado de
uma dada operagdo), uma propriedade geral (como o fato da soma de ntimeros pares
é um ndmero par), uma relagdo (como o fato de 10 e 21 serem primos entre si), um
passo em um argumento, e assim por diante. Os autores destacam duas habilidades
fundamentais no desenvolvimento de um raciocinio matemético, relacionadas com a

nocao unidade cognitiva:

(i) comprimir informagéo matemética, formando unidades cognitivas e

(ii) construir conexoes entre unidades cognitivas de tal forma que informagtes ne-

cessarias possam ser facilmente acessadas.

Segundo os autores, a quantidade de informagdo que um individuo é capaz de
manter no foco de sua atengao num perfodo curto de tempo é limitada (TALL, 2000).
Desta forma, a teoria de unidades cognitivas enfoca a capacidade humana de compri-

mir estruturas de informagao matematica, formando novas estruturas que, conforme a
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demanda do pensamento do individuo, podem, por sua vez, ser usadas como elemen-
tos de um raciocinio mais geral ou reabertas, dando acesso aos elementos primérios
que as compuseram originalmente. Barnard observa que unidades cognitivas nao so
sdo pequenas o suficiente para poderem permanecer no foco consciente da atencao
enquanto sio usadas, como atuam num nivel operativo (BARNARD 1999). Isto é,
além de poupar espago mental, substituindo uma colegdo de itens, uma unidade cog-
nitiva carrega a estrutura original da colegdo que a gerou, mantendo com esta uma

conexao ativa. O autor afirma que:

Pode-se dizer que o seu valor [de unidades cognitivas| em pensamento matema-
tico reside no fato dessas se constituirem em um todo que é ao mesmo tempo
menor e major que a soma de suas partes — menor no sentido de ser capaz
de caber no foco da atengio de curto periodo, e maior no sentido de possuir

caracteristicas holisticas que sao capazes de orientar a sua manipulagao.

(BARNARD 1999, p.404), tradug8o nossa

A compressibilidade de idéias matematicas reflete-se em muitos exemplos da evo-
lugdo histérica da prépria matematica. O conceito de fungao, por exemplo, ante-
riormente concebido como um processo operacional entre varidveis relacionadas por
meio de uma expressido simbdlica, passa a assumir ele préprio o papel de objeto, que
pode ser elemento de um conjunto, varidvel de uma operacio de outra fungio (p.ex.
(KLINE, 1954; GRATTAN-GUINNESS, 1970; KATZ, 1992)).

Fendmenos relacionados & producgio de estruturas cognitivas por meio da sintese de
estruturas anteriores tém sido amplamente discutidos em educagdo matematica. Por
exemplo, de acordo com a teoria varifocal de Richard Skemp, uma colecao de entidades
conectadas pode ser comprimida como uma tnica entidade, que pode ser manipulada
tanto como um conceito, quanto como um esquema, cognitivo — um conceito pode ser
desempacotado como um esquema e um esquema. visto como um conceito (SKEMP,
1979). Outras teorias discutem a dualidade entre processos e objetos em educacao
mateméatica. A teoria de proceitos ?, difundida por David Tall e Eddie Gray, aponta

a natureza dual de um simbolo matemético — processo e conceito — como um fator

20 termo no original em inglés é procept, neologismo composto pelos autores da juncio das
palavras conceito e processo. Seguindo esta construgio, traduzimos o termo aqui por proceito,
formado de processo e conceito.
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decisivo para a aprendizagem de matemdtica (TALL, GRAY & PITTA, 2000). Em
sua teoria de reificacdo, Ana Sfard identifica, de uma perspectiva histérica e episte-
moldgica, trés estdgios no desenvolvimento de conceitos mateméticos: interiorizagao,
condensagao e reificacio (SFARD, 1991). A autora descreve o estdgio final de reifi-
cagao como uma mudanca ontolégica, em que um processo conhecido se condensa num
objeto novo — uma habilidade, subitamente adquirida, para enxergar algo familiar de
uma, perspectiva completamente nova. A teoria de encapsulacdo de objetos de Ed
Dubisnky sugere que uma cole¢do de processos e objetos (razoavelmente) coerentes
forma um esquema, no qual os elementos originais interagem por meio de relagoes de
agao, interiorizacao, encapsulagio, coordenagfo reversa e generalizagio (DUBINSKY,
1991).

Segundo Barnard , o que distingue a nog¢éo de unidade cognitiva das demais teorias
de compressibilidade e processo-objeto é a nogao de influéncia ativa: a consciéncia
dos elementos especificos da estrutura interna de cada unidade cognitiva atua como
um guia para a conseqiiente manipulagéo de outras unidades cognitivas (BARNARD
1999).

A teoria aqui discutida sugere que o enfoque pedagdgico de um conceito
matematico deve estimular a construgio de conexdes mtltiplas e flexiveis entre uni-
dades cognitivas e dentro das mesmas. Com este objetivo, o ensino do conceito de
derivada deve incluir uma gama ampla de abordagens e representacoes, como por
exemplo as seguintes interpretagtes para a derivada de uma funcéo f: D C R — R,

listadas em (ARTIGUE, 1991, p.175):

S(oth)—[(zo)
h

o limite da razao quando h tende a 0;

e a inclinacdo da reta tangente ao grafico de f em zo'?;

e o coeficiente de primeira ordem na expansdo para f em torno de zp'!;

e o coeficiente de primeira ordem na expanséo em série de Taylor para f em torno

de xp;

e o coeficiente caracteristico da aplicagdo linear tangente a f em zo;

0Provavelmente a abordagem mais popular no ensino universitrio brasileiro.
1 Abordagem adotada no curriculo francés.
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e o niimero ou a funcao obtida pela aplicagdo das regras usuais de diferenciagao,

sabidas as derivadas das funcoes elementares;
e a inclinacio de uma porcio altamente magnificada do préprio gréfico'.

Podemos incluir a esta lista, pelo menos:

a inclinacdo local do grafico de f em z,'3;

a tangente do angulo entre a reta tangente ao grafico de f em zp e o eixo

horizontal;

taxa de variacdo instanténea de f em zg;

além das interpretacoes da fungéo derivada em outras ciéncias:

velocidade instantanea (em fisica);

taxa de crescimento populacional (em ecologia);

custo marginal (em economia).

Tall (TALL, 2000) observa que cada representagdo chama atengao para determi-
nadas caracteristicas do conceito e, ao mesmo tempo, obscurece outras. Assim, as
representacoes presentes em uma pedagogia diversificada (como por exemplo as rela-
cionadas acima) podem se complementar, atuando para a formacéo de imagens de
conceito ricas em conexoes flexiveis de unidades cognitivas. A énfase em certos as-
pectos e a negligéncia de outros pode resultar na atrofia dos aspectos negligenciados.
Em particular, a literatura de educagdo matematica fornece exemplos em que esse
fendémeno se verifica em abordagens fortemente baseadas em recursos computacionais
(como apresentaremos no capitulo seguinte). No que toca o uso do computador no en-
sino de matemadtica, Tall defende a posicdo de que ambientes computacionais podem

atuar no processo cognitivo como um complemento da atividade mental humana:

12Fsta abordagem alternativa foi sugerida por David Tall pela primeira vez em (TALL, 1986a;
TALL, 1986b) e adotada pelo curriculo inglés. Este é um dos principais temas desta tese e serd

discutido em detalhes na secao 1.4.
13 Abordagem difundida em (HUGHES-HALLET et al., 1998).
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Enguanto o computador estd confinado a algoritmos para desenvolver calculos e
representar solugbes em nimeros e figuras, a mente matemadtica dispoe de todo
tipo de associagdes de um cérebro multi-processador. [...] O cérebro nao esté
naturalmente configurado para rapida e eficiente aritmética. Em lugar disso,

ele usa com freqiiéncia conexdes entre unidades cognitivas.

(TALL, 2000, p.8), tradugao nossa

Por exemplo, durante a realizagdo da tarefa de eshogar o grafico de uma fungao
do segundo grau, um ser humano pode ativar uma unidade cognitiva contendo a in-
formagéo: o grifico de uma fungéo do segundo grau € uma pardbola. Por outro lado,
os programas graficos atualmente aplicados no ensino de fungdes utilizam, de forma
geral, algoritmos baseados na interpolacao de um conjunto finito de pontos. Portanto,
para o computador, a natureza da funcfo é uma informagao indiferente para a tarefa
de tragar seu grafico. Entretanto, a capacidade da maquina de efetuar calculos pesa-
dos com eficiéncia e rapidez é imensamente superior & do cérebro humano. Baseado
nesta relagdo e oposi¢do — ou complementaridade — Tall (TALL, 2000) afirma que o
uso de ambientes computacionais no ensino de matematica pode ser positivamente po-
tencializado para estimular o desenvolvimento de imagens de conceito ricas e conexoes

flexiveis entre unidades cognitivas.

1.3 Raizes cognitivas

Discutindo o ensino do conceito de fungéo, Sierpinska comenta que:

A mais fundamental concepgao de fungao é a de uma relagao entre magnitudes
varidveis. Se isto nao é desenvolvido, representagdes com equagdes e graficos
perdem seu significado e se tornam isoladas umas das outras. [...] Introduzir
funcgoes para jovens estudantes pela sua definicio moderna elaborada € um erro

didatico ~ uma inversdo anti-didatica.

(SIERPINSKA, 1988, p.572), traducgo nossa

De fato, como estabelecido na segdo 1.1, a definigdo formal de um conceito, de
forma geral, n&o se presta como um ponto de partida adequado para a aprendizagem.
BEsta constatacfo sugere a discussdo sobre o planejamento da abordagem pedagdgica

inicial de um conceito matemaético.
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Muitos autores contribuem com essa discussdo. Malik, por exemplo, analisa as-
pectos histéricos relativos ao ensino de fungdes (MALIK, 1980). O autor observa que,
em geral, em cursos de pré-célculo apresenta-se a definicdo moderna para funcao,
em linguagem de conjuntos. Entretanto, nos cursos de cdlculo lida-se exclusivamente
com funcdes definidas por expressoes algébricas, cujos graficos sdo curvas suaves (a
menos de, no méximo, um conjunto discreto de pontos). Desta forma, para cobrir os
exemplos de funcoes estudados em calculo seria suficiente a definigdo estabelecida por
Euler no século XVIII — segundo a qual uma fungdo era uma expressao analitica com-
posta de uma quantidade varidvel, de niimeros e constantes. Malik conclui que, como
a definicdo jamais é experimentada em toda a sua generalidade, esta deixa de fazer
sentido para os estudantes, que passam a conceber a defini¢do como algo desprovido
de significado e sem vinculo com o conceito.

Tall critica uma estratégia pedagdgica num certo sentido oposta aquela relata-
da por Malik: na esperanca de “simplificar” os contetdos, professores apresentam
conceitos matematicos num contexto mais restrito do que aqueles em que eles se in-
serem (TALL, 1989). Por exemplo, professores de célculo freqiientemente apelam
A experiéncia prévia dos estudantes com tangéncia a circulos e a outras curvas ele-
mentares como motivacio para o conceito de reta tangente no sentido do célculo
infinitesimal. Uma possivel conseqiiéncia desta estratégia, como observado em (VIN-
NER, 1983b), por exemplo, é que os estudantes desenvolvam imagens de conceito em
que a nocgao de reta tangente esteja fortemente vinculada ao ndmero de intersecgoes
entre a curva e reta — o que, é claro, nao corresponde & nogao de tangéncia no sentido
do cdlculo. Assim, a apresentacdo de conceitos em contextos restritos pode ter como
efeito a formagao de imagens conceituais restritas.

Neste contexto, coloca-se a questdo de como motivar nos estudantes a insercao
em contextos matematicos tedricos mais complexos, sem pecar pela simplificacdo
excessiva nem pelo formalismo excessivo. Assim, a nog¢do de raiz cognitiva é uma
tentativa de resposta para a pergunta: uma vez que a definicdo formal de um conceito
ndo se caracteriza como referéncia pedagdgica inicial adequada, que caracteristicas
deve satisfazer tal referéncia inicial? Tall define raiz cognitiva, no mesmo trabalho

citado acima (TALL, 1989), como sendo um conceito-dncora que o estudante acha fdcil
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de compreender, e que, ainda assim, forma uma base a partir da qual a teoria pode ser
construida. A idéia de raiz cognitiva foi desenvolvida em trabalhos posteriores. Apds a
formulagdo da teoria de unidades cognitivas, a nocéo de raiz cognitiva foi reformulada
nestes termos, como um tipo especial de unidade cognitiva que se relaciona com o
conhecimento familiar ao estudante que estd comegando um novo desenvolvimento
conceitual, permitindo a conexao entre seus conhecimentos inicias e aqueles a serem
desenvolvidos. Em (TALL, 2000), o autor redefine raiz cognitiva como wma unidade
cognitiva que tem significado para o estudante no estdgio em questdo, e ainda assim
contém as sementes de expansdes cognitivas para defini¢oes formais e desenvolvimento
tedrico posterior. A reformulagio da nocéo raiz cognitiva como uma unidade cognitiva
especial implica na evidéncia de um aspecto crucial de sua natureza: como uma uni-
dade cognitiva é parte da imagem de conceito individual, uma raiz cognitiva também
deve sé-lo. Assim, para que um idéia possa ser caracterizada como raiz cognitiva, é
necessario que essa seja familiar para o estudante — isto é, que seja um atributo de
sua imagem de conceito. Fm resumo, uma raiz cognitiva pode ser definida como uma

unidade cognitiva atendendo a duas caracteristicas fundamentais:

(I) fazer sentido (a0 menos potencialmente) para o estudante no estdgio em questéo;

(II) permitir expansbes cognitivas para desenvolvimentos tedéricos posteriores.

Em (TALL, McGOWEN & DeMAROIS, 2000)), as duas caracteristicas acima s&o

desdobradas em quatro aspectos:

(i) ser uma unidade cognitiva do conhecimento central do estudante no inicio da

seqiiéncia de aprendizagem;
(ii) permitir o desenvolvimento inicial através da estratégia de expanséo cognitiva;

(ili) conter a possibilidade de significado tedrico a longo prazo, em desenvolvimentos

tedricos posteriores;

(iv) ser robusta o suficiente para permanecer itil enquanto a compreensao se desen-

volve, tornado-se mais sofisticada.
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1.3.1 Organizadores genéricos

A motivagao inicial para a formulagao da idéia de raiz cognitiva foi a construgdo de um
embasamento tedrico para a concepgao do programa de computador Graphic Approach
to Calculus (TALL et al., 1990), planejado como principal recurso de apoio de uma
abordagem cognitiva para o calculo, que estava em processo de desenvolvimento na
ocasido. O Graphic Approach to Calculus é uma segunda, versdo do programa Graphic
Calculus (TALL, 1986b), desenhado como parte da tese de doutorado de David Tall
(TALL, 1986a). Mais, tarde, foi ainda desenvolvida uma versdo mais moderna do
programa (BLOCKLAND et al., 2000).

FEm sua tese de doutorado, Tall toma como base a nogao de organizador avancado,
definido como um conjunto de material introdutdério para uma tarefa de aprendiza-
gem, apresentado num nivel de generalidade e abstracao mais elevado que a prépria
tarefa e explicitamente relacionado tanto com as idéias existentes na estrutura cogni-
tiva, do sujeito quanto com a tarefa; isto é uma ligacdo entre o que o sujeito ja sabe
e a tarefa de aprendizagem (AUSUBEL et al., 1968). A partir desta nogéo, Tall de-
fine organizador genérico como um organizador avancado apresentado sob a forma
de um ambiente de aprendizagem (ou micromundo) que permita ao usSudTio MANIPU-
lar exemplos e contra-exemplos de uwm conceito matemdtico especifico ou um sistema
de conceitos relacionados. Organizadores genéricos podem ser ambientes computa-
cionais ou de outra natureza (como por exemplo materiais concretos) planejados para
a aprendizagem de conceitos mais abstratos. O autor ressalta que a disponibilidade de
contra-exemplos é particularmente fundamental em conceitos mais avangados (como
convergéncia, continuidade e diferenciabilidade) quando as defini¢oes séo t&o intrin-
cadas que freqiientemente os estudantes tém dificuldades para lidar com situagoes
onde estas ndo se aplicam (como seqiiéncias divergentes, fungoes descontinuas ou nao
diferencigveis).

O Graphic Calculus foi estruturado na forma de organizadores genéricos para
conceitos fundamentais do célculo, como derivada, integral, equactes diferenciais. Fm
particular, o organizador genérico para derivada, chamado Magnify, que se baseia na

nogao de retidao local Y (discutida em detalhes na secdo 1.4), permite ao usuério

Y Local straightness, no original em inglés.
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tracar graficos de fungdes e ampliar partes destes, observando que uma funcao dife-
rencidvel tende a adquirir a aparéncia de uma reta quando altamente magnificada,
enquanto uma funcdo néo diferencidvel preserva seu aspecto “enrugado”. A figura 1.1,
abaixo, exemplifica telas geradas pela tltima versdo do Graphic Calculus, mostrando

o processo de magnificagao local de curvas diferencidveis e néo diferencidveis.

f{xI=ginx f{x»=bl{x)

8.7
] Feaaagn.xi6

1° Y & Y ‘a.68
I 5.9 /ff,f’xﬂ r \\\ .

L i }
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[ ?'Bn :% ‘}'1( quzillv$16l:n3v4|LL‘
%=1 8.5 x=§.333333
-2 y=0.,84147L y=8.666667

Figura 1.1: Telas geradas pelo programa Graphic Approach to Calculus, para curvas
diferencidveis e nao diferenciaveis.

A partir de (TALL, 1989), a nogéo de organizador genérico ¢é reavaliada. Tall
afirma que o planejamento de um organizador genérico requer a escolha de uma
importante idéia fundamental como foco central — uma idéia que além de ser familiar
para o estudante, o ajude a olhar mais profundamente a teoria (ver também (TALL,
2000)). Dai a necessidade da formulagio da nogéo raiz cognitiva. A nogao de retidao
local é mencionada em (TALL, 1989) como o principal exemplo de raiz cognitiva e

como base para o organizador genérico Magnify (como discutiremos na secgéo 1.4).

1.4 A nocao de retidao local

Os argumentos apresentados nas se¢oes 1.1 e 1.3 sugerem que, em geral, a definigao
formal de um conceito ndo é uma raiz cognitiva adequada para este. Particularmente
no caso do conceito de derivada, a defini¢Ao formal baseia-se na nogao de limite —
talvez uma das idéias menos acessiveis & intuicdo humana em toda a mateméfica,
como a sua prépria evolugao histérica testemunha (p.ex. (KLINE, 1954; GRATTAN-
GUINNESS, 1970)).

Diversos autores relatam problemas relativos & aprendizagem dos conceitos de

limite e derivada. Cornu, por exemplo, observou que muitos estudantes encapsulam
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(nos termos da teoria de encapsulagdo de Dubinsky) o processo de limite de diminuir
indefinidamente em um objeto indefinidamente pequeno (um nidmero real positivo
menor que todos os demais reais positivos) — um infinitésimo cognitivo'®, na denomi-
nagdo do autor — que passa a integrar suas imagens de conceito (CORNU, 1981). Tall
constatou que estudantes freqlientemente acreditam que uma propriedade valida para
todos os termos de uma seqiiéncia deve também valer para o limite (TALL, 1986a).
Esta crenca foi chamada pelo autor de propriedade genérica de limite. Um exemplo
tipico ¢ a crenga de que a seqiéncia z, =y p_, 9" 10~* converge para um ndmero
menor que 1 (s vezes mencionado como ‘o dltimo ntimero real antes de 1’). Além
disso, para muitos estudantes, tal crenca nfo é incoerente como o fato do limite da
seqiiéncia ser 1, pois estes interpretam a palavra ‘limite’ neste caso como uma ‘bar-
reira superior’ que a seqiiéncia nao pode ultrapassar. Assim, além da propriedade
genérica de limite, observa-se aqui um processo em que atributos associados ao uso
cotidiano do termo ‘limite’ transmitem-se & imagem de conceito da nogao matematica
de limite. Em um trabalho posterior, Cornu comenta que um infinitésimo cognitivo é
um exemplo de propriedade genérica de limite, em que objeto encapsulado adquire as
propriedades dos elementos do processo (CORNU, 1991). No mesmo texto, o autor
menciona ainda o fato de que os quantificadores ‘existe’ e ‘para todo’, que figuram
na definicdo de limite por meio de epsilons e deltas, possuem significados sutilmente
diferentes daqueles utilizados em linguagem cotidiana, o que também pode se conver-
ter em atributos na imagem de conceito do conceito (da mesma, forma que o préprio
termo ‘limite’). Estas questoes seréo revistas na sego 1.5.

Desta forma, a definicdo formal de derivada néo se caracteriza como uma raiz
cognitiva para o conceito, pois, como essa fundamenta-se no conceito de limite, nao
atende a condigdo fundamental (I) da defini¢8o de raiz cognitiva (embora a condigao
(II) certamente seja atendida).

Referenciando-se a sua obra anterior, Tall comenta que:

15Uma evidéncia de que a questio dos infinitésimos como objetos mateméticos se faz presente nio
s6 nas mentes de estudantes, mas também preocupa mateméticos profissionais (pelo menos até héd
pouco tempo), é a elaboracio do sistema dos nidmeros hiperreais na década de 1960 (ROBINSON,
1966). Esta estrutura, cuja construgiao depende fortemente de uma versio do axioma da escolha,
inclui todos os niimeros reais além de objetos chamados infinitésimos, com as caracteristicas do
resultado do processo de encapsulagio observado por Cornu.
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Havendo afirmado categoricamente que eu acho que a nogado formal de limite
é um lugar inteiramente errado para comegar o cdlculo (embora seja precisa-
mente o lugar certo para comegar um desenvolvimento axiomético em anélise),
é necessario explicar de que forma uma abordagem baseada em retidao local

para o céalculo deve comegar.

(TALL, 2002, p.15), traducdo nossa

A nogéo de retidao local estd baseada na percepgdo humana de que um objeto
curvo parece reto quando olhado de muito perto (TALL, 1989; TALL, 1992; TALL,
2000; TALL, 2002; GIRALDO & CARVALHO, 2003a; GIRALDO et al., 2003a). Nu-
ma abordagem baseada na nocao de retidao local, a derivada é introduzida a partir
do processo computacional de magnificagdo local, em que uma porgédo de uma cur-
va é altamente ampliada numa tela de computador. A derivada de uma fungao é
apresentada como a inclinagdo da reta com a qual seu grafico se confunde quando
submetido a um processo de magnificacdo local. Assim, a derivada pode ser apreen-
dida a partir da variagéo do préprio grafico. O organizador genérico associado é um
ambiente computacional onde o estudante possa mudar a janela grafica e observar
as conseqiientes mudangas de aspecto do grafico visualizado (como os propostos pelo
autor em (TALL, 1986b; TALL et al., 1990; BLOCKLAND et al., 2000)). As figuras
abaixo ilustram o processo de magnificacdo local de curvas diferencidveis e néo dife-
rencidveis. A figura 1.2 mostra a magnificacdo da curva y = z? em torno do ponto
2o = 1. A curva adquire o aspecto da reta y = 2z — 1, a tangente no ponto. Em 1.3
vemos a magnificacdo da funcio blancmange'®, em torno de zy = % Como a funcgao

nao possui derivada em nenhum ponto, seu grafico mantém o aspecto ‘enrugado’.

16 A crenca de que uma funcfo continua deveria ser derivdvel exceto possivelmente num subconjun-
to discreto de seu dominio era dominante na matemética até meados do século XIX (POINCARE,
1899). A prova da existéncia de fungdes continuas sem derivada em nenhum ponto é devida a
Weiertrass em 1872. Outro exemplo de uma fungéo com tal propriedade foi dado por Takagi (TAK-
AGI, 1903). A fungdo de Takagi foi batizada por Tall (TALL, 1982) como fun¢do blancmange,
devido & forma de seu grafico, que supostamente lembraria um tipo de pudim francés. A fungdo
blancmangeblancmange pode ser definida para z € [—1,1] pela soma da série b(z) = Z:iol ba(z)
onde (bp)nen é uma seqiiéneia de fungdes modulares indutivamente definidas como segue:

bi(z) =1— |z
bnt1(z) = 5= — |bn(2) — 5]
Cada b, é nao diferencidvel nos pontos na forma z = :E2Tk_—1, para k = 0,...,2» ! — 1. A funcdo

b é continua, desde que é o limite uniforme de uma série de fungbes continuas, mas nio possui
derivada em nenhum ponto. Para a demonstragéo da nao diferenciabilidade da funcio blancmange,
veja (TALL, 1982) ou (HAIRER & WARNER, 1997, pp.264-165).
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Figura 1.2: O processo de magnificacdo local da curva y = 2? em torno de zg = 1.
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Figura 1.3: O processo de magnificagdo local da funcao blancmange em torno de
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Tall distingue a nog¢éo retiddo local da idéia de aproximacao linear local, ou li-
nearidade local (TALL, 1989; TALL, 2002). Segundo ele, linearidade local enfoca o
que ocorre em um unico ponto fixado, onde a funcdo é aproximada por uma fungéo
linear. Esta idéia se representa simbolicamente por meio do limite:

f@+h)—(ah+ f(z) _

Hm L =0

Linearidade local é portanto uma formulagéo matemaética da prépria definicao de
derivada que, segundo a teoria de raizes cognitivas, deve figurar ndo como um ponto
de partida na abordagem pedagdgica de derivada, mas como um objetivo. Retidao

local, por outro lado, é uma expressdo de uma percep¢do humana do gradiente de um

grafico como um todo. O autor afirma que:

Retidao local é uma percepc¢ao humana primitiva dos aspectos visuais de win
grafico. Tem implicagbes globais em como o individuo olha ao longo do grafico
e vé as mudangas do gradiente, entéo o gradiente do grafico como um todo é
visto como uma entidade global.

(TALL, 2000, p.14), tradugdo nossa
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Da mesma forma que linearidade local, retiddo local pode se expandir em desen-
volvimentos tedricos mais sofisticados, como por exemplo as nogoes de espagos tan-
gentes para fungoes de vérias varidveis ou mesmo variedades diferencidveis (TALL,
1992). No entanto, linearidade local e retidao local diferem do ponto de vista pe-
dagdgico pois a segunda revela-se intuitiva e pode ser descoberta por um estudante
lidando com um programa que trace graficos no computador. Assim, Tall propce a
nogao de retidao local como uma raiz cognitiva para o conceito de derivada.

Em (TALL, 1989), o autor compara as estruturas da abordagem introdutéria
tradicional para o conceito com sua proposta de abordagem pedagdgica alternativa
baseada em retiddo local. Numa abordagem tradicional a seqiiéncia de atividades

consiste de;

1. apresentar uma abordagem “intuitiva” para limites;

2. fixar z e calcular o limite de quando h se fica pequeno e chamar o

limite de f/(x);

f(z+h)—] (=)
h

3. variar £ em f’(z) para obter a derivada como uma funcéo.

Alternativamente, o conceito pode ser explorado de acordo com a seguinte seqiién-

cia de atividades, seguida de desenvolvimentos tedricos posteriores:

1. explorar a nocao de retidao local;

2. visualizar o gradiente varidvel do grafico original como um outro grafico (isto é,

o grafico da fungio derivada);

3. relacionar a imagem visual do gradiente ao algoritmo numérico utilizado para
gera-lo;

4. relacionar estas experiéncias a outras representagbes, incluindo os processos

numeéricos e algébricos de limite.

A nogéo de retidao local é proposta ainda como raiz cognitiva para equagoes dife-
renciais ordindrias (TALL, 1992; TALL, 2000; TALL, 2002). O organizador genérico

correspondente no programa Graphic Calculus consiste de um ambiente onde, dada
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uma equacdo diferencial na forma ' = F(z,y), um pequeno segmento de reta com
inclinaco F'(z,y) é exibido para cada ponto do plano (z,y) escolhido pelo usudrio.
A partir desta representagdo, o usudrio pode visualizar os gréficos das solugoes da
equacao dada.

Uma notavel extensao da nogao de retidao local como raiz cognitiva para conceitos
de calculo é proposta por Kawski (KAWSI, 1997). Em concordancia da aplicabilidade
da nog¢do de retiddo local como ponto de partida de expansGes cognitivas para desen-
volvimentos tedricos posteriores (segunda propriedade fundamental da conceituagéo

de raizes cognitivas), o autor afirma que:

Com tal tecnologia, faz sentido definir um objeto como diferencidvel se depois
de suficientemente ampliado obtem-se um objeto linear, isto é, localmente ele é
arbitrariamente bem aproximado por um objeto linear. Depois da experiéncia
de ampliagao, isto é completamente intuitivo, e pode ser enunciado tao rigorosa-
mente quanto desejado, e até mesmo de forma completamente compativel com
a definicAo de diferenciabilidade usada por mateméticos profissionais em seu
trabalho, digamos, a defini¢do de derivadas de Frechet em espagos de Banach

de dimensao infinita.

(KAWSI, 1997, p.2), traducdo nossa, grifos do autor

Kawski prossegue colocando a pergunta:

Se ampliagdes funcionam tao bem em cdlculo de uma varidvel, por que nao sao

usadas em célculo vetorial, digamos, para VER. a divergéncia e o rotacional?

(KAWSI, 1997, p.2), traducdo nossa, grifos do autor

O autor propoe entédo abordagens inovadoras, baseadas em retidao local e magni-
ficagdo local para diferentes conceitos de cdlculo de uma e varias varidaveis: continui-
dade, continuidade e diferenciabilidade uniformes, continuidade e diferenciabilidade
de campos vetores bi e tri-dimensionais, integrais de linha, divergentes, rotacionais,

teoremas de integracio para campos vetoriais!’.

17Veja também em http://math.la.asu.edu/~kawski.
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1.5 Obstaculos na formacao das imagens de con-
ceito de limite e infinito

Como discutido nas segbes anteriores, uma definicdo formal matemaéatica, em geral,
nao se converte naturalmente em um embasamento adequado para a abordagem
pedagdgica introdutoria de um conceito matematico — ou em uma raiz cognitiva, nos
termos de David Tall. Nos casos dos conceitos de derivada e limite, este problema
talvez seja particularmente grave. Como ji observamos neste texto, a conceituagao
formal de limite, por meio de épsilons e deltas, demanda um nivel de abstragdo de
longe incompativel com os cursos iniciais de cdlculo diferencial e integral. A definigdo

formal de derivada, por sua vez, depende do conceito de limite:

f’(:v) = lim f(CE + h’) — f(iE)

h—0 h

Desta forma, uma estratégia pedagdgica comumente utilizada para a introdugao
do conceito de derivada envolve a apresentacio da expressao algébrica acima (muitas
vezes ilustrada por uma figura representando retas secantes aproximando-se de uma
tangente), sem qualquer tratamento formal anterior para o conceito de limite. Em
lugar da definicao formal, o conceito de limite tem sido tipicamente introduzido sob
a forma de interpretagbes geométricas, resolugdes de expressoes algébricas, aproxi-
magOes numéricas, referéncias verbais (como os termos, ‘aproximar’ ou ‘chegar muito
perto’). Cornu, por exemplo, comenta que na primeira metade do século XX, os livros
textos franceses introduziam a nocao de limite de forma intuitiva, para, a partir dai,
introduzir a definigdo formal de derivada (CORNU, 1991). Somente mais tarde, nos
mesmos textos, a definicdo formal de limite seria dada sob a forma de um mero
comentario, muitas vezes numa nota de rodapé. O mesmo autor afirma que antes
de travarem contato com a nogao de limite no contexto pedagodgico, os estudantes
recorrem a idéias prévias, baseadas em intuigdes e imagens da experiéncia cotidiana,
relacionadas particularmente com o significado coloquial dos termos usados. Por
meio deste processo, os estudantes freqiientemente constroem imagens de conceitos
restritas, denominadas concepgies espontineas (CORNU, 1983). O autor relaciona
uma série de significados coloquiais para os termos ‘tender a’ e ‘limite’, relacionados

com a construgdo de concepgoes espontaneas. Assim, ‘tender a’ pode evocar, por



31

exemplo, os seguintes entendimentos:
e aprozimar-se, mantendo sempre uma certa distancia;
e aprozimar-se, sem nunca alcancar;
o aproximar-se, alcancando eventualmente,
e assemelhar-se (sem qualquer idéia de variagdo envolvida).
I ‘limite’ pode ser entendido como:
e algo impassivel que € alcancdvel,
e algo impassivel que é impossivel de alcancar;
o um ponio de que alguém se aproxima sem alcancgar,
e um ponto de que alguém se aproxima e alcanga;
e uma limitagcdo inferior ou superior;
e um mdrimo ou minimo;
e um intervalo;
e aquilo que vem imediatamente a segquir do que pode ser atingido;
o um Testrico ou regra;
e 0 fim.

De forma, semelhante, Robert (ROBERT, 1982) identifica uma gama de modelos
para o conceito de limite desenvolvidos por estudantes universitdrios. Segundo a
autora, tais modelos se encontram fortemente atrelados a nocao intuitiva de limite

predominante na abordagem pedagdégica para limites de seqiiéncias:

e Monotdnico e Dinamico-Monotonico:
‘uma seqiiéncia convergente é uma seqiiéncia crescente limitada superiomente
(ou decrescente limitada inferiormente).’
‘uma seqiiéncia convergente é uma seqiiéncia crescente (decrescente) que se

aproxima de um limite.’
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e Dinamico:
‘os termos da seqiiéncia tendem a /.’
. ) n . ,
os termos da seqliéncia aproximam-se de [.
‘a distancia entre os termos da seqiiéncia e [ fica pequena.’

‘os valores aproximam-se de um nmimero mais e mais de perto.’

o Fuistdtico:
‘os termos da seqiiéncia estdo em um intervalo perto de [.’
‘os termos da seqiiéncia estao agrupados ao redor de [.’

‘os elementos da seqiiéncia acabam sendo encontrados numa vizinhanga de [.’

o Misturado: uma mistura dos modelos acima

Assim, a estratégia pedagdgica descrita acima lanca méo de uma conceituagio
“pseudo-formal”, pois toma como base nogdes puramente intuitivas. Tais nogoes
intuitivas evocam nao sé o conhecimento matemético, como todo tipo de experiéncias
prévias dos estudantes (TALL & VINNER, 1981; CORNU, 1991), podendo levar &
formagao de imagens de conceito restritas. Citamos alguns exemplos deste processo
na secdo 1.4 — infinitésimos cognitivos e propriedades genéricas de limite, descritos por
Bernard Cornu e David Tall, respectivamente. Nesta secao, revisitaremos a discussao

sobre problemas na formagao de imagens de conceito para o conceito de limite.

1.5.1 A nocao de obstaculo epistemoldgico

Alguns autores, como Anna Sierpifiska, (SIERPINSKA, 1985; SIERPINSKA, 1987;
SIERPINSKA, 1992), Bernard Cornu (CORNU, 1983; CORNU, 1991), Guy Brous-
seau (BROUSSEAU, 1983) e Michele Artigue (ARTIGUE, 1990), aplicam a nogao de
obstaculo epistemoldgico em educacio matematica para explicar alguns processos de
construcdo de conceitos. O termo obstdculo epistemoldgico foi introduzido por Gaston

8

Bachelard em 1938, no campo da filosofia do desenvolvimento cientifico®. No livro

8No entanto, a conceituagio exata de obstéculo epistemolégico permanece controversa. Sier-
pifiska comenta que uma conferéncia interdisciplinar organizada por em 1988 em Montreal, reunin-
do psicélogos, fildsofos da ciéncia e educadores fisicos e matemdticos, foi parcialmente destinada a
elucidar a no¢ado de obstaculo epistemoldgico. Mas os participantes safram com um sentimento de
confusdo maior do que nunca (SIERPINSKA, 1994, p.133).
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La Formation de I’Esprit Scientifique, o autor conceitua obstaculo epistemolégico da

seguinte forma'?

Quando se procuram as condic¢des psicoldgicas do progresso da ciéncia, logo se
chega & convicgdo de que é em termos de obstdculos que o problema do conhe-
cimento cientifico deve ser colocado. F nao se trata de considerar obstaculos
externos, como a complexidade e fugacidade dos fend6menos, nem de incriminar
a fragilidade dos sentidos e do espirito humano: é no d4mago do préprio ato
de conhecer que aparecem, por uma espécie de imperativo funcional, lentidoes
e conflitos. I8 af que mostraremos causas da estagnacéo e até de regressao,
detectaremos causas de inércia as quais daremos o nome de obsticulo episte-
mologico. [...] No fundo, o ato de conhecer se d4 contra um conhecimento ante-
rior, destruindo conhecimentos mal estabelecidos, superando o que, no préprio

espirito, é obstdculo a espiritualizacao.

(BACHELARD, 1996, p.17), grifos do autor

Assim, obstdculos epistemoldgicos néo estdo associados a quaisquer fatores exter-
nos, mas a prépria natureza do conhecimento cientifico — sdo inerentes ao préprio ato
de saber, constituintes essenciais e inevitaveis do préprio conhecimento a ser cons-
truido ou adquirido. Desta forma, obstdaculos epistemoldgicos se caracterizam por
estarem presentes tanto na evolugdo histérica do pensamento cientifico quanto em
sua pratica educacional. No ambito educacional eles se distinguem dos obstaculos de
natureza psicoldgica, aqueles que sdo resultado do desenvolvimento pessoal do sujeito,

ou diddtica, que se devem & natureza da pedagogia adotada.

19Na verdade, segundo o préprio Bachelard, a nocéo de obsticulo epistemolégico nao seria aplicdvel
4 matemdtica. De fato, o autor comenta que: “A nosso ver, [...] o crescimento do espirito
matemdtico é bem diferente do crescimento do espirito cientifico em seu esforgo para compreender
os fendmenos fisicos. Com efeito, a histéria da matemética é maravilhosamente regular. Conhece
perfodos de pausa. Mas néo conhece periodos de erro. Logo, nenhuma das teses que sustenta-
mos neste livro se refere ao conhecimento matemético. Trata-se apenas do conhecimento do mundo
cientffico.” (BACHELARD, 1996, p.28). A extens#o desta nocdo & educagio matemética foi primeiro
proposta por Brousseau (BROUSSEAU, 1983), que adotando uma linha piagetiana (e contraria as
correntes behaviorista e empirista), enfoca a importéncia para o processo de aprendizagem do erro e
do fracasso, visto nfo como a expressio de uma impossibilidade a ser eliminada, mas como o resul-
tado de um corpo de conhecimentos anteriores. Desde entéo, a literatura de educag¢io matematica
tem demonstrado que, pelo menos a este campo, a nogao formulada por Bachelard pode ser aplicdvel
como sucesso para ajudar a elucidar fendmenos importantes. Sierpinska (SIERPINSKA, 1994), por
exemplo, comenta que: “educadores mateméticos tiveram a sensagdo de que faria sentido falar sobre
obstéculo epistemolégico em matemética: cotidianamente, eles se deparavam com algo que parecia
atuar como um obstdculo epistemolégico na maneira de pensar dos estudantes”.
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Um ponto importante para este trabalho reside nas dificuldades na aprendiza-
gem do conceito de derivada, considerando seu embasamento tedrico assentado no
conceito de limite. Neste sentido, a discussio sobre obstaculos epistemolégicos na
aprendizagem do conceito de limite acrescenta aspectos relevantes tanto para o refe-
rencial tedrico aqui adotado como para a construgdo de nossas préprias questoes de
pesquisa. Sendo assim, exemplificaremos algumas aplicagbes da nogdo de obstaculo
epistemolégico a aprendizagem dos conceitos de limite e infinito, devidas a Bernard

Cornu e Anna Sierpinska.

1.5.2 Obstaculos epistemolégicos no ensino e aprendizagem
de limite e infinito

Com o objetivo de identificar obstdculos epistemoldgicos no ensino e aprendizagem
de limite, Cornu (CORNU, 1991) procura observar a ocorréncia de obstaculos epis-
temoldgicos no desenvolvimento histérico do conceito. O autor comenta que a nogao
de limite emerge de tentativas de resolugdo de questoes de trés tipos principais: pro-
blemas geométricos (cdlculo de dreas e comprimentos, problemas de exaust&o); pro-
blemas de soma e razdo de convergéncia de uma série; problemas de diferenciagéo
(que vém da relagdo entre duas grandezas que tendem simultaneamente a zero). A
partir daf, Cornu destaca quatro principais obstdculos epistemoldgicos na histéria do

conceito de limite:

1. A falha em relacionar nimeros com dreas.

O método da exaustéo de Eudoxo (HEATH, 1956) era comumente usado na
geometria grega antiga. Por exemplo, a determinagdo de que a razao entre
as dreas de dois circulos é igual & razéo entre os quadrados de seus didmetros
foi feita por Hipdcrates de Quios por meio de uma seqiiéncia de poligonos re-
gulares inscritos com ntumero de lados crescendo indefinidamente. Embora o
método da exaustéo seja um procedimento formal rigoroso, ndo se pode afirmar
que os mateméaticos na Grécia antiga possuiam o conceito moderno de limite.
O método da exaustdo era essencialmente aplicado a grandezas geométricas —
que nao eram de forma alguma interpretadas como ntiimeros. Assim a nogao

unificada de limite permaneceu ausente. O sucesso da interpretagao geométrica
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do método da exaustdo parece estar relacionado a um obstéaculo que impediu a

passagem para a noc¢ao geométrica de limite.

As nogdes de infinitamente pequeno e infinitamente grande.

Por muitas vezes ao longo da histéria da matemadtica, colocaram-se questoes
sobre o que aconteceria com grandezas no ‘dltimo instante’ antes de se anula-
rem; ou debates a respeito da existéncia de grandezas que poderiam assumir
um estado intermedidrio entre o ‘nada’ e o ‘alguma coisa’, isto é, que seriam
nulas, mas para as quais ainda assim se poderia atribuir um valor. Cauchy,
por exemplo, no seu Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique de 1821, definiu
fungdo continua como sendo uma fungdo f(z) para qual um ‘incremento in-
finitesimal’ 4 na varidvel z sempre produziria um ‘incremento infinitesimal’ em
f(z +4) — f(z). No mesmo texto, ele explicou sua nogao de infinitésimo como
sendo uma grandeza varidvel que se torna infinitamente pequena quando seus
valores numéricos decrescem indefinidamente, de forma a convergir ao limite
zero (BOYER, 1974). Este obstdculo manifesta-se em algumas crengas comuns
entre estudantes, tais como a de que o simbolo € representaria um nimero real
positivo que é menor que todos os outros reais positivos, mas que ainda assim ¢é
diferente de zero; ou, de forma angloga, de que a dizima 0, 999 . .. seria ‘o ltimo
nimero real antes de 1’; ou ainda que existiria um numero natural maior que

todos os outros, mas ainda assim diferente de infinito.

O aspecto metafisico da nogao de limite.

O debate sobre a natureza metafisica dos conceitos de infinito e infinitésimo tem
estado presente ao longo de séculos de histéria da matemdética. Lagrange, por
exemplo, na tentativa de banir qualquer ranco metafisico da ciéncia matemaética,
rejeitou a abordagem infinitesimal de Leibniz e reformulou as fundamentagoes
do célculo em termos puramente algébricos, com base em séries infinitas. No
contexto pedagdgico, atribui-se freqlientemente ao conceito de limite um estatu-
to ddbio ou incerto, entre o campo da matematica e o da pura intui¢do. Por
exemplo, embora as diferenciais dz nao sejam nimeros reais, elas sdo muitas

vezes algebricamente operadas como se o fossem. KEm conseqiiéncia, muitas
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concepgoes comuns entre estudantes estao associadas a este obstaculo, tais co-
mo: ‘isto nao é rigoroso, mas funciona’; ‘isto ndo é matematica de verdade’; ‘o

método funciona, desde que seja com valores aproximados’.

4. O limite € atingido ou ndo?

Este debate se fez presente durante o periodo histérico de fundamentacéo do

conceito de limite. D’Alembert, por exemplo, insistia que um limite nunca

deveria coincidir com a quantidade da qual ele é limite, mas sim se aproximar

sempre da mesma, mantendo dela uma disténcia t&o pequena quanto se queira.

A crenga em que o fato do valor do limite ser atingido ou nfo seja um aspecto

relevante para a existéncia do limite é comum entre estudantes. Muitos créem,
i

por exemplo, que % tende a zero porque ; nunca vale zero; ou, ao contrério,

que que % tende a zero porque % se torna zero para n suficientemente grande.

Com base na anslise acima, Cornu observa que, apesar das tentativas de banir
completamente os infinitésimos da matemdatica moderna, esta idéia continua a povoar
as formas de expressao de matematicos profissionais e a imagem de conceito de estu-
dantes. Embora a questao da formulagao rigorosa do conceito de limite tenha se esgo-
tado na definicao formal em termos de épsilons e deltas, a comunicagdo matemadtica
informal continua a langar méo de termos imprecisos, tais como ‘arbitrariamente pe-
queno’ — da mesma, forma em se fazia nos tempos de Cauchy. No contexto pedagdgico
em particular, expressbes como essa sao usadas por professores na tentativa de sim-
plificar situagbes teoricamente complicadas para ajudar os estudantes. No entanto,
tais tentativas de simplificacao podem vir a ter conseqiliéncias opostas ao esperado,
como por exemplo, a propriedade genérica de limite descrita por Tall (TALL, 1986a.).

De forma mais geral, Cornu afirma que, muitos professores ingenuamente acredi-
tam que a simplicidade e a clareza da explicagio sdo condicoes suficientes para garan-
tir a compreensao dos estudantes — quando na verdade seria muito mais importante
apresenté-los o conceito ensinado em toda a sua complexidade. Segundo o autor,

neste ponto se coloca a importancia pedagdgica dos obsticulos epistemoldgicos:

A construgdo de estratégias pedagigicas para ensinar estudantes deve portanto

levar em conta tais obstdculos. Nao é questao de evitd-los, mas ao contrério,
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de levar os estudantes e encaréd-los e ultrapassd-los, vendo os obstdculos como

partes constituintes dos conceitos matematicos que estao sendo adquiridos.

(CORNU, 1991, p.162), tradugdo nossa

Desta forma, obstdculos epistemolégicos sdo inevitdveis para o ato de conhecer
e da mesma forma inevitdveis para o ato de aprender. Conceber uma estratégia
pedagdgica para propositadamente evitd-los seria impor aos estudantes uma simplifi-
cagao artificial — negar-lhes a complexidade inerente da matemética, sob a justificativa
de poupar-lhes do enfrentamento com uma dificuldade.

Brousseau (BROUSSEAU, 1986) chama atengdo para a superagéo de obstéculos
epistemolégicos, por meio da vivéncia de conflitos mentais, como fator necessario a
aprendizagem. O ponto de vista defendido por Cornu é também compartilhado por
Sierpinska:

A impressao que se poderia ter [...] pode facilmente ser a de que obstaculos
epistemoldgicos sao algo negativo em nosso desenvolvimento conceitual, de que
eles devem ser evitados no ensino e na aprendizagem. Isto certamente néo é o

que eu quis dizer. A prépria natureza dos obstaculos epistemolégicos é tal que

eles ndo podem ser evitados e seu papel para nosso pensamento é importante.

(SIERPINSKA, 1992, p.28), tradugéo nossa

Segundo Sierpinska, superar um obstaculo epistemolégico, como fator necessario
a aprendizagem, néo consiste em substituir uma convic¢do por outra nova, oposta
aquela, mas se elevar acima das préprias convicgdes e tornar-se capaz de analisé-las
de um ponto de vista externo de forma a questionar hipéteses vistas como tacitas
até entdo (SIERPINSKA, 1987). Em (SIERPINSKA, 1992), a autora formula a su-
peracao de obstéaculos epistemolégicos em termos de atos de compreensdo. Naquele
trabalho, é relacionada uma lista de obstaculos epistemolégicos, relacionados ao con-
ceito de fungao, e atos de compreensao associados. Em (SIERPINSKA, 1994), atos de
compreensado sao conceituados como saltos qualitativos na mente humana, descritos
como novas formas de olhar o conhecimento.

Em pesquisas empiricas anteriores (SIERPINSKA, 1985; SIERPINSKA, 1987),
Sierpiniska procura identificar obstdculos epistemolégicos relacionados ao conceito de

limite em alunos secundaristas das dreas de ciéncias e humanidades, respectivamente.
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Naqueles trabalhos, a autora estabele como ponto de partida uma lista de obsticulos

epistemoldgicos sobre limites, como ilustrado na figura 1.4.

Obstdculos Heuristicos

(falta de rigor)

Obstdculos Heuristicos Estdticos

Limite é algo de que s6 se
conhecem aproximacoes.

Obstdculo Estdtico- Geométrico
As aproximagoes séo de
cardter geométrico.

Obstdculo FEstdtico-Numérico
As aproximages s&o de
cardter numérico.

Obstdculos Heuristicos Cinéticos

Limite ¢é algo de que se esta
aproximando.

Obstdculo Cinético-Geométrico
As aproximagcdes sdo de
cardter geométrico.

Obstdculo Cinético-Numérico

As aproximagbes sao de
cardter numeérico.

Obstaculo de Fudoxo

Obstdculos Rigorosos e ~ (o
Passagem ao limite nao € uma operagao matemdtica, mas

sim um método rigoroso de se provar relagbes entre quantidades.
Obstaculo de Fermat

(rigor falso ou excessivo)

Passagem ao limite é uma operagio mateméatica, que
consiste em atribuir niimeros a varidveis, omitindo valores
indesejaveis.

Figura 1.4: Obstaculos epistemoldgicos relacionados ao conceito de limite.

Em (SIERPINSKA, 1985), a autora faz um estudo etnografico sobre obstdculos
epistemoldgicos relativos aos conceitos de limite e infinito identificados em estudantes
secundaristas da drea de ciéncias (matemética e fisica). Os estudantes séo classificados
em trés grupos principais. Para os Infinitistas inconscientes, o infinito é visto como
algo ‘muito grande’; e o limite de uma seqiéncia como seu “dltimo valor’, ou algo para
o que este tltimo valor ‘tende’. Para os Infinitistas conscientes, o infinito é visto como
algo metafisico e dificil de abarcar com defini¢Ges precisas. Assim, sendo a matemédtica
uma ciéncia exata, deveria tratar somente de nimeros finitos. Os estudantes incluidos
neste grupo consideram que, ao descrever o comportamento de uma seqiiéncia, o mais
importante é encontrar uma férmula geral para o n-ésimo termo, de tal forma que este
possa ser precisamente calculado para qualquer n dado. Para os Infinitistas cinéticos,
a idéia de infinito encontra-se atrelada & de tempo. Para pensar em uma seqiiéncia, é
preciso percorrer cada um de seus termos com o pensamento, portanto, a construcao

de uma seqiiéncia ou wm conjunto infinitos nunca pode ser completada. O infinito
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somente existe potencialmente. Ao descrever o comportamento de uma seqiiéncia, é
importante determinar como esta varia, se esta se aproxima de algum valor fixo.
Num estudo complementar (STERPINSKA, 1987), Sierpifiska observa obstéculos
epistemoldgicos relativos a limites e infinito em estudantes secundaristas da drea de
humanidades. A autora afirma que as atitudes dos estudantes em relacéo ao conheci-
mento cientifico, em particular ao conhecimento matemaético, tém um forte impacto
nas suas intuicoes sobre limite e infinito. Assim, ela estrutura sua anélise em trés
categorias, com respeito as atitudes em relagdo ao conhecimento. Na atitude #ntui-
tiva empirista, o objeto de conhecimento nédo se diferencia do sujeito que conhece.
Assim, o conhecimento ndo pode ser ensinado, somente apreendido a partir da imi-
tagdo e da pratica. Em particular, a existéncia de verdades absolutas é vista como
aceitdvel. Nesta categoria de atitude, a matematica é considerada uma ciéncia pu-
ramente empirica. Portanto, axiomas devem ser fatos irrefutéveis, intuitivamente
aceitdveis ou concordantes com resultados de pesquisa cientifica. Por outro lado, tal
concep¢ao nao faz qualquer sentido na atitude discursiva formalista. O conhecimen-
to tedrico é visto como sem sentido, pois o sentido do conhecimento é puramente
pratico e operacional. A matemadtica é considerada como um jogo de simbolos mera-
mente formal, desprovido de significado. De forma semelhante, na atitude discursiva
empirista, o conhecimento tedrico é negado, mas o sentido do conhecimento vem de
seu uso didrio. A matemaética é vista como uma ciéncia hipotético dedutiva, mas
tanto suas motivagoes quanto seus objetivos estdo atrelados as aplicagoes ao mundo
concreto. Com base nessa categorizacao inicial, Sierpiniska classifica e co-relaciona
atitudes em relagao ao conceito de infinito com modelos conceituais de limite, como
ilustrado pela figura 1.5. Ela observa ainda que os modelos de infinito dos estudantes
observados nem sempre sao consistentes com as atitudes sobre o conceito de infinito

com as quais estariam teoricamente relacionados.
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atitudes em relagdo ao infinito

modelos de limite

atitudes em relagao ao
conhecimento cientifico

intuitivo definista:
Todas as seqiiéncias séo finitas e seu
nidmero de termos é determinado.

intuitivo empirista

intuitivo indefinista:
Todas as seqiiéncias sdo finitas, mas

Py

as wvezes é imposstvel determinar o

nimero de termos. O limite de uma
seqiiéncia é seu tltimo termo, mas se
ndo for possivel determind-lo, deve-se

chegar o uma aprozimagdo para ele.

intuitivo empirista

discursivo definista:
Todas as seqiiéncias limitadas sGo fini-
tas e seu nidmero de termos é determi-

nado.

discursivo formalista

discursivo indefinista:

Todas as seqiéncias limitadas sdo fi-
nitas, mas as vezes é imposstvel deter-
minar o nimero de termos. O limite
de uma seqiiéncia é seu dltimo termo,
e se for impossivel determina-lo, deve-

se chegar a uma aprozimacgdo para ele.

discursivo formalista

potencialista:

O limite de uma seqiiéncia é aquilo de
que ela estd se aprozimando indefini-
damente sem nunca atingir. E 1mpos-
stvel percorrer wma infinidade de ter-
mos num tempo finito.

intuitivo empirista

potencial-atualista:

E possiuel percorrer uma infinidade de
termos num tempo finito e o limite de
uma seqiéncia é seu ultimo termo.

discursivo
(formalista/empirista)

intuitivo
definista
finitistas: intuitivo
Todo infinito mdefinista
é ilimitado.
discursivo
definista
discursivo
indefinista,
potencialista
infinitistas:
Existem dois tipos
de infinito: um
limitado e um |
ilimitado. p oten.ma i
atualista
atual-
atualista

limitacionista:
Uma seqiéncia € um conjunto que

pode ser limitado ou ilimitado.

discursivo
(formalista/empirista)

infinitesimalista:
A diferenga entre os termos de uma
seqiiéncia e seu limite € infinitamente

pequenda.

discursivo
(formalista/empirista)

Figura 1.5: Modelos de limite e suas relagdes com as atitudes em relagdo ao infinito

e ao conhecimento cientifico.
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1.5.3 Obstaculos epistemoloégicos e computadores

A literatura recente em educac¢do matemdtica na dltimas duas décadas sugere que a
entrada de novas tecnologias no ensino de matematica pode levar a sensiveis mudancas
nos paradigmas vigentes até entao. De uma maneira andloga a como a geometria pra-
ticada na Grécia de FEuclides, e registrada n’ Os Elementos, foi fortemente determinada
pelos instrumentos disponiveis na época, régua nao graduada e compasso, talvez o
computador venha a determinar, de um ponto de vista histérico, novas formas de
fazer e ensinar matemadtica. Em particular, o computador pode trazer a tona novos
obstaculos epistemoldgicos, ausentes da matemética tradicional. Cornu, por exemplo,

observa, que:

[...] o computador pode muito bem representar um papel significante como um
ambiente em que os estudantes podem ganhar experiéncias apropriadas para
construir o conceito de limite. Porém, é muito provavel que tal abordagem
contenha seus préprios obstdculos epistemoldgicos peculiares |. . .| e é necessario
refletir-se profundamente nas experiéncias de estudantes com o novo ambiente
para ver precisamente o que é aprendido e de que forma o conhecimento é

abarcado na mente.

(CORNU, 1991, p.166), tradugdo nossa

Desde que Cornu manifestou esta posigdo, no entanto, poucas pesquisas tém si-
do feitas neste sentido. Tomando como base resultados recentes de pesquisas em
educacao matemadtica que mostram algumas dificuldades de alunos e professores em
lidar com ambientes computacionais no ensino (como serd discutido em detalhes no
capitulo a seguir), em (GIRALDO et al., 2002a) sdo propostos dois novos pares de
obstaculo epistemoldgico e atos de compreensao, no sentido de (SIERPIN SKA, 1992).

O primeiro deles com a atribuicdo ao computador de um papel de critério absoluto
de verdade. Em certas situagbes, o computador pode ser colocado como portador de
verdades matematicas, assumindo um papel preponderante em relagao a outras formas
de representacdo e até mesmo a conhecimentos sélidos do sujeito, como relatado por
exemplo em (ABRAHAO, 1998). Tal efeito parece estar relacionado com o desconhe-
cimento do funcionamento da maquina e dos programas utilizados, em particular de

suas limitagoes intrinsecas, além do nao reconhecimento do computador como uma
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obra humana, como se este portasse intencdo e inteligéncia proprias. Desta forma,

propoe-se o seguinte par:

Obstéculo epistemoldgico: Crenga no computador como validador de conhecimentos

matemadticos.

Ato de Compreensao: Reconhecimento do computador como instrumento no processo

de ensino e aprendizagem.

O segundo par estd relacionado com o anterior, mas diz respeito mais especifica-
mente aos algoritmos utilizados em programas computacionais para esbogo de graficos
de fungoes. De forma geral, tais algoritmos se baseiam na interpolacio de um conjunto
finito de pontos. Dai podem advir resultados erréneos ou limitados, como a omissao
de descontinuidades no grafico mostrado. As estratégias humanas para tracar graficos,
por outro lado, podem lancar méo de propriedades particulares da funcéo especifica
considerada, além de seus valores numéricos meramente. O desconhecimento de tal
distingao pode acarretar na aceitacio de graficos erréneos ou limitados gerados pelo

computador sem qualquer questionamento critico. Assim propoe-se:

Obstéculo epistemolégico: Desconhecimento da estrutura finita dos algoritmos com-

putacionais.

Ato de Compreensao: Distingdo entre algoritmos computacionais e estratégias hu-

manas.

Cabe ainda ressaltar um ponto. Pela sua prépria conceituacao, obstaculos epis-
temoldgicos caracterizam-se pela persisténcia ao longo do desenvolvimento histérico
do conceito. No caso do computador, é provavelmente muito cedo para arriscar-se
uma avaliagdo desta natureza. Um possivel critério para a proposicao de candidatos
a obstdculos epistemoldgicos é sua avaliagdo através de estudos etnograficos — o que
pode sugerir a sua distingao de obstaculos de natureza psicolégica ou pedagogica.
Tais candidatos devem no entanto permanecer sujeitos a uma futura andlise sob a

perspectiva histdrica.
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Uma questao mais ampla estd implicita na proposicao do segundo obstéculo aci-
ma: quais os possiveis desdobramentos pedagdgicos do choque entre estrutura intrin-
secamente finita dos algoritmos computacionais e a natureza infinita dos conceitos
fundamentais do cédlculo infinitesimal? De fato, esta é uma das questoes centrails

desta tese e serd explorada em maior profundidade a partir do terceiro capitulo.



Capitulo 2

A problematica do uso de
tecnologias computacionais no
ensino de matematica avancada

Esse trabalho recente refor¢a o mensagem da teoria de
nformacdo algoritmica de que aleatoriedade € tao fun-
damental e tdo permeada na matemdtica pura quanto é
na fisica tedrica. Em mossa opinigo, isso também dd
mais suporte para o ‘matemdtica experimental’ e para
a visGo ‘quase-experimental’ da matemdtica. |...] Mes-
mo depois que Gdodel e Turing demonstraram que o so-
nho de Hilbert ndo funcionava, na prdtica, a maior-
16 matemdticos continuaram agindo como antes, com
o espirito de Hilbert. Mas agora, finalmente, o com-
putador estd mudando a maneira como fazemos coisas.
E facil rodar um ezperimento matemdtico em um com-
putador, mas nem sempre se pode encontrar uma pProva
para explicar os resultados.

Calude & Chaitin (CALUDE & CHAITIN, 1999),

tradugéo nossa

O crescente uso de recursos computacionais no ensino tem sido foco de uma ampla

gama de estudos em educac¢do matemadtica nas tltimas duas décadas. Compilacbes

1 This recent work reinforces the message of algorithmic information theory that randomness is
as fundamental and as pervasive in pure mathematics as it is in theoretical physics. In our opinion
it also gives further support to ‘experimental mathematics’, and to the ‘quasi-empirical’ view of
mathematics. |...] Even after Godel and Turing showed that Hilbert’s dream didn’t work, in practice
most mathematicians carried on as before, in Hilbert’s spirit. But now, finally, the computer is
changing the way we do things. It is easy to run o mathematical experiment on a computer, but you
can’t always find a proof to explain the results.

44
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de resultados e tendéncias de pesquisa tém sido organizadas, por exemplo (HAREL
& DUBINSKY, 1992; DUNHAM & DICK, 1994; WILSON & KRAPFIL, 1994; DUG-
DALE et al., 1995; PENGLASE & ARNOLD, 1996; MAYES, 1997). A literatura
de pesquisa sugere conseqiiéncias diversificadas de ambientes computacionais para a
aprendizagem de conceitos matematicos — efeitos as vezes considerados pelos autores

como positivos, as vezes como negativos. Neste sentido, Tall comenta que:

O uso de calculadoras e computadores em matemética nem sempre tem sido
ta0 bem sucedido quanto poderia ser. Na Inglaterra, o uso de calculadoras com
criancgas tem sido desencorajado na esperanca de que sua auséncia permitiria
que as criancas construissem relagbes aritméticas mentais. Talvez esta atitude
tenha mais a ver com o mal uso da calculadora (para efetuar célculos sem
ter que pensar) do que com qualquer falha inerente ao préprio aparato. Bem
usada — para encorajar reflexfo sobre idéias matematicas — a calculadora pode

ser muito benéfica.

(TALL, 2001, p.212), tradugéo nossa

Assim, os efeitos do uso de tecnologias computacionais no ensino de matematica
parecem estar mais ligados a forma como as méquinas sao usadas — o contexto peda-
gbgico em que seu uso insere-se como um todo — do que com qualquer propriedade
inerente a elas. Entretanto, esta perspectiva é relativamente recente na literatura de
educagao matematica. Em uma extensa revisao de literatura sobre o uso de calculado-
ras em educagdo matemdtica, Penglase & Arnold (PENGLASE & ARNOLD, 1996)
comentam que muitos estudos nao distinguem o préprio aparato computacional do
contexto instrucional em que este é colocado, levando a conclustes inconsistentes so-
bre a sua efetividade para a aprendizagem. Além disso, muitos trabalhos de pesquisa
restringem-se a comparar efeitos do uso de ferramentas computacionais com o de fer-
ramentas tradicionais de ensino, em lugar de analisar as potencialidades inauguradas

pelo advento da tecnologia. Neste sentido, Doerr & Zangor criticam:

Muitos, se nao a maioria dos estudos [. .. ] buscam responder a questao se calcu-
ladoras gréficas séo ou nfo efetivas em atingir certos objetivos instrucionais, que
sao freqilentemente deixados inalterados das abordagens tradicionais de lapis-
e-papel. [...] Muitos destes estudos comparam o uso de calculadoras gréaficas

com o uso de lapis e papel no mesmo conjunto de atividades, dando apenas
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um enfoque limitado sobre como e por que os estudantes usam calculadoras

grificas no contexto instrucional.

(DOERR & ZANGOR, 2000, p.144), traduc@o nossa

Isto é, a questd@o a ser investigada néo é se a tecnologia é benéfica ao ensino, mas
como planejar uma abordagem pedagdgica de forma a explord-la de forma benéfica,
fazendo uso positivo de suas potencialidades e limitagoes. Nesta tese, em particular,
enfocaremos o papel pedagdgico de certas limitagcoes de ambientes computacionais
(ou, melhor dizendo, diferencas que emergem quando estes sdo comparados com fer-
ramentas ou representacoes de natureza distinta) e como tais limitagoes podem se
converter em potencialidades, dependendo do contexto pedagdgico em que se encon-
tram inseridas. Neste capitulo, discutiremos alguns resultados de pesquisas sobre os
efeitos do uso de computadores e calculadoras no ensino de matemética (em particular

de célculo e fungoes) na iltima década.

2.1 Dificuldades genéricas enfrentadas por estu-
dantes e professores com o uso de tecnologia

A partir dos primeiros anos em que computadores e calculadoras graficas comecaram
a ser usados em educagfo mateméatica, alguns estudos identificaram e classificaram
dificuldades e confusoes atribuidas & natureza das representagdes computacionais para
objetos mateméticos. Goldenberg (GOLDENBERG, 1987), por exemplo, observa que
estudantes freqlientemente interpretavam erroneamente representagoes graficas para
funcées visualizadas na tela do computador, formulando e generalizando a partir dai
regras incorretas. Resultados semelhantes sdo reportados por Hilel et al. (HILEL
et al.,, 1999). Guin & Trouche (GUIN & TROUCHE, 1999) enfocam a confusdo
em que estudantes podem se encontrar quando néo conseguem distinguir um objeto
matematico de sua representagdo computacional.

Resultados nesta direcdo sdo também relatados por pesquisadores brasileiros.
Abrahao (ABRAHAO, 1998), por exemplo, observou as reagdes de quatro profes-
sores de matemaética de ensino médio no Brasil, referidos como W, X, Y e Z, lidando

com graficos de funcgdes gerados por computadores e calculadoras graficas. Todos os
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professores participantes tinham pelo menos dez anos de experiéncia, mas com per-
fis bastante diversificados. Em particular, o professor X possuia curso de mestrado
completo, estava concluindo o doutorado em matemadtica na época da realizagdo do
experimento e também lecionava em ensino superior; Y é autor de livros didéticos de
matemadtica para ensino médio e segundo segmento do ensino fundamental. Os par-
ticipantes também demonstravam posturas diferentes em relagéo ao uso de tecnologia
no ensino: X e Y ja haviam usado computadores em suas aulas, enquanto W e Z
nao, sendo que X nem mesmo permitia o uso de calculadoras por seus alunos por
julga-las nocivas a aprendizagem.

Nas atividades propostas, os resultados dados pelos equipamentos pareciam ser
contraditdrios com a teoria matematica, devido a limitagbes dos programas ou ina-
dequacgao das janelas graficas utilizadas. Por exemplo, em uma das atividades, duas
retas perpendiculares pareciam néo o ser, devido as escalas dos eixos. Em outra ati-
vidade, o grafico da fun¢éo de terceiro grau V(z) = z (45 — 2z) (30 — 2z) foi mostrado
aos professores na tela do computador na janela [0, 15] x [0,5000], onde este se asse-
melhava a uma pardbola (como ilustrado na figura 2.1). A autora descreve a reagéo
dos participantes da seguinte forma:

[ O professor Y | Demonstrou grande surpresa ao ver que, no intervalo 0 <
z < 15, a curva da funcao cibica lembrava o desenho de uma pardbola. O

professor W confundiu o grafico parcial da fungdo ciibica com o gréfico de

funcao quadrética. Mesmo apéds alertado para o fato de que a funcao era de
terceiro grau, ele insistiu em querer aplicar as férmulas algébricas 1, = —ﬁ e
Ty = —Q% para identificar as coordenadas do vértice da “pardbola”. [...] Ao
visualizar uma janela onde o gréfico da fung¢io cibica lembrava uma pardbola,
o professor [ W | entendeu esse grafico local como sendo o grafico completo da
funcgo cibica e mais ainda, quis aplicar resultados algébricos relativos a funcao

quadratica.

(ABRAHAO, 1998, pp.34-35)

Mais adiante, nas conclusdes finais, a autora comenta o resultado dessa atividade:

Um dos professores entrevistados, ao ver a janela onde o gréfico da fungio
do terceiro grau lembrava uma parabola, interpretou esse gréafico parcial como
sendo o grafico global da funcgfo ciibica. Nesse momento seus conhecimen-

tos tedricos ndo foram ativados para fazé-lo perceber que sua interpretacio
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estava incorreta. Em vista disso, o professor absorveu a informagao visual,
desconectando-a da informagao algébrica e entendeu o que “vin” como sendo

“o grafico” da fungao.

(ABRAHAO, 1998, p.81)

5
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Figura 2.1: O gréfico da funcdo V(z) = z (45 — 2z) (30 — 2z) nas janelas gréficas
[—10,30] x [—10000,10000] (esquerda) e [0,15] x [0,5000] (direita, como dado aos
professores no experimento de Abrah&o).

Abrahéo relata que, de forma geral, os participantes hesitaram em levar em con-
sideracao o fato de que computadores podem fornecer resultados “erréneos” ou in-
completos. De fato, tais resultados foram freqiientemente aceitos como corretos por

eles, mesmo quando claramente contraditérios aos seus conhecimentos anteriores:

Quando solicitados a interpretar alguns graficos nao usuais produzidos em com-
putadores, os entrevistados apresentaram algumas dificuldades. Pudemos ob-
servar que a compreensio de graficos gerados por tecnologia grafica nao é ime-
diata. Nem sempre o professor conseguia conciliar seus conhecimentos tedricos
com a visualizagdo grifica. [...] Todos os professores, mesmo os que sabiam
que as maguinas tinham seus limites, demonstram, a principio, acreditar mais

nos resultados dos computadores do que nos seus préprios conhecimentos.

(ABRAHAO, 1998, p.80)
Abrahéo divide as dificuldades encontradas pelos professores em dois grupos:
¢ quanto & escala gréfica e;

e quanto & resolucao da tela grafica e ao processo que a maquina usa para tragar

graficos de fungoes.

Finalmente, ela conclui que a tecnologia gréafica pode ser uma ferramenta impor-
tante para aprendizagem de matemaética. No entanto, para que esse objetivo seja atin-

gido, é necessario que o professor tenha acesso a materiais de apoio, desenhados para
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estimular a conex&o critica entre diferentes representagoes, de natureza computacional
e ndo computacional.

O Freudenthal Institute, na Holanda, desenvolveu estudos sobre o papel de calcu-
ladoras gréficas e simbdlicas no ensino de matematica (DRIJVERS & DOORMAN,
1997). Parte dos resultados desses estudos é relatada em (DRIJVERS, 2000), onde o
autor identifica obstdculos enfrentados por estudantes ao trabalhar com sistemas de
computagio simbélica (CAS), com base na teoria de Educagio Matem4tica Realista?.
Nesse trabalho o autor usa o termo obstdculo para se referir a uma barreira trazida
por um sistema de computacéo simbdlica que impega o estudante de desenvolver os
esquemas de uso do sistema que ele tenha em mente. Embora declare acreditar nos
possiveis beneficios do uso de CAS, Drijvers coloca tais obstdculos em uma perspec-
tiva negaliva — como uma dificuldade da qual se deve estar consciente para identificar
as habilidades necessarias para o uso positivo de CAS.

O experimento relatado por Drijvers foi conduzido com 22 estudantes na faixa
de 17 anos, em um curso pré-universitario de matemética, em que foi utilizada a
calculadora simbdlica T1-92. Os dados foram coletados por meio de observagoes de

sala de aula e entrevistas. O autor relaciona cinco obstaculos:

o A diferenca entre as representagdes algébricas fornecidas pelo CAS e aquelas
esperadas pelos estudantes e concebidas como ‘simples’. Quando o sistema apre-
sentava solugoes expressas de forma diferente da esperada pelos estudantes, eles

tinham dificuldade em constatar a equivaléncia algébrica.

e A diferenca entre cdilculos numéricos e algébricos e a forma implicita como o
CAS lida com ela. O CAS realiza as vezes cdlculos algébricos exatos e as vezes
aproximagoes numéricas. Esta diferenca néo era apresentada de forma explicita
ao usudrio. O desconhecimento da natureza do método utilizado pelo sistema.

as impedia os estudantes de interpretar corretamente os resultados fornecidos.

o As limitagoes do CAS e as dificuldades em fornecer estratégias algébricas para
ajudar os estudantes a ultrapassar estas limitagoes. Freqiientemente os estu-

dantes nao sabiam o que fazer quando o computador ndo dava uma resposta

2Para detalhes sobre a teoria de Educagio Matemética Realista, veja, por exemplo (FREUDEN-
THAT, 1991; VAN REEUWIJK, 1995).
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objetiva para o problema proposto. Encontrar uma forma de fazer com que a

méaquina chegasse a tais respostas era dificil para eles.

e A falta de habilidade para decidir quando e como CAS pode ser 1til. De forma
geral, os estudantes demonstraram néo saber o que o CAS podia fazer por eles,
isto é, em que situacdes e de que forma este poderia ser 1til para ajudar a

resolver situacoes problema.

e A concepcao flexivel de varidveis e parametros que o CAS exige. A distingao
conceitual entre pardmetros e varidveis é mais geral que o contexto do uso de
CAS. Entretanto, o autor afirma que na manipulagdo simbdlica do sistema,
pardmetros e varidveis aparecem em um contexto mais amplo que aumenta
a possibilidade de confustes. Assim, a manipulagdo do CAS demanda que a

percepgao algébrica dos estudantes esteja em um nivel simbélico abstrato.

Nas conclusoes do trabalho, o autor chama atencéo para a importancia de ndo se
desprezar obsticulos como estes para se obter wm resultado positivo do uso de CAS

no ensino de matematica. Ele comenta que:

De forma geral, como uma estratégia pedagdgica, meu sentimento é de que
professores deveriam consideréd-los [ os obstdculos | seriamente, prestar atencgo
a eles e deles tirar vantagem tornando explicita a matemética por tras de-
les. Tentar evitar estas barreiras pode ser contraproducente. Tdépicos como
calculos numeéricos e exatos, simplificagdo de férmulas e o papel de varidveis
e pardmetros merecem ainda mais atengao quando um CAS é usado do que

quando nao é.

(DRIJVERS, 2000, p.208), tradugdo nossa

2.2 A abordagem pedagdgica como determinante
dos efeitos de recursos computacionais

Ao mesmo tempo em que alguns estudos apontam problemas associados ao uso de re-
cursos computacionais, outros mostram que se a abordagem pedagogica é planejada
de forma a fazer uso de certas caracteristicas particulares de representagbes com-

putacionais, estas podem ter efeitos muito positivos em educacdo matematica. Por
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exemplo, (HEID, 1988; CHAZAN, 1993; ARCAVI & SCHOENFELD, 1992) obser-
vam que ambientes computacionais podem ser usados para motivar a combinagao
de raciocinio qualitativo e raciocinio formal. Resultados de pesquisa mais recentes
confirmam esta perspectiva. Antes de examinar alguns estudos nesta direcao, exem-
plificaremos trabalhos de pesquisa que mostram como recursos computacionais mal

usados podem levar a efeitos indesejéveis na aprendizagem de conceitos matematicos.

2.2.1 FEfeitos negativos

Alguns trabalhos mostram que o uso excessivo, ou sem critério, de ferramentas com-
putacionais no ensino est4 associado com um enfraquecimento das imagens de conceito
desenvolvidas pelos estudantes. Hunter et al. (HUNTER et al., 1993), por exemplo,
observaram um grupo de dezessete estudantes durante um curso de pré-calculo basea-
do em recursos computacionais. O curso havia sido elaborado de forma a ser conduzi-
do exclusivamente no laboratério de microcomputadores, onde o programa Derie era
utilizado. Desta forma, os estudantes néo tiveram contato com qualquer outro tipo
de recurso ou assistiram aulas do mesmo conteido com outra abordagem. Antes e

depois do curso, os pesquisadores fizeram aos participantes a seguinte pergunta:

O que vocé pode dizer de u seu=v+3 ev=17%

Foi observado que nenhum dos estudantes que néo havia dado a resposta correta
no pré-teste conseguiu acertar no pds teste. Além disso, todos os seis estudantes
que haviam acertado no pré-teste, erraram no pés-teste. Os autores comentam que
os resultados indesejaveis se deveram ao fato de que, em momento algum durante o
curso, os estudantes precisaram substituir valores da varidvel para obter o grafico de
uma fungdo, pois bastava digitar a equacdo e observar o grafico surgir na tela. Em
conseqiiéncia, a habilidade de calcular valores por substituicio foi atrofiada.

De forma semelhante, Monaghan et al. (MONAGHAN et al., 1994) compararam
os resultados de cursos iniciais de cdlculos em escolas britanicas que haviam usado e
que nao haviam usado recursos computacionais. Para tal, os autores analisaram uma
amostra de 28 estudantes de 16 e 17 anos de idade, de quatro escolas diferentes ao final
de seu primeiro ano de um curso matemadtica avangada (further mathematics advance

level, no original em inglés) de dois anos de duragdo. Dentre estes, nove estudantes
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eram oriundos de um escola que havia seguido uma abordagem apoiada em recursos
computacionais. Nessa escola, metade das aulas havia acontecido em laboratérios
de microcomputadores, nas quais o programa Derive era utilizado; e, além disso,
os estudantes usavam computadores do tipo palm-top nas demais aulas. Os autores
referem-se a este grupo de estudantes como grupo Derwe. As trés escolas restantes
seguiram um modelo tradicional de ensino, sem uso de recursos computacionais. Uma
destas, denominada escola A pelos autores, seguiu um programa curricular muito
préximo ao do grupo Derive.

Apds o curso, os estudantes da amostra foram entrevistados sobre alguns dos
conceitos fundamentais do célculo. Os autores citam duas questdes cujas respostas
diferiram sensivelmente entre os membros do grupo Derive e os demais. Na primeira

dessas, foi pedido o célculo (se possivel) do limite lim,_,q, 2;:23- Os autores descrevem

os resultados da seguinte forma:

Oito dos nove estudantes do grupo Derive usaram o Derive para encontrar o
limite e afirmaram que nfo conheciam qualquer outro método. [...] Dos 19
estudantes do grupo que nio usou o Derive, 12 dividiram e entao usaram o
conceito de que 1/z tende a 0 quando z tende a co. Trés substituiram niimeros

e quatro deixaram a questao em branco.

(MONAGHAN et al., 1994, p.284), tradugo nossa

Na outra questao mencionada, foi pedida a explicagdo do significado da expressao

fzth)—f(z)
h

limy, g . Os resultados foram os seguintes:

Todos os estudantes na escola A deram explicagdes tedricas satisfatérias, mas
nenhum deu exemplos. FEntretanto, nenhum daqueles do grupo Derive deu
explicagdes tedricas e somente dois estudantes mencionaram as palavras ‘gradi-
ente’ ou ‘diferenciar’. Quatro do grupo Derive deram exemplos. Fles substitui-
ram f(z) por um polindmio e efetuaram ou descreveram a seqiiéncia de teclas

para calcular o limite.

(MONAGHAN et al., 1994, p.284), tradugéo nossa

Estes resultados sugerem que os estudantes do grupo Deriwe desenvolveram ima-
gens de conceito nas quais limites e derivadas nfo figuram como idéias conceituais,

mas como rotinas de manipulagao simbdlica aplicadas a uma expressao.
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No Brasil, Laudares & Lachini (LAUDARES & LACHINI, 2000) observaram o
processo de implantagao de um laboratério de informética para o ensino de célculo
(LABCAL) numa grande universidade, que vinha adotando até ent&o uma abordagem
tradicional. Os autores realizaram um estudo amplo e detalhado, incluindo entrevistas
com professores e alunos, questiondrios e observagao de aulas.

As entrevistas com os professores de célculo revelaram que, para a maioria deles,
as atividades no laboratério seriam uma perda de tempo, que deveria ser gasto em
sala de aula; e que o uso do computador deveria se restringir a checar resultados de
exercicios, simular modelos matemaéticos e realizar célculos muito pesados. Sobre a

observacao das atividades de laboratério, os autores comentam:

Um aluno que trabalha sozinho digita os dados do problema, aciona o comando
para resolugdo e 1& na tela a resposta. Por nao ter dominio do conteido da
matematica, ndo sabe se a resposta estd certa. Ele, entao, confere o resultado
com um colega de sala e, sem nada questionar, prossegue na resolu¢ao de novo
exercicio. FEle mostra ter dificuldade, nio s6 na manipulagao da mdquina,
como também parece nao entender o significado do resultado que o computador
apresenta, apés a execugdo dos comandos. [...] Para quem trabalha em dupla, a
primeira dificuldade é conseguir entrar no sistema. [...] Um dos componentes
da dupla digita os dados do problema, enquanto o outro apenas acompanha
a atividade. Quando chamado para atender diividas, o monitor se limita a
informar que ‘a teoria deve ser aprendida em sala de aula; a atividade no
LABCAL é somente para calcular, usando corretamente os comandos’. Embora
conversem bastante sobre a atividade que estdo executando, os alunos mostram

nao perceber quais os objetivos do que estao fazendo.

(LAUDARES & LACHINI, 2000, pp.5-6)

Os autores prosseguem mais adiante:

Sao rarissimas as perguntas que dizem respeito aos conteiidos de cédlculo e ine-
xistem os pedidos de esclarecimentos sobre os conceitos utilizados nos problemas
propostos. No laboratdrio, prevalece o uso do computador como maquina de
calcular. [...] O professor é muito solicitado para esclarecimentos pontuais,
desligados do contexto da disciplina. Os alunos manifestam interesse em ter
respostas prontas e se mostram avessos ao esforgo de procurar solugdes, bem

como as tentativas de erro/acerto.

(LAUDARES & LACHINI, 2000, p.6)
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Laudares & Lachini concluem que o uso de tecnologia pode se constituir numa
importante alternativa para o modelo tradicional de aula de matemaética. Da mesma
forma. que (ABRAHAO, 1998), os autores afirmam que tal perspectiva s6 pode ser
concretizada por meio do planejamento cuidadoso de atividades de laboratério que

estimulem a formagao de uma postura critica e investigativa por parte dos alunos.

2.2.2 Caracteristicas de ferramentas computacionais como
fatores positivos

Gray & Pitta (GRAY & PITTA, 1997) conduziram uma série de atividades apoiadas
por uma calculadora grafica com uma crianca de oito anos, Emily (pseudénimo), con-
siderada pelos professores como uma das quatro mais fracas em aritmética em wn
grupo de 104 da mesma série. Entrevistas preliminares revelaram que ela somente
podia operar com nuimeros inteiros por meio da associagdo com imagens como uma
seqliéncia particular de dedos ou um grupo de pontos desenhados numa posigao espe-
cial. Assim, qualquer manipulacio aritmética simples, mesmo com nimeros pequenos,
tornava-se muito dificil, j4 que Emily freqiientemente perdia-se em suas préprias ima-
gens. A calculadora gréfica utilizada por Gray & Pitta no experimento mostrava
simultaneamente a operacéo aritmética e o resultado. Explorando esta caracteristica,
nas atividades propostas era pedido a Emily que criasse diferentes maneiras de obter
um mesmo nimero como resultado de operagoes aritméticas. Durante as atividades,
a crianca era encorajada a explicar suas descobertas. Como resultado, ela comegou a
atribuir significado a niimeros e operacdes aritméticas. Nove meses depois do inicio
das atividades, Emily j4 era capaz de operar mentalmente com nimeros, sem precisar
recorrer a suas imagens mentais anteriores.

Hazzan & Goldenberg (HAZZAN & GOLDENBERG, 1997) estudam a com-
preensao por estudantes do conceito de fungbes por meio de atividades desenvolvidas
em um ambiente de geometria dindmica. Os autores baseiam o estudo no fato de que
estes ambientes permitem a exploragao de fungdo sem a presenca das formas usuais
de representacdo (férmulas, graficos, tabelas). Este aspecto particular pode ser re-
levante para a pesquisa de duas formas: além de poder ser usado para expandir as
imagens de conceito de fungdes dos estudantes, pode fornecer aos pesquisadores novas

informacoes sobre a compreensao dos estudantes.
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Desta forma, os autores planejaram atividades em que certos elementos de uma
dada construgdo geométrica dindmica apresentavam relacoes de dependéncia funcional
entre si. Atividades desta natureza podem, segundo os autores, alterar a percepgao
sobre fungdes, na forma como essas sdo exploradas, manipuladas e discutidas. Em
primeiro lugar, a idéia de comportamento de uma funcdo deixa de ser uma inferéncia
analitica proveniente das formas estdticas usuais de representacao, passando a ser
uma observacao direta e aberta da experiéncia dindmica. Além disso, elas podem
ampliar o universo de fungoes e suas propriedades. Os dominios e imagens, por exem-
plo, podem ser familias de figuras planas e mais ndo somente conjuntos numéricos.
Foram (propositadamente) selecionados para o experimento estudantes universitarios
de matemadtica considerados bem sucedidos, em seu tltimo ano de graduacao.

Foi observado em particular que os estudantes nao identificavam fungoes em
situagoes em que certos elementos permaneciam parados na tela ou em que o movi-
mento de um elemento gerava o movimento de toda a construcao de maneira rigida.
Assim, os autores concluem que os os participantes apresentaram dificuldades para
identificar as fungdes constantes ou as fungdes afins como fungoes (dadas pela soma
da varidvel independente com uma constante, no caso vetorial). Os autores comen-
tam que exemplos como estes, que seriam facilmente citados pelos estudantes em sua
forma algébrica, ndo foram identificados no contexto de geometria dindmica. Eles

observam que alguns estudantes percebem funcoes da seguinte maneira:

Para que algum objeto B seja fungdo de A, ndo apenas B deve variar em
resposta as variacoes de A, mas deve também variar sua relacdao com A enquanto

este varia independentemente.

(HAZZAN & GOLDENBERG, 1997, p.279), tradugao nossa, grifo dos

autores

Hazzan & Goldenberg concluem que ambientes de geometria dindmica podem
servir como uma importante ferramenta para o ensino de funcoes. Eles ressaltam que
a comparacao de objetos matematicos de vérios pontos de vista é uma importante
oportunidade de aprendizagem — em particular, que a identificagao de semelhancas

em contextos aparentemente distintos é um ato de abstragao.
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Yerushalmy (YERUSHALMY, 1997) relata um experimento desenhado para ex-
plorar e documentar a aprendizagem de fungdes racionais em uma abordagem con-
duzida pelo professor com o apoio de exploracdo computacional. Segundo a autora,
a investigacao de assintotas é tipicamente facilitada para os estudantes por meio da
introducéo de certas ‘receitas’ (como a ‘divisao pelo termo de maior graw’). Por outro
lado, Yerushalmy comenta que este tépico envolve conceitos complexos como limite e
continuidade, talvez dentre os principais problemas cognitivos para aprendizagem de
calculo. Tal complexidade reside ndo somente na sua riqueza, mas na discrepancia
com as nogoes intuitivas comumente baseadas em linguagem diaria, e é amplificada
por questoes de cardter geométrico, tais como as possiveis posicoes relativas entre o
grafico de uma funcéo racional e suas assintotas. A autora afirma que a tecnologia
pode oferecer uma op¢ao para a aprendizagem baseada em memorizac¢ao automatica,

mas chama atencao:

No entanto, a aprendizagem de assintotas usando tecnologia grafica baseada
em célculos e representagoes numéricas na verdade amplifica complexidades que

eram parcialmente escondidas na aprendizagem de representacoes algébricas.

(YERUSHALMY, 1997, p.3), traducdo nossa, grifo da autora

Durante o experimento, foi observada uma turma de cerca de 30 estudantes se-
cundérios de pré-calculo em Israel. A abordagem pedagogica foi desenhada de forma
a alternar atividades em pequenos grupos de estudantes com discussoes na sala de
aula como um todo. As atividades inclufam tanto tarefas formuladas para serem
desenvolvidas em ambiente computacional, quanto outras em lapis e papel, sendo
que os estudantes eram livres para usar o computador quando quisessem. As ativi-
dades computacionais eram parte do curriculo para o curso secundario de cédlculo e
pré-calculo em Israel desenvolvido com forte énfase em tecnologia (YERUSHALMY
et al., 1995). O ambiente computacional utilizado, Function Supposer (SCHWARTZ
et al., 1988), inclui ferramentas graficas em que graficos de fungdes de uma, varidvel
podem ser esbogados em paralelo com representagoes algébricas e numéricas. Em
particular, a apresentacgdo visual do Function Supposer explora a metafora de uma
calculadora em que as fungoes séo tratadas como varidveis, nas quais se podem aplicar

operagdes bindrias (composicdo, soma, produto, divisdo, etc.) ou graficas (translagéo,
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dilatacdo, reflexfo, etc.). As atividades enfocaram quatro tépicos principais: func¢oes
racionais geradas a partir de polindémios (por meio da operacdo bindria de diviséo
na metéfora da calculadora descrita acima), tipos de descontinuidades (levando ao
estudo de assintotas verticais), assintotas horizontais e assintotas inclinadas.

A autora relata que, durante as atividades com assintotas verticais, a experiéncia
computacional levou wm dos estudantes, Uri, a questionar a interpretagao de infinito
como algo ‘muito muito grande’. Segundo Uri, tal interpretacao pode levar por exem-
plo & interpretacao errdonea tanto de uma descontinuidade sem assintota como uma
descontinuidade com assintota. Para ilustrar seu raciocinio, ele formula o exemplo:

f(z) = 11%162:;’. Uri explica que a funcdo f ndo estd definida no ponto z = 10° e que

seus valores perto deste ponto (de ambos os lados) sdo ‘muito muito grandes’ (da
ordem de 2 x 10%), mas a funcio ndo tende a infinito em z = 10°, portanto néo tem
uma assintota vertical neste ponto. Dado que o intervalo e a densidade de ntimeros
fornecidos pelo computador sdo limitados, esses nimeros poderiam ser considerados

como ‘se aproximando do infinito’. A autora comenta que:

A abordagem do professor, que valorizava ciclos de construgdes dos estudantes e
dilemas motivados pelo programa de computador, ajudou a tornar os estudantes
explicitamente conscientes de dificuldades e complexidades epistemolégicas do

conceito de infinito.

(YERUSHALMY, 1997, p.11), tradugdo nossa

Dentre as atividades sobre assintotas horizontais, foi proposta aos estudantes a

seguinte tarefa:

’ i . . 2—.1
(a) Encontre uma assintota horizontal para f(z) = 277

(b) Encontre uma fungdo cujo grafico esteja entre f(z) e sua assintota horizontal

encontrada em (a).

A autora relata que cerca de metade dos estudantes cairam na armadilha de su-
por que uma fungao cujos valores se encontram entre os de uma dada funcao e sua
assintota ou ndo pode existir ou é definida em um domfnio parcial (préximo & origem).
Dentre os argumentos dos estudantes, encontram-se afirmagoes como: ‘no infinito, a

distancia entre a assintota e a fungdo é muito pequena’; ‘a partir de um certo ponto



o8

ambas as funcdes tendem a ser congruentes com a assintota’; ‘a funcéo é igual a 1
no infinito’. Embora estes estudantes tenham procedido corretamente no item (a) da,
atividade, suas respostas para o item (b) sugerem que eles construfram um conhe-
cimento para assintotas operacionalmente efetivo, mas conceitualmente erréneo. A
outra metade do grupo deu respostas satisfatérias, utilizando um repertério variado
de estratégias. A autora comenta que tais estratégias foram fortemente influenciadas
pelas experiéncias com o computador (embora a maquina ndo tenha sido utilizada
nesta atividade). Segundo Yearushalmy, ao contrdrio da outra metade, estes estu-
dantes desenvolveram uma habilidade para observar e analisar expressoes simbdlicas
— ou uma percep¢do simbdlica®, no sentido de Arcavi (ARCAVI, 1994). Para estes
estudantes, os simbolos e manipulagbes simbdlicas tornaram-se ferramentas para o
pensamento sobre a estrutura simbdlica relacionada a objetos graficos, e nao simples
citacoes decoradas de procedimentos conhecidos.

Segundo a autora, a experiéncia com o ambiente computacional também teve uma,
influéncia importante nas estratégias desenvolvidas pelos estudantes para estudar
assintotas inclinadas. Apds longa e ativa discussdo em sala de aula, os estudantes
formularam uma estratégia baseada em divisdo de polinémios: assintotas inclinadas
ocorrem quando o quociente da divis@o entre o denominador e o numerador é um
polindmio de grau 1 e o resto é diferente de zero. Isto é, a existéncia da assintota é
garantida pela igualdade de funcoes: % = q(z) + ;—%7 onde o grau de r é menor
que o grau de g. Tal estratégia é diferente do procedimento mecénico tipicamente
apresentado para o calculo de assintotas inclinadas. A autora interpreta este resultado
com sendo fortemente devido & abordagem sugerida pelo ambiente computacional,
onde o tratamento de fungoes como varidveis de operagoes é enfatizado. Para estes
estudantes, o método mecanico usual deixou de ser uma escolha natural. Eles de-
senvolveram uma percepcao qualitativa do quociente em fungdes racionais e foram
capazes de estabelecer uma conex@o da expressdo algébrica com o resultado gréfico
da divisédo de polinémios.

De forma geral, ao longo das atividades, algumas importantes diferencas em

relacdo & abordagem tradicional foram observadas:

3Symbol Sense, no original.
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e Quaisquer procedimento ou técnica foram executados por meio de explo-
ragao de propriedades usando exemplos e tecnologia grifica.

e Cada procedimento foi apresentado, ou as vezes solicitado por estudantes,
para ajudar a resolver problemas identificados na exploracao.

e Cada tarefa foi planejada de tal forma que o desempenho e o sucesso dos
estudantes nao dependia simplesmente da habilidade para desempenhar
um certo procedimento.

e A por¢io de tempo utilizada para o treinamento de técnicas e procedi-
mentos era relativamente pequena.

(YERUSHALMY, 1997, p.22), traducdo nossa

Segundo a interpretacdo da autora, o ambiente grafico forneceu um amplo repertd-
rio de exemplos e experiéncias e o contato dos estudantes com um objeto inexplorado
— o grafico gerado pelo programa — levou ao questionamento sobre os processos im-
plicitos em uma representacio paralela — os procedimentos simbdélicos. Yearushalmy
observa que Gafni (GAGNI, 1996) define compreenséo sintatica de manipulagdes co-
mo a habilidade para desempenhar corretamente procedimentos conhecidos e, por
outro lado, compreensdo semantica como a habilidade para ver simbolos, expressoes e
operagoes como objetos e de trata-los em vérias representagoes, reconhecendo a iden-
tidade estrutural e ignorando os detalhes de cada expressdo ou simbolo especificos.
Yerushalmy conclui que, de forma semelhante ao trabalho de Gafni, a tecnologia
grafica ajudou os estudantes a ultrapassarem a simples compreensao sintdtica para

dominar a compreensao semantica da manipulacdo de fungoes racionais.

2.2.3 Limitacoes de ferramentas computacionais como fa-
tores positivos

De forma mais particular que os estudos exemplificados na segao anterior, alguns au-
tores reportam experiéncias em que a abordagem pedagédgica langa méao das préprias
limitagoes das ferramentas computacionais utilizadas como fatores de enriquecimento
da aprendizagem de conceitos matemaéticos.

Doerr & Zangor (DOERR & ZANGOR, 2000), por exemplo, relatam os resultados
de um estudo qualitativo no Kstados Unidos, baseado em observacao de salas de aula,
sobre o uso de calculadoras graficas em aulas de pré-cdlculo. O estudo enfoca o papel
do professor, seus conhecimentos e crengas, a relagao entre o papel do professor e os

conhecimentos e crencas dos estudantes, na forma como eles usavam a ferramenta
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como apoio a aprendizagem, além de algumas limitagoes surgidas da préatica de sala
de aula. As autoras observaram duas turmas de célculo (com 17 e 14 estudantes
entre 15 e 17 anos de idade) da mesma professora, ao longo de trés unidades de
estudo: fungles lineares, fungoes trigonométricas e fungoes exponenciais. Todos os
estudantes tinham calculadoras graficas modelos TI-82 ou TI-83. A professora tinha
20 anos de experiéncia e era familiar com a calculadora utilizada. A dindmica do
curso de forma geral alternava trabalho em pequenos grupos e discussdes em sala de
aula. Fra pedido aos estudantes para interpretar dados e generalizar relagoes além
da situagao particular tratada.

As autoras ressaltam que a atitude da professora em relagdo ao uso da calculadora
foi determinante para os resultados do experimento. Em tratando-se de um curso de
pré-célculo, ela nao queria trabalhar com a calculadora como ‘caixa preta’ eletronica.
Ao contrério, ela criava seus préprios algoritmos e programas para calcular apro-
ximagoes numéricas para derivadas, além de estimular os estudantes a fazerem o
mesmo. Com tal postura, ela pretendia tornar a ferramenta t&o visivel e transparente
quanto possivel. Em particular, a professora mostrava-se consciente das limitacoes
da calculadora e procurava discutir esta questdo com a turma, através de perguntas
como ‘A calculadora sempre fala a verdade?” ou ‘Até que ponto devemos acreditar
na calculadora?’. Ao lidar com arredondamentos e aproximagbes, por exemplo, tal
perspectiva levou os estudantes a verem cada resultado produzido pela ferramenta
como algo a ser verificado a luz de seus proprios conhecimentos - e nao ao contrario.
Os padroes de uso da calculadora pelos estudantes sdo identificados na forma de cinco

categorias:

e Ferramenta de cdlculo - para calcular expressoes numeéricas, estimar e arre-
dondar. Ao utilizar a calculadora para realizar calculos pesados, os estudantes
deparavam-se com freqiiéncia com erros de dois tipos: erros de sintaxe gera-
dos pelo uso incorreto de parénteses e outros simbolos; e erros de precisdo dos
resultados obtidos. Segundo as normas estabelecidas pela professora, as inter-
pretacoes destes erros era parte da tarefa. Tais interpretagdes deviam estar
baseadas em justificativas matemaéticas, e ndo em qualquer forma de autoridade

atribuida & maquina.
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o Ferramenta de transformagdo - para mudaer a natureza do tarefa. O uso da
calculadora permitiu que os estudantes preocupassem-se mais com a interpreta-
¢80 dos resultados do que com os célculos. Assim, tarefas envolvendo calculos
tediosos puderam se transformar em tarefas interativas. Por exemplo, o cdlculo
aproximado de taxas de variacdo para uma dada funcao seria tediosa sem a
calculadora. Assim, a abordagem de taxas de variagdo provavelmente nao iria
além do aspecto local, e dificilmente essas seriam vistas globalmente no dominio

da funcao original para serem compreendidas, elas préprias, como funcoes.

e Ferramenta de coleta e andlise de dados - para coletar dados, controlar fenéme-
nos, encontrar padrdes. Por meio de atividades de coleta de dados, os estudantes
eram estimulados a entender o contexto da atividade, para conceber as condigoes

satisfatorias para o planejamento do conjunto de dados coletados.

e Ferramenta de visualiza¢do - para encontrar fungdes simbdlicas, mostrar dados,
interpretar dados, resolver equagdes. Os estudantes usavam a calculadora como
ferramenta de visualizacao de quatro formas: desenvolver estratégias visuais
para encontrar equagoes que se encaixem com os conjuntos de dados; encontrar
janelas visuais para o grafico e determinar a natureza da estrutura da funcgao;
ligar representacoes visuais com fenémenos fisicos; e resolver equagbes. As au-
toras relatam que os estudantes tornaram-se bastante familiares e eficientes para
encontrar janelas de visualizagdo na calculadora para fun¢des dadas simbolica-
mente. Eles tiveram contato com funcoes de uma determinada natureza que
pareciam ser de outra quando observadas em certas janelas de visualizagdo na
calculadora (por exemplo, exponenciais que pareciam quadraticas, etc.). Em
conseqiiéncia da crenca da professora de que a calculadora por si nao pode-
ria conter qualquer forma de autoridade matematica, os estudantes passaram a,
buscar razoes para explicar a estrutura da funcao, além da aparéncia do grafico
na tela. Assim, eles convenceram-se de que um julgamento descuidado baseado

na forma do grafico néo seria suficiente para descobrir a natureza da fungio.

o Ferramenta de verificagdo - para confirmar conjecturas, entender formas sim-

bolicas. A calculadora servia como ferramenta de verificagdo quando era usada
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para verificar conjecturas, e em seguida refuté-las, reformuléd-las, tentar prova-
las ou simplesmente aceitd-las. As autoras relatam que, embora a calculadora
fosse a principio usada como uma, ferramenta de visualizagdo, uma vez que os
estudantes houvessem entendido as idéias envolvidas, essa passava a servir quase

que exclusivamente como ferramenta de verificagéo.

Além disso, as autoras ressaltam que, quando usada como uma ‘caixa preta’, isto
¢, sem tentativas de encontrar explicagoes para a situagdo problema, a calculadora
tornava-se um limitador para os estudantes. Algumas vezes, eles tentavam usar um
recurso da calculadora, sem entender sua estrutura e, neste caso, freqiientemente
viam-se perdidos na prépria estratégia. Doerr & Zangor comentam que a atitude da
professora em relagdo & maquina e a abordagem pedagdgica por ela adotada foram
fundamentais para a formacao de uma postura critica por parte dos alunos:

O conhecimento da professora das limitagdes da calculadora levou-a a encorajar
os estudantes a questionar seus resultados baseados na calculadora. Desta
forma, a calculadora tornou-se uma ferramenta que precisava ela propria ser
verificada com base em raciocinio matemaéatico. Ao contririo das preocupagoes
prévias [...] a calculadora ndo se tornou uma fonte de autoridade matemética
nesta sala de aula. Vemos isso como uma conseqiiéncia do conhecimento da

professora das limitacoes da calculadora e sua crenga de que conjecturas sao

provadas com base em raciocinio ou argumentagao.

(DOERR & ZANGOR, 2000, p.159), tradugéo nossa

Outros estudos enfocam o papel de limitagGes computacionais como motivador de
raciocinio dedutivo. No Brasil, Belfort & Guimardes (BELFORT & GUIMARAES,
1998) observaram um grupo de professores em um curso de formagcao continuada li-
dando com um atividades de geometria dindmica, com o programa Sketchpad. Em
uma, das atividades foi proposta aos professores a tarefa de calcular empiricamente o
retdngulo com 40m de perimetro e maior drea possivel. Devido a limitacoes de pre-
cisao do programa, respostas aproximadas poderiam ser fornecidas. (Por exemplo,
uma dupla de professores participantes, trabalhando juntos, encontrou drea maxima
de 100m? e lados 10,03m e 9,97m.) Assim, os resultados aproximados para os lados
poderiam diferir, de forma que duplas diferentes de participantes encontraram resul-

tados diferentes. Os autores relatam que, ao comparar tais resultados inconsistentes,
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os professores viram-se em grande confusdo. De forma semelhante ao descrito em
(ABRAHAO, 1998), eles tendiam a aceitar os resultados fornecidos pela méquina
sem questionamento, priorizando-os em relagao as demais informagdes disponiveis so-
bre o problema, inclusive seus préprios conhecimentos prévios. No entanto, os autores
comentam que, apesar disso, a situacgao de impasse inicial foi usada como motivagao

para uma exploragao mais profunda da teoria:

Muitos professores aceitavam a resposta dada pelo programa como conclusi-
va. Em um dos experimentos, fomos chamados por trés duplas de professores
que, sentados préximos, haviam comparado suas respostas. Todos tinham obti-
do uma 4rea méxima de 100m?, mas os valores do lado AB diferiam. Esses
professores ficaram em um impasse, e ndo conseguiram decidir qual dos trés
valores encontrados seria o correto. A exploragdo do ‘erro’ do programa levou

a necessidade de encontrar uma solugao tedrica para o problema.

(BELFORT & GUIMARAES, 1998, p.106)

FEm outro trabalho, os autores (GUIMARAES & BELFORT, 1998) relatam sua
experiéncia testando uma abordagem apoiada por ambientes de geometria dindmica
em cursos de formacao continuada para professores. Os participantes eram entao
encorajados a formular conjecturas e testar sua veracidade. Segundos os autores, a
maioria dos professores teve sucesso em validar ou refutar suas hipéteses por meio de
argumentos formais. Alguns deles declararam que, com o apoio do programa, con-
seguiram entender mais claramente a diferenca entre raciocinio empirico e raciocinio

dedutivo em geometria. Guimaraes & Belfort concluem que:

Finalmente, do ponto de vista de programa de geometria dindmica em formagao
de professores, estamos convencidos que é possivel utilizé-los ndo apenas no
estdgio exploratério do estudo da geometria, mas também como uma ferramenta
de apoio para o desenvolvimento da capacidade de justificar resultados e da

valorizacao do raciocinio dedutivo em geometria.

(GUIMARAES & BELFORT, 1998, p.379)

Os autores relatam experiéncias da mesma natureza também em (BELFORT,

2002; BELFORT et al., 1999; BELFORT et al., 2003).
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Resultados semelhantes sdo reportados por Hadas et al. (HADAS et al., 2000).
Neste trabalho, as autoras discutem o papel de situacées de surpresa e incerteza no de-
senvolvimento do raciocinio dedutivo de estudantes realizando tarefas especialmente
desenhadas em um ambiente de geometria dindmica. Os autores observam que mesino
estudantes que conseguem redigir demonstracoes matematicas funcionalmente corre-
tas, encaram esta atividade como o cumprimento de um ritual e néo estao cientes de
seu significado. Como afirma Balacheff (BALACHEFF, 1991), estudantes freqiiente-
mente néo se envolvem no processo de construir demonstragdes nao por que sejam
incapazes de fazé-lo, mas por que néo véem razao ou necessidade de fazé-lo. Por ou-
tro lado, a experiéncia de arrastar objetos geométricos em um ambiente de geometria
dindmica permite a verificagdo da invaridncia de uma propriedade, como um atributo
de uma classe de objetos. Tal operacdo pode servir para convencer estudantes da ve-
racidade de conjecturas sem a necessidade de demonstragoes, afastando-os ainda mais
da compreensdo do papel de sua necessidade ou razao, como constatam Yerushalmy
et al. (YERUSHALMY et al., 1993).

Com esta motivacdo tedrica, Hadas et al. desenvolveram duas atividades no am-
biente de geometria dindmica Geometry Inventor (LOGAL EDUCATION SOFT-
WARE, 1994), para provocar surpresa ¢ incerteza. Os autores aplicaram as atividades
a duas amostras de estudantes secundérios em Israel, trabalhando em duplas. A pri-
meira atividade foi desenhada com o objetivo de provocar surpresa, sendo os resulta-
dos contrarios & intui¢do dos estudantes. A segunda envolvia ainda um ingrediente
de incerteza, além de surpresa, pois néo sé os resultados, mas a prépria possibilidade
(ou impossibilidade) da construgdo geométrica seria contraria & intuigao.

Na, primeira atividade, foram pedidas as somas dos dngulos externos e internos de

um poligono (convexo) com nimero qualquer de lados, a partir do seguinte roteiro:

Tarefa A. Medir (com o programa de computador) a soma dos angulos internos de
um poligono, enguanto o nimero de lados cresce. Generalize e explique
suas conclusoes.

Tarefa B. Medir (com o programa de computador) a soma dos dngulos externos de
um quadrildtero. Formule uma hipdfese para a soma dos dngulos externos
de um poligono enquanto o nimero de lados cresce. Verifique sua hipdtese,
por meio de medigoes, e explique o que vocé encontrou.

(HADAS et al., 2000, p.132) tradugdo nossa, grifos nossos
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A tarefa A foi desenhada para levar os estudantes a conjecturar que a soma dos
angulos internos de um poligono cresce com o ntimero de lados, ou, mais precisamente,
chegar & férmula S = 180°(n — 2). A soma dos &ngulos externos, por outro lado, é
constante igual a 360°, mas a conjectura formulada em A levaria os estudantes a
supor na tarefa B que esta também cresceria com o nimero de lados. Em seguida,
a tarefa B pede a verificagio dessa conjectura por meio de medigdes — levando assim
a uma situacdo de surpresa gerada pela contradigdo entre a conjectura formulada e
os resultados encontrados. De fato, os autores relatam que em 37 das 49 respostas
analisadas, os estudantes conjecturaram que a soma dos angulos externos aumentaria
com o ndmero de lados do poligono. Destas 49 respostas, apenas 9 (18%) foram
formuladas com explicagdes dedutivas, sendo as demais incluidas em outras categorias
pelos autores (sem explicagdo, explicagio indutiva, explicagdo parcialmente dedutiva,
explica¢do baseada em variagao visual).

Na segunda atividade, aplicada a outra amostra de estudantes, estes deveriam

analisar condigdes suficientes para congruéncia de tridngulos:

Tarefa 1la. Dado um tridngulo dindmico AABC, construa outro ADEF tendo um
angulo e um lado adjacente iguais a um angulo e um lado adjacente de
AABC. Arraste os vértices de ambos os tridngulos e investigue a variagao
dos tridngulos e como estes se relacionam entre si.

Tarefa 1b. Dado um tridngulo dindmico AABC, construa outro ADEF tendo dois
angulos e o lado entre eles iguais a dois dngulos e o lado entre eles de
AABC. Arraste os vértices de ambos os tridngulos e investigue a variagao
dos triangulos e como estes se relacionam entre si.

Tarefa 2. E possivel construir um tridngulo com um lado e dois angulos iguais
aqueles de um tridngulo dindmico AABC, mas néo congruente a AABC?
Se for possivel construa tal tridngulo; caso contrario, explique porque.

Tarefa 3a. Quantos lados e angulos iguais existem nos tridingulos nao-congruentes
construidos na tarefa 27

Tarefa 3b. E possivel construir dois tridngulos ndo congruentes, com cinco elementos
iguais (lados e dngulos)? Formule uma hip6tese.

Tarefa 4. E possivel construir dois tridngulos nao congruentes, com seis elementos
iguais? Se sim, construa tais tridngulos, caso contrario explique porque.

Tarefa 5a. Supondo que nés ja tenhamos dois tridngulos nao congruentes com cinco
elementos iguals, especifique os elementos iguais.

Tarefa 5b. Tente construir dois tridngulos nado congruentes com cinco elementos

iguais.

(HADAS et al., 2000, pp.139-140) traduc8o nossa, grifos dos autores
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Na aplicacao desta atividade, situacdes de surpresa apareceram desde a tarefa 3a,
quando os estudantes depararam-se com dois tridngulos com quatro elementos iguais,
mas que nao eram congruentes. A tarefa 5 levou a uma situagao de incerteza, sobre a
possibilidade de construgao de tridngulos ndo congruentes com cinco elementos iguais.
Esta tarefa foi planejada para vir depois da tarefa 2, quando os estudantes haviam
se surpreendido com uma construgdo contraria a sua intuigdo, e depois da tarefa 4,
quando eles haviam argumentado sobre a impossibilidade de se construir tridngulos
nao congruentes com seis elementos iguais. Os autores relatam que, das 85 respostas
analisadas, 48 (56%) foram formuladas sob a forma de explicages dedutivas.

Os autores observam que, na primeira atividade os estudantes estavam seguros
sobre as respostas dadas pelo computador, apesar destas serem contrarias a intuicao.
Na segunda atividade, por outro lado, a incerteza manteve-se ao longo das tarefas.
A proporcéo de explicagoes dedutivas aumentou sensivelmente na segunda atividade.
Os autores concluem que este resultado deve-se ao fato de que o elemento de incerteza
fez com que os estudantes recorressem a explicagbes dedutivas como tnica forma de

garantir a possibilidade das construgoes geométricas. Finalmente, eles comentam que:

Concluimos que as atividades em um ambiente de aprendizagem de geometria
dindmica trouxe demonstragdes para o reino das atividades e argumentos dos
estudantes; isto é, eles se engajaram naturalmente numa verdadeira atividade
matemdtica. [...] Nestas atividades, os estudantes cessaram de ser recipien-
tes de provas formais, e foram engajados em uma atividade de construcao e
avaliagdo de argumentos, na qual certeza e compreensao estavam em jogo, e
eles tiveram que usar seu conhecimento geométrico para explicar contradigoes

e ultrapassar incertezas.

(HADAS et al., 2000, p.149), tradugéo nossa

Exemplos de atividades apoiadas por ambientes computacionais que exploram a
surpresa dos estudantes para sugerir a necessidade de provas sao também reporta-
dos em outros trabalhos (ARCAVI, 2000; ARCAVI & HADAS, 1999; DREYFUS &
HADAS, 1996). Arcavi, em particular, relata que professores secundérios expres-
saram grande desconforto ao lidar com situagbes em que a visualizacao de resultados

na tela do computador era contréria a sua intuigdo inicial, mas que este desconforto
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se converteu em motivagio para um estudo tedrico mais detalhado do problema (AR-
CAVI, 2000). O autor comenta que uma abordagem para o mesmo problema baseada
em papel e lapis dificilmente haveria levado e tais situagdes — e que, em conseqiiéncia,
muitas facetas tedricas do problema provavelmente haveriam permanecido inexplo-
radas. Arcavi conclui que o uso de ambientes computacionais pode introduzir um
componente empirico ao pensamento matematico. Esta perspectiva pode converter o
computador em um instrumento para inaugurar um modelo novo de fazer e ensinar
matemaética, em vez de uma simples ferramenta para apresentar velhas abordagens

em novas roupagens (ARCAVI, 2000, p.41).



Capitulo 3

Questoes centrais de investigacao:
descricoes e conflitos
tedrico-computacionais

O tonal € tudo o que somos. Tudo que tem nmome € o
tonal. [...] O tonal & tudo o gue conhecemos. [...] O
tonal € tudo o que sabemos. |...]

O nagual € a parte de nés para a qual nao existe descri-
¢Go — nem palovras, nem nomes, nem sensagoes, nem

conhecimento. [...] O nagual sd pode ser presenciado.
Carlos Castaneda (CASTANEDA, 1974)

Um objeto matematico é perfeitamente caracterizado pela sua definigao formal. Todas
as suas propriedades e caracteristicas serao desdobramentos 16gicos de sua definigdo
formal, deduzidas a partir do conjunto de postulados e proposi¢des da teoria em que
a definicao insere-se, por meio de um sistema de regras de inferéncia pré-estabelecido.
Tudo aquilo que pode ser dito do objeto serd dito em decorréncia da definigdo. Por-
tanto, podemos dizer que a definicdo esgota completamente o objeto, isto é, de uma
perspectiva estritamente formal, um objeto matemadtico € a sua definigao.

Neste sentido, uma funcdo, como estabelecido por Bourbaki, ¢

Uma relagdo entre um elemento varidvel z de E e um elemento varidvel y de
F é chamada uma relagéo funcional em ¥ se, para todo = € F, existe um tnico
y € F' que estd na dada relagdo com z. Damos o nome de fungdo & operacao
que desta forma associa com todo elemento z € F o elemento y € F' que esta

na dada relagdo com z.

(BOURBAKTI, 1939, p.351), tradugéo nossa
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Da mesma maneira, uma dada func¢io especifica é completamente determinada pe-
lo terno dominio/contra-dominio/relagéo: (B, F, ). Todas as informacoes acessiveis
sobre esta fungéo virdo de um processo dedutivo, embasado na definicdo de Bourbaki
e nos trés elementos acima.

Por outro lado, lemos no classico What Is Mathematics:

Uma séria ameacga & prépria vida da ciéncia estd implicita na assercao de que
matematica ndo é nada mais que um sistema de conclusdes desenhado a partir
de defini¢Ges e postulados que devem ser consistentes e além disso podem ser
criados pelo livre arbitrio dos mateméticos. Se esta descricdo fosse precisa,
matematica ndo poderia atrair nenhuma pessoa inteligente. Ela poderia ser wm
jogo de definigoes, regras e silogismos, sem motivo ou objetivo. A nocéo de que
o intelecto pode criar sistemas postulacionais por seu préprio capricho é uma
enganosa meia-verdade. [...] Seja qual for o nosso ponto de vista filoséfico, para
todos os propdsitos da observagao cientifica um objeto se esgota na totalidade

das possiveis relagbes com o sujeito ou instrumento que o percebem.

(COURANT & ROBBINS, 1941, p.xvii), traduc@o nossa.

Assim, embora possamos pensar que a definigdo esgota o objeto definido, se nos
mantemos restritos a um contexto puramente formal, esta seria uma redugao perigosa,
como afirmam Courant & Robbins — a mateméatica como ciéncia escapa em muito da
sua simples forma. Nosso objetivo nesta tese, entretanto, é muito mais modesto que
estabelecer a nogédo de objeto matemdtico, no contexto da natureza da matematica
como ciéncia, em um sentido filoséfico ou epistemoldgico. Desejamos discutir certas
questdes sobre o ensino e aprendizagem de conceitos matematicos que dizem respeito
a conceituag@o de objeto de ensino de matemdtica, isto €, a conceituacao de objeto
matemdtico no contexto da pedagogia da matemdtica. Neste sentido, Poincaré comenta

que:

Para os filésofos ou cientistas, uma boa defini¢do é uma defini¢ao que se aplica
a todos os objetos a serem definidos, € somente a eles; e que satisfaz as regras
da légica. Mas em educagdo, nfo é assim; seria uma que pode ser entendida

pelos alunos.

(POINCARE, 1908a, p.117), tradugdo nossa
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A teoria de imagens de conceito e unidades cognitivas, apresentada no capitulo
1, estabelece que um conceito matemadtico na estrutura cognitiva de um individuo
é a sua imagem de conceito. Tall afirma que uma definigdo é mais uma forma de
identificar um conceito jé existente, do que uma forma de compreendé-lo (TALL,
2000, p.9). Assim, a conceituagao formal deve figurar como um objetivo no desen-
volvimento cognitivo, ndo como um ponto de partida — ao contrario do que ocorre
no desenvolvimento formal. Em particular, esta teoria sugere que uma pedagogia
matematica deve visar o enriquecimento das imagens de conceito dos sujeitos, por
meio do estimulo da formagéo de conexdes diversificadas entre unidades cognitivas.
Para tal, uma abordagem pedagdgica deve incluir nao somente uma, mas uma am-
pla gama de representagOes para o conceito objetivado. Esta perspectiva pedagdgica
é compartilhada por muitos outros pesquisadores, por exemplo (ARTIGUE, 1991;
CONFREY & DOERR, 1996; CORNU, 1991; DENNIS & CONFREY, 1996; DO-
ERR & ZANGOR, 2000; DUVAL, 1999; GOLDENBERG, 1987, LEINHARDT et
al., 1990; MOSCHKOVICH et al., 1993; SIERPINSKA, 1992; TIROSH & TSAMIR,
1996; YERUSHALMY, 1991).

Com base nesse referencial tedrico, nesta tese desejamos contribuir com a discussao
sobre o papel pedagogico das limitacoes associadas a cada forma de representacao e,

principalmente, do possivel confronto entre elas.

3.1 Definir e descrever

No contexto pedagdgico, para complementar (ou em certos casos, mesmo substituir)
a defini¢ao formal de um conceito, para estimular o desenvolvimento de imagens de
conceito mais ricas (como discutido acima), professores freqlientemente lancamos mao
de referéncias informais, que encerram limitagbes em relagdo & prépria definigdo for-
mal. Por exemplo, é comum utilizarmos a frase ‘a funcdo z?’ para nos referirmos &
fungdo f : R — R que a cada ntimero real z associa seu quadrado. No ensino de
fungdes, usualmente empregam-se representagdes (escritas) de trés naturezas princi-
pais: numéricas (tabelas), algébricas (férmulas) e geométricas (graficos). Cada uma
dessas formas de representagio isoladamente é limitada na medida em que evidencia

certos aspectos do conceito de fungdo, mas omite outros, como comenta Goldenberg:
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Expressoes algébricas especificam a relagdo exata, mas nao dao nem exemplos
nem uma gestalt visual. Graficos fornecem uma gestalt dentro dos limites do
grafico, mas deixam detalhes precisos néo esclarecidos. Tabelas fornecem exem-
plos do mapeamento, mas néo especificam sua natureza. Dito de outra forma,
cada representacdo bem escolhida vé a fungao de uma perspectiva particular
que captura bem alguns aspectos da fungfo, mas deixa outros menos claros:
tomadas juntas, representacoes multiplas deveriam aumentar a fidelidade da

mensagem como um todo.

(GOLDENBERG, 1987, p.197), tradugio nossa

Muitos autores chamam ateng@o para a importancia da multiplicidade de repre-
sentacOes para a aprendizagem de um conceito. Duval, por exemplo, afirma que um
componente essencial da aprendizagem de matemadtica é a coordenacio de diferentes
representacoes de uma dada idéia ou conceito (DUVAL, 1999). O préprio Goldenberg
prossegue afirmando que, embora a multiplicidade de representactes possa propiciar
uma compreensao mais ampla do conceito, o estabelecimento das condi¢Ges sob as
quais tal objetivo pode ser atingido demanda pesquisa cuidadosa. Essas trés formas
de representacao, na maneira em que sdo normalmente apresentadas em sala de aula,
sao também limitadas em relacdo a defini¢do formal, na medida em que nao especifi-
cam de forma indubitdvel a func¢do a que pretendem se referir (como ilustra a figura

3.1).

p: R —- R
T1Yy z s 2
111
A tabela olo pode representar ambas as fungdes: e
f+ R - R
1j1
z = |z
p: R — R
T - 32
A férmula y = 22 pode representar ambas as funcdes: e
g: R — [0,400]
T z?
p: R — R
x 32
O gréfico e
h: R —- R
z = |z|z

Figura 3.1: Limitacoes das trés principais representacées para fungdes reais.
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Usaremos o termo descrigdo de conceito (ou simplesmente descri¢ao) para
qualquer referéncia a um conceito matemdtico, feita em um contexto pedagdgico, que
ndo esgote o conceito a que se refere, ou seja, que guarde limitacoes em relacao a
este, no sentido em que evidencie certos aspectos e omita outros'. Assim, descrigoes
podem ser referéncias orais ou escritas, sob a forma de linguagem corrente, simbologia,
notacao matemdtica, esbogos, diagramas, esquemas, e assim por diante. No caso do
conceito de funcio, as formas de representagio citadas acima constituem exemplos
de descrigbes para o conceito. Diremos que ao enunciar a frase ‘a fungio z%’, por
exemplo, estaremos descrevendo a funcdo f : R — R que a cada z real associa seu
quadrado. Além disso, ambientes computacionais para o ensino inauguraram um
vasto repertério de descricdes para conceitos mateméticos — descrigoes de natureza
distinta das tradicionalmente utilizadas em muitos sentidos, como discutiremos em
mais detalhes nas se¢bes a seguir.

Como observa Tall, um passo importante para a compreensao de um conceito
matemético é, sem divida, estabelecer a diferenca entre as idéias de definir, no senti-
do formal de um contexto tedrico, e descrever, no sentido nao formal de um contexto
pedagdgico (TALL, 1992). Assim, certos obstaculos de aprendizagem em matematica
estdao relacionados com o fato que, em muitas situagoes, tanto estudantes quanto
professores tratam descrigoes como defini¢oes ou defini¢des como descrigdes. Muitos
enunciados estabelecidos em situacoes pedagdgicas com o intuito de definir formal-
mente um conceito pecam pela imprecisdo; ou enunciados utilizados para descrever
informalmente sao entendidos como definigbes, transmitindo suas préprias limitagoes
as imagens de conceito assim formadas. Por outro lado, cabe ressaltar que uma descri-
cao de conceito ndo guarda com a sua defini¢do formal nma relacao direta de oposicao.
Ao caracterizar neste texto uma descrigio através de suas limitacoes, ndo pretende-
mos tampouco estabelecer esta no¢io como uma maneira de se conceituar um objeto

mateméatico que seja imperfeita em relagao & defini¢ao formal, (que, por outro lado,

'Em trabalhos anteriores conceituamos a nogio de descrigdo de forma diferente. Em (GIRALDO
& CARVALHO, 2003c), por exemplo, definimos uma descricdo como sendo: “qualquer referéncia
a um conceito matematico, dentro de um contexto pedagdgico, que apresente limitacées inerentes
em relacdo & definiciio formal associada.” (ver também (GIRALDO et al., 2003b; GIRALDO &
CARVALHO, 2004a)). Entretanto, a partir de novas reflexdes tedricas, baseadas na andlise dos
dados empiricos apresentados nesta tese, consideramos mais adequado ndo posicionar a nogéo de
descricdo em oposigio & de definigdo, por motivos que passaremos a expor.
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o conceituaria perfeitamente). Com efeito, tal comparagdo nem mesmo faria senti-
do, dado que descrever e definir sdo atividades pertencentes a contextos distintos, a
saber, pedagdgico e tedrico-formal. A relagdo entre estes dois contextos é uma questéo
(complexa) relevante para esta pesquisa em pelo menos dois aspectos: os mecanis-
mos por meio dos quais as praticas pedagdgicas em educagdo matemética influenciam
o desenvolvimento formal das teorias; e as formas como as teorias formais inserem-
se no ensino e aprendizagem de matemadtica. Km particular, uma definicdo formal,
quando colocada em um contexto pedagdgico, pode atuar como uma descrigao. De
fato, ndo é dificil imaginar que defini¢des formalmente equivalentes possam enfatizar
ou omitir aspectos diferentes do conceito definido. Consideremos como exemplo as
seguintes defini¢cGes: ‘um conjunto € infinito se néo pode ser posto em correspondéncia
biunivoca com nenhum subconjunto dos naturais na forma {k € N | k£ < n} ’; ou ‘um
conjunto é infinito se pode ser posto em correspondéncia biunivoca com uma parte
propria sua’. Winicki-Landman & Leikin comentam que a escolha de um enuncia-
do como definigdo para um conceito desempenha um papel crucial no processo de
aprendizagem — muito embora no dmbito da teoria pura, qualquer um pertencente a
uma mesma classe de enunciados logicamente equivalentes possa ser escolhido arbi-
trariamente como definigdo, tornado-se os demais teoremas (WINIKI-LANDMAN &
LEIKIN, 2000, p.17).

I importante observar que uma descricao é uma, situacdo pedagdgica, e sendo assim
suas limitagdes ndo sdo atributos inerentes da forma de representacao utilizada, mas
dependem do préprio contexto pedagdgico. Entendemos aqui por limitagoes todo o
conjunto de caracteristicas ou propriedades do conceito descrito que sdo evidencia-
das ou omitidas no ato de descrever, bem como eventuais diferengas em relagdo a
outras descricGes ou a propria defini¢do formal. Seja qual for o caso, as limitagoes
de uma descricdo — sejam estas aspectos evidenciados, aspectos omitidos ou diferen-
cas comparativas — nao sdo dadas a priori, mas emergem do contexto pedagdgico
especifico. Embora tenhamos escolhido o termo limitac@o, ndo desejamos atribuir
a esta nocao qualquer conotagdo negativa. Ao contrario, o papel pedagdgico das
limitacoes de uma descrigdo também depende do contexto como um todo e pode

ser tanto indesejavel quanto muito positivo, como sugerem os resultados de pesquisa
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jé citados, por exemplo (BELFORT & GUIMARAES, 1998; DOERR & ZANGOR,
2000; HADAS et al., 2000). O objetivo central deste trabalho é justamente estudar
as potencialidades pedagdgicas das limitagoes associadas a descrigoes.

Nos trabalhos citados, podemos encontrar diversos exemplos de descri¢oes com-
putacionais. A caracterfstica da calculadora empregada em (GRAY & PITTA, 1997)
é explorada para enfatizar as relagoes entre nimeros inteiros como resultados de
operacdes e as préprias operagdes (mostrados simultaneamente na tela). De forma
semelhante, (YERUSHALMY, 1997) explora a metafora da calculadora presente no
ambiente Function Supposer para descrever fungdes racionais, enfatizando o aspecto
de resultado de uma operacao bindria de polindémios. As atividades propostas em
(HADAS et al., 2000) foram deliberadamente planejadas para enfatizar determinados
aspectos de cada conceito e confrontéd-los entre si. Em (HAZZAN & GOLDENBERG,
1997) os autores comentam que ambientes de geometria dindmica podem fazer com
que os alunos manipulem e investiguem construgoes sem se preocupar com 0S Seus
aspectos técnicos, levando-os a focar atengao em relagoes mais abstratas, como pro-
priedades invariantes das entidades. O trabalho com lapis e papel, por outro lado,
forga a atengio (ao menos inicialmente) para as medidas reais e posigoes precisas dos
objetos. Assim, os autores sugerem que ambientes de geometria dindmica podem atu-
ar como descrigdes que enfatizam aspectos abstratos e qualitativos e omitem aspectos
técnicos, enquanto esbocos em lapis e papel enfatizam grandezas concretas e omitem

propriedades mais abstratas.

3.1.1 Descricoes e conflitos

As limitacGes associadas a uma descrigdo podem levar um estudante a se se dar conta
de aparentes contradi¢des com a teoria (ou, melhor dizendo com a sua imagem de
conceito da teoria). Por exemplo, ao tentar verificar a bijetividade de uma fungao,
dada somente sua expressao algébrica, um estudante pode perceber que a informagao é
insuficiente, pois estao omissos o dominio e o contra-dominio. Passaremos a nos referir
por meio do termo situagio de conflito (ou simplesmente conflito) a uma situacgao

desta natureza: a percepcdo, por parte do estudante, de uma aparente contradi¢do



75

motwada pelas limitagoes de uma descrigdo, ou pelo confronto de mais de uma des-

crig@o® (como ilustrado na figura 3.2).

DESCRICAO DE CONCEITO
ENrASES a IMAGEM DE CONCEITO
LIMITAGOES T—— omissdEs —
DIFERENGAS
conflito

Figura 3.2: Descrigoes e conflitos.

Desta forma, podemos dizer que uma descrigdo encerra conflitos potenciais, que
podem ou ndo vir a se atualizar. Por sua vez, a atualizagdo das limita¢Ges de uma
descricao sob a forma de conflito pode gerar diferentes reagoes pelos estudantes. Es-
ses podem compreender rapidamente as razdes para a aparente contradigao, ou, num
extremo oposto, verem-se em situacao de confusdo, como ocorreu por exemplo no
relato em (BELFORT & GUIMARAES, 1998). Esta gama de reagdes pode ocasionar
efeitos diversificados nas imagens de conceito dos estudantes. Tais efeitos sdo forte-
mente determinados pela pedagogia adotada frente a uma situagao de conflito — este
vem a ser o foco principal desta tese. Da discussdo acima, fica claro em particular
que a escolha do termo conflito (assim como no caso do termo limitagdo) ndo implica
qualquer intencao de embutir nesta nogdo uma conotacao negativa.

E importante notar que o sentido que atribuimos aqui para o termo conflito é dife-
rente daquele dado por Tall & Vinner nos primeiros estudos sobre imagens de conceito
(TALL & VINNER, 1981). Naquele texto, os autores chamam conflito (potencial ou
cognitivo) como uma parte inconsistente de uma imagem de conceito de um individuo
(portanto, um “defeito” a ser “corrigido”). No presente texto, identificamos por meio
do termo conflito um processo particular de desenvolvimento de imagem de conceito,

portanto uma estrutura inerente & prépria dindmica da imagem de conceito.

2Da mesma forma que no caso da nociio de descricio, nossa conceituacdo de conflito evoluiu a
partir de novas reflexdes tedricas. Em (GIRALDO & CARVALHO, 2004a), por exemplo, definimos
conflito como uma situacio de confusdo originada pelo uso de uma descricdo. Note que, na con-
ceituagao estabelecida aqui, ndo incluimos uma sensacio de confusdo como condicao necesséria para
a caracterizagdo de uma situacio conflito.
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3.1.2 Efeitos de estreitamento e expansao

Os experimento relatado em (HUNTER et al., 1993) revela um fendmeno relevante: a
limitacdo das descrigoes computacionais utilizadas (no caso, a omissdo dos processos
de célculo de valores por substitui¢io) fez com que a habilidade de calcular valores
por substituicdo se atrofiasse nas imagens de conceito dos estudantes. Chamare-
mos processos como esse de efeito de estreitamento: as limitagdes das descrigoes
utilizadas na abordagem pedagdgica convertem-se em limitacdes nas imagem de con-
ceito consegiientemente desenvolvidas pelos estudantes (como ilustrado na figura 3.3).
Analogamente, encontramos outro exemplo de efeito de estreitamento no relato de
(MONAGHAN et al., 1994): em conseqiiéncia do (ab)uso de descri¢des computa-
cionais em que as derivadas eram obtidas simplesmente por meio de uma seqiiéncia
de teclas corretamente acionadas, os estudantes desenvolveram imagens de conceito

nas quais a derivada era simplesmente uma procedimento mecénico computacional.

LIMITAGOES NAS LIMITACOES NAS
DESCRIGOES DE CONCEITO IMAGENS DE CONCEITO

Figura 3.3: Efeitos de estreitamento.

Como discutimos no capitulo 1, Cornu observou que estudantes freqiientemente
desenvolvem imagens para o conceito de limite (chamadas concepgdes espontaneas
pelo autor), impregnadas pelos significados coloquiais de termos usados em contextos
técnicos, como ‘aproximar’ ou ‘tender a’ (CORNU, 1983). De maneira semelhante,
Hazzan & Goldenberg, relatam que um estudante interpretou o termo ‘independente’,
que no contexto técnico referia-se a varidveis de uma fungdo, por meio de metéforas
provenientes do uso didrio. Aquele estudante chegou assim a conclusao inconsistente
de que a varidvel dependente de uma fungéo constante seria independente, pois seu
comportamento ndo seria ‘governado’ pela outra varidvel (HAZZAN & GOLDEN-
BERG, 1997, p.276). Segundo nossa formulagfo, estes sfio exemplos de efeitos de
estreitamento associados a uma descrigdo oral para um conceito matematico.

Em nossa prépria interpretacao, os exemplos de efeitos de estreitamento relatados

em (HUNTER et al., 1993) e (MONAGHAN et al., 1994) n8o estdo relacionados a
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ocorréncia de conflitos, mas, ao contrario, a sua auséncia — como as descri¢cées com-
putacionais eram usadas com exclusividade na abordagem pedagdgica, os estudantes
tiveram poucas oportunidades de se dar conta de suas limitagdes. Neste sentido, Tall
comenta que enfocar certos aspectos de uma atividade e negligenciar outros pode
causar a atrofia dos aspectos negligenciados (TALL, 2000, p.8). De forma semelhan-

te, ao discutir representagoes para o conceito de funcfo, Sierpiniska afirma que:

Muitas representagoes diferentes para fungoes sdo usadas, dentre as quais tabe-
las, graficos e férmulas analfticas sao as mais amplamente conhecidas e usadas,
pelo menos na escola. A consciéncia das limitacoes de cada uma das representa-
¢Oes e de que elas representam um mesmo conceito geral é certamente condigao

fundamental para a compreensio de fungoes.

(SIERPINSKA, 1992, p.49), tradugao nossa

Drijvers considera um obstdculo como uma barreira que dificulta o uso de es-
quemas que estudantes tenham em mente (DRIJVERS, 1997). O autor defende que
professores devem considerar tais obstdculos seriamente e tirar vantagem deles, tor-
nando explicita a matemadtica que esté por tras. Doerr & Zangor também salientam
a consciéncia da professora das limitagGes da calculadora e o uso positivo destas limi-
tacoes como um fator fundamental para o resultado bem sucedido do curso observado

(DOERR & ZANGOR, 2000). Hazzan & Goldenberg comentam que:

Acreditamos que quando estudantes e professores detém-se para analisar pro-
priedades de idéias ou objetos matemaéticos que estdo sendo comparados, e
para examiné-los de varios pontos de vista, entdo ocorre uma verdadeira opor-
tunidade para aprender. Em particular, o ato de discernir o que duas situacoes

superficialmente tém em comum |[...] é um ato de abstraggo.

(HAZZAN & GOLDENBERG, 1997, p.283), tradugfo nossa

Assim, nossa hipétese é de que se situagOes de conflito, em lugar de evitadas,
sdo valorizadas, dentro de uma abordagem pedagdgica cuidadosamente desenhada, o
papel das limitagoes associadas pode ser revertido positivamente — estas podem atuar
para a expansdo de imagens de conceito e néo para o seu estreitamento. Por exemplo,
em (BELFORT & GUIMARAES, 1998), os autores relatam que, ao depararem-se com

uma situagio de conflito, proveniente das limitagdes de arredondamento numérico
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da descricao computacional, os professores participantes viram-se a principio num
impasse. No entanto, a exploragao mais detida de tal situagdo levou os participantes
a expandirem suas imagens de conceito para processos dedutivos em geometria.

Doerr & Zangor relatam que os alunos participantes observaram que a calculadora
retornava valores da funcéo exponencial (de base 2) iguais a zero para valores muito
grandes da varidvel (expoente). Os estudantes argumentaram entéo que tal resultado
nao seria possivel, uma vez que ‘vocé pode dividir por dois infinitamente sem chegar
a zero’, o que levou a uma considerdvel discussio sobre a calculadora tendo limitagéo
e ‘nem sempre dizendo a verdade’. As autoras afirmam que a visdo pelos estudantes
da calculadora — como uma ferramenta que sempre deve ser checada com base em sua
propria compreensao de matemética — foi devida & atitude da professora.

Guin & Trouche apontam para a dificuldade de distingdo entre objetos mate-
méticos e suas representages na calculadora grafica (GUIN & TROUCHE, 1999).
Hazzan & Goldenberg, por outro lado, defendem que contextos geométricos, quan-
do contrastados com contextos algébricos, podem permitir que aspectos essenciais
de idéias importantes distinguam-se de caracteristicas da representagdo (HAZZAN &
GOLDENBERG, 1997, p.287). Segundo os autores, para que os estudantes possam
examinar sua compreensdo (no caso, de fungdes), devem refletir sobre suas obser-
vagdes, desenvolver sua compreensao e ter a oportunidade de testar suas idéias em
contextos que exijam certa reinterpretacdo. Acarvi relata uma série de atividades
desenhadas para estudar o comportamento de fungbes em ambientes de geometria
dindmica, nas quais as expressoes algébricas ndo foram introduzidas inicialmente,
mas somente apds uma detida exploragao no ambiente computacional, ao contrario
do que os participantes estavam acostumados (ARCAVI, 2000). O autor comenta
que a auséncia inicial da representagéo algébrica ndo impediu um profundo e genuino
pensamento matemadatico — ao contrario, permitiu que os estudantes nao gastassem
demasiada atengao em manipulagoes simbdlicas, podendo se preocupar com outros
aspectos dos problemas. Arcavi conclui que esta perspectiva parece ter levado a
uma melhor compreensao tanto da situagdo matematica em si quanto de suas repre-
sentagoes. Em nossos proprios termos, dirfamos que a reversao da ordem usual da

abordagem evitou o efeito de estreitamento das descrigoes algébricas.
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Yerushalmy et al. relatam que estudantes lidando com ambientes de geometria
dindmica podem se convencer da validade de propriedades por meio da operacao de
arrastar objetos na tela, a ponto de acreditar que demonstra¢oes néo sao necessarias
(YERUSHALMY et al., 1993). Neste caso, o efeito de estreitamento estd relaciona-
do com a limitacdo dada pela énfase da descricio computacional na observacao da
invaridncia de propriedades em classes de objetos geométricos (dindmicos). Hadas et
al., por outro lado, afirmam que a mesma experiéncia com ambientes de geometria,
dindmica — inserida num contexto pedagdgico em que um ingrediente de incerteza
foi explorado — serviu para que os estudantes passassem a wvalorizar argumentacoes
dedutivas.

No experimento relatado em (YERUSHALMY, 1997), a limitacdo da descrigao
por meio do ambiente computacional, que enfatizava o aspecto de uma funcao co-
mo resultado de uma operagdo bindria de polinémios, foi explorado para questionar
um método previamente ensinado. Como resultado, os estudantes expandiram suas
imagens de conceito e foram capazes de formular por si um método para encon-
trar assintotas inclinadas. De maneira semelhante, em (GRAY & PITTA, 1997), os
autores exploraram a descricio particular fornecida pela calculadora utilizada, que
enfatizava um nimero como resultado de uma operagdo aritmética, para questionar
a imagem de conceito prévia da estudante, que sé era capaz de realizar operagao de

forma muito limitada por meio de contagem direta.

3.2 O caso da derivada: descrigoes por meio de
inclinacoes de retas tangentes

Neste trabalho, enfocaremos descrigoes e conflitos de natureza computacional. Antes
porém, discutiremos um exemplo baseado na abordagem tradicional do conceito de
derivada. Por se tratar de um exemplo bastante familiar, acreditamos que a discussao
ser4 util para melhor contextualizar as nogoes aqui estabelecidas. Muitos tipos de des-
cricoes para o conceito de derivada sdo empregadas no ensino de cdlculo (por exemplo,
aquelas elencadas na pdgina 18). No entanto, como discutimos no capitulo 1, a abor-
dagem pedagdgica introdutoéria tradicional baseia-se principalmente em construgao

pseudo-formal, em que derivadas sdo conceituadas através da definicao por meio de
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, sem que a nocdo de limite esteja formalmente es-

limite f'(z) = limp o W@
tabelecida. Assim sendo, esta maneira de se referir a derivadas ndo € uma definigao
formal — embora seja comumente apresentada como tal. Trata-se de uma descri-
cao pedagdgica para o conceito de derivada. A férmula acima vem freqiientemente
acompanhada. da célebre figura representando retas secantes ‘tendendo’ a uma reta
tangente, como na figura 3.4. Desta forma, a derivada num ponto fixado xy € apresen-
tada como o ‘valor limite’ das inclinacdes das retas secantes quando h ‘se aproxima,
indefinidamente’ de zero — interpretado como a inclinacao da reta tangente no ponto.
Esta abordagem estd associada a uma série de problemas na formagao dos conceitos

de limite e derivada, como por exemplo aqueles constatados por Cornu (CORNU,

1983; CORNU, 1991) e Sierpriska (SIERPINSKA, 1987; SIERPINSKA, 1992).

f(z) ~ f(a)

r—a

My =

= m; = lim my

T—0Q

Figura 3.4: Uma figura bem conhecida.

Tall (TALL, 1989) observa que, nas imagem de conceito de estudantes iniciantes
de célculo, freqiientemente a idéia de tangente encontra-se fortemente atrelada a
problemas de construcdes geométricas de retas tangentes a circulos e outras curvas
elementares (em geral convexas) — a inica nogdo de tangéncia com que os estudantes
tém contato antes dos primeiros cursos de cdlculo. Nesses problemas, a abordagem
enfatiza a situacdo geométrica global entre a curva e a reta tangente — o que, é claro,
ndo se generaliza para o conceito de tangente no sentido do célculo infinitesimal (como
ilustra a figura 3.5). Neste caso, propriedades vélidas em um contexto mais restrito,

podem ser indevidamente generalizadas para o contexto mais geral.

Figura 3.5: Uma reta que intercepta a curva uma vez, mas ndo é tangente; e uma
reta que intercepta a curva mais de uma vez, mas € tangente.
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Winiki-Landman & Leikin relatam que uma das definigdes para tangéncia a pa-
rabolas dadas na escola secundéria em Israel é a seguinte: ‘Uma tangente a pardbola
é uma reta que deixa a curva no mesmo semi-plano definido pela reta, e que tem
somente um ponto de intersecgdo com ela, (WINIKI-LANDMAN & LEIKIN, 2000,
p.20). Os autores comentam que, embora esta definigio s6 vale para curvas convexas,
ela pode ser erroneamente concebida como uma propriedade geral. Assim, a seqliéncia
de ensino pode induzir a transferéncia incorreta de propriedades de uma curva para
outra. Isto pode resultar da falta de atengo para o fato de que quaisquer aumentos
no conjunto de propriedades de um conceito implicam em redugdes no conjunto de
objetos que o exemplificam. Similarmente, encontramos em um livro didatico de
pré-célculo (COHEN, 1996, p.518) a definigio abaixo (tradugdo nossa), ilustrada por
um desenho (figura 3.6). Embora a intencdo aqui seja motivar a idéia de derivada a
partir do caso particular de tangéncia a parabolas, esta descrigio enfatiza justamente

o aspecto geométrico global, em lugar do analitico local.

Definicao: Tangente a uma Parabola

Seja P um ponto em uma parabola. Entao uma reta passando por P é dita tangente
a pardbola em P desde que a reta intercepte a parabola somente em P e a reta nao
seja paralela ao eixo da paribola.

P P
Nao é tangente
Tangente i (A definicéo se
Nao é tangente refere a retas,

nao segmentos
de reta)

Figura 3.6: Uma definigdo para tangéncia a pardbolas.

Nao é surpreendente constatar que, em conseqiiéncia deste tipo de abordagem,
estudantes desenvolvam uma imagem de conceito estreitada, em que a idéia de ser
tangente — ou ‘tocar’ em um tdnico ponto — figure em oposicao a idéia de ser secante
— ou ‘cortar’ em mais de um ponto. De fato, Vinner observou que muitos estudantes
acreditam que uma reta tangente deve somente ‘tocar’ a curva, mas nao ‘cruza-la’

(VINNER, 1983b). O autor pediu a um grupo de estudantes que desenhassem a reta



82

3 em z = 0. Grande parte dos participantes representou uma

tangente a cibica y = x
semi-reta com origem no ponto (0,0), ou um pequeno segmento num ponto muito

préximo a (0,0) (figura 3.7).

Figura 3.7: A concepgdo de que uma reta tangente nao pode ‘cruzar’ a curva, como
observado por Vinner.

O experimento de Vinner (VINNER, 1983b) revela um efeito de estreitamento
relacionado com descri¢oes de derivadas por meio de inclinacoes de retas tangentes.
As limitagOes associadas a este tipo de descrigdo decorrem do fato de que o termo
tangente é implicitamente usado em dois sentidos diferentes: no contexto das con-
strugbes geométricas, em que o que estd em jogo é a situagdo geométrica global entre
a curva e a reta; e no contexto do cdlculo infinitesimal, em que o que estd em jogo
é o comportamento local da curva na vizinhanga do ponto de tangéncia. Isto é, a
limitacao destas descrigbes é a énfase no aspecto global e a conseqiiente omissao do
aspecto local. A figura 3.8 ilustra diferentes situagdes geométricas globais associadas

a um mesmo comportamento local na vizinhanga do ponto de tangéncia.

Figura 3.8: Diferentes situacoes geométricas locais associadas ao mesmo comporta-
mento local: (a) a reta tangente intercepta a curva em tnico ponto; (b) a reta tangente
intercepta a curva em tinico ponto, mas cruza a curva neste ponto (no sentido que,
se 51 e Sy sdo dois semiplanos determinados pela reta tangente, entdo para toda vi-
zinhanca U do ponto de tangéncia a curva intercepta ambos U NSy e U N Sy); (¢) a
reta tangente intercepta a curva em mais de um ponto; (d) a reta tangente intercepta
a curva num conjunto infinito (enumerdvel) de pontos; (e) a reta tangente coincide
com a curva (no caso em que a curva é, ela prépria, uma reta).

Em nossa interpretacao, o efeito de estreitamento estd associado ao uso exagerado
de descricoes de derivadas por meio de inclinacdes de retas tangentes. No entanto

acreditamos que, se essa mesma descrigdo insere-se em um contexto pedagdgico amplo,
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planejado para que os eventuais conflitos com as imagens de conceito dos estudantes
sejam cuidadosamente explorados — em lugar de simplesmente evitados — as limitacoes
associadas podem ter seu papel revertido: podem atuar néo para o estreitamento, mas
para a expansao de imagens de conceito. Acreditamos que, as limitacbes deste tipo de
descrigao podem ser convenientemente exploradas para motivar nos estudantes uma
idéia oposta aquela constatada por Vinner: que diferenciabilidade em wm ponto é uma
propriedade exclusivamente local, portanto para verificd-la, o que acontece ‘longe’ do

ponto de tangéncia € irrelevante® (como representado pelo diagrama da figura 3.9).

DESCRIGOES DE DERIVADAS

POR MEIO DE INCLINAGOES

DE RETAS TANGENTES a1t > IMAGENS DE CONCEITO
LIMITAGOES:

RBNFASE NO ASPECTO GLOBAL

estreitamento

A existéncia da derivada
em um ponto fizado
depende da relacdo global
entre a curva e a reta.

conflito

expansao?

A ezisténcia da derivada
em um ponto fixado
depende exclusiwamente do
comportamento local da curva.

Figura 3.9: Uma conjectura sobre a reversao do papel pedagdgico das descrigoes para
o conceito de derivada por meio de retas tangentes: estreitamento e expansdo.

3Esta conjectura ndo serd objeto de estudo desta tese. Optamos por enuncid-la com o intuito de
tornar mais claras as conjecturas aqui estudadas.
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3.3 Descricoes numéricas, propriedades qualitati-
vas e conflitos tedérico-computacionais

Dentre os autores citados no capitulo 2 deste texto, mesmo aqueles que relatam
efeitos considerados como negativos do uso de recursos computacionais, apontam para
a possibilidade de reversdo de tais efeitos por meio de uma abordagem pedagdgica
cuidadosamente planejada (ABRAHAO, 1998, DRIJVERS, 1997; LAUDARES &
LACHINI, 2000). Alguns desses trabalhos fazem uso explicito de certas limitagdes
inerentes a ambientes computacionais para enriquecer o processo de ensino e apren-
dizagem (BELFORT & GUIMARAES, 1998; DOERR & ZANGOR, 2000; HADAS
et al., 2000; HAZZAN & GOLDENBERG, 1997). De forma geral, propoe-se a explo-
racao das limitagoes computacionais para motivar a compreensdo mais profunda da
teoria detalhada. Alinhamo-nos com esses autores na opinido de que a explicitacdo de
tais limitagoes pode levar a expanséo de imagens de conceito, enquanto sua ocultagao
tende a resultar no estreitamento. Neste sentido, ao refletir sobre a concepgao de

organizadores genéricos, Tall afirma que:

Eu espero de todo organizador genérico que estes ‘contenham as sementes de sua
propria destruicao’, no sentido em que eles sejamn suficientemente sofisticados
para mostrar as limitagoes de seu processo de modelagem e a necessidade para

uma abordagem tedrica completa.

Tall (TALL, 2000, p.14), tradugéo nossa

Muitas das limitacGes de descrigbes computacionais estao relacionadas com a es-
trutura numeérica finita dos algoritmos dos programas atualmente utilizados. Passa-
remos a nos referir por conflitos tedrico-computacionais a conflitos associados
a este tipo de limitacio. Dentre os autores citados acima, pelo menos (BELFORT
& GUIMARAES, 1998; DOERR & ZANGOR, 2000; HAZZAN & GOLDENBERG,
1997) mencionam o uso de limitagdes computacionais de natureza numérica como
recursos didaticos.

Além de resultados arredondados de operagoes, outras limitagdes computacionais
de natureza numérica podem ser percebidas em representagoes graficas. Por exemplo,
Mills, Tall & Wardle relatam um experimento de sala de aula como a equagdo de 4°

grau z* + 2.88z% — 19.232% — 36.11z + 91.56 = 0 (MILL et al., 1990). Como a
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equacao possui duas raizes muito préximas, erros de aritmética de ponto flutuante
geraram uma série de resultados inesperados, dentre os quais um grafico mostrando
um nimero muito grande (da ordem de milhares) de rafzes para a equagdo. Outro
exemplo é mostrado na figura 3.10, onde vemos as curvas f(z) = (m—il—) e g(z) =
(T_l—f)—z respectivamente, desenhadas pelo programa Maple. Ambas as curvas possuem
assintotas verticais em & = 1, mas esta reta sé é mostrada no grafico de f. Na verdade,
o programa nao identifica a existéncia da assintota para nenhuma das funcdes*. A reta
vertical mostrada é desenhada devido a uma interpolagao descuidada de um ponto a
esquerda da assintota com uma & sua direita. Isto é, o programa interpreta essa reta
como parte do grdfico. O mesmo nao ocorre no caso de g somente por que os limites

laterais em x = 1 s@o ambos infinitos positivos.

N

Figura 3.10: Os graficos de f(z) = (:cil) (com uma ‘falsa’ assintota) e g(z) = (T_ll)—Q

A estrutura bésica dos algoritmos computacionais usados para tragar graficos
baseia-se na interpolacdo de um nimero finito de pontos — grande o suficiente para
criar a ilusdo de se estar visualizando, nao uma poligonal com pequenos segmentos
de reta, mas uma curva suave. Hste procedimento computacional coincide com a
seguinte estratégia, comumente utilizada por estudantes para tragar o grafico de uma

funcao, dada a sua expressdo algébrica:
1. encontrar valores por substituigio (usualmente arbitrariamente escolhidos);
2. montar uma tabela,;

3. ligar os pontos por linhas retas ou pequenas curvas.

O uso exclusivo desta estratégia denota conexdes pobres entre as trés principais

formas de representagéo para fungdes (representada na figura 3.11, abaixo).

4Na verdade, o Maple dispde de um recurso por meio do qual pode ser feita uma anélise simbélica
da expressdo algébrica antes do grafico ser tragado. Neste caso, a reta vertical no seria exibida.
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algébrica grafica
numérica

Figura 3.11: Conexdes pobres entre as trés representacoes mais usadas para fungoes.

Chamaremos de aspectos quantitativos as propriedades de uma funcdo que
dependam somente de seus valores em um subconjunto finito do dominio; e de as-
pectos qualitativos aquelas que envolvam o seu comportamento no dominio todo
ou em um subconjunto infinito. Assim sendo, existéncia de limites, continuidade e
diferenciabilidade sao aspectos qualitativos. No exemplo mostrado na figura 3.10, a
limitacao estd associada & énfase em aspectos quantitativos e & omissao de um as-
pecto qualitativo — o fato dos limites laterais da fungdo serem infinitos. A estratégia
representada pelo diagrama da figura 3.11, emprega somente aspectos quantitativos
da funcdo, da mesma forma que algoritmos computacionais para tragar graficos. A
diferenca, é claro, esta no fato da capacidade de calculo do computador, ao contrario
da humana, ser suficiente para criar a iluséo de 6tica de se estar vendo uma curva suave
na tela. Por outro lado, seres humanos dispoemn de todo tipo de conexoes entre unida-
des cognitivas, que permitem a compreensao de aspectos qualitativos, inacessiveis ao
computador. Tall aponta para a potencialidade desta relagdo de complementaridade
entre computadores e humanos para a expanséo de imagens de conceito (TALL, 2000).
Hazzan & Goldenberg comentam que ambientes de geometria dindmica podem ser
usados para liberar estudantes de particularidades quantitativas para enfocar relagdes
abstratas e propriedades qualitativas invariantes em classes de entidades geométricas®
(HAZZAN & GOLDENBERG, 1997). Neste trabalho, tratamos de outro tipo de
potencialidade: a exploragdo de conflitos tedrico-computacionais para chamar atencao
para a disting@o entre aspectos quantitativos e qualitativos. Por exemplo, eventuais
conflitos tedrico-computacionais decorrentes da visualizagido dos graficos mostrados
em 3.10 poderiam ser explorados para chamar atengdo para as limita¢oes da proce-

dimento descrito em 3.11: propriedades qualitativas de uma fungéo ndo podem ser

5E verdade que o sentido da palavra quantitativo de Hazzan & Goldenberg é diferente do nosso:
por ‘particularidades quantitativas’ os autores se referem aos detalhes das medidas angulares e
lineares das figuras. No entanto, a énfase nas diferengas entre procedimentos computacionais e nfo
computacionais é comum.
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verificadas por meio de métodos puramente quantitativos.

As figuras 3.12 e 3.13 também exemplificam limitagoes da natureza quantitativa.
Em 3.12, vemos o grafico das funcdes u(z) = senz e v(z) = senz + 55 @(z), onde
@ é a funcdo (ndo diferencidvel) dada pela soma da série p(z) = Z:{fo = (n ) As
funcdes u e v sdo qualitativamente bastante diferentes: a primeira é analitica e a
segunda é nao diferencidvel. No entanto, os graficos visualizados sao praticamente
indistinguiveis, pois, para tragd-los, o computador utiliza somente uma similaridade
quantitative das funcoes: seus valores em um conjunto finito de pontos. Da mesma
forma, 3.13 mostra os graficos das fungoes p(z) = z* e ¢(z) = &;ji, que possuem
propriedades qualitativas diferentes: uma é continua e outra ndo. Mas uma similari-

dade quantitativa as torna indistingufveis na tela do computador®.

Figura 3.12: Os graficos de u(z) = senz e v(z) = senT + w35 D ooy ("’ sen(nz)

s s %% ¢ % 1,F ¥ ® = %X = % ¥ 1,5 & ®n

Figura 3.13: Os gréaficos de p(z) = 2% e ¢(z) =

Outro exemplo de limitacido computacional numérica pode ser observado em des-
cricoes para derivadas por meio de processos de magnificagdo local. Processos de mag-

nificacao local para a pardbola y = z2 e a fungao blancmange realizados no Maple séo

6Note-se que, no caso de u e v, a semelhanca quantitativa decorre de uma semelhanga qualitativa,
2
uma vez que sup,cg [u(z) — v(z)| = 155 SWser [0(2)| < 1i5 doo L= &5 <2x 1072 Maso
mesmo ndo ocorre com p € ¢, Pois sup,cg |p(z) — g(z)] = +o0, isto é, neste caso a semelhanca é
puramente quantitativa.
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mostrados no capitulo 1, nas figuras 1.2 e 1.3: A pardbola, que é diferencidvel, adquire
cada vez mais a aparéncia de uma reta, enquanto a blancmange, que néo, fica cada
vez mais enrugada. Entretanto, se os processos sdo continuados, uma interessante
limitagao do algoritmo é revelada. Para valores muito pequenos das janelas graficas
utilizadas (da ordem de 107%), erros numéricos e a interpolagao de pontos fazem
com que a parabola adquira o aspecto ndo mais de uma reta, mas de uma poligonal
(figura 3.14). A fungdo blancmange, por outro lado, é dada pelo limite de uma série
infinita. Para ser representada no computador, foi utilizado um truncamento finito
desta série. Assim, a fungéo realmente mostrada na tela ndo é nfo diferencidvel em
todos os pontos do dominio (como seria a “verdadeira” blancmange), mas sim em um
conjunto finito. Em conseqiiéncia, em janelas graficas menores (da ordem de 1073),

a blancmange tem uma aparéncia reta, e ndo mais enrugada (figura 3.15).
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Figura 3.14: O processo de magnificacdo local da curva y = 22, revelando uma limi-
tacdo computacional numérica.
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Figura 3.15: O processo de magnificagio local da funcdo blancmange em torno de
To = %, revelando uma limitagdo computacional numérica.

Na secao 3.2, discutimos a possibilidade de reversao do papel pedagégico de li-
mitagoes de descri¢bes para derivadas por meio de inclinagbes de retas tangentes.
Essas limitacoes estdo associadas & énfase no aspecto global e na relagdo geométrica
entre a curva e a reta. No caso da descrigao por meio do nogéo de retidao local, ao

contrario, o caréter local do conceito derivada é enfatizado: a derivada surge a partir
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da observacao local da prépria curva — como a expressdo de uma propriedade local da
curva — e nao como um atributo de uma reta externa a curva e que vem a ser tangente
a ela. No entanto, ao expressar a nocao de retidao local por um processo de magnifi-
caglo local, aparecem limitacOes de natureza numérica. Nossa conjectura neste caso
é de que os eventuais conflitos tedrico-computacionais podem atuar para a expansao
de imagens de conceito, assinalando o cardter qualitativo do conceito de derivada.
Assim as limitacdes do processo de magnificagdo local podem ser exploradas para
assinalar que a nocdo de limite estd além da precisao do computador (ndo importa
qudo boa esta seja), e portanto, além de qualquer precisdo finita (como representado

pelo diagrama da figura 3.16).

DESCRIGOES DE DERIVADAS
POR MEIO DE RETIDAO LOCAL
LIMITAGOES COMPUTACIONAIS
DE NATUREZA NUMERICA

G IMAGENS DE CONCEITO

estreitamento

O comportamento da fungdo
pode ser estudado através
de seus valores em um
conjunto finito de pontos.

conflito
exrpansao?
\V4

A nocao de limite escapa
de qualquer precisdo finita.

Figura 3.16: Uma conjectura sobre a reversao do papel pedagdgico das descrigoes
g p
para o conceito de derivada por meio de retidéo local: estreitamento e expansdo.



90

3.4 Questoes de investigacao

Nesta tese, enfocamos o papel pedagdgico de limitacoes de descrigdes computacionais
para o conceito de derivada e dos conflitos tedrico-computacionais associados. Desta
forma, nossa questao central de investigagao é (como representado pela figura 3.16):
Em que situagdes limitacées de descrigdes computacionais podem promover um efeito
de expansdo das imagens de conceito de derivada? Com isto, desejamos contribuir
para a discussdo sobre o planejamento adequado da abordagem pedagdgica.

A investigacao basear-se-4 na andlise das reacoes de estudantes lidando com des-
cricoes computacionais para derivadas, bem como conceitos relacionados (limite e
continuidade), dentro de um contexto pedagdgico determinado. FEntretanto, nosso
enfoque nao serd especificamente na compreensdo de processos cognitivos, mas nas
caracteristicas do contexto pedagdgico como um todo, em que descrigoes computa-
cionais inserem-se. Assim, pretendemos contribuir com dados para a discussao da
questdo acima, no dmbito do planejamento pedagdgico. Nossas questoes de inves-
tigacdo ndo dizem respeito a determinacao da melhor abordagem didatica possivel,
dada a priori a estrutura cognitiva do sujeito aprendiz, mas na concepgdo do obje-
to de ensino: ao concebermos uma pedagogia para um conceito matemético, nossas
opcoes delimitam implicitamente este conceito. Nossa discussao serd portanto sobre

0s objetivos do ensino de matemdtica e a delimitagdo do objeto ensinado.
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O Estudo Empirico
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Capitulo 4

Contexto e metodologia do estudo
empirico

A grosso modo, poderiamos comparar com a Vista que
teriamos do planeta Terra se observdssemos do espago,
algo parecido com uma esfera, porém, se observdssemos
o planeta de perto, ele possui detalhes a principio im-
perceptiveis.

Depoimento escrito de um aluno do curso relatado a

seguir, sobre a experiéncia de magnificacao local.

A investigacdo empirica desta tese consistiu de um estudo qualitativo do qual par-
ticiparam seis estudantes iniciantes de cdlculo. Os participantes foram selecionados
dentre os que freqiientaram um curso de Célculo I, por nés lecionado no primeiro
semestre letivo (margo a julho) de 2001 para o curso de Licenciatura em Matemadtica
(regime noturno) da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Neste capitulo, re-
lataremos o contexto pedagdgico em que o curso transcorreu, além da metodologia

de planejamento, desenvolvimento e analise dos resultados das entrevistas.

4.1 O curso

4.1.1 Concepcgao geral

O curriculo da disciplina de Célculo I para o curso de Licenciatura em Mateméatica da
UFRJ consiste dos conteddos de limites e derivadas de fungdes reais a uma varidvel.
O curso aqui descrito foi concebido considerando a nogéo de retiddao local como ra-

iz. cognitiva para derivada, dentro de um contexto multiplo de descri¢des. Assim, o
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conceito de derivada foi apresentado inicialmente através da nogao de retidao local,
expressa por processos computacionais de magnificacéo local. A partir dai, o conceito
foi desenvolvido através de multiplas descrigdes computacionais e nao computacionais,
com a exploracdo das respectivas limitagoes como motivagdo para discussoes tedricas.
O conceito de limite foi introduzido informalmente a partir de descrigdes graficas
e algébricas para fungdes (especialmente racionais) e desenvolvido teoricamente em
paralelo com o conceito de derivada.

A turma tinha 40 alunos inscritos, dos quais cerca de 25 assistiam aula regular-
mente. A carga hordria do curso foi de 90 horas, distribuidas em 15 semanas de seis
horas de aula. As seis horas semanais eram organizadas em trés sessoes de duas horas,
duas das quais destinadas a sala de aula convencional e uma para atividades no labo-
ratério de microcomputadores. Em ambos os tipos de ambientes, eram intercaladas
aulas expositivas, discussdes em duplas ou pequenos grupos de alunos e discussoes na
turma como um todo. O laboratério utilizado contava com 15 microcomputadores, de
forma que cada méquina era compartilhada em geral por dois alunos. Nas atividades
de laboratério, os estudantes trabalhavam com os programas Maple V (WATERLOO
MAPLE, 1998) e Graphmatica 2.0 (HERTZER & MALACA, 1997), além do organiza-
dor genérico Melhor Reta por nés desenhado para o ensino de derivadas (GIRALDO,
2001b), que serd apresentado na segao 4.1.2.

Como descrigoes de diferentes naturezas eram utilizadas, as limitacoes associa-
das eram freqiientemente notadas por estudantes, isto é, situagdes de conflito eram
freqiientes. Nessas ocasides, os estudantes eram encorajados a trazer suas impressoes
para a discussdo com a turma, motivando desta maneira construgoes tedricas progres-
sivamente mais elaboradas (como detalharemos na se¢éo 4.1.3).

Antes de dar inicio & experiéncia de magnificacdo local propriamente dita, foram
aplicadas atividades baseadas em mudancgas de janelas gréficas. Além de serem uti-
lizadas para introduzir a no¢do de limite, estas atividades visavam a preparacao para
as atividades de magnificacdo local. Na experiéncia de tragar gréaficos de funcoes,
em diferentes janelas graficas, pode-se observar que um mesmo grifico pode apre-

sentar aspectos radicalmente distintos dependendo da janela utilizada. O aspecto
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do gréfico visualizado é determinado fundamentalmente pela relacio entre as es-
calas dos eixos coordenados ou, em outras palavras, pela relagio entre as ordens
de grandeza das varidveis dependente e independente. Assim, o objetivo princi-
pal é relacionar o aspecto do grifico visto na tela, com a expressdo algébrica da
funcdo. Observemos os seguintes exemplos. A figura 4.1 mostra o grafico da funcao
p(z) = z® + 1022, tragado para (z,y) € [-0.1,0.1] x [0,0.1], & esquerda, e para
(z,y) € [-1000,1000] x [—10°,10%, & direita. Na primeira janela gréfica, como os
valores de z sfo pequenos, a parcela z2, sendo muito menor que 10z2, se torna des-
prezivel. Por isso, o gréfico observado fica muito parecido com o de y = 10z?%. J4 na
segunda. janela, o oposto ocorre: para valores grandes de z, 10z? é muito menor que
23, portanto o grafico parece o de y = z2. Em 4.2, vemos o gréfico de ¢(z) = ;—?—i—l,
para (z,y) € [-3,3] x [~10, 10], & esquerda, e para (z,y) € [~100, 100] x [-10%,10%], &
direita. Na segunda janela, como os valores de z sdo pequenos, o termo independente

do denominador se torna desprezivel e o grafico se assemelha ao de y = z°.

Figura 4.2: O gréfico de ¢(z) = w;”—il, em duas janelas graficas diferentes.
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4.1.2 Um organizador genérico para o ensino de derivadas

O organizador genérico Melhor Reta (GIRALDO, 2001b) foi concebido para estimular
a conexao de unidades cognitivas, por meio da comparagao de descricoes algébricas,
numéricas e graficas durante o processo de magnificacio local (veja também (GIRAL-
DO & CARVALHO, 2003a; GIRALDO & CARVALHO, 2004a)). O Melhor Reta
consiste de uma rotina de Maple, com os seguintes dados de entrada: uma funcao f,
um ponto zg no dominio de f, um valor numérico para a inclinagao de uma reta pas-
sando pelo ponto (zg, f(zo)), e um valor numérico para h = Az; e dados de saida: os
gréficos de y = f(xz) e da reta r(z) = a h+ f(zo) tragados no intervalo [zo — h, To + A/,
os valores numéricos da variagdo p(h) = |f(x + h) — f(z)| e da razdo incremental
L,f), e um segmento vertical ligando a curva & reta no ponto xo + h representando a
diferenga p(h). A idéia central é comparar grafica e algebricamente o comportamento
local da reta r em relacdo & curva para valores a = f(zg) e a # f(zo) (isto é, para
retas tangentes e ndo tangentes). As figuras abaixo reproduzem telas geradas pela
rotina para f(z) = z? e zp = 1, com a reta tangente no ponto, de inclinacéo a = 2

(figura 4.3), e com uma reta nao tangente, de inclinagdio a = 2,5 (figura 4.4).

h=1 |p(h)| =1

-

h=0.1 |p(h)| =0.01

|22 0

h =001 |p(h)|=0.001

|22 = o1
h

Figura 4.3: Telas do Melhor Reta para uma reta tangente.

h=1 |p(h)| =05

’£}?|:o.5

h=01 |p(h)| =0.04

202 .

h=0.01 |p(h)| = 0.0049

|P_(h_>|:o.49
h

Figura 4.4: Telas do Melhor Reta para uma reta nao tangente.
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Mostrando simultaneamente descricdes graficas e numéricas, objetivamos fornecer
uma visao mais ampla para o fato de que, dentre todas as retas passando pelo ponto
(z0, f(z0)), a tangente é aquela que melhor aprozima localmente a curva, no sentido
matemético preciso de que, ndo s6 a diferenca p(h) tende a zero, como também a razao
”—%’l. A figura dos gréaficos fornece uma interpretagao geométrica para a aproximacao.
De fato, enquanto o usudrio diminui o valor de h, para aproximar a janela gréfica em
torno de zp, o valor de h atua como uma unidade de referéncia para a figura.

Se a reta mostrada ndo € tangente, p(h) decresce em dire¢éo a zero, mas o mesmo
nao ocorre com Lh’f), e o segmento vertical é sempre visfvel (figura 4.4). Por outro
lado, se a reta é tangente, ambos p(h) e ﬂ(—}i’—) tendem a zero, e o segmento vertical
rapidamente desaparece de vista (figura 4.3). No caso da reta nao tangente, h e p(h)
decrescem a taxas equilibradas (uma vez que L,f) nao tende a zero), enquanto no
caso da reta tangente, h decresce a uma taxa superior (uma vez que p—(ﬁ@ tende a
zero). Como h controla a dimenséo horizontal da janela grafica e p(h) é a medida do
segmento vertical, quando a janela é aproximada em torno do ponto, esse segmento
desaparece, no caso da tangente, e permanece visivel, no caso da reta nao tangente.

H4 duas formas principais de descri¢oes envolvidas na concepgdo do Melhor Reta.
A primeira, é claro, é a nocdo de retiddo local. A segunda é a nogao de aproxi-
macao linear local, comumente expressa pela frase: ‘a reta tangente ao grifico de
uma, fungio em um ponto aproxima localmente a funcdo na vizinhanca deste ponto’.
Uma. ébvia limitacao desta descrigio é o fato de que o significado do termo ‘aproxi-
mar’ é matematicamente impreciso. De fato, o termo tem um significado preciso no
contexto técnico do cdlculo infinitesimal: a tangente aproxima a curva no sentido em
que a razao f—(m—J—rw tende a zero quando h tende a zero. Tomando o significa-
do genérico (ndo técnico) do termo, poder-se-ia dizer que qualquer reta cortando o
griafico de uma fungéo no ponto aproximaria localmente a funcao, no sentido em que
a diferenca entre a curva e a reta tende a zero, qualquer que seja a reta (desde, é

claro, que a fungdo seja continua).
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4.1.3 Estrutura em etapas

A abordagem do conceito de derivada foi estruturada na forma de cinco etapas. Em
cada uma destas, uma forma especifica de descricdo é usada, e as limitacdo associ-
adas exploradas como motivagio para a etapa seguinte. Isto é, procuramos planejar
cada etapa de maneira que as proprias limitagoes das formas de descrigao utilizadas
pudessem motivar o refinamento progressivo de idéias, partindo das nogoes familiares,
como propoe Tall com a introducdo da nogéo raiz cognitiva (TALL, 1989; TALL,
2000). O quadro da figura 4.6 representa um esquema do curso, onde as setas ver-
ticais indicam o refinamento da nogdo de derivada. Resumimos a seguir a estrutura

das etapas.
Etapa I: aproximacao numérica

Nesta etapa, foram aplicadas pela primeira vez atividades de magnificagao local. Era
pedido aos estudantes que tracassem no computador o grafico de uma funcédo f dada
e aproximassem gradativamente a janela grafica em torno de de um ponto (zo, f(zo))
fixado sobre o gréfico, até que a curva se confundisse com uma reta. Fra entao pedido
que os estudantes substituissem valores para calcular a inclinagdo aproximada da reta
observada por meio da férmula usual %%.

Os valores encontrados eram, é claro, aproximagoes, mas podiam coincidir com o
valor exato da derivada devido a erros de visualizagdo e arredondamento. Foi desta-
cado o fato de se tratar de uma aprozimacgdo: a curva ndo se transforma na reta. A
compreensao deste fato ter sido causado por erros de arredondamento e/ou limitagdes
do programa utilizado foi usada como motivagido para um estudo mais refinado do
significado matematico da aproximacao envolvida.

Esta experiéncia era repetida com a mesma curva em vérios pontos diferentes e,

também, com vérias curvas diferentes.
Etapa II: aproximacao algébrica

Ainda tendo como referéncia a visualizagéo da curva y = f(z) magnificada na tela, era
proposta aos estudantes a tarefa de encontrar algebricamente o valor a da inclinacao

da reta que melhor aproxima a curva em torno de um ponto zg fixado. Desta forma, os
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alunos, através de manipulacao algébrica, deviam tentar encontrar uma aproximagao
na forma f(zo+h) =~ ah -+ f(zo).

Este valor a era entao apresentado como a derivada de f em zqg. Por exemplo, para
encontrar a derivada de f(z) = 2? em z = 3, podemos fazer: f(3+h) = (3+ h)? =
9+ 6h + h? =~ 9+ 6h. O valor procurado é portanto a = 6.

Na etapa anterior, encontramos uma aproximagao numérica para o valor da in-
clinagdo da reta que melhor aproxima a curva. Nesta, determinamos o mesmo valor
por meio de uma aproximagao algébrica, na qual foram desprezadas as poténcias de
h de grau igual ao superior a 2. Aqui, coloca-se naturalmente a questéao de por que
fazer justamente este tipo de aproximacao. Uma primeira justificativa estaria no fato
de estarmos buscando uma aproximacao por meio de uma reta. Hssa discussao abre
caminho para o aprofundamento da compreensdo do significado matemaético preciso
do tipo de aproximagdo que estd sendo feita.

Da mesma forma que na etapa anterior, essa experiéncia foi repetida com a mesma,
curva em varios pontos diferentes e, também, com vérias curvas diferentes. A partir
dai, introduzimos as expressoes para a inclinacdo da reta procurada em um ponto
genérico xy e apresentamos, desta maneira, as primeiras féormulas de derivacdo para

polinémios.
Etapa III: discriminagao geométrica

Uma vez calculado o valor a da reta que melhor aproxima a curva localmente, era
pedido aos estudantes que tragassem essa reta, juntamente com a curva, na janela
magnificada (onde elas se confundiam visualmente), Em seguida, eles deviam ampliar
gradualmente a janela grafica e observar a distingdo entre a curva e a reta.

Nas duas etapas anteriores, sugerimos a reta que melhor aproxima localmente
a curva (ou a reta tangente) por meio de situagoes de aproximacio (numérica e
algébrica). Aqui, apresentamos pela primeira vez essa reta como objeto matemdtico
distinto da prépria curva, com existéncia concretizada geometricamente. A reta tan-
gente coloca-se como resultante de um processo geométrico e, ao mesmo tempo, como

objeto com natureza propria, distinto do observado no decorrer do préprio processo.
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Etapa IV: conceituagao

BEsta etapa tem o objetivo principal de, com o apoio da rotina Melhor Reta, conceituar
matematicamente a idéia de aprozimacdo introduzida nas etapas anteriores de varios
pontos de vista (numérico, algébrico, geométrico). O Melhor Reta é explorado para
conceituar aproximagao na maneira descrita na secao 4.1.2.

Fm particular, no caso de fungoes polinomiais, a razao pela qual os termos de grau
maior ou igual a 2 em h sdo desprezados na etapa II fica justificada de outra forma.
De fato, se escolhemos um valor de a de tal forma que a razdo p(h) = l&f%—f(—mo” 86
tenha termos de graus maiores ou iguais a 2, garantimos que ﬁ(h—hl tende a zero quando
h tende a zero. De forma mais geral, a reta que verifica esta propriedade é, dentre
todas as que cortam a curva dada em (zo, f(z0)), aquela que melhor aprozima a curva
na vizinhanga do ponto. Neste ponto, a unicidade desta reta pode ser justificada por
um argumento algébrico simples.

A experiéncia de magnificagio local sugere a necessidade de relacionarmos as
escalas dos eixos, estabelecendo uma unidade padrdo. Ao dividirmos p(h) por A,
estamos comparando a grandeza p(h) com a unidade h. Portanto, a magnificacio
local fornece uma expressao para o fato de que, se a é a inclinagdo da reta que melhor

aproxima a curva, entdo a diferenca p(h) tende a 0 mesmo quando comparada a h.

Etapa V: formalizacao

Nesta etapa final introduzimos a defini¢do de derivada em linguagem formal de ep-
silons e deltas. Neste momento, as limitag¢oes de precisdo numérica finita das des-
crigoes computacionais observadas ao longo das etapas anteriores (por exemplo, as
mostradas nas figuras 3.14 e 3.15) sdo exploradas para assinalar que a idéia de se
aprozimar indefinidamente a que se refere o conceito de limite escapa de qualquer
precisao finita. O organizador genérico Melhor Reta também pode exibir limitacao de
natureza numérica, como exemplificado pela figura 4.5. A figura mostra telas geradas
pela rotina que retornam valores iguais a zero para p(h) e L,?).

Com base nessa discusséo, dizemos que a € a derivada de f em xo se, dada uma

.~ L s . . ~ h
precisao € > 0 arbitraria, conseguimos escolher uma variagdo & > 0 tal que p_gl_)) <€

YV h € [-4,6], h # 0. Ou, de outra forma, ﬂﬂirh’})b_ﬂ —a|<eVhe[-4,06, h#0.
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h=10"% e -~
[o(h)| = 0.17 x 10—8 h=10 lp(h)] =0
lp(h)| —0
R

’3%@| —=0.17 x 1012

Figura 4.5: Magnificagfo local da curva y = senz e sua reta tangente em zg = 1.

Cabe ressaltar que o objetivo desta etapa é somente fornecer aos estudantes uma
primeira familiarizagdo para a linguagem formal de limites. N&o se espera dos alunos
a compreensao do enunciado formal da definicdo, no sentido da formacio de uma
imagem de conceito ampla a ponto de operar simbdlica e logicamente com ela. Nos
primeiros cursos de cédlculo, supde-se que a abordagem formal seja apenas sugerida,

para ser coberta em detalhes nos futuros cursos de anélise.
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A curva fica
parecida com
uma reta,
quando olhada
de muito perto,

um ponto dado.

na vizinhanca de

!

Existe uma reta
que aproxima
a curva na

vizinhanca de

um ponto dado.

|

Existe uma reta que

melhor aproxima a
curva na vizinhanga
de um ponto dado,

dentre aquelas que a
interceptam no ponto.

A aproximacgao
local da curva
por uma reta

se verifica
para valores
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'

1

A inclinagao da
reta é aproximada
utilizando-se valores
numéricos préximos
do ponto dado.

1

A inclinagao
da reta é
aproximada
através da
manipulacao
da expressao

algébrica

da curva.

f(mo + h) = ah + f(zo)

flaath)=(alt[(z0)) 1 g

Ve>036>0]0<|h|<é = ‘f(

zo+h) — f(zo) —ah

<
r €
\V4
definicao linearidade
formal local

Figura 4.6: FEsquema da abordagem do conceito de derivada.
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4.2 Concepcao do estudo qualitativo

Nao temos intengao de mapear, categorizar ou classificar de qualquer forma genérica
as imagens de conceito de estudantes ou suas atitudes frente a situagoes de conflito.
Nossa, intengao nesta tese é estudar o papel pedagogico de limitagdo de descrigoes
computacionais para o conceito de derivada e de conflitos tedrico-computacionais
associados, dentro de um contexto especifico. Com esta perspectiva, buscamos o
aprofundamento da compreensdo sobre os tipos de reacdes que se pode esperar de
estudantes em situacoes de conflito tedrico-computacional e sobre os efeitos para as
imagens de conceito associadas com estas reagoes, considerando as concepcoes pessoais
do sujeito e o contexto pedagdgico. Em particular, nosso interesse ndo é somente
detectar se os conflitos afetam as imagens de conceito dos sujeitos, mas como este
processo verifica-se, desde as reacgbes dos estudantes a situagdes de conflito até seus
efeitos em suas concepgoes e impressoes. Desejamos contribuir desta forma para a
discussao sobre a concepcao do objeto de ensino no planejamento de uma pedagogia
em matemaética avancada.

Feitas estas observagbes, concluimos que a investigacdo empirica desta tese sé
poderia ser de natureza qualitativa, desenvolvida por meio da observacao dos estu-
dantes em momentos em que enfrentem situagbes de conflito. De fato, dados quan-
titativos ndo permitiriam detectar processos desencadeados por situagoes de conflito,
tampouco reagoes inesperadas de estudantes que nos poderiam escapar no momento
do planejamento do estudo. Desta forma, optamos por realizar uma série de entre-

vistas individuais com uma pequena amostra de estudantes.

4.3 Selecao da amostra

Para identificar e comparar claramente os efeitos das situacoes de conflito, pretendia-
mos considerar o modelo de abordagem empregada, com multiplicidade de descri¢es
e valorizacao de conflitos, nos resultados finais da investigacdo. Assim, seria conve-
niente que os estudantes da amostra houvessem tido experiéncias de aprendizagem
semelhantes, em um mesmo contexto pedagdgico. Estabelecemos, portanto, dois

critérios basicos de selecdo: (1) haver tido o primeiro contato formal com célculo
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infinitesimal na ocasido do curso e (2) haver de fato freqiientado o curso.
Selecionando os estudantes que atendessem aos critérios acima (e que, além disso,
é claro, concordassem voluntariamente em participar das entrevistas), obtivemos uma
amostra inicial de 12 estudantes. Considerando-se a natureza da investigagao, como
exposto acima, este ainda era um ntmero grande para formar a amostra. Assim,
realizamos com a amostra inicial uma entrevista exploratéria, & qual nos referiremos
como entrevista GO (por razdes que ficardo claras na segéo 4.4). A entrevista GO foi
realizada na metade do curso, aproximadamente, e tratou das concepgoes dos parti-
cipantes sobre derivada, como passaremos a relatar. Os resultados foram gravados e

transcritos. m primeiro lugar, foram feitas as seguintes perguntas:

1. O que vocé entende por limite?
2. O que vocé entende por derivada?

3. Por que vocé acha que é importante calcular derivadas?

FEm seguida, foi mostrada a cada um dos estudantes sua prépria resposta escrita

para as seguintes atividades, realizadas anteriormente em sala de aula.

I Trace no computador o grafico da funcdo y = z%. Diminua a janela grafica em
torno do ponto (2,4) até que o grafico fique parecido com uma reta. Em que
janela grafica vocé parou? Determine a equacio da reta com a qual o grafico

ficou parecido. Explique o procedimento.

IT Trace no computador o grafico da funcéo ¥ = 3. Diminua a janela grafica em
torno do ponto (2,8) até que o grafico fique parecido com uma reta. Em que
janela vocé parou? Determine a equagio da reta com a qual o gréfico ficou

parecido. Explique o procedimento.

As atividades I e IT haviam sido realizadas durante as etapas I e II respectivamente
(aproximagdo numérica e aproximagao algébrica, pdgina 97). Finalmente, foi pedido
aos participantes que explicassem suas respostas para as atividades acima.

Com base nos resultados da entrevista GO, procuramos selecionar na amostra

inicial um grupo de estudantes que, por um lado, apresentassem perfis diversificados
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entre si, e por outro, fossem representativos em relagao ao universo de estudantes em
fase inicial de aprendizagem de cédlculo. Chegamos assim & amostra definitiva de seis

estudantes: Anténio, Carlos, Francisco, Jiilio, Marcelo e Tiago (pseuddnimos).

4.3.1 Os participantes

Na ocasiao do estudo empirico, todos os participantes tinham entre 17 e 21 anos de
idade e estavam em seu primeiro ano de faculdade. Passaremos a relatar um resumo
das respostas de cada um na entrevista GO e a expor os motivos da escolha para
cada caso. Na figura 4.7, destacamos as principais idéias relacionadas ao conceito de
derivada na imagem de conceito de cada participante e suas atitudes e crencas em

relacao as limitagoes do computador.
Antodnio

Antonio fala longamente e com entusiasmo ao responder as perguntas. Suas respostas
evidenciam que a idéia predominante em sua imagem de conceito de derivada era a
de poder de conhecimento. Isto é, por diversas vezes, ele menciona a derivada como
um instrumento poderoso para obter e conectar informagoes profundas sobre fungoes,

inacessiveis por outras formas. Exemplificamos alguns extratos de suas falas:

Derivada, eu entendo por sendo a fungao que vocé utiliza pra estudar melhor o
resto das fungbes que existem. |[...] E uma funcéo muito poderosa no sentido
de ela poder estudar as outras funcGes. [...] Eu poderia estudar as outras
fungdes detalhadamente. E como se ela conhecesse todas as outras filhas, todas
as outras fungbes, por trds, ndo sé pela frente. Vocé vendo um grafico duma
fungao qualquer, a derivada é que sabe o que acontece ali. Vocé olhando, vocé
ndo tem como dizer. Vocé pega a periferia do que a fungéo estd dizendo. |[...]
A derivada seria a func¢io mae que coordena as filhas e ela sabe no Amago de
cada funcao.

Em particular, no trecho acima Antonio se refere a derivada como um instrumento
capaz de elucidar limitacoes de descrigdes visuais de fungoes: ‘a derivada é que sabe o
que acontece ali. Vocé olhando, vocé ndo tem como dizer’. Antonio faz mencéo ainda

a possibilidade de se recuperar exatamente uma funcao a partir de sua derivada:

Se vocé pegar as infinitas retas de cada ponto de tangéncia |...] eu néo teria
infinitas retas? Se vocé somasse, fizesse esse somatério infinito, daria a prépria
funcgao. Ou seja, daria ela descrita na letral
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O estudante demonstra conhecimento da definicdo de derivada e se refere & dis-

tincao entre a definicdo e a imagem de conceito:

E a gente estuda assim, na maioria das vezes, a derivada como uma definicao.
Seria o coeficiente angular da reta tangente & curva, num ponto dado qualquer.
[...] Eu particularmente entendo a defini¢do, mas como me vem isso na cabega?
[...] Nao me vem somente a tangente de ¢ numa reta ax + b. Me vem um
estudo mais detalhado das variagées que uma curva qualquer obedece, num
dado intervalo, numa dada variagdo, num dado intervalo de qualquer coisa,
seja de tempo, de espago, qualquer coisa.

Ao ser indagado sobre resultados discrepantes fornecidos pelo computador para
o cédlculo aproximado de derivadas, Antonio explica que isto ocorre devido a trunca-

mentos finitos e & impossibilidade da maquina de lidar com o infinito:

Por que esté mexendo com nimeros que nao d4 para mexer. [...] A gente estd
mexendo com ntmeros que sdo infinitos! [...]| Tipo 1,9876... e essas outras casas
que a gente omite, elas é que véo fazer a prépria diferenga. Elas sdo a diferenca
da parada. [...] Deu 4 por que vocé estd mexendo com um nimero infinito e
outro numero infinito dividindo. [...] Agora se vocé botar um ntmero finito
em baixo e um outro nimero finito, ndo é essa razdo que vocé estd achando.
[...] Esses que estdo contando, a gente omite. Acha que néo é ntmero! Ah,
muito pequeno, entdo nao vai fazer diferenga. Mas eles sdo a prépria diferencal

Ele acrescenta que tais arredondamentos e aproximacoes tornam um instrumento
nao confidvel e que sendo assim, para ter certeza se uma fungéo, é preciso verificar se
as férmulas de derivagao podem ser aplicadas.

A escolha de Antdnio para a amostra se baseou em dois motivos: sua facilidade em
ligar o conceito de derivada com uma gama ampla de idéias; e sua visdo das limitagoes

do computador como um problema ligado & incapacidade de lidar com o infinito.

Carlos

A idéia de derivada mais presente nas respostas de Carlos é a de um instrumento
facilitador, que permitiria tracar graficos com duas vantagens: com maior exatidao e
evitando célculos trabalhosos de substituicdo de pontos. Esta idéia é expressa, por

exemplo, nas falas:

Justamente naqueles determinados graficos, principalmente com ondulagoes, a
derivada é o célculo exato de um determinado ponto que a gente, de maneira
geral, nao teria como calcular.
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A derivada facilita a gente elaborar um grafico [...] sem ter que vocé calcular,
dentro de um conjunto dos ntimeros reais que é uma coisa infinita, calcular
cada ponto, muito préximo do outro, para se determinar o gréfico mais exato.

Ele se refere a vantagens trazidas pelo uso de derivadas em relacao ao método de

tragar graficos por meio da substituicao de pontos:

Aquele método tradicional, que a gente aprende no segundo grau, de fazer o
célculo, de fazer o gréfico calculando, vamos dizer, z = 1, £ = 2, z = 3 e
calcular o valor da fungéo naquele ponto z. Entéo, a partir daquilo ali a gente
desenharia o grifico. Sé que com a utilizagdo da derivada, [...] a gente pode
determinar o grafico sem ter que calcular todos esses pontos. Pegaria o ponto
de méximo, o ponto de minimo |[...] e o que acontece quando vai para infinito.

Segundo o estudante, é possivel verificar se uma funcao através de métodos algé-
bricos (aplicando as férmulas de derivagéo) ou por meio da visualizagdo do grafico
no computador (observando se este ndo apresenta bicos). Ele afirma que ambos os
métodos séo igualmente eficazes.

Carlos demonstra uma crenca de que a ocorréncia de resultados erréneos forneci-
dos pelo computador ndo se deve a limitagdes da mdguinag, mas & limitacao sensorial
humana de perceber seus resultados. Freqientemente ele se referiu & sua prépria inca-
pacidade de enxergar os pontos muito precisos na tela como uma razao de resultados
discrepantes. Em duas ocasioes, ele posicionou uma régua na tela do computador
com o objetivo de obter valores mais precisos. Esta atitude de Carlos em relagdo a
maquina e sua associagdo de derivadas com a idéia de exatidao forma as razoes para

sua escolha para a amostra.

Francisco

A idéia de derivada predominante para Francisco é a sua interpretacdo geométrica
como inclinagdo da reta tangente. Entretanto, ele expressa com freqiiéncia sua di-
ficuldade em conectar representactes distintas para o conceito. Por exemplo, ele

comenta;:

A visualizaggo, eu estou entendendo. Fu s6 sei que fazendo a derivada, tipo um
polindmio, derivando, [...] af aproximando naquele ponto, a reta [...] que vai
se tornar uma tangente aquele grafico, que vai ser a da férmula da derivada ali.
[...] Eu néo estou sabendo essa parte da élgebra, em relagdo a como a fungao,
como o valor da inclinacgao vem da férmula.
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Francisco utiliza a idéia de derivada como inclinago de tangentes também para
explicar a diferenca entre funcdes derivéveis e ndo derivaveis. Fle se relaciona difer-

enciabilidade com existéncia de uma reta tangente tinica:

Fungoes que t&m bico também [...] Qual seria a derivada? Teria um monte de
derivadas, porque vocé pode inclinar ali do jeito que vocé quiser no bico.

O estudante utiliza ainda uma metdfora de equilibrio para descrever retas tan-
gentes. Ele afirma que encontrar uma reta tangente é como tentar equilibrar uma
reta na curva, como se esta foi uma balanca. Em relagdo a resultados imprecisos do
computador, ele comenta simplesmente que estes se devem a erros de arredondamento
€ aproximagcao.

Francisco foi o dnico dos entrevistados a expressar explicitamente dificuldades em
relacionar formas distintas de representacdo. Kle também foi o tinico a mencionar
uma interpretacido geométrica para fungbes ndo diferencidveis, no caso baseada na
unicidade da derivada. Estes dois aspectos nos levaram a escolher Francisco para a

amostra.
Julio

Jiilio responde as perguntas de forma precisa e sem hesitacao. Ele se refere sempre a

derivada como uma fungao:

Derivada é uma funcéo que associa os pontos de uma outra funcao & inclinacao
da reta que estd passando por aquela outra funcao naquele ponto.

O estudante menciona também com freqiiéncia aplicacoes de derivadas a fisica, por
meio do célculo de velocidades e aceleragbes. Jilio afirma que os resultados de célculos
algébricos para determinagdo da derivada de uma fungio podem ser comprovados pelo

processo de magnificacao local:

A gente calcula a derivada depois pode botar a funcao no computador para ver
se estd certo mesmo.

Por outro lado, Jilio admite que computadores podem gerar resultados incomple-
tos devido a erros de arredondamento.
Julio se destacou entre os demais entrevistados por dar respostas objetivas e pre-

cisas as perguntas, quase sempre sem demonstrar hesitagdo. Porém, a principal razao
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para ele ter sido selecionado para a amostra foi o fato de que sua consciéncia das limi-
tagoes do computador aparentemente nao atuar como um obstdculo para sua crenca
de que a maquina pode ser usada como um instrumento de verificagdo da correcao de

resultados matematicos.

Marcelo

Marcelo demonstra diivida e hesitacdo ao responder as perguntas. A idéia de aprozi-

magao € a mais presente nas suas respostas. Por exemplo, ele comenta que:

Bom, derivada ¢ a aproximagio de um ponto do gréfico. [...] Achar uma reta
que faga [...] uma intersec¢do com a reta [...] com a fun¢iio. N&o chega a ser
uma interseccdo. A curva tem que encostar na reta para poder analisar aquele
ponto ali, naquele intervalo ali da fungao.

Particularmente no que diz respeito a utilizagdo do computador, Marcelo demons-
tra grande dificuldade. Ele diz nao ter idéia de como a méaquina opera e que isto
sempre o impede de entender o que estéd acontecendo. Por exemplo, ele alega nao
compreender como é possivel uma reta “mudar de inclinagao” quando as escalas dos

eixos mudam durante o processo de magnificagao local:

Eu nfo entendi muito bem isso néo, como funciona este angulo. Por que con-
forme os valores que vocé aproxima, esse dngulo muda. A minha divida é por
que que muda. [...] Vamos supor, a reta estd assim, com inclinagao sei 14, 45°.
De repente, vocé pode aproximar mais e ela fica com 90°.

A grande dificuldade de Marcelo em lidar com o computador foi a razdo de sua

escolha para integrar a amostra.
Tiago

Tiago da grande destaque e fala com excitacao da derivada como resultado da com-

paracao de duas grandezas que se anulam. Ele comenta, por exemplo:

Bom, derivada pra mim seria [...] vocé pegar duas coisas que isoladamente nao
tem sentido estudar, ¢ 0, e achar um k, uma relacao entre essas duas coisas. |.. .|
A relacao entre duas coisas que isoladamente sao nulas, sdo 0. Por exemplo,
a férmula MJF—%IM. No caso vocé quer estudar o h tendendo a 0, entao
seria f(zo) — f(zo), ou seja, 0, sobre h que seria 0 no caso também. L isso
tem uma relacdo, ou seja, duas coisas [.. .| meio incompreensivel, sei 14 [...] i)
estranho. Duas coisas que isoladamente s&@o 0 ter uma razfo, uma constancia

de crescimento, de variagao.
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Fle acrescenta que funcoes ndo diferencidveis sao aquelas que possuem uma
variacao tao brusca que suas variagbes ndo podem ser comparadas entre si.

Ao ser indagado sobre os resultados imprecisos do computador, Tiago se limita
a dizer que estes ndo tém importancia e devem ser ignorados. Ele evita sistemati-
camente trabalhar com resultados provenientes do computador e utiliza sempre as
férmulas de derivacido ou a prépria definigao de derivada. Ao ser indagado sobre a

razdo de sua preferéncia, ele responde:

Eu nao gostaria de trabalhar com aproximagoes, entendeu? Por que tende a
um resultado aproximado.

Dois aspectos determinaram a escolha de Tiago: ele priorizou sistematicamente
representacoes de natureza algébrica e expressou enfaticamente seu desconforto em

lidar com resultados aproximados; e foi o inico dos entrevistados a conceituar derivada

como o resultado da comparacéo entre grandezas que isoladamente se anulam.

ASPECTOS DA IMAGEM DE CON- | CRENGAS SOBRE AS LIMITAGOES
CEITO DE DERIVADA DO COMPUTADOR

Antonio | derivada como poder de conheci- | incapacidade do computador em li-
mento profundo sobre fungdes e fon- | dar com o infinito
te de informagoes inacessiveis por
outlros metos

Carlos derivada como instrumento para ob- | limitagdo sensorial do usudrio
ter informagées exatas e tragar grd-
ficos de forma mais precisa e menos
trabalhosa

Francisco | derivada como inclinacio de retas | erro de aprozimacao do computador
tangentes e inexisténcia de deriva-
da como néo unicidade de retas tan-
gentes

Julio derivada como funcdo que a cada | erro de aproximagdo do computador
ponto associa o inclinacdo da reta
tangente
aplicagdes de derivadas 4 fisica

Marcelo derivada como resultado de wm pro- | sua prépria ignordncia sobre o fun-
cesso de aprozrimacao ctonamento do computador

Tiago derwada como resultado da com- | os resultados do computador sao ir-
paracdo de grandezas que se anulam | relevantes

Figura 4.7: Quadro resumo das imagens de conceito dos participantes na ocasiao da
entrevista GO.
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4.4 Planejamento e realizagao das entrevistas

Para formar um quadro significativo das imagens de conceito e dos processos de

influéncia das limitacoes e conflitos nestas, planejamos comparar dados de duas fontes:

a observacdo dos estudantes em situagoes de conflito e suas respostas a perguntas

diretas sobre suas concepcdes e impressoes. Assim, planejamos entrevistas de duas

naturezas distintas:

1. Entrevistas estruturadas, baseadas na realizagdo de tarefas (as quais nos referire-

mos como entrevistas baseadas em tarefas e denotaremos pelo cddigo T): com
o objetivo de identificar as estratégias e reagdes dos participantes frente a
situacoes de conflito, além de suas possiveis preferéncias por determinados tipos
de descricoes ao se certificarem da veracidade de um resultado. As tarefas con-
sistiam em identificar uma propriedade matemadtica (na maioria dos casos, dife-
renciabilidade). Com o objetivo de estimular a ocorréncia de conflitos, em cada
tarefa eram enfatizadas descrigdes de naturezas distintas, uma das quais com-
putacional. Como afirma Goldin, uma vantagem de entrevistas baseadas em
tarefas é que estas fornecem um ambiente mateméatico estruturado que pode,
até certo ponto, ser controlado, e que permite um enfoque direto em proces-
so0s de desenvolvimento de tarefas de forma global, e ndo apenas em simples
padrdes de correcdo ou incorrecao de respostas (GOLDIN, 2000, p.520). Esta

perspectiva corresponde & natureza das questoes de investigacao propostas.

Entrevistas semi-estruturadas, baseadas em perguntas e respostas (s quais nos
referiremos como entrevistas genéricas e denotaremos pelo cédigo G): com o
objetivo de mapear as imagens de conceito dos participantes a partir dos pontos
levantados em suas respostas. Procuramos planejar as entrevistas genéricas
de forma que as perguntas propostas motivassem os participantes a discutir
0s mesmos pontos, a saber, caracteristicas e propriedades de derivadas quando
pensadas a partir de diferentes descrigdes e o papel do computador no estudo de
derivadas. Para evitar que os participantes simplesmente repetissem respostas jé
dadas anteriormente, formulamos perguntas diferentes em entrevistas genéricas

diferentes, mas que envolvessem a discussao dos pontos acima.
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As sessOes duraram entre 30 e 60 minutos, sendo as baseadas em tarefas em geral
mais longas. O processo teve inicio no 1iltimo més de aulas do curso e se estendeu por
cerca de quatro meses (isto é, entre junho e setembro de 2001). As sessGes transcor-
reram em uma sala com um microcomputador a disposicdo, e em todas as ocasides,
os participantes eram livres para usd-lo quando desejassem. Todas as entrevistas
foram audio-gravadas e transcritas em totalidade. Durante a realizacdo das entrevis-
tas, tomamos notas auxiliares, com o objetivo de registrar as agoes nédo verbais dos
participantes, que fossem relevantes para a compreensao de seu comportamento ou
suas estratégias durante as sessdes. Quando for o caso, indicaremos tais agoes entre
colchetes nos trechos dos transcritos citados, como por exemplo: [ aponta a tela do
computador | ou [ verifica suas contas no papel |. Indicaremos também pausas ou
hesitagdes dos entrevistados por meio da marca |[...].

Como nosso objetivo € estudar o papel de limitagdes e conflitos dentro do contexto
pedagdgico especifico, procuramos, tanto quanto possivel, recriar durante as sessoes o
ambiente de sala de aula. Visando colocar cada encontro como uma extensao do curso
formal, adotamos as mesmas postura e abordagem que seguiamos em aula. Cada
sessao foi introduzida como uma situagdo de estudo e aprendizagem de conteudo.
Fm todas as entrevistas, os conteidos tratados eram familiares aos participantes. No
caso das entrevistas baseadas em tarefas, as tarefas propostas eram semelhantes as
que haviam sido dadas em sala de aula. Assim, nossa relagao com os entrevistados era
claramente de professor e alunos. Em particular, acreditamos que esta perspectiva
acrescentou ao ambiente das sessoes um ingrediente de naturalidade: os participantes,
de forma geral, mostraram-se a vontade durante os encontros. Durante as entrevistas

baseadas em tarefas, fizemos intervencées de trés naturezas distintas:

e Em acordancia com o método inaugurado por Newell & Simon, encorajamos

os participantes a expressar oralmente seus pensamentos, explicitando suas de-

cisGes e estratégias ao resolver as tarefas (NEWELL & SIMON, 1972).

e Sempre que as explicagbes de um participante nao eram, do nosso ponto de
vista, claras o suficiente, pedimos maiores detalhes por meio de intervengdes do

tipo ‘o que vocé quer dizer com isso?’.
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e Num primeiro momento, permitimos que os estudantes se engajassem no que
Goldin descreve como resolugdo livre de problemas (GOLDIN, 2000, p.520), para
que pudéssemos observar seu comportamento espontineo e as razoes para suas
escolhas espontdneas. Entretanto, nos casos em que limitagoes de uma dada
descricao nao eram percebidas em absoluto pelo entrevistado, intervimos com
frases do tipo ‘vocé ndo acha que hé alguma contradigio aqui?’. Tal postura
foi adotada visto que o objetivo deste estudo é compreender o papel pedagdgico
de limitacoes e conflitos, dentro de uma abordagem em que os mesmos sao

enfatizados e explorados.

Objetivando a andlise comparativa dos tipos de dados, posicionamos as entrevis-
tas genéricas no principio, meio e fim do processo. Assim, os dados da entrevista
GO servirdo, além da selecdo da amostra, para a andlise dos resultados de cada par-
ticipante, como uma das entrevistas genéricas. Apéds a primeira entrevista genérica
(G0), realizamos um bloco de entrevistas baseadas em tarefas (ao qual nos referire-
mos como TI), seguido de uma segunda entrevista genérica, de um segundo bloco
de entrevistas baseadas em tarefas (que chamaremos de TII), e, finalmente, de uma
dltima entrevista genérica. Passaremos a relatar os roteiros de cada entrevista. A

figura 4.12 mostra um quadro resumo das entrevistas genéricas e baseadas em tarefas.

4.4.1 Bloco TI de entrevistas baseadas em tarefas

Neste bloco de entrevistas, as tarefas propostas consistiam em decidir se uma fungéo
dada era ou ndo diferencidvel, a partir de uma descrigdo computacional (a imagem
do gréfico na tela). Nas duas primeiras entrevistas (T1 e T2), a funcgo dada era dife-
rencidvel, mas a descrigao computacional sugeria que néo fosse; enquanto na terceira

(T3), ao contrério, a funcio ndo era diferencidvel e a descri¢io sugeria que fosse.

Entrevista T1

Foram mostradas aos participantes duas descrigdes para a fungdo h(z) = Va2 + 1,
a expressdo algébrica e o grafico, tragado pelo Maple na janela grafica [—100, 100] x
[0,100] (figura 4.8). Devido a escolha da janela grafica, a imagem da fungéo na

tela tinha o aspecto da fun¢do médulo (na verdade, de duas assintotas inclinadas). K
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importante frisar que, no inicio da entrevista, nos certificamos de que os participantes
estavam cientes de ambos: o grifico na tela e a expressio algébrica. Foi entao pedido

aos participantes que decidissem se A era ou nfo diferencidvel.
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Figura 4.8: O grafico de f(z) = v/z2? + 1 na janela gréfica [—100, 100] x [0, 100].

Entrevista T2

Foi pedido aos estudantes que efetuassem a magnificacio local da curva y = 2% em
torno do ponto g = 0, narrando e justificando o processo. A partir de um certo ponto,
0 Maple exibiria a imagem de uma poligonal (como mostrado na figura 3.14), em lugar
de uma imagem cada vez mais parecida com uma reta, como esperado. Note-se que, da
mesma forma que na entrevista T'1, a descricdo computacional sugeria que uma funcao
diferenciavel ndo o fosse. No entanto, aqui tal sugestdo ocorreria durante o processo
de magnificagéo local, enquanto que no caso da entrevista anterior, em janelas graficas
ampliadas. Isto é, na entrevista T2 a funcdo pareceria ser néo diferenciavel quando

vista ‘de perto’ e na entrevista T1 quando vista ‘de longe’.

Entrevista T3

Foi pedido aos estudantes que efetuassem a magnificacio local da fun¢éo blancmange
em torno do ponto zy = %, narrando e justificando o processo. A partir de um certo
ponto, o Maple exibiria a imagem de uma reta (como na figura 3.15), em lugar de

uma imagem progressivamente mais enrugada, como esperado.
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4.4.2 Entrevista G1

Foram feitas aos participantes as seguintes perguntas:

1. Qual a diferenca entre fungoes derivaveis e ndo derivaveis?

2. Como vocé reconhece uma funcgéo ndo derivavel a partir do grafico?

3. Como vocé reconhece uma fungéo néo derivdvel tragada no computador?
4. Como vocé reconhece uma fungdo néo derivéavel a partir da férmula?

4.4.3 Bloco TII de entrevistas baseadas em tarefas

Neste bloco de entrevistas, além do conceito de derivada, abordamos limites e con-
tinuidade, por serem conceitos em que a nogdo de limite também aparece forte-
mente, especialmente em situagdes envolvendo descrigdes computacionais de natureza

numérica.

Entrevista T4

Foram dadas aos participantes as funcoes:

A entrevista foi conduzida em cinco etapas:

1. Foi pedido aos estudantes que esbogassem os graficos no papel, indicando os

limites nos pontos de descontinuidade e no infinito.

2. Foi pedido que eles tragassem os gréaficos no computador (obtendo imagens
semelhantes aquelas mostradas na figura 4.9, na parte de cima) e comparassem

com os préprios esbocos.

3. Para a janela grafica mostrando gy, foi pedido que eles aumentassem gradati-
vamente o intervalo horizontal, mantendo o vertical fixo, e explicassem o ob-
servado. O gréfico adquiriria o aspecto de uma reta horizontal (a saber, sua

assintota horizontal).
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4. Toi pedido que eles aumentassem gradativamente a janela grafica mostrando
ga, explicando o observado. O grifico adquiriria o aspecto de uma reta (sua

assintota inclinada).

5. Foi pedido que eles aumentassem gradativamente a janela gréfica mostrando gs,

explicando o observado. O gréfico adquiriria o aspecto de uma parébola.

Figura 4.9: Gréaficos das fungoes g1, g2 € g3: g1, para (z,y) € [—4,6] x [4,6] (&
esquerda, acima) e (z,y) € [—1000,1000] x [—4,6] (& esquerda, abaixo); g, para
(z,y) € [—6,8] x [-6,8] (no meio, acima) e (z,y) € [—1000,1000] x [—1000, 1000]
(no meio, abaixo); g2, para (z,y) € [—6,8] x [—6,16] (& direita, acima) e (z,y) €
[—100, 100] x [—10.000,10.000] (& direita, abaixo).

Entrevista TH

Foram dadas aos participantes as fungoes:

1 1 z?2—1
filz) = fa(z) = w1 fa(z) =

-1

A entrevista foi conduzida em quatro etapas:

1. Foi pedido aos estudantes que esbogassem os graficos no papel, indicando os

pontos de descontinuidade, os limites nestes pontos e no infinito.

2. Foi pedido que eles tragassem os graficos no computador e comparassem com 0s
préprios esbocos. O grafico de f; exibiria uma falsa assintota (como mostrado
na figura 3.10). O grifico de f3 nfo apresentaria qualquer sinal do ponto de

descontinuidade.
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3. Foi pedido que eles acrescentassem nos graficos tragados no computador o co-
mando do Maple ‘discont=true’, que analisa simbolicamente a expressao algé-
brica. A falsa assintota de f; desapareceria, mas os graficos de fy € f3 perma-

neceriam da mesma forma (como mostra a figura 4.10).

4. Finalmente foi perguntado se as fungbes eram continuas e o que representava

melhor o gréafico, a esboco em ldpis e papel ou o gréfico tragado na tela.

Figura 4.10: Os graficos das fungoes fi, fo e f3, com o recurso de andalise simbdlica
algébrica do Maple.

Entrevista T6

Foram mostradas aos participantes descrigdes algébricas e computacionais (os gréficos

tragados pelo Maple) para as funges:

0 sex =10 0 sex =0

1 2 1
{msen(;)sex#o _{a: sen (1) sez # 0
Uy = U9 =
Com base nestas duas descrigoes foi pedido a eles que decidissem se as funcoes
eram ou nao diferencidveis. De maneira semelhante as entrevistas do bloco T1T, aqui a
descrigdo computacional sugeria que nenhuma das duas fungoes fossem (veja a figura

4.11) diferencidveis na origem, mas u; néo é e uy é. A diferenciabilidade neste caso

s6 pode ser verificada através da definigéo.

Figura 4.11: Os graficos das fungdes 1y € usg.
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Foram feitas aos participantes as seguintes perguntas:

1. O que vocé entende por derivada?

2. O que vocé entende por limite?

3. O que vocé entende por continuidade?

4. Como vocé reconhece uma fungéo néo derivivel?

5. Fale livremente da experiéncia das entrevistas, do curso e da experiéncia com o

computador.

l Entrevista GO

| Tema: limites, continuidade e diferenciabilidade |

Bloco T1

Entrevista T'1

Tema: diferenciabilidade
A funcido ¢ diferencidvel mas, quando vista de
longe no computador, parece nao ser.

Entrevista T2

Tema: diferenciabilidade
A funcéo ¢ diferencigvel mas, quando magnificada
no computador, parece nao ser.

Entrevista T'3

Tema.: diferenciabilidade
A funcdo nao € diferencidvel mas, quando magnifi-
cada no computador, parece ser.

| Entrevista G1

| Tema: diferenciabilidade J

Bloco TI1I

Entrevista T4

Tema: limites no infinito
Funcgoes mudando de aspecto quando vistas de
longe no computador.

Entrevista T'O

Tema: limites e continuidade
Diferentes tipos de descontinuidades visualizados
no computador.

Entrevista T'6

Tema: diferenciabilidade
Uma das funcoes € diferencidvel e outra nao € mas,
no computador, ambas parecem nao ser.

Entrevista G2

Tema: lmites, continuidade e diferenciabilidade
mmpressoes sobre a experiéncia

Figura 4.12: Quadro resumo das entrevistas.
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4.5 Analise de dados

Para responder as questoes propostas, buscamos extrair dos dados empiricos dois
tipos de informagoes: padroes de ocorréncia de conflitos e de reagdes ao lidar com os
mesmos; e a influéncia das limitagoes e conflitos na evolugdo das imagens de conceito.

Para tal, a andlise de dados transcorreu em quatro etapas, descritas a seguir.

Etapa 1: analise das entrevistas genéricas

Com base nos transcritos das entrevistas genéricas, buscamos identificar as
imagens de conceito de cada participante, destacando aspectos mencionados
e freqiiéncia com que estes eram mencionados. Desta forma, produzimos um
mapa de evolucdo de discurso para cada um deles, através da comparagdo dos

dados das trés entrevistas genéricas.

Etapa 2: anadlise das entrevistas baseadas em tarefas

Apés transcrever todas as entrevistas baseadas em tarefas, ouvimos novamente
as gravagoes, identificando as situagdes de conflito (isto é, de acordo com nossa
defini¢do, momentos em que o sujeito se dé conta de limitagoes de uma descri-

¢éo). Para cada situacdo de conflito, buscamos identificar cinco aspectos:

1. que fatores deram origem o conflito (isto é, se o conflito foi esponténeo ou

induzido pelas intervengdes do entrevistador);

2. de que forma o participante reagiu ao conflito, em particular se experimen-

tou confusao, duvida ou incerteza e com que intensidade isto ocorreu;

3. se o participante mudou de estratégia, linha de argumentagao ou de opiniao

sobre o resultado da tarefa antes e depois do conflito, em particular:
(a) em que descricdes o participante baseava suas conclusdes antes e depois
do conflito;

(b) se e que novas idéias foram motivadas pelo conflito.

Chamaremos um episédio de conflito cada situagdo de conflito, munida dos
aspectos acima. Procuramos ainda identificar os fatores relacionados & ndo

ocorréncia de conflitos, quando houver sido o caso. Para cada participante,
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produzimos um mapa de evolugdo de episédios de conflito ao longo do processo
de entrevistas, de forma a obter uma viséo global de seus padroes de ocorréncia

de conflitos.

Etapa 3: comparagao de resultados de entrevistas genéricas e baseadas em

tarefas de cada participante

Produzimos um relatério final para cada estudante, visando a comparagao dos
resultados dos dois tipos de entrevistas, identificando similaridades e diferengas
entre as escolhas e estratégias adotadas por cada um durante a resolugao das
tarefas e os aspectos por eles explicitados verbalmente. Com isto, procuramos
gerar uma, visdo mais abrangente da insercéo das situacoes de conflito nas ima-

gens de conceito.

Etapa 4: comparacao de resultados entre os participantes

Finalmente, comparamos os relatérios finais de todos os participantes, fornecen-
do um panorama mais global das reagbes frente a situactes de conflito e sua
influéncia nas imagens de conceito. Nosso objetivo é contribuir para o planeja-
mento de pedagogias baseadas na exploragao de limitagbes de descrigoes com-
putacionais e nao-computacionais com informagoes sobre os efeitos que podem

ser esperados de situacoes de conflito.

Os diagramas das figuras 4.13 e 4.14 representam nosso esquema de anélise de da-
dos. Apresentamos, no capitulo 5, a anélise de dados para cada um dos participantes

(etapas 1, 2 e 3) e, em 6, a andlise comparativa de dados {etapa 6).
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FEtapa 1

Entrevistas G

MAPA DE EVOLUGAO DE
Discurso

FEtapa 2

Entrevistas T

Erisén10s DE CONFLITO

/ ORIGEM

REAGOES
EFEITOS

CONFLITO

MAPA DE EVOLUGAO DE
EPISODIOS DE CONFLITO

stmilaridades e diferencas

FEtapa 3

INSERGAO DE CONFLITOS
NA IMAGEM DE CONCEITO

Figura 4.13: Esquema de anélise de dados para cada participante.

INSERGAO DE CONFLITOS NA

IMAGEM DE CONCEITO DE ANTONIO

INSERGAO DE CONFLITOS NA
IMAGEM DE CONCEITO DE CARLOS

INSERGAO DE CONFLITOS NA

IMAGEM DE CONCEITO DE FRANGISCO

FEtapa 4

PANORAMA DE INFLUENCIA DE

INSERGAO DE CONFLITOS NA
IMAGEM DE CONCEITO DE JULIO

INSERGAO DE CONFLITOS NA
IMAGEM DE CONCEITO DE MARCELO

INSERGAO DE CONFLITOS NA
IMAGEM DE CONCEITO DE TIAGO

similaridades
e diferencas

CONFLITOS EM IMAGENS DE CONCEITO

Figura 4.14: Esquema de andlise comparativa de dados.



Capitulo 5

Relato das entrevistas e analise de
resultados individuais

Neste capitulo, apresentamos as andlises dos resultados individuais das entrevistas.
Reservamos uma se¢ao para cada um dos seis participantes. Cada uma. destas segoes
estd organizada em trés sub-segOes: andlise das entrevistas genéricas, andlise das
entrevistas baseadas em tarefas e comparacgio de resultados. Nas sub-secoes de andlise
de entrevistas, fornecemos um relato resumido de como transcorreu cada uma das
entrevistas, destacando os pontos relevantes, e analisamos os resultados.

Por meio da anélise das entrevistas genéricas, procuramos identificar, a partir
das falas dos participantes, aspectos de suas imagens de conceito de derivada que
permanecam estéveis e aspectos que mudem ao longo do processo de entrevistas.

Identificamos efeitos nas imagens de conceito de trés tipos:

e Reformulacdo: um aspecto da imagem de conceito é reelaborado, de forma que

algumas de suas caracteristicas sao preservadas e outras mudam.

e Reconstruggo: um aspecto da imagem de conceito é substituido por um novo,

que é incompativel com o primeiro.

o InclusGo: passa a fazer parte do discurso um aspecto até entdo ausente e sem
relacao direta aparente com aspectos presentes antes. E claro que o fato de um
aspecto estar ausente do discurso nao significa que este nao faca parte da ima-
gem de conceito. Assim, quando um participante passa a mencionar uma idéia
até entdo ausente, podemos apenas supor, mas nao garantir, que esta haja sido

incluida em sua imagem de conceito a partir daquele momento. Tal suposi¢cao
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pode ser fortalecida pela freqiiéncia com que a idéia é citada.

e Frclusdo: deixa de fazer parte do discurso um aspecto até entdo presente, sem
que se identifique relacdo direta (por exemplo, por meio reformulagao ou recons-
trugdo) com novos aspectos. Da mesma forma que no caso do efeito de inclusao,
a exclusdo de um aspecto do discurso do individuo néo é garantia da exclusao

da imagem de conceito, o que requer estudos mais cuidadosos.

Com base na anélise das entrevistas genéricas, produzimos o mapa de evolugao de
discurso sobre derivada para cada participante (mostrados nas figuras 5.2, 5.4, 5.6,
5.8, 5.10, 5.12). Efeitos de reformulacdo e reconstruco sdo representados nos mapas
de evolucdo de discurso, respectivamente, pelos simbolos — e ~>.

O recorte das imagens de conceito representadas nesses mapas de evolucao pode
conter, além de aspectos referentes diretamente ao conceito de derivada, também
aspectos de conceitos afins (infinito, continuidade, limites). Uma imagem de conceito
nao é de forma geral uma estrutura isolada (embora o seja em alguns casos). Assim,
considerar aspectos de conceitos afins e suas relagbes com o conceito de derivada
para um individuo pode ajudar a elucidar a prépria imagem de conceito de derivada.
Por isso incluimos esses conceitos nos assuntos das entrevistas e, é claro, em sua
andlise. Além disso, este recorte inclui aspectos referentes as limitagtes das descri-
¢bes computacionais para os conceitos tratados.

De forma mais geral, é importante notar que o mapa de evolucdo aqui definido
mostra apenas um recorte possivel de uma por¢do da imagem de conceito acessivel
por meio da expressdo oral do individuo. N&o nos aventuramos em tentar formular
um método para produzir um retrato fiel de imagens de conceito — nem acredita-
mos que isto seja possivel. Assim, as conclustes desenhadas com base neste mapa
estarao tacitamente sujeitas a expressao oral dos participantes: quanto mais aspectos
forem verbalizados, maior serd a riqueza de informagOes acessivel. Por esta razao,
procuramos encorajar os participantes a falar livremente.

Na andlise de cada entrevista baseada em tarefas, identificamos as situagoes de
conflito experimentadas pelos participantes (ou a auséncia de situacbes de confli-
to, se for o caso) e caracterizamos os episddios de conflito, como estabelecido na

seco 4.5. A partir dai, produzimos o mapa de evolugdo de episédios de conflito
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para cada participante (mostrados nas figuras 5.2, 5.4, 5.6, 5.8, 5.10, 5.12). Nesses
mapas, indicamos as caracteristicas dos episédios de conflito ocorridos ao longo das
seis entrevistas baseadas em tarefas. Sendo assim, abaixo do enunciado de cada
situagao de conflito, sdo mostradas trés colunas, relacionando as caracteristicas dos

episddios de conflito, a saber:

1. Origem da situacdo de conflito, isto é, se o conflito foi espontaneo ou induzido

por intervencgoes.

2. Reacdes imediatas ¢ situacdo de conflito. Procuramos registrar de que forma o
participante reagiu imediatamente apdés a ocorréncia de uma situacao de con-
flito. A partir da anélise das entrevistas, identificamos os seguintes tipos de

reacoes:

e compreensgo: o participante formula uma explicagéio. pessoal para o con-
flito, diretamente a partir da prépria vivéncia do conflito, sem precisar
para tal engajar-se em investigacbes mais aprofundadas. Ao classificar a
reacao de um estudante nesta categoria, nao nos preocupamos com o grau

de corregao matematica da explicacao formulada.

e confusdo: o participante manifesta ignorancia das razdes do conflito e hesi-

ta antes de decidir que estratégia tomar para tentar entender a situagao.
e surpresa: o participante reage explicitamente a um aspecto do conflito que
seja inesperado ou contrério a suas suposigoes prévias.
e divida: o conflito leva o participante a questionar suposigdes prévias.

e indiferenca: o participante ndo expressa interesse em buscar por possiveis

explicagOes para o conflito.

E claro que as categorias acima, de forma geral, ndo sdo excludentes. Isto é, um
participante pode reagir por exemplo, com compreensao e surpresa, ou divida

e indiferenca.

3. Efeitos da situacao de conflito. Procuramos registrar efeitos tais como mudancas
de opiniGes, estratégias e linhas de argumentacao, ou formulacao de novas idéias,

ou ainda, formulagio e investigagdo de conjecturas.
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Indicamos também nos mapas de evolugdo de episédios de conflito, as entrevistas
em que nao foram observadas situac¢oes de conflito, e procuramos identificar nestes
casos os fatores associados & néo ocorréncia de conflitos.

Na tultima sub-secdo da secao de cada participante, produzimos um relatorio final
de resultados individuais, com base na comparacdo dos resultados das entrevistas
genéricas e das entrevistas baseadas em tarefas. Nestes relatérios, procuramos iden-

tificar os efeitos das situagoes de conflito nas imagens de conceito dos participantes.
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5.1 Antonio

Os limites, eles te ddo o quanto a fungao pode mudar
a qualquer hora, o quanto ela destoa do que ela deveria
ser, o quanto ela arrebenta, explode, o quanto ela nao

existe.
Antoénio, entrevista G2

5.1.1 Analise das entrevistas genéricas

Entrevista G1

Ao ser indagado sobre a diferenca entre fungoes diferencidveis e ndo diferenciaveis,
Anténio reafirma as colocagdes feitas na entrevista GO, sobre a derivada como um

instrumento para o conhecimento mais profundo das curvas. Ele comenta ainda:

Fungdes nao diferencidveis [...] sdo fungbes que em determinados pontos vocé
nao pode estudar ela melhor porque naquele ponto ela nao te dé condigdes de
vocé poder tragar uma reta que seja tangente, justamente. [...] Naquele ponto
nao tem wma curva.

Perguntamos entdo o que Antonio considerava como ‘curva’. Ele responde:

Por um ponto podem passar infinitas retas. Sé que numa curva sé pode passar
uma tUnica reta que seja tangente num ponto, concorda? Uma fungdo tem
infinitos pontos. [...] S6 que uma fun¢io que tem derivada, que tem uma
curva [...] pode ter esses infinitos pontos representados por infinitas tangentes.
As retas tangentes dizem de uma, certa forma como é a fungéo perto do ponto.
Se nao for uma curva, nfo vai ter reta tangente. Os pontos ndo tém nenhuma
particularidade, nenhuma coisa [. . . ] relacionando uns com os outros, entendeu?

Assim, para Antonio, uma ‘curva’ é um gréfico proveniente de uma func¢éo diferen-
ciavel, que admite uma tnica reta tangente em cada ponto, que ‘representa’ o ponto.
Quando pedimos mais esclarecimentos sobre o que ele queria dizer com ‘representar
um ponto’, ele volta a dizer que, por meio do estudo da reta tangente (caso esta
exista), podemos obter mais informagdes sobre a curva na vizinhanga do ponto.

Antonio reafirma também suas opinides anteriores sobre as limitagdes do com-
putador e a incapacidade deste de representar o infinito. Fle diz que tais limitacoes
tornariam impossivel decidir com absoluta certeza se uma fungéo seria ou nao diferen-

cidvel a partir do grafico visualizado na tela. Segundo ele, um grafico no computador
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poderia ser magnificado para que se tivesse uma ‘pista’ sobre a diferenciabilidade ou
nao da fungéo, mas a certeza s poderia vir de métodos algébricos. Anténio reafirma
que a tnica forma absolutamente segura de se concluir sobre a diferenciabilidade de

uma fungao seria por meio das férmulas de derivagao.

Entrevista G2

Como de costume, Antonio fala longa e entusiasmadamente. Ele comeca a explicar
sua concepgao de derivada falando de comparacio de grandezas. Por exemplo, ele

afirmas

Derivada, eu entendo como a razao entre duas grandezas que estao interligadas,
[...] e que estdo indo para um mesmo lugar. O resultado dessa corrida é
a derivada. [...] E isso que a definicdo diz, o limite da variaggo de y sobre a
variagdo de z. Derivada é isso. [...] Agora eu vi que ndo d4 para sair aplicando
as férmulas e pronto. Tem que tomar certos cuidados. As vezes, s6 da para
saber aplicando o limite da definicao.

Mais adiante, ele fala da importancia da derivada e retoma a idéia de derivada

como um instrumento para o conhecimento mais profundo de funcgoes:

Eu acho que o mundo todo, [...] tudo que nds vemos, ouvimos, conhecemos,
eles estao ligados as fungdes. Tudo € descrito por funcoes. Quem descreve as
fungoes sdo os nimeros. E as fungdes, elas precisam de um certo controle. [...]
E quem controla é a derivada. A derivada que controla esses pontos. [...] A
derivada que permite conhecer e entender melhor como acontece com a funcao,
como é comportamento dela em cada ponto, para onde ela vai. [...] Entéo é
mais do que importante, é necesséria.

Ao ser indagado sobre fungdes nao derivdveis, Anténio responde:

As fungdes nao derivdveis, ndo d4 para tragar a tangente num determinado
ponto. Entao nao d4 para conhecer ela melhor naquele ponto. D4 para calcular
o valor dela naquele ponto, mas este valor é totalmente [...] ele ndo obedece
uma relagdo com os pontos préximos dele. [...] Assim, uma variagdo suave,
nao forma uma curva suave.

O estudante conceitua limite da seguinte forma:

Os limites, eles te dao o quanto a fungéo pode mudar a qualquer hora, o quanto
ela [...] o quanto ela destoa do que ela deveria ser, o quanto ela arrebenta,
explode, o quanto ela nao existe.

Antoénio fala positivamente sobre a experiéncia do curso e das entrevistas. Por

exemplo, ele afirma que:



127

Abriu muito esse meu campo de pesquisar por si 86, procurar entender as coisas
e tal. E como eu sou muito curioso, eu acho que esse método de ensino foi 6timo
para mim, por que ele instiga vocé a querer mais, procurar mais, saber mais
sobre o assunto. O computador esté relacionado com o fato da interatividade.
Vocé interar com as curvas e poder ver aonde o brago nao consegue te levar,
entendeu?

Por mais que vocé saiba a matéria, por mais que vocé tenha muitas, infinitas
folhas de papel, vocé nunca vai poder fazer tudo que o computador faz. |[...]
O computador te d4 varias aproximagoes, entao libera melhor a sua intuigao.

O estudante comenta ainda o papel dos erros cometidos pelo computador. Ele
afirma que tais erros sdo resultado do fato do computador ser uma maquina finita,

mas desta vez, acrescenta:

Eu ndo gosto quando o computador erra, mas eu levo para o lado [...] que
vocé pode aprender com o erro dele, entendeu? E como se vocé estivesse se
testando. B como se ele fizesse sempre tudo certo e quando ele faz uma coisa
errada, vocé fala: ‘mas calma ai, mas é isso?’. Entdo ele nao te leva a pensar
que o computador é sempre certo, leva vocé a questionar sempre as coisas, leva
vocé a aprender. Entao isso é bom também, até o erro dele é bom.

Evolucao de imagem de conceito

Duas idéias fortes permanecem na imagem de conceito de Antdénio ao longo de todo
o processo de entrevistas: derivada como instrumento para controle e conhecimento
profundo de funcoes e erros computacionais devido & incapacidade de lidar com o
infinito. A partir da entrevista G1, verificamos a inclusdo de uma nova caracterizagao
para fungoes nao diferencidveis.

Identificamos um efeito de reconstrugéo na imagem de conceito do estudante, dado
pela mudanca do critério empregado por Anténio para decidir sobre a diferenciabili-
dade de uma funcéo. Ele deixa de se basear na aplicacdo do formuldrio de derivagao,
para se basear na definicdo de derivada por meio de limite.

Identificamos ainda um efeito de reformulagao. Antonio considerava o computa-
dor como um instrumento nao confidvel, devido a eventuais erros cometidos por ele,
e passa a considerar tais erros como potencial fonte de aprendizagem. Interpreta-
mos esta mudanca na imagem de conceito do estudante como uma reformulacdo e
ndo como uma reconstrucdo, pois a segunda idéia ndo elimina a primeira. O fato

de Antonio considerar erros computacionais como fonte potencial de aprendizagem
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ndo significa que ele passe a considerar o computador confidvel, no sentido de poder
fornecer critérios decisivos de veracidade matematica. Com efeito, na entrevista G2,
ele afirma que a diferenciabilidade de uma fungdo s6 pode ser seguramente decidida

através da definicao.

| GO | G1 ] G2

A derivada € um instrumento poderoso para conhecimento profundo sobre
funcoes e fonte de informacdes inacesstveis por outros meios.

A dnica forma de

A dnica forma de se ter certeza da diferenciabili- se ter certeza da
dade de uma funcédo é pela aplicacdo das formulas ™| diferenciabilidade de
de derivagdo. uma fungdo € pela

defini¢@o derivada.

Puncdes ndo diferencidveis s@o aquelas para as
quais certos pontos nao obedecem qualquer relacdo
de regularidade em relacGo a pontos vizinhos.

Resultados erréneos fornecidos pelo computador sdo devidos a incopacidade do
mdquina em lidar com o infinito.

Resultados erréneos
fornecidos pelo com-

Resultados erréneos fornecidos pelo computador
fazem dele um instrumento nao confidvel. putador podem auzi-
liar a aprendizagem.

Vv

Figura 5.1: Mapa de evolugdo de discurso sobre derivada de Antonio.

5.1.2 Analise das entrevistas baseadas em tarefas

Bloco T1

Entrevista T1 Antonio afirma imediatamente que a fungdo h(z) = vz?2+1 ¢
derivavel. Ao ser indagado sobre a razdo deste fato, ele aponta para a tela do com-
putador e comenta.:

Por que, vamos dizer, essa curva, que parece uma reta, ela se encontra com a
outra suavemente e nao bruscamente, num ponto, sabe? Aquilo ali ndo é uma
ponta, entao, ali é uma curvinha.

Perguntamos entao como ele tem certeza de néo se tratar de uma ‘ponta’, ja que o

grafico dava essa impressao. Ele responde que tem certeza pois seria possivel derivar a
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equagao (isto ¢, as regras de derivagio poderiam ser aplicadas), logo a fungdo deveria
ser derivavel. Portanto, a ‘ponta’ visualizada teria que ser devida & falta de precisao

do computador. O estudante acrescenta que:

O que parece ser, as vezes nao é,

Em nenhum momento da entrevista, Anténio preocupa-se em mudar a janela
grafica. A conclusio de que a funcio seria diferencidvel a partir da expressao algébrica
foi forte o suficiente para convencé-lo de que a ‘ponta’ mostrada pelo computador era
apenas aparente, sem mesmo precisar visualizar o grafico em outra janela.

Observa-se que o conflito ocorreu espontaneamente, ja que Anténio se deu conta
de que o gréfico mostrado na tela sugeria que a fungdo seria nao diferenciavel sem
qualquer intervencdo de nossa parte nesse sentido. Antonio ndo experimentou qual-
quer confusdo durante o conflito e apresentou imediatamente uma explicagao para o
mesmo. A utilizacio da descrigdo algébrica como critério decisivo sobre a diferencia-
bilidade da func¢do néo foi alterada pela ocorréncia do conflito. Além disso, o conflito
atuou para reforcar crencas anteriores do estudante, em particular, nas limitagGes do

computador.

Entrevista T2 Ao dar inicio ao processo de magnificacao local, Antonio explica os

resultados esperados:

Conforme eu vou diminuindo, fazendo Ay e Az tender a 0, o que eu vou vendo
aqui é o resultado disso. Eu estou vendo aqui a curva sendo diminuida no
ponto, entdo vai parecer com uma reta. Toda curva, quando vocé vai fazendo
ela parecer com uma reta. Vocé nao consegue mais enxergar a curva, por mais
curva que ela seja, se for diminuindo no ponto. [...] Na verdade o que eu estou
vendo é a reta tangente.

Quando o programa comeca a exibir a imagem de uma poligonal, o estudante

declara;

Eu nao esperava a reta ficar distorcida, ndo. [...] Diminuindo mais, se fosse
fechando a janela, ela tinha que ir ficando uma reta. [...] Na minha opinido nao
era para acontecer esse resultado af, ndo, ela comecgar a quebrar. O computador
[...] esta maluco.

Ao ser indagado sobre as razoes do comportamento do computador, ele demonstra

conhecimento do algoritmo computacional:
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Porque o computador, ele [...] ndo tem a nogéo do que ele estd fazendo. Ele
estd diminuindo, ai ele comega a confundir os pontos. Ai, por isso que ele d&
aqueles resultados 14. Comega a dar reta quebrada, depois vai distorcendo a
reta mais ainda. [...] Ele monta o gréfico ligando os pontos, entdo |...] esses
pontos aqui sao resultados de aproximagoes, entao ele liga sem pensar. Liga os
pontos e o que der é o grafico para ele, porque ele ndo sabe o que acontece. E
isso, por isso que ficou aquele grifico todo errado la.

Da mesma forma que na entrevista T1, o conflito ocorreu espontaneamente, nao
provocou confuséo (embora neste caso tenha causado uma ligeira surpresa) nem al-
terou as opinibes ou estratégias de Antonio, e atuou para reforgar sua consciéncia nas

limitacoes do computador.

Entrevista T3 De forma semelhante a entrevista T1, Antonio explica os resultados
esperados no inicio ao processo de magnificagao local. Ele demonstra compreensao

do processo de limite da construgéo da fungdo blancmange:

Vocé foi pegando fungdes modulares, foi rebatendo a fungéo para cima, certo?
[. . .] Depois vocé pegou a mesma curva e dividiu ela por 2, ou multiplicou por
%, e rebateu ela para cima. Depois pegou essa mesma que vocé rebateu para
cima, dividida por 2 e dividiu por 2 de novo. Ou seja, multiplicou [...] aplicou
como se tivesse pegado a primeira e multiplicado por %. Fmtao, se for perceber,
se for continuo isso que vocé for fazer, é como se vocé estivesse pegando um
numero e multiplicando ele por %, pegando o que for multiplicado por %, por
%. FEntao é uma PG de razéo % E o gréfico, a curva, foi o somatério dessas
curvas iniciais, que foi por %, por %. [...] Entdo é o somatério de uma PG. O
somatério de uma PG é umn limite, entdo ele converge para um ponto. [...]| Ela

existe, estd bem definida no ponto.

Quando o computador comega a mostrar uma imagem formada por segmentos de
reta, o estudante afirma néo entender o que estéd acontecendo, pois esperava ver uma
imagem cada vez mais enrugada. Explicamos entdo que, para representar a funcéo
blancmange, o programa nao usava a série completa, mas um truncamento da mesma
(no caso, até a décima parcela). Anténio demonstra haver entendido a explicagéo.
Comentamos ainda que seria possivel efetuar um somatdrio com mais parcelas, ao

que ele acrescenta:

Mas infinito ele ndo consegue fazer.

Depois de uma pausa prolongada, Antonio prossegue, com crescente entusiasmo:
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Nem o computador, nem nada! [...] Por que [...] ndo d4 para vocé somar
nada no infinito! Vocé vai continuar com um infinito faltando. E nada pode
representar o infinito, como um todo, e sim mostrar que ela vai para aquele
lugar, que tende para aquilo, mas nao que é. Infinito é isso. Nao d& para vocé
representar, nem no plano, nem no espaco, nem em lugar nenhum. [...| Nem
em nada! E um mistério, esse infinito. [...] O computador representa aquilo
que o homem conhece e sabe para onde vai. Mas ele também nao sabe o que é.

Mesmo apés o entusiasmo inicial, ele continua a falar longamente sobre funcoes
diferencidveis e néo diferencidveis, sobre a natureza infinita das funcoes, a natureza
tedrica e abstrata dos objetos infinitos, sobre a dificuldade de conceber o infinito e a

impossibilidade de representd-lo por meios fisicos. Por exemplo, ele comenta:

Vérias curvas assim | ndo diferencidveis ] tém pontos que néo tém nenhuma |. ..
nenhuma coisa relacionando eles, nada singular entre eles, com ponto nenhum.
Os pontos nfdo tém nada a ver um com o outro. Entdo o que acontece? Ksse
gréfico € como se fosse isso [...] com pontos tdo préximos, mas que ndo fazem
nem um segmento em relacio ao outro, sabe? [...] Mas ¢ dificil até de pensar
isso, porque se a gente parte do pressuposto que reta ou segmento de reta tém
infinitos pontos, entao entre um ponto e outro hé sempre outro ponto, e eles
formam uma reta, tudo bem. Mas entfo isso aqui [...] esse grafico aqui, cara
[...] ele contradiz a intuigao.

E malis adiante:

O conjunto onde tem a maior variedade de coisas é o conjunto das fungoes. |.. .|
Porque o conjunto das fungoes tem aquilo gue nés conhecemos e aquilo que nés
ndo conhecemos. Tem fungoes conhecidas, que nds conhecemos a derivada, e
fungoes que ndés nao temos a menor idéia, o conjunto de todas as funcdes, desde
ax + b, até a que eu nunca vi na vida.

Neste caso, Antonio se deu conta do conflito espontaneamente, mas nao o com-
preendeu sem nossa intervengdo. De fato, o conflito provocou inicialmente alguma
confusado e depois grande entusiasmo. O conflito ndo alterou a opinido de Antonio
sobre a nao diferenciabilidade da fungdo blancmange, mas, como sugere o préprio en-
tusiasmo do estudante e a extensdo de tempo em que ele se deteve discorrendo sobre
a questao, parece haver trazido a suas imagens de conceito algumas novas idéias sobre
a natureza das fungodes reais (diferencidveis e ndo diferencidveis), a natureza abstrata

do infinito e a impossibilidade de representd-lo.
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Bloco TII

Entrevista T4 Antonio desenha os graficos de g1, g2 € g3 no papel, identificando
corretamente os pontos de descontinuidade e as assintotas horizontais, verticais e
inclinadas. Antes de tragar o grafico de g; no computador, ele prevé que, ao afastar
a janela gréafica, mantendo fixo o intervalo do eixo vertical e aumentando os valores
do eixo horizontal, o grafico adquiriria a aparéncia da assintota horizontal. Ao ser
efetuada a mudanca de janela grafica, a imagem na tela do computador confirma a
previsdo de Antoénio. Da mesma forma, ele prevé que o gréfico ficaria semelhante a
sua assintota inclinada, o que de fato ocorre. Assim, néo identificamos conflitos até
este ponto da entrevista, jd que as descri¢ées envolvidas na experiéncia nao levaram
a contradigdes aparentes com a imagem de conceito prévia de Antonio.

No entanto, o mesmo néo ocorre no caso gs. Antdnio faz algumas suposicoes
sobre a possivel aparéncia do grafico em janelas grandes, mas, segundo suas préprias
palavras, nfo consegue prever com precisdo o aspecto do gréafico de forma global.
Quando ele muda as janelas gréficas e a curva fica parecida com uma pardbola, ele
diz ndo entender a razéo do acontecido. Anténio comega entéo a investigar. Primeiro

ele se preocupa com o sinal da fungao. Comparando com gs, ele observa que:

Na g9, quando z tende a 400, ela tende a +co e quando tende a —oo, tende a
—00. [...] Uma coisa é certa. Dar a pardbola, ela nao poderia dar, porque as
duas coisas nao estdo indo para o mesmo lugar. Nessa aqui, quando z tende a
+o00, y tende a +00. Os dois tendem a +o0o. Mas por que uma parabola?

Ainda estudando o sinal, Anténio observa que a fungéo é negativa para = € |0, 1],
mas parece ser sempre positiva quando vista ‘de longe’. Ele se lembra que o mesmo

havia ocorrido com g; e go, embora ndo houvesse notado até entdo. Kle comenta:

Aqui no 1 tem uma assintota vertical, nas trés [ g1, g2 e gs |. Hsse 1, essa
assintota vertical, vai tender a z = 0, porque vocé néo vai conseguir ver, estd
muito longe, entdo ela vai colar aqui na ordenada. Esse pedago aqui [ aponta
a tela |, que explode 14 em cima, que estd na assiutota z = 1 vai colar também
em 0. Esse pedago aqui que esté explodindo para infinito, vai se juntar aqui, e
da a impressdo da pardbola continua, da falsa parabola continua.

Ele diz ainda nfo entender perfeitamente por que a curva se parece exatamente
uma parabola. Neste momento, sugerimos que ele tragasse no computador graficos de
10

~ o s 4 : 5
outras fungoes racionais. Anténio comega com y = 25, depois y = -, ¥y = &,

m100 . ~ . . .
y = “&— e diversas outras funcdes. Depois de observar muitos exemplos, ele conclui:
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Na minha opinifio é a razdo, a razio das coisas. Mas por que a razao?

Neste momento, demos a Antdnio uma justificativa algébrica para mostrar que,

se ¢ € o quociente dos polindémios f e g, entdao limg 100 5% - q(x)l = 0. Ele declara
haver finalmente entendido a tarefa, e ainda acrescenta:

Sem o computador, seria dificil ver isso ai. O que a gente vé& no computador,
seria realmente a razdo entre os dois polindémios. [...] S6 que o que a gente
realmente vé ndo é o quociente, e sim parecido com o quociente.

No caso aqui relatado, o conflito foi espontaneo e gerou grande confusdo. Antes
do conflito, Antonio baseava-se mais nas expressoes algébricas para explicar o com-
portamento das fungbes. Mas depois do conflito, suas explicagGes basearam-se na
combinagdo da expressdo algébrica e visualizacdo dos graficos na tela, em diferentes
janelas. Ainda assim, o conflito levou Antdnio a buscar uma explicacao algébrica para
o observado na tela: o grdfico fica parecido com o quociente dos polinémios. Este era
um fato novo, até entdo ignorado pelo estudante. Embora ele nfo tenha concluido
esta explicagdo espontaneamente, notamos que Anténio nao se satisfez e ndo cessou

a investigacdo enquanto nao encontrou uma explicagdo algébrica satisfatoéria.

Entrevista T5 Antonio desenha os graficos de fi, f2 e f3 no papel, identificando
corretamente os limites nos pontos de descontinuidade e no infinito. Em seguida, ele
traca os graficos de f; e fo no computador e observa imediatamente que a reta vertical
é mostrada para o primeiro deles, mas néo para o segundo:

Nao sei por que ele ndo colocou a assintota. Acho que ele ter deveria colocado,

pelo mesmo motivo que ele colocou na primeira.

Pedimos entao que o estudante acrescente ao grafico tragado o comando do Maple
‘discont=true’. Antonio observa que agora a reta vertical ndo é mostrada para nenhum
dos dois gréficos e afirma ndo entender a razdo deste fato. Explicamos a diferencga
entre os dois algoritmos utilizados pela maquina: antes, o computador tracava o
grafico somente por meio da interpolagiao de pontos; agora, ele procede uma andlise
simbdlica da expressido algébrica antes de ligar os pontos. O estudante comeca a
investigar, procurando por diferengas entre as duas fungoes. Ele observa que f; possui
sinais opostos dos dois lados da descontinuidade, enquanto f, tem o mesmo sinal.

Depois de pensar por alguns instantes, o estudante afirma:
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Ele liga os pontos cegamente. [...] Ele ligando os pontos cegamente, entao
ele deveria ligar os pontos também no gréfico de baixo | f2 |, se fosse por esse
motivo.

Chamamos atencao para a diferenca de sinal entre as duas fungoes, observada pelo

préprio estudante. Kle comenta:

Ah, é bem possivel por que 14 em cima, os dois fiquem muito préximos quando y
[ ..] é muito grande. Entdo ele liga. Vai ficar como se fosse [. .. ]| uma reta 14 em
cima. Como se a curva se encontrasse em reta vertical 14 em cima. Quando ele
faz a andlise da descontinuidade da funcéao, ele ndo vai ligar os pontos achando
que é parte do gréfico, o que ele faz certo!

Antonio critica duramente o programa, devido a este erro:

O programa, ele j4 tinha que vir j com [...] com esse ‘discont=true’ para poder
[...] poder ele te dar o certo. O computador nao podia ligar os pontos assim
aleatoriamente, ou cegamente. E errado, cara. Te d4 uma impresséo errada das
coisas. Eu pensava que era uma reta que ele colocasse simbdlica, representando
a descontinuidade. Agora nao, para ele é parte do gréfico! Isso é errado!

Pedimos que Antdnio desse prosseguimento & tarefa, tragando o grafico de f3 no
computador e observando a diferenca com o que ele havia desenhado no papel. Ele
observa imediatamente que a descontinuidade em z = 1 n&o esta representada na tela
e novamente critica a limitacdo da méquina, afirmando que o programa omitia um
detalhe que fazia grande diferenca. Ele entdo acrescenta espontaneamente o comando

‘discont=true’ ¢ exclama:

Nio mudou nada! Tinha que mudar, de alguma forma. [...] O computador,
ele nao usa mais os pontos cegamente, quando vocé nao pede 'discont=true'?

Ele prossegue, depois de pensar por alguns segundos:

Teria que pular um ponto. Agora, como ele pularia um ponto? Teria que
ter tipo um chamativo, uma setinha puxando ali. Ou pelo menos, sabe o
que poderia ter? N&do dé para ele pular um ponto, mas poderia ter uma reta
imagindria, uma reta vertical passando em 1, e onde toca no grafico, ele poderia
puxar uma seta e dizer que ali é descontinuo. Ele tem que colocar alguma
coisa, ele nao pode colocar a reta continua! [...] Ele estd dizendo que o gréfico

2.1 & . . . .. -
93;~11' B isso que estd escrito ali, e isso ndo é verdade!

y=xz+1éigual ay=

Ao ser indagado se as fungdes eram continuas e se elas eram melhor representadas

no papel ou na tela, Antonio responde que é claro que as trés eram descontinuas
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e que o desenho no papel representava-as muito melhor que o computador, onde as
descontinuidades nao eram devidamente assinaladas. Ao final da entrevista, ele critica

outra vez o programa;

Eu acho que o programa Maple tem que ser atualizado. Ele foge de muitas
coisas. Tipo, nao necessitaria vocé colocar um outro comando para te dar um
estudo melhor. Por que vocé precisar de comando para te dar melhor o gréfico?
Se uma, pessoa que quer aprender, vai aprender o melhor possivel. Ela nao vai
aprender do errado para o certo, ela aprende logo o certo!

Podemos identificar nesta entrevista a ocorréncia de duas situagoes de conflito.
Na primeira, Anténio observa que o computador representa a reta vertical para f,
mas nao para fo. Na segunda, ele observa a auséncia do ponto de descontinuidade no
grafico tragado para fz pelo computador. Os episddios de conflito sédo semelhantes.
Em ambos, o conflito ocorreu espontaneamente, causou confuséo (poderfamos até
mesmo dizer, revolta contra o computador) e néo alterou as estratégias ou opinides
de Antonio sobre a tarefa, pois, tanto antes quanto depois dos conflitos, ele baseia
suas conclusoes na expressao algébrica e no grafico tragado no papel. Além disso, as

situacoes de conflito fortaleceram a consciéncia de Antonio das limitagoes da méaquina.

Entrevista T6 No primeiro momento, Antonio afirma que ambas as fun¢ées deve-
riam ser diferencidveis, pois as formulas que ele conhecia poderiam ser aplicadas as
expressoes algébricas. Ele entdo comega a magnificar os graficos em torno da origem,
e as curvas parecem cada vez mais borradas e confusas. Antdnio argumenta que isso
deveria ser devido a erros de interpolacdo, mas que as fungdes deveriam ter derivada.

Ele comenta:

Se fosse sen (%), sem mais nada, elas ndo seriam. Elas nao seriam diferencidveis
em 0, porque sen (1) néo estaria definido. Mas, para essas fungdes o ponto

z
(0,0) existe, entéo é a juncdo de duas curvas.

Ele passa a se preocupar em entender melhor como se dava a ‘juncao’ entre os

dois ramos das curvas. Apds mudar diversas vezes as janelas graficas de ambas, ele

observa que o grafico de u, é ‘modelado’ por duas retas e o de uy por duas pardbolas.

Depois de pensar por alguns momentos, ele comenta:

Fi, espera ail Eu acho que u; ndo é [ diferencidvel ], sabe por que? Porque em
0, ela é modelada pela juncdo de duas retas, y = z e y = —z. [...] Quando
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chega perto daquele ponto, as partes se aproximam uma da outra de acordo com
aquelas retas! Elas vao se encontrar naquele ponto, certo? Mas é uma juncao
assim brusca, tipo um bico. [...] A outra [ ug | é diferente, é uma juncéo suave.
Aqui as pardbolas modelam a curva, nfo as retas, essa é a diferenga. Por isso
que eu acho que uma tem derivada e a outra nao, u; tem e ug nao. [...] Mas eu
nao posso ficar totalmente seguro sé olhando para o grafico. Deixa eu pensar.

Antoénio observa que as férmulas de derivacdo nao eram véalidas em x = 0, pois as

fungbes ndo estavam definidas naquele ponto. Neste ponto, ele comenta:

FEu teria que calcular o limite.

Ele enuncia a defini¢do de derivada por meio de limite e comega a fazer os calculos
para as fungbes uy e ug. Assim, Antonio conclui que, neste caso, o tinico caminho
para se ficar absolutamente seguro seria usando a definicao de derivada. O estudante
apresenta dificuldades para calcular os limites e ndo consegue chegar a uma conclusao
final, mas reafirma que este seria o dnico procedimento confidvel, mesmo que ele nao
conseguisse efetus-lo.

Observamos que neste caso a situagdo de conflito ocorreu espontaneamente e fez
com que Antonio ficasse em duvida. O conflito motivou também o estudante a mudar
de estratégia: antes ele baseava suas conclusdes na, possibilidade da aplicacdo (inde-
vida) das f6rmulas de derivagfo; mas depois passou a vincular a conclusio definitiva

na definicdo de derivada por meio de limite.

Evolugao de episédios de conflito

Nas duas primeiras entrevistas, a reacdo de Antonio as situagOes de conflito é de
compreensao imediata. Ele nao se mostra confuso ou hesitante e rapidamente formula
explicagdes para as aparentes contradictes baseadas nas limitagoes das descrigoes
computacionais utilizadas. Em ambos os casos, seus critérios de decisdo sobre as
tarefas propostas (a diferenciabilidade das fungdes) baseiam-se exclusivamente nas
descrigoes algébricas das fungdes, o que nao é alterado pelos conflitos. Assim, os
conflitos atuam somente reforgando a consciéncia do estudante das limitagoes das
descricbes computacionais.

J& nas terceira e quarta entrevistas, Antonio ndo compreende as situacbes com

tanta agilidade — ele se mostra inicialmente confuso. A partir das reacbes imediatas
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de confuséo, ele busca compreender mais profundamente as possiveis causas para as
aparentes contradicoes.

Na entrevista T3, o conflito leva-o a formular idéias importantes sobre a natureza
abstrata do infinito e das fungdes reais diferencidveis e nao diferencidveis — idéias que
parecem ser absolutamente novas para ele, a0 que sugere o entusiasmo com que 0
estudante as narra. Ele afirma que ezistemn as funcdes conhecidas e aquelas de que
nada se conhece; que nas fungdes ndo diferencidveis nao ha nada singular relacionan-
do 0s pontos uns aos outros, que o infinito ndo pode ser representado por guaisquer
meios fisicos, e formula ainda uma razéo para esta impossibilidade: haverd sempre
uma infintdade faltando.

Na entrevista T4, o conflito também leva Antonio a formular uma nova idéia sobre
o comportamento de funcdes racionais. Mas, talvez o fato mais relevante seja que,
pela primeira, vez o estudante se baseia na comparagao das descrigoes computacional
e algébrica para estabelecer suas conclusdes, e ndo mais na descricao algébrica exclu-
sivamente. Ele comenta inclusive que sua conclusio seria dificil sem o computador.

Anténio também se viu confuso frente aos dois conflitos vivenciados na entrevista
T5. As investigacoes engajadas pelo estudante ndo o levaram a nenhuma nova idéia
ou mudanga de estratégia, mas serviram novamente como reforco de sua consciéncia
das limitagoes das descricoes computacionais.

Na ltima entrevista, observamos um fato significativo. A reagdo de Antonio ao
conflito ndo é de confusdo, mas de divida em relacéo a suas suposigoes iniciais sobre
a diferenciabilidade das fungoes. Sua investigacdo leva-o a concluir que ele estava
errado inicialmente. Com isto, Antonio se forca a estabelecer um novo critério para
decidir sobre a diferenciabilidade de uma fungéo: ele nao se baseia mais na descricao
algébrica, mas na definicao de derivada por meio de limite. Este nao é simplesmente
um aspecto acrescentado aos critérios anteriores de Antoénio e sim conirdrio a estes.
De fato, o estudante conclui que a diferenciabilidade das fungoes u; e ug nao poderia
ser determinada por meio da simples aplicacdo das férmulas usuais de derivacao —

isto é, o método adotado por ele até entdo falharia neste caso.
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| | OriGEM | REACOES | EFEITOS |

T1 | Conflito: A funcgdo h € diferencidvel, mas no computador parece néo ser.

espontdneo | compreensdo imediata | refor¢o da consciéncia de limitagoes de descri-
¢Oes computacionais

T2 | Conflito: A pardbola é diferencidvel, mas quando magnificada no computador
parece ndo Ser.

espontneo | surpresa reforgo da consciéncia de limitacGes de descri-
compreensdo imediata | ¢des computacionais

T3 | Conflito: A funcdo blancmange nédo é diferencidvel, mas quando magnificada
no computador parece ser.

espontineo | surpresa nova idéia: O infinito € um conceito abstrato
confusao leve e ndo pode ser representado por meios fisicos.
nova idéia: Uma fungdo ndo diferencidvel
tem pontos sem nenhuma relagdo singular com
oulros pontos.

T4 | Conflito: A funcdo g3 fice parecida com uma pardbola no computador.

esponténeo | confusdo forte nova idéia: O grdfico de fun¢do racional fica
parecido com a fun¢do quociente quando visto
no computador em uma janela afastada.
mudanca de argumentagdo baseada exclusiva-
mente na descrigio algébrica para argumen-
tacio baseada na combinagdo das descri¢oes
algébrica e computacional

TH | Conflito: O computador exibe a ‘assintota’ para fi, mas néo para fo.

espontdneo | confusio forte reforgo da consciéncia e critica de limitagoes
de descrigbes computacionais

Conflito: O computador ndo indica a descontinuidade de fs.

espontdneo | confusdo reforgo da consciéncia e critica de limitacoes
de descri¢des computacionais

T'6 | Conflito: As expressies algébricas das funcdes uy e ug sugerem que ambas se-
jam diferencidveis, mas no computador ambas parecem néo ser.

esponténeo | confusio forte mudanga na conclusio sobre a diferenciabili-
duvida dade das fungoes

mudanga de argumentagao baseada na descri-
¢do algébrica para argumentagdo baseada na
definicdo de derivada

Figura 5.2: Mapa de evolugéo de episddios de conflito de Antonio.

5.1.3 Comparacao de resultados

Identificamos dois pontos similares entre os mapas de evolugdo de episédios de con-
flito e de episédios de conflito de Anténio. O primeiro é a inclusdo da idéia sobre
fungbes nao diferencidveis. A afirmagao de que nas fun¢oes nao diferencidveis ocorrem
pontos que ndo possuem nenhuma relagcdo singular uns com os outros ocorre de forma

semelhante em T3 e em GI1, pela primeira vez nas entrevistas genéricas. Este fato



139

indica que o conflito vivenciado na entrevista T3, que motivou Anténio a refletir
sobre funcoes nao diferencidveis, provocou a incluséo desta nova idéia em sua ima-
gem de conceito de derivada. O segundo ponto de similaridade é a reconstrugao do
seu critério de decisao sobre diferenciabilidade. A mudanga do critério baseado na
aplicagao do formulério algébrico para a definicdo de derivada ¢ verificado em T6,
pela primeira vez nas entrevistas baseadas em tarefas, e em G2, pela primeira vez nas
entrevistas genéricas. Esta constatacao sugere a interpretagdo de que a situagao de
conflito ocorrida em T6 levou Anténio a refutar seu critério até entao, substituindo-o
por um novo em sua imagem de conceito.

Outro fato relevante é a reformulagao da visdo de Anténio do papel do computa-
dor no seu préprio processo de aprendizagem. Sua consciéncia das limitacoes do
computador foi reforcada pelos conflitos ocorridos nas entrevistas T'1, T2, T4 e T5 —
em T4 e TH ele chega a criticar fortemente os resultados erréneos da maquina. No
entanto, nas entrevistas T3 e T6, os conflitos levaram a inclusao e & reconstrucao de
idéias. Suas reagoes as situagoes de conflito variam: de compreensio imediata em T1
e T2, a surpresa em T2 e T3, confuso de T3 a T6, e diivida (que leva a reconstrugio)
em T6. Por outro lado, no mapa de evolugdo de discurso, o papel das limitagbes do
computador como um aspecto favordvel a aprendizagem aparece pela primeira vez em
(G2, ao final do processo de entrevistas. Fsta nova idéia ndo se encontra associada ao
abandono da consciéncia de Antonio das limitacGes das descrigbes computacionais.
Ao contrério, ele nunca adota descrigbes computacionais como critérios de verdade
matematica e, em todas as entrevistas genéricas, se refere consistentemente a impossi-
bilidade do computador de lidar com o infinito. A reformulacdo de idéias de Antonio
reside na nova visdo das facetas positivas do computador: instigar investigagoes a
partir de seus erros, possibilitar representagoes impossiveis por outros meios — nem
com ‘infinitas folhas de papel’, segundo as préprias palavras do participante (entre-
vista G2). Assim, nossa conclusio é de que esta reformulacido foi um resultado da
série de episddios de conflito vivenciados por Antonio.

Em resumo, concluimos que os conflitos levaram Antonio a: incluir e reconstruir
suas idéias de derivada, reforcar e fundamentar sua consciéncia das limitagoes das

descri¢coes computacionais e reformular sua visdo do papel destas limitagoes.
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5.2 Carlos

No computador ele é imperfeito porque nao indica a des-
continuidade. Mas na verdade o grdafico no papel também
ndo seria perfeito, porque ndo dd para desenhar uma
bolinha do tamanho de wm ponto. [...] Imperfeito, o
computador é sim, mas nao dd para fazer nada total-
mente perfeito.

Carlos, entrevista TH

5.2.1 Analise das entrevistas genéricas

Entrevista G1

Carlos refere-se a derivada de forma semelhante & entrevista G0, como um instru-
mento que facilitaria o tragado de graficos, especialmente aqueles mais complicados,
evitando a substitui¢do de pontos. Ao ser indagado sobre a diferenga entre fungoes
diferencigveis e nfo diferencidveis, Carlos cita exemplos dados anteriormente em sala
de aula. Ele comenta que fun¢des néo diferencidveis sdo aquelas que, como a fungao
médulo, formam um ‘bico’ em um certo ponto e, por isso, nao podem de forma nen-
huma ser aproximadas por retas naquele ponto. Por diversas vezes, Carlos refere-se
a nao diferenciabilidade como uma anomalia. Por exemplo, ele explica que:

E pelo gréfico, se num determinado ponto, ela forma um bico, [. .. ] entdo naque-
le intervalo qualquer, o grafico nunca vai se aproximar de uma reta. Vai ter
sempre aquela anomalia, entdo também n&o |[. .. ] ndo seria uma fungao derivével
naquele ponto.

O estudante diz que, a partir do gréfico visto na tela do computador, nao é
possivel ter certeza da diferenciabilidade de uma funcéo, devido a erros e imprecisoes
cometidos pelo computador. Note-se que, na entrevista GO, Carlos atribuia resultados
inconsistentes gerados pelo computador como falhas de observagao do usudrio. J&

para determinar a diferenciabilidade a partir da expressdo algébrica, seria preciso

tragar o grafico e observar se a curva forma ‘bicos’.

Entrevista G2

Carlos volta a falar sobre a derivada como instrumento facilitador para estudar fungoes

detalhadamente:
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Depois de tudo isso que a gente viu, o que dé para resumir de derivada, é que
ela seria, vamos dizer assim, a maneira mais correta da gente estudar os valores
da funcgo. [...] E a maneira mais f4cil da gente estudar todos os pontos duma
funcao qualquer, seja ela qual for.

Ele compara com os métodos estudados no ensino médio:

Eu acho importante, porque eu jé me deparei muito, principalmente durante o
meu segundo grau, com problemas de matemética e fisica que, quando a gente
nao tem esse recurso da derivada, as vezes, os problemas |[...] principalmente
de andlise de gréfico, eles se tornam muito complicados, assim, porque vocé
nao tem essa base, esse recurso, vocé ndo tem conhecimento disso. [...] Se
torna mais, sei 14, mais curioso, mais atraente, é justamente esse conhecimento
que vocé tem de derivada, que vocé consegue destrinchar de maneira mais |[.. . |
clara qualquer grafico.

Carlos comenta também as limitagdes do computador:

O computador, as vezes ele pode cometer erros sim. [...] Nao seria bem erros,
mas tem coisas que nao d4 para ele fazer. Entdo, a gente ndo pode se fiar no
que aparece no computador assim de qualquer maneira.

Quando perguntado como saber se uma fungdo tem derivada, Carlos responde:

Se n&o me engano, a gente ji viu fungdes que o computador mostrava como
tendo derivada, mas na verdade ndo tinham. Entdo n&o d4 para se fiar nisso
al somente. O computador ajuda a nossa compreensio, mas tem que estudar
direito o que ele mostra.

Ele acrescenta ainda que é preciso sempre lembrar que os conceitos matematicos
sao abstratos e que, portanto, qualquer representacao para eles terd alguma imper-

feicao.
Evolugao de imagem de conceito

A idéias de Carlos de derivada como derivada como um instrumento facilitador para
o estudo de fungoes ¢ mencionada em todas as entrevistas genéricas. De fato, a
freqiiéncia com que ele se refere a esta idéia indica que este seja um aspecto importante
de sua imagem de conceito derivada. A idéia de nao diferenciabilidade como uma
anomalia, por outro lado, é referida pelo estudante apenas na entrevista G1.
Identificamos dois efeitos de reconstrugao importantes — que estdo fortemente
relacionados entre si. Na entrevista G0, Carlos afirma que resultados incoerentes do

computador se devem a falhas do usudrio que o observa e que é possivel determinar
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se uma funcio tem derivada a partir de seu gréafico tragado pela méquina (desde que
este seja visualizado bem o suficiente). No entanto, a partir da entrevista G1, ele
demonstra haver reconstruido ambas as idéias: ele passa a afirmar que resultados
incoerentes sdo devidos a limitagdes da mdquina e que, sendo assim, nao se pode

estar certo sobre a diferenciabilidade de uma funcdo com base na imagem na tela.

GO | G1 | G2 |

A derivada é wm instrumento facilitador para tracar grdficos e estudar funcoes
com mais detalhes e menos trabalho.

Néo diferenciabilida-
de ¢ uma anomalia.

Conceitos matemdti-
cos s@o abstratos.

E possivel ter certeza
se uma funcao é

ou néo diferencidvel
tanto pela aplicagdo
das férmulas de deri-
vagdo quanto pela vi-
sualizac@o do grdfico
no computador.

Nao € possivel ter certeza se uma funcdo € di-
" ferencidvel através do visualizacdo do grifico no
computador, devido as limitagdes da mdquinag.

Resultados incoeren-
tes do computador Resultados incoerentes do computador ocorrem
ocorrem devido a fa- devido o limitacdes da mdquina.

lhas do usudrio.

Figura 5.3: Mapa de evolugdo de discurso sobre derivada de Carlos.

5.2.2 Analise das entrevistas baseadas em tarefas

Bloco TI

Entrevista T1 Carlos comega supondo que a fung¢io A néo seria diferencidvel, com
base na visualiza¢do da imagem na tela, mas chama ateng@o para a falta de precisao

do computador:

O computador, ele ndo apresenta a perfeigio ali no bico. Mas pela visualizagdo
[ ..] assim pela visualizagio mais ... ] mais grosseira, naquele ponto ali onde ele
estd fazendo a bifurcagdo, entdo a principio naquele ponto ela nao é derivével,
apesar de ser uma fung¢ado continua.
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Perguntamos o que o estudante queria dizer com ‘perfeicao no bico’, ao que ele
responde:

E, ele ndo tem aquela [...] precisdo de mostrar, aqui no ponto 0 se ele esté |[. . .|
estd reto, ou se tem aquele ‘V’ da formag8o do bico. [...] Mas eu acredito sim
que a fungao nao seja derivavel naquele ponto.

Perguntamos se ele estava seguro de sua conclusdo sobre a néo diferenciabilidade
da fungéo. Carlos responde que nao podia ter certeza absoluta baseando-se somente
no grafico tragado no computador e que deveria calcular os limites laterais da fungao.
Ele comeca a calcular os limites laterais e rapidamente percebe uma contradigao.
Olhando para a tela da computador, Carlos comenta:

O ponto seria o ponto 0. Entdo, a fungdo A(0), seria igual [...] raiz quadrada
de 0 ao quadrado mais 1. Entao h(0) seria igual a 1. [...] Nao bateu.

Carlos continua olhando para a tela por alguns segundos e comenta:

Ah, na realidade aqui vocé estd utilizando um intervalo grande, de —100 a 100.
Entdo a visualizagdo aqui é que ndo [...] Teria que fazer uma aproximacio
maior do grafico, diminuir esse intervalo, para verificar a coordenada de z = 0.

Ele muda. o intervalo horizontal para [—5, 5] e observa que a curva deixa de apresen-
tar a forma de um bico e comega a parecer mais suave. Com base nesta visualizagao,
o estudante conclui que a fungao é diferenciavel em todos os pontos.

O conflito vivenciado por Carlos foi induzido, pois ele ndo demonstrou haver
percebido nenhuma contradigao entre o gréifico da fungao e a expressao algébrica sem
que houvéssemos perguntado se ele estava seguro de sua resposta. O estudante ex-
perimenta uma. breve confusio durante o conflito. A conclusido de Carlos é baseada
fundamentalmente na, descri¢io computacional, tanto antes quanto depois do confli-
to. Dntretanto, sua estratégia sofre uma mudanga, pois inicialmente ele se baseia
exclusivamente na descrigdo computacional, mas a situacdo de conflito o motiva a
considerar uma comparagdo das descrigbes computacional e algébrica antes de sua

conclusdo final.

Entrevista T2 Ao dar inicio ao processo de magnificagdo local, Carlos diz que
espera visualizar uma reta. Quando o computador comega a mostrar irregularidades,
ele se mostra surpreso. Perguntamos se ele saberia explicar este resultado, ao que

Carlos responde:
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Ent&o, na realidade, de um jeito ou de outro, ele | o computador | estd sempre
ligando os pontos. Entao, eu acredito que essa é a visualizacio que a gente estd
tendo agora da funcio 22. Quando a gente vai diminuir o intervalo, na realidade
o gréafico deveria apresentar um segmento de reta, vamos dizer assim. Quanto
mais a gente vai diminuindo, vai diminuindo esse intervalo, esses pontos que
ele marca vao ficando mais separados, mas ele, de uma maneira ou de outra,
sempre vai tentar unir. E é af que d4 essa coisa af meio [...] essa anomalia,
parece uma, coisa meio quadrada, uma figura mais geométrica.

Assim, observamos que o conflito ocorreu espontaneamente, provocou surpresa
em Carlos, mas foi rapidamente entendido e ndo causou mudangas nas estratégias

ou opinides de Carlos, mas serviu para chamar sua aten¢do para as limitagoes da

magquina.

Entrevista T3 Carlos fala sobre a sua concepgdo da funcao blancmange:

O gréfico da fungdo, ela é definida por vérios bicos, mas af, € dificil assim

a gente entender. [...] A gente entende a coisa da &lgebra, o algebrismo do
funcionamento da fungdo. [...] Mas o que ficou por trés da fungio na hora que

a gente visualizar é aquela coisa, entre dois nimeros quaisquer, seja ele racional
ou irracional, vai existir sempre um outro, entdo como é que entre um bico e
outro ndo vai existir um trecho reto? Isso na realidade é o que ficou por trés.
Mas nao que seja assim uma coisa do |[...] do entendimento matemadtico, mas
aquela coisa de vocé [...] abstragio. Na realidade é uma abstragdo. [...] A
interrogacao é: como é que pode haver dois bicos e entre o espago entre dois
bicos, nao existe um trecho reto, onde possa ser derivdvel?

Carlos supoe que no processo de magnificagdo local da fungao, deveria ver uma
imagem cada vez mais irregular. Quando o computador comeca a mostrar uma po-
ligonal em vez disso, ele diz estar em ddvida da sua prépria suposicdo. Explicamos
entdo que o computador utiliza na verdade um truncamento da série geradora da

blancmange. Carlos pensa por instantes e conclui:

Entao, é o que eu estava dizendo antes. Essa curva ai, ela é uma questao de
abstragdo. [...] Ela ndo é uma curva assim [...] que a gente desenhe, que a
gente faca um desenho dela. S6 fica no abstrato mesmo. O computador também
nao consegue desenhar.

Nesta entrevista, o conflito foi percebido espontaneamente e provocou divida em
Carlos. O conflito néo fez com que o estudante mudasse de opini&o, mas ao contrario,

serviu para fundamentar e fortalecer suas crencas anteriores.
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Bloco TII

Entrevista T4 Carlos desenha os graficos de g1, g € g3, identificando os pontos de
descontinuidade e as assintotas horizontais e verticais, porém néo identifica a assintota
inclinada de g,. Ele traca o gréfico de g, e aumenta o intervalo do eixo horizontal.
Observando a funcdo adquirir o aspecto de uma reta, o estudante comenta que o
grafico fica parecido com sua assintota horizontal. Carlos propoe entao aumentar
também o intervalo vertical. Kle observa a imagem da fungao coincidir com o eixo

horizontal e explica:

Se aumentar a janela também do y na realidade, o grafico vai coincidir justa-
mente com o eixo, nesta visdo distante. Entdo eu acredito que [...] o motivo
do grafico com essa aparéncia é justamente o estudo que vocé faz da derivada,
que cada vez mais vocé aproxima. Vocé vai verificando aspectos menores da
funcao, cada vez mais préximo. Entao, quando vocé colocou o intervalo muito
grande, na realidade vocé quase néo tem visdo nenhuma da fungao porque ela
coincidiu com os eixos. Quando vocé coloca intervalos menores, entdo vocé vai
verificando as particularidades da fungfo, como é que é o aspecto dela em cada
ponto. Aqui é justamente o contrario, vocé enxerga cada vez menos. Entao
acredito que seja essa a explicacao.

Perguntamos por que exatamente o grifico tendia a coincidir com eixos. Carlos

responde:

A medida em que vocé fez o grafico ai, que vocé foi aumentando, inicialmente
quando vocé aumentou o intervalo do z, como o grafico tendia a 1, ele foi se
aproximando cada vez mais do 1, da reta horizontal igual a 1. A medida em
que a gente foi aumentado agora o do ¥, a parte do grafico que tendia também
a 1 esté se aproximando agora do z. Entao se a gente for aumentando cada vez
mais essa janela, mais ela val se aproximar dos eixos, nesta visdo longe.

Em seguida, ele traca no computador o grafico de go. Ao perguntarmos o que ele
devera ver ao afastar a janela gréfica, Carlos diz que espera ver a curva ‘colar’ no eixo
vertical, devido & existéncia de uma assintota vertical. Quando a curva comeca a ficar
parecida com uma reta inclinada, o estudante se mostra surpreso e levemente confuso.
Ele faz algumas conjecturas vagas tentando relacionar a similaridade do grafico com
uma reta com os limites nos pontos de descontinuidade e no infinito. Depois de algum

tempo, comenta:

A outra tinha uma assintota horizontal, entéo essa aqui deve ter uma inclinada.
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Carlos toma o papel e tenta procurar por uma assintota inclinada. Ele faz o
2 z? T
seguinte cédlculo: y = = = T, € comenta:

_ z _ 1 _ 1

8|

E por igso que parece com a reta y = z.

O estudante comeca entdo o processo de afastar a janela gréfica da funcéo gz. Ao

ver a curva ficar parecida com uma parabola, ele explica:

Eu tenho como referéncia a funcao anterior, :—Emjzl [...] Ela tem uma descon-
tinuidade no 1, que, na realidade, quando a gente aumenta a janela, essa descon-
tinuidade, ela some porque ela se aproxima do eixo. E a aparéncia da parédbola,
eu acredito também que se deve ao fato dos limites no infinito, tanto para o z
no —oo como para o +oc. B eu acredito que seja por esse motivo também que
d4 essa [...]| aparéncia de pardbola quando a gente aumenta o zoom.

Pedimos maiores esclarecimentos sobre o raciocinio de Carlos. Ele explica que

pode repetir 0 mesmo procedimento feito com gs, dividindo o numerador e o denomi-

. z .
nador por z, e concluindo que =11 Carlos acrescenta, ainda:
m J— _— =
€T

. , o gt . -
Entéo o gréfico da fungéo £, por exemplo, ela parece o grafico da fungao z3.

Entao eu acredito que seja [...] essa a explicagao.

Sugerimos que o estudante verificasse sua conjectura no computador. Ele assim

faz e observa que estava certo. Perguntamos o que aconteceria entdo com a funcao

4
221"

Carlos responde:

Com 2 no denominador, eu acredito que ia ficar parecido com a fungdo z2.

Mais uma vez, seguindo nossa sugestao, ele verifica que sua conjectura estava

certa. Perguntamos como ele havia previsto este resultado, ao que ele responde:

Eu estou tentando assimilar justamente isso: que o quociente entre o numerador
e o denominador das poténcias do z é que estd gerando a funcao quando vocé
aumenta o zoom. O quociente dos graus do z é que estd gerando um grafico
parecido com a funcao do resultado desse quociente. Porque os outros, de grau
menor ficam despreziveis.

Nesta entrevista, Carlos vivenciou espontancamente um conflito quando o gréfico
de g ficou parecido com uma reta inclinada. A situagao de conflito provocou surpresa,

e confusdo leve em Carlos e motivou-o a identificar a assintota inclinada de go. Além
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disso, o conflito levou o estudante a formular, testar e concluir uma nova conjectura,
que generaliza a idéia de assintota: a aparéncia de wma funcdo racional quando
vista de longe é determinada pela diferenca dos graus dos polinémios numerador e
denominador. O estudante se convenceu da veracidade de sua conjectura com tal
firmeza que foi capaz de prever com base nela o que aconteceria com gs, além de

propor e explicar por si préprio um novo exemplo.

Entrevista T5 Carlos esboca os gréficos de fi e fi no papel, identificando corre-
tamente os limites nos pontos de descontinuidade e no infinito. No caso de fs, ele
erra ao calcular o limite em z tendendo a 1 e identifica uma assintota em lugar de
uma. descontinuidade removivel. Ao tracar os graficos de f; e fo no computador, ele
estranha o fato da assintota sé ser mostrada para uma das fungoes. Inicialmente, ele

diz ndo entender a razdo disto, mas poucos segundos depois, exclama:

Ah, sé6 uma coisa!l [...] Na realidade, ele estd considerando entdo que na
primeira fung¢do néo seria uma fungdo. Porque o mesmo z estd dando mais
de um valor de y. [...] Esse grafico af ndo seria o grafico de uma fungéo.

Ao perguntarmos o motivo para tal erro, Carlos responde porque o computador
liga os pontos. Em seguida, acrescentamos o comando ‘discont=true’ e explicamos
sua fungdo. Carlos comenta que a andlise simbdlica evita que o computador desenhe
a falsa assintota. Passamos entéo a analisar f3. Ao ver o grafico na tela, o estudante
imediatamente se d4 conta de seu erro. Ele explica o processo de construcao do grafico

pelo computador:

Na realidade, ele resolve o quociente dos dois polinémios. Entao, ele pensa que
- 221 4 . ~ ~ .

a funcao ‘fc_ll é na realidade a fungdo z + 1. Entao, ele considera como uma

fungao linear. Entdo, por isso que ele constréi o grafico como se fosse uma

fungao linear. O computador ndo pde a bolinha, ela liga os pontos direto.

Em seguida ele volta para o desenho feito inicialmente no papel e o conserta,
desenhando a ‘bolinha’ para indicar a descontinuidade. Ao incluirmos o comando
‘discont=true’, o estudante comenta que, mesmo com a analise algébrica, o computa-
dor é incapaz de ‘pular’ um tnico ponto. Finalmente, perguntamos de que forma as

func¢bes eram melhor representadas, no papel ou no computador. Carlos responde:

7

No computador ele é imperfeito porque néo indica a descontinuidade. Mas
na verdade o gréfico no papel também n&o seria perfeito, porque nao da para
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desenhar uma bolinha do tamanho de um ponto. [...] Imperfeito, o computa-
dor é sim, mas nao d4 para fazer nada totalmente perfeito. Mas é melhor do
que o computador, por que pelo menos a gente indica que tem uma descon-
tinuidade. [...] Mas ponto mesmo, a descontinuidade como sendo um ponto,
ficaria somente no campo da abstracao.

Nesta entrevista, Carlos vivencia espontaneamente duas situagdes de conflito. Na
primeira, ele se d4 conta de que a assintota vertical s6 é mostrada. em um dos graficos.
O conflito causa uma. confusdo muito ligeira, pois o estudante compreende sua origem
em poucos segundos. Neste caso, o conflito serve para confirmar o entendimento
de Carlos sobre as limitacoes dos algoritmos computacionais para tracar graficos de
funcoes. Na segunda situagao de conflito, Carlos percebe que o grafico de f3 tracado
no computador estd diferente daquele tracado por ele no papel. Um primeiro efeito
deste conflito é a percepcdo pelo estudante de seu préprio erro (na verdade, a rapidez
com que o estudante percebe o erro ao ver o grafico na tela sugere que este nao foi
devido a uma deficiéncia conceitual de Carlos, mas a uma distragdo momentéinea).
Mas este conflito tem um segundo (e mais interessante) efeito. De fato, ele atua
chamando a atencao do estudante ndo s6 para a limitagdo da descri¢iio computacional,
como também para a limitagao da descrigdo gréfica produzida por ele préprio: ndo €

possivel desenhar uma bolinha do tamanho de um ponto.

Entrevista T6 Carlos afirma que ambas as funcgoes teriam derivada e diz que isto
é garantido pelas suas férmulas. Fle examina os gréficos mostrados na tela do com-
putador, mudando as janelas graficas algumas vezes. Finalmente, Carlos afirma que
a imagem na tela poderia sugerir que as fungdes nao fossem derivaveis, mas que isto

se devia & alta oscilagdo das funcGes e & imprecisao do computador:

Eu acho que isso é a imperfeigao do computador de nao conseguir mostrar a
proximidade, como a freqiiéncia estd muito pequena |...] ou estd muito grande?
[...] N&o, a freqiiéncia estd grande e o periodo estéd pequeno. Ele nao consegue
definir ali como é que a curva estd se comportando. Por que na realidade, a
medida que a gente aproxima, mais ainda esse negdcio se torna mais acentuado,
tanto a freqiéncia como o perfodo, o periodo menor e a freqiiéncia maior. Por
isso que dé o borrao.

Desta forma, Carlos experimenta espontaneamente um conflito, mas néo fica con-

fuso ou em diivida e ndo muda sua opinido sobre as fungdes em virtude deste.
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Evolucgao de episédios de conflito

No comeco da entrevista T1, Carlos baseia sua suposi¢do na nao diferenciabilidade
da funcdo A na descrigdo computacional. Ele reage com confusdo quando a situagao
de conflito induzida abala sua crenga na imagem visualizada na tela. No entanto,
este conflito leva-o a adotar uma estratégia diferente, baseada na combinacao das
descricoes algébrica e computacional, para mudar sua suposi¢éo inicial e concluir que
a funcao é derivavel.

Na entrevista T2 a atitude do estudante é diferente. O conflito ocorre espon-
taneamente e Carlos compreende imediatamente a situagdo, atribuindo o resultado
a limitacoes da descricdo computacional. Como resultado, o conflito reforca uma
consciéncia das limitagdes do computador adquirida na entrevista anterior.

Em T3, o conflito também ¢ espontaneo e faz com que Carlos duvide de sua prépria
suposicao. Entretanto, depois de pensar mais detidamente, ele atribui a aparente
contradicdo & incapacidade do computador de representar o abstrato e reafirma sua
suposicao inicial, além de confirmar sua concepgdo da natureza abstrata da funcao
blancmange.

Na entrevista T4, a investigacdo detonada pelo conflito leva Carlos a identificar
propriedades e formular uma nova idéia sobre o comportamento de fungoes racionais.
Ao longo do processo, ele emprega métodos algébricos para confirmar suas conjecturas
e a visualizacdo no computador como uma forma de ilustra-las. FEste fato confirma
que, diferentemente da entrevista T1, o participante ndo se baseia nas descricoes
computacionais como critério de certeza matematica.

Finalmente, em T5 e T6, os conflitos ocorrem espontaneamente e sao compreendi-
dos imediatamente por Carlos. Ele fortalece sua consciéncia néo sé nas limitacoes de
descrigbes computacionais como de descri¢ées de natureza nao computacional. Note-
se que Carlos é o tnico participante que menciona que a limitacdo da descrigao da

descontinuidade por meio de uma ‘bolinha’.
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| | OriGEM | REAGOES | EFEITOS

T1 | Conflito: O walor da h(0), calculado a partir da expressio algébrica ‘nao bate’
com o grifico mostrado na tela do computador.

induzido confusdo leve mudanca de argumentagéo baseada exclusiva-
mente na descricdo computacional para argu-
mentacio baseada na combinagdo das descri-
¢oes algébrica e computacional

identificagdo de limitagGes da descrigao com-
putacional

T2 | Conflito: A pardbola é diferencidvel, mas quando magnificada no computador
parece nao ser.

espontineo | surpresa refor¢o da consciéneia de limitagdes de descri-
compreensao imediata | ¢des computacionais

T3 | Conflito: A funcéo blancmange ndo € diferencidvel, mas quando magnificada
no computador parece ser.

espontaneo | divida fortalecimento de crengas prévias sobre a na-
tureza abstrata e a impossibilidade de visuali-
zacao da fungdo blancmange

T4 | Conflito: A funcéo go fica parecida com wma reta no computador.

espontaneo | surpresa identificacdo da assintota inclinada

confusdo leve nova idéia: a aparéncia de uma fung¢do racio-
nal quando vista de longe € determinada pela
diferenca entre os graus do numerador e do
denominador

T5 | Conflito: O computador exibe a ‘assintota’ para f1, mas ndo para fo.

espontéaneo | confusdo leve reforgo da consciéncia de limitagoes de descri-
compreensao rapida ¢oes computacionais

Conflito: O computador nao indica a descontinuidade de fs.

esponténeo | compreensdo imediata | reforco da consciéncia de limitagdes de descri-
¢Oes computacionais
identificagio de limitagdes da descrigio grafica

T6 | Conflito: As expressées algébricas das funcdes uy e ug sugerem que ambas se-
jam diferencidveis, mas no computador ambas parecem ndo ser.

espontidneo | compreensdo imediata | reforgo da consciéncia de limitagoes de descri-
¢Oes computacionais

Figura 5.4: Mapa de evolucao de episédios de conflito de Carlos.

5.2.3 Comparacao de resultados

A evolugao de episédios de conflito de Carlos sugere que estes estejam relacionados
com os dois efeitos de reconstrugdo observados na imagem de conceito do partici-
pante. De fato, apenas no comego da entrevista T1 ele baseia afirmagcdo exclusiva-
mente na descricdo computacional, porém a experiéncia do conflito forga-o a mudar

de estratégia. Em T2 e T3, Carlos mantém uma linha de argumentacdo baseada
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na combinagao de informagoes provenientes de descri¢gbes computacionais e nao com-
putacionais e se mostra mais consciente das limitacoes do computador. Na entrevista
T3, em particular, ele chega a se referir & incapacidade da maquina de lidar com o
abstrato. Nas entrevistas do segundo bloco, ele formula explicacoes atribuindo resul-
tados aparentemente contraditérios as limitagtes da maquina e baseia suas conclusoes
em exploragoes simbdlicas, usando as descrigdes computacionais como apoio — mas
nao como critério de decisdo. No mapa de evolugao de discurso, a partir da entrevista
(G1, ele demonstra haver reconstruido dois importantes aspectos: ele passa a se referir
a limitagdo do computador como um atributo da méaquina, e ndo mais do usuério, e
deixa de considerar descrigdes computacionais como fonte de certeza matematica.

Podemos observar outro ponto comum relevante entre os dois mapas de Car-
los. Nas entrevistas T3 e T6, ele se refere a conceitos matemdticos como sendo de
natureza abstrata. Em T3, ele afirma que o computador ndo pode desenhar a funcao
blancmange por ela ser abstrata. Em T6, o conflito leva Carlos a refletir sobre as li-
mitagoes nao s6 da descricdo computacional, como também da descricao gréfica para
a descontinuidade removivel. Como resultado, ele se refere ao ponto como sendo um
conceito abstrato, para o qual qualquer representacio seria imperfeita. Na entrevista
T3, o estudante j& havia mencionado a natureza abstrata da blancmange mesmo antes
do conflito, o que sugere que esta idéia ja estava presente em sua imagem de conceito,
mas parece ter sido confirmada e fortalecida pelos conflitos. A idéia de conceitos
matematicos abstratos é incluida no mapa de evolugao de discurso do participante na
entrevista G2, quando ele volta a se referir a imperfeicbes das representacoes. Estes
resultados sugerem que o fortalecimento desta idéia esteja relacionado com a vivéncia
das situacoes de conflito.

A idéia de descontinuidade como anomalia, que aparece no mapa de evolugéo
de discurso, ¢ mencionada com freqiiéncia na entrevista G1 (mas nio nas demais
entrevistas genéricas) e ocasionalmente nas entrevistas baseadas em tarefas. N&o hd
evidéncia de que este aspecto da imagem de conceito de Carlos esteja relacionado
com a experiéncia de conflitos.

Em resumo, podemos concluir que os conflitos atuaram na imagem de conceito

de Carlos promovendo: a reconstrucdo de seus critérios de verdade matemética, a
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reconstrugdo de suas idéias sobre as limitagoes de descrigoes computacionais e nao
computacionais e sobre a impossibilidade das mesmas para representar com perfeicao
conceitos matematicos abstratos, além do fortalecimento da propria idéia da natureza

abstrata de conceitos mateméaticos.
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5.3 Francisco

Na verdade essa func¢do lembra bem realmente um mon-
tanha toda irreqular. |...] E como se vocé pegasse uma
tora muito grande, uma tora bem grossa e quisesse fazer
ela uma tangente numa montanha toda irregular.

Francisco, entrevista '3

5.3.1 Analise das entrevistas genéricas

Entrevista G1

Ao comentar a diferenca entre funcbes diferencidveis e nao diferencidveis, Francisco
reafirma as idéias estabelecidas na entrevista G0, relacionando existéncia de derivadas

com unicidade de retas tangentes:

As funcoes que tém derivada em qualquer ponto, significa [.. .| na minha cabeca
eu penso assim, em qualquer ponto dela eu posso tragar uma reta tangente ali
no grafico. [...] Nao é o que acontece com, por exemplo, as funcoes que tém
derivada, que ali naquele ponto [...] vocé nao vai conseguir uma derivada. [...]
Fungoes que t&m bico, porque ali ndo tem como vocé [. . .] qual seria a derivada?
Teria um monte de derivadas, porque vocé pode inclinar ali do jeito que vocé
quiser no bico.

Ele menciona também a idéia de reta tangente como a que mais se assemelha

localmente com a curva:

Vocé vai ter varias retas que passam por ali, com inclinages diferentes. Mas
a reta que melhor vai se enquadrar, ou seja a [ ele enfatiza o artigo ‘a’, para
assinalar o cardter de unicidade da reta tangente | reta que vai se enquadrar
para tangente vai ser a da derivada que a gente faz derivando a funcao.

O estudante comenta ainda a diferenca entre retas tangentes e nao tangentes a

partir da taxa de decrescimento da diferenca entre a curva e a reta:

Quando vocé vai olhando de perto, vocé vai vendo que aquela diferengazinha
[...] entre 0 y da fungfo e o y da reta, ela decresce muito mais quando a reta
é a derivada. Vocé sempre vai ter |...] bem préximo do ponto vai ser pequeno,
mas a reta derivada vai ser menor ainda. De todas as retas, vai ser a menor
diferenca entre os y.

Ao ser indagado sobre como decidir sobre diferenciabilidade de uma fungao a par-

tir formula, Francisco comenta que usaria as férmulas de derivagdo, mas reafirma
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as duvidas colocadas na entrevista GO, sobre a relacdo entre o resultado dado pelas
férmulas e a interpretacdo geométrica como inclinagdo de retas. Sobre o reconheci-
mento de funcoes derivéveis a partir de graficos tragados no computador, ele comenta

que nao é possivel ter certeza devido a eventuais erros cometidos pela méaquina.

Entrevista G2

Francisco fala longa e detalhadamente de suas idéias durante a entrevista. Ele comeca
conceituando derivada por meio das retas que mais se aproximam da curva, ou que
se confundem com a curva em janelas graficas pequenas de aproximagao. Ele explica
que essas retas se confundem com a curva devido a aproximagoes efetuadas pelo
computador, mas que na verdade elas coincidem com a curva somente no ponto de
contato. Para ilustrar suas idéias, Francisco pede para usar a rotina Melhor Reta.
Enquanto usa o organizador genérico, ele narra suas observagoes:

BEssa reta que estd aproximando seria a secante. A derivada da a tangente, que
é a reta perfeita que se encaixa |[...]| eu estou usando essa palavra ‘perfeita’
por que ela consegue [...] quer dizer, isso é a definigio de reta tangente. |...]
A derivada d4 a reta perfeita. Eu achei uma boa palavra. Para essa defini¢ao
de derivada, quando a gente joga na férmula, a reta que vai corresponder a
perfeicio disso aqui. Isso vai tender a 0 [ aponta para a diferenca p(h) =
f(zo + h) — r(h) mostrada na tela ] e se isso aqui também tender a 0 | aponta
para a 1az6o L}fb) na tela | é somente a derivada. [...] A ‘reta perfeita’ é a reta
que mais se parece com a curva, olhando uma janela bem pequena com relagao
aquela curva.

Em seguida, o estudante deixa o computador de lado e continua falando:

Agora eu estou entendendo melhor aquelas férmulas. Eu entedia |[...] as duas
coisas separadamente, isso aqui, que é o conceito, e a utilizacdo das férmulas, a
parte de cédlculos. Agora eu j& entendo como as férmulas véem dessa defini¢ao
aqui. N&o que eu saiba assim [...] se eu fosse tentar, acho que ndo ia saber
fazer tudo direitinho, mas j4 entendi como é o processo.

Francisco prossegue mencionando algumas idéias ja citadas em outras entrevistas.
Ele compara novamente tracar retas tangentes com equilibrar uma reta sobre a curva
como em uma balanca, afirma inexisténcia de derivada ligada & impossibilidade de se
equilibrar uma reta sobre a curva e que para uma fungdo ndo diferencidvel existiria
uma reta tangente tnica. O estudante fala consideravelmente também da importancia

histérica do conceito de derivada, proveniente de suas aplicagdes a fisica. Por exemplo,

ele comenta:
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A importancia que eu vejo em derivada é justamente a histéria como ela foi
descoberta. [...] Tem dois caras que pesquisaram ao mesmo tempo, mas eu me
liguei mais na histéria de Newton porque ele bolou essa parte para resolver os
problemas de fisica. [...] E o que que acontece, na verdade, o tempo todo para
a gente dar uma resposta exata para o movimento, para todos os fendémenos
fisicos, principalmente de mecénica, dindmica, é com a derivada. Por que a
velocidade de um carro néao é constante, os nossos movimentos nao sao movi-
mentos tratados por retas e sim por curvas. Entao se a gente quiser analisar o
movimento num determinado instante, é super importante conhecer a derivada.

Em virtude desta fala de Francisco, pedimos mais esclarecimentos sobre o que ele

queria dizer com ‘a descoberta da derivada’. Ele responde:

Nao, a derivada nao é uma invengéo. Ela sempre existiu, sé que foi descoberta.
Exatamente, acho que essa é a melhor palavra. Sempre existiu uma velocidade
instantanea, sempre existiu. [...] Existiu, assim, sempre existiu uma maneira
de se descobrir a velocidade instantdnea de um determinado corpo. E essa
maneira para se descobrir é calculando a derivada.

Ao final da entrevista, pedimos que Francisco falasse livremente de toda a ex-

periéncia. Sua fala demonstra uma avaliacao positiva. Por exemplo, ele comenta.:

Esse método é muito interessante para mim, eu gosto de investigar os problemas.
Entao é legal a gente olhar no computador, as vezes procurar pelo furo do
computador, e olhar a mesma coisa de varios dngulos. Quando a gente muda a
janela por exemplo, a gente vé a fungao de varios dngulos. Isso ajuda a entender
mais, d& vérias informagoes, inclusive comparando com a prépria férmula.

Evolucao de imagem de conceito

Francisco apresenta uma imagem de conceito rica. Ele demonstra em suas falas
uma diversidade de idéias sobre derivadas. Suas idéias variam desde interpretacoes
geométricas e fisicas a importancia histérica do conceito. Além disso, o mapa de
evolucao de discurso é consideravelmente estdvel. Algumas idéias fortes estiveram
presentes nas trés entrevistas genéricas: a idéia de reta tangente como a reta que
melhor aproxima a curva, a relagio geométrica entre retas tangentes e equilibrio, a
relacao entre inexisténcia da derivada e inexisténcia de uma reta tangente tnica. A
consciéncia das limitagoes do computador, provenientes de aproximagoes e arredonda-
mentos, também se manteve estdvel ao longo das entrevistas. Observamos um 1inico
efeito de reconstrugéo, quando Francisco afirma na entrevista T2 j& haver entendido

a relagdo entre as férmulas e definigdo de derivada.
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GO G1 G2

A reta tangente, dada pela derivada, € a que mais se parece com a curva perto
do ponto, e que coincide com ela quando esta é ampliada no computador.

Tracar uma reta tangente e tentar equilibrar uma reta sobre a curva como em
uma balanca.

Funcoes nao derivdveis sdo aquelas que ndo possuem uma reta tangente unica
em cada ponto.

As formulas de deri-
vagdo decorrem da
definicdo.

O conceito de derivada nao tem relagao aparente | s
com as formulas de derivacao.

A importancia da
derivada vem da sua
histéria e de sua
aplicagdo a fisica.

Derivada é uma des-
coberta, nao inven-
¢ao.

Resultados erréneos do computador sdo devidos a aprozimacdes e arredonda-
mentos.

Figura 5.5: Mapa de evolugao de discurso sobre derivada de Francisco.

5.3.2 Anadlise das entrevistas baseadas em tarefas

Bloco TI

Entrevista T1 Francisco afirma, olhando para a férmula da funcéo, que ela deveria
ser derivavel, e que portanto o ‘bico’ mostrado na tela do computador nao seria na
realidade um bico, mas uma. curva suave. Ele aproxima o rosto da tela do computador
e, sem mudar a janela grafica, comenta:

Visualmente, no visual, ali ndo é o bico, entdo, teria derivada. Estou falando

em termos visuais. Agora vamos falar algebricamente.

Ele olha novamente para a expressdo algébrica e verifica que seria possivel aplicar

as férmulas usuais de derivacdo, logo a funcéo tem que ser derivavel. Em seguida,
Francisco volta a atencfo para a tela do computador e efetua o ‘zoom’. Ao ver a nova

imagem, ele comenta:
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E, parece uma parabola. Dando um zoom ai, vocé percebe nitidamente como
é que ela é derivavel.

Francisco conclui desta forma a tarefa proposta. Entretanto, ele se engaja espon-
taneamente em uma segunda investigacdo. Ele observa que, mesmo na nova janela
gréfica, em que o aparente ‘bico’ havia desaparecido, o grafico parece ser formado
por duas semi-retas unidas (suavemente) por uma curva nas proximidades do ponto
(0,1), embora a expressdo algébrica da fungdo nédo seja, aparentemente a equagao de

uma reta. BEle comentas:

Agora estd af, uma boa questdo. [...] A férmula ndo parece de uma reta. Mas
isso aqui [ aponta para o trecho do grdfico que parecia ser uma semi-reta | tende
a ser uma reta, mas nao é uma reta? [...] Ai, agora, me pegou!

Depois de pensar alguns segundos, Francisco exclama.

Esperal Eu sei que é derivdvell Deixa eu ver. Eu sei que ela é derivével. [...]
Af, eu vou ter que derivar ela para pensar se é uma reta ou nao.

T

241"
Ele conclui, que a derivada néao é constante em nenhum intervalo, a fungao nao pode

O estudante calcula a derivada corretamente, obtendo o resultado A/(z) =

ser linear em nenhum intervalo:

Olha! Hssa fungfo é derivdvel, mas vai ter uma inclinagdo diferente para cada
ponto. N&o é como a fungio médulo que nao é derivével no ponto (0,0), mas
que tem a mesma derivada do lado z positivo e mesma derivada do lado z
negativo para todos os pontos. Essa fungio nfo, ela vai se aproximar no 4+oo e
—oo da fungdo |z|. Vai se aproximar, mas para cada ponto vai ter uma derivada
diferente.

Ele ainda explica em que sentido a fungéo h se aproxima da fungdo moédulo:

Entendo por que. Vamos colocar um z bem grande, um z = 100. Se fosse a
fungdo V2, seria v/1002. Mas qual é a diferenca entre v/1002 e v/100% + 17 E
muito pequena. & quanto maior for o z, menor vai ser essa diferenga, ou seja,
ela vai tender a encostar nessa reta, que é a V2.,

Verificamos que Francisco vivenciou duas situagdes conflito, ambas espontanea-
mente. Na primeira, ele percebe que o aparente ‘bico’ mostrado na tela ndo seria
compativel com a expressao algébrica da fungdo. Como ele estd convencido de que
a funcado seria derivavel, ndo experimenta qualquer confusdo ou divida. Mesmo as-

sim, esta primeira situacao de conflito o motiva a compreender mais profundamente a
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relagdo entre as descrigcGes computacional e algébrica. De fato, ele alterna sua atencao
entre as duas descrigoes diversas vezes antes de confirmar finalmente sua afirmacao
inicial sobre a diferenciabilidade de h. Na segunda situacdo de conflito, Francisco
propde a si mesmo uma questdo: o grdfico seria formado por semi-retas ou nao? Ele
fica inicialmente em duvida e estabelece uma estratégia algébrica para concluir: se a
derwada de uma fung¢do ndo é constante em wm dado intervalo, a funcdo ndo pode

ser linear no intervalo.

Entrevista T2 No comego do processo de magnificagdo local, Francisco comenta:

Na verdade eu estou vendo uma figura que parece uma reta, mas nao é. E
um pedaco da pardbola, também do primeiro quadrante porque o computador
ndo estd mostrando desde o 0 aqui. [...] Mas vai tendo uma semelhanca, vai
ficando parecido com uma reta. [...| Vamos botar mais um 0 [ isto €, aumentar
o numero de casas decimais do intervalo de visualizac@o |. Continuo vendo uma
coisa que parece mais ainda com a reta do que era antes.

Ele prossegue dizendo que espera ver algo cada vez mais semelhante a uma reta.

Quando a imagem comega a mudar de aspecto, ele demonstra surpresa e comenta:

Era para continuar aparecendo aquela reta. [...] O computador ndo enxerga
alguma coisa, é isso? [...] Ele pega os pontos e liga. Entdo isso ficou assim
porque foi o que ele conseguiu calcular foi esse ponto | aponta para a telal, o
outro e ligou. Por isso que nao fica aquela reta com a inclinagao, que seria o
que a gente deveria ver. [...] Agora que eu entendi o que aconteceu. Conforme
nds vamos diminuindo o intervalo, na verdade ele vai pegar os dois pontos e vai
unir. Quando ele pega dois pontos no intervalo pequenc e une, erroneamente
ele faz o grafico que nao deveria fazer.

O conflito ocorreu espontaneamente, provocou surpresa em Francisco, foi com-
preendido rapidamente, ndo levou a mudancgas de estratégia ou opiniao e serviu para

fortalecer a compreensao de Francisco das limitagdes computacionais.

Entrevista T3 Francisco comega a entrevista falando longamente de sua concepcao

da funcao blancmange:

Vocé nao conseguiria tragar nenhuma micro retinha ligando um ponto ao outro
que batesse num terceiro ponto. [...] Vocé nao teria como equilibrar a reta ali,
vamos dizer assim. Tipo assim, por exemplo, quando vocé tem uma pardbola,
vocé vem na tangente. [...] Porque se vocé curvar um pouquinho [...] vocé
traga a tangente num determinado ponto. Se vocé inclinar ela um pouquinho,
vocé jé vai tornar ela uma secante, nao tornar ela uma tangente. Exatamente
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ela tem que ficar rigida naquela posi¢do para ser tangente. Aqui, vocé pode
conseguir até tragar uma reta que passe num pontinho sé. [...] Sé que ela vai
ficar bamba. E isso que eu enxerguei nessa fungfo. Por isso ela néo é derivavel.

O estudante prossegue, comparando com a fungdo mdédulo, e menciona espon-

taneamente a magnificagao local:

Na funcao mddulo é ficil de ver, porque é sé um ponto, ai vocé vé como se
fosse uma balanga ali, no bico de uma balanga. [...] E a reta, vocé puxando
ela para o lado esquerdo, puxando ela para o lado direito, tal. Assim, como se
botasse um pesinho de um lado e do outro, ela ficaria, como numa balancga. Fla
nao equilibraria, ficaria bamba. Aqui, é mais dificil de ver, porque na verdade
vocé tem como tragar uma reta que passa s6 por um pontinho aqui. Sé que,
se vocé der um leve toquezinho nela para o lado ou para o outro, botar um
pesinho assim em cada lado, ela ja encostaria no outro ponto. E uma, coisa.
muito mais sutil que na fungao médulo. Mas, se vocé aumentar, botar numa
lente de aumento, no fundo é a mesma coisa.

Perguntamos em que sentido seria a mesma coisa, uma vez que até entao, Fran-
cisco falava sobre a diferenca entre a blancmange e a funcdo médulo. Ele continua
com a idéia de equilibrio:

Na verdade essa funcio lembra bem realmente wm montanha toda irregular.
[...] B como se vocé pegasse uma tora muito grande, uma tora bem grossa e
quisesse fazer ela uma tangente numa montanha toda irregular. Vocé também

teria essa mesma dificuldade que tem aqui. Sé que na fungdo seria s6 num
ponto e aqui nela toda.

Quando o computador mostra a poligonal, Francisco comenta que ela deveria
parecer toda irregular e ndo somente com alguns bicos. Explicamos o processo de
truncamento da série geradora da blancmange. Francisco n&o se mostra surpreso e

comenta.:

Ah, sim, tudo bem. Isso ja era de se esperar mesmo. O computador tem a
precisdo dele, ele nao consegue fazer nada que tenha o infinito.

Assim, nesta entrevista o conflito é espontaneo, é compreendido imediatamente
por Francisco, mas néao afeta ou altera suas opinioes anteriores. Ele atua para forta-

lecer a visdo de Francisco das limitagGes computacionais.
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Bloco TII

Entrevista T4 Francisco desenha os grificos de g1, g2 € g3 no papel, identificando
corretamente os pontos de descontinuidade e as assintotas horizontais, verticais e
inclinadas. O estudante afirma que o grafico de ¢; ficard semelhante a uma reta
horizontal quando tracado com um intervalo horizontal grande. Em seguida, ele
executa a experiéncia no computador e explica o observado:

A gente estd colocando de —10.000 a +10.000 no eixo z, a gente vai ter exata-
mente o que eu falei agora a pouco, aquela sensagdo de que o grafico é uma
linha horizontal paralela ao eixo z passando pelo 1, porque a parte vertical dele
estaria em cima do eixo y. [...] Existe uma assintota horizontal de valor 1 e a
gente foi comprimindo essa separagao, de um lado e do outro com esse aumento
de escala. Entao na verdade acabou que colou o gréfico. Tanto a assintota para
esquerda quanto para direita tém o mesmo valor, por isso bateu. Se tivesse
valores diferentes, acho que a gente ia ter duas retas.

De forma semelhante, Francisco prevé que o grafico de g, ficard parecido com uma
reta inclinada. Ele comenta longamente a experiéncia observada no computador:

A parte do grafico em que a gente tinha a assintota vertical no valor z = 1,
como a gente aumentou muito a escala, esse 1 ficou bem colado ao 0, a gente
ndo vé essa parte, vamos chamar assim, a parte vertical do grafico junto a
assintota 1, porque ela esté coincidindo com o eixo do y. E a outra parte, que é
quando z tende para 4+oo e quando z tende para —oco, a gente tem a sensacao
que se transformou numa reta justamente também pelo grande aumento da
escala de . E uma coisa interessante é que parece ser uma reta sé, porque ela
se comporta da mesma maneira. Quando z vai para +oco, ela vai para 400, e
quando z vai para —oo, ela também vai para —oco. Porque se ela se comportasse
diferente, a gente ndo teria a sensag¢do de uma reta cruzando o ponto (0,0) e
sim duas retas, uma chegando no (0,0) e outra saindo com outra inclinacao.

No caso de g3, o fato de ambos os limites quando z tende a 400 e quando =
tende a —oo serem iguais a +co, leva Francisco a supor que, em uma, janela grafica
afastada, o grafico se pareceria com duas semi-retas partindo da origem, sendo uma
com inclinagdo positiva e outra com inclinacdo negativa. Ele inclusive vai mais longe

~ : 3 . 7 v ™ - -
e formula a seguinte conjectura: Se n € par, o grdfico de ;= em janelas grdficas

s . s 7 e " .
grandes ficard parecido com wma reta. Se n € impar, o grdfico de = em janelas
grdficas grandes ficard parecido com wm par de semi-retas com inclinagoes opostas.
Em ambos 0s casos, quanto maior for n, maior serd a inclinagdo das retas.

J J

Ao ver que a funcdo se assemelha a uma pardbola no computador, o estudante

se mostra muito surpreso e confuso. Ele passa entéo a buscar uma janela gréfica em
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que a curva fique parecida com uma reta. Francisco tenta verificar sua conjectura,
~ . . 1 . .
trabalhando com g3 e com outras fun¢des racionais na forma “#=. Depois de muito
tentar sem sucesso, o estudante desiste da estratégia e poe-se a estudar a expressao
]

algébrica da sua familia de fungdes. Depois de algum tempo, ele exclama:

Ah, nao era nada daquilo! Porque quando tende a 400, em baixo vocé pode
desprezar o [...] vocé pode desprezar o —1. Entdo a gente vai ficar com %,

que vai dar como resultado z 1. Eu estou entendendo assim isso.

Finalmente, ele verifica sua nova conjectura no computador. Nesta entrevista,
Francisco experimentou espontaneamente uma situagdo de conflito que causou grande
confusdo. O conflito levou-o a se engajar em um processo investigativo que culminou

com a refutagdo de uma conjectura e a formulagdo e verificacdo de uma nova em seu

z"—1
T

n—1

lugar: O grdfico de em janelas graficas grandes ficard parecido com o de T

Entrevista T5 Francisco desenha os gréficos de fi, fs e f3, identificando correta-
mente os limites nos pontos de descontinuidade e no infinito. Ao ver os graficos de

f1 e fa na tela do computador, ele explica imediatamente:

Na primeira estd aparecendo a assintota e na segunda néo estd aparecendo
a assintota. [...] O computador estd colocando o grafico erroneamente na
primeira funcéo, que ele estd fazendo a assintota fazer parte do grafico.

Em seguida, incluimos o comando ‘discont=true’ e explicamos sua fungao. Francis-
co comenta que, com a anélise algébrica, o computador ‘percebe’ a descontinuidade.
Passamos entdo a examinar o grafico de f3 no computador. Francisco comenta a
auséncia da indicacdo da descontinuidade e questiona qual seria o efeito de comando

‘discont=true’:

Ele s6 nao ressalta onde é [...] que tem aquele ponto que néo existe na funcao,
a descontinuidade da funcgio. [...] Se vocé botar daquela outra maneira vai
aparecer isso?

Ao ver que o computador nfo indica a descontinuidade mesmo com a incluséo
do comando, ele comenta que mesmo assim o computador é incapaz de representar
a descontinuidade. Quando indagamos se as funges eram continuas e se elas eram

melhor representadas pelo grafico tragado por ele ou pelo tragado pelo computador,

Francisco responde:
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O meu, que eu desenhei no papel, porque eu deixo claro a descontinuidade da
funcao. E o computador, burramente, constréi a fungéo com a descontinuidade
como se ela nao existisse, porque o computador liga os pontos. Depois dele
construir ponto a ponto, ele liga todos eles. Esse é o motivo que nao aparece a
descontinuidade nesse grafico “;2__11. E é também voltando & explicacao daquela
da assintota [. . .] fazia parte do gréfico [...]como se a assintota fizesse parte do
grafico. Mas isso af néo é culpa da gente, é do computador!

Ocorreram dois conflitos nestas entrevista: quando Francisco observou que o com-
putador mostrava a reta vertical para a primeira fungdo, mas ndo para a segunda; e
quando ele observou a auséncia do ponto de descontinuidade no grafico de f;. Em
ambos os episddios, o conflito foi espontaneo, foi imediatamente compreendido por
Francisco e ndo alterou as estratégias ou opinides do estudante sobre a tarefa. Tanto
antes quanto depois dos conflitos, ele se baseou na expressdo algébrica e no grafico
tracado no papel para concluir sobre a continuidade das func¢des. As situacoes de
conflito serviram ainda para reforcar a consciéncia de Francisco das limitacoes do

computador.

Entrevista T6 TFrancisco comeca investigando o comportamento de ambas as fun-

¢oes no computador:

O que d& para ver ai pelo computador é que a fungao que é multiplicada, o
sen (%) que é multiplicado por 2, ela toma um aspecto assim de pardbola, aci-
ma, do gréfico e abaixo do gréfico, que tem a ver, porque esta sendo multiplicado
por 22, que tem como grafico uma pardbola. E a u; toma o aspecto de duas
retas concorrentes, que também tem a ver, porque estd sendo multiplicada pela
f(z) = z, que o gréfico é uma reta. E por que z? para os dois lados? Porque
o seno varia entre —1 e 1. Agora, se a derivada existe no 0, néo sei te dizer.
Nos outros pontos, sim é derivével, porque sdo vérias [.. .| sfo as oscilagdes do
seno. Agora ali no 0 eu nao sei te dizer.

Depois de algum tempo tentando, ele afirma ndo saber se as fungoes possuem ou
néo derivada no ponto 0, nem por meio do computador, nem por meio da expressao
algébrica. Em particular, ndo houve situagao de conflito nesta entrevista, uma vez

que Francisco ndo manifestou nenhuma intuigdo sobre a funcao.

Evolucao de episddios de conflito

O comportamento de Francisco nas entrevistas baseadas em tarefas é regular. A

excecdo da entrevista T6, em que ndo acontecem situagdes de conflito, em todas as
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ocasites os conflitos ocorrem espontaneamente e sdo freqiientemente compreendidos
com rapidez pelo estudante. Somente na entrevista T4 ele reage com divida e con-
fusao acentuada. Porém, em todas as situages, mesmo aquelas em ele nao demons-
tra ter dividas, Francisco segue estratégias semelhantes: ele procura entender cada
situacao de vérios pontos de vista, baseia suas conclusdes em argumentos algébricos

e atribui as contradiges aparentes as limitagdes de aproximagdo do computador.

| | ORIGEM | REAGOES | EFEITOS |

T1 | Conflito: A funcio h € diferencidvel, mas no computador parece ndo ser.
espontidneo | compreensdo imediata | reforgo da consciéncia de limitacoes de descri-
¢oes computacionais

motivacao para uma nova questao

Conflito: A o grifico da funcdo h parece néo ser formado por retas para x longe

da origem.
espontdneo | divida utilizacio da idéia: se o derivada de uma
funcdo nao € constante em um dado intervalo,
a fung@o ndo pode ser linear no intervalo.

T2 | Conflito: A pardbola é diferencidvel, mas quando magnificada no computador
parece nao ser.

espontaneo | surpresa refor¢o da consciéncia de limitagoes de descri-
compreensao imediata | ¢does computacionais

T3 | Conflito: A fungdo blancmange ndo é diferencidvel, mas quando magnificada
no computador parece ser.

espontidneo | compreensdo ripida reforgo da consciéncia de limitagbes de descri-
¢Oes computacionais

T4 | Conflito: O grdfico de g3 ndo fica parecido com wm par de semi-retas em janelas
graficas grandes.

espontdneo | confusdo forte refutagio de uma conjectura e formulacio e
divida verificagdo de uma nova idéia: O grdfico de
£ _,E_l em janelas grdficas grandes ficard pare-

cido com o de z™ 1.

TS5 | Conflito: O computador exibe a ‘assintota’ para fi, mas nio para fo.

espontineo | compreensdo imediata | reforco da consciéncia e critica de limitacoes
de descrigoes computacionais

Conflito: O computador nao indica a descontinuidade de f3.

espontidneo | compreensdo imediata | reforgo da consciéncia e critica de limitagoes
de descrigoes computacionais

T6 | Auséncia de Conflitos: Francisco ndo tem qualquer intuicdo sobre a diferen-
ciabilidade das fungdes.

Figura 5.6: Mapa de evolucéo de episédios de conflito de Francisco.

Na entrevista T1, as investigagbes de Francisco conduzem a formulacao de uma
segunda questao e a busca de sua resposta. Na entrevista T4, Ginica ocasiao em que

o estudante se mostra confuso, suas investigagbes o levaram a refutar sua hipdtese
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inicial, formular e verificar a veracidade de uma nova.

A entrevista T6 é a tnica em que Francisco nao tem um comportamento con-
sistente com o padrao: ele nao percebe o conflito, mesmo quando induzido e nao se
mostra disposto a buscar a resposta da tarefa muito demoradamente. Em nossa inter-
pretacao, como este comportamento difere significativamente do padrao de Francisco,
ele é provavelmente devido & dificuldade excessiva da tarefa, ou fatores subjetivos

particulares como cansago ou distragoes ocasionais.

5.3.3 Comparacgao de resultados

Observamos a estabilidade de idéias fundamentais no mapa de evolugéo de discurso de
Francisco: reta tangente como melhor aproximagao, interpretacao de retas tangentes
como equilibrio, relacdo entre diferenciabilidade e unicidade de retas tangentes, limi-
tacoes do computador como efeitos de aproximagdes. As mudangas observadas sao
a reconstrucdo da visdo da relagdo entre defini¢cdo e férmulas e a inclusao das idéias
de relevincia histdrica e fisica. Nao encontramos evidéncias de que tais mudancas
estejam diretamente relacionadas com a vivéncia de conflitos. Isto €, ndo encontramos
evidéncias de que a vivéncia de conflitos hajam afetado significativamente a imagem
de conceito de Francisco.

Por outro lado, isto ndo quer dizer que as experiéncias tenham sido inécuas para
Francisco. Segundo nossa interpretacdo, a razdo pela qual nao foram observados
efeitos significativos é o fato de que a vivéncia de conflitos é compativel com a
(saudével) atitude investigativa natural do estudante. De fato, ao avaliar sua propria
experiéncia no final do processo, Francisco fala com excitagéo e entusiasmo, narrando
o quanto a experiéncia foi interessante. Em todas as entrevistas baseadas em tarefas
(exceto T6), Francisco demonstra interesse e se envolve com a tarefa proposta, parti-
cularmente em T'1 e T4. Portanto, é razodvel supor que a vivéncia de conflitos haja
atuado como incentivo para a atitude natural de Francisco — que poderia ser inibida

por uma abordagem pedagdgica que nao a valorizasse.
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5.4 Jilio

As vezes uma funcdo que vocé mdo tem nem idéia do
que vd acontecer, vocé mo computador consegue fazer
experiéncias, vocé pode wvirar ao contrdrio e de cabeca

para baizo.
Julio, entrevista G2

5.4.1 Analise das entrevistas genéricas

Entrevista G1

Na entrevista G1, Jilio mantém sua postura de respostas diretas e sem hesitagao, da
mesma forma que na entrevista GO. A idéia de derivada como fungdo ainda aparece

fortemente:

Diferencidvel é a fungao que todos os valores do dominio dela, com excegao
das descontinuidades, tem uma derivada correspondente, um valor associado &
derivada. E fun¢do nao diferencidvel é que alguns valores do dominio, [...]| néo
tem essa derivada associada.

Ele completa citando a fungao médulo e a ocorréncia de bicos, como exemplo de
nao diferenciabilidade. Sobre o reconhecimento de fungdes diferencidveis a partir de
expressoes algébricas, ele insiste na idéia de derivada como fungfo, afirmando que
seria necessario verificar se existiria uma fungao derivada. Sobre o reconhecimento a
partir de gréaficos tragados no computador, Jilio explica a diferenga de comportamento

local:

Se vocé tem a fungio mddulo, ai quando vocé der ‘zoom’ vocé vai ver aquele
mesmo desenho sempre. Na diferencidvel, ndo, o desenho vai se aproximar de
uma reta.

Ele também chama atencao para a possibilidade de erros computacionais de apro-
ximagao e arredondamento afetarem a correcao dos resultados fornecidos pela maqui-
na:

As vezes, quando a aproximag8o é muito pequena, ele [ 0 computador | liga os
pontos de qualquer maneira e o desenho sai errado. Entao as vezes ele pode
dar uma resposta errada, ele nao consegue diferenciar a curva.

Julio comenta ainda a importancia das aplicacoes de derivada a fisica.
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Entrevista G2

Julio é consistente com a idéia de derivada como fungéo:

E o coeficiente angular da reta. [...] Nao, espera af. [...] E uma funcéo que me
da os valores do coeficiente angular da reta tangente num determinado ponto.

Ele também insiste na importancia das aplicagoes a fisica:

Na fisica, derivada de velocidade é aceleragio, derivada de espago é velocidade.
Tem muitas utilidades.

Quando indagado sobre o computador ele discorre longamente (ao contrario do
seu padrdo usual de respostas). Ele afirma que a aproximagdo local de curvas di-
ferenciaveis por retas pode ser visualizada pelo processo de magnificacao local. Ele

comenta ainda, por exemplo:

O que eu acho maneiro assim |.. .| As vezes uma, fungio que vocé néio tem nem
idéia do que va acontecer, vocé no computador consegue fazer experiéncias,
vocé pode virar ao contrario e de cabega para baixo. Ai da para vocé ter uma
nogao do que vai acontecer. Vocé consegue ver o que estd acontecendo, pelo
menos na maioria das fungoes. Entdo o computador ajuda a entender melhor
as coisas, da4 wma compreensao mais global.

No entanto, ele chama atencéo para o cuidado com os erros de arredondamento
e interpolacao do computador. Por exemplo, ele cita uma experiéncia vista anterior-

mente na entrevista T'5:

Legal, mas eu sé confio [...]| como é que eu vou dizer [...] Eu s6 confio no com-
putador, mas usando a teoria que eu conheco. [...] Por que o computador ¢
falho também, como em um montao de vezes que a gente viu ai. Como naquela
hora, tem uma curva para cima, uma para baixo, ele liga a reta vertical pen-
sando que faz parte do grafico mas nao faz. Entdo tem que usar o computador,
assim para fazer experiéncias, mas continuar usando a teoria também.

Evolucao de imagem de conceito

Julio apresenta estabilidade de suas principais idéias sobre derivadas: derivada como
fun¢do, aproximacao local por retas, importancia das aplicagoes & fisica. Estes as-
pectos sao consistentes ao longo das trés entrevistas genéricas de Julio. Ele insiste
particularmente na idéia de derivada como fun¢éo e demonstra uma preocupagao com
a correcao deste enunciado, como pode ser exemplificado pela fala do estudante na

entrevista G2.
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A mencdo a erros computacionais de aproximagdo e arredondamento também
se repete nas trés entrevistas. A evolugdo da concepgdo de Julio sobre a relagao
entre o computador e os resultados matematicos é um aspecto relevante de sua ima-
gem de conceito. Na entrevista GO, sua consciéncia de tais erros ndo o impede de
afirmar que o computador pode ser usado como critério de corregao de resultados
matemdticos. J4 em G1, ele comenta que os erros computacionais podem afetar os
resultados matematicos produzidos pela mdquina. Finalmente em G2, Julio afirma
que a confiabilidade dos resultados do computador esté sujeita a verificagdo pela teoria
matemdtica — precisamente o oposto do que ele havia afirmado em G1. Identificamos
este processo como uma reformulacéo seguida por uma reconstrugdo, como ilustra o

mapa de evolugao de discurso do estudante.

| GO | G1 G2 |

A derivada é a func¢do que a cada ponto do dominio de wma outra funcgao
associa a inclinagdo de sua reta tangente naquele ponto.

| Uma fungao derivdvel pode ser aprozimada localmente por retas. |

| Uma importancia da derivada estd na aplica¢éo a fisica. I

Resultados erréneos do computador sao devidos a aprozimagdes e arredonda-

mentos.
Resultados do com- Resultados do com-
Resultados do com-
putador podem ser putador podem ser
, N putador devem ser
usados para verificar > afetados por erros NV .
- . - verificados pela
a correcdo de resul- de interpolagdo e . iy
fre teoria matemdlica.
tados matemdticos. arredondamento.

Figura 5.7: Mapa de evolugao de discurso sobre derivada de Jilio.

5.4.2 Andlise das entrevistas baseadas em tarefas
Bloco T1

Entrevista T1 Jilio comega afirmando:

Fu acho que é o seguinte. Era uma coisa de grau 2, al vocé tirando a raiz
quadrada, ai o grau estd ficando 1. Vai tender a ficar retas.

Perguntamos se a fungéo era ou nao diferencidvel. Ele responde:
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Como eu vou tirar a raiz quadrada, quando eu tirar a raiz vai ser médulo
daquilo que vai sair. Af, como a fungdo mdédulo tem bico [...] por isso essa af
val ter também.

O estudante comeca ento a tentar eliminar a raiz quadrada da expressao algébrica
da funcdo. Mesmo sem conseguir, ele insiste nesta estratégia longamente e segue
tentando, sem sucesso, eliminar a raiz. Perguntamos por diversas vezes se Julio
estava seguro da existéncia do ‘bico’, e se ndo havia nada de contraditério, ao que
ele responde que sim com muita firmeza. Finalmente ele desiste de eliminar a raiz
quadrada, mas mantém a opinido de que a fungdo ndo seria diferencidvel em z = 0
e que ele ndo havia conseguido simplificar a fungdo devido a sua prépria inabilidade
algébrica.

Nesta entrevista, nao ocorreu conflito, j4 que Jilio néo reconheceu qualquer in-
consisténcia entre o gréfico e a expressdo algébrica, mesmo quando induzido nesta

direcao.

Entrevista T2 Julio afirma que espera ver a tangente no ponto 1. Quando o com-
putador mostra a imagem irregular, ele explica imediatamente a razdo do resultado

inesperado:

Agora a reta néo estd tdo reta. Eu acho que é por que o computador nao
estd reconhecendo. A aproximagao, estd muito pequeno. Ele nao estd mais
conseguindo diferenciar a curva.

Ele diminui um pouco mais a janela grafica e prossegue:

Mais ainda. [...] Como ele liga os pontos somente e a aproximacao estd muito
pequena, o desenho estd saindo deformado.

Neste caso, a situacao de conflito foi espontanea, ndo provocou surpresa ou divida,
nao levou a mudancas de estratégia ou opinido e reforgou a consciéncia de Jilio nas

limitagoes do computador.

Entrevista T3 Julio comeca a entrevista afirmando nfdo haver entendido bem o

processo de construcao da fungdo blancmange:

Por que que quando vocé vai somando os médulos [...] os bicos ndo somem?
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Pedimos que Jilio esclarecesse melhor sua divida, ao que ele responde:

Quando eu somo fungoes qual é a tendéncia do desenho? Vamos supor, eu
tenho uma curva assim | ele faz wm movimento com a mdo indicando uma
curva | € um bico. Af eu somo essa duas fungoes. Que que vai dar mais ou
menos? Nao sei. [...] Seriam duas curvas. [...] Uma curva assim e uma assim,
uma pardbola, por exemplo. Af eu somo, o que que vai dar? Por que que nao
poderia dar uma reta?

Assim, Juilio cré que a soma de funges teria um efeito suavizador nos seus ‘bicos’.
Ele explica que, em virtude deste fato, ele espera ver cada vez menos bicos, quanto
major for o ntiimero de parcelas da soma. Desta forma, a imagem de uma poligonal
mostrada pelo computador no processo de magnificacdo local da blancmange ndo €
incoerente com a concepcao de Jilio. Ele comenta que é justamente isto que ele

espera enxergar. Portanto, ndo ocorrem conflitos nesta entrevista.

Bloco TII

Entrevista T4 Julio faz os desenhos dos gréficos de g1, g2 € g3, identificando cor-
retamente os pontos de descontinuidade e todas as assintotas. Ao observar a funcao

g1 adquirindo a aparéncia da reta horizontal, ele explica:
A medida que o intervalo vai aumentando, a descontinuidade tende a sumir.
A{, primeiro ela fica na mesma linha, a descontinuidade do y. Depois que vocé

aumenta mais, fica sé uma linha horizontal. E por causa da assintota horizontal.
Dos dois lados tende a ficar a 1.

Quanto perguntamos o que Julio esperava ver ao afastar a janela grafica da fungao

go, €le afirma:

Val aparecer a reta y = z ali, como assintota inclinada.

Perguntamos a razdo de sua afirmativa. Ele explica:

Dividindo z? por z — 1, o quociente é sempre a assintota. Af, vai dar a reta z.

Da mesma forma, ele prevé corretamente que o gréafico de g3 ficard semelhante a
uma. pardbola. Assim, ndo ocorreram conflitos nesta entrevista, pois os resultados

coincidiram com as expectativas do estudante.
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Entrevista T5 Julio desenha os graficos de fy, fo e f3, identificando corretamente
os limites nos pontos de descontinuidade e no infinito. Ao desenhar os gréficos no
computador, ele comenta que a assintota vertical deveria estar aparecendo também
no grafico de fy. Perguntamos se ele saberia explicar o motivo deste fato. Julio
faz algumas suposicoes vagas e depois diz nfo saber. Lembramos entdo a ele que o

computador traga graficos ligando pontos. O estudante exclama:

Ah, esté certo! No gréfico f1, uma parte é para baixo e a outra é para cima. Af,
ele entende que aquilo dali [...] o computador entende que aquilo dali é uma
reta. Ai, por isso que ele desenha a assintota. Quer dizer, eu nem posso dizer
que seria uma assintota. No outro, como est&o os dois para cima, o computador
nao desenha.

Depois de incluir o comando ‘discont=true’, Jilio explica o ocorrido:

Como ele analisou a descontinuidade, ele viu que a fungdo nao pode passar por
1. Entéo deixou de tragar a reta em f1. Em fo j& ndo tragava mesmo.

No caso de f;, Julio observa que o computador ndo indica a descontinuidade

mesmo com o comando ‘discont=true’. Ele explica imediatamente:

E por causa disso, como é s6 um ponto da reta, que tem infinitos pontos, um
muito perto do outro, ai o computador ndo reconhece, mesmo pedindo para
analisar a descontinuidade.

Julio experimenta duas situacdes de conflito espontaneamente. Na primeira, ele
verifica que a assintota vertical de f, ndo é mostrada enquanto, segundo ele, esta deve-
ria estar presente. Julio se mostra um pouco confuso inicialmente, mas compreende
sem dificuldade a razdo do conflito com nossa explicagao. Na segunda situacao, o
estudante observa que o computador deixa de indicar o ponto de descontinuidade de
f3. Neste caso, ele compreende imediatamente o conflito. Em ambas as situacoes,
o conflito atua reforcando a compreensdo de Jilio sobre limitagoes dos algoritmos

computacionais.

Entrevista T6 Julio afirma que u; nio tem derivada em z = 0. Ao perguntarmos
por que, ele responde, olhando para a tela do computador, que a fungao estd oscilando
muito perto de 0. Perguntamos entéo se ele achava que a func¢do teria derivada em

outros pontos do dominio. O estudante responde:
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Esses bem préximos? [...] Ah, pelo desenho parece néo ter derivada. [...] Mas
eu acho que tem.

Perguntamos entao por que ele achava isto. Julio responde:

Por que z sen (%) tem como derivar. O problema seria sé6 no 0, que é uma
definicdo isolada.

Ao indagarmos por que entdo o computador dava a impressao da funcado nao ter
derivada em pontos préximos de 0, ele explica que o efeito seria devido a oscilacao
elevada de sen (%)

Passamos entdo a analisar uy. Jilio afirma que o comportamento da fungéo seria
provavelmente o mesmo de uy: a funcdo seria ndo derivdvel somente no ponto 0,
embora a imagem na tela dé a impressao de ela néo ser derivdvel no 0 e também no
pontos préximos. No entanto, ele diz ndo estar totalmente certo da afirmativa neste
caso. O estudante comega entdo a pensar na resposta, faz algumas afirmacgoes sobre
o crescimento da funcdo y = 22 e altera a janela grafica algumas vezes. Depois de
alguns minutos, ele afirma.

z? e sen (1) [...] E como se o 22 estivesse quebrando o efeito do sen (1). Af,

impedindo um pouco essa oscilagio, que estava sendo muito brusca. [...] Ah,

z? cresce muito rdpido perto do 0 [...] e a outra também cresce rédpido. Af,

quebra um pouco o efeito. [...] Apesar dela oscilar muito, ela estd oscilando
comprimida. Ou seja, vai ter como desenhar uma reta tangente ali. Entao na
verdade tem derivada em 0.

Perguntamos entao qual seria o valor da derivada em 0. Julio afirma:

E 0, por causa do desenho que eu 0 vendo. [...] Por que como ela estd
limitada [...] limitada n#o, est4 sendo comprimida pela funciio z?, e na funcio
2?2 a derivada em 0 é 0, entdo af também vai ser 0.

Julio experimenta espontaneamente situagdes de conflito em dois momentos nesta
entrevista: ao observar que as imagens na tela sugerem que cada uma das fungdes
U1 € Uz nao seriam derivaveis em pontos préoximos de 0. No caso de u;, o conflito é
imediatamente compreendido pelo estudante. No caso de ug, Jilio fica em divida e
finalmente conclui que a fungao deveria ser diferencidvel inclusive no ponto 0. Neste
caso, verificamos ainda que o conflito provocou uma mudanga de estratégia: antes,
Julio baseava-se exclusivamente na descricdo algébrica de ug, mas depois passou a
considerar a comparagdo das descrigoes algébrica e computacional. Em ambos os

casos, o conflito atua como reforgo de sua consciéncia das limitagdes do computador.
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Evolugao de episédios de conflito

Em trés das entrevistas, as concepgoes prévias de Jilio sobre os objetos tratados nao
propiciaram a ocorréncia de conflitos. Do ponto de vista conceitual, as trés situacoes
sdo consideravelmente diferentes. Na entrevista T'1, o simbolo de raiz quadrada alude
(erroneamente) ao estudante a idéia de ndo diferenciabilidade, o que o faz ficar con-
victo de que ndo hd nada de contraditério em relagdo a descrigdo computacional. Sua
convicgao é tal, que ele nem mesmo considera a possibilidade de estudar com mais
cuidado a imagem mostrada na tela, por exemplo, mudando a janela grafica. Na
entrevista T3, sua falta de familiaridade com a situacéo é tal, que ele nao tem idéia
do que esperar da experiéncia e, em particular, ndo se questiona o resultado. Em
entrevista T'4 o que ocorre é justamente o contrério: Jilio é tao confortével com a
situacao que ele prevé com precisdo o que ird acontecer.

A situagfo da entrevista T2, por outro lado, também guarda uma certa relagao de
oposi¢do com a da entrevista T1. Enquanto em T1 uma concepgéo errénea ofuscou
para Julio qualquer contradicéo, em T2 sua seguranca quanto a diferenciabilidade da
parabola evidenciou a contradi¢do na imagem exibida na tela. Na entrevista TS o
participante parece estar mais atento as possiveis contradigoes e percebe imediata-
mente que a presenca da reta vertical se deve a uma limitacdo da méaquina. Ele se
mostra ligeiramente confuso, mas rapidamente formula uma explicagdo tedrica para
o resultado contraditério. Ksta primeira situacdo de conflito ocorrida em T'5 parece
havé-lo preparado de certa forma para a segunda. Quando Jilio percebe a auséncia
da indicacao do ponto de descontinuidade no grafico de f3, ele ndo fica confuso em
absoluto e imediatamente atribui este resultado a uma limitagdo do algoritmo.

Na entrevista T6, finalmente, podemos constatar que a situacio que antecede
imediatamente a ocorréncia do segundo conflito é semelhante & situagao da entre-
vista T1: a descricao computacional parece confirmar a suposicao de Jilio de que
a fungao wuy nao seja diferencidvel. No entanto, sua reacdo neste caso é bastante
diferente. Ele explora o grafico exibido na tela do computador, muda a janela grafica
algumas vezes e se baseia nisto para duvidar de sua suposi¢ao inicial sobre a nao
diferenciabilidade de us e mudar de opiniao. Ele se preocupa, ainda, em buscar uma

fundamentacao algébrica para sua nova suposicao e procura relacionar propriedades
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| | OricEM | REAGOES | EFEITOS
T1 | Auséncia de Confilitos: Julio estd certo da ndo diferenciabilidade da fungdo
e nao vé qualquer incoeréncia no grdfico exibido no
computador.
T2 | Conflito: A pardbola é diferencidvel, mas quando magnificada no computador
parece nao ser.
espontineo | compreensdo imediata | reforgo da consciéncia de limitagdes de descri-
¢Oes computacionais
T3 | Auséncia de Conflitos: O grdfico mostrado no computador corresponde d ex-
pectativa de Jilio.
T4 | Auséncia de Conflitos: O grdfico mostrado no computador corresponde 6 ez-
pectativa de Julio.
TH | Conflito: O computador exibe a ‘assintota’ para fi, mas nio para fo.
espontaneo | confusfo leve refor¢o da consciéncia de limitagbes de descri-
compreensao rapida ¢des computacionais
Conflito: O computador ndo indica o descontinuidade de f3.
espontdneo | compreensdo imediata | reforco da consciéncia de limitagoes de descri-
¢Oes computacionais
T6 | Conflito: A expressdo algébrica da funcdo uy sugere que ela seja diferencidvel

em todos os pontos exceto 0, mas no computador ela parece ser nao
diferencidvel também em pontos prézimos a 0.

espontaneo | compreensao imediata

refor¢o da consciéncia de limitagdes de descri-
¢Oes computacionais

Conflito: A expressio algébrica da fungto us sugere que ela seja diferencidvel
em todos os pontos exceto 0, mas no computador ela parece ser nao
diferencidvel também em pontos préxzimos a 0.

espontaneo | duvida

mudanga na conclusdo sobre a néo diferencia-
bilidade da fungéo em 0

mudanga de argumentagio baseada na descri-
¢8o algébrica para argumentagdo baseada na
comparagio das descrigées algébrica e com-
putacional

reforgo da consciéncia de limitagdes de descri-
¢coes computacionais

Figura 5.8: Mapa de evolugdo de episédios de conflito de Julio.

5.4.3 Comparagao de resultados

As concepgoes de derivada mencionadas por Jilio nas entrevistas genéricas (derivada

como fungio, aproximagao local por retas, importancia das aplicagdes & fisica) néo

mudam significativamente ao longo do processo. Assim, ndo hé evidéncia de qualquer

influéncia da vivéncia de conflitos sobre essas idéias.
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Os resultados sugerem que a evolugao de sua concepcgao das limitagdes do computa-
dor, ao contrério, tenham sofrido forte influéncia das situacées de conflito. O mapa
de evolugéo de discurso do participante revela uma significativa mudanga do papel do
computador em seu pensamento matemético: considerados inicialmente como critério
de verdade matemética, os resultados do computador passam a estar sujeitos a legi-
timacao da teoria. Também podemos observar uma mudanga marcante na evolugao
de episédios de conflito. Nas entrevistas T'1 e T6, Julio tem reacgdes bem diferentes
a situagbes semelhantes. Nas entrevistas intermedidrias, ele teve oportunidade de
vivenciar situacoes de conflito que chamaram sua atengao para o papel das limitacoes
das descri¢des computacionais e aumentaram sua familiaridade com estas. Como re-
sultado, em T6 a atitude de Jilio é de exploragdo tanto da descrigdo computacional,
quanto da descrigdo algébrica. Ele usa a exploragdo da descrigdo computacional para
buscar uma explicagdo algébrica e finalmente se d4 conta de uma limitagao da prdpria
descricao algébrica: o fato da funcgéo ter uma definicdo particular para z = 0 sugeria
que ela nao fosse diferenciavel neste ponto, quando na verdade ela era.

Nossa interpretacio destes resultados é de que a vivéncia de situacées de conflito
haja atuado para reverter o papel atribuido por Jilio ao computador e sua atitude

perante as limitacoes das descrigoes computacionais.
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5.5 Marcelo

Sei ld, no computador tudo pode acontecer. Eu fico meio

perdido, nunca tenho a menor idéia das coisas.
Marcelo, entrevista T'3

5.5.1 Analise das entrevistas genéricas

Entrevista G1

Marcelo demonstra grande confus@o e muitas dividas. Ele declara néo saber a dife-
renca entre fungoes derivaveis e néo derivaveis e diz também néo saber como decidir,
de nenhuma maneira, se uma fungdo é ou néo diferencidvel. Marcelo menciona alguns

pontos tratados nas aulas e entrevistas anteriores nos quais ele tem duavidas:

As vezes eu nao entendo por que se eu derivar uma funcéo, sei 14, do 4° grau,
vou ter, sei 14, uma do 3°, sabe? Isso é que eu nao entendo muito bem, como é
que funciona isso. [...] No meu entendimento teria que dar uma funcéo do 1°
grau, sabe? Eu ainda nao me liguei assim, como é que faz esse processo.

BEle afirma que a idéia de derivada estd relacionada com fazer aproximagoes, mas
diz também nao estar seguro neste ponto, quando o computador estd envolvido. Por

exemplo, ele comenta:

Por que que no bico néo [...| por mais que vocé aproxima, aproxima, nunca
vai se parecer com uma reta. FEssa parte eu nao entendi.

Entrevista G2

Nesta entrevista G2, Marcelo se limita a reafirmar sua grande dificuldade com a
matéria e em particular com o computador. Ele comenta que entende derivada como
aproximacao, mas afirma que nao entende como o computador opera essa aproxi-

magao.
Evolucao de imagem de conceito

A imagem de conceito de Marcelo se comp&e mais por dividas do que por concepgdes.
As duavidas citadas em diferentes ocasides ao longo das entrevistas parecem ser des-
conexas e nao guardam relacao de evolucao aparente entre si. A nogao de derivada

como aproximagao se faz presente ao longo de todo o processo, mas mesmo esta idéia
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nao parece estar clara para o estudante. Ele também aponta constantemente para

sua grande dificuldade com o computador.

| GO | G1 | G2 |

| A idéia de derivada estd relacionada com aprorimacdes. I

Por que a reta que Por que a fungdo
aparece na tela do derivada de wma
computador pode funcdo qualquer ndo
mudar de inclinacdo é sempre do primeiro
gquando aprorimada? grau?

Por que um ‘bico’
néo fica parecido
com uma reta quan-
do aprozimado na
tela do computador?

| Como o computador trabalha com grificos de func¢des? |

Figura 5.9: Mapa de evolugao de discurso sobre derivada de Marcelo.

5.5.2 Analise das entrevistas baseadas em tarefas
Bloco T1

Entrevista T1 Marcelo responde a pergunta, simplesmente afirmando que a fungao
tinha derivada, sem qualquer justificativa espontanea para este fato. Quando pergun-
tamos por que, ele responde:

Porque eu imaginei. [...] Eu ja derivei aquela outra, até que a gente estava

fazendo. [ ele se refere a exercicios feitos em sala de aula | Com alguma coisa
dentro da raiz. [...] Af, imaginei que essa af também poderia ser, s6 por isso.

Perguntamos, entao, se ele ndo via nada incoerente no grafico. Marcelo responde:

Eu nem tinha prestado atengao no gréafico. Agora é que eu fui olhar. E dai?

Perguntamos diretamente se, em sua opiniao, o grafico nao sugeriria que a fungao

nao teria derivada, ao que o estudante responde:

Olhando para o gréfico, o estilo é do médulo. [...] Af ndo sei, também néo
estou entendendo por que ela estd assim.
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Marcelo nao demonstra interesse em entender por que o grafico poderia ter aquele
aspecto e reafirma que a fungéo deveria ser derivdvel porque nao havia nada ‘estranho’
na férmula. Nesta entrevista, Marcelo experimentou uma situagdo de conflito de
forma induzida e reagiu com indiferenca. O conflito ndo motivou qualquer mudanca

de estratégia ou nova idéia.

Entrevista T2 Marcelo afirma que espera ver uma reta no processo de magnifi-
cacdo local da parabola, de forma semelhante a experiéncias que haviam sido feitas
muitas vezes em sala de aula. Quando o programa comeca a exibir uma poligonal,

ele comenta:

Sei 14, era para ver uma reta, eu acho. [...] Mas eu nunca entendo o que rola
no computador.

Explicamos, entao, que aquele resultado se devia a erros de interpolagdo da
maquina. Entretanto, Marcelo ndo demonstra haver entendido a explicagdo — ou,
melhor dizendo, ele ndo demonstra sequer haver tentando entender. O estudante
repete que tem muitas dificuldades com computadores e, por isso, ndo consegue en-
tender a matéria daquela forma. Embora neste caso o conflito tenha ocorrido de forma
espontanea, provoca inicialmente diivida e depois indiferenca em Marcelo e néo leva

a qualquer mudanca de estratégias ou idéias.

Entrevista T3 Marcelo declara que a func¢do blancmange nao tem derivada em
nenhum ponto e que, por esta razdo, ele nfo espera enxergar uma reta ao magnificar

a funcao no computador:

A caracteristica daquela funco é que ela nao tem derivada em nenhum ponto.
Nao sei se eu estou certo, mas eu acho que nao deveria se parecer com uma reta
quando ampliar.

Perguntamos que aparéncia a funcdo deveria adquirir ao ser ampliada. Marcelo
afirma nao ter a menor idéia. Kle d4 inicio entdo ao processo de magnificacao local em
torno do ponto zy = % Basicamente, o processo transcorre em trés fases: no inicio
a funcéo preserva seu aspecto enrugado; depois adquire o aspecto de uma poligonal
(devido ao truncamento da série geradora); e, finalmente, para janelas grificas de

ordem menor que 1078 de lado, fica parecida com uma poligonal ainda mais irregular
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(agora devido a erros de interpolagdo, da mesma forma que ocorre com a parabola na,
entrevista T2). Note-se que Marcelo é o dnico participante que conduz a magnifica-
céo local da blancmange até esta terceira fase, pois para todos os demais, o conflito
ocorre antes. De fato, ele ndo percebe qualquer contradicdo durante a entrevista —
talvez por que a curva néo haja ficado parecida com uma reta em nenhum momento
e Marcelo espera visualizar qualquer coisa a néo ser uma reta.

Marcelo, mais uma vez, reclama muito de suas dificuldades com a maquina. Por

exemplo, ele comenta:

Sei 14, no computador tudo pode acontecer. Eu fico meio perdido, nunca tenho
a menor idéia das coisas.

Bloco TII

As trés entrevistas deste bloco transcorrem de forma muito semelhante a entrevista
T3. Marcelo néo se da conta de contradi¢cbes em momento algum, fundamentalmente
por que nunca sabe o que esperar do computador. Ele reclama insistentemente de
suas dificuldades com a méquina e resiste sistematicamente a qualquer explicagao de
nossa parte que envolva o entendimento de seu funcionamento. Por isso, julgamos

desnecessario fornecer maiores detalhes de cada uma das entrevistas separadamente.

Evolugao de episdédios de conflito

| | ORICEM | REAGOES [ EFEITOS
T1 Conflito: A fungdo h é diferencidvel, mas no computador parece néo ser.
induzido | indiferenga | nenhum efeito identificado
T2 Conflito: A pardbola € diferencidvel, mas quando magnificada no computador
parece nao ser.
espontaneo | divida nenhum efeito identificado
indiferenca
T3
T4 L . N o
T5 Auséncia de Conflitos: Marcelo ndo tem qualquer intuicdo sobre o que es-
T6 perar das descrigdes computacionais.

Figura 5.10: Mapa de evolucdo de episddios de conflito de Marcelo.

Observamos que as dividas conceituais, juntamente com a grande dificuldade de
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Marcelo com o uso da méaquina, rapidamente tornaram invidveis os conflitos. Mes-
mo nas entrevistas T'1 e T2, em que Marcelo consegue perceber contradicoes e as-
sim experimentar situagoes de conflito, o participante reage com indiferenca a estas.
Aparentemente, suas dividas sdo tantas que ele tem dificuldades mesmo para formu-

lar perguntas.

5.5.3 Comparacao de resultados

Como mostram os resultados, o processo de entrevistas desenhadas para motivar
a ocorréncia de situagbes de conflito ndo surtiu efeito para Marcelo. Ao longo do
processo, ndo observamos qualquer mudanca no quadro do estudante. Atribuimos
este resultado negativo ao fato de que ele apresentava grandes dificuldades tanto nos
contetidos, quanto no uso do computador em si. Em conseqiiéncia, o computador nao
se constituiu em um meio suficientemente transparente para representar conceitos

matematicos.
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5.6 Tiago

A gente tem que pensar na funcdo, puramente. O que o
computador mostra € so enfeite.
Tiago, entrevista T'1

5.6.1 Amnalise das entrevistas genéricas

Entrevista G1

Tiago comenta que é muito interessante observar que a derivada é o resultado da
comparacdo entre duas coisas que separadamente se anulam. Ao responder sobre
a diferenca entre funcoes diferencidveis e néo diferencidveis, ele se refere & idéia de

suavidade de curvatura:

A funcfo que teria uma derivada, ela seria uma funcao assim, a curvatura
seria [...] leve. Assim, entre aspas, seria uma curvatura suave. E a que nao
teria derivada seria uma [...]| uma interrup¢go. A curvatura seria ou muito
acentuada, do nada ela mudaria muito, teria uma variagao muito grande, essa
curva; ou ent&o nem seria uma curva, seria uma quina, algo do tipo.

E interessante notar que Tiago é o tnico participante que, nesta altura do processo
de entrevistas, menciona explicitamente modelos para fungoes néo diferencidveis além
dos ‘pontos que formam bicos’. De fato, ele explica que funcdes nao diferencidveis
sdo aquelas que possuem ‘curvatura muito acentuada’ ou possuem ‘quinas’.

Sobre o computador, Tiago comenta que quando ele mostra resultados incorretos,

estes podem induzir a erros e, sendo assim, devem ser desconsiderados nestes casos.

Entrevista G2

Tiago comega falando de aproximagcdo de curvas por retas:

Derivada, a gente estd tentando aproximar uma curva de uma reta, porque é
mais fécil trabalhar com uma reta. [...] Vocé vai pegar uma janela pequena e
transforma |[...] transforma néo [...] Nessa janela pequena, a curva que vocé
val ter vai se parecer muito com uma reta, entio vocé teria que uma curva seria
mais ou menos como se fosse vdrias, infinitas retas assim em seqiiéncia, s6 que
elas formariam essa curva, entendeu? Vocé poderia desmembrar essa curva em
virias retinhas, se pegar esse intervalo pequeno. HEntao, com retas vocé tem
muito mais facilidade de trabalhar. Ent&o, isso ajudaria vocé a analisar varias
funcgoes diferentes.
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Em seguida, ele toca na idéia surpreendente de duas coisas que tendem a zero

poderem dar um resultado quando comparadas:

O célculo trouxe mais perguntas para o que eu tinha, assim na minha cabeca.
[...] Duas coisas que tendem a 0 darem um resultado, entendeu? Tipo, mais
coisas a se pensar, assim. [...] Coisas estranhas, sei 14, surpreendentes.

Ele prossegue falando de fungoes nao diferencidveis:

Trouxe indignacao também porque até agora ndo tem como visualizar direito a
funciio que é continua e nio tem derivada em nenhum ponto. [...| Porque ndo
d4 para pensar em termos de bicos. Porque ela teria vérios bicos, assim, vérias
pontas. Entéo teria que ter um segmento. Se tem um segmento teria que ter
uma derivada. Entdo ndo d4 para entender ela como formada por bicos. Ela
tem uma curvatura muito acentuada em todos os pontos, que néo deixa ela ter
derivada. [...] Mas eu néo consigo visualizar isso, s6 pensar.

Quando perguntamos sobre o papel do computador, Tiago responde:

Ele ajuda bastante a visualizar as coisas que vocé ndo consegue ver, mas ele
também erra bastante também.

Perguntamos entdo sua opinido sobre estes erros. Ele responde:

Ah, induz vocg, se for sé pelo grifico, vocé vai cometer erros também, induzido.
[...] Tem que analisar vocé mesmo a fungéo e tem analisar sempre mexendo
na janela no computador. Mas se aparecer erros, pode esquecer, vai dar tudo
errado.

Evolucao de imagem de conceito

Podemos observar que Tiago possui uma imagem de conceito de derivada rica, com
interpretacoes diversificadas para o conceito: aproximagdo por retas, relacao de di-
ferenciabilidade e ndo diferenciabilidade com suavidade de curvatura. A idéia que
parece mais fascind-lo é a interpretagao de derivada como o resultado da comparagao
de variacao de duas grandezas, que isoladamente se anulariam. Ele sempre mostra
entusiasmo a falar desta idéia. Sua imagem de conceito apresenta aspectos estaveis
de forma geral. A relacio entre diferenciabilidade e suavidade é reformulada ligeira-
mente. A idéia de aproximacdo por retas tangentes é citada pela primeira vez na
entrevista G2, mas nao encontramos indicios significativos de que tenha sido de fato

incluida na imagem de conceito naquele momento.
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O aspecto que mais chama atencao na imagem de conceito de Tiago é sua atitude

em relacdo ao uso do computador. FEle afirma consistentemente que os resultados

erréneos da maquina devem ser descartados, pois podem induzir ao erro. Na entre-

vista G2, ele comenta que o computador pode ajudar a visualizacdo, mas somente

quando ndo gera resultados errados.

| GO

G1 | G2

A derivada é o resultado da comparacdo da variagdo de duas grandezas, que
isoladamente se anulariam.

Fungdes nao diferen-
cidveis possuem va-
riacdo brusca.

Existem dois tipos distintos de fungoes nao dife-
rencidveis: as que possuem ‘bicos’ e as que pos-
suem curvatura muito acentuada. Puncgoes dife-
rencidveis, por outro lado, sdo aquelas que pos-
suem curvatura suave.

Uma curva se parece
muito com wma reta
em janela pequena e
€ mais facil trabalhar
com retas.

| Resultados erréneos do computador devem ser descartados. 4‘

Figura 5.11: Mapa de evolucdo de discurso sobre derivada de Tiago.

5.6.2 Andlise das entrevistas baseadas em tarefas

Bloco T1

Entrevista T1 Tiago responde & pergunta de forma direta. Ele explica o algoritmo

algébrico de derivacao:

. : 1 , n g
Vou tratar a raiz quadrada como sendo tipo um zz. Af, no caso, vocé faria
poténcia de poténcia, vocé cairia num polinémio. Af, pela regra do polindmio,

vocé teria a derivada.

Quando chamamos sua atengao para o grafico, Tiago comenta:

Pelo gréafico parece que ela ndo tem derivada em 0, acho.

Perguntamos, entéo, se ele sabia a razfo para este fato. HEle responde:

O intervalo estd muito grande. Se a gente diminuir o intervalo préximo a 0,
acho que a gente teria uma visualizagdo melhor.
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Ele magnifica a janela grafica e comenta que entdo o computador mostra o que ele
j4 sabia. Devido a seguranca com que Tiago afirmou desde o comego da entrevista
que a fungao tinha derivada, decidimos perguntar se a imagem na tela nao havia

abalado sua certeza. Ele responde:

A gente tem que pensar na funcao, puramente. O que o computador mostra é
s6 enfeite.

Tiago vivenciou uma situagdo de conflito induzida, mas compreendeu imediata-
mente a situacdo. O conflito ndo alterou suas opinides ou estratégias e atuou para

confirmar sua concepcdo sobre as limitagées do computador.

Entrevista T2 Tiago comega afirmando:

Quando for olhando de mais perto, a gente vai ver uma reta. [...] Por que
vocé vai limitar a tua janela, vai diminuindo a curva. Isso af é o sentido de
derivada, chegar a uma reta tangente. O computador vai mostrar para a gente
algo muito préximo da reta tangente & curva no ponto 1.

Quando a imagem deixa de se parecer com uma reta, Tiago afirma que o resultado
estd errado. Perguntamos se ele sabe a causa do erro e ele responde que néo faz idéia,
mas que se trata de um erro do computador. Ele continua o processo de magnificacao
local até que a imagem some completamente da tela. Perguntamos mais uma vez se

ele entende a causa do erro, ao que o estudante responde:

Ah, deve ser pelo jeito dele tracar os graficos, ligar os pontos. Tem alguma
coisa a ver com isso.

A situagdo de conflito ocorreu espontaneamente, mas Tiago reagiu com indiferen-
ca. Ele atribuiu a causa do erro ao computador com firmeza, mas se nao mostrou
interessado em entendé-lo em maiores detalhes. O conflito ndo gerou mudancas de
estratégia ou opinido, mas serviu para confirmar sua concepgdo sobre as limitagoes

do computador.

Entrevista T3 Tiago explica sua concepcao da fungao blancmange:

A gente pegou vérias fungdes médulo e somou. |[...] Somou vérias assim |. .. ]
funcoes que, primeiro tem um bico, a primeira sé teria um bico, ai a segunda
teria dois, quatro, e assim por diante. [...] Af se percebe que é 2", cada vez vai
aumentando isso daf, a quantidade de bicos. E como a gente quer n tendendo
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a infinito, essa funcgdo ficaria [...] todo ponto seria um bico. [...] Mas para
vocé pensar em bico, vocé tem que ter uma parte de fungéo que seja tipo |...]
continua assim, pelo menos wm minimo intervalo continua. [...] Nao é um

segmento. Nao é continua, eu usei o termo errado. Seria um segmento, dois
segmentos para formar esse bico. E no caso, esse segmento nao existe, mas
assim tem o bico. E nessa funcdo, o estranho é que néo tem esse intervalo.

Quando perguntamos o que ele espera ver no processo de magnificagdo local, ele

responde que nao consegue visualizar e acrescenta:

I muito dificil de imaginar. Uma coisa ser um bico e néo possuir a caracteristica
do bico, que sdo as duas retinhas ou espacinhos delimitando aquele bico.

Quando o computador exibe uma poligonal, Tiago afirma que, embora ele nao
soubesse ao certo o que esperar, ndo acredita que fosse algo como aquilo, mas uma
coisa mais irregular. Explicamos que o computador utiliza um truncamento da funcao

blancmange. Tiago comenta:

Entao essa af nao é a verdadeira, ela ndo é tao estranha. HEla tem tipo bicos
normais, bem definidos.

Perguntamos ent&o como seria a ‘verdadeira’ blancmange. O estudante pensa um

pouco e responde:

Acho que no caso dela, na verdade nfo daria para falar em termos de bicos.
Ela ndo é derivéavel, mas é outro tipo |[...] outro tipo de coisa, de aspecto. Nao
d4 para falar de bicos, como na fun¢ido médulo e essa af. [ aponta a tela] [...]
Ela seria uma coisa mais abstrata, nao da para imaginar mesmo, nem da para
desenhar.

O conflito ocorreu espontaneamente, provocou confusao leve e motivou Tiago a
pensar em uma nova idéia: a fun¢do blancmange nao é formada por ‘bicos’. O conflito

atuou ainda para reforcar a idéia de Tiago sobre o cardter abstrato da curva.

Bloco TII

Entrevista T4 Tiago esboga os graficos de g1, g2 e g35. No caso de g1, ele identifica
uma descontinuidade removivel em lugar de uma assintota (marcando uma pequena
bola aberta no gréfico). Os gréficos de g, e g3 s@o tragados corretamente, com identi-
ficacdo das assintotas verticais, mas nao a assintota inclinada de gs. Ao ver o gréfico

de g na tela do computador, Tiago se da conta imediatamente de seu erro e o corrige.
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Em seguida, Tiago prevé que o gréifico de g devera ficar parecido com uma reta
horizontal ao afastar a janela grafica. Ao observar o grifico adquirindo esta aparéncia,
o estudante explica que a funcéo esté ficando parecida com a sua assintota. Ele diz
que nao sabe o que esperar dos outros dois graficos, pois as fungdes nao possuem
assintotas. Ao ver o grafico de g, ficar parecido com uma reta, Tiago diz nao saber
a explicacdo. Perguntamos entdo se agora ele teria alguma idéia do que aconteceria
com g3 ao se afastar a janela grafica. O estudante afirma que espera ver algo parecido

com a func¢ao médulo. Ao perguntarmos por que, ele responde:

Porque vocé vai perder a nogao da assintota, ela vai sumir com a janela grande,
e vocé vai ter duas tendéncias a +oo. O limite de z, = tendendo a +oo, a funcao
vai tender a +oo e z tendendo a —oo também. Entdo vocé vai ter [...] um V’
tipo, seria 0 médulo de z.

Ao ver a curva ficando parecida com uma parabola, ele pensa em siléncio por

alguns instantes e formula uma explicagao algébrica:

Se eu dividir as duas, o numerador e o denominador por z, todas as parcelas
por z, no final eu vou ter x ao quadrado, que me levaria a uma parabola.

Perguntamos se ele estava certo de sua explicagdo e ele afirma que sim. Pergun-

tamos entdo se ele poderia prever o que aconteceria ao afastarmos as janelas graficas

v
z2—1"

~ 1174
para o caso das fungoes - e
poan

7 Tiago responde rapidamente que veria uma fungao

do terceiro grau e uma do segundo grau, respectivamente. Indagamos se ele gostaria

de verificar sua conjectura no computador e ele responde que nao:

Eu ja entendi. E s6 dividir em cima e em baixo, que a gente vé. Nao precisa
botar no computador.

Tiago vivenciou espontaneamente uma situac¢do de conflito quando o grafico de g3
ficou diferente do esperado. O conflito gerou confuséo, mas motivou Tiago a formular
método para determinar a aparéncia de fungoes racionais ao afastar-se a janela grafica
no computador. Ele se convence da validade deste método com tal seguranca, que

nao sente necessidade de testa-lo para outros casos.

Entrevista T5 Tiago desenha os graficos de fi, fo e f3, identificando corretamente
os limites nos pontos de descontinuidade e no infinito. Em seguida, ele desenha os

graficos no computador e comenta.
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Ele botou uma assintota nesse aqui que néo deveria botar.

Perguntamos por que e ele explica:
Préximo do 1, eles estdo vindo tanto pela direita quanto pela esquerda de +-oo.
Ele tenta ligar os dois infinitos. Ele traga o grafico ligando os pontos e pronto.
Pedimos entao que Tiago acrescentasse o comando ‘discont=true’. Ao ver a reta
vertical desaparecer, ele explica:
Aqueles dois pontos que ele tinha ligado 14 em oo, ele percebeu que aquilo 14
€ra um erro.
Pedimos que Tiago examinasse o grafico de f3 no computador. Ele comenta:
Ele ndo botou a bolinha aberta em x = 1. Porque ele ligou como ele estava
ligando os outros pontos do gréfico.
Ele pergunta espontaneamente se o comando ‘discont=true’ provocaria algum

efeito no gréfico. Ao verificar que néo, Tiago comenta:

Nzo d4a para ele pular s6 um ponto. Ele nfo consegue de jeito nenhum.

Perguntamos, finalmente, se ele acha que as fungbes sdo melhor representadas

pelos seus graficos ou pelos do computador. O estudante exclama:

Acho que o meu!

Tiago justifica:

Porque tem algo a mais aqui. [...] Estd mostrando um detalhe do grafico que
nao estd mostrando ali.

Nesta entrevista, Tiago experimenta espontaneamente duas situagbes de confli-
to: ao ver uma assintota vertical no grifico de fi que, segundo ele, nao deveria
estar presente e ao observar que o computador ndo indica a descontinuidade de fs.
Ele entende ambas as situagdes imediatamente e os conflitos atuam reforgando a

consciéncia de Tiago das limitacoes do computador.

Entrevista T6 Tiago afirma que ambas as funcoes teriam derivada, pois nao havia
nada nas expressoes algébricas que sugerisse o contrario. Mesmo quando chamamos
sua atencio para o grafico, Tiago mantém sua opinifo. Assim, nao verificamos

ocorréncia de conflitos nesta entrevista.
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Evolucao de episddios de conflito

Nas duas primeiras entrevistas baseadas em tarefas, Tiago reage com indiferenca as
situacoes de conflito. Aparentemente, sua certeza em relagdo a teoria é tal, que ele
nao considera que a compreensio dos conflitos tenha algo a acrescentar, portanto ele
simplesmente nao se preocupa com isto.

Na entrevista T3, a situacdo é diferente: a funcio é misteriosa para ele. Suas
reacoes ao conflito, neste caso, sdo de confusdo e divida. Embora ele ndo demonstre
interesse em entender mais profundamente a causa da erro no resultado do com-
putador em si, o fato deste resultado erréneo haver ocorrido motiva-o a pensar mais
profundamente na prépria fungdo blancmange. O fato do computador haver mostra-
do ‘bicos’, mas esse resultado ser sabidamente erréneo, parece haver sugerido a Tiago
uma, nova explicagio para o comportamento da funcdo: ela néao pode ser pensada em
termos de ‘bicos’, € alguma coisa mais abstrata.

Na entrevista T4, a teoria envolvida nao é tao obscura para Tiago quanto no caso
anterior, mas também néo tdo ébvia quanto em T1 e T2. Ele reage inicialmente com
confusdo e divida, como em T3, mas, depois de algum tempo, consegue formular
uma explicagdo tedrica, com apoio da observacao da descri¢ao computacional. Neste
momento, ele dé a tarefa por encerrada e se recusa a continuar usando o computador,
mesmo quando sugerimos que ele o fizesse. Hm entrevista T5, a teoria envolvida
também é clara para Tiago, mas ele se surpreende com os conflitos ocorridos. Ele
pensa em explicacoes para os conflitos e os compreende rapidamente.

Na entrevista T6, o participante fica convencido sobre a conclusido da tarefa com
base na descricdo algébrica, a ponto de descartar completamente a descricao com-
putacional. Em conseqiiéncia, ele nao se da conta de qualquer incoeréncia, portanto,
nao ocorrem conflitos. O comportamento do participante na entrevista T6 tem simi-
laridades com aquele da entrevista T'1, mas com uma fundamental diferenga: no caso
de T6, ele estd errado. Em nossa interpretagao, este resultado estd associado com
uma supervalorizagdo da descri¢io algébrica. Portanto, uma abordagem desenhada
para explorar limitagoes de descricoes dessa natureza poderia ser indicada para o seu

caso.
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I | OriGEM | REAQOES | EFEITOS |
T1 | Conflito: A funcdo h € diferencidvel, mas no computador parece ndo ser.
induzido COIMpreensao reforgo da consciéncia de limitagoes de descri-
indiferenga gOes computacionais
T2 | Conflito: A pardbola é diferencidvel, mas quando magnificada no computador
parece nao ser.
espontaneo | indiferenca reforgo da consciéncia de limitacdes de descri-
gOes computacionais
T3 | Conflito: A fungdo blancmange néo é diferencidvel, mas quando magnificada
no computador parece ser.
espontdneo | confusdo reforgo da concepgio da natureza abstrata da
davida fungao blancmange e da impossibilidade de de-
senhd-la
T4 | Conflito: O grdfico g3 ndo fica parecido com a funcio mddulo em janelas
grificas grandes.
espontaneo | confuséo nova idéia: Para determinar o aspecto de uma
divida funcdo racional em janelas grdficas grandes,
basta dividir o numerador e o denominador
por um termo convenientemente escolhido.
T5 | Conflito: O computador ezibe a ‘assintota’ para fi, mas ndo para fa.
espontineo | surpresa reforco da consciéncia de limitagbes de descri-
compreensio rapida ¢Oes computacionais
Conflito: O computador ndo indica a descontinuidade de fs.
espontineo | surpresa refor¢o da consciéncia de limitagbes de descri-
compreensao imediata | ¢oes computacionais
T6 | Auséncia de Conflitos: Tiago estd convencido sobre a diferenciabilidade das
fungées e nao considera a descrigdo computacional.

Figura 5.12: Mapa de evolugdo de episddios de conflito de Tiago.

5.6.3 Comparacgao de resultados

O mapa de evolucdo de discurso do participante indica a reformulacdo da idéia de

ndo diferenciabilidade a partir da entrevista G1: ele passa a admitir a existéncia de

dois tipos de fungées néo diferencidveis, as que tém bicos e as que possuem curvatura

muito acentuada. Nossa interpretacio é de que este efeito de reformulagao esteja

relacionado com o conflito vivenciado na entrevista T3. De fato, este é o unico efeito

da vivéncia de conflitos detectado no mapa de evolugdo de discurso do participante.

Nossa conclusao para o caso de Tiago é de que ele simplesmente descarta as descri-

¢Oes computacionais sempre que pode basear suas conclusoes em descrigoes simbélicas

algébricas. Ele recorre ao computador quando néo estd completamente seguro sobre

a teoria. Nessas ocasibes, a ocorréncia de conflitos pode ter efeitos em sua imagem
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de conceito (como foi o caso do efeito de reconstrugdo acima), mas, de forma geral,
ele tenta evité-los e ndo se preocupa em entendé-los. Ele também usa referéncias ao
computador ocasionalmente para ilustrar propriedades matematicas conhecidas. Na
entrevista G2, por exemplo, o participante refere-se a janelas pequenas para ilustrar
a aproximacdo de uma fungio por retas, mas, mesmo assim, se preocupa em deixar
claro que a curva nédo se transforma na reta, mas sim fica muito parecida com ela.
Como ele proprio afirma algumas vezes ao longo das entrevistas genéricas, Tia-
go acredita que o computador pode ser uma ferramenta tGtil para a aprendizagem
de matemadtica somente quando nao comete erros e seus resultados nao apresentam
contradicdes com a teoria. Para Tiago, os resultados do computador nao sao parte da
matematica, e sim uma ferramenta que pode eventualmente ser usada para ilustra-la,
um apéndice que sé deve ser acionado quando nao criar problemas, ou, segundo suas

préprias palavras, ‘um enfeite’.



Capitulo 6

Discussao de resultados globais

A elegancia pode provir do sentimento do imprevisto,
pelo encontro inesperado de objetos dos quais nao esta-
mos acostumados a nos aprozimar. [...| Para obter um
resultado que tenha um valor real, nao basta colocar as
coisas em ordem. Nao é apenas a ordem, é a ordem

wnesperada que vale alguma coisa.
Henri Poincaré, (POINCARE, 1908b), traducio nossa !

Neste texto, conceituamos confiito como a constatacao por um individuo de aparentes
contradigdes (em relagdo a sua prépria imagem de conceito). Tais contradicoes estao
associadas a limitagGes (omissGes, énfases ou diferencas) de uma ou mais descrigoes
para um conceito matemético. Um conflito é portanto um fenémeno de natureza
subjetiva, o que de fato pode ser constatado através dos resultados de nosso estudo.
Por diversas vezes, situacoes semelhantes geraram episddios de conflito (reagdes e
efeitos) consideravelmente diferentes para participantes diferentes. Mais do que isso,
as proprias limitacGes disparadoras das situacoes de conflito se manifestam de formas
subjetivas — aquilo que é omitido ou enfatizado, os aspectos de uma dada descrigao
que apelam a atencéo de um estudante podem ser ignorados por outros. Por exemplo,
na entrevista T4, o que gera o conflito para Francisco e Tiago é a omissao de um
aspecto esperado por eles: o fato da funcio gs nao ficar parecida com semi-retas em
janelas graficas grandes. Mas, para Antoénio é a énfase de um aspecto nao esperado

por ele que detona o conflito: o fato da funcio g3 ficar parecida com uma parabola.

1L’élégance peut provenir du sentiment de I'imprévu par la rencontre inattendue d’objets qu’on
n’est pas accouturné. [...] Pour obtenir un résultat qui ait une valeur réelle, il ne suffit pas de mettre
les choses en ordre; ce nest pas seulement 'ordre, c¢’est I'ordre inattendu qui vaut quelque chose.
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Alguns dos resultados de pesquisa citados, por exemplo (MONAGHAN et al,,
1994; HUNTER et al., 1993; VINNER, 1983b), sugerem que uma abordagem em que
uma, certa descrigao é usada em excesso e situagdes de conflito sao evitadas pode
propiciar o fenémeno que chamamos de efeito de estreitamento: o processo em que
as limitaces de uma descrigdo se convertem em limitagbes nas imagens de conceito
desenvolvidas pelos estudantes. Nossa hipétese inicial foi de que, se situagoes de confli-
to sdo valorizadas, dentro de uma abordagem pedagdgica cuidadosamente desenhada,
as limitagOes associadas as descrigdoes envolvidas podem ter um papel pedagdgico
positivo, isto é, propiciar efeitos de expansdo de imagens de conceito, em lugar de
estreitamento. Os resultados relatados no capftulo anterior mostram que a vivéncia
de conflitos surtiu efeitos positivos significativos para cinco dos participantes. Em
diversas ocasides as situacoes de conflito motivaram os estudantes a adotar atitudes
investigativas, na busca da compreensdo tedrica mais profunda. KEsses resultados
confirmam aqueles relatados por diversos dos autores citados, por exemplo (ARCAVI,
2000; BELFORT & GUIMARAES, 1998; DOERR & ZANGOR, 2000; HADAS et al.,
2000). No caso particular de Marcelo, segundo nossa interpretagao, os resultados ne-
gativos estao ligados a uma questao de transparéncia do meio computacional (MEIRA,
1998). A falta de familiaridade com o aparato aliada & inseguranga no conteido cons-
tituiram um ambiente desfavoravel, em que o estudante ndo foi capaz de estabelecer
o computador como um meio com a potencialidade de representar mateméatica. A
mengao do caso de Marcelo neste trabalho é de fundamental importdncia para indicar
restricoes deste tipo de abordagem. Note-se em particular que esse ndo pode ser
considerado um efeito de estreitamento, segundo nossa conceituacao, pois nao ha
evidéncia de que a imagem de conceito de Marcelo haja sido sequer afetada pelos
conflitos. Assim, este ndo é um caso nem de expansdo nem de estreitamento.

Neste capitulo, tracaremos um panorama global baseado nos resultados individuais
analisados no capitulo anterior. Procuraremos, entdo, identificar efeitos de estreita-
mento e efeitos positivos (que consideramos como expansées de imagens de conceito)
associados & experiéncia de conflitos. O ntimero de entrevistas baseadas em tarefas

em que nao foi verificada a ocorréncia de conflitos, ou mesmo conflitos induzidos, é
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relativamente baixo. Na maioria dos casos, os participantes se dao conta espontanea-
mente de alguma contradicao. Identificamos efeitos de estreitamento em pelo menos
trés das situagdes em que nao ocorreram conflitos (discutidos na segéo 6.1). Por ou-
tro lado, néo foram identificados efeitos de estreitamento em nenhuma das situacoes
em que ocorreram conflitos. Isto é, em nosso estudo a ocorréncia de conflitos esté
associada a efeitos de expansdo (discutidos em 6.2) ou, pelo menos, a situagdes em
que nao houve efeitos significativos para as imagens de conceito dos participantes.
FEm nossa interpretacao, este resultado estd fortemente relacionado com o fato de que
a abordagem pedagégica nas entrevistas foi especificamente planejada para explorar
situagoes de conflito. m nosso papel de professor, durante as entrevistas baseadas
em tarefas, procuramos encorajar os participantes a refletirem sobre as contradicoes
percebidas. Além disso, é importante lembrar que no primeiro curso de calculo dos
participantes foi adotada uma abordagem semelhante. Assim, no inicio do processo
de entrevistas, eles ja tinham alguma familiaridade com o uso do computador no
ensino e, em particular, com suas limitacoes.

As comparacbes dos mapas de evolugdo de discurso sobre derivada e de episd-
dios de conflito, feitas no capftulo anterior, revelaram alguns efeitos da vivéncia de
conflitos. Entretanto, ha outros efeitos importantes — talvez mais sutis — que nao se
refletem claramente nos mapas de evolugdo de discurso. Pudemos observar mudangas
substanciais nas atitudes dos participantes durante as entrevistas baseadas em tarefas
que nao estao associadas a mudangas em seu discurso. Isto é, algumas mudancas nao
ocorrem na forma como eles se referem & derivada, mas na forma como eles operam
com o conceito. Consideramos que a forma de operar com o conceito também é
constituinte da forma de concebé-lo, sendo portanto um atributo da imagem de con-
ceito. Sendo assim, nas se¢Oes as seguir, trataremos dos efeitos refletidos nos mapas
de evolucao de discurso e também daqueles identificados diretamente a partir dos

mapas de evolugao de episédios de conflito.
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6.1 Auséncia de conflitos, conflitos induzidos e
efeitos de estreitamento

O primeiro caso em que identificamos um efeito de estreitamento foi a entrevista T1
de Julio. Nessa situagdo, o participante fixa-se em uma caracteristica da descrigao
algébrica da func@o h — a presenca da raiz quadrada — para concluir que deve haver
um médulo envolvido, o que acarretaria na nao diferenciabilidade da fungao. Assim,
a presenca da raiz quadrada foi enfatizada em excesso por Jilio, atuando como uma
limitagdo da descrigdo algébrica que ofuscou outras caracteristicas da fungéo (figura
6.1). Também verificamos um efeito de estreitamento na entrevista T3 de Julio. Ele
acredita que a soma de fungdes nao diferencidveis terd um efeito suavizador nos ‘bicos’
das parcelas. Quando a imagem na tela coincide com esta concepcao, ele transfere
facilmente o grafico mostrado pelo computador para a sua prépria imagem de con-
ceito, como um modelo para o comportamento da funcao. Note-se que, em ambas
as situacoes, os graficos mostrados pelo computador coincidiam com as suposicoes
(erréneas) do estudante. Portanto, a crenca de Jilio no computador como critério de

verdade matematica, colaborou fortemente para os dois efeitos de estreitamento.

DESCRIGAO ALGEBRICA IMAGEM DE CONCEITO
Hd um sinal de raiz quadrada —_—D DE JULIO
na formula da funcao. A funcdo nao € diferencidvel.

IMAGEM DE CONCEITO
DE JULIO
A funcao blancmange
apresenta ‘bicos’ isolados.

DESCRIGAO COMPUTACIONAL
A funcéo blancmange >
apresenta ‘bicos’ isolados.

Figura 6.1: Efeitos de estreitamento da imagem de conceito de Julio.

Na entrevista T4 de Julio, em que também ndo ocorrem conflitos, ndo identifi-
camos efeitos de estreitamento. Neste caso, o participante foi capaz de prever com
precisao a aparéncia que os graficos assumiriam em janelas grandes, tendo como base
a andlise das expressoes algébricas. O resultado do computador veio a confirmar a
suposi¢do do estudante, que neste caso estava correta (ao contrario das entrevistas

T1 e T3). E verdade que ndo consideramos este caso como um estreitamento porque
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a suposicao de Jilio, confirmada pelo computador, vinha a estar correta. Assim, isto
sugere que a confianca excessiva de Julio nos resultados da méquina ainda poderia
ser uma fonte potencial de efeitos de estreitamento. No entanto, a evolugao da con-
cepcao do participante, refletida ao longo das trés entrevistas genéricas, mostra que
a vivéncia de conflitos atuou para por esta confianga em cheque, evitando efeitos de
estreitamento semelhantes no futuro.

O terceiro efeito de estreitamento identificado ocorre na entrevista T6 de Tiago.
O estudante se mostra fortemente convencido de que as fungdes u; e uy sao diferen-
cidveis, com base no fato de que as férmulas de derivagdo poderiam ser aplicadas as
expressoes algébricas 6.2. No caso de Julio, a supervalorizagao da descrigao computa-
cional contribuiu para os efeitos de estreitamento. No caso de Tiago, por outro lado, é
a supervalorizacao da descri¢ao algébrica, em detrimento da descrigdo computacional,
que atua nesse sentido. Segundo nossa interpretagdo, o participante jé esta suficien-
temente ciente de limitagoes das descrigcoes computacionais, mas deposita confianga
excessiva em descrigoes algébricas. Isto sugere que uma abordagem pedagdgica que
explorasse limitagGes de descricoes algébricas poderia ser efetiva para o caso de Tiago,

colaborando para contrabalancar este efeito de estreitamento.

DESCRIGAO ALGEBRICA IMAGEM DE CONCEITO
As férmulas de derivagdo —_— DE T1AGO
podem ser aplicadas ds fungdes. A funcao sdo diferencidueis.

Figura 6.2: Um efeito de estreitamento da imagem de conceito de Tiago.

Como ja comentamos, ndo identificamos efeitos de estreitamento na auséncia de
conflitos nas entrevistas de Marcelo, pois nio parece ter havido qualquer efeito em
sua imagem de conceito. Este também é o caso da entrevista T6 de Francisco. O
estudante nao tem qualquer intuicdo sobre o comportamento das fungées, o que faz
com que a experiéncia no computador seja indcua para ele. Em particular, nao
ocorrem conflitos.

Na entrevista T'1, Carlos experimenta um conflito induzido. Seguindo nossa su-

gestao ele passa a investigar a situacao em maiores detalhes, o que levou & mudanga
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da argumentacdo baseada exclusivamente na descrigao computacional para uma com-
binagdo de descrigoes algébrica e computacional, além da identificacao de limitagoes
da descrigdo computacional. Até entfo, ele afirmava acreditar que a imprecisao de re-
sultados do computador se deviam a falhas do usuério. Assim, esta primeira situacao
de conflito, juntamente com as que se sucederam, teve um efeito fundamental na
imagem de conceito do participante. Embora este néo seja, é claro, um caso de efeito
de estreitamento, consideramos o exemplo relevante para a compreensao da relacao
entre auséncia de conflitos e estreitamento. Considerando-se a concepcao de Carlos
na ocasido da entrevista, nao é absurdo supor que, sem nossa intervencao, seria muito
provavel néo ocorressem conflitos e a situacio desencadearia um efeito de estreita-
mento. Porém, o conflito induzido atuou justamente na direcio contriria. Assim,
nossa interpretagao é que a inducdo do conflito evitou um estreitamento prestes a se

concretizar e disparou um efeito altamente positivo para Carlos.

6.2 Conlflitos e efeitos de expansao

Aproveitando em parte a nomenclatura descrita na pdgina 121, discutiremos cinco
tipos de efeitos considerados positivos para as imagens de conceito dos participantes:
confirmacdo, reformulacdo, reconstrucéo, inclusio e reversao. E importante ressaltar
que nossa pretensao nao é estabelecer uma tipologia rigida de efeitos de expansao, mas
identificar similaridades entre as situacoes de conflito e destacar exemplos relevantes

de efeitos de expansao.

6.2.1 Confirmagao

Antonio, Francisco e Tiago demonstravam consciéncia das limitacbes do computa-
dor e de que estas poderiam ser responsaveis por resultados aparentemente contra-
ditérios. As situacgdes de conflito experimentadas por eles nas duas primeiras entre-
vistas baseadas em tarefas, nas quais a situacio tedrica era bem conhecida, serviu
para confirmar essa consciéncia, tornando-a mais fundamentada. Isto é, eles tiveram
contato com situagdes que mostravam concretamente que resultados fornecidos pe-
lo computador ndo poderiam ser aceitos descuidadamente, confirmando sua crenga

prévia. Em nossa interpretacdo, esta perspectiva foi importante para o desempenho
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dos trés participantes nas entrevistas subseqiientes, quando a situacao tedrica em
alguns casos nao era mais tao familiar.

Chamaremos de ezpansdo de imagem de conceito por confirmacao a efeitos como
este, em que os conflitos atuam para confirmar uma crenga anterior do estudante,
fornecendo-lhe fundamentos tedricos ou subsidios concretos, de forma a criar terreno
para novas expansoes e desenvolvimentos futuros de imagem de conceito.

Outro caso de efeito de confirmagédo pode se observado na entrevista T1 de Fran-
cisco. Ele verifica que o grafico mostrado na tela e a expressao algébrica da funcao
h sugerem coisas diferentes e decide investigar se h € ou nfo linear quando restrita a
algum intervalo. Para tal, ele recorre & estratégia de verificar se a derivada da fun¢ao
é ou ndo constante em algum intervalo. A escolha de Francisco por esta estratégia
denota que o fato da derivada ser constante estar relacionado com a primitiva ser
linear ja era de conhecimento do estudante. No entanto, o conflito levou-o a uma

situagao em que ele pode acionar seu conhecimento e vé-lo aplicado a uma situacao

concreta,

DESCRIGAO IMAGEM DE CONCEITO

COMPUTACIONAL DE FRANCISCO
O grdfico parece " A expressio algébrica

ter partes retas. nao inclui equacoes de retas.
conflito
confirmacgao
\Y%

Se a derivada de wma funcdo ndo € constante em nenhum intervalo,
ent@o a func¢do ndo € linear em nenhum intervalo.

Figura 6.3: Um efeito de expansao da imagem de conceito de Francisco por confir-
magao.

6.2.2 Reformulacao

Na ocasiao da entrevista T3, Tiago tinha uma concepgao vaga, relacionando nao di-

ferenciabilidade com variagao brusca. Antes de comecar o processo de magnificagdo
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local da funcdo blancmange, ele néo sabia o que esperar, pois nao conseguia imaginar
um gréfico que tenha ‘bicos’ em todos os pontos. Quando o computador mostra uma
figura formada por ‘bicos’ isolados, ele se mostra confuso. A partir da informacao
de que aquela nao seria ‘a verdadeira blancmange’, mas wm truncamento da série
infinita, ele conclui que ‘a verdadeira blancmange’ ndo pode ser formada por ‘bicos’.
Isto é, existem fungdes nao diferencidveis cujos graficos nao podem ser caracterizados
como uma, sucessdo de ‘bicos’. Em conseqiiéncia, Tiago reformula sua concepgdo de
néo diferenciabilidade: ele passa a conceber pelo menos duas classes de fungoes nao
diferencidveis, aquelas formadas por bicos e as que tém curvatura muito acentuada
(na qual se incluiria a blancmange). Assim, a nova idéia de Tiago pode ser vista como

um refinamento da anterior (figura 6.4).

DESCRIGAO POR MEIO IMAGEM DE CONCEITO
DE RETIDAO LOCAL DE TIAGO
O grdfico mostrado g A funcao blancmange
no computador € formado ndo tem derivada
por ‘bicos’ isolados. em nenhum ponto.
conflito
reformulacéo
\Y%

Existem funcdes ndo diferencidveis
cujos grdficos nao sao formados por ‘bicos’.

Figura 6.4: Um efeito de expansdo da imagem de conceito de Tiago por reformulacéo.

Chamaremos de expansao de imagem de conceito por reformulagao casos em que
os conflitos atuam refinando concepgoes anteriores dos estudantes. Nesses casos, 0s
aspectos das concepgdes anteriores sdo preservados, mas podem ser melhor compreen-
didos ou generalizados, ou ainda, novos aspectos podem ser acrescentados.

Efeitos de expansao por reformulacao foram razoavelmente comuns em nosso es-
tudo. Outro exemplo ocorre quando Carlos generaliza sua concepcao de assintota
horizontal para assintotas inclinadas quaisquer em virtude do conflito vivenciado na

entrevista T'5.
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Também verificamos um exemplo nas crengas de Anténio sobre o préprio com-
putador. No comeco do estudo, ele afirma considerar que os erros do computador
tornam seus resultados ‘ndo confidveis’. Na entrevista G2, o estudante comenta que
os erros do computador podem ajudar a aprendizagem de matematica. Consideramos
este como um efeito de reformulacio, pois os aspectos da concepgao de Antdnio sao
preservados e refinados — ele ndo passa a considerar os resultados do computador

‘confidveis’, mas vé uma nova perspectiva para esta ‘nao confiabilidade’.

6.2.3 Reconstrucgao

Assim como Anténio, Francisco e Tiago, Jilio manifesta consciéncia sobre as limi-
tacoes desde o comego do estudo. Entretanto, mesmo com esta consciéncia, ele ini-
cialmente acredita que o computador pode ser usado como um critério de verdade
em matemética. Tal concepcao certamente contribuiu para o efeito de estreitamen-
to ocorrido na entrevista T'1, mas podemos constatar que sua reformulagao ocorreu
rapidamente, pois o participante passa a considerar que a verificagdo de resultados
no computador estd sujeita aos erros da méquina. Porém, na entrevista G2, cons-
tatamos claramente que Julio havia substituido sua idéia inicial por uma oposta: os
resultados do computador devem ser verificados pela teoria matemética (figura 6.5).
Atribuimos este efeito ao conjunto de situactes vivenciadas pelo estudante ao longo
das entrevistas baseadas em tarefas.

Chamaremos de expansdo de imagem de conceito por reconstrug¢do casos em que
os estudantes substituem concepgoes anteriores por novas, que sejam contraditérias
com as primeiras e que as eliminem de suas imagens de conceito.

Assim como reformulacoes, efeitos de reconstrucao foram comumente observados.
Como Jiilio, Carlos reconstréi sua concepgao sobre o uso do computador. Ele consi-
derava que seria possivel ter certeza sobre a diferenciabilidade de uma fungao a partir
da visualizacfo na maquina. A partir do conflito experimentado na entrevista T1, ele
passa. a considerar que isto ndo é possivel devido as limitagoes do aparato. Este efeito
de reconstrucdo ocorre em paralelo com outro importante para Carlos: ele deixa de
conceber incoeréncias de resultados gerados pelo computador como deficiéncias de

observacgdo do usudrio e passa a considerd-las como limitagoes da prépria maquina.
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DESCRIGOES IMAGEM DE CONGCEITO
COMPUTACIONAIS DE JULIO
Resultados do computador G A teoria matemdtica pode
podem ser contraditérios ser verificada por meio de
com a teoria matemdtica. resultados do computador.
conflito
reconstru¢ao
\Y%

Resultados do computador devem ser
verificados pela teoria matemdtica.

Figura 6.5: Um efeito de expansio da imagem de conceito de Julio por reconstrugao.

5123—
T

Na entrevista T4, tanto Francisco quanto Tiago esperam que a funcao gz =
fique parecida com um par de semi-retas em janelas graficas grandes. A partir do con-
flito vivenciado, os dois participantes reconstroem esta idéia, formulando e verificando
novas conjecturas sobre o comportamento de fungbes racionais, que invalidam as
anteriores.

Na entrevista T6, Antonio experimenta um conflito ao investigar as funcoes u; e
ug. As férmulas sugerem ao estudante que ambas sejam diferencidveis, mas os graficos
que ndo sejam. FEm conseqiiéncia, Anténio reconstrdi seu critério de verificacao de
diferenciabilidade de funcao. Ele deixa de acreditar que a aplicacdo das férmulas de
derivagdo seja um critério absoluto e passa a crer que a tUnica forma de se ter certeza

absoluta se uma funcéo é ou néo derivdvel é a aplicagdo da definigao.

6.2.4 Inclusao

Quando Antonio entende, na entrevista T3, a razdo do conflito, isto é, o motivo pelo
qual o computador ndo mostrava a magnificagdo do grafico da fungao blancmange
como o esperado, ele reage com visivel excitagdo. O estudante exterioriza uma série
de idéias, envolvendo fundamentalmente o infinito e as limitagoes para conhecé-lo.
Dentre estas, ele afirma que ezistemn muito mais funcdes do que aquelas de que se

conhecem informagdes. Antonio afirma também que ndo € possivel somar nada até o
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infinito, porque haverd sempre uma infinidade faltando — o que de fato corresponde
a uma importante distingdo entre conjuntos finitos e infinitos. A grande excitagao
do participante indica que se tratavam de idéias realmente novas para ele, que eram

incluidas naquele momento em sua imagem de conceito (figura 6.6).

DESCRIGAO POR MEIO IMAGEM DE CONCEITO

DE RETIDAO LOCAL DE ANTONIO
A fungdo blancmange fica G A func@o blancmange deve
parecida com wma poligonal ficar cada vez mais enrugada

quando magnificada. quando magnificada.

conflito
inclusao
\

Nao é possivel somar nada até o infinito,
pois sempre ficard uma infinidade faltando.

Figura 6.6: Um efeito de expans@o da imagem de conceito de Antonio por inclusao.

Chamaremos de expansdo de imagem de conceito por inclusdo a ocasioes em que
um estudante sintetiza ou formula uma nova idéia, que passa a ser um atributo de sua
imagem de conceito. Nao queremos dizer que tais idéias novas ndo tenham relagao
com as antigas, isto é, que expansfo por inclusdo seja a simples adivinhacao de uma
idéia desconectada da imagem de conceito prévia. Ao contrario, expansao por inclu-
880 € a producdo de uma idéia nova, que nao seja uma reformulagao ou reconstrugao
direta de qualquer idéia anterior isoladamente, mas que esteja embasada em toda uma
gama de atributos da imagem de conceito prévia. E claro que o grau de novidade
das idéias exteriorizadas serd necessariamente uma questao de interpretacao, que, no

caso acima, tracamos com base nas fortes reagoes de entusiasmo do estudante.

6.2.5 Reversao

Carlos experimentou uma situacdo de conflito na entrevista T5, ao observar que o

Maple nao representava a descontinuidade da fungio f3(z) = “;2_—11,

mesmo coimn o
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comando que faz a andlise simbdlica da expressdo. Ele compreende a situacao ime-
diatamente, atribuindo o resultado ao algoritmo computacional para tracar graficos
por interpolacdo. Podemos considerar este como um efeito de confirmacao, dado
que aquela altura, o estudante jé havia desenvolvido uma consciéncia consideravel
das limitagOes da mdquina. Mas o conflito tem um segundo efeito: Carlos comenta
também que o desenho feito por ele préprio no papel também é limitado, pois nao é
possivel desenhar ‘uma bolinha do tamanho de um ponto’. Isto é, o conflito detonado
a principio pela constatacdo de que a descricio computacional era limitada, quando
comparada & descricdo grafica, fez com que o estudante se desse conta nao s6 de

limitacoes da descrigio computacional, mas também da descri¢do gréfica (figura 6.7).

DESCRIGAO IMAGEM DE CONCEITO
COMPUTACIONAL DE CARLOS
O programa mostra > A fungdo tem um ponto
um grafico continuo. de descontinuidade.
conflito
reversao
\V4

Nao é possivel desenhar uma
‘bolinha’ do tamanho de um ponto.

Figura 6.7: Um efeito de expansgo da imagem de conceito de Carlos por reversao.

Chamaremos efeitos como este de expansdo de imagem de conceito por reversao:
um conflito detonado pelas limitagdes de uma certa descricdo atua despertando a
consciéncia para as limitagdes de outras descrigoes.

No caso de Carlos, o episddio motivou afirmacéo de que qualquer representacao
para um conceito matematico terd alguma ‘imperfeicdo’. Alguns autores citados, por
exemplo (GOLDENBERG, 1987; GUIN & TROUCHE, 1999; HILEL et al., 1999),
ressaltam que muitos estudantes tém dificuldade em distinguir objetos matematicos
de suas representacgoes. O caso de Carlos sugere que efeitos de reversdo podem ter

um papel particularmente importante contribuindo para esta distingao.
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6.3 Alguns comentarios finais

Uma constatagdo clara de nosso estudo é a de que a consciéncia das limitagoes do
computador, por si 86, ndo determina a influéncia destas limitacoes na forma como
os estudantes utilizam o aparato em tarefas de aprendizagem de matematica. No
comego do processo de entrevistas, Carlos se mostrava ciente de que o computador
poderia gerar resultados aparentemente incoerentes, mas atribuia essas incoeréncias
a limitacoes do usudrio, ndo da maquina. Em conseqiiéncia, o estudante investia no
computador um papel de verificagdo de verdades matemadticas. Julio estava ciente
de que os resultados incoerentes gerados pelo computador se deviam a limitacoes da
propria maquina. Mas mesmo assim, acreditava que resultados matematicos poderiam
ser verificados pelo computador — da mesma forma que Carlos. Observamos que a
vivéncia de conflitos teve efeitos substanciais nas atitudes em relagao ao computador
para ambos os estudantes, refletidas tanto em seus mapas de evolugdo de discurso
quanto nos mapas de evolugdo de episddios de conflito. Anténio, Francisco e Tiago,
por outro lado, demonstravam consciéncia das limitagdes do computador e também
do fato de que este ndo poderia fornecer critérios de verdade matemética. Para
Antonio, as situacoes de conflito também propiciaram uma mudanca de atitude — ele
passou a ver as limitacoes como um fator potencialmente positivo para a aprendizagem
de matematica — além de haverem motivado a formulagdo e a exploragdo de idéias
matemdticas. No caso de Francisco, os conflitos atuaram em ressonancia com a
propria atitude investigativa do estudante, para criar um ambiente de aprendizagem
propicio para o aprofundamento de idéias. Para o caso de Tiago, interpretamos que
uma confianga excessiva em descri¢gbes de natureza simbdlica algébrica se constituiu
em um obstaculo para um maior aproveitamento das situagoes de conflito.

) importante ressaltar que os resultados deste estudo foram obtidos a partir de
uma abordagem pedagdgica com um objetivo especifico: explorar conflitos tedrico-
computacionais e utilizar limitacoes de descrigoes computacionais como fatores posi-
tivos para a aprendizagem de matemadtica. Tanto o planejamento das tarefas quanto
nosso papel de entrevistador-professor foram orientados por este objetivo. Neste sen-
tido, os resultados nao s@o genéricos, mas aplicdveis a contextos com caracteristicas

semelhantes.
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Em nossa avaliacdo, este estudo fornece subsidios para o planejamento de uma
pedagogia com esta perspectiva. Restricoes sao assinaladas pelo caso de Marcelo. Os
resultados dos demais participantes mostram que uma abordagem com esta orien-
tacao pode atuar de forma efetiva nas imagens de conceito dos estudantes, levando
a desdobramentos ndo sé nas concepgoes dos objetos mateméaticos, mas também —
talvez de forma mais significativa — nas concepgdes da proépria atividade de aprender

matematica.



Perspectivas

A opg8o por uma abordagem pedagdgica implica na op¢do (implicita ou ndo) por uma
concepgao de objeto de ensino. Isto é, a questdo como ensinar deve ser precedida pela
questdo o que ensinar — a primeira nao faz sentido sem a segunda. Ao escolhermos
que aspectos de um dado conceito enfatizar ou omitir, estamos estabelecendo e delimi-
tando um objeto de ensino. Desta forma, a matematica que ensinamos reflete nossa
concepcao da matemaéatica que deve ser aprendida. F no ambito da. concepcao da
matematica ensinada, da delimitacéo do objeto de ensino, que situamos os resultados
deste trabalho. Nosso objetivo ndo é esmiucar os mecanismos cognitivos do sujeito
aprendiz aos quais a concep¢do da pedagogia deva estar subordinada, tampouco a
estrutura técnica da matematica que deva determinar a organizac¢do dos contetdos
— pois nao acreditamos que nem a estrutura cognitiva nem a estrutura matematica
estejam a prior:i da atividade de aprender. Desta forma, ndo visamos descobrir for-
mas eficientes de assimilagdo de matematica. Ao contrério, buscamos ambientes que
motivem a producao de matematica e a produgao de novas formas de aprender.
Uma pedagogia que procure reproduzir, de forma t&o fiel quanto possivel, a estru-
tura formal da matemédtica existente concebe o objeto matemdtico de ensino indis-
tinto do objeto matematico técnico. O objeto de ensino é desvinculado do contexto
histérico e epistemoldgico da prépria matemética e independente do contexto social
do ambiente pedagdgico. E a fotografia de um instante congelado da matemética. E
o objetivo do ensino é transmitir a técnica; aprender é assimilar a técnica. Por outro
lado, uma pedagogia que busque exclusivamente a otimizacio da estrutura cognitiva
do aprendiz concebe o objeto mateméatico de ensino como uma representacio. Ensinar
¢ escolher e expor a melhor representacdo: a mais clara e mais suave representacéo.
Aprender é um ato fisiol6gico que mantém o sujeito mas néo o transforma.

A teoria de imagens de conceito distingue o objeto mateméatico de ensino do objeto
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matematico técnico ao estabelecer o enriquecimento da imagem de conceito como
objetivo do ensino e ao afirmar que a assimilacdo da estrutura formal é necessaria,
mas ndo suficiente para a aprendizagem. Por outro lado, a identificacdo de obs-
taculos epistemoldgicos na evolugao da matemdtica indica pontos de resisténcia da
matéria as investidas do conhecimento. Neste sentido, o ato de produzir matematica
é um movimento contrario a um conhecimento anterior. Uma organizacgao formal é
portanto um estado da matemadtica, que nega um estado passado e serd surpreendido
por um estado futuro. A identificacdo de obstdculos epistemoldgicos na aprendizagem
de matematica mostra que a compreensdo do estado presente é um passo inevitével,
mas nao um objetivo final.

Considerando o panorama exposto acima, encaramos esta tese como um ponto
de partida — um direcionamento de linhas de pesquisa. Sendo assim, neste trabalho
desejamos dar inicio a uma discussdo sobre pardmetros para o planejamento de uma
abordagem pedagdgica cuja concepgao de objeto de ensino inclua nao s os pontos
fortes, mas as limitagdes das diferentes formas de descrever matemadtica, de forma
a apresentar uma matematica enriquecida pela totalidade de suas descricoes e, ao
mesmo, tempo transcendente a cada uma delas. Em particular, visamos por um lado
evidenciar a importancia da organizagio formal, ndo como um estado permanente,
mas como um estado presente, produto de um desenvolvimento passado e possibili-
tador de desenvolvimentos futuros. Por outro lado, ndo objetivamos a cristalizagao
de uma forma 6tima de aprendizagem, mas a criagdo de novas formas individuais de
aprender. Sobretudo, defendemos uma pedagogia em que aprender matemética seja

um ato de producgao.
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