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Este trabalho consiste de um estudo sobre a geragdo de bicliques de
um grafo. Um conjunto bipartido completo B é um subconjunto de vér-
tices que admite uma biparticio B = X UY, tal que X e Y sdo am-
bos conjuntos independentes, e todo vértice de X é adjacente a todo vér-
tice de Y. Se X,Y # (), entdo dizemos que B é proprio. Uma bi-
clique ¢ um conjunto bipartido completo préprio maximal de um grafo.
Se X ou Y nfo sdo conjuntos independentes de G, dizemos que B ¢é
uma biclique ndo induzida. Demonstramos que é NP-completo decidir
se um subconjunto de vértices de um grafo é parte de uma biclique.
Demonstramos também que ndo existe algoritmo com atraso polinomial
para a geragdo de todas as bicliques em ordem lexicografica reversa, a
menos que P = NP. Por outro lado, descrevemos diferentes algoritmos,
todos com atraso polinomial, para a geragdo das bicliques de um grafo.
Apresentamos um algoritmo que gera todas as bicliques em ordem lexicogra-
fica. Também descrevemos um algoritmo que gera todas as bicliques nao
induzidas de um grafo. Além disso, propomos algoritmos eficientes para a
geragao de bicliques de classes especiais de grafos.
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This work describes a study on the generation of bicliques of a graph.
A complete bipartite set B is a subset of vertices admitting a bipartition
B = X UY, such that both X and Y are independent sets, and all vertices
of X are adjacent to those of Y. If both X,Y # (), then B is called proper.
A biclique is a maximal proper complete bipartite set of a graph. When the
requirement that X and Y are independent sets of GG is dropped, we have
a non-induced biclique. We show that it is NP-complete to test whether a
subset of the vertices of a graph is part of a biclique. We also show that
there is no polynomial-time delay algorithm for generating all bicliques in
reverse lexicographic order, unless P = NP. On the other hand, we describe
different polynomial-time delay algorithms for the generation of bicliques of
a graph. We present an algorithm that generates all bicliques of a graph in
lexicographic order. We also describe an algorithm that generates all non-
induced bicliques of a graph. In addition, we propose specialized eflicient
algorithms for generating the bicliques of special classes of graphs.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A geragdo de objetos de uma colecdo, que satisfazem determinadas
propriedades, € um problema bastante estudado na literatura de Algoritmos,
Combinatéria e Teoria dos Grafos. Entre outros, gerar todas as cliques
(respectivamente conjuntos independentes) de um grafo é um problema que
tem sido alvo de atengdo através dos anos [22, 25, 42, 5, 28, 40, 41, 8§|.
Tsukiyama et al. [42], descreveram um algoritmo eficiente para gerar todas
as cliques de um grafd com atraso polinomial e usando um espaco de
memoria também polinomial. Johnson, Yannakakis e Papadimitriou [22]
demonstraram que nao existe algoritmo com atraso polinomial para gerar
todas as cliques de um grafo em ordem lexicogréfica reversa a menos que
P=NP. No entanto, os autores descreveram um algoritmo que gera todas as

cliques em ordem lexicografica, com tempo polinomial entre a enumeragao



de duas cliques consecutivas na saida do algoritmo.

Conhecer as bicliques de um grafo é 1til na solugio de problemas
em areas como linguagens formais e autdomatos [17], ordens parciais [26],
inteligéncia artificial [44] e redes de computadores [38]. Além dessas, uma
area que naturalmente compreende bastante aplicagdes é a propria teoria

dos grafos.

Bicliques sdo empregadas na caracterizagido de certas classes de grafos,
como por exemplo, grafos bipartidos cordais {19]. Além disso, a enumeragéo
das bicliques de um dado grafo constitui um procedimento auxiliar no
algoritmo de reconhecimento do mesmo. Nesse caso, estdo incluidos grafos

de caminho e grafos subjacentes a digrafos linha [37].

Nesta tese de doutorado tratamos da geracfio de bicliques de um grafo
e da complexidade computacional deste problema combinatério. Como
contribui¢do original, esta tese propde algoritmos eficientes e provas de
NP-completude.  Apresentamos algoritmos eficientes para os seguintes
problemas: (1) geragdo de bicliques induzidas de um grafo em ordem
lexicografica; (2) geragdo de bicliques ndo induzidas de um grafo; (3)
geragao de bicliques de grafos bipartidos convexos e bipartidos biconvexos.

Além disso, demonstramos a NP-completude dos problemas de decisdo



PARTE DE BICLIQUE e MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA.
Reportamos que nao hi mencdo na literatura & existéncia de algoritmos
eficientes para a geracdo de bicliques induzidas em grafos gerais, nem para as
classes especiais aqui abordadas. Por outro lado, o algoritmo proposto para
a geragdo de bicliques ndo induzidas em grafos gerais possui complexidade

assintoticamente menor do que um algoritmo recentemente reportado [1].

Durante o curso de doutorado produzimos os seguintes trabalhos: On the
generation of bicliques of a graph [11]; Generating bicliques of a graph in
lezicographic order [9]; Generating all non-induced bicliques of a graph [10];
The stable marriage problem with restricted pairs |13|; Stable matchings
with restricted pairs [12|; Casamentos estdveis com casais forcados e casais

proibidos [14]; Grafos clique ponderados [15].

1.2 Organizacao desta tese

Na se¢do 1.3 daremos as defini¢Ges basicas, além de conceitos e notagdes,
que serao utilizados no decorrer do texto. Na secdo 1.4 resumimos alguns

dos principais resultados conhecidos sobre bicliques em grafos.

Aspectos de complexidade referentes & geraco de objetos de uma colegéo

sdo abordados no capitulo 2. Na se¢do 2.2, examinamos alguns critérios



utilizados para a anéalise de complexidade de algoritmos para os quais o
tamanho da saida é possivelmente exponencial no tamanho da entrada. Além
disso, consideramos alguns pré-requisitos que podemos fazer em relacéo & or-
denagao dos objetos na saida de um algoritmo. Alguns algoritmos existentes

para a geracao de bicliques de um grafo sao brevemente descritos na segéao 2.3.

No capitulo 3, consideramos dois problemas de decisdo cujos resultados
implicam em restri¢bes aos algoritmos de enumeragdo de bicliques. Na
secdo 3.2, demonstramos que o problema PARTE DE BICLIQUE é
NP-completo. Na secdo 3.3, demonstramos a NP-completude do problema

MAIOR BICLIQUE LEXICOGRATFICA.

A geracdo das bicliques induzidas de um grafo qualquer é o assunto do
capitulo 4. Na secéo 4.2, descrevemos um algoritmo polinomial para gerar a
menor biclique lexicografica contendo um dado conjunto bipartido completo.
Na secéo 4.3, descrevemos um algoritmo que gera as bicliques de um grafo
em ordem lexicografica, com tempo polinomial entre a enumeracdo de duas
bicliques consecutivas. O espaco requerido pelo algoritmo, contudo, pode

ser exponencial.

O capitulo 5 trata da geragao de bicliques nao induzidas de um grafo. Na

secdo 5.2, mostramos como um algoritmo para gerar as bicliques (induzidas)



de um grafo bipartido pode ser usado para gerar todas as bicliques néo
induzidas de um grafo qualquer. A segdo 5.3 apresenta algumas propriedades
de bicliques em grafos bipartidos. Na se¢ao 5.4, descrevemos um algoritmo
que lista as bicliques de um grafo bipartido, que requer tempo polinomial
entre a enumeragao de duas bicliques consecutivas. O algoritmo descrito

requer espaco de memoria polinomial.

No capitulo 6, apresentamos algoritmos para a geracao de bicliques
aplicados a certas classes de grafos. Na segdo 6.1, consideramos caracteris-
ticas particulares de grafos bipartidos convexos, que possibilitam alteragGes
no algoritmo descrito no capitulo 5, de modo a melhorar a eficiéncia do
mesmo, para a classe dos bipartidos convexos. Analogamente, na segdo 6.2

consideramos alteracdes do algoritmo aplicado a grafos bipartidos biconvexos.

Por dltimo, no capitulo 7, fazemos um estudo comparativo dos algoritmos
para geragdo de bicliques, com o objetivo de avaliar os desempenhos dos
algoritmos apresentados. Além disso, apresentamos alguns problemas a

serem investigados no futuro.



1.3 Definicoes basicas

Um grafo é um par ordenado G = (V, E) onde V & um conjunto finito
néo vazio de vértices, e E ¢ um conjunto de pares ndo ordenados de vértices
distintos, denominados arestas. Denotamos por |V| =n e |E| = m. Quando
conveniente, e por simplicidade de notagdo, consideraremos V = {1,...,n}.
Dada uma aresta e € E, onde e = {v;,v;}, dizemos que o vértice v; é
adjacente ao vértice v;, que v; e v; sdo vizinhos em G, e que v; e v; SA0 N~

cidentes a e. Denotaremos por N; os vizinhos de v; e por N; = (V\ N;)\ {v;}.

Dado um conjunto X C V, definimos por foco de X o conjunto de
vértices adjacentes simultaneamente a todos os vértices de X, isto &,
F(X) = MyexN;. Se os vértices de X sdo todos mutuamente adjacentes,
entdo X é um conjunto completo de G. No grafo da Figura 1.1, o foco de
{1,4,5} ¢ exatamente o vértice 2, pois o vértice 3 ndo ¢é adjacente ao vértice

5, e o vértice 6 nao é adjacente ao vértice 1.

Uma, clique C' é um subconjunto de V tal que C' é um conjunto completo
e ¢ maximal em relagdo a essa propriedade, isto é, ndo existe completo

X = C tal que C esta contido em X.

Um subconjunto U de V é um conjunto independente se nao existe aresta



F({1,4,50)={2}

Figura 1.1: Exemplo de Foco

entre quaisquer dois vértices de U.

Um grafo G = (V, E) é bipartido se V pode ser particionado em dois
conjuntos U e W tal que UUW =V, UNW = e, além disso, ambos séo
conjuntos independentes. Um grafo G = (U U W, E) é bipartido completo se
todo vértice de U é adjacente a todo vértice de W. Denotamos por K, um

grafo bipartido completo tal que |U} = |W|=r.

Para um dado conjunto H C V o subgrafo induzido de G por H, denotado
por G[H], tem como conjunto de vértices H, e dois vértices sdo adjacentes

em G[H] se e somente se o sdo em G.



Seja G = (V, E) um grafo qualquer e X,Y C V tais que X NY = §.
Dizemos que B = X UY & um conjunto bipartido completo de G, quando
ambos X e Y si@o independentes e todo vértice de X é adjacente a todo
vértice de Y. Isto é, B induz um subgrafo bipartido completo em G.
Dizemos que X e Y s@o partes do conjunto bipartido completo B. Se
X,Y # 0, entdo B é um conjunto bipartido completo proprio, i.e., B induz
um subgrafo bipartido completo contendo pelo menos uma aresta de G. Caso
contrario, B é chamado conjunto bipartido completo degenerado. No grafo

da Figura 1.2, B = {1,6} é um conjunto bipartido completo degenerado.

Por outro lado, dizemos que B = X UY & um conjunto bipartido completo
nao induzido de G, se X N'Y # B, e todo vértice de X ¢é adjacente a todo

vértice de Y.

Dizemos que B é uma biclique induzida, ou simplesmente uma, biclique,
de G, se B & um conjunto bipartido completo (induzido) proprio de G e é

maximal em relacao a esta propriedade.

Se um conjunto bipartido completo ndo induzido B = X UY & préprio e
maximal, entdo dizemos que B é uma biclique nao induzida de G. Logo, toda
biclique (induzida) é biclique néo induzida. Observe que se G é um grafo

bipartido, entdo toda biclique ndo induzida é também biclique (induzida) de



G. Denotamos por |B| o namero de bicliques de G.

A Figura 1.2 mostra uma biclique e uma biclique nfo induzida. Note
que B = {1,4,5} U {2} é um conjunto bipartido completo préprio maximal
do grafo G, isto &, uma biclique. Por outro lado, B = {1,4,5} U {2} é um
conjunto bipartido completo préprio contido em B’ = {1,3,4,5} U {2}, uma

biclique néo induzida de G.

1 Z 5
3 4 6
B B’
1 2 5 1 2 5
—® &
X={1.45 X'={1,3,4,5}
3 4
Y={2} Y'={2}

Figura 1.2: Biclique B induzida e biclique B’ ndo induzida

Uma. cobertura por bicliqgues de um grafo G = (V,FE) é um conjunto
de bicliques de G tal que toda aresta de E pertence a pelo menos uma

de suas bicliques. A cardinalidade da cobertura é o nimero de bicliques



da cobertura. A cobertura serd minima se ndo houver nenhuma outra de

cardinalidade menor.

1.4 Resultados de problemas sobre bicliques

Uma das primeiras referéncias sobre bicliques encontra-se em Computers
and Intractability, de Garey e Johnson [18]. L4 sdo abordados os seguintes

problemas de decisdo, referentes a bicliques.

BICLIQUE BALANCEADA
Entrada: Grafo Bipartido G = (V, E), inteiro positivo k < |V].

Pergunta: Existe biclique B =X UY de G tal que |X| =|Y|=k?

BICLIQUE MAXIMA
Entrada: Grafo G = (V, E), inteiro positivo k < |V|.

Pergunta: Existe biclique B =X UY de G tal que | X|+|Y]| > k?

Os autores demonstraram que o problema BICLIQUE BALANCEADA

& NP-completo, através da seguinte reducdo do problema CLIQUE.

10



CLIQUE
Entrada: Grafo G = (V, E), inteiro positivo k < |V|.

Pergunta: Existe C C V tal que C é uma clique de G e |C| > k?

Dado um grafo G = (V,E) qualquer, constréi-se o seguinte grafo
bipartido G’ = (U U W, E'). A cada vértice v; de V corresponde um vértice
u; em U e outro w; em W. Um vértice u; de U & adjacente ao vértice w; de
W se a aresta {v;,v;} pertence a F ou se i = j. B facil ver que existe uma

correspondéncia um para um entre as cliques de G e as bicliques balanceadas

de G'.

Yannakakis [45] demonstrou que o problema BICLIQUE MAXIMA
¢ NP-completo para grafos gerais. No entanto, este problema pode ser
solucionado em tempo polinomial se o grafo dado é bipartido [7], como

veremos a Seguir.

Uma terceira variagdo do problema considerado, abaixo definida, também
foi demonstrada ser NP-completo mais recentemente por Peeters [36]. A

prova usa uma reducdo do problema CLIQUE para BICLIQUE MAXIMA

11



EM ARESTAS.

BICLIQUE MAXIMA EM ARESTAS.
Entrada: Grafo Bipartido G = (V, E), inteiro positivo &k < |V|.

Pergunta: Existe biclique B =X UY de G tal que | X|.|Y| > k?

Dawande et al. [7] consideraram os problemas de otimizacdo cor-
respondentes aos problemas de decisdo anteriormente descritos. No caso
do problema BICLIQUE MAXIMA, além do grafo bipartido G = (V, E),
acrescenta-se 4 entrada do problema um peso p; a cada vértice v; € V. Sejam
Vi e V, as particoes do grafo bipartido dado. O problema de encontrar uma
biclique de peso méximo em um grafo bipartido pode ser formulado através

da seguinte programagao inteira:

Maximizar Y piz; + > P;i%;
Sujeitoa  z+x; <1, i€V, i€V, (4,5) € £ (i)

z; € {0,1}, para todo 1 € V; UV, (ii)

Relaxando a restrigdo (ii) para 0 < z; < 1 para todo 1 € V1UV,, obtém-se

um problema de programacéo linear. A matriz definida pelo conjunto de

12



restricdes em (i) corresponde & matriz de incidéncia do complemento
de G, que é totalmente unimodular, e portanto a solucdo do problema
correspondente serd inteira [33]. Logo, o problema de encontrar a biclique
de peso méximo pode ser solucionado em tempo polinomial. Ainda em [7],
os autores demonstram que encontrar a biclique de peso méximo em arestas
é NP-dificil. No entanto, a reducao utilizada ndo implica na NP-completude

do problema BICLIQUE MAXIMA EM ARESTAS.

Em [21], Hochbaum apresenta um algoritmo de aproximacéio para o
problema BICLIQUE MAXIMA EM ARESTAS. Limites superiores para
o namero de arestas de uma biclique num grafo bipartido foram estabelecidos

independentemente em [20] e [21].

Resultados de limites superiores para o nimero de bicliques de um
grafo foram estabelecidos por Prisner [38]. No caso geral, o nimero de
bicliques de um grafo ¢ no maximo n5/2(i.618034)” + O(1). Para um grafo
G da classe dos grafos bipartidos & demonstrado que o niimero méaximo
de bicliques de G & 2™2. O caso extremo é a classe CP(r). Um grafo
G é dito CP(r) se G é resultante da remocdo de um emparelhamento
perfeito de um grafo K, .. Sejam U e W as parti¢des de um grafo CP(r),
|[V| = 2r = n. Cada subconjunto I de {1,...,7} define uma biclique do

tipo {u; : 4 € I} U {w; : j € {1,...,7} \ I} em CP(r). Logo, existem 2"/

13



bicliques desse tipo. Ainda nesse trabalho sdo descritas duas familias de
grafos fechadas por subgrafos proibidos que apresentam limites polinomiais,
sendo que uma delas pertence & classe dos grafos gerais e a outra a classe

dos bipartidos.

Qutro problema bastante investigado, que compreende um grande
nimero de aplicagdes, é o de encontrar uma cobertura por bicliques que
seja minima. Tuza [43] apresenta limites para o ntmero de bicliques
necessarias para cobrir as arestas de um grafo qualquer. O problema de
decis@o correspondente foi demonstrado ser NP-dificil para grafos bipartidos
|34] e para grafos bipartidos cordais [30]. No entanto, o problema se torna
polinomial para as classes de grafos bipartidos sem dominé [2] (isto ¢, sem
subgrafo induzido isomorfo ao grafo da Figura 1.3) e grafos bipartidos

convexos [27].

Figura 1.3: Grafo dominé

O estudo da geragio de bicliques de um grafo é ainda um pouco recente.

Alexe et al. [1] mostraram como um algoritmo para gerar todos os conjuntos

14



independentes maximais de um grafo pode ser usado para gerar todas
as bicliques ndo induzidas de um grafo. Além disso, descreveram um
algoritmo especifico para enumeragdo das bicliques ndo induzidas de um
grafo, com resultados de tempo empiricamente melhores do que o obtido
pela transformacdo descrita. Contudo, este dltimo nfo representou uma
melhoria da complexidade analitica. Além disso, o0 mesmo requer espaco

exponencial.

Kloks e Kratsh [24] descreveram um algoritmo para listar todas as
bicliques de um grafo bipartido cordal em tempo polinomial, enquanto que
Eppstein [16] descreveu um algoritmo para gerar as bicliques néo induzidas
de grafos de arboricidade limitada. Em ambos os casos, os grafos pertencem
a classes com nimero de bicliques polinomial em n, o niimero de vértices do

grafo de entrada.

Em [11], demonstramos a NP-completude dos problemas PARTE DE
BICLIQUE e MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA. Além disso, des-
crevemos um algoritmo polinomial para gerar a menor biclique lexicografica
de um grafo. Apresentamos em [9] um algoritmo para gerar todas as bicliques
induzidas em ordem lexicogréfica, com atraso polinomial entre a enumeragao
de duas bicliques consecutivas na saida. Decrevemos em [10] algoritmos para

gerar as bicliques ndo induzidas de um grafo com atraso polinomial, e que
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requer espaco de memoéria polinomial. Ainda neste tltimo trabalho, descreve-
mos algoritmos eficientes para gerar as bicliques de grafos bipartidos convexos

e biconvexos.
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Capitulo 2

Geracao de objetos

2.1 Introducao

A geracao de objetos de uma cole¢do é um problema bastante investigado
em Teoria dos Grafos e Combinatéria. Entre tais problemas, a geracio
de conjuntos independentes (respectivamente cliques) de um grafo ja foi

bastante estudado [22, 25, 35, 42, 5, 28, 40, 41, 8].

Os algoritmos propostos para a geragdo de objetos costumam empregar
diferentes nocGes de complexidade. Como o nimero de objetos a serem
gerados pode ser exponencial no tamanho da entrada, é preciso considerar

nogoes de complexidade mais flexiveis nestes casos.

Na se¢flo 2.2, examinamos alguns critérios conhecidos para a anélise de
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complexidade de algoritmos para os quais o tamanho da saida é possivel-
mente exponencial no tamanho da entrada. Consideramos ainda alguns
pré-requisitos que podemos fazer em relagdo & ordenacdo dos objetos na
saida de um algoritmo. Na segdo 2.3 citamos alguns algoritmos existentes

para a geragao de bicliques de um grafo.

2.2 Complexidade

Seja A um algoritmo para a geracao de objetos de uma cole¢io. Deno-
tamos por n o tamanho da entrada de A e por k o nimero de objetos a
serem gerados. A complexidade considerada consiste no nimero de passos
necessarios para disponibilizar cada objeto na memoéria. A seguir descreve-

mos alguns critérios de anélise de complexidade de algoritmos deste tipo.

2.2.1 Tipos de complexidade

1. Tempo Polinomial Total

Dizemos que A tem complexidade de tempo polinomial total quando

o tempo requerido para gerar os k objetos é polinomial em n e k.

2. Tempo polinomial incremental

Seja k' < k o ntmero de objetos de um subconjunto do total de
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objetos a serem gerados por A. Se A tem complexidade de tempo
polinomial incremental entdo, a partir da entrada e de k' objetos,
A enumera um novo objeto ou determina que nao existe outro
objeto a ser gerado em tempo polinomial no tamanho de n e k'
Certamente um algoritmo que satisfaga tal critério de complexidade
gera todos os objetos em tempo polinomial em n e k. Logo, se A

tem tempo polinomial incremental entdo A tem tempo polinomial total.

. Tempo de atraso polinomial

Um algoritmo A satisfaz este critério de complexidade quando o tempo
necessario entre a enumeracao de dois objetos consecutivos na saida de
A, isto & o atraso, é polinomial em n. Além disso, o tempo necessario
para gerar o primeiro objeto e o tempo decorrido apos a geragido do

ultimo sdo também polinomiais em n.

O algoritmo de geragdo de conjuntos independentes maximais apresen-

tado em [35] é um exemplo de algoritmo com tempo polinomial total. Este

algoritmo dispende tempo O(n?k) sem gerar nenhum conjunto independente

e, entdo, gera todos estes conjuntos em tempo O(k). O espago de memoria

requerido pelo algoritmo & O(m + nk). Um algoritmo mais eficiente de

geracdo de conjuntos independentes maximais, este apresentado em [42],

tem complexidade de tempo de atraso polinomial O(n®) e requer espago

linear em n.
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Na secao 2.3 descrevemos o algoritmo de geragio de bicliques nao induzi-
das de um grafo qualquer, proposto em [1], que requer tempo polinomial

incremental.

Em relacdo & complexidade de espago, em geral os algoritmos que
requerem tamanho polinomial de memoria tém complexidade de tempo de

atraso polinomial.

2.2.2 Algoritmos eficientes

Os algoritmos considerados mais eficientes neste contexto sdo aqueles que
apresentam complexidade de atraso polinomial. Estes por sua vez podem ser
divididos segundo os seguintes critérios. Denotamos por ¢(A) o tempo total

dispendido pelo algoritmo A.

1. CAT (Constant average time)

Um algoritmo é classificado como CAT se t(A)/k é constante.

2. Sem-lago (Loop-free)

Um algoritmo A satisfaz este critério de complexidade quando o tempo
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dispendido entre a enumeracao de dois objetos consecutivos na saida

de A é constante.

Como exemplo de algoritmo loop-free citamos o algoritmo para listar as
extensoes lineares de um conjunto parcialmente ordenado, descrito em |[6].
Outros exemplos deste tipo de algoritmos incluem algoritmos para a geragao

de permutagGes, combinagoes, etc.

2.2.3 Ordenas

Uma outra consideracio que se pode fazer é em relagdo & ordenagdo dos
objetos na saida do algoritmo. Citamos dois tipos de ordenagao muitas vezes

utilizadas.

1. Gray Code

Este termo & usado para métodos de geragéo de objetos nos quais dois
objetos sucessivos na enumeracdo diferem “localmente” de modo

pré-especificado.

2. Ordenagao Lexicografica

Sejam S e T dois subconjuntos de um conjunto ordenado. Diz-se que

S & lezicograficamente menor que T', quando (1) o menor elemento em
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que S e T diferem pertence a S, ou (ii) os |S| menores elementos de T
coincidem com S, e |S| < |T'|. Nesse caso, o interesse é gerar os objetos
em ordem lexicografica (crescente), ou em ordem lexicogréfica reversa,

isto &, do lexicograficamente maior para o lexicograficamente menor.

Como exemplos de Gray codes podemos citar: (1) listar todas as permu-
tagOes de 1,...,n tal que permutagdes consecutivas na enumeragdo diferem
em apenas duas posi¢Oes adjacentes; (2) listar todas as arvores binarias tal
que duas arvores consecutivas diferem unicamente pela rotacdo de um no;
(3) listar todas as arvores geradoras de um grafo tal que arvores consecutivas
diferem de uma Gnica aresta. Em [39], Savage fornece um estudo abrangente
e uma bibliografia vasta sobre o assunto, incluindo os exemplos acima
citados. O algoritmo loop-free descrito em [6], que lista as extensdes
lineares de um conjunto parcialmente ordenado, usa o método Gray code.
As extensbes lineares sdo listadas de modo que duas extensdes consecu-

tivas na saida diferem apenas pela transposicao de dois elementos adjacentes.

O algoritmo de Johnson, Yannakakis e Papadimitriou [22] gera os
conjuntos independentes de um grafo em ordem lexicografica com atraso
O(n?). Os autores demonstram ainda que néo existe algoritmo com tempo
de atraso polinomial para gerar os conjuntos independentes em ordem
lexicografica reversa a menos que P=NP. Isto &, mesmo utilizando critérios

de complexidade mais flexiveis, podem nfo existir algoritmos para a solugao
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deste tipo de problema, quando se considera algum critério de ordenagao

para a geragao dos objetos.

2.3 Geragao de bicliques

O algoritmo de geragdo de bicliques proposto por Alexe et al. [1] faz
uso de duas definicbes que descrevemos a seguir. Sejam B = X UY e
B" = X'UY’ dois conjuntos bipartidos completos, ndo induzidos, de um
dado grafo G. Entdo B absorve B'se X' C X eY CY,ouse X'’ CYe
Y'C X. SeYNY'#, entdo o consenso de B ¢ B' & o conjunto bipartido
completo definido por (X U X') U (Y NY’). Observe que pode haver mais
de um consenso entre B e B’, definidos por quaisquer duas partes que se

interseptem.

Seja G = (V, E) um grafo com |V| = n. O algoritmo tem como entrada,
aléem do grafo G, uma lista C de k' bicliques, ¥’ < n, que forma uma
cobertura das arestas de (G. Enquanto houverem duas bicliques B e B’
distintas de C tal que existe um consenso B" entre estas que néo é absorvido
por nenhuma biclique de C, o algoritmo estende B” a uma biclique de G e

inclui a mesma em C.
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O algoritmo tem tempo polinomial incremental em |C| = O(k) e n.
O tempo total do algoritmo & O(nk(m + nlog2k)) = O(n*k). O espago

requerido pelo algoritmo é O(k).

Alexe et al. [1] observaram que um algoritmo para gerar todos os con-
juntos independentes maximais pode ser usado para a geragdo das bicliques
ndo induzidas de um grafo G = (V, E) do seguinte modo. Seja G’ um grafo
consistindo de duas cliques V; e V2, cada uma com |V| = n vértices, onde
cada v; € V aparece como v; € V3, e como v € V,. Dois vértices v; e vj séo
adjacentes em G’ se e somente se (v;,v;) € E. Existe uma correspondéncia
2-1 entre as cliques (completos maximais) de G' e as bicliques néo induzidas
de GG, com excegao das duas cliques V; e V5. Consequentemente, as bicliques

nio induzidas de um grafo podem ser geradas com atraso O(n?).

Uma estratégia similar pode ser usada para a geracao de todos os
conjuntos bipartidos completos (proprios ou degenerados) maximais de um
grafo G = (V,E). Seja G' um grafo consistindo de dois complementos do
grafo G, V1 e V,, cada um com |V| = n vértices, onde cada v; € V aparece
como v; € V4, e como vj € V3. Dois vértices v; e vj sdo adjacentes em G’ se e
somente se (v;,v;) € E. Existe uma correspondéncia 2-1 entre as cliques de
G' e os conjuntos bipartidos completos maximais de G. Seja C' uma clique de

G'. E facil ver que C esta inteiramente contida em V; (ou V4) se e somente
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se o conjunto bipartido completo maximal correspondente de G é degenerado.

Claramente, o método descrito acima pode ser usado para gerar todos
os conjuntos bipartidos completos préprios maximais, isto é, as bicliques de
G. No entanto, o niimero de conjuntos bipartidos completos degenerados
maximais de G pode ser exponencial em 7, mesmo que o niimero de bicliques
em G seja polinomial em n. Consequentemente, o algoritmo descrito no

paragrafo anterior ndo tem complexidade de tempo de atraso polinomial.

A Figura 2.1 representa uma classe de grafos com n/2 bicliques (o
conjunto de bicliques coincide com o conjunto de arestas) e 2" conjuntos
independentes maximais, isto &, conjuntos bipartidos completos degenerados

maximais.

Figura 2.1: Classe de grafos com niimero de conjuntos bipartidos completos degenerados
maximais exponencial no namero de bicliques

25



Quando o niimero de objetos a serem gerados é polinomial em 7 entdo
um algoritmo que satisfaga qualquer um dos critérios anteriormente descritos
requer tempo polinomial em n. Exemplos destes casos no problema de
geracdo de bicliques podem ser vistos em |16, 24]. Eppstein [16] descreve um
algoritmo para gerar as bicliques nao induzidas de grafos de arboricidade
limitada, enquanto que em [24] é apresentado um algoritmo que gera as

bicliques de um grafo bipartido cordal.

2.4 Conclusao

Nocoes de complexidade mais flexiveis de eficiéncia s@o necessérias
quando o nimero de objetos a serem gerados por um algoritmo é exponen-
cial no tamanho de sua entrada. No entanto, mesmo adotando esses critérios
de complexidade nem sempre é possivel a descricdo de um algoritmo eficiente

para solucionar estes problemas.

No capitulo seguinte demonstramos que néo existe algoritmo para gerar
as bicliques de um grafo em ordem lexicografica reversa, com complexidade
de atraso polinomial, a menos que P=NP. Por outro lado, no capitulo 4
descrevemos um algoritmo para gerar as bicliques de um grafo em ordem
lexicogréfica, com atraso O(n®). No capitulo 5 decrevemos um outro algo-

ritmo que gera as bicliques ndo induzidas de um grafo com atraso O(nm)

26



e que requer espago polinomial. No capitulo 6, tratamos de geracao de
bicliques de algumas classes de grafos com nimero polinomial de bicliques,

especificamente, bipartidos convexos e biconvexos.
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Capitulo 3

Problemas de bicliques
NP-completos

3.1 Introducao

Problemas de decisdo de bicliques tém se mostrado tao dificeis quanto os
problemas de clique analogos. Por exemplo, problemas como BICLIQUE
MAXIMA, BICLIQUE MAXIMA EM ARESTAS e BICLIQUE BA-
LANCEADA foram demonstrados ser NP-completos para grafos gerais em
[45], [36] e [18] respectivamente. Johnson, Papadimitriou e Yannakakis [22]
demonstraram que o problema de encontrar a maior clique lexicografica é
NP-completo. Como veremos, o problema biclique correspondente é também

NP-completo.

Neste capitulo consideramos dois problemas de decisdo. Na secao 3.2,

definimos e demonstramos que o problema PARTE DE BICLIQUE é
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NP-completo. Na se¢do 3.3 demonstramos a NP-completude do problema
MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA. Nos dois casos, através de uma
transformagéo polinomial do bem conhecido problema de SATISFABILI-
DADE. Ambos os problemas sdo relevantes quando consideramos algoritmos
de geracao de bicliques. Em particular, a NP-completude do problema
MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA tem como consequéncia a
inexisténcia de um algoritmo para gerar as bicliques de um grafo em ordem

lexicografica reversa, com atraso polinomial, a menos que P=NP.

3.2 Parte de biclique

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que S C V & parte de uma biclique
B=XUYseS=XouS=Y. A seguir definimos os problemas de decisao

SATISFABILIDADE e PARTE DE BICLIQUE.

SATISFABILIDADE

Entrada: Conjunto A = {a,...,a;r} de varidveis logicas, colegdo
Cc = {Cy,..,C,} de n > 1 clausulas sobre A, onde cada
clausula é uma conjuncdo de literais nas varidveis de A.

Pergunta: Existe atribuicdo de valor &s varidveis de A, tal que
cada clausula em C tem pelo menos um literal com valor ver-

dadeiro?
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PARTE DE BICLIQUE
Entrada: Grafo G = (V, E), subconjunto S C V.

Pergunta: Existe biclique de G com parte S?

No primeiro problema, diz-se que existe uma atribuicdo verdade para
C, ou ainda que C é satisfativel, quando a pergunta pode ser respon-
dida afirmativamente. Observe que no problema da SATISFABILIDADE

podemos assumir n > 1, caso contrario o problema é trivialmente polinomial.

Teorema 3.1 Dado um grafo G = (V,E) e um subconjunto S C V, é

NP-Completo decidir se S € parte de uma bicligue.

Demonstracao:

Inicialmente, provamos que o problema PARTE DE BICLIQUE
pertence a NP. Como certificado, basta fornecer uma biclique da qual S é
parte. Seja Y a outra parte da biclique dada. Claramente, pode-se verificar
em tempo polinomial que B = SUY é um conjunto bipartido completo
proprio de G e, além disso, que todo vértice v € V' \ (SUY) satisfaz uma
das condigoes:

(i) se {v}UY & um conjunto independente, entdo v ndo é adjacente a pelo

menos um vértice de S.
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Figura 3.1: Grafo obtido na prova do teorema 3.1
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(ii) se {v} U S & um conjunto independente, entdo v néo é adjacente a pelo

menos um vértice de Y.

Mostraremos uma transformagdo do problema de SATISFABILIDADE
para o problema PARTE DE BICLIQUE. Seja (4, C) uma entrada para
SATISFABILIDADE, com clausulas Cy,Cy,...,Cp, onde l;; é o j-ésimo

literal da clausula C;. Lembramos que n > 1.

A seguir, definimos como obter o grafo G = (V, E) e o conjunto S C V,
isto &, a entrada particular para PARTE DE BICLIQUE, a partir da

entrada de SATISFABILIDADE (ver figura 3.1).

O conjunto V de vértices de G é a unido de trés subconjuntos,
V=WUSUZ, tal que:
(1) Para cada literal [;; de Cj, 1 < 1 < n, existe um vértice w;; correspondente
em W;
(ii) O conjunto S tem n vértices, denotados por vy, ..., Un;

(iii) O conjunto Z tem n vértices, denotados por 2, ..., Z,.

O conjunto E de arestas de G & a unido de trés subconjuntos,

E=W'uS'uZ, tal que:
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() W' = {(wij, wpq) : £ij = —lpg, i # P}
(i) S = {(vi, wpq) 1 v; € S, wy, € W}
(iii) Z" = {(zi, wpq) : 2 € Z, wpy € W, 1 # p}.

Claramente, essa construcao pode ser realizada em tempo polinomial.

Suponha que (A,C) seja satisfativel. Seja 7' uma atribui¢do de valor
as varidveis de A tal que cada clausula de C tem pelo menos um literal
verdadeiro. Vamos selecionar um conjunto independente ¥ C W tal que
SUY é&uma biclique de G. Primeiro defina Y’ C W selecionando todos os
vértices de W que correspondem a literais com valor verdadeiro em 7'. Por
defini¢do, Y’ & um conjunto independente de G, contendo pelo menos um
vértice w;; para cada i = 1,...,n. Agora, tome Y como sendo um conjunto
independente maximal contendo Y’. Note que Y C W. Claramente, SUY
induz um subgrafo bipartido completo em G. Para verificar que SUY ¢é
uma biclique, observe que todo vértice de W \ Y corresponde a um literal
cujo complementar pertence a Y e, como n > 1, cada z; é adjacente a algum
um vértice wg, de Y, ¢ # k. Logo, a partir da atribuicdo T', obtemos uma

biclique em G com parte S.

Agora, seja S UY uma biclique de G. Como Z U S & um conjunto

independente em G, tem-se que Y C W. Pela maximalidade de SUY, para
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cada z; € Z existe um vértice w;; € Y. Escolha entdo para cada clausula
C; um vértice w;; que pertence a Y. Cada vértice w;; corresponde a um
literal [;;. Atribua valor verdadeiro a cada um desses literais. Como Y é
um conjunto independente, cada vértice w;; corresponde a um literal /;; tal
que se lp, = —li; e Iy € Cp, com p # 4, entdo wy, ¢ Y. Portanto, a cada
varidvel € atribuido um tnico valor. Logo, obtemos assim uma atribuicdo de

valores que satisfaz C.

O Teorema 3.1 diz que dado um conjunto independente S (maximal ou
ndo) de um grafo G & aparentemente dificil decidir se G tem uma biclique
com parte S, resultado este ndo muito intuitivo. O corolario a seguir torna

este resultado ainda mais forte.

Corolario 3.2 E NP-Completo decidir se um vértice v de G € parte de uma
biclique, ou, equivalentemente, se existe U C V' \ {v} tal que (v,U) é uma

biclique de G.
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Demonstracao:

Tome S = {v} na prova do Teorema 3.1.m

3.3 Maior biclique lexicografica

Seja G = (V, E) um grafo com V = {1,...,n}. Considere duas bicliques
B =XUYeB =X UY de G. Seja S = {s1,...,5} a ordenacdo
crescente dos vértices de X UY, analogamente S’ em relacio a X' UY'.
Seja ¢ a primeira posigdo na qual s; e s sdo discordantes em S e S’. Entdo
B ¢é lezicograficamente menor que B', se s; < s.. Caso contrario, B &

lexicograficamente maior que B'.

A seguir, definimos o problema de decisao relacionado.

MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA
Entrada: Grafo G = (V, E), biclique B e uma ordem total nos

vértices de V.

Pergunta: Existe biclique B’ de G que seja lexicograficamente

maior que BY
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y'i =i

ry; J=n+i

r(z' J=2n+2

r(z)=2n+1

Figura 3.2: Grafo obtido na prova do teorema 3.3
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Teorema 3.3 Dado um grafo G = (V, E), uma bicligue B, e uma ordem

sobre 'V, é Co-NP-completo decidir se B é a masor biclique lexicogrdfica de G.

Demonstragao:

Inicialmente, provamos que o problema pertence a Co-NP. Como certifi-
cado basta fornecer uma biclique B’ que seja lexicograficamente maior que

B, o que claramente pode ser verificado em tempo polinomial.

Para demonstrar a completude, fornecemos a seguinte transformacao
a partir do problema de SATISFABILIDADE. Seja (A,C) uma entrada
para SATISFABILIDADE, com clausulas Cf,...,Cy, onde /;; é o j-ésimo
literal da clausula C;. Seja m o nimero total de ocorréncias de literais
que aparecem em [J;_; C;. Construimos em tempo polinomial um grafo
G = (V, E), uma biclique B, e uma ordem sobre V, tal que C ¢é satisfativel

se e somente se B nio é a maior biclique lexicografica de G (Figura 3.2).

O conjunto de vértices V & a unido de trés subconjuntos, V =Y UZUW,
tal que:
(i) O conjunto Y tem 2n vértices: a cada clausula Cj, 1 <7 < n, correspon-
dem dois vértices y; e y};

(ii) O conjunto Z tem 2 vértices: z e z';
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(1ii) O conjunto W tem 2m vértices: para cada literal I;; de C; existem dois

vértices w;; e w;; correspondentes em W.

O conjunto de arestas de G é definido por F = Y* U Z* U W™, tal que:
O Y*={(gsyj):i=1,...,nej=1,...,n} U {(yywp) :i=1,...,ne
p#£i} U {(y,,wpg) :i=1,...,nep#i};
i) Z2* ={(2,2)} U {(Z,u):i=1,...,n};
(ﬁi) W = {(wiﬁw;j) : wij)wéj € W} U {(wij’w;q))(wéjprt» tiFEpe

Lij # hpg} U {(wij, wpqg) 1 # p e liy = Ly}

Defina B = {2'} U ({2} U {y1,¥2,.-,¥n}). Note que B & uma biclique,

ja que N, = {2'} e Ny = {z} U {vy1,¥2, .., Yn}-

Finalmente, terminamos a construgio estabelecendo a seguinte ordenagao
total dos vértices de G. A cada vértice y; atribuimos rétulo 4, e a cada y;,
n +1, para 1 = 1,...,n; Aos vértices z e 2/, atribuimos 2n + 1 e 2n + 2,

respectivamente; Cada vértice w € W recebe um rétulo j > 2n + 3.

A cada clausula C; corresponde uma aresta (y;,y:). Observe que B é a
Ginica biclique que contém o vértice z. Toda biclique B’ # B que contém 2’

é tal que y, € B, para algum1=1,...,n.
i g

38



A estrutura do grafo GG obtido fornece a seguinte equivaléncia. FEziste
uma biclique B' lezicograficamente maior que B em G se e somente se existe

uma atribuicdo verdade que satisfaz C.

Suponha que G contém uma biclique B’ lexicograficamente maior que
B. Nesse caso, y; ¢ B, para todo i = 1,...,n, o que implica que B’
contém w;;, para cada ¢ = 1,...,n. Como este conjunto de vértices w;;
é um conjunto independente, os literais ¢;; correspondentes fornecem uma

atribuicdo verdade que satisfaz C.

Por outro lado, a toda atribuicao T' que satisfaz C' corresponde uma
biclique B’ de G inteiramente contida em W. Por construcio, B' é lexi-

cograficamente maior que B.m

3.4 Conclusao

Os algoritmos apresentados no capitulo a seguir contrastam bastante
com os resultados aqui apresentados. Pelo Teorema 3.3, vimos que nao

existe algoritmo para encontrar a maior biclique lexicografica de um dado
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grafo a menos que P=NP.

No capitulo 4, descrevemos um algoritmo que dado um grafo G e um con-
junto bipartido completo B’ - préprio ou néo - fornece em tempo polinomial
a menor biclique lexicografica de G contendo B’. Mostramos ainda como
este algoritmo pode ser usado para encontrar a menor biclique lexicogréafica
de G. Além disso, descrevemos um algoritmo que enumera as bicliques de
um grafo G em ordem lexicografica com atraso polinomial entre as saidas de

duas bicliques consecutivas.

40



Capitulo 4

(Geracao de bicliques

4.1 Introducao

Neste capitulo tratamos da geracdo das bicliques de um grafo qualquer.
Na secdo 4.2, descrevemos um algoritmo para gerar a menor biclique le-
xicogréafica contendo um dado conjunto bipartido completo, em tempo O(n?).
Apresentamos, na secdo 4.3, um algoritmo que enumera as bicliques de G
em ordem lexicografica, que requer tempo polinomial entre a enumeracao
de duas bicliques consecutivas. A existéncia destes algoritmos, com suas
respectivas complexidades, contrasta com os resultados de NP-completude
na versdo desses problemas nas quais se considera a ordem lexicografica

reversa, demonstrados no capitulo anterior.

O algoritmo que enumera as bicliques de G em ordem lexicografica

utiliza uma, técnica inspirada naquela empregada no algoritmo apresentado
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em [22], que gera os conjuntos independentes maximais de um grafo em

ordem lexicografica com complexidade de tempo de atraso polinomial.

4.2 Algoritmo para gerar a menor biclique le-
xicografica

Seja G = (V, E) um grafo, cujos vértices tém uma ordenacéo total em
V = {1,...,n}. Dado um conjunto bipartido completo B = X UY, com
X # B, o algoritmo MBLB retorna a menor biclique lexicografica B’ de G

que contém B, ou B’ = (}, caso nio exista biclique de G contendo B’.

Denotamos por B; = BN {l,...,5}, X; = X n{l,...,5}, e por
Y; =Y n{l,...,7}. Representamos por B* a menor biclique lexicogréfica

de G.

A primeira fase do algoritmo MBLB encontra o menor conjunto bipartido
completo proprio B’ contendo B, caso exista. Caso contrario, o foco de X é
vazio, o algoritmo retorna B’ = (). Na segunda fase, o algoritmo estende B’ a
um conjunto bipartido completo préprio maximal de G, isto &, uma biclique
de (G. Nas duas fases, os vértices sdo considerados em ordem crescente, o

que garante que B’ seja a menor biclique lexicogréfica contendo B.
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B'=({1,3,5}U{4,6} B'={2,4,6}L{3} B ={2}L{3,7}

Figura 4.1: Grafo G
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Algoritmo MBLB

Entrada: Grafo G = (V, ), ordenagdo total de V,
conjunto bipartido completo B =X UY

Saida: Menor biclique lexicografica B’ contendo B, caso exista;
B’ = {), caso contrario

1. Se Y = () entdo
Se F(X) =0, entdo B' =0
Sendo 7 <1
Repita j < i-ésimo menor vértice de V' \ B
Se N; 2 X e F(X)N N; # ) entdo X + X U {j}
Se N; D X entdo Y « {j}
i 1+1
Até que Y #
2. X'+~ X,V <Y
Parak < jattnekeV\(XUY)
Se N, 2 X'e N, DY’ entdo X' + X' U {k}
Se N, DY'e Ny D X'entioY' + Y'U {k}
Retorne B' = X' UY’

Figura 4.2: Algoritmo para fornecer a menor biclique lexicografica

A fim de encontrar B*, a menor biclique lexicografica de G, basta aplicar

o algoritmo MBLB com B = X UY, X = {k} e Y = 0, onde k é o menor

vértice nao isolado de G.

O algoritmo MBLB é descrito na Figura 4.2. A Figura 4.1 mostra um

grafo e suas bicliques em ordem lexicografica e B* em destaque. Considere

uma execucdo deste algoritmo para o grafo da Figura 4.1. Seja X = {1,2} e

Y = ). Nesta situacdo, o algoritmo retorna B’ = (), pois o foco de X = {1,2}
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é vazio. Com X = {1} e Y = ), o algoritmo retorna {1,3,5} U {4,6} = B*.

A complexidade de tempo do algoritmo MBLB & O(n?). E facil ver que
qualquer operagao descrita no algoritmo, tanto na primeira como na segunda
fase, pode ser realizada em tempo O(n) para cada vértice examinado.
Como cada vértice é considerado no maximo uma vez, o algoritmo pode ser

implementado em tempo O(n?).

4.3 Geracao de bicliques em ordem lexicogra-
fica

Seja. G = (V,E) um grafo, com V = {1,...,n} Sejam
B; = Bn{l,...,5}, X; = Xn{l,...,5}, eY; = Yn{l. . j}

Seja. B* a menor biclique lexicografica de G.

O Lema 4.1 caracteriza a menor biclique lexicografica de um grafo
através de uma condigdo de maximalidade. Esta condigdo é empregada no
algoritmo apresentado para geragdo de bicliques em ordem lexicografica. O
Teorema 4.2 mostra como esta condicdo é usada para assegurar que todas

as bicliques sdo enumeradas em ordem lexicogréfica.
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Lema 4.1 Seja B = XUY wuma biclique de G. Entdo B = B*, se e somente

se nao existe bicliqgue de G contendo B; U {¢}, para todo j € {1,...,n} e

EE{]_,,]}\BJ

Demonstragao:

Seja B = X UY e B = B*. Por contradigdo, suponha que G contém
uma biclique B’ 2 B; U{¢}, £ € {1,...,7} \ B;. Seja £' o primeiro vértice
no qual B e B' sdo discordantes. Claramente, ¢ € B' e £’ < /¢ < j. Logo, B’

¢ menor lexicograficamente que B, o que é uma contradicao.

Por outro lado, seja B uma biclique tal que ndo exista outra biclique de
G contendo B; U {¢}, com j € {1,...,n} e £ € {1,...,5}. Novamente por
contradigdo, suponha que B # B*. Seja j o menor indice tal que B; # Bj.
Nesse caso, j € B* e j & B. Consequentemente, B* contém B; U {7}, o que

contraria a hipdtese inicial.m

Seja B uma biclique de G ¢ B; = BN {1,...,j}. Dizemos que B;
é fracamente mazimal se néo existe biclique B’ # B tal que B’ contém

B; U {{}, para algum £ € {1,...,7} \ Bj.

Por exemplo, considere a biclique B” = {2}U{3, 7} do grafo da Figura 4.1.

Bf = {2} U {3} néo ¢ fracamente maximal, pois B’ = {2,4,6} U {3} contém
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B{U{4}. Nesse caso, j = 6 & o maior inteiro para o qual B néo ¢ fracamente
maximal, j& que By = B". Pelo Lema 4.1, B é a menor biclique lexicogré-

fica de G se e somente se B; ¢ fracamente maximal, para todo j € {1,...,n}.

O algoritmo descrito na Figura 4.3, tendo como entrada um grafo
G = (V,E) e uma ordenagdo total sobre os vértices de V, enumera as
bicliques de G em ordem lexicografica. A Figura 4.4 mostra um trecho da
execucdo do algoritmo aplicado ao grafo da Figura 4.1, ap6s a enumeracao

da biclique B* = {1, 3,5} U {4, 6}.
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Algoritmo GBOL
Entrada: Grafo G = (V, E), ordenagdo sobre V'
Saida: Enumeracdo de todas as bicliques de G em ordem lexicografica

Encontre a menor biclique B* de G
Q<0
Inclua B* na fila Q
Enquanto @ # 0 faca
Retire a menor biclique lexicografica B = X UY de )
Enumerar B
Para cada vértice j € V' \ B faca
;< Yn{l,...,j}
Repita duas vezes
Se X; N N; # 0 ou Y; N N; # 0 entdo
Xj« (X \ V) u {5}
v/« ¥\,
Se X} UY] & fracamente maximal entdo
Encontre a menor biclique B’ de G contendo X; UY]
Se B'#£ (e B' ¢ @ entdo inclua B' em @)
Troque os contedos de X; e Y

Figura 4.3: Algoritmo para geracdo de bicliques em ordem lexicogréfica
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Enumerar B = {1,3,5} U {4,6}
Jj=2

XQF{I}EY'ZFQ__
X20N2=(/)ngﬂN2:(Z)

Xy fe Yo {1}
XQﬂfVQ =@e }/20—]\72:{1}
X5+ (X2 \ M) U {2} = {2}
Y, Y, \ Ny=10
(X5 UYy) = {2} é fracamente maximal
B+ {2,4,6} U {3}
B' & @ entdo Q <+ B’

j="1

X7+ {1,3,5} e Y7 « {4,6}
XeNNy=0eY;NN; =0

X7 {4,6} e Y7 < {1,3,5}
X7ﬂ[V7:®e Y}ﬂj\ﬂ = {1,3,5}
X1 (X \ Ny) U {7} = {7}
Y}I — Y \ Ny = 0
(X7 UYY) = {7} ndo é fracamente maximal

Figura 4.4: Execucdo do algoritmo ap6s enumerar B = {1,3,5} U {4, 6}
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Teorema 4.2 Dado um grafo G = (V, E), o algoritmo GBOL enumera todas

as bicliques de G em ordem lexicogrdfica.

Demonstracao:

Claramente, se G tem uma Gnica biclique o algoritmo funciona correta-
mente. Suponha que G tenha mais que uma biclique. Seja B’ uma biclique
incluida em @ dentro do lago

Enquanto Q # 0 faga
na iteracdo j apés uma biclique B = X UY ser listada. Nesse caso, B' é a
menor biclique lexicografica contendo X U Y/, onde X} = (X; \ N;) U {5}
e Y) =Y \ N;, para algum j € V \ B que satisfaz X; N N; # 0 ou
Y;NN; # . Como B} ¢ fracamente maximal, concluimos que B = X;UY].
Como X; N N; # @ ou Y; N N; # 0, a primeira posi¢io ¢ < j na qual as
bicliques B e B’ sio discordantes satisfaz 1 € B\ B’. Consequentemente,
B' & lexicograficamente maior que B. Além disso, uma biclique é listada
quando & a menor lexicografica em (. Logo, as bicliques sdo listadas em
ordem lexicografica estritamente crescente. Sendo assim, nenhuma biclique

é enumerada duas vezes.

Falta mostrar que todas as bicliques sdo listadas. A prova é feita por
indugfio na extensdo da lista de bicliques enumeradas. A primeira biclique

listada pelo algoritmo é B*. No caso geral, seja B = X UY, B # B*, a
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proxima, biclique na ordenacgao lexicografica das bicliques de G. Mostraremos
que B & ) nesta ocasiao e que, nesse caso, B serd escolhida pelo algoritmo
como a préoxima a ser listada, o que conclui a prova. A idéia central é

identificar uma biclique B a partir da qual B & incluida em Q, caso B Z Q.

Seja j o maior inteiro tal que B; U {£} pertence a alguma biclique de G,
para algum ¢ € {1,...,7} \ Bj. O Lema 4.1 garante a existéncia de j > 0.
Dado que B é um conjunto bipartido completo maximal, j < n. Seja B uma

biclique de G que contém B; U {£}.

Nesse caso, B; 2 B; U {¢}. Claramente, B; = X; UY; é tal que X; D X;
e fﬂ 2 Y;. Além disso, como { € B; \ B;, tem-se que X; # X; ou Y; # Y;.
A maximalidade de j implica que j + 1 € B, pois Bj é fracamente
maximal. Sem perda de generalidade, suponha que j+ 1 € X. Novamente
pela maximalidade de 7, e como j 4+ 1 € B, segue que Njy 2 Xj \ X e
Njj1 2 f’y \'Y;. Como X'j # X ou f’J #Y;, a primeira posicdo 7 na qual B e
B discordam é tal que i € B \ B. Logo, B ¢ menor lexicograficamente que B.
Pela hipotese de inducdo, B foi listada pelo algoritmo. A seguir mostramos
que na iteracdo na qual B ¢é listada, o algoritmo inclui uma biclique B' em

@, satisfazendo B' = B, caso B’ ainda ndo esteja em (J.

Vamos examinar o vértice j + 1 da iteracao na qual B foi listada. Como
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Njj1 2 X;\ X; e Ny, 2 Y3\ Y e, além disso, X; # X; ou Y; # Y, temos
que j+1eV\ B. Pela mesma razéo, concluimos que é impossivel ocorrer
simultaneamente X; N N; = V;NN; =0 e V;NAN; = X; N N; = 0, o que
implica que o bloco
Repita duas vezes

serd, executado ao menos uma vez para j + 1. Sem perda de generalidade,
assuma que X; NN, # 0 ou Y;NN; # 0. Seja X;H = (X1 \ Njp1)U{j +1}
e Y/, = Yit1 \ Njj1. Claramente, X/, = X;U{j+1} eV}, =Y. A
maximalidade de j diz que Xj+1 U 17j+1 U {¢} é fracamente maximal em
G. Portanto, o algoritmo encontra a menor biclique lexicografica B’ de G
que contém X}H U f’j’ﬂ = Bj;1. Como Bjy; C B, concluimos que B # {.

Assim, o algoritmo inclui B’ em @, caso B' ¢ Q.

Completamos a prova mostrando que B’ = B. Ja vimos que E’J-H = Bj1.
Por contradicdo, suponha que B' # B. O fato de B’ ser a menor biclique
lexicografica contendo B;44, implica que B' & lexicograficamente menor que
B. Consequentemente, a primeira posicio k > j na qual B’ e B discordam,
satisfaz k € B’ e k ¢ B. Nesse caso, By, U {k} & fracamente maximal em G,

o que contradiz a maximalidade de 7. Logo, B' = DBax

O Teorema 4.3 mostra que o algoritmo GBOL dispende tempo polinomial

entre a saida de duas bicliques consecutivas na ordenacao lexicogragica.
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Teorema 4.3 O algoritmo GBOL enumera as bicliques de G com tempo de

atraso polinomial O(n?).

Demonstragao:

Seja G = (V, E) a entrada do algoritmo GBOL, onde |V| = n. O namero
de bicliques |B| de G é da ordem de 2". Implementando @ como uma fila de
prioridade, as operagoes correspondentes a verificar se uma biclique B € @),
inserir uma, biclique B em ) e remover uma biclique B de ) podem ser
realizadas em tempo O(logs|B|), ou seja, O(n). Ao listar uma biclique B,
o algoritmo GBOL realiza O(n) tentativas de gerar bicliques contendo Bj,
através de chamadas sucessivas do algoritmo MBLB. Como uma execucao do
algoritmo MBLB requer tempo O(n?), a diferenga de tempo entre as saidas
de duas bicliques de G listadas consecutivamente pelo algoritmo GBOL é
0O(n?). O mesmo limite de tempo se aplica tanto para gerar a menor biclique
lexicografica como ap6s listar a maior biclique lexicografica de G. Portanto,

as bicliques sdo geradas com atraso polinomial O(n?®).n
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4.4 Conclusao

O espago requerido pelo algoritmo corresponde ao tamanho da fila
@, isto &, O(2™). Como no caso de geragdo dos conjuntos independentes
maximais (respectivamente, cliques) em ordem lexicografica, um algoritmo
para gerar as bicliques de um grafo em ordem lexicografica, em tempo de
atraso polinomial, usando espaco polinomial de memoria permanece um

problema em aberto.

No entanto, este problema é mais basico no tocante a geragao de bicliques.
Até agora ndo se conhece algoritmo com tempo de atraso polinomial e espaco
polinomial para gerar as bicliques de um grafo geral, mesmo quando o reque-

rimento da ordenagdo lexicografica é desprezado.
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Capitulo 5

Geracao de bicliques nao
induzidas

5.1 Introducao

Este capitulo aborda a geragdo de bicliques ndo induzidas de um grafo.
Na sec¢do 5.2 mostramos uma transformagio de um grafo G qualquer em um
certo grafo bipartido G' tal que existe uma correspondéncia um-para-dois

entre as bicliques nfo induzidas de G e as bicliques de G'.

A sec@io 5.3 apresenta algumas propriedades de bicliques em grafos bi-
partidos, tais propriedades sdo utilizadas pelo algoritmo descrito na secdo
seguinte. Descrevemos, na se¢do 5.4, um algoritmo que lista as bicliques
de um grafo bipartido, que requer tempo polinomial entre a enumeragdo de
duas bicliques consecutivas. Além disso, o espago de meméria utilizado pelo

algoritmo é polinomial.
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5.2 Transformacao

Seja G = (U U W, E) um grafo bipartido. Entdo toda biclique ndo
induzida de G é uma biclique, sendo que uma das partes estd total-
mente contida em U e a outra totalmente contida em W. A seguir
mostramos como um algoritmo para gerar as bicliques de um grafo bipartido

pode ser usado para gerar as bicliques néo induzidas de um grafo G = (V, E).

Dado um grafo G = (V,E), onde V = {1,...,n}, o grafo bipartido
G' é construido do seguinte modo: G’ consiste de dois conjuntos indepen-
dentes U = {uy,...,u,} e W = {wy,...,w,}, respectivamente, onde dois
vértices u; e w; sdo adjacentes se e somente se (4,7) € E. Observe que
(ui,w;) € E', para 1 = {1,...,n}, e que cada biclique B = X UY de G

aparece em G’ como B' = (UNX)U(WNY) e como B" = (WNX)u(UNY).

Claramente, existe uma correspondéncia um-para-dois entre as bicliques

ndo induzidas de G e as bicliques de G'.

A Figura 5.1 mostra um grafo G e suas bicliques {1,4} U {2,3},
{2} U{1,3,4,5} e {3} U{1,2,4}. As duas bicliques do grafo G' obtido,
correspondentes & biclique {1,4} U {2,3} de G, estdo em destaque na

Figura 5.2.
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Figura 5.1: Grafo G

Sejam % e j os menores indices, respectivamente, nas partes X e Y de
uma biclique de G. Certamente 7 # j. Seja A um algoritmo que enumere
as bicliques de um grafo bipartido. A fim de listar uma tnica vez as
bicliques nao induzidas de G, basta realizar a seguinte alteragio em A.
Se i < 7, lista-se a biclique (U N X) U (W NY) correspondente em G,
caso contrario deve ser listada a biclique (W N X)U (UNY). Com esta
convencdo: {1,4} U {2,3} serad listada como {u1,us} U {wq, w3}, enquanto
{2} U {1,3,4,5} sera listada como {ui,us, us, us} U {wy}. Sendo assim, o
problema de geragao de bicliques ndo induzidas em grafos gerais pode ser
reduzido ao problema de geragdo de bicliques em grafos bipartidos, assunto

das secOes seguintes.
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uj uz u3 Uy s

Wi Wy W3 Wy Ws
u u; 3 Uy Us
w1 w2 W3 Wy Ws

Figura 5.2: Grafo G’

5.3 Propriedades de bicliques em grafos bipar-
tidos

Seja G = (V,F) um grafo bipartido, com parti¢des U = {uy,...,u,}
e W = {wy,...,ws}. Denotamos por B = X UY um conjunto bipartido
completo préprio de G tal que X C U e Y C W. Evidentemente, se
B = XUY & um conjunto bipartido completo proprio de G entdo X C F(Y)
(equivalentemente, ¥ C F(X)). A Proposigio 5.1 caracteriza esta condicio

de maximalidade.
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Proposic¢ao 5.1 Um conjunto bipartido completo préprio B = X UY de

um grafo bipartido G € uma biclique se e somente se X = F(Y) eY = F(X).

Demonstracao:

Seja B = X UY uma biclique de G. Como U e W sao conjuntos
independentes, ndo existe u € U \ X tal que u € F(Y) e ndo existe
w € W\Y tal que w € F(X). Logo, X = F(Y) eY = F(X).
Por outro lado, se X = F(Y) e Y = F(X) ndo existe conjunto bipartido

completo proprio contendo estritamente X UY. Logo, XUY é biclique de G.m

A Proposicio 5.2 fornece uma outra condigao de maximalidade, desta vez
em relacdo aos outros conjuntos bipartidos completos préprios maximais do

grafo.

Proposicao 5.2 Seja B = X UY wum conjunto bipartido completo préprio
de G. Entdo B ¢é uma biclique de G se e somente se para toda outra biclique
B'=X'UY’ de G valem:

(i) X #£X eY#Y'; e

(ii) X C X' se somente se Y' C Y.
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Demonstracao:

Sejam B =X UY e B' = X' UY’ bicliques distintas de G.
(i) Sem perda de generalidade, suponha, por absurdo, X = X'
Pela Proposigdo 5.1, F(X) =Y e F(X') =Y’, o que implica B = B’, uma
contradicao.
(it) Agora suponha que X C X'. Claramente, F'(X) D F(X'). Novamente,
pela Proposicdo 5.1, F(X) =Y e F(X') =Y'. Logo, Y 2 Y’ ¢, por (i),

YovY.

Por outro lado, seja B = X UY um conjunto bipartido completo préprio
de G tal que para toda biclique B’ = X' U Y’ distinta de G valem (i) e (ii).
Por contradicéo, suponha que B nfo seja uma biclique de G. Nesse caso,
pela Proposi¢do 5.1, X C F(Y) ou Y C F(X). Sem perda de generalidade,
assuma X C F(Y). Entdo, existe um vértice v € U \ X tal que u € F(Y).
Consequentemente, (X U{u})UY é um conjunto bipartido completo préprio
contido em alguma biclique B' = X' UY" de G. Nesse caso, X C F(Y') e

Y C F(X'), o que contradiz (ii). =

Proposic¢ao 5.3 Sejam B = X UY and B' = X' UY' dois conjuntos
bipartidos completos proprios distintos de G, tais que XNX' #0, X ¢ X' e
X' ¢ X. Entdo, existe um conjunto bipartido completo préprio B" = X"UY”

que satisfaz X" =XNX' eY"=Y UY'"
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Demonstragio:

Como X UY e X' UY’ sdo conjuntos bipartidos completos proprios de
G, temos F(X) DY e F(X') 2 Y'. Por hip6tese, X N X' # (), portanto
F(XNX") DY e F(XNX') DY'. Consequentemente, F(XNX') D (YUY').

Isto &, (XNX')U (Y UY') & um conjunto bipartido completo proprio de G'.m

Corolério 5.4 Sejam B= XUY and B' = X' UY" duas bicliques distintas
de G, tal ue XNX'#0, X ¢ X' e X' ¢ X. Entdo (XNXYUF(XNX"

¢ também uma biclique, contendo (X N X')U (Y UY").

Na se¢éio seguinte veremos como estas propriedades sdo usadas para gerar

as bicliques de um grafo bipartido.

5.4 Algoritmo

Seja U; = {u1,...,u;}. Denotamos por G; o subgrafo de G = (UUW, E)

induzido por U; UW, com j < p. Por B;, o conjunto de bicliques de Gj.
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O grafo G; pode ser obtido a partir de Gj_; pela inclus@o do vértice u; e
das arestas {e = (uj, w;)|w; € Ny,;}. Seja X UY uma biclique de B;_;. Pela
Proposigéo 5.1, em G, F(X) =Y e F(Y) = X, onde X C {u1,...,u;j_1}
e Y C W. Veja que, como todos os vértices de W estdo em G;_y, a condicdo

F(X) =Y continua valendo em G;.

Os Lemas 5.5 ¢ 5.6 indicam como obter as bicliques de B; a partir de
B;_1. Estes resultados sdo usados para garantir que toda biclique de G &

listada exatamente uma vez pelo algoritmo.

Lema 5.5 Seja B = X UYuma bicliqgue de G;_;. Entdo, ao considerarmos
as bicliques de G, ocorre ezatamente uma dentre as seguintes situagoes:

(i) B & B;. Neste caso, temos Y C Ny; e (X U{u;})UY € B;.

(ii) B € B;. Neste caso, temos Y € N,,. Além disso, se Y N Ny, # 0
e todo uy € A{w,...,u;} \ X satisfax N,, 2 (Ny NY), entdo

(X U {’U;_,}) U (YﬂNuJ) € '.Bj.

Demonstragao:

Seja B = X UY uma biclique de G;_;. Como todos os vértices de W
estdo em Gj_1 e Gy, temos que F(X) é o mesmo em G; e em Gj 1.

i) Suponha que B nao seja biclique de G;. Neste caso, em G, necessaria-
j j
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mente F(Y) = X U {u;}. Logo, Y C Ny, e (X U{u;})UY & uma biclique
de Gj.

(ii) Claramente, B é biclique em G; se e somente se u; ¢ F(Y), ie,
Y ¢ N,;. Agora, suponha ¥ N N, # (. Entao, pela Proposi¢do 5.3,
(X U {u;}) U (Y N Ny,;) & um conjunto bipartido completo préprio. Clara-
mente, F(X U {u;}) = Y N N,,. A condigdo todo ux € {us,...,u;} \ X
satisfaz Ny, 2 (Ny; NY), garante que F(Y N N,;) = X U {u;}. Logo, pela

Proposi¢do 5.1, (X U {u;}) U (Y N Ny;) é biclique de G;»

O proximo lema faz a reciproca do Lema 5.5:

Lema 5.6 Seja B = X UY wuma bicligue em B; \ Bj_1. Entdo ocorre
ezatamente uma dentre as seguintes situagoes:

(i) X = {u;}. Neste caso, Ny; € Y' para toda biclique B' = X' UY' em
B, .. |

(i) X D {u;}. Neste caso, (X \{u;}) UF(X\ {u;}) € uma biclique de B;_;.

Demonstragao:

Como V(G;) \ V(Gj-1) = {u;}, toda biclique B = X UY de B; \ B,
satisfaz u; € F(Y), L.e, u; € X. (i) Se X = {u;} entdo Y = N,;. Suponha,

por absurdo, que existe biclique X' UY’ de G; tal que N,; C Y'. Neste
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caso, (X' U {u;}) UN,, & um conjunto bipartido completo préprio que
contém estritamente {u;} U IV,,;, uma contradigao.

(ii) Certamente (X \ {u;}) U F(X \ {u;}) é um conjunto bipartido completo
proprio de Bj;_q, pois X \ {u;} # 0. Se (X \ {u;}) U F(X \ {u;}) ndo
¢ uma biclique em B;_; entdo existe vértice uy # u;, k£ < j, tal que
up & adjacente a todos os vértices de F'(X \ {u;}) mas nio pertence ao
conjunto (X \ {u;}). Como F(X) C F(X\{u;}), temos que u; é adjacente a

todos os vértices de Y = F'(X), o que contraria B = XUY ser biclique de G;.m

Na Figura 5.3, descrevemos o algoritmo para listar as bicliques de um

dado grafo bipartido, usando os Lemas 5.5 e 5.6.

A construcdo direta de B; a partir de B;_; fornecida pelos Lemas 5.5
e 5.6 implica em armazenar todo o conjunto B;_;, o que dispenderia um
espago de memoéria O(|B|), que é possivelmente exponencial no tamanho do
grafo dado. A fim de tornar o espago necessario polinomial, o algoritmo usa

a seguinte estratégia.

As bicliques geradas através de uma chamada BIC({u;}, Ny, + 1),
i={1,...,p}, sdo as bicliques B = X UY de G tal que u; é o menor vértice

em X. Claramente, se Ny, € N,; e j < 4 entfio nenhuma biclique de G
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Algoritmo BIC(X,Y, j)
Entrada: Grafo bipartido G = (V, E), biclique B =X UY de G, _;

Saida: Enumeracdo das bicliques B=X UY de G,
tal que 7 é o menor vértice em X.

Se j > p entdo Enumerar B=XUY ..., {B € G,}
Sendo
Se N,; CY entdo Tree[j] + falso .........ccc......... {Lema 5.6(i)}
Se Y C N, entdo BIC(X U {u;},Y,5+1) ............ {Lemas 5.5(i); 5.6(ii)}
Sendo BIC(X, Y, 74+ 1) oo, {Lema 5.5(ii)}
SeY NN, # @ entdo
f:=0

Para u, € X e k < j faca
Se Ny, 2 Ny; NY entdo f:=1
Se f = 0 entdo BIC(X U{u;}, Y NN, j+1) ...{Lemas 5.5(ii); 5.6(ii)}

Chamada externa do algoritmo BIC

Para i = 1 até p faca Treeli] < verdadeiro
Para i =1 até p faca
Se N,, # 0 e Tree[i] entdo BIC({u;}, Ny, 7+ 1)

Figura 5.3: Algoritmo para gerar as bicliques de G'
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satisfaz a condicdo descrita. Nesse caso, T'reei] recebe falso e a chamada
correspondente nfo é executada. Caso contrario, as bicliques contendo u;
como menor vértice em X sao listadas na arvore de recursdo correspondente

a T'ree[t], implicitamente gerada pela chamada BIC({u;}, Ny, 7 + 1).

Como visto na se¢do 5.2, uma biclique B = X UY de G aparece no grafo
bipartido obtido pela transformagéo como B' = (UNX)U (W NY) e como
B"=(WnX)U(UNY). A fim de listar uma tnica vez a biclique B, basta
armazenar os menores vértices u; e w;, respectivamente, de X e Y em cada
recursdo e listar uma biclique somente se 7 < j. A Figura 5.4 ilustra a &rvore
de recursdo gerada pela chamada BIC({u;}, Ny,,2) para o grafo bipartido

da Figura 5.2.

Teorema 5.7 Seja G = (V, E) um grafo bipartido, com |V|=n ¢ |E| =m.
O algoritmo lista todas as bicliques de G, exatamente uma vez, com tempo de
atraso polinomial O(nm). Além disso, o espago total requerido pelo algoritmo

é O(n?).

Demonstragéo:

Seja B = X UY uma biclique de G tal que u; é o vértice de menor indice

em X. E facil de ver, usando os Lemas 5.5 ¢ 5.6, que B sera listada pelo

66



{ua},{wa, w3}

{ur,ugd,fwa, Wil {ugusug,us),{ws} {ugug,ugd,{ws}

{ugugu{wa,wa} {ugus,ugus}u{ws} {ug,us,ugdu{ws}

Figura 5.4: Arvore gerada por BIC({u1}, N,,2)
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algoritmo através da chamada BIC({u;}, Ny, 7), 7 = {¢ +1,...,p}. Isto &,
o algoritmo lista todas as bicliques de G. Para provar que cada biclique
¢ listada exatamente uma vez, basta provar que cada biclique é listada
uma Unica vez na arvore de recursdo T'ree[t], implicitamente gerada pela
execucdo da chamada BIC({u;}, Ny;,% + 1). Observe que cada né interno
correspondente a uma chamada recursiva tem exatamente um ou dois
filhos. No segundo caso, sejam B’ e B" os conjuntos bipartidos completos
correspondentes aos dois filhos gerados. Claramente, X' C X" e Y" C Y,
o que implica que todas as folhas de T'ree[i] sdo distintas. Logo, nenhuma

biclique é listada mais que uma vez.

Cada iteracdo da fungio BIC requer tempo O(n + m), pois a operagéo
dominante (lago Para) pode ser realizada percorrendo-se uma vez o grafo G.
Como uma biclique é listada quando § = p+1, temos que o tempo decorrente
entre a enumeracdo de duas bicliques sucessivas na saida do algoritmo é
O(nm). A fim de avaliar o espago requerido, observe que para cada chamada
recursiva é armazenado exatamente um conjunto bipartido completo préprio

B = X UY, cujo tamanho é O(n). Logo, o espago total dispendido ¢ O(n?).a
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5.5 Conclusao

Quando consideramos classes de grafos com ntmero polinomial de
bicliques entdo o algoritmo proposto tem tempo total polinomial. Entre as
classes conhecidas com ntimero polinomial de bicliques estdo a classe dos
grafos bipartidos convexos e a classe dos grafos bipartidos biconvexos. Além
disso, algoritmos para classes particulares podem ser descritos de acordo com
caracteristicas estruturais das mesmas a fim de melhorar a complexidade de

tempo e/ou espago.

No capitulo seguinte mostraremos como a estrutura particular de cada
uma das classes dos grafos bipartidos convexos e dos bipartidos biconvexos

pode ser utilizada para reduzir a complexidade de tempo do algoritmo BIC.
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Capitulo 6

(zeracao de Bicliques em Casos
Especiais

6.1 Introducao

Entre as classes de grafos bipartidos que tém ntimero polinomial de
bicliques estao as classes bipartido biconvexo, bipartido convexo e bipartido
cordal, nesta ordem de inclusio. Em [24], foi estabelecido um limite de
O(m) para o nimero de bicliques de um grafo bipartido cordal. Em [1],
foi mencionada a classe dos grafos bipartidos convexos, como um exemplo
de classes com niimero polinomial de bicliques. Algoritmos para classes
particulares podem ser descritos de acordo com caracteristicas estruturais
das mesmas, a fim de diminuir o tempo de atraso entre a enumeracio de

suas bicliques.

Nas se¢do 6.1, mostramos algumas alteracdes na descricao do algoritmo
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BIC aplicado a grafos convexos. Nesta nova versdo, o tempo entre a
enumeracio de duas bicliques sucessivas na saida do algoritmo & O(n?). No
caso de grafos biconvexos este tempo pode ser reduzido para O(n), através
de modificacoes de acordo com as caracteristicas destes grafos. Este tltimo

algoritmo é descrito na secao 6.2.

6.2 Grafos bipartidos convexos

Seja G = (U U W, F) um grafo bipartido. Uma ordenacio < de W em
G tem a propriedade de adjacéncia se para todo vértice u € U, N, consiste
de vértices que sdo consecutivos (formam um intervalo) na ordem < de W.
Um grafo bipartido G & convezo se existe uma ordenacdo de U ou W que

satisfaz a propriedade de adjacéncia.

A Figura 6.1 mostra um grafo bipartido convexo, com uma ordenagao de

W que satisfaz a propriedade de adjacéncia.

Pode-se determinar se um grafo G é convexo em tempo linear aplicando
o algoritmo PQ-tree [4]. Sendo convexo o mesmo pode ser representado
em espago O(n): para cada vértice u de U basta armazenar os limites do

intervalo de seus vizinhos na ordenagdo correspondente em W.
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uy 1153 U3 Uy

Figura 6.1: Grafo bipartido convexo

Seja G = (U U W, E) um grafo bipartido convexo tal que W satisfaz
a propriedade de adjacéncia. Denotamos por I, = [ig, sg] o intervalo
correspondente a Ny, . Seja B = X UY um conjunto bipartido completo de
G,com X CUeY C W. Claramente, Y pode ser representado por um

intervalo. Denotaremos por Iy = [iy, s,] 0 intervalo correspondente a Y.

Para grafos bipartidos convexos, um vértice uy, satisfaz Ny, 2 Y N Ny,
para algum u;, se e somente se 4, < maz{iy, i;} e sp > min{sy,s;}. A
operagdo dominante para o célculo de complexidade do algoritmo BIC é

o lago Para. No lago, testamos para cada ur ¢ X, k& < j, a condicdo
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Ny, 2 (Ny; NY). Logo, neste caso podemos decidir se (XU {u;})U(Y NN,,)
¢ uma biclique em G; em tempo O(n). Lembramos que uma biclique &
enumerada pelo algoritmo quando j = |U| + 1. Logo, o tempo entre a
enumeragao de duas bicliques consecutivas na saida do algoritmo BIC &

O(n?) para grafos bipartidos convexos.

6.3 Grafos bipartidos biconvexos

Um grafo bipartido G = (U U W, E) é biconvezo se existem ordenagdes

de U e de W que satisfazem a propriedade de adjacéncia.

O grafo G ilustrado na Figura 6.1 ndo é bipartido biconvexo, pois
ndo existe ordenacdo de U que satisfaga & propriedade de adjacéncia. A
Figura 6.2 mostra o grafo G’ obtido de G pela remocgao do vértice ws, sendo

este um grafo bipartido biconvexo.

Seja G = (UU W, E) um grafo bipartido biconvexo. Aplicando o algo-
ritmo PQ-tree para cada uma das particoes U e W obtemos as ordenacdes
desejadas. Seja B = X UY um conjunto bipartido completo de G. Nesse
caso, ambas as partes X e Y podem ser representadas por intervalos.

Denotamos por Ix = [ig, $z] € Iy = [iy, s,), respectivamente, os intervalos
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Uy u, Uy uj3
i I il I

ll'l ll'z 11'3 ll'4
w'y w' w's w'y
l I Il |
Wi W3 W3 Wy

Figura 6.2: Grafo bipartido biconvexo

correspondentes a X e Y.

Seja B = X UY uma biclique de G;_1. O Lema 6.1 caracteriza uma

biclique (X U {u;}) U (Y N N,,) de G; em relagdo aos intervalos Ix, Iy e Ij.

Lema 6.1 Seja G = (UUW, E) um grafo bipartido biconvezo, onde U e W
correspondem a ordenagdes que satisfazem a propriedade de adjacéncia. Seja
B = X UY uma biclique de Gj_1. Entdo (X U{u;}) U (Y N Ny;) é uma bi-

clique de G se e somente se (i) j = sy +1, e (i4) Ny, _,) 2 Y NNy, ouiy = 1.
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Demonstracdo:

Suponha que (X U {u;}) U (Y N Ny,) ¢ uma biclique de G;.
(i) Por absurdo, assuma j > s, + 1. Como U satisfaz a propriedade de
adjacéncia, u(s, 1) € F(Ny; NY). Logo, F(Ny, NY) D {u;,, ..., us, } U{us},

o que contradiz (X U {u;}) U (Y N N,;) ser uma biclique de Gj.

(ii) Agora, seja j = s, + 1. Por hipétese, F(Ny, NY) = {u;,, ..., us, } U{u;}.
Pelo Lema 5.6, ndo existe uy ¢ X, k < 4, tal que N, 2 N, NY.

Particularmente, jVu(iz—l) 2Y NN,

Por outro lado, assuma que (i) j = sz + 1 e (ii) Ny, _,, 2 Y NN,
ou i, = 1. Por contradi¢do, suponha que (X U {u;}) U (Y N N,;) ndo &
uma, biclique de G;. Entdo, pelo Lema 5.5, existe um vértice uy ¢ X,
k < j, tal que N, 2 Ny; NY. Consequentemente, por (i) e (ii), temos que

k < (iy — 1), o que contradiz a propriedade de adjacéncia de U. w

Usando o Lema, 6.1, podemos facilmente verificar em tempo O(1) quando
(X U {u;}) U(Y N N,) é uma biclique em G;. Obviamente, qualquer outra
operagdo do algoritmo BIC pode ser realizada em tempo constante para grafos
bipartidos biconvexos. Portanto, o tempo dispendido entre a enumeragao de

duas bicliques consecutivas na saida do algoritmo & O(n).
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6.4 Conclusao

O tempo de atraso entre a enumeragdo de duas bicliques através do
algoritmo BIC apresentado no capitulo § é O(n.m). Neste capitulo vimos que
este tempo pode ser reduzido para O(n®) e O(n), respectivamente, quando

consideramos as classes de grafos BIPARTIDO CONVEXOQO e BICONVEXO.

Vimos, portanto, como caracteristicas estruturais de classes particulares
de grafos podem ser utilizadas na descrigao de algoritmos obtendo assim me-
lhores resultados de complexidade. Neste sentido, seria interessante investi-
gar outras classes de grafos a fim de apresentar algoritmos que se beneficiem

de suas relativas caracteristicas.
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Capitulo 7

Conclusoes

O foco desta tese consistiu na geracdo de bicliques de um grafo. Com
este objetivo, realizamos no capitulo 2 uma reviséo das diferentes nocoes de
complexidade empregadas na geracéo de objetos de uma colecio. Neste caso,
existem trés classificaces basicas de analise de complexidade de algoritmos
para os quais o tamanho da saida é possivelmente exponencial no tamanho
da entrada: Tempo Polinomial Total, Tempo Polinomial Incremental e
Tempo de Atraso Polinomial. Observamos que os algoritmos considerados
eficientes neste contexto sdo aqueles que apresentam complexidade de atraso

polinomial.

No capitulo 3 consideramos dois problemas de decisdo relacionados &
geracdo de bicliques: PARTE DE BICLIQUE e MAIOR BICLIQUE
LEXICOGRAFICA. Demonstramos que o primeiro é NP-completo e

o ultimo Co-NP-completo, resultados estes que sugerem restricoes na
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existéncia de algoritmos eficientes para a geracdo de bicliques segundo
critérios especificos. Em particular, a NP-completude do problema MAIOR
BICLIQUE LEXICOGRAFICA implica que nfo & possivel descrever um
algoritmo com atraso polinomial para a geracdo de bicliques em ordem
lexicografica reversa, a menos que P=NP. Em contraste, apresentamos
no capitulo 4 um algoritmo polinomial que, dado um conjunto bipartido
completo B’, encontra a menor biclique lexicografica contendo B’, caso

exista tal biclique. O tempo total do algoritmo & O(n?).

Em uma das principais contribuigdes desta tese fornecemos, no capitulo 4,
um algoritmo que gera as bicliques de um grafo em ordem lexicografica, que
requer tempo O(n?) entre a enumeragio de duas bicliques consecutivas em
sua saida. Até o momento ndo era conhecido nenhum algoritmo eficiente
para a geragao de bicliques (induzidas) em um grafo qualquer. No capitulo 5,
descrevemos um algoritmo com a mesma complexidade de tempo para gerar
as bicliques nao induzidas de um grafo, que requer espaco de memobria

polinomial.

Apresentamos ainda, no capitulo 6, dois algoritmos para a geragdo de
bicliques de duas classes de grafos especiais: bipartidos convexos e bipartidos
biconvexos. Nas duas classes, o nimero de bicliques a serem geradas é

polinomial em n. O algoritmo para gerar as bicliques de um grafo bipartido
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convexo requer tempo O(n?) entre a enumeragao de duas bicliques, enquanto
que o algoritmo para grafos bipartidos biconvexos requer tempo O(n). Como
o ntimero de bicliques a serem geradas é polinomial, estes algoritmos sdo de

fato polinomiais.

Como recomendagdo para estudos futuros, sugerimos a investigagdo de
um algoritmo de atraso polinomial para gerar as bicliques (induzidas) de

um grafo que faga uso de espaco polinomial de memoria.

Mostramos, no capitulo 2, como usar um algoritmo para a geracao de
conjuntos independentes para gerar as bicliques de um grafo. No entanto,
mostramos também que existem classes de grafos com nimero exponencial
de conjuntos independentes e ntimero polinomial de bicliques. Nesse sentido,
propomos a investigacdo de classes de grafos nas quais as ordens de grandeza
do ntmero de conjuntos independentes e do ntmero de bicliques sejam

ambas polinomiais ou ambas exponenciais no tamanho do grafo.

Sugerimos ainda, a investigagdo de classes com ndmero polinomial de
bicliques e a descri¢ao de algoritmos polinomiais para gerar as bicliques destas

classes.
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