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O objetivo geral desta tese é apresentar o problema de equilíbrio de 

tráfego com demanda fixa no contexto das inequações variacionais , bem como 
o estudo detalhado e a implementação de um algoritmo que possa resolvê-lo. 

No capítulo 2 são apresentados os principais resultados da Teoria de 

Inequações Váriacionais, destacando aqueles que mostram a equivalência 

entre problemas de otimização e de inequação variacional. 

No capítulo 3 apresenta-se o esquema geral descrito por Dafemos em 

C23 para a solução de um problema de inequação variacional, explicitando 

com detalhes o teorema de convergência e mostrando com maior rigor as 

hipóteses nele consideradas. A seguir é apresentado o método de projeção 

como um caso particular do esquema de Dafermos, fazendo uma comparação 

entre o algoritmo geral e o algoritmo particular (método de projeção). 

No capítulo 4 é mostrado o algoritmo de decomposição simplicial e sZo 

vistos detalhadamente a sua versão restrita (RSD) e a convergência deste 
tipo de algoritmo. 

Mo capitulo 5 é estudado o modelo matemático para o problema de 

tráfego com demanda fixa e sua formulação variacional, o qual normalmente é 

wn problema de grande porte. Para resolvê-lo é feita uma combinaçZio do 

método de projeção e do método da decomposição simplicial restrita, que 

trabalha na envoltoria convexa de alguns pontos extremos do conjunto dos 

pontos viáveis, O algoritmo resultante dessa combinação é convergente, 

pertencendo a uma família mais abrangente de métodos descrita por 

Scheimberg-Nguyen-Strodiot em E161. Na seção 5.3 deste capítulo, 

apresentam-se os resultados da implementação nwnérica do algoritmo, através 

de dois exemplos. Em cada um deles tem-se: a análise e algumas escolhas 

para o parâmetro p e a matriz G mencionados no método de projeção segundo 

Dafemos, as diferentes escolhas para o numero de pontos extremos no método 

de decomposição simplicial e a comparação entre os resultados ubtidoa pela 

implementação do algoritmo com aqueles apresentados nos textos onde se 

encontram os exemplos e no capítulo 6 tem-se as conclusões. 

Finalmente apresenta-se um anexo onde são enunciados conceitos e 

resultados matemáticos utilizados no desenvolvimento desta tese. As 

referências do anexo são precedidas pela letra ja, miniiscula e, normalmente, 

as natações adutadas estão enunciadas nele. A fim de facilitar a 

compreensão do texto sem a necessidade de consulta do anexo são ressaltadas 

as seguintes notações: 



t x y = < x,g > : produto interno c-nico em IRn ; x,y E IRn 

ILIf : rrorme. cie ?m vetar tzm an 

Il.H2 : wrma euclidems. 

i11.m : operador - norma de uma matriz 

1 1 . 1  1~ : noma irrduzidâ gela matriz simetrica definida 

positiva G 

: gradiente de f  

: derivada dfrecion&l de f f . )  em x na d i ~ e ~ ã o  h 



ABSVIRBCT OF TWESIS 

The principal. pwgoses of this thesis are to present the eguilibrium 

traffic problem with a fixed demand in a variational iequality context and 

a detailed study and implementation o.£ an algorithm to solve this problem. 

The moat important results of the Variationai Inequalities Theory, 

empkaslng the equivaiency between opt imizat ion problems and var iat ional 

inequalities are in the second chapter- 

The third chapter studies ari. iterative schene for variational 

inequalities which is introduced by Dafermos in C23. The convergency 

theorem is detailed and. its hipothesis are reformed to be more precise. 

After that, the projection method is introduced as a special case o£ 

Clafem's schme; this gerneral ~ ~ l g o r i t h  i8 compared w i t &  $he partitiolrl~w 

algorithm (projection method). 

3n the fifth chapter the mathematical model of the traffic problem 

and its variational farmulation are presented. Generally, this problem is a 

major one. It is solved by a combination of two methods: the prajection 

method and the restricted simplicial decomposition, which works in the 

convex huil of some extreme points, chosen in the feasíble region. This 

combination o£ the two methods is convergent and beiongs to a general 

family of methods introduced by Scheimberg-Nguyen-Strodiot in [IGJ. The 5.3 

section of this chapter presents the result of the numerical implementation 

of the algorith through two examples. In each one of these some choices o£ 

lihe parme-kelr p de aatrix G ~mtvxitioned by Zjlfe3trnm in ) are malym.i, 

differents choices ta the nmbers of extreme points are tested, and finally 

a comparison is made between the algorithm implementation and the results 

presented ín the papers in which the examples are found and in the sixth 

chapter there are the conclusions. 

A t  the end of this thesis there is an aunnex with mathematical 

definitions and results which appear throughout the work- 

Frequently the natations of this thesis are in the awiex and a result 

n'cmber is preceeded by the small letter a. ?&e most important natations are 

iisted in order to make the comprehension o£ this text easier wlthout the 

need to consult the annex. 



1 1 1 . 1 1 1  : operator - norrn of an matrix 

F (x,hI : directional derivative of f(,) on x in the 

direction h - 
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A bibliografia utilizada neste capitulo é o livro de Kinderlekiser e 

Stampacchia [ 133 

Dado un cperad,c,r P : IRn -3 IR" e um conjunto K convexo e fechado nEo 

vazio de LRn ; o problema de IMEQUAWES VARIACIONAIS consiste em deteminar 

um vetor x* E K , tal que s a t i s f a ~ a  a seguinte relação: 

Dentre os problemas vinculados & inequações variacionais pode se 

desta-cw os BROBLWLS fiz OTIHIZP,CãQ e de CiOWLEMENTARIEDP?DE. 

Seja f : IRn -9 I R  ma funcional G-dfferericiável, K c IZn un conj5mto 

convem Eecih~si ngo vazio e F(x) = V f  (x) . Então são válidos os seguintes 

resultados: 

TEOREh6A 1 : Suponha que exista um x* E K t a l  que: 

f (x*) = min f ( x )  
X E K  

Então X* e waa soluçEio para a ineguação variaciona2 

ádm~aidra~h : Por hipótese f ( . )  é Gdiferenciável enttio gela observação 

dada e m  a.15, 

f (x*,d) = l i m  l/t [f (x* + td) - £ (x*)] = < V f (x*), d > 
$4~ 4- 

Dado x E K , K um conjunta convexo, tem-se que: 



TEO-2 : Çugõe-se que E( .  ) se ja  convexa e que exista x* E K tal que 

< F < ~ : i j ,  x - g;ii > 2 O 

f(x*) = min f(x) .  
X E K  

Dcmonstraçih : Por hipótese £( . ) é convexa e < F(xY-I, x - x* > 2 O para 

todo x E K, tem-se então que: 

Logo 

Então f ( ~ % )  = min f(x)  
X E K  

pAr% todo x E K 

para todo x E K 

x n Encontrar x r IR+tal que 

% n 
F(x ) E I R +  



Conforme já foi mencionado, existe uma relação estreita en.t;re a 

solução de um problema de complementariedade e a soluçãs de w~ problema de 

inequação variaciona1 dada pelo seguinte teorema: 

D = ~ D s ~ @ I  : -Admite-se que x* E K seja m a  solu~Zio para o problema de 

complementariedade então satisfaz a ó) . Pela definição de d ,  verifica-se 
que 

então : 

Conclui-se por (123 e (133 que 

< ~ ( x * ) ,  x > 2 O para todo x E H. ~ o g o  ~ ( x * )  E i. 



FTem sempre um problema de inequaçãa variacional conforme r( 5 3 tez 

solução. Para que isto acontega é necesskrio estabelecer condições que 

garantam a existência da solução; que ser& estabelecidas wsteriomente a 

partir do teoresna 5. 

&beiramente será considerado o seguinte resultado, que está 

demonstrado e m  C133 

" 2 . ã S O ~ ~  4 : Seja K c IRn wn conjunto compacto e convexo F : IRn -r IRn 

uma função contínua. 

Então 

Ho pro'olema < 5 1, wr b%Mtese, K 4 ;uri con,j~uzto convem fer3nadu azo 

necessariamente compacto - Considere então KR = K n Bf O ,R3, sendo BIL0,R-I a 

bola fechada raia E e i3elzT;r.o O E IRn, Asefm ~erxdo u if0~1mit,icr KR d 

cummz-to e convem e pelo teorem 4 se afirmar que existe gela menoe 

um XR E KE t a l  que: 

TEOREMA 5 : Seja K c IRn um c,on.iunto f echwb e convexo e F : IR* -> IRn 

uma função contínua. Uma condição necessária e suficiente para que o 

rr?oblem ( 5  ) tenha solu~?xo 6 que exista um raio R > O t a l  que mia sõlwão 

XE E KR de (14) satisfaça a seguinte relação: 

Di?inlaa&fii#i@ : * Supõe-se sue exista que seja solu@o para o yroblema. CSj, 

então E R, K c  IR^; sendo K um conjunto convexo e fechado. Logo existe 

R > O t a l  que II  i 11 R, portanto i E i& e é solução de (14). 

Portanto é su£iciente exigir que: 



quer dizer: 

-Logo, 4 F<xE), x - % > 2 O WS. toda x E K. Então xR também é una so lu~ão  

para o problema ( S f . 
C. Q. D. 

A partir do teorema anterior poderão ser  estabelecidzs condições 

suficientes para a existência cie solução para o problema 4 j; dentre as 

quais pode se destacar a seguinte: 

n 
TEOREMA 6 : Seja F : K -2 I R  m a  f-ão contínua que satisfacba a 

ccmdição de coereividade dada em a5iitennqfiiaparcl algum % E K 
então o problema f: 5 1 tem solução. 

Dm~9~p..fiaa$%s : Como F(. 1 é contínua e pela condição de coerciviciade, tem-se 

que para algum x E K resulta: 

Para  cada H > O , existe L = L ( H ) tal que 

11 x II > L, x E K 3 ~(x': - F(F%)~ x - % r H I I  x - % I I  (1 51 

Seja H t a l  que F(xgI  4 H então existe L = L(H) que sat isfaz a <Is). 

Considere R tal  que R 3 max -&, i/ xy) jl3 t O. (1 61 

Tem-se por ( 1 5 )  e ( 16 )  que 

< F(x)  - F f % ) ,  x - xg : 2 H 11 x - xg : I ,  para ;I x f f  2 R, x r K. 

(1 71 



Então 

< F(w]i~). q - - q s  r o 

ou ainda, 

O ~ S G ~ Ç ~ Q  : Se a Ei~nção for estritamente monótona, assegura-se a wiicidade 

da soPu~ão para o problema C5 1. 

De fato, se3 am x' e x" sohções para C 5 ) . Logo 

r ~(x"), x - x" > r O, para todo x E K 



Se x = x '  e m ( 1 9 ) e x = d i e m  ( 2 0 )  então 

Z: F{&, x"- s; > 2 O 

~ ( x ' j ,  W- X" > r O 

Se F{.) sat isfaz a condição de ser estritamente monótona, tem-se que 

F ~ X )  - F<x"), i- i' > > o ,  para todo i ,  i' E R : X + i'. C 24 1 

Portanto, de ( 13 ) e ( 24), deduz-se que = x" ; i s to  é, a solução é hica.  



O objetivo deste capítulo é inscrever o método de projeção em m 
contexto mais geral. Será apresentado um esquema iterativo genérico para a 

resolw$io de inequaç6es variacionais, o qual se encontra no artigo 'h 

iteratiive scherae for variat ional inequalit lesa. E 47 

Coloca-se de maneira mais rigorosa o trabalho apresentado por 

Dafermos C43 em relação às hipóteses por ela consideradas e apresenta-se 

com detalhes as demonstra~ões que aparecem no mesmo. 

Dentre os algoritmas mais eficientes utilizados para resolver o 

problema de inequações variacionais dafio par 5 3 encontra-se o métocb de 
projeção, que corresponde a este tipo de esquema. Este &todo gera uma 

seqüência C%) em K, que é convergente sob algurnas restrições, 

principalmente a de que o operador E'(.)  é estritamente mon0tono 

estabelecendo-se estimativas de contração do típo: 

Pode se apresentar um esquema Pterativo para resolver o problema de 

inequaçZo veriacionas não mais utilizando ma norma fixa II . iji; e sim 

considermdi~ - u m  seq;iSncia de n o m s  em IRn, i ) I  . )Im 1. sendc as m m a e  
induzidas por matrizes simétricas definidas positivas G, permitindo um 
ajuste da norma em cada passo do algoritmo e tendo como conseqüência a 

converggncia do método sob hipóteses mais fracas. 

Nesse caso as estimativas de contração serão do tipo: 



n n 
Seja R m sukonjimto c o m  e comcto rBã vmio de I3 e F: lRn -3 IR 

uma funcão continuamente diferenciável em um conjunto convexo e aberto 

D 3 R. Deseja-se determinar x* E K que satisfaça a inequas?Xo variacional 

(5 1 
n 

Cami&re uma funcCko g: D x D -3 IR: am a seguintes caanacteristicas: 

I g x  , ) é G-diferenciável em D, para cada x E D fixo. 

I V )  A matriz Jacobiana gx(x, yl para todos x, y fixos 

pertencentes a D é simétrica definida positiva de ordem n e: 

continua como função de (x, y) em D x D. 

V) gy(x, y )  é contínua em D x D. 

Qualquer função g(x, y) que possua as características acima gera o 

seguinte algoritmo : 

Pelas características (li) e (IV) da função g ( x ,  y), por 3.23 e pelas 

observacões de r.18 verifica-se que g<. , yj é m operador-wtencial que 

define wia funcional f (x ,  y) : D x D -+- I R  t a l  que: 

w a  Y f i m ,  y E D a fiin(=k f(. , y) é estritamente convexa em D e 

Para y = ~ - 1  ten-se que 

min f(x,  xjj-1) 
X E K  



Existe, po r tu to  r n ~  k f c a  solu~Zio qc para < 2 3 j .  Se a seqEência í ~ 3  
é convergente, i s to  é; 

% 3 X* quando k 4 então 

ou seja 

< g(x*, x*), x - x* > 2 O para todo x E K. 

Logo 

E ,  x - > 2 O gwa todo x e K; 

Portanto M é a solução para o problema dado por ( 5 ) .  

Antes de enunciar e demonstrar o teorena da convergi$ncia, cabe a 

observação de que os principais liesultadus matemáticos usados na 

demonstração c9o mesmo encontram-se no anexo e foram baseados nos livros de 

Ortega & Rheinboldt C P7l e Vainberg C23 1 . 

TEOREMA 7 : Caso se verifique 

para todo xl, yl, x2, ys, x3, y3 E K, Então a seqtiêncía Cxiil gerada pelo 

algoritmo é convergente. 

Dem~nsáragã~ : Dado $ E Ij.f , seja a inequação variacional. dada m ( 25 1 

Considerar na ineqiiaçso acima, primeiro k = m e x = %+I e 

posteriormente k = m + l  e x = % . 



Tem-se então que: 

Is to  é, 



Por ( 3-d j , f 2  é um& matriz s h 6 t r i c a  &f inidã pc~sit.ivz de ordem n e C 3-4 j  

poderá ser  reescri ta  sob a seguinte forma: 

Que corresponde ao produto escalar definido pela matriz % . Analogamente, 

tem-se que: 

Substituindo CSB) e ( 3 9 j  na Pa,equar;~u (373 verifica-se que: 

(401 

E gela desigualdade de Çcham~artz 

< G-1, rg (% , '4n-1) - 7 q, -J137  %+I - + 3 

II G-lm h3 <% 3 2$p-1) - .!d% z %H * %-I - % !I* 

C41 1 

Fortwto de (402 e (41 ) CWRCL~I-BE: que: 

i! +i - x, i/, i ii k (G, %-I) - B ( % ~  i/, (421 



Logo, substituindo (443 no segundo membro da desigualdade (42) ,  obtérn-se 

Fixando x = x, , constroe-se a função 

H (y) = %-l-l/z G ~ - ~ / ~  g(% , y) 

Coma a fwição g ( x  . é Gctiferenciável em D então HCY) 6 tambern 

G-diferenciável. em D, logo existe a matriz Jacabiana d{y) de H(y), que esta 
definida por: 

Em rela~ão ii função W(y) pode se aplicar o Teorema do Valor Médio dado em 

P.24.2 nos wntoe e ;%1 , con~idei.mrko a nrima II . II m-1 . isto e .  



Substituindo < 4 d )  e (462 em á.h'a), tem-se que: 

Então s~ibstltuindo C 50 I na segundo membro de (49),  obtem-se: 

Considere 

Como % , %+i , pertencem a K e K é convexo então xy , y1 , x2 , Y2 , 
x3 , y3 também pertencem a K. 

Logo, a desigualdade ( 5 2 3  pode ser reescrita da seguinte maneira: 



Mas, como pela hipótese, gx(- , - 1  e gy(. , - 1  são con-&inuas em K x K 

ent,ão {. , . I  também é contínua. Dado que a norma j i )  . ))i 6 uma função 

contInuw. e o conjunto K E cometo e pelo resultado cit~.cto em a- 8 tem-se 

que : 

Por outro lado, usando as mesmas propriedades anteriores, tem-se que: 

i 7  

min 111 gx (x, Y? iil = 111 gX Y*) I I I  = a.i. (x*, YV) E K x R 
(x; Y? E KxK 

sendo 8% o menor ato-valor de gx (M, y*), que por hipjtese, é definida 

positiva, logo ~2 3 O 

Portanto 

Mas por r. 5. I t[ I ), verifica-se que: 



Pela propriedade ( IIi ) da norma 11 . jl , tem-se que: 

Finalmente, por C 55 ) e (. 57 ) 

O que mostra que a seqiiência C*) é de Cauchy, logo é convergente em I@. 

TEQI.UBLA 8: Una condir,ão necessária para que Ç 27 1 seja satisfeita é que a 

fun~ão F seja estritamente rnonbtona em K. 



Isto é, se ( G ~  + G) 6 definida positiva para todo x E K, x + 0, que é 

condi~ão necessária e suficiente para a matriz G (possivelmente não 

simétrica) ser  definida positiva em E;; o que acarreta que F(x) seJa 

definida positiva também, i s to  é, F(x) é estritamente monótona. 

Se F é uma função estritamente monótona então pelas obsemracões fe i t as  em 

2. 3 , er ineqwa.&o variacional ( 5 1 possui uma íinica soluqão . Sob a condição 

dada por (27 3 ,  a seqiiencia €%I converge para a única so1ul;ão do problema 

proposto. 



Nesta seção descreve-se o mgtodo de projeção pwa resolver 

numt3ricmer;ie o problema de in~quwZo vmiacional apresentado em 5 j, 

seguindo o trabalho de Pang e Chan C183, O método pro,jec,ão é focalizado 

como sendo parte do esquema iterativo descrito anteriormente em 3.1 . 

O problema de inequacão varlacional denotado por PI7ir !& pode ser 

resolvido numericamente utilizando métodos iterativos que o aproximem 

sucessivamente por problemas com soluções mais fáceis de serem calculadas. 

Estes métodos seguem o seguinte esquema: 

"- Dado q E 8 ,  encontrw q+l E K7 q-xe reso1.va problema 

variaciona1 PIV(K,Fk) sendo ~k una apruxhacão do operador F no ponto q ." 

Se o problema de inequacElo variacional PíV(K,  F ~ )  for de tal forma 

que : 

então o metodo é classificado como de gxw&acao l i n w  - onde A(xk) é uma 

matriz de ordem n. 

Incluídos nessa família de métodos aparecem: 

I, Método de Newton em que o operador F é diferenciGve1 e 

A(%) = V para cada k. 

11. M u d o  de QI.ias_i - Mewtw em que A(%) é uma aproximação para 

F(qL 

111. # V &  ' ( 
?, ~~ nos q d s  A(%) = L(qi). 

(OU U ( q )  + D(xk) / w*), sendo w* o parâmetro de relaxação 

(O w* < 2) e D ( q ) ,  L(%) e U(%) são respectivmente as 

partes diagonal, estritamente inferior e superior de 

V F b k )  = FE<xh). 

V. Método de ~miecãq em que A(%) = A, para todo Ii, sendo A 
alguma matriz simétrica definida positiva. 



Dentre os nétodos de aproximação linear citados será desenvoPvido o 

Método de Pro.iecb, que tem es t re i t a  relasão com o esquema geral de 

D~femos wre8ehZt.3d.3 eIii 7.1, , 

Assh senda 60 3 fiemá sob a samin'ee forma: 

onck p e ~ c a l a r  yositivcr ap~upi&dmen&e escolhido e A é m.4 aat~iz 

simétrica definida positiva. 

Deseja-se então encontrar xjj+l E K convexo e compacto que resolva o 

problema P I V ( K ,  !Zk) ia30 6 :  

Para que o problema acima se ja  equivalente a um problema de 

progranar,ão matemgtica, de acordo com o que f o i  visto na seção 2.1, 

necessita-se encontrar uma funcional f : D ri K 4 I R ,  (D m conjunto 

aberto) G-diferenciável de t a l  forma que F(x) = 7 f (x), w a  x E K. De 

fato, F(x) é o gradiente da seguinte £ ~ ~ ã o :  

A função f ( . ) é estrihnemte convexa, contínua, e diferencitivel em K 

e portanto c problema PIV(K, l?k) é equivalente a encontrar xk+l que seja 

soluçâh do seguinte problema: 

E este problema é equivalente a: 

E a expressão(:64] reescreve-se: 
O 

L 
mi-n II  x - - P A-I F ( q 1 3  l i A  
X E K  



De -3 ) e (65 ) , o problema PIVC K, $1 corresponde a encontrar E K 

que seda a0h9Eio de ( 65 ) , signif icmdo que: 

Observa-se então que o algoritmo de projeção consiste na resohção de 

uma sequêneia de problemas de programação quadrática. 

Gonfomne já  mencionado, o método de projeção introduzido em 3.1 pode 

ser  pensado como m caso particular do esquema i terat ivo de Dafermos, 

observando-se que a função apresentada em fd'f), com a notação utilizada por 

Dafemos, ficará sob a seguinte forma: 

E a condiqkio de conver@ncia dada por [i?'?), será: 

Ou ainda, de acordo com ( 59 ) e dado que a expressão anterior s6 

depende de uma variável que pode voltar a ser denominada x; resulta: 

que ser6 sa t i s fe i t a  para valores p suficientemente pequenos. 

5th-se que r, mr,t.ria B(x> - - FE(x) A 4 &fini& wsi%iva 

pwa todo x E K e com M 6 compacto tem-se que: 

sendo 9. : menoi? au.t.0-valor de B(x) para todo x E $. 

t M : maior auto-valor de B(x) BCx) para todo x 5 K. 



M a s  

M a s  ( 68 ) será sa t is fe i ta ,  se P < ZJ- . 
H 

A condit$5o dada por (67j corresponde aquela determinada no trabalho de 

P w  papa p i m a l  a m. 

A seguir é apresentada uma tabela que mostra de forma compacta o 

método de projeção como um caso particular do esquema geral apresenta& por 

Da£ ermos. 



(Algoritmo genérico) 1 

ex (x,yS u m  mxtiria shri:i;rica 

definida positiva de orden E. i nx (x ,~ ' : l  = (L&:> A 

[ a p r o % ~ h ~ ~ g o  linear do operador F no 

ponto x] . 
V C G ~  ideI%w 1 pk {xl = F'{%j + {I,+) A<x - %I 

[Problema de i;~equar,k variacional - [Problema de ineçuagão variacional. - 
PIV<K,&X,Q~) )! PTV (K,@)I 

[Problema de progrmwEio matemática [Problema de progrmação matemiitica 

equivalente ao PIV(K,g(x,q&)l i equivalente ao PIVK +tx) ) 

g ( ~ + l , a L  z--,+P > 2 0 ,  mm 
todo x E K 

k. < F ( q Z ~ l I J  X - > 2 0 ,  Ta51i4 

todo x E K 



A finalidade essencial deste capitulo é apresentar o "Método da 

decomposição Simplicíai Restrita (RSD)", o que compreende a apresentaqão 

dos algoritmos de decomposição simplicíal ciássica; o RSD propriamenb 

dito, e os teoremas e resultados que demonstram a convergência do mesmo. 

A bibliografia básica consultada constituiu-se dos artigos 

"Fíniteness ÇimpPicial Decomposition" Elll e "Restricted Sirnplicial 

Decomposition - Computation and Extensions" ClZ]. 

A Decomposição Sirnplicial e um método para resolver problemas de 
otimização pseudo-convexa de grande porte, onde as restrições são líneares. 

O método resolve alternadamente um subproblema linear e um subproblema não 

linem ("problema principal"). 

O subproblema linear 6 obtido a partir do problema original fazendo 

m a  aproximação linear da função objetivo; já o problema não-linear resulta 

da constmção de um poliedro mais simples (com um nimero menor de 

vértices), o qual está contida no conjunto viável do problema original. Os 

pontos extremos (vértices) deste poliedro são gerados pelo problema linear 

ao longo de sucessivas iterações. 

O Método Sihplicial clássico apresenta o inconveniente de o tamanho 

do problema crescer conforme se aumenta o número de iterações e desta form 

passa a considerar um número excessivo de pontos. Para que isto não ocorra 

há uma versão restrita da decomposição simplieial, onde o us~ãrio pode 

controlar o tamanho do problema através de um parâmetro r, o qual. luia o 

mbsm de v&tices, defEnin& o simpiex atuE1iízo.d.o em cada lteritr$b. 

Considera-se o seguinte problema: 

( P l )  : min {f(x) / Bx = b, x 2 O) 
Sendo 

B : mc;rtr.iz m x 13 (E õ: I e PPOS%O de EI = a) 
~ E F P  

X E Rn 
f ( x f  uma função ~eudo-conv~xa. estrita m n t m n t e  dife~nerniiirvel 

S : região dos pontos viáveis, isto é, 

S = ( ~ E l i ? f ~ x = b , x ; r O )  



Inicialmente, S é considerada limitada, o que permite que qualquer 
elemento de S possa ser expresso como combinação convexa de seus pontos 

extremos e o problema ( P l )  wssa ser reescrito sob a seguinte forma: 

onde 

N = número de pontos extremos (vertices) de Ç 

A fim de introduzir os algoritmos de decomposição Simplicial, tanto a 
versão clássica quanto a restrita, cabe ressaltar a seguinte notaqão 

auxiliar: 

wkS : conjunto de drtices de S considerados na iteraçiso (k-1) 

onde yi i5 a ~oluç&o do problema linear correspondente a i-ésima 

iteração para i = 8 , . . . , k-1. 

k?kx : conjunto que pode ser vazio ou conter um íuiico elemento, 
o qual de certa forma, funciona como sendo a memória dos pontos eliminados 

de wkS para manter a cardinalidade deste conJunto no limite estipulado pelo 
parãmetro r. 

Wk : conjunto de vértices do poliedro considerado no problema 

principal na iteração (k-1). 

Caso contrário 



Caso contrario 

Considere & = c B S. 
k i i  

~ E I  



Caso contrário wk+lx $3 

Faça k : = k + 1 e vá para o PASSO 1. 

De~gl6~8mf;Ba : Pelo algoritmo RSD, o ponto xk é viável para o problema 

principal e xk+l resolve o mesmo; logo: 

Se f{xk+l) = f(&) entgo xk também é um ponto de mínimo e pelo teorema 1 dio 

capi%alo 9 .  

Mas como yk E Co(~k+l) i s to  gera uma contradi(;ão e xk+l não seria gerado 

{pelo tes te  de parada o algoritmo t e r i a  finalizado em xk) . lago : 



Q Wx&a q w  exista ma ei.:bseqiaiyncia q1ze srxtf~faca aa 

propied&es er.cím5-; ~ri;mf,o e x i ~ t ~ ~ t  r > O fia1 que 

Define-se a seguinte função: 

h(. , .) : iRn+ll -+ I R 3  

h(x,y) = < V f(x), y - x > 

A fun~ão  acima é contínua em IRn+rf e em particular em (xa, ya). Logo dado 
- 

E = 3 existe k E NI t a i  que 

ou seja, 

então, 



portanto dado E = 3,- r existem constantes positivas 81. Sz7 4 ; tal que se 
Q 

logo 

ou ainda 

< V f(x + t(y - x)), y - X 3 i: V f(~*)> ym - X* :, + 3 r 
4 

e por ( 5 7 )  tem-se que 

Dados S1 .. > 0 ,  o2 > 0 ,  existem k1 , k~ E N1 tal que 

/I ~k - y* (1 < 62 , para todo k z k2 . k E P i l  

Pela defluic,Eo de xk+l no PASSO 2 do algoriimo, tem-se que existe o > O 

tal que 



Como t* e (O, e) de ( 7 2 )  e (711, verifica-se que 

(@), ( 7 0 )  e ( 7 2 )  deduz-se que 

Corno f é continua então lim {(xkj) = ~(p) ,  k E Q ; logo dado E = W .L, 
k-P* 8 

existe k' E N1 tal que 

OU seja, 

Mas de (75) e (741, tem-se 

Poréa como .tf(xhj) é m a  sequência decrescente entk f(xe) i f ( x ~ + l )  e 

desta forma se obtém uma contradição. 

I)eniensOw@o : I ) Por hipótese, ahite-se que o RSD finaliza em & . Pelo 
algoritmo, sabe-se que 



Por í 75 ) e C 77 3 ,  verif kca-se gixe 

i: V f(xk), y > --c c O f (x ) ,  y~ > , o que e m absurdo pela 

própria construUc,ão de yk ; logo xk 6 a soJ_ucZío para o problema CP1 ) . 

E ) Suaxje-se, pur hipótese, que o RSD gera luna sequBncia 

inf i n i t a  {xk3, purtanto tem-se que 

O cohiunto Cie wntos de aderência de € 2 1  6 não vazio, já que S é um 

conjunto compacto. 

Seja xf' ponto aderente de C&>, i s to  é, existe ma subseq'c~ência de fxk3, 

denotada por -- " kl KI 5 I N  , tal que 

De 79 ) e ( 80 3 , verifica-se que 

~ 1 %  i yw , para todo k E K2 G IEí 



Tem-se que 

Se xa não for solução para o problema C P? 3 ,  então pelo Teorema 1 do 

capitulo 2 ,  tem-se que existe y E S t a l  que 

Mas C 85 ) contradiz C $3 ) , portanto x? é solução para C Pí ) . 
C . Q . 0 .  

Comsidere X* a Wica soluc.ã.0 para o problema ( P2 1, portanto x% é 

também soluç30 ótima para (PP ) . 
Define-se 

E) Co (I*) como sendo a face ótima da região de pontos vigveis S 

para o subproblema linear, onde S = Co (ai, a2, . . . , afi). 



& fato, PIO ?= I & hm3, 0 -1- & i-= 7 fC*), B >, Y S3 e 
linear e como 6 é limitado, atinge uma solução pelo menos em um vértice ai. 

(página 111 da referência C21). 

E Pela defini~Eio de I* e p d o s  teorema 9 (capítulo 2), verifica-se 

que : 



Logo 

portanto z E Ccr(z1, 22, . . . Z j - 1  3 Z J + ~  , . . . , zp) e d = (Z  - x") 6 

ma dfrecE-o vitive1 a par t i r  de x" para PS 1 ( e  conseqiienterriente para @I) ) ; 

pois para todo i E ( O ,  1) verifica-se que 

c V f (xW),  z - x" > < O,  i s to  é, V f (x" ) ,  d > < O, ou seja, d é  uma 

direção de üescida, o que e m a  contradição (pois x" é solução), portani;o 

deve se t e r  85 = c). 

iJ3M.k 4- Se $a  (xk3 uma seqfiência inf in i ta  convergindo para x* , solução 

6iha gwa. o gwoblepna 02 ) , (mrknt.o para o prok;lem.s. ( PP) 5 .  Sr, f (x) e 
con%irnxment~ difereaci&el r-,%& existe um numero inteiro p, t a l  que para 

todo k r p ,  verifica-se que: 

Se Sj :r;j I*, entgo w i a  obaema&ioH da definição de I*, tem-se que 

Sendo J = (j / a j  h" I*, j = l7 2, ..., M3. 



ou seja 

Considere, ~ r t a n t o  p = máx (pj / j E J). Logo, como a > O então tem-se que 

iEj Por hip6tese e pelo RSD, sabe-se que quando xk não é 

so lu~ão  dótima entáo < V f(xk1, - xk > ç O,  logo pelo $te. 1, cada aj I* 

não pode ser  solrxçZo para o mbproblema linear, portanto devido ao fato de 

o mínimo ser  atingido em im vertice do poliedro, verifica-se que 

Assume-se que o subproblema linear do (RSD) é resolvido de maneira tal que 

9 rim vertice de S (por exemplo, o m6todo simpiex) . 
TEQBEJeJIAlO: Se o algoritmo RSD gera m a  seqüência inf in i ta  (~1%) convergindo 

para x*, então existe im número natural p ,  t a l  que para todo B > p,  

verifica-se 

I )  yk E I*, sendo $c o vertice obtido na k-ésima iterasãu. 

I I)  wkS é rm subconjunto de I*. 

E) Uiserva-se no RSD que a expressão definitiva do conjunto Wk 

é obtida no f inal  do PASSO 2 do algaritmo na iteraçzo (E; - 11, i s to  6, 



Conforme foi assmído, yi 6 tm vgrtice de S , isto é, existe j , 1 5 3 H, 
t a i  que yi = a j  . 

% 
Suptie-se que para algum k 1 p ,  na iteração k, wkS ';r I . Ou seja, existe 

yi = a3 E wkS ta lque  yf e I*. MM pelo  LEMA^ (11 ,  tem-se que: 

- 
Considere x = arg rnh C£ (x) / x E H), 

- - 
existe um y E S tal que C V f(x), y - x 3 < O e Co(zg, q, ... , zp, y) é 

m (pl) simplex. 



Supõe-se q~xe Cb(zg, q. . . . . zp7 y) & seja um {pl) shp'iex; i s to  é, 

ZI - ZO. 22 - ZO, . - - zP - ZO. y - ZQ não &o linearmede 

independentes; mas por hi-gCltese; Co(zy), z l ,  , . . , zp) é m p-simplex, 

logo 

Y - E ,  = C ai@i - z,) 
1-1 

i-i i -I 

A expressão anterior pode ser  reescrita sob a seguinte forma: 

rxlmrnr; par Eii-rjte~e, x = w p  mlri . E ~ < x )  / x E e~3t .ã~ pela condição dada 

pelo ieorema 1 (capítulo 2 ) ,  tem-se que 

- - 
Logo c V f (x) ,  y - x > = O, o que contradiz a primeira parte da 

demonstraqão, portanto Coczg, 21, ... , zp, y) é um (pt-1) simplex. 



TEOREMAII : NO RSD o conjunto GO(W~) é um simpiex para todo k r O. 

Quando k = O, no RSD, tem-se que 

i@,= rxO3. = a e WO = 1x2 

Portarita C ~ ( W O I  = (xQ3 é O-simplex. 

Admite-se que CO(W~) seda um p-simplex, para k 2 O e deseja-se mostrar que 

Co ( ~ k + l )  8 slmplex. Sem perda de generalidade. considera-se que : 

Observa-se que os elementos de wk com y e s o ~  convexos nulos em X' são 

eliminados no final do PASSO 2 do algoritmo na iteração anterior e que 

todos os seus elementos restantes devem t e r  pesos positivos no início do 

PASSO 1. 

Assime-se que r V f(xk}, y-k - & > .c 0, pois do contr&io, wk+l não 

seria gerado; então considera-se que tanto o PASSO 1 (I ) quanto o PASSO 1 

( 1 I ) possam ser executados. 

I ) Quando o PASSO 1 ( I )  é executado; tem-se que 

~ k + l  = u ~ y k ~  e pelo LEMA 5 verifica-se que ~ o ( ~ k + l )  é (ai-I) s-lex. 

li 1 Se o PASSO 1 (11) é executado, observa-se que: 

= C%. a l ,  . . . . ai-1 . yk . ai+l . . . . . ap-1 , &I onde a i  tem o 

peso mínho na expresstio de xk . 

De (9"J e pelo LEMA 5 f, tem-se que 

Pela propiedade a 33 . ? - I, tem-se que 



E pela propiedade a. 22.1 - H 

Felo RSD, no final do PASSO 2, os ele~entos de wk+4 com pesos nulos 

são eliminados e a propiedade assegura que os elementos restantes foram uu 

conjimto cirja a envolt6ria 6 um simplex. Como wk+l no final do PASSO 2 é o 

mesmo do início do PASSO 1 da próxima iteração, então em qualquer 

circunstância o teorema fica demonstrado. 

Demúnismçãa ; Admite-se qw r 2i: Clb Co( 3)  + h. £&ame-se, $ar cor~tmdir;&~, 
que o RSD gere uma seg5encia infinita {xk]. Devido a unicidade de X* pode 

k se af %-mar que {x ) i x*. Pelo teorema anterior, sabe-se que c~(w~) é um 

simplex e portanto pela propiedade 8, 22 . 1 . Il , tem-se que : 
define imi sinplex, para todo k 2 O ( 9 5  1 

FOL. BFMteue ammida, s RSD nZo pára em nenhuma iteração B 3 9, isto é, 

rro PASSO I do algoritmo tem-se que C V £{& i ,  (yi+5 - > O . 
Logo de C 95 ) e do EE3Uk.5, verifica-se que: 

eo(wks U {ykH é m simplex 

Por ( 95 1, 95 ) , ( 97 ) e pela definição de simplex, tem-se que 

1 wkS i - 1 = dim ~ o ~ k ~ )  

c dim co<w% U <ykH 



Então, por 98 ) e 96 ) canch.xi-se que 

Alem do %&.s; pela LEMA 1 ,  tem-ae ~LI~S OS V B ~ ~ X ~ Z B  dei, f'ixii;irio objetivo 

decresces es%ritanen.Ge e uc,rtmto o conjunto f4lk G o  mde ser repetido na 
k 

segti8neia {W 1;  k > p , mas feto 6 iB1gassZve3, p u i ~  á Ig6 te~e  
d dia Co(I ) 2 L - 1 ; pcdencrio concluir que o ntbero de eiemeatos di~tintos 

de I* 6 menor ou igual. a P e portanto o nhe ro  de elementm dis"tntos de 

{I* U bIPx )e menor ou igual. a (r + 1). Logo existe um nCin:ero i i n i t o  de 

subconju'ntos dist intos de taianari410 menor ou igual. a (r a 1) e por 99 f 

conclui-se então que a RSD converge para x% após um número f in i to  de 

iterações. 



Formula-se a seguir une modelo geral de equilíbrio, usado para 

descrever um problema de tráfego em uma rede de transporte de uma área 

urbana- Existem várias fomlaçEjes equivalentes para este tipo de modelo 

como un problema de inequações variacionais C6,53 Neste trabaPno apresenta- 

se a sua £ormula~ão de acordo com C93, C193 e C101. 

Uma rede de transportes em uma área urbana pode ser pensada como m a  

estrutura de arcos (ruas ) e nOs C interse~ões ) . Serão considerados a ciemanda 
fixa e um único meio de transporte. 

Seja D = (R, A) uma rede fínita e orientada sendo N o número de nós e 
A o conjunto de arcos. 

Considera-se: 

I : o conjunto de pares de origem-destino O/D . 

ca : o custo de viagem sobre o arco a E A. 

di a demanda de viagem de usuários associada ao 

i-ésimo par origem-destino, distribuida entre os 

diferentes caminhos que ligam este par i ; e portanto 

gerando fluxo. 

I-ik : o fluo de -Cr&£ego sobre o c.minb k E I f i  , sencb Ki o 
conjunto dos caminhos disponíveis para cada par i E 1 de 

origem-destino, 

f : o vetor de fluxo dos arcos que agrupa os f, ; isto é: 

h : o vetor de fluxo de todos os camirhos da rede; isto é, 



Considera-se o caso geral em que o custo de viagem do usuário sobre 

qualquer arco dependa do £luxo sobre todos os arcos da recie = C3Cf), 

u , ~  seja, @ i f l  (C, ( T I  1% E L, . 
O vetor de fluxo h 6 denominado viáveP, se for  nZo negativo e 

sa t is f izer  as w o e s  de con, . - me-vacão dos 51- dadas por: 

E este vetor h induz o fluxo nos arcos, através da seguinte equação: 

onde 

O custo de viagem do usuário através do caminho k é definido por: 

O s  usuários escolhem suas rotas de acordo com o P r i n c í ~ i o  de 
. . e .  # .  otmizacaa ao usuarla dado por Wardrop, que diz que m a  d i s t r i bu i~ão  6.e 

tráfego na rede h*, está em equiiibrio quando nenhum usuário pode reduzir 

seu custo cie viagerrt mudando unilateralmente de rota W]. Formalmente este 

princípio segue a seguinte definição: 

"Para cada par origem-destino, os custos de viagem 

sobre todas as rotas usadas são iguaís e também menores 

ou iguais aos custos de viagem que experimentaria um 

único veículo sobre qualquer outra rota não usada." 

Da definiçZu acima, em situac&o de eqdilíbrio, os caminhos que ligam 

qualquer par origem-destino podem ser divididos em dois grupos: um com 

caminhos que levam fluxos e custos de viagens iguais e o outro com caminhos 

que não levam fluxos e custos de viagens maiores ou iguais aos custos do 

primeiro gmipo. 



sendo u*i o custo mímimo dos caminhos relativos ao par i de origem-destino. 

Cada c m i r i l ~  k E ky e ceda ~FLZ~IO vi&vel 21 verifica as condi~ijes de 

equilíbrio de tráfego (1041, que podem ser reescritas sob a seguinte forma: 

Com efeito, sejam k E K i  - e um fluxo viável, se em <104), h: = O 
-5 

então 

* 
Se hk com a d e ~ i ~ ~ i l d & e  vale pam. todo h vi&~el  entgo em 

particular é válida para h = hk = O (o f l u o  hk é redistribuído nos outros 
* caminhae) ensão resulta que CK (h ) - u? = O. Logo (105) acarreta (104). .. 

Somando todos os caminhos B E Ki relativos ao i-ésimo par origem- 

destino em (105) tem-se que: 

Por (100) e pelo fato de a demanda ser  f ixa para cada par origem- 

e portanto tem-se 

Como esta desigualdade deve ser sa t i s fe i t a  para cada par i, somando 

em (106) todos os pares origem-destino, obtém-se: 



E substituindo 003)  em (107) 

Trocando a ordem. dos somatórios em (188) e usando a expressão (101), 

obtpm-se 

Portanto escrevendo 0 0 9 )  de forma compacta as condições de equilíbrio 

de trtifego (104f t&m a estrutura do problema de Inequação variacional (P). 

encontrar f * E T tal que 

c ( f * y  ( f - f ' )  r O , f E T 

onde 

~ = ( f  = ( f )  f  = C  h , , d i =  h k , i a I )  
' a ' * '  i.1 I L K ,  k~ i$ 

Assume-se que no problema (P) exista ao menos um tráfego viável, que 
o conjunto das soluções viáveis seja convexo e compacto e que a função c(f) 

seja contínua e monótona. . .., N 

ames- * .  . (Cag. 2 - seção 2.1) 



A par t i r  do problema (P), conforme o capítulo 2 seção S. 1, obtem-se 

ma aproximação regular para o mesmo a%ravés do operador auxiliar 

g ( .  , . I  : T x T i IRn , definido por: (1 109 

Portanto pode se considerar o seguinte método i terat ivo para resolver 

o problema CP): 

mcointràr f * E T td que 

8 ( f k C 1 ,  
k f f ( f  -fk+' 1 2 0 ,  kKbf E T 

Nas por (IIZ), tem-se que o problema acima 6 equivalente a: 

OU seja, 



Logo, combinando a aproximaçZo considerada do operador c ( . )  e wn 
método de decomposiçãs, para o conjunto T, obtém-se m a  nova aproxima~ão 

para o problema CP). 

Embora tenha se analisado a convergência de ambos os métodos 

separadamente, é interessante ressaltar que o algoritmo que surge da 

combinaçZo dos dois mébdos acima citados enquadra-se em m a  fmilia mais 

abrangmte de métodos considerados por Scheimberg-Ngugen-Strodiot em C201. 

Neste contexto o sub-problema a ser resolvido é: 

onde cada Tk é um subconJimto de T, obtido e atualizado nas iterações 

anteriores. 

É possivel ainda flexibilizw o sub-problema (Piá) permitindo que em 

cada iieragão possa variar a matriz G e o parâmetrc p: 



Caso contrãrio 

= m í n  @i / Z1 = f E ~k+$) 
i 

Faw wk+lT = (w% - €$I) U (P3 

k wk++ €f I 

Faça wk+l = wk+$ U wk+lf 

~ k + l  = $i / zi E wk+l) 

V á  para o PASSO 2, 

PASSO 2 (problema principal) 

k Calcule fkil = arg mín (< c(f 1, f r + 

+ I/Sp f ,  Gf 1 / f E Cb(i?ks1)) 

Seja fk+l = '& pi zi 
i e I  



Foi implementado o algoritmo dado em 5.2.1, aplicado a dois exemplos. 

O primeiro correspnde an apresentado por Da£ermos em C61 e o segundo 

encontra-se em Bertsekas-Gafni C11. Em ambos os casos realizaram-se 

diversos testes variando o parâmetro p e a matriz G e os resultados 

apresentados foram comparados com os que constam nos trabalhos acima 

citados. 

Foi utilizado o 386 MATLAB versão 3.5K em uni computador .E 486 para 

realizar os testes numéricos; inclusive trabalhou-se com a rotina W, a 

qual resolve problemas quadráticos. Na mesma, cada restrição com igualdade 

necessita ser transformada em duas desigualdades; o que acarreta a 

singularidade da matriz de restrições. Alguns elementos da matriz das 

restrições, tanto do problema linear (passo d do algoritnoS quanto cio 

problema principal (passo 21, sofreram perturbaqões da ordem de 10-~. Com 

este recurso foram evitados muitos problemas numéricos ou mesmo 

impossibilidade de execução de alguns testes. 

Foram feitos testes em que a constante p permaneceu fixa em todas as 

iter&ies e testes nos qirais p variou de iteraqão para iteração, atingindo 

m valor m h h u  (ou máxiB:o 1 pu.6-f ixado. No prii%ekr.ct caso, isto e,  p f 1x0, 
foram considerados valores diferentes, variando de 0.6 até I. Já no segundo 

caso p vmiou de 0.6 a 1 ati 0.8 a 1 ou 0.8 a 0.9, segundo seqii&~cie.s 

crescentes ou decrescentes em que a variacão foi de 10-' ou 10-I por 

iteração . 
Observou-se também que, apesar de nos trabalhos teóricos o operador 

auxiliar se encontrar sob a forma descrita por [4 j ,  foram evitados 

problemas num&-icos, obtendo-se melhores resultados; quando utilizou-se a 

forma equivalente dada por: 

O algoritmo &Q trabalha com todos os vértices da região viãvel e siirn 

na envoltória determinada por alguns deles. Foram feitos testes para 

verificar a influência do número de pontos considerados (designado por r e 

também denominado tamanho do problema) sobre os resultados. 



5 . 2 . 2  - EXEMPLO 1 

O exemplo 1 encontra-se no 8lrt igo in-bitulado 'Sraf f ic Equilibrim 

Variational Inequalities" C183. 

Considera-se a seguinte rede, mostrada na figura abaixo: 

X 

Figura 1 

Valores das demandas: dx,y = d l  210 

dYTx = d2 = 120 

Funções de custo de viagem nos arcos: 

Ca l  = 10 f a l  + 5 f b l  + 1000 

c& = 15 f,s + 5 fb2 + 950 

ca3 = 20 fa3 + 3000 

= 20 fbl + 2 f a l  + 1000 

cbz = 25 fbz i- fd + 1300 



No caso desta rede, os arcos coincidem com os caminhos, logo o 

conjunto das restrições T será dado por: 

A solução ótima exata é: 

9 9 
f* f 4  f* f* ) = (120.0, 90.0, 0.0, 70.0, 50.0) 

= ( f a l '  a 2 '  a3'  b l '  b 2  

A matriz jacobiana das funções de custo é dada por: 

A partir da matriz acima foram testadas as seguintes matrizes: 



Era Cij] a 1zlr3~2ix u--billfzs,j foi tx GP, o valor de p escolhido p 

= 0-3 e a precisão dos resultados fo i  de tuna casa decimal. 

Observou-se que, devido ao fato de o problema ser pequeno a escolha 

do algorltmo não fo i  a4equada. Tal método, por t e r  sua estrutura sernelnainte 

ao RSD, faz sentido para problemas de grande porte. 



Com respeito a matriz G1, não houve alterações significativas nos 

seguintes casos: 

- p fixo, p 1 e  pvariando de 0.6 a 1  e 

- p fixo, g = 0-8 e p variando de 0.8 a 1 

Comparando os resultados obtidos por kfermos com os alcançados na 

execução do algoritmo, constatou-se que o primeiro pareceu mais eficaz, o 

que é mostrado na tabela 2. 

Observa-se que a comparação dos resultados é superf icial, já que não 

foi implementado o algoritmo de Dafermos; o que é visto é apenas o número 

de iterações, mas nada se sabe sobre o tempo gasto computacionalmente. 

TBBU2: MATRIZ Gl, p = 0.3 r = 2 



Considere a rede mostrada na figura 2 abaixo. T a l  rede pode ser  v i s ta  

como um modelo de rodovia circular. Existem na mesma cinco pares de origem- 

destino, numerados de P a 5, que estão conectados A rodovia através de 

acessos de entrada e saída. Cada par de origem-destino tem dois caminhos: o 

caminho que é fe i to  no sentido anti-horário (circulo maior) e outro no 

sentido horário (círculo menor). 

Cabe a observação de que neste exemplo não se trabalha com a id6ia de 

custo de viagem, conforme 5.1, mas sim com a noção de tempo de viagem. A s  

expressões de tempu cie viagem para cada tipo de arco são dadas, senda que 

nas mesmas o escalar não negativo p ,  representa o grau de dewnci6ncia no 

tempo de viagem de alguns arcos em relação aos fluxos de outros arcos e é 

uma medida da assimetria do operador. O problema é equivalente a una 

pmblem de othizagH.o se e somente se não há dependência, i s to  é, y igual 

a zero. 

Figura 2 



Tipos de arcos: 

(1) arcos da rodovia: 17,27,37,47,57,18128,38,48758 

(2) acesso de saída: 14,24,34,44,54,1Z722,3S,42,52 

(3) acesso de entrada: 11,21,31,41,51,13,23,33,$3,53 

(4)  arcos de conexão: 15,25,35,45,55,16,26,36,46,56 

Expressões de tempo de viagem para cada t ipo de arco, sendo 

g(f )  = 14- f 4- iZ 

(1) para arco i da rodovia: 

10. g ( f l u o  em i) + 2.y.g (fluxo na rampa de saída após arco i) 

(2) para o acesso i de saída: 

g(f1uxo em i) 

(3)  para o acesso i de entrada: 

g(Eluxo em i) + y.g(fhxo no arco de conexão associado a 3) 

(4) para o arco i de conexão: 

Observando a figura 2, pode-se determinar os arcos que compõem cada 

caminho associado a um par de origem-destino, a saber: 

camirho 1 (círculo maior): 11,17,25,27,35,37,44 

caminho 2 (círculo menor): 13,58,56, 48,42 



(2) OD(2) 

caminho 3 (círculo maior): 21,27,35,37,45,47,54 

caminho 4 (círculo menor): 23,18,16,58,52 

(3) OD(3) 

caminho 5 (circulo maior): 31,37,45,47,55,57,14 

caminho 6 (circulo menor): 43,38,36,28,22 

(4) OD (4) 

caninho 7 (círculo maior): 41,47,55,57,15,17,24 

caminho 8 (círculo menor): 43,38,36,28,22 

(5) OD (5) 

caminha 9 (circulo maior): 51,57,15,17,25,27,34 

caminho 10 (círculo menor): 53,48,46,38,32 

Designando-se por: 

fi : fluxo sobre o arco i , 1 4 i 5 4 0  

TI : tempo de viagem para ù arco i , 1sib,4YJ 

I& : f1u.x~ no cwminplo B , 1 s 1 r r i 0  

sendo que k = 1,2 correspondem ao par OD(1) 

k = 3,4 correspondem ao par OD(2) 

k = 5,6 correspondem ao par OD(3) 

k = 7,8 correspondem ao par OD(4) 

k = 9,10 correspondem ao par OD(5) 

h : vetor de fluxo nos caminhos h = (hl, hs, . . . , h10) 
- 
Tk : tempo de viagem para o caminho k 

dj : demanda no j-ésimo par OD, 1 5 J 5 5 



Explicitando as expressões de tempo de viagem para cada tipo de arco, 

tem-se que: 



(3) acessos de entrada: 



Alguns arcos fazem parte de diferentes caminhos, portanto os fluxos 

rios diferentes arcos da rede são dados ].r: 

O tempo total de viagem para cada caminho escoihido é determinado 

somando os tempos de viagem para arcos que compõem o caminho, isto é: 



Os resultados apresentados em C13 referem-se a ima medida de 

convergência normalizada, dada por: 

z --I' J 

j = 1  d ' @ 
3 min, j 

onde hbk é a parte da demanda que & recai sobre o menor caminho do J 
i-ésimo par OD na itera~ão k; a diferenca de tempo de viagem entre o J 
maior e o menor caminhos e T~ é o tempo de viagem para o menor caminho. hj 
Quando a medida de convergencia for proxima a zero, aproxima-se da solução 

ót tm. 

Heste exemplo, a região $dos pontos viáveis nSlo 6 dada ea S~mcão dos 

fluxos viáveis nos arcos, mas sim em função dos f l m s  viáveis nos 

caminhos; por£anto, o problema (P)  dado em 5.1, tem a seguinte forma: 



sendo S determinado por 

O vetor de fluxo inicial escolhido 6 o pior possível, para o qual a 

demanda de cada par origem-destino recai sobre o caminho mais longo, ou 

~eja, 

O h0 = (hI0? hZO? ..., h10 1 

A partir da matriz Jacobiana J das funções de tempo total de viagem, 
foram testadas as seguintes matrizes: 

I - (matriz diagonal, LI sendo L1 = diag (ml, mz, ..., m10) e 



sendo 

OBSmdiWO : &ti C13 a- mnit.r.1~ Iitiiiaadd& fsF E2; os 7~s10re~; de p e 7 f o ~ m  

0.8 e 0 respectivamente, e o vetor demanda d = (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5). 

A fim de comparar os resultados encontrados na aplicação do algoritmo 
com os apresentados em C11, estabeleceu-se como um critério de parada o 

valor &L medida do: conz~erg&mia menor ou i-l a 10-~. 

0s melhores resultados foram obtidos quando utilizou-se a matriz LI, 

oride a medida de cmwergencie. foi ã~ ordem de 10-'~ na primeira iteracão. 
Com respeito a esta natriz foram feitos testes em que se desprezou o 

critério de parada mencionado no garágraf o anterior, e verificou-se nesses 

cama, y w  para p fim t x  veximd3 não apresentou alteração significativa 

nos reeultaeos, porem quando p & permaneceu fixo houve problemas 

computacionais. 

Em relaqtio ik matriz Lz, os resultados apresentados em C11 coa p igual 

a 0.8 foram melhores do que os resultados obtidos com a aplicação do 

algoritmo, conforme mostram as tabelas 4 e 5; porem é bom lembrar que em 

C13 o custo computacional de cada iteração é bem maior pois se considera 

sempre t o c i ~  O eapaGo ~ ~ i á v e i .  





lXBEL& 5: Resultados do algoritmo, matriz L2 (y=O, r=5, ~0.8) 

W d a  de convergência 

0. 14417 rc. loL 

0.21121 x 10l 

O. 42927 x 10' 

0.15503 x 10' 

O. 17560 x 10' 

0.58036 zo 10-I 

0.37372 x 10-I 

O. 15135 ar lu-' 

0.62860 x 10-' 

0.31021 x 10-2 

0.24662 x 10-2 

0.21155 ar 10-~ 

0,12)976 x 10-' 

0.180901 x 10-~ 

0. 16892 x 10-' 

0. 14843 x 10-' 

* 

m 

- 
0.32084 x l f3  

0.28936 x 10-3 

0,26096 x 

Pwa p variando, OS melhores resultados foram obtidos quando p variou 

de 1 a 0.9 com uma variacão de 10-' por iteracão; trabalhando-se com a 

matriz L2 e F sendo igual a cinco, conforme mostra a tabela 6. 



TiU3EM 6: Resultados do algoritmo: Matriz L2 (7 = O r = 5, p varfcnndo'i 

Observou-se que os resultados com p vrniando de 1 a 0.6 foram 

melhores do que os de p igual a 0.8, como pode ser visto na tabela 7. 



'EBBEU 7: Resultados do algoritmo, rnat~iz E2 Cy=CI, r=5) 

p variando de l a 0-9 

aeqi&nci.a ciecrescente foram ~lr,Lk~ore~ da q w  wrr. p v;sriimdo e e w &  a 

seqüência crescente correspondente, (tabela $1, o que confirma a condição 

estabelecida por Fukushima em C73. 



h;B 8: Resultados do algoritmo: Mztria L2 (7 = O, r = 5 )  

Com respeito ao algoritmo implementado, verificou-se que o tmanho do 

problema, isto é, o valor de r influencia na qualidade dos resultados- Na 

maioria dos testes, os resultados foram piores quando o valor de r foi 

menor do que quatro e não houve melhora significativa para valores de r 

considerados grandes (r acima de E), o que pode ser visto nas tabelas 9 Cm 

exemplo para p fixo) e 10 Cm exemplo para o p variando). 







Foi dado um embasamento teórico de um algorítmo apresentado e m  C91 e 

i191 para resolver o problema de fluxo de tráfego em uma rede de 

transporte, usando a formulação variacionai. Este algoritmo combina o 

método de projeção de m4trFca variável com o metodo de deconuposiç% 

simplicial usando a sua aplicação a problemas de grade porte. 

O método fo i  implementado e aplicado a dois exemplos existentes na 

l i teratura.  Fizeram-se diversos testes variando o parânnetro p e a matriz de 

projeçzo G e comparou-se com os resultados obtidos em C61 e C13 para estes 

problemas; que também usam m8todos de projeção. Estas comparaç6es foram wn 
" c to  mosseiras desde que foram fe i tas  Levando em conta somente o número 

de iteraçtíes e não o custo computacional delas, pois não se teve acesso a 
este tipo de informação. 

Portanto, ser ia  preciso Unplementar os algoritmos das referências 

para se fazer uma comparação mais confiávei dos métodos, a fina de sugerir, 

se necess&io, eventuais nnodi£icações no algoritmo apresentado. 

Também pode se observar que ser ia  interessante fazer tes tes  com 

outros tipos de, se-qGncias do parbe t ro  p a serem nugeridas. 



No que se refere as definições de alguns conjuntos (convexo, fechado, 

aberto, limitado, compacto), bem como as  definições de ponto interior  e 

aderente e envoltória convexa de um conjunto a bibliografia utilizada f o i  o 

livro de Elon Lages de Lima C141. 

O l i m o  de J, M. Ortega & W. C. Rheinboldt C171 f o i  a referência 

básica para a apresentação de matrizes, normas, produto interno, funções 

(G-diferenciável, F-diferenciável, hemi-contínua, potencial, pseudo- 

convexa, convexa), gradiente de uma função, os teoremas do Valor Nédio para 

uma furição Fdiferenciável e a matriz Jacobiwa. 

A definição de conjunto dinal. de IRn e a sua ca~acterizaçZo estão 

apresentadas no livro de J. C. BUlnkill & H. Bmkill  C33; OS conceitos de 

operador monótono e coercividade de um operador encontram-se no livro de 

Kinderleher & Stampachia E 11. 

O resultado que relaciona matriz simétrica definida positiva com seus 

auto-valores encontra-se no l ivro de Gilbert Strang C221. A definição de 

derivada direcional utilizada é a que está no trabalho de Clóvis Gonzaga 

C81- A fórmula generalizada de Lagrange, bem como o princípio de Simetria 

para operadores-potencial são apresentados no livro de H. H. Vainberg C231. 

Do livro de D. G. Luenberger C151 foram retiradas as definições de 
P Matriz Hessiana e fwnçgo de Classe C e a direção viável. 

A s  propriedades de wn p-simplex estão apresentadas no tabalho de D. 
W. Hearn, La^phongpanich, J. A. Ventura C113. 



Seja K um subconjunto de IRn . Um ponto a E K 6 um ponto interior  de 

K quando é centro a l m a  bola aberta contida em K. Um ponto a E IRn diz-se 

&am&e um corWunto K c IRn quando 6 limite de uma seqfiência de pontos 

desse conjunto. 

a.2 - CONJUNTO CONVEXO EM IRn . 
Um conjunto K c I R  4 mmma se  para todo x, y E K e qualquer a, 

O .: a .: 1 o wnto ta ;a + (1 - aIy3 E K. 

a3 - CONJUNTOS FECHADOS E ABERTOS EM WD . 
Um conjunto K c IRn chama-se feclnadú quando contém todos os seus 

p n t o s  aderentes i s t o  é; 

se lh q = a, xk E K para todo k E IM ; entEío a E K. 
h+ m 

Diz-se que uni conjunto K c IRn é quando todos os seus pontos 

sW.0 interiores, i s to  é, quando para cada x e K existe 6 > O tal que a bola 

aberta 3 (x, 33 c K. 

a4  - P;SORhU, PRODUTO ilWERNO E OPERADOR -NOIRMA 

a4.1- NORMA 

Denomina-se mxm a uma aplicacão It . (1 : IRn + I R  que sat isfaz as  
seguintes condições: 

I 1 ]I x I! 2 O para. todo x E IRn , ) I  x I1 = O se e s6mente se x = O . 
I1 1 II x II = I a I 11 x ]I , para todo x E IRn , a E I R  . 

I11 1 I1 x + Y li 5 I1 x I1 + I1 Y I1 , pãra todo x, Y E IRn - 
ObasçmagQa: Equivalência das normas em IRn : 

"Dadas duas normas quaisquer (1 . Ij e II . 11' em IRn , existem constantes 

~asitivir.s c1 e c2 twis que c1  If x II 5 I! ãr, H' c; cs If x jl para todo x E IRn." 



11 ) d X, y ?  = $ Y, x 3 , pea todo x ,  y E IRn . 

Um importante resultado relativo ao proãuto interno can6nico e a 

Eiorma Euclídemc: em IRn é dado pela & s i W a d e  de Caudw - Schaww 8. 

Dada8 quaisquer &as namas ij x Ij e ji x ] i 6  em L F P  e IRm 

r e w e c t  f vmen%e e qualquer A E L IRn , IRm 1 , serido L( ifZn , IRm) o 05n,imCs 

de todos os operadcres lineares de IRn em IFP . O awr* - n w u  de A com 

respeito a nomas . jj  e / /  . j j c  6 definido por: 

Se !I/ . /(I for  a operador-nom& induzido -pela norma I t  . I j  então $ 

válida a propiedade abaixo: 



. . Uma matriz G simétrica (G  = de ordem n .é &&h.ida mmtxva se: 

Se G  é definida positiva entgo são válidas as seguintes proprieckdes: 

I b A s  matrizes G - ~  e G estão bem definidas e s"ao também 

simétricas definidas positivas. 

11 ) Todos os auto-valores de G são reais e positivos. 

Cabe ainda a observação de que o operador*-norma 111 . [[Is de uma matriz 

G sinétr ica definida positiva induzido pela norma ezzclideana em IRn 

possui a s  segnintes propriedades em relac,kio a seus auto-valores 11, 

i = l , Z , - . ,  . 

nada uma matriz G simétrica definida positiva, pode se definir  o 

seguinte produto interno: 

E o mesmo induz a norma: 



Tem-se a seguinte relação entre a norma induzida por G e a norma 

euclideana: 

Q -0 chia1 c3t3 T4n , denotado por  IR^)' c o r r e s ~ ~ e  ao própio I P  

no sentido que dado a = (a1 , as , . . , %) E IR3 define-se f E (fR3)' 

como sendo f(x): = < a,  x > para todo x r 1.W e qjje dada f(.) E (IRE)" 

existe (Y E IR tal que f (x) = a ,  x >, Logo, identifica-se rr com a 

funcional por ela definida. 

Um srxbconjiwto K c IRn diz-se L&&&J$Q quando existe im número real 

c r O tal que ( j  x i j  5 c para todo x E K. 

O ~ S C F ~ ? ~ L : ~ Q  : Se m i,~r&txit~ i% r- IRn é l-iiuítack: aeggx;: m a  norim 1' . 11 , é 

limitado para qualquer outra norma devido a equivalência entre as mesmas em 

IRn . 



Diz-se que um conjwito # c IRn é meto quando for .l-imi-t,_adn e 

fechado. 

São válidos os seguintes resultados sobre cojuntos compactos: 

1)Toda seqçiEincia de pontos xk E K lposrsui m a  subseqü6ncia que 
converge para um ponto de K. 

11) Se K c  IR^ e E c  IR^ siXo compactos então o produto 

cartesiarro (K x L) c  IR^+^ é compacto. 

111) Toda função real. f :  IR^ + IR atinge seu máximo e seu 

m í n i m ~  em comgacto K c IR*, isto é, existem pontos q, xl E K 
t a i s  que: 

Obãtrsa@.o : &mo conseqIICIncia de ( I I I ) tem-se que toda aplicacFio contínua 

f : D + IR, onde D é um subconjunto aberto de IRn ; K D é compacto, isto 

6 ,  existe c > 0 t a l  que I! f (x)  H S c para todo x E K. 

Seja f : K 3 IRn um operador e K um conjunto fechado e convexo, 

K c IRn . Strrãio consideradas as seguintes definiçijes: 

I ) f é wnOtq&iâ se 

<: f(x) - f(x'), x -  x '>  2 O para todo x, x E K. 

I1 ) £ é a s t r i t m n t e  mon0tona se a igualdade do caso ( I )  só 
* 

for v&lida m a  x = x . 
I11 ) f é fort-te (-te) mçm%xu, se 

-c f(x> - f ( lT' ) ,  x - W i. 2 a 11 x - X (12 pww. todo x, X E K 

e a m a  coniiltmte positiva. 

IV 1 f satisfaz a &ao de. coercividds . ." se 



Seja D um subconjunto aberto em IRn . O 0perad0r f : D -3 IRn t a l  que 

f(x) = (f l(x) ,  . . . , fm{x) 1; fi : D+IR é çnntinuamerite diferencjiíve3. em 

D se e somente se cada umn de suas derbradas parciais (á fi / i3 xj )  

existe e é contínua em D, sendo i = 1, . . . , rn e j = I, . - . , n . 

- . > 

Um aplicar,Zh f : K c IRn -t IRm é S;;ateaux (ou G-1 em 

x; sendo x um ponto interior de K, se exis t i r  um operador linear 

A E L ( IRn , I@) t a l  que para qualquer h E IR11 

Sendo que o limite acima. independe da norma escolhida em IRm , pois 

quaisquer normas em IRm são equivalentes. 

Uma aplicacão £ : K c IRn + IRm 6 hm&a&ha em x E R se, para 

qualquer h E IRn e E 0, existir um 6 = 6 ( E , h ) t a l  que se I t I 6 

e (X 3- t h) E K então jl f (x  + t hf -£ (x1ll .: E . 

Um aplica~go f : K c E? ' I.@ é Frechet - em 

x; sendo x um ponto interior de K, se exis t i r  um operador linear 

A E L(IRn , IRmf t a l  que 

O b s ~ ç 6 e ~  : Tanto na def ink~ão a. l 3 como em a. 13, o operador A B denotado 

POP f (x). Se f (.) for GdiferenciBvel ou i?-diferenciãvel então f (x) .a&a 
ou a F - -da a ~ k a ç & o  f( .1  . . - 



A representaçk mâtricial de fr(x) 6 dada 'pela W j x  J a c o - U  

onde 

@;~md.o f ( . j  é uma fwfonal f : K c IRE -;, flZ ; [i(x)]" o o~die.ien$e 

de E em x e normalmente é denotado por V f (x) . 

A existência da Natriz Jacobiana, isto é, de todas as derivadas 

parciais &Q implica que: a fmcão f(.) seja Gdiferenciável. 

Se f : K x K 4 R m  onde K c I@, for unaa fim&o G- ou F-dífsremiávei, entgo 
f,(x, y) e fy(x, Y) são as matrizes Jacobianãs em rel&io a x e y 

respectivamente. 

A seguir apresenta-se as relações existentes entre os diversos tipos 
de diferenciabilidade. 

I 1 Se E(.) é continuamente diferenciávei em x então f(.) 6 

F-diferenciável em x. 

I11 1 Se f(.) é Gdiferenciável em m a  vizinhança aberta de x, 

e f' ( . 5 é coni;inua en x en%& f ( . ) e F-dí&renci&vei em x. 

Considere m a  funcional f : IS + IR, onde K é w~ subcconjwito aberto 

de F W .  A P e ' P E IRn é dada por : 



SeJa f : K -% IR., onde K é tim s~i~conjtmto aberto de IRn. Diz-se que 
eV f<.) E L , se M ImcEo lp~asui derivadas parciais continuas de ordern p . 

Se f : IRn -3 I R  í: uiaa. h c iona l  de classe GZ : f(xj = K q ,  XZ. . . . . %i 

então a de f { . ) em x é a matriz de ordem n denoiada por T~E(x) ,  

tal que: 

f(.) é es-trítamexlrte convem em Kg se e somente se a desigualdade acima for 

válida pwen to& 'E, y E K ta l  que x * s. 

E f ( . )  é y~iforrnewite convexq em Kg se existe m a  constante positiva 

c t a l  que mna todo x, y e r;i) e O E. Y 1 ; 

(E(y) - f(x) 2: V f (x) ,  y - x > , para todo x, Y E Kg 

< S fjy) - v E(x)> y - x > 2 O , para tudo x, y E Eg 

BqS3e-se q w  f : K c IRn -+ IRm tenha segunda G-derivada no cronjlmto 

convexo Q c K. Então f é Gonvem em Q se somente se V? f ( x )  6 semi- 

definida positiva para todo x E Kg ; E(.) é .eg&ritamzte convem, em se 

v2 Irí(~) é definida positiva para toco x E KQ e f C .  1 é 

em K se e sornent.e se f(x) é tiniformente definida positiva para todo 

x E 9. 



Os conceitos aqui apresentados relativos à f q ã o  pseudo-convexa 

(estritaente ) correswnden aas intr.oau2;i&s o r i m n t e  w r  Ph-gãsâ~-k.n C 16 3 . 
Seja f : Bn 4 ZR :ma fcmt$ic~ continuamente diferencigvel 

ConsiGtera-se f: nRn -+ I R m a  fim(=& contínuâ~eate diferenciável. 

I- Se f :  IRn i> R IZ convexa (estritmente) 

então f 6 também gseudo-convexa (estritamente) 

li- Se r: LrZn -4 R IZ pseudo-convem iestrítmente) em m 

con3~1to aberto convexo K c IRn então qudquer 'ponto 
crítico de f em K é um mínimo global (único) de f em K. 

IE- Pasma que f: -+ E seja pseuciu-convem em um con.$mio 

aberto convexo K ri: IRn então quaiquer mínimo local de f em R 
é um mínimo global de f em K. 

Obgei-aiáigS~ ; AE d-efini~6es e gropiedades anteriores pcdem ser esterididas para 

o casa em que as funções não são continuamente diferenciáveis C143. 

SeJa K um subconjunio de En. A enval %&ia con- de R, denotada pur 

Co(K) é o conjunto de todas as possíveis combinações lineares convexas de 

pontos de K, isto é,, 

Dacio x f K, K C E n ,  o T&GP d e ma. ~rftc& viave1 . - a pmtir de a 
se existe um t' > O, tal que: 

(x i t d) E K , para todo t , O I t I t' . 
7 8 



Sejam. C ao3 z l ,  22, . . . . zp3. (p + 1) pontos distintos de IRn , 
com p 5 n t a l  que os vetores zl - z0 , z2 - z0 , . . . , zp - z0 sejam 

linearmente independentes então o conjunto Co (20, 21. . . . . zp), que é a 

envoltbría convem de {zo, 21. . . . . ?i$ 6 denominado m "-" ou 

"Simplex" em Bn , sendo que a dimensão do mesmo é p .  

Se x é um elemento de um p-simplex, então pode ser unicamente 

expresso como combinação convexa dos pontos 20, 21, . . . , zp . 

Uma aplicasão g : K c IRn 4 IRn é owrador mad&nte ou mte.rici&L 

sobre wn subconjunto Kg c K se existir  ma funcional f : Kg + I R  t a l  que 

g(x) = V f(x2 para todo x E kg. 

O l r s e t ~ ~ ~ ; % :  Um importante resultado sobre aplicaç5es potencial é o Princi9io 

de Simetria dado por: 

"Sega uma. wglica~ão f : K ri IRn i IRn Ediferenciável em 

um conjunto convexo aberto KQ c K e a derivada direcional 

[V f(x)% h] (5 hemícontíniia em x. Er;tão f (. ) é wn operador 

potencial em Q se e somente se a rnat~ia V f(x) C 

simétrica para todo x E Kg . " 



G - D ~ ~ ~ W X  

Existem t r ê s  generalizações do Teorema do Valor Mdio para operadores 

f : IRn + IRm (a :- I) G-diferenci&veis: 

a.24.l - Se i :: EI c TEn ; 1HS.L 5 C-dlfepmx&$~:eP e -  m cor:,jrini;o 

convexo aberto Kg c K e x, y E Fa ezltão f (y) - f{x) = B(x, y) (y - x) 

ájbgm%%@ : Em geral os ti &a diatintos e B(w, Y )  & e a G-derivada de 

£ ( . I  em um ponto intermediário. 

2.24-2 - Se f : K c IRL1 -+ IRm C+-dfferenciável e m  un: conjunto 

convexo .j c K então para quaisquer x, y E Kfi 

0.24.3 - Se f : K c E n  + IRm C-diferer~ciável em wn conjunto 

convexo Kg c K en-Eo para quaisquer x, y, z E Kfi 

Seja 2 : K c IRXI i IFP Gdiferenciável em cada ponto de tun conjunto 

convexo K, então para quaisq~er  x e {x + h) pertencentes ao conjunto K e 

v E EEn , Ij v f l  = I, exiske t E (Jj, 1) tal. que: 

ObãmaqiLa : CI remltacio acima se encontra na referência ES33, lema 2.2, 

página 20 para Espaqos de Banach. 
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The principal purposes o£ th i s  thesis  were to  present the equilibrium 

t r a f f i c  problem with a fixed demõnd i n  a variational inegualiiry c0ntex-b õnd 

a detailed study and implernentation o£ an algorithm t o  solve t h i s  problem- 

The chosen algorithm w a s  a combination o£ two methods: the projection 

m&hod C GE&PJO'É: schem ) md the rrestriri! ted s h p l i c  ia1 c l e ~ r 3 m p x i t  i m  Tr~e 

hipothesis o£ the theorenr (projection method) were reformed to be more 

precise. 

A mathematical model o£ the t r a f f i c  problem and i ts variational 

formulation were presented. The influency o£ some choices of the parameter 

p axi the. matrix G (projrtc&f nn methoCI) .md dfiferellt rmnberbs of e&rem 
points (restr icted simplicial deconpositionj were verified by the results  

o£ the numerical implementation. 



O objetivo central desta tese foi o de apresentar o problema de 

equilíbrio de tráfego urbano com demanda fixa no contexto das inequaç6es 

variacionais, bem como o estudo detalhado e a Implementação de un 

algoritmo para resoivê-lo. 

O algoritmo escolhido resultou da combina~ão do método de projesão 

e do método de decomgosiçEo sinpliciai restrita, os quais foram 

estudados detalhadamente dando ênfase aos resultados relacionados & 

convergência, principalmente no esquema geral de Dafermos (método de 

projeção) com a. formulação mais rigorosa das hipúteses do teorema de 

convergência. 

Foram apresentados 0 modelo matemático e os resultados da 

ùnpPemenLação n~.m&riea do aigoritmo, com a finalidade de verificar a 

inL"l-&ncia tia variar,&o do parâmtro p e de algumas escolhas da matriz G 

(ambos relacionados com o esquema de Dafermos) e a variação do nikaero d.e 

pontos extremos escolhidos na decomposição simpliciai. 


