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Representar objetos combinatérios de dimensdo n tem grande importincia na
solugdo de problemas complexos em fisica, matemaética e engenharia. Portanto o
estudo destas representagdes merece atengéo.

Neste trabalho apresentaremos uma estrutura de dados para representar variedades
combinatoérias de dimensdo n, juntamente com operadores de modificagio e criacio.
Faremos também uma comparacgdo com outras representagoes.

Apresentaremos a defini¢io de variedade combinatéria, e veremos que nem sempre
podemos dizer se uma certa estrutura é uma variedade. Discutiremos a validade
da representagdo, no sentido de estar ou ndo representando uma variedade, e sua
completude, em relagio aos operadores.
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REPRESENTING n-DIMENSIONAL COMBINATORIAL MANIFOLDS

André Luiz Pires Guedes
APRIL, 1995

Thesis Supervisor: Prof. Ronaldo César Marinho Persiano
Department: Engenharia de Sistemas e Computacao

Representing n-dimensional combinatorial objects has an important role in solving
complex problems in physics, mathematics and engeneering. Therefore we suggest
that effort should be put in the design of such representations.

This work reports on a data structure for representing n-dimensional combinatorial
manifolds, and operators aimed at the creation and the modification of the structure.
We compare such a structure with other representation schemes.

A definition of combinatorial manifold is presented, stressing the fact that not
always a combinatorial structure is a combinatorial manifold. We discuss the validity
of such a representation, whether it describes a manifold or not, and its completeness
in relation to the operators.
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Capitulo 1

Introducao

“... under the sun there neither exists nor can exist any work more
thoroughly dignified — more supreme noble than this very poem
— this poem per se — this poem which is a poem and nothing
more — this poem written solely for the poem*s sake.”

Edgar Allan Poe — The Poetic Principle

O objetivo deste trabalho é a representacdo de objetos de dimensdo qualquer.
Estes objetos sdo representados de forma combinatéria e sem muita preocupagio
com posicio, forma e tamanho. Estas informag¢des podem ser facilmente incluidas
associando coordenadas e “forma” aos elementos combinatérios.

Cada objeto é particionado em elementos simples (subdivisio) que formam um
complexo. A estrutura deste complexo é armazenada na forma de relagdes de in-
cidéncia entre os seus elementos.

Um dos resultados é uma formalizacdo de representagdes ja utilizadas, e métodos
para a construc¢do de objetos. A formalizagdo permite provar ou ndo a validade de
certo modelo, auxiliando na criacao de objetos complexos.

Quando tentarmos limitar a representagao as variedades combinatérias, encontra-
remos problemas em dimensdes maiores que 3, pois ndo conseguimos caracterizar de
modo apropriado o que sdo as variedades combinatdérias destas dimensdes. Em com-
pensagdo, temos certeza de que no caso bi-dimensional sempre teremos variedades
combinatérias. Podemos chegar a um método onde temos o controle sobre o que esta-
mos construindo em dimensao 3. E, embora ainda ndo se tenha uma classificagao para
as 3-variedades, podemos construir e estudar estes objetos de forma mais concreta.

A estrutura apresentada € a algebra de incidéncia, que agrega informacdes de
adjacéncia de forma concisa e homogénea. O principal resultado serd a completude
dos operadores apresentados para modifica¢do da dlgebra de incidéncia.

No capitulo 2 apresentaremos algumas defini¢ées, em particular a de variedade
combinaldria, e um resultado importante sobre a estrutura destes objetos [Moi77,
Mun84, Zee79, Lim82, Jamb5|, que permitird garantir certas propriedades, tais como
a existéncia de ciclos em torno de elementos topoldgicos. Faremos uma preparacio
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para introduzir o conceito de A’debm de Incidéncia, que serd apresentado no capitulo
3. Neste capitulo discutiremos diversas propriedades das Algebras de Incidéncia,
inclusive apresentando o conceito de algebra minimal.

A Algebra de Incidéncia pode ser usada como estrutura de dados para represen-
tar os objetos em questdo, e estruturas equivalentes j4 foram introduzidas em outros
trabalhos, como em [Lie89], utilizando as chamadas n-G-maps e [Bri90] (ou [Bri89}).
Anteriormente [GS85] e [DL89] apresentaram estruturas de dimensées 2 e 3, respecti-
vamente. Comentaremos sobre estes trabalhos no capitulo 4.

Apresentaremos alguns operadores de manipulagao no capitulo 5, procurando sem-
pre manter as propriedades das Algebras de Incidéncia. Estes operadores serfio locais,
sem muito significado global, mas podem ser usados como base na construgio de
outros operadores. A questdo da completude destes operadores serd estudada e apre-
sentaremos um resultado que garante esta completude para dimensoes até 4.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Este capitulo, embora tenha o titulo acima, nao contém somente conceitos elemen-
tares. Ele tem este titulo por tratar de conceitos que, embora complexos, formam a
base para os demais capitulos.

Primeiramente apresentamos alguns conceitos de topologia, e em seguida, alguns
resultados importantes para a construcao do eixo principal deste trabalho.

Algumas defini¢Ses e resultados apresentados aqui podem ser encontrados em bi-
bliografia da area, entretanto aparecem defini¢des e resultados novos.

Na segdo 2.1 apresentamos conceitos classicos de topologia geral, enquanto que na
segao 2.2 introduzimos alguns conceitos de topologia combinatéria, incluindo alguns
resultados que serdo usados no decorrer do trabalbo. Nesta secdo apresentamos o
conceito de complexo (em vérias versdes) e o grafo de incidéncia, e definimos orienta-

bilidade.

2.1 Topologia Geral

Precisamos de algumas nogoes de topologia geral, j4 que este trabalho busca a repre-
sentagdo de variedades.

Comegaremos pela definicdo de alguns espagos e algumas propriedades relaciona-
das com eles. Maiores detalhes sobre este assunto pode ser encontrado em [Lim70],
[Lim82] e [Men62].

Um Espago Métrico é um conjunto X dotado de uma métrica d. Uma Métrica
definida em um conjunto X é uma func¢do d : X* s IR com as seguintes propriedades:

M1: (positiva)
d(a,a) =0,a € X
d(a,b) >0,a #b, ea,be X

M2: (refleziva)
d(a,b) = d(b,a),a,be X
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M3: (desigualdade triangular)
d(a,b) < d{a,) + d(b, )y a,b,c € X

Uma bola aberta de raio € > 0, centrada em um ponto z de um espago métrico®
(X, d) de dimenséo k, é o conjunto definido por B¥(z) = {p € X|d(p,z) < €}. Uma es-
fera, deraio ¢ > 0, centrada em um ponto = € X, é o conjunto S¥(z) = {p € X|d(p,z) = €}.

Um conjunto U C X é dito aberto em X se, para qualquer ponto p € U, existe
e > 0 tal que BF(p) C U.

Por outro lado, um conjunto é dito fechado se o seu complemento é aberto.

Uma vizinhanga de um ponto p é um conjunto aberto que contém p. Normal-
mente, quando falamos de vizinhanga, estamos nos referindo a um conjunto “pe-
queno”, de acordo com a necessidade.

De um conjunto U C X, podemos definir o interior, o fecho e a fronteira de U.

Interior de U é o conjunto
Int(U) = {p € U3 > 0, B{(p) € U},
fecho de U é o conjunto
U={peX|Ve>0,B*p)nU # 0},
e fronteira de U, o conjunto
oU =T — Int(U).

Vale notar que uma esfera S¥(z) é a fronteira dB¥(z) da bola B*(z).

Um Espago Topolégico é um par (X, O) onde X é um conjunto e O é o conjunto
de todos os subconjuntos abertos de X. Estes conjuntos abertos podem ser induzidos
por uma métrica, no sentido descrito na definicao de aberto. Desta forma, um espaco
métrico (X, d) induz um espago topolégico (X, O), onde

O ={U C X|Vp € U,3c > 0, BX(p) C U},

sendo k a dimensao de X.

O conjunto de abertos O é denominado uma topologia do conjunto X, e possui
as seguintes propriedades, consistentes com as propriedades dos conjuntos abertos em
espagos métricos:

T1: X e o subconjunto vazio § estdo em O;
T2: a unido de uma familia qualquer de elementos de O estd em O;

T3: a intersecgao de quaisquer dois elementos de O esta em O.

lirataremos um conjunto como espago métrico quando for evidente qual a métrica
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Um Espago de Hausdorff é um espaco topolégico onde para qualquer par de
pontos z e y existem abertos U e V disjuntos que sdo vizinhancas de = e y respecti-
vamente.

Dados dois espagos topoldgicos?, X e Y, uma funcdo f: X — Y ¢é dita continua
se, para todo aberto V € Y, f71(V) = U, onde U é um aberto, ou seja, uma funcéo
é continua se a imagem inversa de abertos sio abertos. Com f~'(V) queremos repre-
sentar o conjunto

71 (V) ={z € X|f(z) € V}.

Uma fungéo f : X — Y é dita um homeomorfismo entre X e Y, se f € continua,
possui inversa e sua inversa também é continua. Neste caso notaremos f: X < Y.

Note que pelo fato de f : X — Y ser um homeomorfismo, existe uma bijecio entre
a topologia de X ea de Y.

Dois espagos topoldgicos X e Y sdo ditos homeomorfos se existir um homeomor-
fismo entre eles. Neste caso notaremos X = Y.

Uma funcdo b : X — Y, tal que b : X <« h(X) C Y, é dita uma imerséao de X
emY.

Um espago topoldgico M no qual, fixado um inteiro n, todo ponto possui uma
vizinhanca homeomorfa a IR" é dito uma variedade de dimensdo n, ou uma n-
variedade. No restante deste trabalho trataremos de uma classe especial de varieda-
des, as variedades trianguldvess.

2.2 Topologia Combinatoria

A topologia combinatoria é extremamente importante neste trabalho, j4 que é através
dela que conseguimos tratar computacionalmente elementos de topologia geral como as
variedades. E gragas a seus conceitos que conjuntos infinitos podem ser representados
por estruturas finitas.

Alguns espagos topoldgicos podem ser triangulados, o que significa que podem ser

subdivididos em pedagos simples e (o que é muito importante) em um ntéimero finito
deles.

Primeiramente veremos o que sdo os pedagos simples nos quais os espagos to-
poldgicos sao divididos.

Um simplexo de dimensio k (ou k-simplexo) é o mais simples conjunto convexo
que possui dimensao k em IR". Definindo de forma mais precisa, é o fecho convexo
de k + 1 vértices vo,v1,...,v; € IR", k < n, tais que os vetores v; —wvg, 1 <4 < k,
sejam linearmente independentes.

Um 1-simplexo é um segmento de reta; um 2-simplexo é um tridngulo; um 3-
simplexo € um tetraedro; e etc (ver figura 2.1).

2Trataremos um espago topoldgico como um conjunto, omitindo a topologia quando nio causar
confusio
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1-simplexo 2-simplexo 3-simplexo
Figura 2.1: Exemplos de simplexos

Um k-simplexo o* = vy . .. v} tem como suas faces todos os simplexos formados
por subconjuntos nio vazios, de seus vértices, e se o1 € uma das faces de o3, entdo oy
e o4 sio ditos incidentes, e escreveremos o1 < 03, € se 01 é um (k — 1)-simplexo e o9
um k-simplexo, entao escreveremos oy < 0.

2.2.1 Complexos

O tipo de agregados destes objetos simples que nos interessam, sdo os complexos. Um
complexo simplicial £ (veja [Moi77]) é um conjunto de simplexos tais que

K1: K contém todas as faces de seus elementos;
K2: seo, 7€ K,eocnN7#0, entdo o N7 é uma face de o e 7;

K3: todo o € K estd em um aberto U que intersepta um nidmero finito de elementos

de K.

Os elementos de um complexo K sdo chamados de faces . Um k-simplexo de K é
denominado uma k-face de K. As (k—1)-faces de uma k-face o formam um conjunto
denominado subfaces de o, ¢ as (k + 1)-faces de K que tém o como face (subface)
formam o conjunto das superfaces de . Notaremos o conjunto das subfaces de o
por Sp(0) e o conjunto das superfaces por S?(v), e

§(o) = {rlo < 1},
Sy(o) = {r|r < o}.

Observe que a relagdo < é uma ordem parcial no complexo, e que < é a tnica
relagio tal que se a < b entdo a < b e ndo existe z tal que a < z < b. Ou seja, nao
existe nada entre a e b.

Um espago topoldgico triangulado [Moi77] é um complexo simplicial £, tal
que, |K| seja um espago topoldgico, onde |K| é a unido de todas as faces de K e é
denominado poliedro de X.

Um outro tipo de complexo, que é mais genérico, é o celular. Uma k-célula
(célula de dimensdo k) é um conjunto homeomorfo a um k-simplexo, em um espago
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topolégico. As faces de uma k-célula o sdo d-células, com d < k, que estdo na
fronteira de o, ou a propria o.

Um complexo celular C é um conjunto de células de um espago topologico tais
que

C1: a fronteira de toda célula o € C é a unido de uma colegdo de células de C;

C2: seo,7€C,eacNT# 0, entdo o N7 é um conjunto de células que sao faces de
oerT;

C3: todo o € C estd em um aberto U que intersepta um ndmero finito de elementos

de C.

Neste tipo de complexo, as faces sdo células (fechadas), e as defini¢ées de subfa-
ces, superfaces e poliedro sdo as mesmas, além de que um complexo simplicial é um
complexo celular.

De agora em diante, a menos que especificado outro tipo, um complexo seré celular.

A dimensdo de um complexo é a maior das dimensdes de suas faces. Para gene-
ralizar alguns conceitos sobre complexos, vamos usar duas faces ficticias chamadas o
todo e o nada. Estas duas faces sdo uma (n + 1)-face e uma (—1)-face, onde n é a
dimensao do complexo. Chamaremos estas faces, respectivamente, de w e . Por con-
vengdo, todas as 0-faces (vértices) do complexo sdo incidentes a ¢, e todas as n-faces
sdo incidentes a w. Observe que estas faces ndo pertencem realmente aos complexos,
sdo apenas uma notagao.

Chamaremos de p-esqueleto [Mun84] de um complexo K, o complexo X? C K
que contém as faces de K com dimensdo menor ou igual a p.

Sejam K e L dois complexos tais que |K| = |L£], e toda face de £ é uma unido de
faces de K. Entao K ¢é dito uma subdivisao de L.

Dois complexos, K e C, s&o ditos isomorfos se existe um funcao bijetora ¥ : K —
C tal que se o; é uma, i-face de K, entdo ¥(0;) é uma i-face de C, e se 0;,0; € K e
o; < 0j, entdo ¥(o;) < ¥(o;). Neste caso notaremos K = C.

Se K e L siao complexos, com subdivises K' e L/, e K' = L' entdo K e L séo
combinatoriamente equivalentes.

Quando representarmos complexos, na verdade estaremos representando uma classe
de equivaléncia definida pela relacdo de isomorfismo. Por isso é interessante definirmos
o conceito de complexo abstrato, que traduz simplesmente a estrutura combinatéria
de um complexo, ou seja, é a representagéo da classe de equivaléncia. Desta forma,
um complexo abstrato ndo contém informages a respeito de uma possivel realizagdo
geométrica (imersdo em algum espago), é apenas um conjunto (de células) com algu-
mas relagoes entre seus elementos.

Um Complexo Abstrato é um conjunto parcialmente ordenado A, com minimo
€, e tal que, dado a € A, todas as seqiiéncias ag, a1,...,a, = a, com a; € A, onde

E<xay<=a1 < <a,=a
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tém o mesmo tamanho (n + 1). Os complexos abstratos que apresentaremos terdo
também um méaximo w.

Observe que a relagdo < acima, embora ndo seja a relacdo usada para comparar
faces de um complexo, é a tinica relagdo derivada da ordem do conjunto A, do mesmo
modo como a outra era, ou seja, se a < b entdo a < b e ndo existe z tal que a < z < b.

A dimensdo de a € A, Dim(a), é n, se existe uma seqiiéncia ao, a1,...,a, = a,
com a; € A, onde

E=<ap<ay << a, =a,

e Dim(e) = —1. A dimensdo do complexo abstrato A é a maior dimenséo de seus
elementos.

Chamaremos os elementos de A com dimensao & de k-faces, e a relagdo < terd
o mesmo significado que nos complexos celulares, embora sejam distintas®. Desta,
forma, a defini¢ido de isomorfismo vale para complexos abstratos.

Uma realizagao geométrica de um complexo abstrato A, é um complexo celular
C tal que A = (. Denominaremos de complexo celular abstrato um complexo
abstrato que possui uma realizacao geométrica.

Sejam os complexos abstratos A e T'. Se existem C e K realiza¢oes geoméiricas
de A e T, respectivamente, tais que C' é subdivisdo de K, entdo A é subdivisao de
T.

Em uma realizacao geométrica de um complexo abstrato A, associamos as faces de
A com as faces de um complexo C. No complexo C, estas faces devem ser células, e por
isso tém uma configuracao de subfaces adequada, ou seja, a estrutura combinatéria
do conjunto de subfaces de uma certa face de C' deve ser uma das possiveis estruturas
combinatérias de uma esfera de mesma dimenséo.

Uma rotulagao de um complexo abstrato A é uma distribuigéo de indices (rétulos)
entre as faces do complexo. Uma rotulagao € dita conforme se duas faces de A, o e
T, 86 tém o mesmo rétulo quando sdo de mesma dimenséo e existir uma relagao entre
as faces de 0 e T que faz as faces relacionadas terem o mesmo rétulo (obviamente
distintos do rétulo de o e 7).

Uma rotulagdo conforme pode ser usada para identificar grupos de faces de um
complexo abstrato, gerando um outro complexo abstrato. Veja na figura 2.2 como
podemos fazer isso. Os vértices foram rotulados com ndmeros e as arestas com letras.
Perceba que as arestas com mesmo rotulo tém seus vértices extremos também com
r6tulos iguais.

Considere um complexo X e uma rotulagdo 9 : X — K, onde K é um conjunto
de rétulos. Suponha que 9 é sobrejetora. Entdo K serd um complexo abstrato, com
a ordem parcial < definida por: se c e 7 € X e 0 < 7 entéo (o) < P(7). I facil ver
que esta relagdo é uma ordem parcial em K. Observe também que temos que incluir
a face e em X para que K seja realmente um complexo abstrato.

8atuam em conjuntos distintos
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(a) (b)
Figura 2.2: Rotulacdo de um complexo para criar outro

Uma outra forma de gerar um complexo a partir de outro é por subdivisdo de suas
faces. A notagdo que apresentamos agora tem relacao com esta operagido, e serd usada
mais adiante. Dados dois pontos (vértices), w e v, de um espago topoldgico X', w * v
é uma 1-célula (aresta) de X que tenha w e v como fronteira (obviamente esta célula
ndo é dnica). Dada uma célula o ¢ um vértice w néo pertencente a o, em um espago
topoldgico X (de dimenséo maior que a de o), a célula w+* o de X tem como subfaces
o, as células w * 7, para 7 € Sp(0), e w.

Dado um complexo K e um vértice w nao pertencente a | K|, o complexo w * K é
formado pelas células w * o, onde o € K, mais suas subfaces.

Seja V um conjunto de vértices com uma relagio bijetora com as faces de K, ou
seja, cada face o de K estd representada univocamente por um vértice 6 de V. O
complexo simplicial K’ formado por todos os simplexos da forma &0 --o,, onde
o1 < 02 < -+ < 0, é chamado de subdivisdo baricéntrica* de K.

Para chegarmos até as variedades, primeiro precisamos definir a sua forma combi-
natéria. Desta forma passamos a relacioné-las com os complexos.

A estrela Fs(v) do vértice v de um complexo K é o menor complexo que contém
todos os elementos de K que tem v como face. Pela propriedade C1, Es(v) contém
as faces dos elementos que tem v como face. O complexo Ci(v) formado pelas faces
de Es(v) que ndo sdo incidentes a v é denominado cinta de v (veja figura 2.3). Estas
defini¢des sdo equivalentes as encontradas em [Moi77, pag. 5], e um pouco diferente
das encontradas em [Mun84].

Um complexo K é uma n-variedade combinatéria se |K] for uma n-variedade
e, para cada vértice v de K, Is(v) for homeomorfo a uma n-célula [Moi77, pag. 5].

4Normalmente os vértices de V sio definidos como o baricéntro das faces de K.
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Es(v)

Ci(v)

Figura 2.3: Estrela Es(v) e cinta Ci(v) de v

Observe que em alguns casos podemos ter uma variedade com uma subdivisdo
que nao é uma variedade combinatéria (figura 2.4), e em outros casos um objeto.
pode parecer uma variedade e ser “desmascarado” por uma subdivisdo que nao é uma
variedade combinatédria, como o objeto construido a partir de uma pirdmide de base
quadrada, identificando as faces triangulares opostas duas a duas. O resultado se
assemelha a um toro (figura 2.5).

Figura 2.4: Estrela de v ndo é uma bola

Vamos agora comecar a analisar a estrutura recursiva das variedades combinatdrias.

Lema 2.1 Seja o complezo celular K tal que |K| seja uma n-variedade, n > 0. Qual-
quer (n — 1)-face de K € fronteira de exatamente 2 (duas) n-faces de K.

Prova: Seja o € K uma (n — 1)-face, e p € Int(c) um ponto. Como |K| é uma
n-variedade, existe uma vizinhanga U =~ IR" de p contida em |K|. Podemos fazer
U tio pequeno quanto quisermos, a ponto de U N |K™ | C Int(o) (onde K*' €
o (n —1)-esqueleto de K), e por isso, UNo C Int(c). Faga V = U\ 0. Como
Int(o) ~ IR™ ! entio V ~ IR" \ Tp—1, onde m,—1 € um hiperplano de dimensdo
n—1. Logo V € composto de 2 (duas) componentes conezas Vi e V; disjuntas. Como
VOIK™ 1 =0, cada V;, i = 1,2, estd inteiramente contida no interior de uma n-face,
ou seja, V; C Int(p;), ¢ = 1,2, com py e py duas n-faces de K. Como K ¢ celular,
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Figura 2.5: Nio-variedade combinatéria

p1 # pa. Se existisse uma terceira n-face, ps, adjacente a o entio UNps # 0 e V teria
mais que duas componentes conezas, o que ndo € verdade. Logo o tem ezatamente 2
(duas) n-faces adjacentes a cla. O

Apresentaremos agora um resultado importante, que garante a consisténcia dos
préximos passos na diregao de definir a estrutura de dados [Bri90, corolario 4.3, pag.

36]

Teorema 2.2 Seja K um complexo celular tal que |K| € uma n-variedade. Considere
Ok_1, Ok € Ok faces de K (onde oy € uma k-face), tais que op_y < 0 < Opy1, com
0<k<n (parak =0 e k =n, precisaremos usar as faces ficticias € e w), entdo

SP(ok-1) N Sp(ow41) = {ow, o3}
onde oy, € uma k-face de K distinla de o.
Prova: Sek=mn,

SP(0p-1) N Sp(w) = S(0%-1)

que pelo lema 2.1 contém exatamente 2 elementos, sendo que um deles € oy € o oulro
uma n-face diferente de oy,.

Se k=0,
S7(e) N Se(okt1) = Sp(oks1)

que s@o os 2 (dois) vértices da aresta opy1, que por definicdo sdo distintos.



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS 12

Como a fronteira de toda (k+ 1)-face o1 € uma k-variedade combinatoria 0oy
(fronteira), k > 0, onde vale o lema 2.1, entdo

SP(ok-1) N Sp(0r41) = SP(0%-1) restrita a Oog4q

que, pelo lema 2.1 e pela hipdtese, € {or,05}. Logo, vale para 0 < k < n. O

Este resultado garante que existe uma relacao bijetora entre as faces de uma va-
riedade combinatéria, quando estas estdo acompanhadas de um contexlo, ou seja,
quando associadas a faces de dimensoes imediatamente acima e abaixo.

Baseados neste resultado podemos definir um tipo especial de complexo, o com-
plexo recursivo, que satisfaz as condigdes do teorema 2.2, mesmo se seu poliedro
nao for uma variedade.

Todo complexo de dimensao 1 é dito recursivo se cada vértice v é incidente
a exatamente duas arestas. Um complexo de dimensao n > 2, X, serd chamado de
complexo recursivo se existir um complexo recursivo de dimensao n—1, K, com uma
relagio bijetora entre suas componentes conexas e as n-faces de X', e uma rotulagéo
conforme 1 que identifica as (n — 1)-faces de K duas a duas, e ao identificarmos as
faces com mesmo r6tulo chegamos a X™! (o (n —1)-esqueleto de X'). Chamaremos K
de desagregacao de X e a rotulacdo ¢ de agregacao. Veja a figura 2.6 para alguns
exemplos.

Observe que no caso de complexos celulares, a relacdo mencionada na defini¢ao de
rotulacao conforme deve ser um isomorfismo.

Pelo teorema 2.2 uma variedade combinatéria é um complexo recursivo.

2.2.2 Complexo Dual

O complexo dual X de um complexo abstrato X de dimensiio n é um complexo de
dimenséo n definido da seguinte forma:

D1: existe ® : K — K bijetora, tal que se o}, € K for uma k-face, entdo ®(o3) é uma

(n — k)-face de K.
D2: se 0;,0; € K e 0; < 0, entdo ®(a;) > ®(0;).

O complexo dual é um complexo abstrato, pois ndo definimos quais sao as face de
K. Se existir uma relagio entre as faces de dois complexos celulares que sejam rea-
lizacbes geométricas de K e K, entdo estes complexos serdo duais. Obviamente, para
que K seja um complexo abstrato, K deve ter um maximo, w, que estar relacionado
com o minimo de X por ®.

Apesar de ndo termos um unico complexo dual, todos eles sao isomorfos, diferindo
apenas no conjunto de faces usado. Portanto vamos considerd-lo dnico, bastando
para isso usar o mesmo conjunto do complexo original e usar a identidade como ®,
invertendo apenas a relagdo de ordem.
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(©) (d

Figura 2.6: Complexos recursivos: (a) 1-complexo nio-recursivo; (b) 2-complexo re-
cursivo; (c) 2-complexo néo-recursivo; (d) 2-complexo recursivo

O significado do complexo dual é uma troca de dimensGes, ou seja, as células de
dimens&o n passam a ser vértices, e vice-versa. Uma possivel imersdo deste complexo
seria colocar um vértice no interior de cada n-célula, e através de cada (n —1)-célula
que divide duas n-células, colocar uma aresta ligando os dois vértices correspondentes,
e assim sucessivamente, até completar o complexo (ver figura 2.7).

E necessério alertar para o fato de que para alguns complexos, o seu complexo dual
n&o possui uma realizagdo geoméirica, por nio ter as faces com topologia de esferas.

Podemos enunciar alguns lemas usando o conceito de complexo dual. Primeira-
mente, o principal lema sobre dualidade:

Lema 2.3 O dual do dual de um complezo abstrato K, se existir, € o proprio complexo

K, ou seja, K = K

Prova: Seja ® a funcio que relaciona as faces de K com as faces de K. Como @ ¢
bijetora, tem inversa, e a inversa tem o mesmo comportamento que ® em relagdo as

propriedades D1 ¢ D2. Logo o dual de K é K. ™
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Figura 2.7: Dual de um complexo

Podemos obviamente definir dualidade em complexos celulares, mas para isso pre-
cisamos de uma dualidade geométrica entre faces. Existern varias formas de se fazer
isso, por exemplo com subdivisdo baricéntrica em um complexo simplicial. Vamos
supor que existe uma dualidade geométrica no espaco topolégico onde os nossos com-
plexos celulares estdo imersos. Assim, a operagdo de dualidade é bem definida € o
complexo dual é dnico (quando existir).

Como vimos, as estrelas de uma n-variedade combinatdria precisam ser homeo-
morfas a bolas, e o proximo lema relaciona a definicdo de n-variedade combinatoria
com o conceito de dualidade (em complexos celulares), usando o fato de estrelas serem
homeomorfas as n-células do dual.

Teorema 2.4 (Variedade Combinatdria) Um complexo K ¢ uma n-variedade com-
binatdria se |K| for uma n-variedade e existir uma realizacdo geoméirica K' do dual
K. Além disso, K' também serd uma n-variedade combinatdria.

Prova: Se eziste uma realizagdo geométrica K' do complexo abstrato K, entio suas
faces sio células. Como as estrelas de K sdo homeomorfas as faces de K', entdo
as estrelas de K sdo homeomorfas a celulas (bolas), logo K € uma variedade combi-
natdria. Como o dual de K' tem K como realizagdo geoméirica (pelo lema 2.3), entdo
K' também é uma variedade combinatdria. O

2.2.3 Complexo CW

Os Complezos CWsao colecoes de células abertas com propriedades semelhantes as dos
complexos apresentados anteriormente. Uma célula aberta é um conjunto homeomorfo
a uma bola aberta.

Um Complexo CW X [Mun84, pag. 214] é um conjunto de células abertas
disjuntas de um espago topoldgico tais que

X1: |X| é um espago de Hausdorff,

X2: Para cada k-célula o € X, existe uma fungao continua f, : P’f(O) — |X|, que
leva Bf(0) homeomorfamente em o ¢ &BF(0) em wma colecio finita de células
abertas de X, todas com dimensao menor que k,



CAP{TULO 2. CONCEITOS BASICOS 15

X3: Um conjunto Y é fechado em |X| se Y N7 for fechado em 7 para cada o € &

Em um complexo CW, as faces podem ter fechos ndo homeomorfos a simplexos,
permitindo que aparecam coisas como arestas que comecam e acabam no mesmo
vértice, facetas (2-faces) com auto-intersec¢do nas fronteiras combinatoérias (veja fi-
gura 2.8), etc.

@) (b)

Figura 2.8: Células abertas de um complexo CW. (a) aresta circular, (b) faceta com
auto-intersec¢do na fronteira combinatéria.

Podemos repetir quase todas as defini¢oes sobre complexos celulares para os com-
plexos CW. A definicdo de um complexo CW recursivo difere da definicio de
um complexo recursivo por permitir que uma aresta tenha um tnico vértice como
fronteira, além de ndo impor que as relacoes da rotulagdo de agregacdo sejam isomor-
fismos.

A estrutura combinatoéria das fronteiras das faces de um complexo CW, isto é,
o complexo abstrato subjacente, ndo é completa, faltando uma definicdo de ordem
em alguns casos. Por exemplo, uma faceta como na figura 2.9 possui como fronteira
combinatdria um conjunto de arestas e vértices que nao satisfazem o teorema 2.2.
O conjunto das superfaces do vértice v, SP(v), contém 4 arestas, e todas estio no
conjunto das subfaces da faceta f, Sp(f). Além disso, ndo temos nenhuma indicagdo
sobre qual a ordem das arestas a e b no interior da faceta f.

Para uma correta representacido deste complexo, precisamos impor uma ordem
nos casos em que esta estiver faltando. Esta ordem pode ser colocada utilizando-se
uma subdivisio do complexo CW em um complexo celular (ou simplicial). No caso de
complexos recursivos, o seguinte teorema diz que sempre podemos fazer tal subdivisio.

Teorema 2.5 Todo complexo CW recursivo possui uma subdivisdo que € um complezo
celular.

Prova: Vamos provar por indugdo.
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Figura 2.9: 2-face com arestas soltas no interior

Para dimensdo 1, o complexo seria formado por ciclos. Se todos os vértices sdo
incidentes o duas arestas, entdo todas as arestas sdo incidenles a dois vértices, e o
complezo é celular (simplicial). Se alguma aresta € incidente a um dnico vértice, basta
subdividi-la em duas, criando um vértice novo.

Vamos supor que até a dimensdo n—1 os complezos CW recursivos possuem uma
subdivisdo celular.

Se um complezo CW de dimensdo n, X, for um complezo recursivo, entdo sua
desagregacio € um complezo recursivo X', de dimensio n — 1, onde vale a hipdtese
da inducdo. Seja K a subdivisio celular de X'. Para cada componente coneza, C;,
de K, (observe que como X € um complexo, as componenles conezas de X', e conse-
quentemente de K, sdo fronteiras de células) seja o vértice v; um ponto no interior
da n-face de X associada a componente coneza C;. Construa o complezo K' formado
de todas as componentes da forma v; *x C;. Faca uma rotulagdo onde as faces que
eram de X', ou sdo subdivisées delas, recebam rdtulos compativeis (que respeitem as
colagens feitas para chegarmos a X™™'), e as demais recebam rdtulos unicos. Ao fa-
zer a colagem, teremos uma subdivisdo de X, e como todos os pares de (n — 1)-faces
identificadas serdo formados de faces de n-faces distintas, a subdivisio serd celular. [

2.2.4 Orientabilidade

Precisamos definir orientabilidade de complexos, que é um conceito extremamente
importante, Como s6 faz sentido definir orientabilidade em complexos recursivos,
considere todos os complexos desta se¢do como recursivos.

Uma aresta pode ser orientada de duas formas, de acordo com o sentido que é
percorrida. Em um complexo celular basta ordenar os vértices extremos da cada
aresta, mas em um complexo CW podem aparecer arestas com um tnico vértice, e
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a ordem dos vértices ndo basta. De qualquer forma, sempre podemos orientar uma
aresta.

Um 1-complexo estd orientado se todas as arestas estdo orientadas, e em todos
os seus ciclos elas sdo percorridas no mesmo sentido da orientagido. Sempre podemos
orientar um l-complexo, e cada uma de suas componentes conexas pode ter duas
orientacoes.

Um complexo de dimensdo n estd orientado se sua desagregacao estad orientada
(veja definigdo de complexo recursivo) e a rotulagio de agregagdo identifica (n — 1)-
faces com orientagdes contrarias.

Um complexo serd orientavel se conseguirmos atribuir-lhe uma orientacdo. Veja
que um complexo conexo orientavel pode ser orientado de duas formas.

Um complexo recursivo de dimensao 2 orientado é uma cole¢do de facetas coladas
por arestas, onde cada aresta ¢ identificada com uma outra com orientacdo inversa.

Em um 3-complexo orientado, cada colagem identifica duas facetas, as quais, como
complexos, devem possuir orientagdes contrarias.

Obviamente esta idéia se repete recursivamente em dimensdes maiores, e toda a
orientacdo estd baseada no percurso das arestas dentro das faces.

2.2.5 O Grafo de Incidéncia

Os Grafos de Incidéncia [Ede87] (segundo [Bri89], foi introduzido por Sallee em
[Sal66] e apareceu em um texto classico de Griinbaum, [Gri67]) representam comple-
xos n-dimensionais, ou mais precisamente, complexos abstratos. Os nés do grafo séo
as faces do complexo (incluindo as duas faces ficticias w e €). As arestas deste grafo
sao as relacdes de incidéncia entre as faces (nés do grafo) cujas dimensdes diferem de
uma unidade, ou seja, representam as relagoes de subface e superface.

Definimos o grafo de incidéncia Gx do complexo X por:
Ox = (Vg)mAgX)
onde Vg, é o conjunto dos nds de Gx e Ag,, o conjunto das arestas de Gx, e

Vox =&,

Agy = {(p,9)Ilp < ¢}.

Observe que este é um digrafo, onde as arestas estao orientadas de acordo com a
relacdo <, e podemos rotular o né fonte (sem arestas chegando) de € e o né sumidouro
(sem arestas saindo) de w. Na verdade estes nds sdao exatamente as faces ficticias de
MESmMo nome.

Note também que o grafo de incidéncia (ver figura 2.10) é uma representagao de
um complexo abstrato, onde as células sdo os nds e a dimensio de cada célula v
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Figura 2.10: Grafo de incidéncia

(Dim(v)) é dada pela distdncia do né correspondente ao né ¢ (fonte) menos um, ou
seja,

Dim(v) = ( disténcia de € a v) — 1.
A relacio < do complexo & estd representada no grafo Gx por:

a < b se existe uma seqiéncia a = ¢, ¢3,...,¢, = b, com
(cz-,c,-_H) € Agx,l <1<z

Do mesmo modo como definimos o dual para os complexos, podemos definir o dual
para os grafos de incidéncia. Faremos isso de forma a manter o mesmo significado do
dual, ou seja, que o dual do grafo de incidéncia Gx do complexo X, Gx, seja o grafo
de incidéncia G do complexo X.

O grafo de incidéncia dual Gx do grafo de incidéncia Gx, é construido trocando
o sentido das arestas, de modo que

Agy = {(@,0)I(p,9) € Agy}

I5 como se colocéssemos o grafo de cabeca para baixo, trocando de lugar os nds,
e conseqiientemente as dimensoes das células correspondentes. Evidentemente que
s6 podemos fazer isso se o complexo abstrato que estd sendo representado possui
maximo, que no grafo de incidéncia fica representado pelo sumidouro w.

anparando com a defini¢cdo de complexo dual na se¢éo 2.2.2 podemos perceber
que Gx = G, ou seja, o dual do grafo de incidéncia de um complexo X é igual ao
grafo de incidéncia do dual do complexo X'



Capitulo 3

Algebra de Incidéncia

Aqui definiremos o conceito de algebra de incidéncia, que relacionaremos com as va-
riedades combinatdérias. Usaremos alguns dos resultados anteriores para verificar que
as variedades combinatérias sio representiveis por estas algebras e para apresentar
as caracteristicas que uma algebra de incidéncia precisa ter para que represente uma,
variedade combinatéria.

Na secdo 3.1 scrao feitas as defini¢des referentes a algebra de incidéncia, e na
secio 3.2 faremos alguns comentarios sobre as propriedades das funcdes da dlgebra de
incidéncia. Em seguida, na secio 3.3, buscaremos as caracteristicas de um complexo e
de uma &lgebra de incidéncia, para que possam ser associados. Na segao 3.4, veremos
as condi¢gdes para que uma &lgebra de incidéncia seja associada a uma variedade
combinatdria. Ao final, secao 3.5, discutiremos as algebras padrdo.

3.1 As Definicoes

Chamaremos de casamento sobre um conjunto A, uma func¢do f : A — A que
seja uma involugdo sem ponto fixo, ou scja, para a € A, f(f(a)) = a e f(a) # a.
Casamentos possuem inversa.

Usaremos a notagdo posfixa para composicoes de fungdes, ou seja, a f significa
f(a) e a f g significa g(f(a)).

Denominaremos de Algebra de Incidéncia de ordem n uma dupla A™ = (E, ®),
onde E é um conjunto finito e ®, uma familia de n funcdes de £ em E, com n € IN*t

O = {‘Pl;‘PZ,‘ o 7(P'n}

pr: E—F
com as propriedades

Pl: ;i1 -+ @iy € casamento, 3 > 0,1 <2 <n—j;

P2: se n = 1 entdo py é bijetora.
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O lema a seguir apresenta mais uma propriedade das funcées de uma algebra de
incidéncia. Este resultado serd usado mais adiante.

Lema 3.1 Se ® é uma familia de n > 1 fungdes sobre um conjunto finito I com a
propriedade P1, entdo py € bijetora, paral <k < n.

Prova: Sejam e, f € E. Suponhamos que e v = f ¢, paral < k < n — 1.
Concluiremos que e = f. Compondo com i1 temos

e Ok Pry1 = [ Pk Qi1

e, como Vi Pryy € casamento, também temos

€ Ok Prt1 Pk Prt1 =€ = [ = [ @ Qri1 0k Prta-

Logo oy, € injetora, para 1 <k <n—1, e como E € finito, @ também € sobrejetora,
e portanto bijetora.

Para @, sejam g =€ w1 € h = f @,_1. Obviamente g,h € E. Suponhamos que
g Y = h @,. Compondo com @,_1 temos

€ Pn—1 Pn = f Pn—1 Pn

e, pelo mesmo motivo que acima, e = f. Logo g = h. Assim, @, também € bijetora. 0O

Podemos observar também que cada uma das fungbes ¢ forma ciclos com os
elementos de F, ja que sdo permutacoes.

Uma algebra de incidéncia também pode ser dualizada, e veremos agora como isto
¢ feito. O dual de uma algebra de incidéncia de ordem n , A" = (E,®), é
definido como A" = (E, ®), onde

6‘: {@7@77W}

__ -1
WYr — Son—k-}-l'

O seguinte teorema garante que a dualidade mantém as propriedades de uma
algebra de incidéncia.

Teorema 3.2 O dual de uma dlgebra de incidéncia de ordem n € uma dlgebra de
incidéncia de ordem n.

Prova: Sen =1, AL = (E,p1") e 7' serd bijetora se ¢ s6 se @y for bijetora. Se
n>1, G P - Pigg, com 3 >0el <i<n-—j, deve ser casamento. De fato,

PiPHL - Py =
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_ -1 -1 .. ,1 —
= Pnit1 Pn—i Pr—i-jt+1 =
-1
= (Son—i—j+1 Tt POn—g (Pn—i+1) 3
esel=n—1—73+1, isso fica

(@1 -+ Prej—1om5) "

Como @1+ @irj—1 Pirvj € casamento, entdo (@ « - = Piyj—1 Qi) " também € um ca-
samento. O

Para facilitar enunciados e provas, usaremos que a seguinte notagao:
Cij = @i Pix1 * - Pi,

onde A" = (E,{®1,¥2,...,¢n}) é uma algebra de incidéncia de ordem n.

Veremos agora que as algebras de incidéncia sao estruturas recursivas, ou seja, uma
dlgebra de incidéncia de ordem n pode ser decomposta em duas algebras de incidéncia
de ordem n — 1.

Lema 3.3 Se A® = (E,®) € uma dlgebra de incidéncia de ordem n, n > 2, onde
® = {p1,P2, ,Pn-1,0n}, entdo Ay = (E,®1) e Ay = (E,D,) sio dlgebras de
incidéncia de ordem n — 1, onde ®1 = {p1,pq, =+, n-1} € B2 = {p2,03, -, on}.

Prova: Pela defini¢io e pelo lema 8.1 € imediato. O

Este lema é muito importante, pois mostra a estrutura recursiva de uma algebra
de incidéncia. Ele sugere que a partir de uma algebra de incidéncia de ordem n — 1
e um casamento, define-se uma dlgebra de incidéncia de ordem n, como vemos no
teorema a seguir.

Teorema 3.4 A" = (E,{¢1,92," *,Pn-1,9n}) € uma dlgebra de incidéncia de ordem
n > 2 se, e s6 se, A = (E,{©p1,02,  *,@n-1}) for uma dlgebra de incidéncia de
ordem n —1, e existir um casamento s, tal que Cy;”' s, € casamento, para i variando
del an—2, com e, = C’l,n_fl Sp-

Prova:
(=)

Basta aplicar o lema 8.3 e fazer s, = Cyp.
(<)

Para que A™ seja uma dlgebra de incidéncia de ordem n, basta que as composicdes
da propriedade P1 que incluem ¢, sejam casamentos, ou seja, C;,, com1 < j < n—1.

-1 . .
Como @p, = Cipn1™ Sn, as composi¢ées C;,, igualam-se a

-1
Oj,n—l C'1,'n.—1 Sq.
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Quando j = 1, podemos perceber que C1, = Sy, € portanto é um casamento. As
demais composicdes sdo exatamente as referidas no enunciado do teorema como sendo
casamento, pois se j > 1 e fazendo 1 =73 —1

-1
Oj,n—l C!1,'n,—1 Sp =

= C, 1 o ol —
= Uirin-1¥r_1 Po P1 Sn —
=1 -1, -1 _
=@ Py P S =

-1
ZOl,i Snp»

O

Podemos agora fazer uma nova defini¢do de algebra de incidéncia, baseada na
estrutura recursiva das mesmas. Esta nova defini¢do seria assim:

Uma dupla A® = (E,®), onde E é um conjunto finito e ®, uma familia de n
funcdes de F em F, com n € IN*t

® = {1, 02, pn}
wr: B — F
¢ uma algebra de incidéncia de ordem n se:
n =1 e ¢p; for uma bijecao;
ou
n > 2 e tiver as propriedades
R1: A = (E,{¢1,02, **,0n-1}) é uma dlgebra de incidéncia de ordem n — 1;
R2: C;, é casamento, para 1 <¢<n — 1.

Esta nova definigao sera ttil na discussio sobre complexos e dlgebra de incidéncia,
principalmente na construgdo de algebra de incidéncia de ordem superior.
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3.2 Algebra e Casamentos

As fungbes de uma algebra de incidéncia tém diversas propriedades, principalmente as
relacionadas com casamentos. Veremos algumas delas, que usaremos como resultados,
ou que sdo mera curiosidade.

A primeira propriedade esta relacionada com a inversa, e é apresentada no teorema
abaixo.

Teorema 3.5 Com 1 <:<j<d<n, temos
-1
Cij Civra Cij = Cira™
—1
Cit1,a Cij Ciara = Cij ™
Prova: Como todas as fungdes sdo bijetoras, para sabermos se uma fun¢do € a in-
versa de outra, basta fazer a composicdo das duas, em qualquer ordem, e lestar se o re-
sultado € a fungdo identidade. Portanto basta verificar que se C; jCi11,4C;;Ciz1,a =1,

onde I € a funcdo identidade. De fato, como C;; Ciz1,4 (¢ < d) é casamento, a igual-
dade acima se verifica. 0

Um corolario imediato deste teorema nos diz que . se relaciona quase como uma
comutacdo com os casamentos que terminam em j ou que comegam em @yyq. Isto
seréa de grande importancia no capitulo 5.

Corolario 3.6

ok Cin = Cinpit, para 1<j<k—1<n,
@k Cry1,a = Chpra 5, para 1 <k<k+1<d<n.

Prova: A composicao @ C;r pode ser vista como Cry Cjr_1 Crr, que pelo teo-
rema 3.5 € igual @ Cjp1™" = Cjz_1, que composta com @y, pi* resulta em Cy ot
Por sua vez, a composi¢ao ¢ Cry1,4 = Crg € um casamento, e por isso € igual a sua
inversa Crqg~ ' = @7" - Cri1Pr - Mas 7" - 1= Crr,a " = Cryra. O

Um outro teorema interessante estabelece quando casamentos comutam.
Teorema 3.7 Casamentos consecutivos comutam, ou seja,
Cij Civr,a = Cjrra Cig

paral <:<jy<j+1<d<n.
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Prova:

-1 -1 -1 _
Cij Citr,a = Cia=Ciy™ = Cjna™ Cij = Cip1,0 Cij
g )

O 1ltimo resultado desta secdo se refere a comutacgdes entre as fungoes .
Lema 3.8 Parat: < j —2 @; 0; = @; @;.

Prova: Compondo duas vezes com o casamento Ciyq 5, a composi¢Go @; p; ndo se
altera e

@i i = @i j Ciy1,5 Ciyaj
que pelo coroldrio 8.6 € igual a
0; Cin1,j ;" Cigrg = Cij i Cigr
e usando mais uma vez o coroldrio ficamos com

@i Cij Ciz1,; = ;i

3.3 Complexos e Algebras de Incidéncia

Sera possivel associar uma algebra de incidéncia & um complexo CW?

Vamos descobrir que condi¢des um complexo precisa satisfazer para que possa ser
representado por uma algebra de incidéncia. Estudaremos os casos de dimensédo 1
a 3, tentando encontrar uma algebra de incidéncia que represente um complexo, e
passaremos para o caso genérico, apresentando as caracteristicas necessarias. Depois
veremos quais as condicOes para uma algebra de incidéncia representar um complexo.
Faremos isso desmontando uma algebra de incidéncia de ordem n e analisando cada
etapa. Faremos tudo isso com complexos celulares e, onde possivel, mencionaremos
os complexos CW.

A associagido que iremos usar esta ligada ao grafo de incidéncia (se¢do 2.2.5), como
veremos a seguir.

Seja X um complexo de dimensdo n, e Gx o seu grafo de incidéncia. Definamos o
conjunto £ (da 4lgebra de incidéncia) como sendo um conjunto de seqiiéncias do tipo
(6,80, -+ Gk—1, Gk, Qkt1, Gkt2y - - - » G, W), Onde

E<ag<a1 <<y < W
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no grafo de incidéncia Gx. Estas seqiiéncias sdo os caminhos do minimo (g) até o
méximo (w) do grafo de incidéncia Gx.

Definamos agora as funcdes da algebra de incidéncia. Cada @y produzird uma mo-
dificacio pequena nas seqliéncias de 5. See = (&,a0, . .-, Gk—1, Gk, Gty G2y - - - 5 Oy W)
entao

! ! !
er=¢€ =(€,a0,...,Q5-2,0, 1,0, Qkt1, --.,0n,W).

Observe que a defini¢do de a)_; e a), nem sempre é unica. Se o complexo é CW, o
teorema 2.2 nao vale, e temos que escolher a},_; e a}, de forma que @y defina um ciclo.
Mas se o complexo é celular, a;_; é definida primeiro, usando o teorema 2.2, ¢ em
seguida a operagdo é repetida para definir ay.

Diremos que o complexo de dimensdo n X' estd associado a dlgebra de incidéncia
de ordem n A" se existir uma funcdo ¥ : £ — C, onde C é o conjunto de todos os
caminhos de ¢ até w no grafo de incidéncia Gx, e as fungoes @y, satisfacam:

! ! !
er =€ = (8,80, Qk—0,0 1,05, Ckitls -« )0n,W),

onde € = (€,00, - . -, Qk—1, Gk, Gkt1, Cht2y - - - 5 Gny W).

Dada uma &lgebra de incidéncia A = (E, {©1,¥2,...,¢s}), € um elemento desta,
e € I, a componente conexa da élgebra que é incidente a e (que também é uma dlgebra
de incidéncia) é representada por Ale], e |A| representa o conjunto de elementos E.
5 interessante observar que as componentes conexas de uma algebra de incidéncia
associada a um complexo sdo associadas as componentes conexas do complexo.

3.3.1 1-complexos

Em dimensdo 1, um complexo é uma colecdo de vértices e arestas (figura 3.1 (a)) e
uma algebra de incidéncia de ordem 1 é uma colegdo de ciclos. Se o nosso complexo é
tal que em cada vértice chegam exatamente duas arestas, ou uma tnica aresta chega
duas vezes (figura 3.1 (b)), entdo temos apenas ciclos de arestas.

<

e
(a) (b)
Figura 3.1: Complexos de dimenséo 1: (a) genérico; (b) com ciclos.

Nestes ciclos, podemos estabelecer uma orientacdo, e portanto uma relacio de
préximo. Seja I o conjunto de pares formados por um vértice e uma de suas arestas,
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sendo que cada aresta aparece exatamente uma vez. Seja ¢y : FF — E definida como
a relagdo préximo definida acima (figura 3.2).

Figura 3.2: Fungao ¢,

Observe que cada ciclo pode ser orientado de duas formas. A fungio ; representa,
apenas uma delas, visto que ndo temos (na 4lgebra) nenhuma forma de associar estas
duas orientagoes.

Se o complexo é formado somente por ciclos, a funcdo ¢, é bijetora, e portanto o
P > » € P

par (E,{p1}) é uma algebra de incidéncia de ordem 1. Caso contrario, nio podemos

nem definir a relacdo de préximo de forma conveniente. O lema 3.9 resume estas

idéias.

Lema 3.9 Um complezo de dimensdo 1, X, estd associado a wma dlgebra de in-
cidéncia de ordem 1 se e somente se for recursivo.

Prova: Um complezo recursivo de dimensdo 1 € formado somente por ciclos, e por-
tanto podemos construir uma dlgebra de incidéncia de ordem 1 como acima. d

3.3.2 2-complexos

Observe que em dimenséo 2, pelo teorema 3.4, qualquer casamento s pode ser usado
para definir uma nova &lgebra de incidéncia de ordem 2 a partir de uma 4lgebra de
incidéncia de ordem 1. A escolha do casamento s, determinard o resultado final.

Seja €' um complexo recursivo de dimenséo 1 e A! = (E,{p1}) a sua respectiva
algebra de incidéncia de ordem 1. Associaremos uma face a cada ciclo de arestas,
impondo a estas a mesma orientagdo do ciclo. Identificaremos arestas duas a duas,
como se estivéssemos montando um molde de papel, respeitando as orientacées das
arestas, e teremos como resultado uma superficie sem bordo e orientgvel.
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As arestas orientadas de acordo com a definicdo acima podem ser representadas
pelos pares formados de vértices e arestas, com o vértice sendo a origem da aresta.
Assim, se identificarmos arestas com orientagdes trocadas, cada par de arestas identi-
ficadas teré os dois vértices (origem e destino) da aresta resultante (figura 3.3). Esta
identificacdo define um casamento ss.

AN -

~__

Figura 3.3: Identificacdo de arestas.

A fungio ¢, fica definida por ¢7* sq, € tem o significado de circular as arestas
que saem de um certo vértice. Neste ponto, os elementos do conjunto £ podem
ser relacionados também com as faces recém criadas no nosso complexo. Cada par
vértice-aresta fica associado a uma face e, desta forma, os elementos do conjunto £
podem ser considerados como triplas vértice-aresta-face (é preciso tomar cuidado com
isso, pois nem sempre esta associagdo com triplas pode ser feita em complexos CW).

Cabe aqui ressaltar que cada face pode ter duas orientagbese que, no caso de
superficies orientéveis, s6 uma destas orientages serd efetivamente usada. ¥ como
se considerassemos os dois lados de uma superficie, mas como ela é sem bordo e
orientdvel, sé conseguimos “passear” por um deles. No caso de superficies nio-
orientdveis, terlamos como passear pelos dois lados, mas nio existe uma indicacao
de que lado estamos. Tudo se passa como se s6 existisse um. Sendo assim, o es-
quema de representagio com a algebra de incidéncia ndo tem como diferenciar uma
superficie orientavel de uma ndo-orientavel. Se tentarmos fazer as colagens de modo a
construir uma superficie nao-orientavel, acabaremos por construir uma superficie ori-
entivel totalmente diferente. Se representarmos em E todas as possiveis seqiiéncias
de faces incidentes, e o objeto for conexo e orientdvel, a &lgebra de incidéncia tera
duas componentes conexas idénticas representando as duas orientagdes da superficie.

3.3.3 3-complexos e n-complexos

Podemos repetir este processo para criar uma algebra de incidéncia de ordem 3 a
partir de uma algebra de incidéncia de ordem 2. Seja K um complexo de dimensio



CAP{TULO 3. ALGEBRA DE INCIDENCIA 28

2 como o formado acima, e A? = (E,{p1,p2}) a algebra de incidéncia de ordem 2
correspondente. Vamos construir um complexo de dimensdo 3 com sua respectiva
dlgebra de incidéncia de ordem 3.

Neste caso identificaremos faces duas a duas. Como as faces ndo estdo explicitas,
temos que encontrar um casamento entre os elementos de F que represente a identi-
ficacdo das faces.

Para garantir que vamos identificar as arestas de uma face com as correspondentes

da outra face, precisamos sincronizar os ciclos. Veja na figura 3.4 que se identificarmos
o par (a,e), teremos que identificar os pares (b,%), (c,g) e (d, f). Isto porque ao

S3
z/—_\i
8 N
<~
\ golk" . - o1 /

a

C w1
©1

KL AN

— \

Figura 3.4: Identificacdo de faces

circularmos na face do elemento a, estaremos circulando no sentido contrario na face
do elemento e. Portanto tiramos a seguinte relacdo:

1 831 S3 ¢ a identidade, e portanto

-1
Y1 S3 = 83¢¥1

O que significa que o casamento s3 estd coerente com o ciclo que define as faces. Além
disso, como o casamento s3 deve identificar faces, estas devem ser distintas, o que faz
com que os elementos de F relacionados por s3 estejam em faces distintas. A funcgdo
1 circula as faces, e portanto os elementos de um ciclo de ¢ estdo todos na mesma
face. Logo, para todo elemento e € E, es3 1 € o elemento e estdo em faces distintas
e portanto

ess 1 7 e, para todo e € F.
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Como visto no teorema 3.4, para se definir uma algebra de incidéncia de ordem 3
a partir de uma algebra de incidéncia de ordem 2, devemos encontrar um casamento
s3 tal que 7" s3 é casamento.

Podemos garantir esta condigio, e A% = (E, {¢1,%2,p3}) é uma élgebra de in-
cidéncia de ordem 3, onde @3 = (p1 p2)™' s3. A fungdo s tem o significado de
circular em torno de uma aresta (figura 3.5).

P3

Figura 3.5: Significado de 3

Assim, vemos que para um complexo de dimensdo n ser associado a uma algebra
de incidéncia de ordem n, ele precisa ser formado por “colagens” de um complexo de
dimensdo n — 1 que esteja associado a uma algebra de incidéncia de ordem n — 1.
Observe também que cada fungao tem o significado de circular em torno de uma, face.
A funcdo ¢ circula em torno de uma face de dimensdo k — 2, restrita a uma face de
dimenséo k + 1 (usando € e w).

Em um complexo de dimenséo 3, a fungdo ¢, circula em torno de € restrita a uma
faceta, o que resulta em percorrer todos os vértices e arestas da faceta em um ciclo.
A funcdo ¢, circula um vértice restrita a um volume, o que também resulta em um
ciclo, desta vez de arestas e faces. It a funcao s circula uma aresta restrita a w,
formando um ciclo de facetas.



CAPITULO 3. ALGEBRA DE INCIDENCIA 30

Generalizando para dimensoes maiores, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.10 Todo complexo celular recursivo orientdvel de dimensdo n > 1 estd
associado a uma dlgebra de incidéncia de ordem n.

Prova: Seja K um complezo recursivo orientdvel de dimensdo n > 1, entdo existe
uma seqiéncia de complexos recursivos (lodos orientdveis) de dimensdes decrescen-
tes até 1, K, _1,Kn_o,..., K1, que sdo os complezos mencionados na defini¢cio de
complezo recursivo (se¢io 2.2.1). Vamos entdo provar por indﬁgﬁo na dimensdo.

Pelo lema 3.9 existe uma dlgebra de incidéncia de ordem 1, A, associada a K.
Suponha que exista uma dlgebra de incidéncia de ordem d, A%, associada a K.

Como K11 € formado por colagens através de uma rotulagdo conforme de Ky,
onde cada d-face foi identificada com uma, e somente uma, outra d-face, considere o4
e ol duas d-faces identificadas. Como a rotulagdo € conforme, entdo o4 e ol devem ser
isomorfas, e como 0s complexos sio orientdveis, elas devem ter orientagdes inversas.
Assim, um elemento de A? incidente a o4 deve ser da forma e = (¢,00,01,. . .,04,w).
O elemento correspondente incidente a ol seria € = (e,04,07,...,05,w), de forma
que a rotulagdo identifique o; com o), paral < 1 < d. Como apds a colagem, as
Jaces serdo identificadas e apareceriam as (d 4+ 1)-faces, os elementos seriam assim
e = (£,00,01,...,04,0441,w) € € = (€,00,01,...,04, 04 ,w). Definiremos assim o
casamento Sqy1 € veremos que Sgy1 Satisfaz as propriedades do teorema 3.4.

Seja e = (€,00,01,...,04,0441,w), entdo (faremos as aplicagdes das funcdes ;
como definidas no inicio desta seg¢do - 3.8)

-1 _ no_n
€Yy _(870070-1"-'70-d)0-d+17w)7
-1 _ " '
€@ Sd+1 = (870-07013"'70d70d+17w)’

que € claramente distinto de e, jd que o complezo é celular. Agora, ao aplicarmos
novamenlte,

-1 -1 _ / /
€Y1 Sdt1 1 — (5)007017 .. '70d70d+17w)7

-1 -1
€Y1 8d41 P Sd+1 = (5)00701) -3 04, 0d+1)w)7

que € justamente e. Logo 1 sq41 € um casamento.

As demais composigdes que devem ser casamentos sequem a mesma regra. Observe
que paral < 3 <d—1

_ / . "o
e ;= (g,00, ey 031,05, Oigdy e e vy 0dy Ody1, W),
e as composigoes que devem ser casamento sio ¢y -+ @; Sgp1 com 1 < j < d— 1.
Assim,

. . i 14 . !
€1 P 8dr1 = (6,00, +v vy 051,075,041, ..., 04, 0g41,w),
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que é distinto de e, e ao repetirmos
— ! : o !
e(pl e 90] Sd-]—l (Pl e (PJ = (6,0'0, ...,0'3_1,0'1,0']4_1,...,a'd,O‘d_H,w),
EQ1L i Sar1 P1 cc PjSart = (€,00, <oy Tj1, 05, Tj1, « -+ Ody, Td1, W),

que mais uma vez € igual a e. E assim as composi¢des @y -+ p;Sa41, com1l < 3 < d—1,
sdo casamentos. 0

Resumindo, um complexo precisa ter uma estrutura recursiva, como as algebras
de incidéncia, para que estas possam representa-lo.

Em relagdo aos complexos CW, é esperado que também tenham sempre uma
dlgebra de incidéncia associada, embora nao seja natural a sua relagdo com as seqiiéncias
de faces. Mas um complexo CW recursivo tem as mesmas caracteristicas para que
possa ser representado.

3.3.4 Desmontando uma Algebra de Incidéncia

Agora temos uma outra questdo: em que condigbes uma algebra de incidéncia esta
associada a algum complexo?

Para responder a esta pergunta, teremos que tentar construir um complexo abs-
trato a partir de um algebra de incidéncia. Primeiramente vamos analisar uma 4lgebra
de incidéncia de ordem 1, B = (FE,{®1}). Sabemos que B é formada de ciclos. Se
associarmos cada elemento de E com um par vértice-aresta, poderemos construir um
1-complexo CW de forma imediata.

Lema 3.11 Toda dlgebra de incidéncia de ordem 1 estd associada a um complezo

CW de dimensdo 1.

Prova: Basta associar os elementos da dlgebra com pares vértice-aresta, formando
ciclos. O

Agora, para dimensdes maiores, faremos um “desmonte” de uma algebra de in-
cidéncia de ordem n para identificar as faces de um possivel complexo. Esta identi-
ficagdo serd recursiva.

A partir de uma algebra de incidéncia de ordem n, A™ = (E,{p1, 02, +,0.}), €
do lema 3.3, definimos as sub-algebras de incidéncia A‘, com 1 <i < n—1, onde
A* é uma algebra de incidéncia de ordem i, como

Ai = (E’ {@179027 te ,901})

Analisando apenas A!, vemos que existe um complexo de dimensio 1 associado
(lema 3.11). Ao passarmos para A%, vemos que o processo é o mesmo que o visto
anteriormente, quando estavamos construindo uma algebra de incidéncia de ordem
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2 a partir de uma &lgebra de incidéncia de ordem 1. Assim, podemos perceber que
nio existem restricoes para a existéncia de um complexo associado a esta algebra de
incidéncia.

Entretanto, como A% é formada por “colagens” em A2, é preciso que as compo-
nentes conexas do complexo associado a A? sejam compativeis com as defini¢des de
faces do complexo a ser construido, ou seja, sejam fronteiras de células abertas de
dimensdo 3. Como estas componentes conexas sdo complexos de dimensdo 2, basta
verificar se sao superficies com topologia da esfera.

Este caso se repete nas demais dlgebras de incidéncia. Entretanto, para dimensoes
maiores, ndo é possivel determinar quando as componentes conexas serdo fronteiras
de células abertas. Somente até a dimensdo 3 (dimensao das células) este teste é
conhecido. Basta calcular o valor da caracteristica de Euler [Zee79]. Em dimensdo
4 ainda hé uma ddvida se existe ou nao tal teste, e em dimensdes maiores ja se tem
certeza que nao existe.

Podemos entdo enunciar o seguinte teorema, que pode ser provado usando os
argumentos acima.

Teorema 3.12 Seja A™ = (I, {¢1, 02, *,¥n}) uma dlgebra de incidéncia de ordem
n>2, e A" = (E,{p1,92," ,Pn-1}). Se existe um complexo de dimensdo n — 1,
K, associado a A" tal que cada wma das componentes conezas de K € combinatori-
amente equivalente a ST1(0), entdo eviste um complezo X de dimensdo n associado

a A",

Prova: Como K € formado por uma colegio de complexos combinatoriamente equi-
valentes a S77'(0), para cada componente coneza de K podemos incluir uma n-face
que a tenha como fronteira. O casamento w1 -+ @, “cola” estas componentes conezas
formando um complezo X. O

Falta agora caracterizar as k-faces de uma algebra de incidéncia, identificando em
que parte da estrutura estdo as informacoes sobre elas. Como o complexo que estd
associado a uma &lgebra de incidéncia de ordem n é formado com colagens (com-
plexo recursivo), as n-faces sdo facilmente detectadas a partir de suas fronteiras,
que sdo exatamente as componentes conexas do complexo usado na colagem. Sejam
A™, A1, L, A as sub-algebras de incidéncia de A™. As componentes conexas de
A" s80 um esbogo das n-faces. No processo de colagem, faces da mesma componente
conexa podem ter sido identificadas, fazendo com que as n-faces ndo sejam células.
Procurando no casamento @1 s - - - p, pares na mesma componente conexa, podemos
saber o que aconteceu com as n-faces. De qualquer forma cada n-face corresponde a
exatamente uma componente conexa de A" 1.

As demais faces podem ser identificadas de forma semelhante. Sé nio podemos
esquecer que no processo de colagem, elas foram identificadas duas a duas, a cada nivel.
As (n — 1)-faces estdo relacionadas com as componentes conexas de A"~2, sendo que
a cada (n — 1)-face temos duas componentes conexas com orientagdes contrarias.
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De forma recursiva podemos encontrar todas as k-faces, com 2 < k < n. As 1-faces
(arestas) estdo relacionadas com os elementos de £ diretamente. Podemos chegar aos
vértices por dualidade, ja que os duais deles sdo as n-faces do dual.

3.4 Variedades combinatérias e Algebras de inci-
déncia

A questdo que surge agora é quando podemos associar uma algebra de incidéncia
a uma variedade combinatoria. Esta discussdo é semelhante a da secdo anterior,
e como antes, faremos em duas etapas. Primeiro discutiremos quando uma varie-
dade combinatéria pode ser representada por uma algebra de incidéncia, e depois, e
principalmente, quando uma &lgebra de incidéncia tem uma variedade combinatéria
associada.

Um complexo celular X que é uma n-variedade combinatéria orientavel, com n > 2
satisfaz o teorema 2.2 e € orientavel, e portanto existem duas n-faces incidentes a cada
(n—1)-face. Considerando o complexo K que seja uma desagragacio de &, a rotulagdo
de agragacio correspondente identifica duas a duas as (n — 1)-faces, e cada uma das
face de dimensdo menor que n — 1 sdo identificadas em grupos de tamanhos variados.
Cada componente conexa de K é a fronteira das n-faces de X. Como as n-faces sio
células, suas fronteiras sdo (n — 1)-variedades combinatérias. Se este K (de dimenséo
n — 1), que é uma (n — 1)-variedade combinatdria orientavel, estiver associado a uma
algebra de incidéncia de ordem n — 1, entao, pelo teorema 3.10, o complexo X estaré
associado a uma algebra de incidéncia de ordem n.

Teorema 3.13 Toda variedade combinatoria orientdvel estd associada a uma dlgebra
de incidéncia.

Prova: Pelo teorema 2.2, € facil ver que uma variedade combinatdria é um com-
plezo recursivo. Pelo teorema 8.10 concluimos que uma variedade combinatdria estd
associada a uma dlgebra de incidéncia. |

O caso inverso (“quando uma algebra de incidéncia tem uma variedade combi-
natéria associada?”) é diferente, pois nem sempre uma 4lgebra de incidéncia estd
associada a um complexo celular, e nem todo complexo celular é uma variedade com-
binatdria.

O teorema 3.12 nos diz quando uma algebra de incidéncia estd associada a um
complexo CW. E um complexo CW sera um complexo celular somente se suas faces
forem células.

Em dimensdo 1 podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 3.14 Uma dlgebra de incidéncia de ordem 1, A' = (E,{p1}), terd um com-
plezo celular associado se e somente se e p1 # e, parae € E.



CAP{TULO 3. ALGEBRA DE INCIDENCIA 34

Prova: Se e ¢y # e entdo néo existem arestas incidentes a um unico vértice, e por
consegiiéncia o complexo CW associado € celular. Se A* = (E,{p1}) estd associada
a um complezo celular, entdo os ciclos de arestas tém pelo menos duas arestas e, por-
tanto, ¢ 1 # e. O

No caso geral podemos enunciar o teorema 3.15, que estabelece uma regra recur-
siva.

Teorema 3.15 Seja A™ = (F,{¢1,¢2, -, ¢n}) uma dlgebra de incidéncia de ordem
n>2, e A"t = (E,{p1,p2, ", pn-1}). Se A® estd associada a um complezo CW X,
A" estd associada a um complezo celular X', € o casamento w1 -+ - v, 86 relaciona
clementos em componentes conezas distintas de A", entdo X € um complezo celular.

Prova: Como X € um complexo, as n-faces tém interior homeomorfo a bolas aber-
tas de dimensdo n. Portanto as componentes conezas de X' sdo esferas, e portanto
fronteiras de células. Se na colagem, somente sdo identificadas faces de componentes
conezas distintas, entdo as fronleiras nio sido modificadas, e portanto as n-faces sdo
células. O

Assim, para sabermos se uma algebra de incidéncia estd associada a uma variedade
combinatéria temos que saber se esta associada a algum complexo e se esse complexo é
celular. Mais ainda, precisamos saber se este complexo é uma variedade combinatéria,
e para isso recorremos ao lema 2.4.

3.5 Algebras de Incidéncia Padrio

Vamos agora procurar por algebras minimais, do ponto de vista da cardinalidade
de FE. Faremos algumas consideragbes e apresentaremos algumas caracteristicas que
tal &lgebra deve ter. As éalgebras minimais tém papel importante na construcio de
dlgebras de incidéncia. Com é&lgebras minimais podemos construir 4lgebras de in-
cidéncia mais complexas, fazendo modificacoes e combinando 4lgebras de incidéncia
simples.

Um fato que deve ser levado em conta quando estivermos procurando por algebras
de incidéncia com caracteristicas minimais esta relacionado com a igualdade de casa-
mentos em algum elemento de £. Casamentos préximos podem ser iguais em alguns
elementos, mas casamentos distantes ndo. Veremos isso no seguinte lema.

Lema 3.16 Seja A™ = (E,{p1,92,...,9n}) uma dlgebra de incidéncia de ordem n.
Para todo e € E:

e Cij # e Cig,
comj+1<de,

e Cij # ¢ G,
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comi+1 <.

Prova: Suponha por absurdo que e C;; = e C; 4, para j + 1 < d, entdo
€ Ci,cl =€ C,',j Oj+1,d =€ Cz',j,

logo fCiy1a = f, para f = e C;;. O que € uma contradi¢io, jd que Cjp14 € casa-
mento. O mesmo raciocinio vale para o sequndo caso. O

O teorema a seguir estabelece um limite inferior para o nimero de elementos em
uma algebra de incidéncia de ordem n.

Teorema 3.17 Uma dlgebra de incidéncia de ordem n conexa néo pode ter menos
que [%J + 1 elementos.

Prova: Seja A" = (E,{¢1,%2,--.,%n}) uma dlgebra de incidéncia de ordem n co-
nexa. Para qualquer e € E, os elementos da forma e Cy 4, com d par menor ou igual
a n, sdo todos distintos, além de serem distintos de e (pelo lema 3.16). O nimero de

n

casamentos desta forma € igual ao nimero de pares de 1 an, que é [5J Incluindo o

elemento e, chegamos ao resultado de l%J + 1. O
Este teorema tem um corolario bastante interessante.

Corolario 3.18 Uma dlgebra de incidéncia de ordem 2% —1 (ou 2 —2), para algum
k>0, ¢ minimal se tiver 2871 elementos.

Prova: Pelo teorema 8.17, uma dlgebra de incidéncia de ordem 2% —1 ndo pode ter

menos que lZ—kzllJ 41, que € igual a 287, O mesmo vale para o caso de ordem 25—2. O

O seguinte lema é bastante pertinente, quando queremos saber a aparéncia de uma
algebra minimal:

Lema 3.19 Dada uma dlgebra de incidéncia de ordemn, A" = (E,{©1,¢2,...,%n}),

podemos definir uma dlgebra de incidéncia de ordem n, B™ = (E,{t1,%2,...,%n}),
onde

i = Identidade para v impar;
¢ Yi-1 i para i par.

Prova: Obviamente que B™ € uma dlgebra de incidéncia de ordem n. O

O mais importante neste lema é que se A" é minimal, entdo B® também é minimal,
jé que sdo da mesma dimenséo e estédo definidas sobre o mesmo conjunto, .
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Com este resultado podemos procurar por algebras minimais apenas entre as
dlgebra de incidéncia que tem as funcdes com indice impar iguais a identidade e
as de indice par como casamentos.

Definiremos agora um tipo especial de algebra de incidéncia, que sdo as dlgebras
de incidéncia padrao. Estas adlgebras tem uma forma bem definida e podem ser usa-
das como modelo para a construcao de outras dlgebras. Uma dlgebra de incidéncia
padrao de ordem 1 é uma algebra de incidéncia que s6 possui um elemento. Uma
dlgebra de incidéncia padrao de ordem n > 1, P = (E, {¢1,92,..-,%¢n}), com
2k <m < 28L& tal que:

APL: P™ = (E,{®1,%2,--,Pm}), com m = 2¥ — 1, é constituida de duas compo-
nentes conexas que sdo algebras de incidéncia padrdo de ordem m;

AP2: ,, com p = 2% é casamento e um isomorfismo nas componentes conexas de
™
AP3: ;= p;, com 2F <i<nej=2F" 4
A figura 3.6 apresenta um esquema de uma &lgebra de incidéncia padrio de ordem
8, onde os pontos sado os elementos da 4lgebra e as arestas representam as fungoes.

Perceba que todas as fungdes com indice impar séo iguais a identidade (representadas
por loops), e as demais sdo casamentos (representados com setas duplas).

15 P35 P54, ©7 1,3, P5, P71 1, 93,5, P71 1,3, w7

P2.06

P4 P4 < ¥s > P4 P4

¥2, Pe ©2; Ps
©1,¥3, Ps5, P71

©1,%3, Ps5, P7 ¥1,%3,Ps5, P7 ©1,©3,Ps5, 7

Figura 3.6: Algebra de Incidéncia Padrio de ordem 8

Apresentamos agora alguns resultados sobre as algebras de incidéncia padrio,
comecando pela caracterizacdo das fungdes da dlgebra.

Lema 3.20 Em uma dlgebra de incidéncia padrdo, as func¢ées com indice impar sio
iguats o identidade, e as fungées com indice par sdo casamentos.

Prova: Se i = 2% para algum k, entdo o; ¢ um isomorfismo entre componentes
conezas distintas, e portanto um casamento. Por indugdo temos o sequinte:
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Parai=1. Por definicdo ¢, € a identidade.

Para i =2. Como 2 =2, ¢, é casamento.

Suponha que @, com | < 1, seja como no enunciado do lema.

Como para i > 2 existe k > 1 tal que 2% < i < 281, entdo ¢; = @;, com
§ = 281 _ ¢ que tem a mesma paridade que i, e j < 2% < i. Logo, pela hipdtese
de indugdo, @; € casamento, se ¢t € par, e a identidade, se i é tmpar, e portanto @;
também satisfaz o lema. O

Agora um resultado sobre o nimero de elementos de uma algebra de incidéncia
padrio.

Lema 3.21 Uma dlgebra de incidéncia padrdo de ordem n, com 28 < n < 25! tem
2% elementos.

Prova: Seja P" = (E,{¢1,92,...,¢n}) uma dlgebra de incidéncia padrio de ordem
n. Provaremos por indugdo.

Sen =1, o conjunto E tem apenas 1 (=2°) elemento.

Suponha que as dlgebras de incidéncia padrdo de ordem menor que n satisfagam
o lema.

Sen = 2%, entdo a dlgebra P* 1 = (E, {1,032, .,Pn_1}) possui duas componen-
tes conezas que sdo dlgebras de incidéncia padrdo (pela definigdo). Pela hipédtese da
indugdo, cada componente coneza de P*' tem 2571 elementos, e portanto, P™ tem
2% elementos.

. Se 2k < n < 25 entdo P! tem wma unica _componente coneza, pois a funcdo.
; 4+ ¢

©n € tgual a uma das funcgoes de P*1. Assim, P™ tem o mesmo nimero de elementos
ue P*1, que tem 2F elementos (pela hipdtese da inducio). O
q p P

Temos agora que garantir a existéncia de algebras padrdo, ou seja, garantir que
sao algebra de incidéncia.

Teorema 3.22 A/lgebms de incidéncia padrdo sdo dlgebras de incidéncia.

Prova: Seja P" = (E,{p1,92,...,¢n}) uma dlgebra de incidéncia padrio de ordem
n. Iremos provar por inducdo que temos uma dlgebra de incidéncia.

Paran =1, temos obviamente uma dlgebra de incidéncia.

Suponha que todas as dlgebras de incidéncia padrdo de ordem menor que n sa-
tisfacam o teorema.

Faga n = 2%, Pela hipdtese da inducdo, todos as composicies Cij, com1 <1<
J <n, sdo casamentos. Faltam as composigdes C;,, com1 <1< n. Parai=n—1 a

composi¢io C;, = Yn_1 Yn, que pelo lema 8.20 € igual a @, que € casamento. Como
retirando a fungio @, temos duas componentes conezas (por AP1), a composigio
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Cin leva de wma componente conexa para outra, logo e C;y, # e, para todo e € F.
Mas, parai <n—1,

Oi,'n, Ci,n = Uin—-1 ¥n Oi,n—l ©n
que pelo teorema 8.7 e pelo lema 3.20 fica
Cin—1 Yn Pn Cina1 = tdentidade.
Se 2F < n < 261 consideremos a composicdo Cin com 1 <1 <n. Como no caso
anterior, a composicio Cy_1 , € trivialmenle casamento. Faga p = 2%. As composicées
Cinm, com 1 <p<i<n—1, pela propriedade AP3, ficam

Ci,n = C2p—n,2p—i’

que sdo casamentos pela hipdtese de indugdo.

Caso 1 <1 < p<n, entdo
Cimn = Cip-19p Cppin = Cip-1 ¢p Cop—nip—1,
que pelo teorema 8.7 e pelo lema 3.20 fica
Pp Oi,p—l O2p—n,p—1,
ou
Cip-1 Cop—nip-1 Pp-
Como C;pe1 Copnp-1 = Cop—pnp-1 Cip_1, entio
Cin Cin = Cip—1 Cop—np—1 0p Pp Cip—1 Cop_np—1 = identidade.

Como ¢, une componentes conexas distintas, logo e C;,, # e, para todo e € .

E assim C;,, sdo casamentos. O

O seguinte teorema apresenta uma regra para o numero de elementos de uma
algebra de incidéncia.

Teorema 3.23 Toda dlgebra de incidéncia de ordem n, com 2F < n < 25¥1 possui
um conjunto com cardinalidade miltipla de 2. Nestas mesmas condigées, dlgebras
manimais possuem conjuntos de cardinalidade igual a 2%.

Prova: Seja A" = (E,{¢1,¥2,...,n}) uma dlgebra de incidéncia de ordem n,
com 28 < n < 287 coneza. A partir de A™, criemos uma dlgebra de incidéncia

B™ = (E,{%1,%2,...,%}) como no lema 8.19. Embora a cardinalidade de B™ seja a

mesma de A", B™ pode nido ser conexa.
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Tomando-se, se necessdrio, uma componente conexa de B"™, podemos assumir B"
conezo (contanto que cada componente coneza confirme a tese). Seja m o maior
inteiro, menor ou igual an, tal que a dlgebra C = (E,{¢1,1%2,...,%m-1}) seja desco-
neza. Entdo 1, conecta C, e é um isomorfismo entre duas componentes conexas de
C como veremos.

Observe que ., deve ser casamento, pois sendo, seria o identidade e ndo poderia
conectar C, entdo m € par. Pelo lema 8.8, 1, comuta com ;, com1 <i<m—2, ¢
pelo teorema 3.7, também comuta com ,—o. Como 1 € igual a identidade, temos
que P, comuta com todas as fungées da dlgebra C, e portanto é um isomorfismo em

C.

Dados dois elementos a,b € E em componentes distintas de C, pela definicdo de
m, existe uma composiciao S de funcées 1;, com 1 < i < m, tal que a =bS. Como
Ym comuta com as demais fungdes e € um casamento, podemos eliminar de S pares
de ocorréncias de ¥Pm, e como a ¢ b estdo em componentes conexas distintas, apds
estas eliminagdes, S conterd exatamente uma ocorréncia de . Portanto C contém
apenas duas componentes conexas. Como elas sdo isomorfas, devem possuir o mesmo
numero de elementos.

Este processo de bi-particio pode ser repetido até que as componentes conexas re-
sultantes sejam conjunlos unitdrios. Portanto o conjunto I da dlgebra A™ possui
um total de 2P elementos, para algum p inteiro. Pelo teorema 3.17, 2¢ > 2%, e por-
tanto 2P € mailtiplo de 2F. Pelo lema 8.21, as dlgebras de incidéncia padrdo de ordem
n possuem 2F elementos, e pelo teorema 8.22, sio dlgebras de incidéncia. Portanto
exzistem dlgebras de incidéncia de ordem n com 2F elementos, e estas sio dlgebras de
incidéncia minimais. O

O seguinte coroldrio nos diz sobre a minimalidade das 4lgebras de incidéncia
padrdo. Isso ¢ importante para o capitulo 5.

Corolério 3.24 Algebras de incidéncia padrdo de ordem n sdo minimais, ou seja,
tem o menor nimero possivel de elementos.

Prova: Pelo lema 3.21, as dlgebras de incidéncia padrdo de ordem n, com 2F < n <
251 possuem 2F elementos. Pelo teorema 3.23, as dlgebras de incidéncia minimais
de ordem n possuem 2% elementos. Logo as dlgebras de incidéncia padrdo séo mini-
mais. (]



Capitulo 4

Representacoes de Complexos

Apresentaremos aqui algumas possiveis representagdes para os complexos ou varieda-
des combinatorias. Estas representagoes se relacionam umas com as outras, existindo,
em alguns casos, uma equivaléncia.

Comegaremos com trés representagbes de subdivisbes de superficies. A primeira
delas, os Sistemas de Relacdes de Robert C. James [Jamb5], se apresenta pouco 1itil
computacionalmente, mas traz alguns resultados interessantes. A segunda foi uma
das primeiras estruturas usadas na prética, a DCEL [PS85]. Por tltimo, a Algebra
de Arestas, de Guibas e Stolfi [GS85], que apresentam a estrutura Quad-Edge.

Em seguida veremos uma representagdo de subdivisdes do espaco tridimensional, a
estrutura Face-aresta de Dobkin e Laszlo [DL89], que é uma generalizacio do trabalho

de Guibas e Stolfi.

Para complementar, veremos trés representagoes de subdivisées em dimensdes su-
periores. O Grafo de Incidéncia (veja segdo 2.2.5, que aparece como uma, representacio
explicita de um complexo abstrato, as n-G-maps de Lienhardt [Lie89], e finalmente
a estrutura Cell-Tuple de Erik Brisson [Bri89, Bri90]. Os dois tltimos sdo os mais
importantes em relacdo a Algebra de Incidéncia.

Nesta secao nos restringiremos as estruturas, deixando os operadores para serem
discutidos no préximo capitulo, que é inteiramente dedicado a este assunto.

4.1 Sistemas de relacoes

H4 anos estudam-se representaces de objetos geométricos. Um exemplo é o traba-
lho de Robert C. James em [Jam55] que estuda objetos bidimensionais (2-variedades)
e apresenta uma representacio. Ele trabalha com uma estrutura algébrica para re-
presentar a subdivisdo de uma 2-variedade. Esta estrutura é chamada Sistema de
Relagdes, que é um conjunto finito de relagbes e cada relagio é uma expressio de
igualdade, onde cada um dos lados é um produto de simbolos (incluindo o simbolo 1).
Cada simbolo ¢ um elemento (a) de um conjunto finito, ou seu inverso (a™!).

Nesta representagdo, cada simbolo se refere a uma aresta orientada da subdiviséo,
e o produto de simbolos corresponde a um percurso de arestas na subdivisdo. O
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sfmbolo 1 significa um percurso com a origem igual ao destino. Uma relagao iguala,
dois caminhos, significando que os dois sdo equivalentes — saem do mesmo vértice e
chegam ao mesmo destino, independente do meio de cada um.

Figura 4.1: Exemplo de subdivisao
Para a subdivisao da figura 4.1, um possivel sistema é:

decba = 1
thgfec ! =1
atble~t f~lg=1p=15-14-1 = |

Neste trabalho, James também definiu operacoes para manipular tais estruturas,
mas nao para criar ou destruir. E dificil trabalhar com estes sistemas como estruturas
de dados, e as operagdes sao freqiientemente de complexidade de tempo linear.

Em relagao a dlgebra de incidéncia de ordem 2, podemos dizer que o conjunto de
simbolos é equivalente ao conjunto F, a primeira fungdo, @1, pode ser calculada a
partir da ordem dos simbolos nas relagdes. A segunda fungao, ¢, ndo esta explicita,
mas sim o casamento ¢; @y. Este casamento € representado pela relagdo entre um
simbolo ¢ seu inverso. '

Para subdivisGes orientdveis e sem bordo, podemos afirmar que esta estrutura é
equivalente a uma &lgebra de incidéncia de ordem 2, embora, como j& afirmamos, néo
seja de implementagcao eficiente.

A contribuigao mais relevante daquele trabalho est4 relacionada com a classificagao
de superficies (2-variedades). James apresenta um conjunto de operagdes que modi-
ficam a subdivisdo sem alterar a topologia da superficie, ¢ com elas apresenta a um
algoritmo para se chegar a sistemas canénicos, onde podem ser contadas as estruturas
especiais de uma superficie, como crosscaps, alcas e bordas.

Um sistema canénico tem a seguinte forma:

—17—1 .
x; = a;ba; b i1=1,...,p;
Yi = CiC;, 1=1,...,q;
—1 . .
zz:dzezd, , 7,:1,...,7“,

T TpYi .- Yp21.. . 2 = L
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onde p é o nimero de algas (genus), ¢ é o numero de bordas, e r é o nimero de
CTOSSCAPS.

Fstas operagoes podem ser estudadas em dimensdes maiores para um melhor en-
tendimento de variedades. Um dos resultados destas operagdes é um sistema com
uma tnica relacdo. Isto é equivalente a subdivisdo ser formada por uma tdnica face.
Em dimensdo n podemos achar uma subdivisdo equivalente com uma tnica n-face?
Isto merece ser melhor investigado.

4.2 Estrutura de dados DCEL

Uma das primeiras estruturas de dados para representar subdivisoes de superficies é a
DCEL (Doubly-connected-edge-list) [PS85] (inicialmente em [MP78]). Esta estrutura
é composta por um vetor com seis campos: quatro de informacdo V1, V2, Fl e F2,
e dois de indices, P1 e P2. Cada posicao deste vetor representa uma aresta, com
seus dois vértices, origem e destino (V1 e V2 respectivamente), e suas duas faces,
esquerda e direita (F'1 e F'2 respectivamente). Observe que as arestas precisam ter
uma, orientacdo e uma direcdo. O indice P1 aponta para a primeira aresta encontrada
circulando no sentido anti-hordrio em torno do vértice V1. Do mesmo modo, P2
aponta para a primeira aresta encontrada circulando no sentido anti-hordrio em torno
do vértice V2. Como exemplo, um fragmento de uma subdivisdo e sua correspondente

DCEL estdo na figura 4.2 [PS85, fig. 1.3, pag. 16].

V1V2Fl F2 P1 P2

v 2
3
fo
V2 al|l {2 |1 |2 |a2]ad
f A\
1 1
a2({4 11 |1
v
4
a3[2 (3 2

Figura 4.2: Estrutura DCEL

Esta estrutura nao apresenta nenhuma redunaancia, sendo preciso dar a volta
completa em torno de alguns vértices para se conseguir achar a préxima aresta em
torno de uma face. E uma estrutura compacta e pode ser usada para armazena-
mento em disco. Para uma maior agilidade na recuperacio das informacées é preciso
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criar alguma redundéincia, permitindo que todas as operacdes sejam feitas em tempo
constante.

Em relagdo 3 algebra de incidéncia A = (K, {¢1,¥2}), a correspondéncia é obvia.
Os fndices representam a funcio ¢, e cada posicdo do vetor (aresta) representa dois
clementos de I casados pelo casamento o ps. A fungio @1 86 pode ser calculada com
uma volta completa em torno de um dos vértices.

4.3 Algebra de arestas

Mais recentemente, Guibas e Stolfi, em [GS85], apresentaram uma outra estrutura
algébrica para representar variedades bidimensionais.

Eles usam uma estrutura algébrica baseada em grafos, e apresentam operadores
para alterar a dlgebra, construindo e¢ destruindo objetos. Neste trabalho, uma es-
trutura de dados é definida, e existe redundancia para acelerar os procedimentos de
mudanca e percurso sobre a subdivisdo.

Esta estrutura é chamada de Algebra de Arestas e trata das arestas e suas vizi-
nhancas. I definida usando um conjunto finito (de arestas orientadas e direcionadas)
e algumas fungdes que indicam os vizinhos de cada elemento (aresta orientada e direci-
onada). Uma aresta direcionada é uma aresta da subdivisdo com uma ordem em seus
vértices, um deles é a origem e o outro o destino. A orientagio esta relacionada com
o lado da superficie que estamos vendo. Podemos orientar uma superficie colocando
uma circulagio em um disco. De um dos lados veremos a circula¢do no sentido anti-
horério, enquanto que do outro veremos no sentido horario. Em uma aresta orientada
e direcionada temos, sem ambigiiidade, definidos os vértices origem e destino, bem
como as faces esquerda e direita.

Cada fungdo tem um significado topoldgico, tal como a Onext que significa a
prozima aresta com o mesmo vértice origem em um circuito no sentido anti-hordrio.
Outras funcdes definem as arestas giradas (Flip), com mesma direcdo mas orientagao
invertida, e simétrica (Sym), com mesma orientagdo mas dire¢io invertida.

E definido também o conceito de dualidade. Uma subdivisio S pode ter uma
subdivisdo dual S*, e seus elementos sdo relacionados pela fungdo Dual. Como as
arestas duais sao “perpendiculares” as arestas do primal, uma funcio de rotagio é
definida como sendo o dual da aresta girada, ou seja, para uma aresta orientada e
direcionada e, e Rot = e Flip Dual.

As funcgdes Onezt, Sym e Rot aparecem na figura 4.3. A funcéo Flip é como se
levasse para o outro lado da superficie, fazendo com que os ciclos sejam invertidos.

Assim, posso definir uma, Algebra de arestas como uma quintupla (£, E*, Onext,
Rot, Flip) onde E e E* sio conjuntos finitos ¢ Onest, Rot e Flip sdo fungdes em FU E*
satisfazendo:

El: e Rot* = ¢

E2: ¢ Rot Onext Rot Onext = e
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e Flip Onext

Figura 4.3: Funcoes da Algebra de arestas

E3: ¢ Rol> # ¢
E4: ec F seesdsee Rot ¢ E*

E5: ec Eseesésee Onexte K

Fl: e Flip’ = e

F2: e Flip Oneat Flip Onest = e

F3: e Flip Oneat™ # e para qualquer n
F4: e Flip Rot Flip Rot = e

F5: ec Eseesésee Flipe E

Aqui existe uma relacdo muito mais forte com as algebras de incidéncia, mesmo
porque foi a partir deste trabalho que a idéia basica das algebras de incidéncia surgiu.

o : . e . . . .

A principal diferenga estd na utilizacdo da fungdo Flip, que permite que sejam
representadas superficies nao-orientaveis. Outra diferenca estd na representacio da
subdivisdo dual, que aparece no conjunto [v*, na mesma estrutura, enquanto que nas
dlgebras de incidéncia a subdivisdo dual é representada por outra estrutura.

A funcido Lnext, que é definida como

e Lnext = e Rot™ Onext Rot,
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indica qual a préxima aresta com a mesma face esquerda em um circuito no sentido
anti-hordrio, € o par (I, { Lnext, Onezt}) é uma algebra de incidéncia de ordem 2, pois
E é um conjunto finito, ¢ a composi¢ao Lnext Onext é um casamento, como podemos
ver a seguir:

Lnext Onext = Rot™ Onext Rot Onext

Compondo com Rot*, que pela propriedade E1 é a identidade, teremos
Lnezt Oneat = Rot™' Onext Rot Onext Rot*

como Oneat Rot Onext Rot é a identidade (propriedade E2), temos:
Rot™ Onext Rot Onext Rot* = Rot™ Rot Rot Rot

que é igual a Rot Rot que, pelas propriedades E1 e E3, é um casamento.

O mesmo pode ser dito para o par (E*, {Lnext, Onext}). Perceba que, embora
exista esta representacao explicita da subdivisdo dual, é possivel passear por ela
sem usar a funcdo Dual, visto que Dual = Flip Rot. A &lgebra de incidéncia dual
de (E,{Lnest, Onest}) é, por definicio, (E,{Onezt ", Lnezt™}) que é isomorfa a
(E*,{Lnext, Onezt}). Se ¢ € F, e* € E* e €* = e Dual, entio

e Onext™ Dual = e* Lnext
pois

e Onext™ Dual =

= e Flip Onext Flip Dual =

= e Flip Onezt Flip Flip Rol =

= e Flip Onezt Rot =

= e Flip Rot Rot™ Oneat Rot =

= e Flip Rot Lnext =

= e Dual Lnext = e* Lnext,

e Lnext™" Dual = ¢* Oneat,

de forma equivalente.

Assim, temos que uma algebra de arestas inclui uma é&lgebra de incidéncia de
ordem 2 e apresenta uma representagdo da subdivisio dual, que no caso genérico, é
dispensavel. Além disso, tem a vantagem de representar uma conexio entre os dois
lados da superficie, permitindo a representagio de superficies nio-orientiveis.
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4.4 Estrutura de dados Facet-Edge

Depois do trabalho de Guibas e Stolfi (se¢do 4.3), Dobkin e Laszlo, em [DL89], es-
tenderam a representacao para as estruturas tridimensionais. No trabalho deles, o
conjunto C' usado na dlgebra é composto de pares face-aresta (Facet-Edge).

Embora tenha estendido o trabalho de Guibas e Stolfi para 3 dimenstes, Dobkin e
Laszlo também simplificaram a algebra, ndo definindo todas as fungdes que existiam
antes.

Da mesma forma que no trabalho anterior, estes elementos precisam de orientacio
e direcdo. No caso de um par face-aresta temos dois ciclos associados, um para as
arestas e outro para as faces.

As fungdes definidas neste trabalho sdo Fnexzt, Enext, Spin, Clock ¢ Sdual. A
funcdo Enext é identica a funcdo Lnext de Guibas e Stolfi (circula as arestas em torno
da face). A funcdo Fnest circula em torno de uma aresta, passando por cada face a
ela incidente (veja a figura 4.4). Estas duas fungdes sio dependentes das orientacdes
dos ciclos associados ao par face-aresta. As funges Spin e Clock invertem estes ciclos.
A Spin inverte o ciclo das faces em torno da aresta, enquanto que a Clock inverte os
dois ciclos a0 mesmo tempo.

Figura 4.4: Circulac¢do em torno de uma aresta

A tltima fungao, Sdual, permuta entre as subdivisGes dual e primal (C* representa.
a subdivisdo dual).

As propriedades das fung¢Ges de face-aresta sio as seguintes:
FE1: o Spin®* = a
FE2: a Clock’ = a
FE3: a Spin Clock = a Clock Spin
FE4: a Fnext™ = a Clock Fnext Clock
FE5: a Fnext™' = a Spin Fnext Spin
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FE6: a Encat™ = a Clock Enezt Clock
FET: a Enext™ = a Clock Spin Eneat Clock Spin
FES8: a Clock Fnesl’ # a para qualquer i
FE9: a Spin Enest' # a para qualquer i
FE10: a Clock Enest’ # a para qualquer i
FE11: a Spin Fnext # a para qualquer i
FE12: a € C se e s6 se a Fnext € C
FE13: a € C sc e s6 se a Clock e C
FE14: a € C se es6 se a Spin € C
FE15: a Sdual =a

FE16: a Clock Sdual = a Sdual Clock
FEL17: a Spin Sdual = a Sdual Clock Spin
FE18: a Fnext = a Sdual Enext Sdual
FE19: a Fnest = a Sdual Fnext Sdual
FE20: a € C se e 56 se a Sdual € C*

Como é uma extensio da algebra de arestas, esta estrutura ¢ equivalente a uma

4lgebra de incidéncia de ordem 3 que seria (C, { Enext, Onest, Fnext}). Onde Onext
é definida aqui como

Onext = Clock Enext Clock Fnezxt Clock

e tem o mesmo significado que no trabalho anterior.

Como na secdo anterior, é ficil perceber que as condicOes para ser uma algebra de
incidéncia de ordem 3 sdo satisfeitas, ou seja,

Enext Onext é casamento;
Onext Fnext é casamento; e
Enext Onext Fnext é casamento.

Dobkin e Laszlo também apresentaram operadores de construgdo, que também sao
baseados nos operadores de Guibas e Stolfi. Este trabalho foi bastante importante na
generalizacdo para dimensdes maiores.
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4.5 O Grafo de Incidéncia

Como ja apresentamos esta estrutura na segao 2.2.5, iremos apenas relaciona-la com
a algebra de incidéncia. Os grafos de incidéncia sdo de facil implementacdo, mas néo
contém algumas relacées de ordem de forma explicita se o complexo néo for recursivo,
ou mesmo no caso do complexo ser CW. Apenas no caso de variedades combinatérias
formadas por complexos celulares recursivos, o teorema 2.2 garante as relag¢des de
ordem.

A falta de ordem em alguns casos aparece justamente na definicdo das fungoes
da &lgebra de incidéncia. Mas no caso de complexos celulares recursivos podemos
relacionar mais facilmente com um algebra de incidéncia.

Seja Gx o grafo de incidéncia do complexo X, e £ o conjunto com caminhos
méximos em Gy (caminhos de € a w). Seja a familia de fungdes definida por:

ak:E——>E

7
QR( Tty e ooy Oba1y Ok Okigdy -+ v 5 Ontt) = (01, v oy Okm1y Oy Ohtly -« y Okl ),

onde oy, é como no teorema 2.2, ou seja, oy, é tal que §P(0%—1) N Sp(0k41) = {0k, 0%},
para 0 < k < n.

Estas fungoes possuem propriedades interessantes, que sdo obtidas diretamente da
definicdo de ai e do teorema 2.2.

Al: oy é casamento, para 0 <k <n

A2: o; oj é casamento, para 0 <t <1+2< 7 < n.
Com estas funcoes podemos definir as fungdes ¢ como:
eYr =€ 0k_1 0

com 1 < k < n. Desta forma as ¢y, ficam bem definidas, e com as propriedades das
algebras de incidéncia.

Nesta definicdo das funcbes da dlgebra, perdemos a possibilidade de recuperar as
funcdes a. Como sdo justamente estas funcées que alternam entre uma orientacio
e outra, sempre estaremos do mesmo “lado”. Se o complexo inicial é ndo-orientavel,
a algebra de incidéncia (associada desta forma) ndo consegue representar esta nio-
orientabilidade, e sim um complexo orientavel equivalente a uma folheacio!' do com-
plexo inicial.

!Para maiores detalhes sobre folheagdes, consulte bibliografia sobre topologia. Uma introducio
pode ser encontrada em [ZeeT9].
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4.6 n-G-maps

O trabalho de Pascal Lienhardt em [Lie89], sobre as n-G-maps (n-dimensional gene-
ralized maps), apresenta uma representacdo para subdivisdes de espagos topoldgicos
de dimenséo n, para n > 1.

Uma n-G-map é definida por G = (B, ag, a1, . . . , &) de modo que B é um conjunto
finito ndo vazio, e ag, ey, .. ., o, 830 permutages sobre B tais que:

B1: «;, com 0 < ¢ < n—1, sdo involugdes sem ponto fixo (i.e. casamentos - se¢do 3.1);
B2: «, é uma involucao;

B3: «; a; s@o involugoes para 0 <1 <142 <j < mn.

As n-G-maps s@o generalizacoes das n-maps, que tém defini¢io semelhante, e
representam subdivisbes de espagos topologicos fechados e orientaveis de dimensio
n. A generalizagdo faz com que as n-G-maps possam também representar espagos
nao-orientaveis e com bordas.

Lienhardt apresenta operadores de construcao baseados na estrutura recursiva das
n-G-maps, modificando ou criando a funcéo a, (a dltima).

O conjunto B é formado por darts, que sdo semi-arestas. A fungdo ag relaciona
as duas metades da mesma aresta, enquanto que as demais fungdes sao identificacdes
entre darts. A figura 4.5 [Lic89, fig. 1-c, pag. 230] representa uma 2-G-map com as
seguintes funcdes:

16,15
—e
17
14
18 T
il 13
10
® ! ®

11 12

Figura 4.5: 2-G-map

. ?}{ {1,2}, {8,4}, {5,6}, {7,8}, {9,10}, {11,12}, {13,14}, {15,16}, {17,18},
{19,20}};
o = { {1,8}, {2,3}, {4,5}, {6,7}, {9,20}, {10,11}, {12,138}, {14,15}, {16,17},
{18,191}
a = { {1}, {2}, {3,17}, {4,18}, {5,193}, {6,20}, {7}, {8}, {9}, {10}, {11}, {12},
{13}, {14}, {15}, {16}}.
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Observe que as funcdes o de uma n-G-map sdo equivalentes as fun¢ées homoénimas
definidas na segdo 4.5 (no caso de complexos celulares). Aqui, embora o complexo
representado seja CW, existem dois elementos distintos para células que aparecem
duas vezes na fronteira de uma outra célula. Isto acontece pois o complexo é formado
por colagens, inclusive as auto-intersec¢fes, tipicas das células CW.

Desta forma uma aresta em uma subdivisdo de dimensao 2 estd referenciada por
quatro darts, dois de cada face. Assim, fica claro a relagdo de um dart com um
elemento do conjunto F das dlgebras de incidéncia. Cada dart estd relacionado com
um vértice, uma aresta, e com cada um dos elementos (faces) incidentes a ele.

As fungdes ¢; da algebra de incidéncia de ordem n A = (B,{®1,92,---,¢n})
associada a uma n-G-map sdo definidas como:

w; =i 05 coml <2< mn.

E f4cil ver que nos casos em que as composi¢oes mencionadas na propriedade B3
forem casamentos, teremos realmente uma algebra de incidéncia. Isso se verifica em
complexos recursivos e sem borda.

Observamos que a funcao «, é extremamente importante no reconhecimento das
subdivisdes nao-orientiveis. Olhando para os casamentos da algebra de incidéncia
que envolvem ¢,, e para a funcdo ¢, temos o seguinte, @r Yrt1 *** Yn = Qg_1 @y, para
1 <k < n. No caso especial de k = n, @, = ap-1 0. Assim, se tivéssemos a funcdo
o, na dlgebra de incidéncia, poderiamos recuperar todas as demais ¢; e terfamos uma
n-G-map. Assim poderiamos representar a nio-orientabilidade e as bordas.

A vantagem de usarmos as ¢; ao invés das «; € a praticidade e maior proximidade
com o nosso entendimento dos percursos em subdivisGes.

4.7 Estrutura de dados Cell-Tuple

A dltima representagio que iremos comentar é a estrutura de dados Cell-Tuple apre-
sentada por Erik Brisson em [Bri89] e posteriormente em sua dissertagio de doutorado
(PhD) [Bri90].

Esta estrutura é baseada nas seqiiéncias (tuplas) de células, como as apresentadas
na se¢do 4.5. Sao definidos os operadores switchy, com 0 < k < n, onde n é a
dimensdo do complexo. Estes operadores sdo definidos exatamente como as funcdes
oy, da secdo 4.5, consequentemente, também como as fun¢es das n-G-maps. Ou seja,

switchy, = oy, para 0 < k < n.

Neste trabalho, Brisson imp&e maiores restricées que Lienhardt, mas na esséncia,
os dois trabalhos s3o iguais. Brisson relaciona sua estrutura com variedades subdi-
vididas (variedades combinatdrias) e apresenta resultados em relagio 3 existéncia de
ordem circular. A ordem a que cle se refere é exatamente a ordem representada pelas
funcbes da algebra de incidéncia (¢;).
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A principal diferenca do trabalho de Brisson e de Lienhardt estd em usar ou néo as
tuplas. Como Lienhardt nao usa as tuplas, ele representa um complexo CW recursivo
sem problemas, enquanto que ao usar as tuplas, Brisson sé pode representar complexos
recursivos celulares.

Os operadores apresentados por Brisson sdo do mesmo estilo dos encontrados nos
trabalhos de Guibas/Stolfi e Dobkin/Laszlo, e como os demais, sdo comentados no
préximo capitulo.



Capitulo 5

Construcao

Para que possamos utilizar as representa¢Oes apresentadas até agora, é preciso que
sejam definidos alguns operadores de modificagao e criagdo. Tais operadores podem
ter definicdo dependente da representagdo ou nao.

Os operadores com definicido independente, normalmente sao globais, e manipulam
células dos complexos. Por exemplo, a colagem que identifica faces de dimensédo
n — 1 em um complexo de dimensio n, como a usada nos capitulos anteriores. Ja os
operadores cuja defini¢do depende da representacao, tem um efeito mais local, unindo
ou quebrando ciclos, ou outras estruturas. FEntretanto, estes operadores podem ter
equivalentes em outras representacées, diferentes daquelas em que foram definidos.

Apresentaremos alguns operadores para a algebra de incidéncia. Na secdo 5.1 é
definido o operador Splice} e apresentadas as suas propriedades. Ja na secdo 5.2,
é apresentado o operador de criagdgo. Em seguida dicutiremos a completude destes
operadores na se¢ao 5.3. Na secdo 5.4, faremos o relacionamento destes operadores
com outros semelhantes em outras representacoes.

5.1 Operadores de Modificacao

Para construirmos uma algebra de incidéncia, ou melhor, modifica-la, definimos alguns
operadores que efetuam mudangas mantendo-a como uma algebra de incidéncia. Estes
operadores s&o basicos, no sentido que efetuam o menor mimero possivel de mudancas.

Seja A™ = (E,{¢1,¥2,...,%n}) uma lgebra de incidéncia de ordem n, a mudanca,
mais simples que podemos fazer é mudar o valor de ¢i(e) para ¢i(f), ou seja, trocar
os valores de ¢y de dois elementos de E: e e f. Ou seja,

el =1 ok
For=ewpk

com 1l <k<n.
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Para garantir que as propriedades de casamento sejam mantidas, devemos executar
outras mudancas em elementos diferentes e em outras funcées da dlgebra, de forma a
preservar a propriedade P1.

Assim, como pg_1 @i deve ser um casamento, devemos fazer mudangas em @g_q
(nos elementos e i, e f ¢;’; para manter o casamento. Outras modificacdes devem
ser feitas para preservar a propriedade P1.

Chamaremos estes operadores de splice, como os definidos em [GS85] e [DL39],
por terem a mesma acio que estes, e denotaremos Splicet o operador que altera as
fungoes @i e gy em uma algebra de incidéncia de dimensao d.

Alguma notagdo é necessaria para facilitar o trabalho de definigdo do operador.
Dada uma &lgebra de incidéncia de ordem n A"™ = (E, {¢1,%2,...,¢s}), definiremos
uma algebra de incidéncia de ordem n — 2, baseada na composi¢ido de quatro fungoes
em dois casamentos, A} = (E,{©1,..., Pk—2, Ph-1 Pk> Pk+1 Pk+2, Pkt3y - - - s Pn}), COM
0 < k <n. Observe que se uma das fungdes dos casamentos @r_1 Yk € Pit1 Prtz DAO
existir (k =0,1,n — 1 ou n) entdo o casamento em questdo ndo aparecerd em A7.

Observe também que qualquer seqtiéncia de fungoes de A} pode ser reescrita como
uma composi¢ao de casamentos da forma Cj ; ou Cpy1,9,coml <i < kek+1l <d<n.
Qualquer seqiiéncia de casamentos desta forma é uma seqiiéncia de fungdes de A7.

Agora vamos definir o operador de S}, para depois apresentar o operador Splice}.
Lembre que A"[e] é a componente conexa de A" que contem e (se¢do 3.3).

Seja uma lgebra de incidéncia de ordem n, A" = (E, {©1,92,...,¢n}), &, f € E
e um casamento F em A = [A}[e]| U [AF[f]l, tal que e F = f.

Seja Sp(A™, e, f,F), com 0 < k < n, a estrutura A™ = (E, {©}, ¢, ..., 0L1}),
onde:

@iy = aF pry1, a€ A
ap;' ey = aF, a € A
bl = b, by € A;
CPpp1 = C¥r1,  CE A
d(,o; = d ypj, J#kk+1,deE.

Observe que nos casos especiais de k£ = 0 ou n ndo existe uma das fungdes(po ou
Yn41), € portanto as modificagdes nestas funcio sio inoperantes.

Este operador é equivalente a efetuar as trocas mencionadas nos pares formados
pelo casamento F. As trocas sdo como as apresentadas na figura 5.1. Veja que a regra

@ P = a F pqa,
para a € A, também pode ser expressa por
¢ F Qs = 0 Qryt,

ja que a F € A é um casamento. O mesmo acontece para ¢}.
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) o)
P ©
a cr o Fle) F(a)
Pr+1 Pt
/
O ¢ o

Figura 5.1: Trocas nos pares definidos por F.

Temos agora que garantir que o operador transforma uma élgebra de incidéncia
em outra dlgebra de incidéncia. Portanto apresentaremos o seguinte lema e logo apds
um teorema que garantira isso.

Lema 5.1 O operador SHA™, ¢, f, F) preserva o casamento @r@r1. OU seja, @rpi 1 =
Pk Pk+1-

Prova: Sejam a,b € E tais que a = b ¢y, entdo
b @l Pt = QP Ph Phyr-
Se a € A, entdo
4 Q5 P Piopr = ¢ F Py =
=0 Prp1 = b Pk Prt1-
Caso contrdrio, a ¢ A, entdo
by Preyr =Dk Phy1 = a Py =

= a Ypy1 = b pr Pr1.

Se o casamento F tiver as propriedades:
S1: F é isomorfismo entre AZ[e] e A?[f];
S2: a F # a Cjk, para qualquer a € Ael < j <k

S3: a F # a Cyy14, para qualquera € Aek+1<d<mn;
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para algum k, 0 < k < n, entdo F é dnico. Defina o operador Splice}(A", e, f) como
o operador SE(A", e, f,F) quando as propriedades S1-S3 sao satisfeitas.

Lembrando a notagdo Cj;, chamaremos de C;; as composi¢bes do mesmo tipo
usando as funcoes .

Agora enunciamos o seguinte teoremas:

Teorema 5.2 (Splice) Se A™ = (E,{p1,02,.-.,9¢n}) € uma dlgebra de incidéncia
de ordemn > 1, e e, f € E, entdo Splice}(A" e, f), com 0 < k < n, € uma dlgebra
de incidéncia.

Prova: Paran =1 o operador altera a tinica funcdo da dlgebra através de trocas, o
que ndo altera a propriedade da bije¢do.

Para n > 1 precisamos provar que a propriedade P1 € satisfeita, ou seja, que
@ Py o Piy; € casamento para 1 <1 <n—1¢€j > 0. Como somente as fungoes
) € Qi S@o diferentes de suas correspondentes na dlgebra original, somente os
casamentos que as envolvem precisam ser considerados. Pelo lema 5.1 as composi¢ies
C’{,d coml <i<kek+1<d<n sido casamento, pois sio iguais a C;q. Falta
verificar as composicées Cjp, com 1 <i<k—1,eCly, 4, comk+2<d<n. Seja
ac€l eb=aCC;r_1 entdo as primeiras ficam:

aClp=aCip10, =b el
Sea€ A entdobyp, € Ae
bo,=bwr F=aCip F

que, como F € pontualmente distinto de todos os casamentos C;r, b @}, # a, significa
que

a G, # a.
Agora,
aCipCir=0aCip FCipoy 0 =
a FCixCir19r=0aF @t ¢} =a,

e portanto C;, € casamento.
Caso a & A, entdo

a C{’k =a Ci,k-

Por dualidade, as composi¢ées C}, +1,4 também sdo casamentos. O

Este operador tem algumas propriedades bastante interessantes que apresentamos
a seguir.
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vk h
f € f e
Prp (192_{_1
Pr+2 * " Pd %H ool
P, So;c+

Figura 5.2: Casamento Cj 4 preservado

Teorema 5.3 Seja A" = (E, {¢1,92,---,%n}) uma dlgebra de incidéncia de ordem
n>2¢ef€k, ek<n, entdo :

Sp1: (stmetria) Splice}( A", e, ) = Splice}( A", f,e);
S5p2: (inversao) A™ = Splice}(Splicef (A% e, f), e, [);

Sp3: (dualidade) Splice?(A™, e, f) = Splice™_,_,(A™, e, f).
Prova:

simeltria
Como e e f estdo relacionados pelo casamento F (isomorfismo), ndo importa
a ordem. Ou seja, trocar e por [ na defini¢io acima ndo altera a defini¢do, jd
que F € casamento.

nversao
Como F € casamento, ndo existem dois pares do lipo a, a F, em que algum
elemento apareca nos dois pares. Como para cada par deste tipo € feita uma troca
das fungdes i € @ry1, se aplicarmos a mesma troca retornaremos a situagdo
anterior.

Basta agora garantir que os pares ndo se alteram apds a primeira vez que aplica-
mos o operador, e que as condi¢des para que possamos aplicar o operador sejam
satisfeitas.

Seja A’ a dlgebra resultante da aplicagio de Splice}(A™, e, f). Na dlgebra Ay’ as
fungdes i _1 QL € Vi Phig S0 as inicas diferentes das da dlgebra A}. Vamos
verificar que o casamento F € um isomorfismo entre A;'[e] e A'[f].
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Primeiro consideremos a funcio ¢}_; ¢%. Veja o seguinte fato:
Se a € A entdo a w1 o € A, € a Pr_1 Pk goil = a @Yr—1. FEntdo, supondo
b=a k-1 ¢k,
@y P F =0 or-10, F
que pelo fato acima € igual a
bort oy F=bF F =b=a k1 P
Trocando a por a F tudo também funciona, entdo
0 F 10k =aF pp ) =
=bF ;" ¢}, =b=apr1px.
Logo
a9y ox F=aF @l 0
Agora consideremos a fungdo vy 4 ©iiq:
a -7:90;c+1 Sojk+2 =a -7:90;G+1 P2 =
= 0 Q41 Phky2 = G F Pk+1 Ph42 F =
=a 902:+1 Yrez F = a ‘P;c+1 Py F-
Assim F comuta com todas as fungdes da dlgebra AY' e portanto continua sendo

um isomorfismo. Agora falta verificar se F € pontualmente distinto dos casa-
mentos mencionados na restrigdo.

Como Ci, para 1 < j < k, € casamento, entdo
aF #aCrF, para todo a € A,

que pode ser escrito como
aF #aCj,.

Do mesmo modo, para k +1 < d <n,

a F # a Cry1,4 F, para todo a € A,

[
aF #a Chyr,ar
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dualidade
Primeiro temos que perceber o fato de o mesmo isomorfismo F funcionar tanto
na dlgebra A™ como na sua dual A". Assim, aplicar o operador Splice} na
dlgebra dual equivale a

a Prr1 = a F Pry1, a € A;
aPr P =aF, a€ A

que € tgual a

a c,o;_k_l =aq fgolgik, a € A;
4 Pn—k+1 (Iofn—k+1 =aF, a €4

ou

ac,o;lk o o =aF, a €A
a Soln—k-}-l =4a fson—k-i-la a< A1

que € ezatamente o que acontece quando aplico Splice} em A™.

O

Estes operadores, ou melhor, seus efeitos na topologia do complexo representado
podem ser entendidos apenas se nos restringirmos a dimensoes baixas, ou olhando
para pequenas porgoes do complexo como estruturas de dimensdo baixa.

Em dimensdo 2, o Splice? pode ser entendido como uma unido/separacdo de
vértices e faces, como no caso do operador Splice apresentado em [GS85] (se estdo
separado entdo une, se estdo unidos, separa).

Em dimensées maiores, podemos imaginar o efeito de Splice} baseados no efeito
em duas dimensSes, como uma unido/separagdo de (k — 1)-faces e k-faces.

5.2 Operadores de Criagao

Além dos operadores de modificacio, temos que ter alguns operadores de criagio, que
sdo utilizados para iniciar o processo de construgio de uma algebra de incidéncia.

Estes operadores devemn “criar” uma algebra de incidéncia a partir da qual seja
possivel construir outras mais complexas. Portanto a escolha de tais algebras é bas-
tante significativa.

Nos trabalhos de Lienhardt [Lie89] e Brisson [Bri89], como os operadores de mo-
dificagdo incluem um modificador de dimensio, nao é necessario ter uma “criacio”
para cada dimensdo, mas apenas para dimensio 0, que seria apenas um vértice.

Como nio temos operadores para modificacio da dimensdo, precisamos de cons-
trutores para todas as dimensGes. Uma boa escolha para as algebras de incidéncia
iniciais sdo as dlgebras de incidéncia padrdo, as quais sabemos serem minimais.



CAPITULO 5. CONSTRUCAO 59

Assim definimos o operador CriaPadraog, com d > 1, que retorna uma algebra de
incidéncia padrao de ordem d. Podemos também definir o operador Destroi Padraoy,
que destrdi uma algebra de incidéncia padrao de ordem d.

5.3 Completude dos operadores

Iremos procurar condi¢des para que possamos construir qualquer &lgebra de incidéncia
com os splices e com os CriaPadrao. J4 que o Splice tem a propriedade de ser sua
propria inversa, a estratégia usada serd a de desmontar uma algebra de incidéncia de
ordem n em uma colecdo de algebras de incidéncia padrio de ordem n. Se isso for
possivel, entdo aplicando os splices na ordem inversa, podemos reconstruir qualquer
algebra de incidéncia de ordem n.

Todas algebras de incidéncia de ordem menor ou igual a 4, conexas e que possuem
todas as fungdes com indice impar iguais a identidade e as fungdes de indice par como
casamentos sdo algebras de incidéncia padrio.

Na verdade este fato também é verdade para n = 5, mas como no conseguimos
uma prova para a completude e para este caso, nos limitamos a n < 4. Assim, dada
uma &lgebra de incidéncia de ordem n < 4, A™ = (E, {1, %2, - -,%n}), um algoritmo
para desmonta-la seria:

Algoritmo 1

1. Facak=1e B = A"

2. Para todo e € E tal que e ¢ # e faga B = Splice}(B, e, e ox) (isso fard com
que a nova @i seja igual a identidade, e consequentemente, que @iy1 seja um
casamento);

3. Se k+2 < n faca k = k + 2 e volte ao passo 2.
A situagdo do Splice do passo 2 est4 representada na figura 5.3.

4

Pr
e
= — X
Pk Pk f
©}

Figura 5.3: Passo 2 do Algoritmo 1
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A escolha do algoritmo, da mesma forma que a definicdo das algebras de incidéncia
padréo, é de fundamental importancia para que possamos desmontar uma algebra de
incidéncia qualquer.

Para provar a completude dos operadores, para n < 4, terfamos que provar que
todos os splices que aparecem no algoritmo podem ser executados, além de provar que
o algoritmo leva a algebras de incidéncia padrao.

Como apés a aplicagao do algoritmo as fungdes com indice impar séo a identidade
e as com indice par sio como as de uma algebra de incidéncia padrdo, temos uma
algebra de incidéncia padrdo.

Um dos problemas na aplicagio do Splicef(A™, e, f) estd na determinacéo do iso-
morfismo F. Vamos apresentar uma forma de definir F, quando f = e yy, depois
bastarad verificar se ele é um isomorfismo. A idéia é que F deve comutar com as
funcoes de A7} restrita as componentes conexas de e e f.

Seja Ganfg o grafo construido a partir da algebra Aje], de forma que os vértices
sao os elementos de |A7[e]| e as arestas sdo os casamentos da forma Cjx € Cry1,4, com
1<j<k—-1ek+2<d<n SejaTsr uma drvore geradora de Gapig- Defina
a paridade de um vértice como sendo a paridade do nivel deste vértice na 4rvore (o
nivel da raiz é zero). Defina

v @, se paridade de v for par;
v f = -1 . ,
v ¢~ se paridade de v for impar.

Agora vamos apresentar a completude com n < 4,

Teorema 5.4 Posso aplicar o algoritmo de desmontagem em qualquer dlgebra de
incidéncia de ordem n < 4 e desmontd-la em um conjunto de dlgebras de incidéncia
padrdo de ordem n.

Prova: Seja A" = (E,{¢1,92,...,0n}) uma dlgebra de incidéncia de ordem n.
n=1

Para n = 1, ndo existem resiricées para a aplicagio do Splicei(A'e, f), pois
a estrutura A} ndo possui fungies, e as componentes conexas Alle] e Al[f] sdo os
proprios e e f, respectivamente. Também ndo ezistem casamentos que devem ser

distintos do isomorfismo, pois s6 temos uma fun¢do na dlgebra. Logo, sempre podemos
desmontar uma dlgebra de incidéncia de ordem 1.

n =22

Para o cason = 2, o isomorfismo também € imediato, pois a estrutura A% também
n@o possui fungdes, no entanto existe uma Unica restrigio para o Splicel(A% e, f), ou
seja

e F = f+#epips

Como no algoritmo s sdo usados os splices com k impar, sempre podemos desmontar
uma dlgebra de incidéncia de ordem 2.
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n=3
Quando n = 3 usamos o Splice? e o Splice3. Vamos comegar com o Splice3(A3, e, f)

com f = e @1. As componentes conezas Alle] e A}[f] sio obviamente isomorfas, pois
cada uma contém dots elementos. Sejam g = e vy 3 € h = f g 03, entdo

|Afle]l = {e, g}, e
| ALl = {f, R}

Note que com f = e @1, entdo h = e 1 @3 3 # e. E similarmente temos g # f.

O isomorfismo deve ser pontualmente distinto de py 3, € de fato €, como veremos
a sequir. Seja F o isomorfismo definido por

eF=fe
g F=h,
entdo

eFprpa=fprpa=h=gF =epypsF #e.

O mesmo acontecendo para f e h. Logo F satisfaz as condi¢des para a aplicacdo do
Splice.

Para o Splicel( A% e, f), temos que considerar a situacio em que ele serd usado.
A fungdo ¢y € igual a identidade, a fun¢do @2 € casamento e f = e w3. Como
a dlgebra A} € igual a (E, {¢1,¢02 3}), as componentes conezas Ale] e AJ[f] sé
contém dois elementos, que estdo associados pelo casamento v, p3. Assim, mais uma
vez o isomorfismo F existe. Precisamos agora verificar se F € pontualmente distinto
de @1 2 3 € 3 p3. Como @ € igual a identidade, basta verificar para @, 3. Como
g € casamento, entdo e py # e, e portanto

eps F €23

e F # e g 3.

O mesmo acontecendo para os demais elementos. Logo temos condi¢ées para aplicar o
Splicey que se faz necessdrio no algoritmo. E assim, consequimos desmontar qualquer
dlgebra de incidéncia de ordem 3.

n=4

Para o caso n = 4, usamos F como o definido através do grafo G Arfg).  Pelo
coroldrio 3.6 € imediato que se a € Aile] entdo a F € A}[f]. Se para v # w
tivermos que v F # w F entdo teremos que F € um isomorfismo. Entdo suponha que
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v F=wF comv # w. Sev ew tiverem a mesma paridade, entdo isso ndo pode
acontecer pois @y, € bijetora. Entdo vamos assumir (sem perda de generalidade) que
v F =uv@yequewF =wep,". Mais uma vez usando o coroldrio 3.6, chegamos
a conclusio de que existe um ciclo de comprimento émpar no grafo Gars), que € a
imagem por F do caminho na drvore de v até e e depois alé w. Mas como so existem
dois tipos de casamentos em A} com 1 < k < 3, ndo pode ezistir um ciclo de tamanho
tmpar. Logo, para 1 < k < 3, F € um isomorfismo.

Basta agora confirmar que F ¢ pontualmente distinto dos casamentos de A} com
k=1 oud. Para k =1, os casamentos sGo Cz3 e Cy4, e pelos mesmos motivos que
0s apresentados no caso n = 3, a condi¢do € satisfeita. Para k = 3, 0s casamentos
sdo C13 e Cyg, que sdo iguais, jd que @1 € a identidade. Mais uma vez temos essa
condi¢do satisfeita pelos mesmos motivos que no caso n = 3.

Podemos aplicar os splices que o algoritmo pede e portanto podemos desmontar
qualquer dlgebra de incidéncia de ordem 4. O

De um modo geral, sempre teremos que evitar os ciclos impares no grafo Gan(g
para podermos ter o isomorfismo nos casos em que k for impar.

Podemos propor um algoritmo mais geral, embora nao tenhamos uma prova de
que pode ser sempre aplicado. Seria uma generalizacdo do algoritmo anterior.

Dada uma §lgebra de incidéncia de ordem n, A" = (F,{¢1,92,..-,%n}), um
algoritmo para desmonta-la seria:

Algoritmo 2

{. Faca k=1¢e B = A"

2. Para todo e € E tal que e ¢ # e aplique Splicef(B,e,e @) e faca B igual
a algebra de incidéncia resultante (isso fard com que a nova ¢y seja igual a
identidade, e consequentemente, que @x41 seja um casamento);

3. Trocar o casamento ¢4 para o seu devido lugar, ou seja, para todo e € E, se
e @r+1 deveria ser g (segundo a definicdo de dlgebra padrdo) mas ndo é, entdo
aplique Splice(Splicel, (B, e, g @r+1),9,€ wrs1) € faca B igual ao resultado;

4. Se k+2 < nfaga k =k + 2 e volte ao passo 2.

Os splices do passo 3 estao descritos nas figuras 5.4 e 5.5.

Para provar a completude dos operadores, teriamos que provar que todos os splices
que aparecem no algoritmo podem ser executados, além de provar que o algoritmo
leva a algebras de incidéncia padrao.

Nao conseguimos provar que os splices do algoritmo podem ser aplicados para o
caso geral. Apesar de ndo termos encontrado uma prova, também nao encontramos
um contra exemplo.
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(? Q9 g
Pr+1 >< Phoyt
c & o f e f
P42 >< ‘P§e+2
O @) (@]
Figura 5.4: Splice},,(B,e,g Yrs1)
0 ol e
Pr+1 ><> Pt
g ® h g h
Prk+2 >< Phya
O O O

Figura 5.5: Splicef(Splice},,(B,e,g Yrt1),9:€ Pry1)

5.4 Comparando com outros operadores

Faremos aqui uma comparacdo dos operadores definidos na segéo 5.2 com os opera-

dores apresentados em [GS85], [DL89] e [Bri89).
O operador Splice(a,b) de Guibas e Stolfi é definido como

a Onext’ = b Onext;

b Onext'’ = a Onext;
a Onext’ = f Oneat;
B Onext’ = « Oneat;
a Onext Flip Onezt’ = b Flip;
b Oneat Flip Onext’ = a Flip
o Oneat Flip Onezt’ = [ Flip;

B Onext Flip Onext' = o Flip;
onde a o = Onext Rot e f = b Onest Rot. Com as seguintes restri¢des: a,b € E ou
a,be E*; e b# a Onext Flip.

O operador Splice? (definido na segiio 5.2) respeita estas restricdes, e tem o mesmo
eleito. Devido ao fato de uma 4lgebra de incidéncia s6 representar superficies ori-
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entéveis, o operador Splice? nio é totalmente equivalente ao Splice de Guibas e

Stolfi.

Os operadores apresentados por Dobkin e Laszlo, Splice_edges e Splice_facets, sao
respectivamente Spliced e Splicel, e sdo definidos por:

a Fnext' = b Fnext;
b Fnezt = a Fnext
o Fnext' = f Fneat;
B Fnext' = o Fnext;

Splice_edges

a Clock Spin Fnext = B Spin;
b Clock Spin Fnezxt = « Spin;
a Clock Spin Fnext! = b Spin;

B Clock Spin Fnezt' = a Spin;
onde a = a Fnezt Clock e f = b Fnext Clock;

a Enext’ = b Enext,

b Enext’ = a Enext

o Enext’ = f Enext;

. B Enext’ = o Enext;
Splice-facets a Spin Enext' = B Clock Spin;
b Spin Enext’ = o Clock Spin;
a Spin Enext’ = b Clock Spin;
| B Spin Enext’ = a Clock Spin,

onde a = a Enezt Clock e B = b Enezt Clock.

Observe que a generalizagao feita ndo ¢ a tinica possivel, mas segue a mesma linha
que a generalizacdo feita por Dobkin e Laszlo. Como o Splice de Guibas e Stolfi,
mapeado para a algebra de incidéncia, muda duas fungdes consecutivas (as Unicas de
uma algebra de incidéncia de ordem 2), e os splices de Dobkin e Laszlo fazem a mesma
coisa, generalizamos a idéia, criando um operador que modifica (o minimo possivel)
duas fun¢des consecutivas da 4lgebra de incidéncia.

J& o operador definido por Brisson em [Bri89], o genljoing, levando em conta a
comparagao feita entre as representacoes, é equivalente ao Splicef. Do mesmo modo
que os anteriores, temos que desconsiderar o caso ndo-orienavel.

Brisson apresenta primeiro um operador denominado attachg(t',1?), definido por:

switchl(t) = 2
switchl(1?) =
switchy(switchy(t')) = switchi(t?);
switchy(switchp(1?)) = switchy(t!)

Sendo que ¢? # switchg(t!).

O genljoing é definido em termos do operador attach; da seguinte forma: aplique
attachy(t',t?) para todo par definido pelo isomorfismo entre as componentes conexas
de t* e t?, removendo da estrutura as fungdes switchy_q, switchy e switchyyy.
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Obviamente que estas duas componentes conexas devem ser isomorfas. Estas
componentes conexas sdo equivalentes as componentes da algebra de incidéncia Ay,
usada na definicdo do Splicef.

As restri¢bes para a aplicagdo do genljoing ndo sdo muito bem esclarecidas por
Brisson, mas sdo as restricées de aplicacdo do Splice} mais algumas que envolvem a
orientabilidade.

De um modo geral, o genljoin; poderia ser melhor definido, e suas restrigdes
poderiam estar mais claras.

Nos trabalhos de Dobkin e Laszlo, Brisson e Lienhardt [Lie89] sio apresentados
alguns operadores globais, que, em alguns casos poderiam ser definidos em funcio
do operador Splice}, como por exemplo os operadores de subdivisdo de faces (split

definido em [Brig9]).



Capitulo 6

Conclusao

Apresentamos uma estrutura de dados que se apresenta como uma forma de repre-
sentar objetos combinatérios de dimensdo n. A grande distin¢do deste trabalho para
os demais (que tratam do mesmo assunto) estd na completude de seus operadores,
embora sé até dimensao 4, significando que conseguimos construir qualquer instancia
desta estrutura com dimensao menor ou igual a 4.

A Algebra de Incidéncia é definida totalmente abstrata, mas engloba caracteristicas
de certas estruturas combinatoérias, o que nos permite chegar a resultados, como os
relacionados com as variedades combinatorias.

Os operadores definidos aparentemente possuem restri¢oes muito severas, mas que
se apresentam como estritamente necessarias, e acabam por ndo impedir que possamos
aplicéd-los. Este fato nos leva a crer que a completude para dimensdes maiores que
4 é de fato conseguida, entretanto ndo conseguimos concluir nada mais concreto a
respeito.

Para discutirmos sobre completude, foi necessario saber o que eram algebras mini-
mais, e conseguimos caracterizar o que chamamos de dlgebras padrdo. Conseguimos
provar que este tipo de algebra de incidéncia é minimal, e usamos este resultado para
provar a completude.

No caso tridimensional, podemos incluir restri¢bes para manter a estrutura como
uma representacdo de variedades combinatérias com custo computacional de com-
plexidade O(n), onde n seria o nimero de elementos da 4lgebra de incidéncia. Em
dimensbes menores (1 e 2) as restri¢des ndo sao necessirias, enquanto que em di-
mensdes maiores (4, 5, etc) ndo podemos sequer apresentar algoritmos para decidir se
uma estrutura esta representando uma variedade combinatdria.

Cabe aqui mencionar o papél dos complexos CW. Eles podem parecer os viloes
da histéria, mas ndo passam de vitimas, pois sdo renegados a segundo plano quando
nao nos interessavam. O fato ndo é que as dlgebras de incidéncia ndo representam
os complexos CW, mas sim que é dificil provar certas coisas sobre eles (alias, se
nao provamos nao podemos dizer que é verdade). Coisas como orientabilidade, por
exemplo, podem ser definidas em complexos CW, mas de forma mais complicada
que nos complexos celulares. Daio motivo deles ficarem de lado. Mas ndo podiamos
ignora-los totalmente, pois em muitas situagdes(inclusive nas dlgebras de incidéncia
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padréo) usamos os CW.

6.1 Implementagao

Para que realmente tenhamos a definigdo de uma estrutura de dados (nos moldes
mais tradicionais, com ponteiros e etc.) precisamos definir a implementagao da repre-
sentacdo por Algebra de Incidéncia.

Primeiramente, podemos definir que cada elemento de uma algebra de incidéncia
de ordem n é implementado como um registro com n ponteiros para outros elementos
(do mesmo tipo). Cada uma das fungbes da algebra é associada com um ponteiro, a
fungdo oy, fica representada pelo k-ésimo ponteiro de cada elemento.

Podemos reservar espago nestes registros para informacoes ndo-topoldgicas (posi¢do
e forma), como posicdo dos vértices.

Os operadores Splice sao implementados com trocas simples entre ponteiros, com
a unica dificuldade de garantir as restrigbes de aplicagdo. Achar o candidato a iso-
morfismo (F) é simples (como explicado logo apds o algoritmo 1 na secdo 5.3), o
complicado é verificar se possui as propriedades S1-S2.

Outro detalhe de implementagio se refere as variedades de dimensdo 3. Para
garantirmos que temos uma variedade, é preciso impedir que as 3-faces tenham uma
fronteira com genus, tanto no primal como no dual. Podemos fazer isso usando uma
estrutura semelhante a Union-Find, e ndo permitir a ligagao entre elementos da mesma
componente conexa das sub-4lgebras de dimenséo 2 (tirando a 3 ou a ¢1). Isto pode
ser feito com complexidade de pior caso O(n), mas no caso médio ficaria menor que
isto.

6.2 Proximos passos

As possiveis continuagbes deste trabalho podem seguir na diregio de definir outros
operadores locais, ou apresentar operadores globais. Alguns destes operadores foram
apresentados em [Bri90].

Outra diregdo pode ser buscar aplicacbes concretas (ou até abstratas) para a
dlgebra de incidéncia. Uma possivel aplicacio seria estudar a classificagdo de vari-
edades combinatorias de dimenséo 3.

Em todas estas possibilidades é possivel analisar a representacio de estruturas
nao-orientaveis, com a inclusdo de um casamento a mais na algebra.

6.3 Consideracoes finais

Gostaria de acrescentar algumas consideragdes sobre o trabalho e sobre o futuro deste
trabalho.
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A estrutura recursiva das algebras de incidéncia é, no minimo, um dos pontos mais
belos deste trabalho. Sua dualidade assustadora em alguns casos nos revela situagoes
dificeis de imaginar.

Em dimensoes altas, é dificil perceber o significado de algumas coisas, como o
Splice. Entretanto, algebricamente e usando a recursio, é possivel saber se certa
situagdo acontece ou nao.

A semelhancga deste trabalho com outros é grande, mas ele se torna maior com a
generalidade das fungdes e com a completude dos operadores.

Nao creio que a algebra de incidéncia seja utilizada como estrutura de dados em
situacOes priticas do dia-a-dia, mas aqui estd a prova de alguns fatos sobre algumas
estruturas ja utilizadas. Assim é a forma como imagino sua utilizacdo, ou seja, como
instrumento de formalizagdo para diversas estruturas semelhantes.
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