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RESUMO 

A p r e s e n t e  t e s e  tem como o b j e t i v o  f a z e r  um e s t u d o  s o  - 

b r e  t g c n i c a s  de busca em g r a f o s ,  jun tamente  com algumas a p l i  - 

cações .  Neste a s p e c t o  s ã o  examinadas a  busca em p r o f u n d i d a d e ,  

em l a r g u r a  e  casos  e s p e c i a i s ,  como a  busca  l e x i c o g r á f i c a .  Bus - 

tas não r e s t r i n g i d a s  ou p a r c i a l m e n t e  r e s t r i n g i d a s  s ã o  também 

c o n s i d e r a d a s .  As p r i n c i p a i s  p r o p r i e d a d e s ,  a l g o r i t m o s  e  c a r a c  - 

t e r r s t i c a s  de cada caso  s ã o  e s t u d a d a s  em d e t a l h e .  Como a p l i c a  - 

ç õ e s ,  s ã o  a p r e s e n t a d o s  di ve r sos  problemas c u j a s  s o l  uções s ã o  

f o r t e m e n t e  baseadas  nas t é c n i  cas  acima d e s c r i  t a s .  



The aim of t h i s  t h e s i s  i s  t o  s t u d y  t h e  t echn iques  o f  

graph s e a r c h i n g ,  t o g e t h e r  wi t h  some o f  i  t s  a p p l i c a t i o n s .  In 

t h i  s  a s p e c t  d e p t h - f i  r s t  s e a r c h ,  b r e a d t h - f i r s t  s e a r c h  and some 

s p e c i a l  c a s e s  as l e x i c o g r a p h i  c  s e a r c h  a r e ,  examin'ed. Non 

r e s t r i c t e d  o r  p a r t i a 1  l y  r e s t r i  c t e d  s e a r c h  a r e  a l s o  c o n s i d e r e d .  

The main p r o p e r t i e s ,  a1 g o r i  thms and . c h a r a c t e r i s t i c s  o f  each 

c a s e  a r e  s t u d i e d  i n  d e t a i  1 .  As a p p l i c a t i o n s ,  many problems 

a r e  p r e s e n t e d  whose s o l u t i o n s  a r e  h e a v i l y  based  on the  above 

d e s c r i b e d  t e c h n i q u e s .  
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O a s s u n t o  a  q u e  s e  p r o p õ e  e s t a  T e s e ,  " T é c n i c a s  de Bus  - 

c a  de G r a f o "  , é p e r t e n c e n t e  2 á r e a  de T e o r i a  C o m p u t a c i o n a l  

dos g r a f o s .  E s t a  á r e a  6 um ramo da  C i ê n c i a  d a  Compu tação  q u e  

t e m  p o r  o b j e t i v o  r e s o l  v e r  p r o b l e m a s  a1 g o r i  t m i  cos  em T e o r i a  dos  

G r a f o s .  Uma das r a z õ e s  p a r a  o  c r e s c i m e n t o  d o  i n t e r e s s e  n e s s e  

ramo é a  g r a n d e  d i f u s ã o  do  u s o  dos  c o m p u t a d o r e s .  Podemos c i t a r  

a l g u n s  t e x t o s  em p o r t u g u ê s  s o b r e  T e o r i a  dos  g r a f o s :  LUCCHES152, 

BOAVENTURA NETTOlO ,  BARBOSA4, SAVULECU64. é um o u t r o  

t e x t o  em p o r t u g u ê s ,  e s p e c i f i c o  de a1 g o r i  tmos em g r a f o s .  

O o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  é f a z e r  um e s t u d o  d e t a l h a d o  

s o b r e  " T é c n i c a s  de B u s c a  em G r a f o "  , j u n t a m e n t e  com a p l  i ca  - 

ç õ e s .  Uma t é c n i c a  de B u s c a  em G r a f o s  é uma mane i  r a  de e x p l o r a r  

um g r a f o  dado .  S e r ã o  e x p o s t o s  e  d i s c u t i d o s  c r i  t é r i o s  e f i c i e n  - 

t e s  q u e  s ã o  Ú t e i s  p a r a  a l c a n ç a r  t a l  o b j e t i v o .  

No C a p i t u l o  I 1  s ã o  a p r e s e n t a d a s  as  d e f i n i ç õ e s  b á s i c a s  

q u e  s ã o  r e l e v a n t e s  p a r a  um bom e n t e n d i m e n t o  dos capitulas p o ~  

t e r i o r e s .  As n o m e n c l a t u r a s  e  n o t a ç õ e s  u s a d a s  s ã o  t i r a d a s  e s p e  - 

c i a l m e n t e  de HARARY35 e  HARARY, NORMAN & C A R T W R I G H T ~ ~ .  

Um dos  c r i t é r i o s  de B u s c a  em G r a f o s  q u e  s e r á  e s t u d a d o  

n o  C a p i t u l o  I 1 1  é a  p o d e r o s a  t é c n i c a  c o n h e c i d a  como " B u s c a  em 

P r o f u n d i d a d e "  o u  " B a c k t r a c k i n g " .  E s t e  m é t o d o  f o i  f o r m a l i  z a d o  e  

u s a d o  p o r  HOPCROFT e  TARJAN, em 1 9 7 1 ,  e  f o i  e s t u d a d o  com d e t a  - 

l h e  p o r  TARJAN ( e m  TARJAN71) .  T o d a v i a ,  o  a l g o r i  tmo p a r a  e s t e  



c r i t é r i o  não é a s s i m  t ã o  novo .  E l e  j á  e r a  c o n h e c i d o  no s é c u l o  

XIX como uma t é c n i c a  p a r a  a t r a v e s s a r  l a b i  r i n t o s .  P o r  exemplo ,  

podemos p e s q u i s a r  o  r e l a t ó r i o  de LUCAS do t r a b a l h o  de T R E M A U X  

(em LUCAS51). U m  o u t r o  a1 g o r i  tmo que f o i  s u g e r i d o  mais  t a r d e  

p o r  T A R R Y  (em T A R R Y 7 * ) ,  é bom p a r a  a t r a v e s s a r  l a b i r i n t o s  e ,  de 

f a t o ,  a  "Busca em P r o f u n d i d a d e "  é u m  c a s o  e s p e c i a l  d e l e .  Pode - 

mos também o b s e r v a r  o  uso de " B a c k t r a k i n g "  p a r a  r e s o l v e r  p r o  

b lemas  de g r a f o s  a n t e s  da década  de 7 0 ,  em ROBERTS & FLORES6 l .  

E s t a  T é c n i c a  de "Busca  em P r o f u n d i d a d e "  i r á  g a r a n t i r  que o  g r a  - 

f o  i n t e i r o  s e r á  examinado ,  e  r e c o n h e c e r á  também quando  o  a l g o  - 

r i t m o  i r á  p a r a r ,  sem p e r d e r  m u i t o  tempo d u r a n t e  a  b u s c a .  E m  r e  - 

sumo, e l a  f a z  o  s e g u i n t e :  v i s i t a  u m  v é r t i c e  a r b i t r á r i o  x ;  em 

s e g u i d a  e x p l o r a  uma a r e s t a  ( x , y )  i n c i d e n t e  em x.  O próximo vér - 

t i c e  a  s e r  examinado  é a q u e l e  'que é " a d j a c e n t e  ao  v é r t i c e  mais  

r e c e n t e m e n t e  v i s i t a d o " ,  i n c i d e n t e  a  alguma a r e s t a  não e x p l o r a  - 

da .  E a s s i m  c o n t i n u a  n e s s a  b u s c a  r e c u r s i v a  a t é  v i s i t a r  t o d o s  

os  v é r t i c e s .  O a l g o r i t m o  p a r a  e s t e  t i p o  de busca  t e r á  complexi  - 

dade  l i n e a r .  

O u t r a  t é c n i c a  que  também é e f i c i e n t e  e  s e r á  d i s c u t i d a  

no  C a p i t u l o  IV,  é a  denominada "Busca em L a r g u r a " .  E s t e  método 

f u n c i o n a  da s e g u i n t e  manei r a :  v i s i t a  u m  v é r t i c e  a r b i l t r ã r i o  x ;  

o  próximo v é r t i c e  a  s e r  e x p l o r a d o  s e r á  a q u e l e  que  é " a d j a c e n t e  

ao  v é r t i c e  menos r e c e n t e m e n t e  v i s i t a d o " .  A comp lex idade  do a1 - 

g o r i  tmo de Busca em L a r g u r a  é também l i n e a r .  

No C a p i t u l o  V s ã o  c o n s i d e r a d o s  a l g u n s  Casos  E s p e c i a i s .  

U m  d e l e s  é a  " C l a s s i f i c a ç ã o  dos A l g o r i t m o s  de Busca"  em t r ê s  

t i p o s  d i f e r e n t e s :  i )  T o t a l m e n t e  R e s t r i n g i d o ;  i i )  P a r c i a l m e n t e  

R e s t r i n g i d o  e  i i i )  Não R e s t r i n g i d o .  Cada u m  d e s s e s  a l g o r i  tmos 



s e , r ã  e x p l i c a d o  com de t a l h e ,  j u n t a m e n t e  com sua  c o m p l e x i d a d e .  Os 

o u t r o s  d o i s  casos  e s p e c i a i s  s ã o  denominados :  "Busca  em P r o f u n d i  - 

dade L e x i c o g r á f i c a "  e  " B u s c a  em L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a " .  O que 

h á  de n o v o  n e s s a s  duas b u s c a s  é a  m a n e i r a  de como os v é r t i c e s  

s ã o  s e l e c i o n a d o s .  E l e s  n ã o  s ã o  e s c o l h i  dos a l e a t o r i a m e n t e  como 

n o s  Capitulas I11  e  I V ,  e  s i m  obedecem uma d e t e r m i n a d a  o rdem l e  - 

x i  c o g r ã f i c a .  

V á r i a s  " a p l i c a ç õ e s "  das T é c n i c a s  de B u s c a  e s t u d a d a s  

n o s  Capitulas a n t e r i o r e s  s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  n o  C a p í t u l o  V I .  Es - 

s  as " a p l  i c a ç õ e s "  s ã o  i m p o r t a n t e s  p o i s  r e p r e s e n t a m  d i  f e r e n t e s  t i  - 

pos  de p r o b l e m a s  em g r a f o s  que podem s e r  r e s o l  v i  dos u t i l i z a n d o  

os mé todos  de b,uscas a q u i  a p r e s e n t a d o s .  P a r a  cada  a p l i c a ç ã o  se  - 

r ã o  d e s c r i  t o s  a1 guns n o v o s  c o n c e i  t o s  em g r a f o s ,  a1 g o r i  tmos com 

r e s p e c t i v a s  c o m p l e x i d a d e s  e  e x e m p l o s  e x p l i c a t i  vos .  

Os a1 g o r i  tmos a p r e s e n t a d o s  n e s t a  t e s e  s e r ã o  e s c r i  t o s  

em uma l i n g u a g e m  de f o r m a t o  l i v r e ,  m a n t e n d o  c o n t u d o  uma c e r t a  

e s t r u t u r a  do ALGOL. E bom r e s s a l t a r  que o  i n t e r e s s e  c r e s c e n t e  

em Computações de T e o r i a  dos G r a f o s  tem l e v a d o  ao d e s e n v o l  v imen - 

t o  de v á r i a s  l i n g u a g e n s  de p r o g r a m a ç ã o ,  com o  Ú n i c o  p r o p ó s i t o  

de m a n i p u l a r  g r a f o s .  O p r i n c i p a l  o b j e t i v o  de uma t a l  l i n g u a g e m  

é p e r m i t i r  ao u s u á r i o  f o r m u l a r  o p e r a ç õ e s  em g r a f o s  de uma mane i  - 

r a  c o m p a c t a  e  n a t u r a l .  Como e x e m p l o  dessas  l i n g u a g e n s  podemos 

c i  t a r :  

1 )  G r a p h - T h e o r e t i c  Language  (GTPL) , Uni  v e r s  i t y  o f  

West  I n d i e s ,  J a m a i c a .  E uma e x t e n s ã o  de FORTRAN. 

( V e r  READ59) .  

2 )  Graph A l g o r i  t h m  S o f t w a r e  Package (GASP) , Uni  v e r s i  t y  

o f  I l l i n o i s .  E uma e x t e n s ã o  de PL/1 .  ( V e r  CHASEl1).  



3 )  HINT,  M i c h i g a n  S t a t e  U n i v e r s i t y .  E uma e x t e n s ã o  de 

L I S P  1 .5 .  ( V e r  HART37) .  

4 )  G r a p h i c  E x t e n d e d  ALGOL (GEA) ,  I n s t i t u t o  d i  E l e t t r o  - 

t e c n i c o  e d  E l e t t r o n i c a  de1 P o l i  t e c n i c o  d i  M i l a n o  , 

I t a l y .  E uma e x t e n s ã o  de ALGOL. ( V e r  CRESPI-RECHIZZI 

& MORPURG012 e  CRESPI-RECHIZZI & MORPURG013). 

5 )  FORTRAN E x t e n d e d  Graph A1 g o r i  t h m i  c  Language (FGRAAL) 

U n i v e r s i  t y  o f  M a r y l a n d  ( V e r  B A S I L I ,  MESZTENYI & REIN - 

BOLDT5).  



DEFINIÇÕES BASICAS - 

4 

O que s e  pode o b s e r v a r ,  em T e o r i a  dos Gra fos ,  e  que 

há d i f e r e n ç a s  de nomenc la tu ra  e  n o t a ç ã o  de u m  a u t o r  p a r a  o u t r o .  

Por  exemplo,  u m  de terminado symbolo pode s e  r e f e r i r  a  do i s  con - 

c e i  t o s  d i f e r e n t e s  quando usado por  d o i s  a u t o r e s  di f e r e n t e s .  E n  - 

t ã o  to rnou-se  n e c e s s á r i o  e s p e c i f i c a r  c l a r a m e n t e  a s  d e f i n i ç õ e s  

b á s i c a s  que s ã o  r e l e v a n t e s  p a r a  o  bom en tend imen to  dos próxi  - 

mos C a p i t u l o s ,  e  que também têm o  o b j e t i v o  de e v i t a r  dupla  i n  

t e r p r e  t a ç ã o .  

As nomenc la tu ras  e  n o t a ç õ e s  u t i  l i  zadas s ã o  baseadas  

p r i n c i p a l m e n t e  nas r e f e r ê n c i a s :  H A R A R Y  3 5  e  H A R A R Y ,  N O R M A N  & 

CARTWRI G H T  3 6 .  

U m  g r a f o  ( V , E )  é c o n s t i  t u i d o  p o r  um c o n j u n t o  f i n i t o  

não vaz io  V ,  jun tamente  com u m  c o n j u n t o  E de p a r e s  de elemen - 

t o s  de V .  Os e l emen tos  de V sã,o os  - v é r t i c e s  e  os e l emen tos  de 

E as - a r e s t a s .  Notaremos n = I V I  e  m = I E I  , ou s e j a ,  n é o  número 

de v é r t i c e s  e  m é o  número de a r e s t a s  de u m  g r a f o .  Os g r a f o s  

aqui  cons ide rados  não têm l a ç o s  nem a r e s t a s  m ú l t i p l a s ,  ou s e j a ,  

não e x i s t e  nenhuma a r e s t a  unindo u m  v é r t i c e  a  e l e  mesmo e  não 

e x i s t e  mais de uma a r e s t a  unindo d o i s  v é r t i c e s ,  respec t ivamen - 

t e .  

U m  g r a f o  - di r ec ionado  (ou  d i g r a f o )  D = (V,E) é u m  g r a f o  

em que a s  a r e s t a s  s ã o  pa res  o rdenados .  U m  - g r a f o  não d i r e c i o n a  

do ( o u  s implesmente  g r a f o )  G = ( V , E )  é u m  g r a f o  em que as a r e s  - -- - 



t a s  s ã o  p a r e s  n ã o  o r d e n a d o s .  

P o r  a b u s o e  p a r a  m a i o r  s i m p l i c i d a d e ,  n o t a r e m o s  uma 

a r e s t a  - a  p e l o  p a r  de v g r t i c e s  ( v , w ) ,  t a n t o  p a r a  g r a f o s  n ã o  d i  - 

r e c i o n a d o s  como p a r a  d i g r a f o s .  Nas d e f i n i ç õ e s  q u e  s e  seguem, 

s e  n a d a  f o r  d i t o  e x p l i c i t a m e n t e  s o b r e  o  t i p o  de g r a f o  u t i l i z a  - 

do,  e l a s  s e r ã o  comuns a  g r a f o s  e  a  d i  g r a f o s .  

Dada uma a r e s t a  a  = ( v , w ) ,  v  e  w  s ã o  a d j a c e n t e s ,  e  a  

é - i n c i  d e n t e  a  ambos v  e  w .  Também d i  remos q u e  c a d a  v é r t i  , ce 

v,w de a  é i n c i d e n t e  à a r e s t a  c o n s i d e r a d a  a. O g r a u  de um vér --- - 
t i c e  v  é o  n ú m e r o  de v é r t i c e s  que  s ã o  a d j a c e n t e s  a  v .  

Em um d i g r a f o ,  uma a r e s t a  ( v , w )  é d i t a  s a i  r de v  e  i r 

p a r a  w.  O - g r a u  de e n t r a d a  de um v é r t i c e  z  é o  n ú m e r o  de a r e s  - 

t a s  q u e  vão  p a r a  z  e  o  -- g r a u  de s a í d a  o  n ú m e r o  de a r e s t a s  q u e  

saem de z.  N o t a r e m o s  p o r  g r a u e n t ( v )  e g r a u s a i  ( v )  o  g r a u  de e n  - 

t r a d a  e  s a i d a  r e s p e c t i c a m e n t e .  Um v é r t i c e  f o n t e  é um v é r t i c e  v  

com g r a u e n t ( v )  = O e  um v é r t i c e  s u m i d o u r o  v  t em g r a u s a i ( v )  =O .  

As a r e s t a s  q u e  vão  p a r a  um v é r t i c e  v  s ã o  d e n o m i n a d a s  - a r e s t a s  

c o n v e r g e n t e s  e  as q u e  saem de v  s ã o  a r e s t a s  d i v e r g e n t e s .  - -- 

Um -- c a m i n h o  de vl a  vk é uma s e q u ê n c i a  de v é r t i  ces  

vl , v 2 .  . , vk t a l  q u e  p a r a  c a d a  i, 1  - < i C k ,  t emos  ( v i  , v ~ + ~ ) E  E. 

O c o m p r i m e n t o  do c a m i n h o  v1 ,v2, .  .. , vk é d e f i n i d o  como k  - 1.  O 

v é r t i c e  vl é d i t o  a l c a n ç a r  vk ;  e  vk é a l c a n ç á v e l  a  p a r t i r  de 

vl. O b v i a m e n t e  c a d a  v é r t i c e  de um g r a f o  é a l c a n ç á v e l  a  e l e  mes - 

mo. Um - c a m i n h o  t r i v i a l  é c o m p o s t o  p o r  um Ú n i c o  v é r t i c e .  Um c a -  

m i n h o  é s i m p l e s  s e  t o d o s  o s  vi s ã o  d i s t i n t o s .  -- v- 

Um c i  c1 o  é um c a m i n h o  vl , v2,  . . . , vk com vk = vl e  con - 

t e n d o  p e l o  menos duas a r e s t a s  d i f e r e n t e s .  Um c i  c10  vl ,v2,.. ,vk-1, 



vk é - s i m p l e s  s e  v l , v  é u m  c a m i n h o  s i m p l e s .  Se  u m  g r a  - ".'k - 1  

f o  n ã o  tem c i c l o s  e l e  é chamado a c i c l i c o .  Do i s  c i c l o s  s i m p l e s  

e n v o l v e n d o  e x a t a m e n t e  a s  mesmas a r e s t a s  s ã o  c o n s i d e r a d o s  i d ê n  

t i  c o s .  

U m  g r a f o  c o m p l e t o  u m  g r a f o  q u e  t em u m  número  máximo 

de  a r e s t a s ,  p a r a  o  d a d o  c o n j u n t o  de v é r t i c e s .  U m  - d i g r a f o  a c i -  

c l i c o  c o m p l e t o  é u m  d i g r a f o  a c i c l i c o  em q u e  a  a d i ç ã o  de  q u a l  - 

q u e r  a r e s t a  n o v a ,  e n t r e  o s  d o i s  de s e u s  v é r t i c e s ,  c r i a  u m  c i  - 

Um g r a f o  p o n d e r a d o  ( o u  v a l o r a d o )  é u m  g r a f o  em q u e  

e x i s t e  u m  n ú m e r o  n a t u r a l  dvw a s s o c i a d o  a  c a d a  uma de  s u a s  a r e s  - 

t a s  ( v , w ) .  Dado u m  c a m i n h o  v l  , v 2 , . .  . , vk em u m  g r a f o  p o n d e r a d o  

( o u  v a l o r a d o )  d e f i n i m o s  s e u  - c o m p r i m e n t o  de caminho  p o n d e r a d o  

( o u  v a l o r a d o )  como a  soma dos  v a l o r e s  d a s  a r e s t a s  q u e  formam o  

c a m i n h o .  P o r  c o n v e n ç ã o ,  o  c o m p r i m e n t o  de c a m i n h o  p o n d e r a d o  d e  

um c a m i n h o  t r i v i a l  é z e r o  e  s e  n ã o  e x i s t e  c a m i n h o  d o  v é r t i c e  v  

p a r a  w ,. d i  remos  q u e  o  c o m p r i m e n t o  de c a m i n h o  p o n d e r a d o  d e  v p a  

r a  w é w . Quando u t i  l i  zamos g r a f o s  p o n d e r a d o s ,  podemos u s a r  a  

t e r m i n o l o g i a  " c o m p r i m e n t o  de  c a m i n h o " ,  como r e f e r ê n c i a  a  "com - 

p r i m e n  t o  de  c a m i n h o  p o n d e r a d o " .  

Do i s  g r a f o s  s ã o  - i s o m o r f o s  s e  e x i s t e  e n t r e  s e u s  v é r t i  - 

c e s  uma c o r r e s p o n d ê n c i a  u m  a u m  q u e  p r e s e r v a  a d j a c ê n c i a .  

S e  d i r e c i o n a r m o s  a s  a r e s t a s  de um g r a f o  G n ã o  d i r e c i o  - 

n a d o ,  o b t e m o s  u m  d i g r a f o  D chamado uma - o r i e n t a ç ã o  de G .  O g r a  

f o  G é e n t ã o  chamado - g r a f o  s u b j a c e n t e  a  D. 

U m  c o n j u n t o  é maximal  ( m i n i m a l )  em r e l a ç ã o  a  uma p r o  

p r i e d a d e  P q u a n d o  e l e  p o s s u i  a q u e l a  p r o p r i e d a d e  e  n ã o  é s u b c o n  - 

j u n t o  de nenhum c o n j u n t o  q u e  p o s s u a  a q u e l a  p r o p r i e d a d e .  



Um g r a f o  ( V 2 , E 2 )  é um s u b g r a f o  d o  g r a f o  ( V 1  ,El) q u a n d o  

V 2  C V 1  e  E 2  C_ E1.  (V1  ,El ) é um s u p e r g r a f o  de ( V 2  , E 2 ) .  Se a d i c i o  - 

n a l m e n t e  V 1  = V 2 ,  e n t ã o  ( V 2 , E 2 )  é um s u b g r a f o  g e r a d o r  de (V1  ,E1) 

e  (Vl ,E1)  é um s u p e r g r a f o  g e r a d o r  de ( V 2 , E 2 )  O g r a f o  ( V 2 , E 2 )  é 

chamado s u b g r a f o  i n d u z i d o  de (V1  ,E1) s e  p a r a  q u a l q u e r  v , w E  V 2 ,  

( v , w )  El i m p l i c a  ( v ,w )  E E 2 .  Uma c l i q u e  do g r a f o  é um s u b g r a  - 

f o  compl  e  t o .  

S e j a  D um d i g r a f o .  S e u  s u b g r a f o  g e r a d o r  m i n i m o  e  s u p e r  - 

g r a f o  g e r a d o r  máx imo q u e  p r e s e r v a m  a  a1 c a n ç a b i  l i l d a d e  de D  s ã o  a  

r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  e  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de D, r e s p e c t i  vamen - 

t e .  O f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de D  é também chamado c o n j u n t o  p a r  

c i a l m e n t e  o r d e n a d o  ( p o s e t )  i n d u z i  do  p o r  D. - 

Um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G = (V ,E)  é -- c o n e x o  s e  e x i s t e  

um c a m i n h o  e n t r e  cada  p a r  de v é r t i c e s  d o  g r a f o .  Se G n ã o  é cone  - 

xo e l e  é d i t o  d e s c o n e x o .  Um g r a f o  sem a r e s t a s  é chamado t o t a l  

m e n t e  d e s c o n e x o .  Dado v  E V ,  a  c E, n o t a r e m o s  p o r  G - v  o  g r a f o  - 

o b t i d o  de  G p e l a  r e t i r a d a  de G do v é r t i c e  v  e  t o d a s  as a r e s t a s  

i n c i d e n t e s  a  e 1  e ,  e  p o r  G - a  o  g r a f o  o b t i d o  de G p e l a  r e t i  r a d a  
- 

da  a r e s  t a  a. Se G é c o n e x o  e G - v  é d e s c o n e x o ,  e n t ã o  v  e  um 

v é r t i c e  de a r t i c u 3 i a ç ã o .  Um g r a f o  c o n e x o  G = (V ,E)  com I V I  > 2  e  - 

sem v é r t i c e s  de a r t i c u l a ç ã o  é d i t o  b i c o n e x o .  Os c o m p o n e n t e s  - co 

n e x o s  de G s ã o  os  s u b g r a f o s  c o n e x o s  m a x i m a i  s  de G.  Da mesma f o r  - 

ma, o s  -- c o m p o n e n t e s  b i c o n e x o s  de G s ã o  o s  s u b g r a f o s  b i c o n e x o s  ma - 

x i m a i s  de G. 

Um d i g r a f o  D  = ( V , E )  é f o r t e m e n t e  c o n e x o  s e  p a r a  c a d a  

( v , w ) ,  v,w c V ,  e x i s t e  um c a m i n h o  de v  p a r a  w. Um d i g r a f o  D  é 

u n i l a t e r a l m e n t e  c o n e x o  s e  p a r a  q u a l q u e r  p a r  de v é r t i c e s  ( v , w ) ,  

e x i s t e  um c a m i n h o  de v  p a r a  w  o u  de w  p a r a  v.  T o d o  d i g r a f o  f o r  - 

t e m e n t e  c o n e x o  é u n i  l a t e r a l  m e n t e  c o n e x o .  



Uma - o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  de D é uma s e q u ê n c i a  

v l , v 2 ,  . , vn de t o d o s  os s e u s  v é r t i c e s ,  t a l  que  s e  v i  a l c a n ç a  

v e n t ã o  i < j. 
j 

Uma - á r v o r e  é um g r a f o  conexo e  a c T c l i c o .  U m  c o n j u n t o  

de á r v o r e s  d i s j u n t a s  é chamado uma - f l o r e s t a .  Uma - á r v o r e  e n r a i z a  

da T é uma á r v o r e  em que s e l e c i o n a m o s  u m  v é r t i c e  a r b i t r ã r i o  cha  - - 

mado -- r a i z .  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de uma á r v o r e  e n r a i z a d a ,  s e n d o  

v mais  p róx imo da r a i z  do que w ,  e n t ã o  v é o  - p a i  de w e  w u m  - f i  

1 ho de v .  Notaremos p o r  P a i ( w )  e  F i l h o (  v )  o  p a i  de w e  o  f i l h o  

de v ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Se e x i s t e  um caminho de v a  w em uma á r  - 

v o r e  e n r a i z a d a ,  t a l  que v e s t ã  mais  p róx imo da r a i z  do que w , 

e n t ã o  v é um - a n c e s t r a l  de w e  ' 6 u m  - d e s c e n c e n t e  de v .  O con jun  - 

t o  de a n c e s t r a i s  e  d e s c e n t e n d e s  de v s e r á  d e n o t a d o  p o r  a n c e s (  v )  

e  d e ~ c ( ~ ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Os v é r t i c e s  de a n c e s ( v )  - { v )  s ã o  

o s  - a n c e s t r a i s  p r ó p r i o s  de v e  os v é r t i c e s  de d e s c ( v )  - I v j  os  

d e s c e n d e n t e s  p r ó p r i o s  de v .  U m  v é r t i c e  d i f e r e n t e  da  r a i z  e  de - 

g r a u  1 numa á r v o r e  e n r a i z a d a  é chamado de -- f o l h a  ou - v é r t i c e  t e r -  

m i n a l .  U m  v é r t i c e  que não  é uma f o l h a  é chamado - v é r t i c e  i n t e -  

r i o r .  O -- n i v e l  de u m  v é r t i c e  v em uma á r v o r e  e n r a i z a d a  é i g u a l  

a  u m  mais  o  comprimento do caminho da r a i z  p a r a  v .  P o r t a n t o ,  o  

n r v e l  da r a i z  é u m .  Notaremos p o r  NIV(v)  o  n i v e l  de v .  

Um d i g r a f o  D é e n r a i z a d o  s e  e x i s t e  u m  v é r t i c e ,  chamado 

r a i z  do d i g r a f o  , que a l c a n ç a  t o d o s  os o u t r o s  v é r t i c e s  de D.  Uma 
- 
a r v o r e  e n r a i z a d a  d i r e c i o n a d a  é u m  d i g r a f o  a c i c l i c o  em que  e x a t a  - - 

mente u m  v é r t i c e ,  a  r a i z ,  tem g r a u  de e n t r a d a  z e r o ,  e n q u a n t o  

que os o u t r o s  v é r t i c e s  têm g r a u  de e n t r a d a  u m .  Os c o n c e i t o s  j á  

v i s t o s  p a r a  á r v o r e  e n r a i  z ada  s e r ã o  também v ã l i d o s  p a r a  a r v o r e  

e n r a i  z ada  d i  r e c i  o n a d a .  



- 
Uma s u b á r v o r e  ( s u b á r v o r e  - e n r a i z a d a )  T1 de uma a r v o r e  

( á r v o r e  e n r a i z a d a )  T  é um s u b g r a f o  de T ,  de modo que  TI s e j a  

uma á r v o r e  ( á r v o r e  e n r a i  z a d a )  . 
Uma - á r v o r e  g e r a d o r a  de um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G é 

um s u b g r a f o  g e r a d o r  de G q u e  é uma á r v o r e .  A s s i m  um g r a f o  n ã o  

d i r e c i o n a d o  G t em uma á r v o r e  g e r a d o r a  s e  e  s o m e n t e  s e  e l e  é c o  - 

n e x o ,  c a s o  c o n t r á r i o  o  c o n j u n t o  de á r v o r e s  g e r a d o r a s  de  s e u s  

c o m p o n e n t e s  c o n e x o s  d e f i n e  uma f l o r e s t a  g e r a d o r a  de G.  

M u i t o s  a l g o r i  tmos q u e  f a z e m  u s o  de á r v o r e s  e n r a i z a d a s  

n e c e s s i t a m  v i s i t a r  os v é r t i c e s  da á r v o r e  em a l g u m a  ordem.  As 

v i s i t a s  comuns s ã o :  p r é - o r d e m ,  p ó s - o r d e m ,  o r d e m  s i m é t r i  ca .  

V i s i  t a  em P r é - O r d e m :  - 

1. V i s i t a r  a  r a i z  r .  

2.  V i s i t a r  em p r é - o r d e m  as  s u b á r v o r e s  com r a i z e s  

v1 , v2  ,..., V ( f i l h o s  de r ) , n e s s a o r d e m .  K 

V i s  i t a  em Pós-Ordem:  - 

1. V i s i t a r  em p ó s - o r d e m  as  s u b ã r v o r e s  com r a i z e s  

em v1  ,v2,. . . ,vk , n e s s a  o r d e m .  

2.  V i s i t a r  a  r a i z  r. 

V i s i t a r  em Ordem S i m é t r i c a :  

1. V i s i t a r  em o r d e m  s i m é t r i c a  a  s u b á r v o r e  a  e s q u e r d a .  

2 .  V i s i t a r  a  r a i z  r. 

3. V i s i t a r  em o r d e m  s i m é t r i c a  a  s u b á r v o r e  a  d i r e i t a .  

OBS: As v i s i t a s  m a i s  u t i l i z a d a s  n e s t a  t e s e  s e r ã o  em p r é - o r d e m .  



Um -- l i s t a  é uma s e q u ê n c i a  f i n i  t a  de o b j e t o s .  F r e q u e n t e  v 

mente  os  a l g o r i  tmos envolvem i n s e r ç ã o  e  r e t i r a d a  de u m  e lemen - 

t o  da l i s t a  ( n o  começo,  no meio ou no f i m ) .  P a r a  p e r c o r r e r  uma 

l i  s t a  em ambas as  di  r e ç õ e s  usamos uma - l i s t a  dupl amente  l i g a d a  

( e n c a d e a d a ) .  Uma p i l h a  é uma l i s t a  em que os  o b j e t o s  s ó  podem 

s e r  i n s e r i d o s  ou r e t i r a d o s  após  o  u l t i m o  e l e m e n t o  ( T O P O ) .  Uma 

f i l a  é uma l i s t a  em que  o s  o b j e t o s  s ã o  i n s e r i d o s  em uma e x t r e  - 

mi dade e  r e t i r a d o s  da o u t r a .  

A - m a t r i z  de a d j a c ê n c i a  é uma m a t r i z  N x  N ,  t a l  que 

c a d a  e l e m e n t o  b é d e f i n i d o  com bi  = 1  s e  ( v i  , v  ) C E e  b .  .=O 
i  j j J J  

c a s o  c o n t r á r i o .  A -- m a t r i z  de a l c a n ç a b i l i d a d e  é uma m a t r i z  N x N ,  

onde c a d a  e l e m e n t o  b i j  é t a l  que bi = 1  s e  o  v é r t i c e  vi a l c a n  - 

ça  v j ,  e  b i j  = O  c a s o  c o n t r á r i o .  P a r a  u m  g r a f o  não d i r e c i o n a d o ,  

a  -- m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  é uma m a t r i z  N x M y  com cada  e l e m e n t o  

b i  j d e f i n i d o  como b i j  = 1  s e  a  a r e s t a  a  é i n c i d e n t e  ao v é r t i c e  
j 

v i  e  b i  = 0  c a s o  c o n t r á r i o .  

Dado um g r a f o  ( V Y E ) y  d e f i n e - s e  p a r a  c a d a  v é r t i c e  vE V 

uma - l i s t a  de a d j a c ê n c i a  A d j (  v )  do s e g u i n t e  modo: s e  ( v , w )  E E 

e n t ã o  w E. A d j ( v ) .  O c o n j u n t o  d e s s a s  l i s t a s  de a d j a c ê n c i a ,  uma 

p a r a  c a d a  v é r t i c e ,  é chamado - e s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a .  

E x i s t e m  d i f e r e n t e s  manei r a s  de r e p r e s e n t a r  u m  g r a f o  

em u m  compu tado r .  P o r  exemp lo ,  a s  m a t r i z e s  de a d j a c ê n c i a  ou i n  - 

c i d ê n c i a  podem s e r  u sadas  p a r a  a r m a z e n a r  u m  g r a f o  d e f i n i d o  co - 
mo uma m a t r i z .  Mas a  forma que  é u s u a l  e  mai s  c o n v e n i e n t e  de 

r e p r e s e n t a r  um g r a f o  é a t r a v é s  de u m  c o n j u n t o  de l i s t a s  de ad- 

j a c ê n c i a  denominado e s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i  a .  

A medida  de e f i c i ê n c i a  de u m  a l g o r i t m o  é denominada 

Complex idade .  A comp lex idade  de tempo ( e s p a ç o )  -- de u m  a l g o r i  tmo 



é o  tempo ( e s p a ç o )  r e q u e r i d o  p e l o  a l g o r i t m o  e x p r e s s o  em f u n ç ã o  

d o  t a m a n h o  d a  e n t r a d a  d o  p r o b l e m a  em s e u  p i o r  c a s o .  O c o m p o r t a  - 

m e n t o  n o  l i m i t e  d a  c o m p l e x i d a d e  de um a l g o r i  tmo q u a n d o  o  t a m a  - 

n h o  do p r o b l e m a  a u m e n t a  6 d e n o m i n a d o  - c o m p l e x i d a d e  de  tempo ( e s  

p a ç o )  a s s i n t ó t i  c a .  As e x e c u ç õ e s  dos  a l g o r i  tmos  p r o p o s t o s  n e s t a  - 

t e s e  s ã o  a v a l i a d a s  em t e r m o s  de  e x p r e s s õ e s  em n o t a ç ã o  - 0  p a r a  

c o m p l e x i d a d e s  de  t empo  e e s p a ç o  a s s i n t ó t i  c a s  dos  a l g o r i  t m o s .  

S e j a  f uma f u n ç ã o + d e f i n i d a  p a r a  a s  v a r i á v e i s  n l , n 2 ,  . . . ,  n  K 

D i z - s e  q u e  f é 0 ( h ) ,  d e n o t a n d o - s e  p o r  f = 0 ( h ) ,  q u a n d o  e x i s t i r  

uma c o n s t a n t e  c  > O t a l  q u e  f ( n l  , n 2 , .  . . , n K )  5 C h ( Ve r 

K N  UTH4 7 ,  . 
A l g o r i  tmo p o l i n o m i a l  é um q u e  a p r e s e n t a  uma s o l u ç ã o  - 

c o r r e t a  em um tempo T ,  l i m i t a d o  p o r  um p o l i n ô m i o  no  c o m p r i m e n t o  

d a  e n t r a d a ,  q u a i s q u e r  q u e  s e j a m  s e u s  d a d o s .  E x i s t e m  m u i t o s  p r o  - 

b l e m a s  p a r a  o s  q u a i s  o s  m e l h o r e s  a l g o r i  tmos s ã o  mui t o  v a g a r o  - 

s o s ,  r e q u e r e n d o  0 ( 2 ~ )  t e m p o .  A1 g u n s  d e s s e s  p r o b l e m a s  têm s i d o  

r e a l m e n t e  p r o v a d o s  t e r  l i m i t e s  - e x p o n e n c i a i s .  O u t r o s  p e r t e n c e m  

a  uma c l a s s e  chamada  p r o b l e m a s  - NP - c o m p l e t o .  A p e n a s  p a r a  i l u s  - 

t r a ç ã o ,  um p r o b l e m a  N P - c o m p l e t o  a d m i t e  a l g o r i t m o  e x p o n e n c i a l  

p a r a  r e s o l v ê - l o ,  mas n a d a  s e  p o d e  a f i r m a r ,  a t é  o  momento ,  s o  - 

b r e  a  e x i s t ê n c i a  de  um a l g o r i t m o  p o l i n o m i a l .  P a r s . u m a  d e f i n i  - 
ç ã o  e  e s t u d o  d e s t a  c l a s s e  de  p r o b l e m a  v e r  G A R E Y  & J O H N S O N ~ ' .  



BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

1 )  - INTRODUÇÃO 

O o b j e t i  v o  d e s t e  c a p r t u l o  é d e s c r e v e r  d e t a l  h a d a m e n t e  

s o b r e  uma das  T é c n i c a s  de B u s c a  em G r a f o s ,  q u e  é c o n h e c i d a  c o  - 

mo BUSCA E M  PROFUNDIDADE o u  BACKTRACKING. 

I n i c i a l m e n t e  s e r á  e x p l i c a d a  a  I d é i a  B á s i c a  d e s t a  Téc  - 

n i c a  de B u s c a .  Como um g r a f o  p o d e  s e r  n ã o  d i  r e c i o n a d o  o u  d i  r e  - 

c i o n a d o ,  s e r á  n e c e s s á r i o  d i v i d i r  e s t a  B u s c a  em duas  p a r t e s :  

- B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  em G r a f o s  Não D i  r e c i o n a d o s ;  

- B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  em G r a f o s  D i  r e c i o n a d o s .  

A  i d é i a  b á s i c a  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  é a  mesma p a  

r a  e s s a s  duas  d i v i s õ e s ,  mas a  á r v o r e  g e r a d o r a  r e s u l t a n t e  s e r á  

d i f e r e n t e  p a r a  c a d a  c a s o .  Também s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  e x e m p l o s  

e x p l i c a t i v o s ,  a l g o r i  tmos com r e s p e c t i v a s  c o m p l e x i d a d e s  e  p r g  

p r i e d a d e s  i m p o r t a n  t e s .  

A  t é c n i c a  de BACKTRACKING t e m  s i d o  comumente u s a d a  e  

des c r i  t a  como uma e s  t r a t é g i  a  i mpo r t a n  t e  p a r a  r e s o l  v e r  v á r i  os 

p r o b l e m a s  c o m p u t a c i o n a i s  em T e o r i a  dos G r a f o s .  E  de f a t o ,  e l a  

s e  t o r n a  a s s i m  t ã o  Ú t i l  p o i s  a l é m  d a  s i m p l i c i d a d e  d a  i d é i a ,  o  

a l g o r i t m o  de b u s c a  é l i n e a r  em tempo e  e s p a ç o .  



A Busca em Pro fund idade  em um g r a f o  q u a l q u e r ,  G = ( V , E ) ,  

é f e i t a  da s e g u i n t e  manei r a :  

I n i c i a l m e n t e ,  s e l e c i o n a - s e  e  v i s i t a - s e  u m  v é r t i c e  

s  E V ( v é r t i c e  i n i c i a l ) .  Então e x p l o r a - s e  q u a l q u e r  a r e s t a  ( s , w )  - 

i n c i d e n t e  em - s ,  v i s i t a - s e  w .  - 

Como passo  g e r a l ,  u m  v é r t i c e  q u a l q u e r  - w a  s e r  e x p l o r a -  

do,  que s e j a  a d j a c e n t e  ao v é r t i c e  mais recentemente  v i s i t a d o  - v ,  

pode rá  j á  t e r  s i d o  v i s i t a d o  a n t e s  ou não.  Se - w j á  f o i  v i s i t a d o ,  

e n t ã o  r e t o r n a - s e  a  - v e  e s c o l h e - s e  uma o u t r a  a r e s t a  i n c i d e n t e  

em - v ,  e  a i n d a  não e x p l o r a d a .  Se - w não f o i  v i s i t a d o ,  v i s i t a - s e  

w e  a p l i c a - s e  o  p r o c e s s o  r e c u r s i v a m e n t e  s o b r e  w .  Após comple - - - 

t a r  a  busca  a t r a v é s  de todas  as a r e s t a s  i n c i d e n t e s  em - w ,  r e t d r  - 

na- se  a  - v ,  o  v é r t i c e  do qual  - w f o i  a l cançado  p r i m e i r o .  

E s t e  p r o c e s s o  de s e l e c i o n a r  a r e s t a s  não e x p l o r a d a s  i n  - 

c i d e n t e s  em - v c o n t i n u a  a t é  que a  l i s t a  d e s s a s  a r e s t a s  acabe.As - 

s i m ,  a  busca  em pro fund idade  i r á  t e r m i n a r  quando voltamos a  - s  

( v é r t i c e  i n i c i a l )  e  não encontramos nenhuma a r e s t a  a  s e r  e x p l o  - 

r a d a .  

Veremos, a  s e g u i r ,  d o i s  t i p o s  de Busca em Pro fund ida -  

de: uma p a r a  g r a f o s  não di r ec ionados  e  o u t r a  p a r a  Grafos Dire-  

c i  onados.  

R e f e r ê n c i a s  p a r a  p e s q u i s a :  T A R J A N ~ ~ ;  BAASE~; G O L  U M  - 

B I C ~ ~ ;  A H O ,  H O P C R O F T  & U L L M A N 1 ;  DE014; DE017; REINGOLD, NIEVER - 

G E L T  & D E C P ;  E V E N ~ ~ .  



3)  -- BUSCA EM PROFUNDIDADE EM GRAFOS NÃO-DIRECIONADOS 

Se G = (V ,E)  é um g r a f o  c o n e x o  n ã o  d i r e c i o n a d o ,  e n t ã o  

t o d o  v é r t i c e  s e r ã  v i s i t a d o  e  t o d a  a r e s t a  s e r á  e x p l o r a d a  uma 

s ó  v e z  em ambas as d i r e ç õ e s  ( i s t o  é ,  duas  v e z e s ) .  

Se G n ã o  é c o n e x o ,  e n t ã o  uma b u s c a  é f e i t a  p a r a  c a d a  

c o m p o n e n t e  c o n e x o .  

3 . 1 )  - EXEMPLO 

A  f i g u r a  ( 1 1 1 . 1 )  i l u s t r a  como a  b u s c a  em p r o f u n d i d a  - 

de e x a m i n a  um g r a f o  n ã o  d i  r e c i  o n a d o  G = ( V , E ) ,  r e p r e s e n t a d o  

p o r  uma e s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a .  

Começamos com a  e s c o l h a  de um v é r t i c e  a r b i t r á r i o  - S .  

De - s  e x p l o r a m o s  a  p r i m e i r a  a r e s t a  e n c o n t r a d a ,  q u e  é ( s , b ) .  Co - 

m o b  - é u m v é r t i c e q u e n u n c a  f o i  v i s i t a d o a n t e s ,  n ó s  f i c a m o s  

em b  e  buscamos a  p r i m e i r a  a r e s t a  n ã o  e x p l o r a d a  e n c o n t r a d a  em 

b ,  q u e  é ( b , c ) .  A g o r a ,  n o  v é r t i c e  c ,  a  p r i m e i r a  a r e s t a  n ã o  e x  - - - 

p l o r a d a  q u e  e n c o n t r a m o s  é ( c , s ) .  Nós buscamos  ( c , s )  e  e n c o n  - 

t r a m o s  - s  q u e  f o i  p r e v i a m e n t e  v i s i  t a d o .  A s s i m ,  r e t o r n a m o s  a  

c ,  v i s i t a n d o  a  a r e s t a  ( c , s )  de a l g u m a  m a n e i r a  ( c o m o  uma l i n h a  - 

t r a c e j a d a  n a  f i g u r a  ( I 1 1  . I ) )  p a r a  p o d e r  d i s t i n g u i - l a  das  a r e s  - 

t a s  como ( b , c ) ,  q u e  l e v a m  a  n o v o s  v é r t i c e s .  V o l t a n d o  ao v é r t i  

c e  - c ,  o b s e r v a m o s  uma o u t r a  a r e s t a  n ã o  e x p l o r a d a  e buscamos a  

p r i m e i r a  q u e  e n c o n t r a m o s  q u e  é ( c , a ) .  N o v a m e n t e ,  como - a  é um 

v é r t i c e  n o v o ,  n ó s  f i c a m o s  em - a  e  exam inamos  uma a r e s t a  n ã o  e x  - 

p l o r a d a ,  n e s t e  c a s o  ( a , b ) .  Como - b  j á  f o i  p r e v i a m e n t e  v i s i t a d o ,  

n ó s  v i s i t a m o s  a  a r e s t a  ( a , b )  com uma l i n h a  t r a c e j a d a  e  r e t o r -  



namos a  - a .  A s s i m ,  como n ã o  e x i s t e  a r e s t a  n ã o  e x p l o r a d a  em a  , 

v o l t a m o s  a  - c .  E m  - c e n c o n t r a m o s  uma a r e s t a  n ã o - e x p l o r a d a  ( c , d )  , 
J 

q u e  n ó s  a g o r a  e x p l o r a m o s .  Como - d  é um v é r t i c e  n o v o ,  n ó s  pe rma-  

necemos  em - d  e  examinamos  uma a r e s t a  n ã o  e x p l o r a d a  em - d ,  q u e  é 

( d , s ) .  Como - s é um v é r t i c e  j á  v i s i t a d o ,  n ó s  v i s i t a m o s  ( d , s )  com 

uma l i n h a  t r a c e j a d a .  Agora  - d  e s t á  c o m p l e t a m e n t e  e x a m i n a d o  e as - 

s i m  r e t o r n a m o s  a  - c .  E m  - c  n ã o  e n c o n t r a m o s  a r e s t a s  n ã o  e x p l o r a  - 

d a s .  E n t ã o ,  v o l t a m o s  p a r a  - b e  f i n a l m e n t e  v o l t a m o s  p a r a  - S .  To - 

d a s  a s  a r e s t a s  i n c i d e n t e s  em - s  j ã  f o r a m  e x p l o r a d a s ,  o  q u e  s i g  

n i f i c a  q u e  e s t e  p r o c e s s o  a q u i  t e r m i n a .  

G r a f o  Dado G = ( V , E )  

F i g u r a  1 1 1 . 1  - E s t r u t u r a  de Busca  

em P r o f u n d i d a d e .  

E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i  a :  

s -+ b ,  c ,  d  

F i g u r a  1 1 1 . 2  - A r v o r e  Gerado  - 

r a  de  B u s c a  em 
P r o f u n d i d a d e  T 



F i g u r a  1 1 1 . 3  - A r v o r e  g e r a d o r a  d i  r e c i o n a d a  d e  - 

B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  T ' .  

3 . 2  ) A R V O R E  G E R A D O R A  D E  BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

A B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  g e r a  uma á r v o r e  e n r a i z a d a  T y  

q u e  é c o m p o s t a  p o r  a r e s t a s  q u e  l e v a m  a  n o v o s  v é r t i c e s  d u r a n t e  

a  b u s c a ,  e q u e  sráo m o s t r a d a s  com l i n h a s  s ó l i d a s  n a  f i  g u r a  

( 1 1 1 . 1 ) .  E s s a  á r v o r e  g e r a d o r a  e n r a i z a d a  T ,  q u e  r e s u l t a  d a  a p l i  - 

c a ç ã o  d a  t é c n i c a  d e  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  em u m  g r a f o  n ã o - d i r e  - 

c i o n a d o ,  c o n e x o  G = (VyE)  s e r á  c l a s s i f i c a d a  como - A r v o r e  G e r a d o -  

r a  d e  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e .  C a s o  o  g r a f o  G n ã o  s e j a  c o n e x o ,  - 

o b t e r e m o s  uma F l o r e s t a  G e r a d o r a  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e .  

As a r e s t a s  de  G q u e  p e r t e n c e m  à A r v o r e  G e r a d o r a  de  Bus - 

c a  em P r o f u n d i d a d e  Ty s ã o  c h a m a d a s  a r e s t a s  de  ã r v o r e ;  e  a s  a r e s  - 
! 

t a s  de  G q u e  n ã o  e s t ã o  em T  s ã o  d e n o m i n a d a s  - a r e s t a s  de  r e t o r  

n o  ( n a  f i g u r a ( I I 1  . l )  s ã o  r e p r e s e n t a d a s  p o r  l i n h a s  t r a c e j a d a s ) .  A - 

e s t r u t u r a  f o r m a d a  p o r  e s s e s  d o i s  t i p o s  de  a r e s t a s  é d e n o m i n a d a  

E s t r u t u r a  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  ( F i g u r a ( I I I . 1 ) ) .  - - -- - 

Podemos d i  r e c i  o n a r  a  ã r v o r e  T  da  r a i  z  a t é  a s  f o l h a s  , e  

a s s i m  o b t e r e m o s  uma A r v o r e  G e r a d o r a  Di r e c i  o n a d a  de  B u s c a  em Pro - - 



fund idade  T '  ( V e r  F i g u r a ( I I I . 3 ) ) .  - 

3 . 3  ) ALGORITMOS P A R A  BUSCA E M  PROFUNDIDADE -- 

3.3.1.) O p r o c e s s o  de busca em pro fund idade  pode s e r  f a c i l m e n t e  

d e s c r i t o  p o r  u m  s i m p l e s  a l g o r i  tmo r e c u r s i v o :  

Algor i  tmo A :  - 

Procedimento  B P R (  v )  ; 

V i s i t a r  e  marcar  v ; 

Enquanto e x i s t i  r u m  v é r t i c e  desmarcado w a d j a c e n -  

t e  a  v - e f e t u a r  

B P R ( w  ) ;  

E m  u m  procedimento  r e c u r s i v o  a  e s t r u t u r a  de chamadas po - 

de s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r  uma á r v o r e  com r a i z ,  onde cada 

v é r t i c e  r e p r e s e n t a  uma chamada r e c u r s i  va p a r a  o p roced i  - 

mento. A ordem em que as  chamadas s ã o  e x e c u t a d a s  c o r r e s  - 

ponde a  uma busca  em pro fund idade  na á r v o r e .  S e j a ,  po r  

exemplo,  a  d e f i n i ç ã o  r e c u r s i v a  da s e q u ê n c i a  de Fibonacci: 

F ( 0 )  = O ,  F ( l )  = 1 ,  e  p a r a  n - > 2 ,  F ( n )  = F ( n - 1 )  + F ( n - 2 ) .  

A e s t r u t u r a  de chamadas pa ra  uma computação r e c u r s i v a  

de F5 é mostrada na f i g u r a  ( 1 1 1 . 4 ) .  Cada v é r t i c e  é r o t u  - 

l a d o  com o  v a l o r  c o r r e n t e  de - n ,  i s t o  é, o  - n pa ra  o  qual  

a  s u b á r v o r e  e n r a i  zada naque le  v é r t i c e  computa. Fn. A o r  - 



dem da  e x e c u ç ã o  d a s  chamadas  r e c u r s i  v a s  e s t á  i n d i c a d a  n a  
- 

f i g u r a  ( 1 1 1 . 4 ) .  E s t a  o r d e n a ç ã o  de  v é r t i c e s  na  á r v o r e  e  

também c o n h e c i d a  como p r é - o r d e m  ( O b s . :  Sabemos  q u e  e mui - 

t o  i n e f i c i e n t e  c o m p u t a r  o s  números  de F i b o n a c c i  r e c u r s i  - 

v a m e n t e ;  e s t e  e x e m p l o  é u s a d o  s o m e n t e  p a r a  i l u s t r a r  a  c o  - 

n e x ã o  e n t r e  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  e  r e c u r s ã o ) .  

F i g u r a  ( 1 1 1 . 4 )  

3.3.2 ) P a r a  i m p l e m e n t a r  a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e ,  n ó s  p r e c i s a m o s  

f a z e r  d i s t i n ç ã o  e n t r e  v é r t i c e s  q u e  a i n d a  n ã o  f o r a m  v i s i  - 

t a d o s  e  v é r t i c e s  q u e  f o r a m  v i s i t a d o s .  I s t o  pode  s e r  f e i  - 

t o  n u m e r a n d o  s u c e s s i v a m e n t e  o s  v é r t i c e s  de 1  a  I V I  quan  - 

do o s  v i s i t a m o s .  I n i c i a l m e n t e ,  f a z e m o s  n u m ( v )  = 0 ,  p a r a  

t o d o  V EV, p a r a  i n d i c a r  q u e  nenhum v é r t i c e  f o i  v i s i t a d o .  

Q u a n d ò  v i s i t a m o s  um v é r t i c e  v  p e l a  p r i m e i r a  v e z ,  f a z e m o s  

n u m ( v )  r e c e b e r  u m  v a l o r  d i f e r e n t e  de z e r o .  T a l  b u s c a  em 

p r o f u n d i d a d e  é d a d a  p e l o  a l g o r i  tmo B .  O p r o c e d i m e n -  



t o  r e c u r s i v o  B P ( v )  , r e a l i z a  a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  no  

g r a f o  G = ( V , E ) ,  c o n t e n d o  v ,  e  c o n s t r õ i  uma á r v o r e  g e r a  - 
- 

d o r a  de  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  T p a r a  o  g r a f o ;  - u  e  p a i  

de  - v  n a  á r v o r e .  S e  o  g r a f o  G n ã o  6 c o n e x o ,  T s e r á  uma 

f l o r e s t a .  

A1 g o r i  tmo B :  p a r a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em um g r a f o  , - 

u s a n d o  a  p r o c e d u r e  r e c u r s  i v a  B P ( v ) .  

E n t r a d a :  - Um g r a f o  n ã o - d i  r e c i o n a d o  G = ( V y E )  r e p r e s e n  - 

t a d o  p o r  uma e s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a ,  on - 

de  A d j ( v )  = c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  a d j a c e n  - 

t e s  a  v. 

Uma p a r t i ç ã o  de E em um c o n j u n t o  T de  a r e s  - 

t a s  de á r v o r e  e u m  c o n j u n t o  R de  a r e s t a s  

de r e t o r n o .  



P r o c e d i m e n t o  B P ( v )  ; - 
i n i c i o  

P a r a  -- w & A d j ( v )  e f e t u a r  

Se  num(w) = O /Se  w é m a r c a d o  " n ã o - v i s  i t a d o H /  
e n t ã o  I n l c i o  -- 

[ ( v , ~ )  é uma a r e s t a  de  á r v o r e ]  

T  + T U { ( v y w ) ) ;  

BP(w 1; 
Fi m - 

s e n ã o  
S e  num(w) < n u m ( v )  g w # u  - 

e n t ã o  I n i c i o  -- 
[(v ,w) é uma a r e s t a  de r e t o r n o 5  

r e t o r n e  : - 
Fi m -- 

I n i c i o  -- / P r o g r a m a  P r i n c i p a l  / 
8. P a r a  x €  V -. e f e t u a r  n u m ( x )  + O ;  /Marque  x  " n ã o  v i s i t a d o " /  -- 

9 .  i t O ;  

T t R t  + ;  

1 0 .  -- P a r a  x  € V e f e t u a r  - S e  n u m ( x )  = O e n t ã o  -- 
B P ( x ) ;  



N o t a :  S e  num(w) = 0 ,  e n t ã o  a  a r e s t a  ( v , w )  é uma a r e s t a  -- -- 

d e  á r v o r e ,  ao p a s s o  q u e  s e  n u m ( ~ )  # O ,  o  t e s t e  - -- 

p a r a  d e t e r m i n a r  s e  ( v , ~ )  é uma a r e s t a  - de  r e t o r n o  
- 
e  "num(w)  < n u m ( v )  e  w # u " .  P o i s ,  s e  w = u e n  - 

t ã o  ( v , w )  é n e c e s s a r i a m e n t e  a r e s t a  de á r v o r e .  Se  

num(w) > n u m ( v )  , e n t ã o  a  a r e s t a  de  r e t o r n o  ( v , w )  

j á  f o i  e x p l o r a d a ,  q u a n d o  w e r a  o  t o p o  da  p i l h a .  

C o m p l e x i d a d e :  Como uma chamada  p a r a  B P  é f e i t a  e x a t a  - 

m e n t e  uma vez  p a r a  c a d a  v é r t i c e  v i s i t a -  

do r e c e n t e m e n t e ,  B P  6 chamada  I V I  v e z e s .  

P a r a  c a d a  c h a m a d a ,  a  q u a n t i d a d e  de t r a b a  - 

l h o  f e i t a  é p r o p o r c i o n a l  ao  número  de  

a r e s  t a s  i n c i d e n t e s  em u m  t a l  v é r t i  ce .  P o r  - 

t a n t o  o  tempo e  e s p a ç o  r e q u e r i d o s  p a r a  

uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em u m  g r a f o  não 

d i r e c i o n a d o  é ú ( I V I  + I E l ) .  

3.3.3) B P ( v )  é u m  e x e m p l o  de  u m  p r o c e d i m e n t o  r e c u r s i  vo e  pode  

s e r  imp l i emen tado  u s a n d o  uma p i l h a .  Quando uma chamada  

p a r a  e 1  a  mesma é f e i  t a ,  o s  v a l o r e s  c o r r e n t e s  de  t o d a s  

a s  v a r i á v e i s  l o c a i s  p a r a  o  p r o c e d i m e n t o  e a  l i n h a  do  

p r o c e d i m e n t o ,  que f a z  a  c h a m a d a ,  s ã o  a r m a z e n a d o s  no t o  - 

po da  p i l h a .  D e s t a  manei  r a ,  q u a n d o  o  c o n t r o l e  é r e t o r  - 

n a d o ,  a  c o m p u t a ç ã o  pode  c o n t i n u a r  o n d e  h a v i a  p a r a d o .  

Ve r a1 go ri tmo C .  



A l g o r i  tmo C :  
v 

E n t r a d a :  - G r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  G = ( V , E )  ; v  c V ,  o  v é r  

t i c e  do q u a l  a  b u s c a  começa .  

N o t a ç ã o :  - P é uma p i l h a ,  i n i c i a l m e n t e  v a z i a .  O v é r t i c e  

no  t o p o  da  p i l h a  é r e f e r i  do  p o r  Topo .  

1 .  V i s i t a r ,  m a r c a r  e  c o l o c a r  v na p i l h a  P .  

2 .  - E n q u a n t o  P é n ã o - v a z i a  - e f e t u a r  

3. - E n q u a n t o  e x i s t i  r um v é r t i c e  d e s m a r c a d o  w 

a d j a c e n t e  a o  t o p o  

e f e t u a r  v i s i t a r ,  m a r c a r  e  c o l o c a r  -- 
w n a  p i l h a  

Fi m - /w é a g o r a  t o p o /  

5 .  . R e t i r a r  da  P i l h a  P. 

F i m .  - 



3.4 )I - PROPRIEDADES 

E m  g e r a l  , u m  g r a f o  pode t e r  mui t a s  á r v o r e s  ge radoras  

de busca em pro fund idade .  De f a t o  e x i s t e ,  p o r  exemplo,  uma l i  - 

berdade  de e s c o l h a  dos v é r t i c e s  da l i n h a  2 n o  Algor i tmo B ,  co - 

mo também do v é r t i c e  i n i  c i  a1 . 
Uma e s t r u t u r a  de Busca em Pro fund idade  tem algumas im - 

p o r t a n t e s  e  Ú t e i s  p r o p r i e d a d e s :  

( P 1 )  - Se v é u m  a n c e s t r a l  p r ó p r i o  de w em T -- e n t ã o  

n u m ( ~ )  < n u m ( ~ ) .  

( P 2 )  - Para  cada a r e s t a  ( v , w )  de G ,  s e j a  a r e s t a  de 

á r v o r e  ou a r e s t a  de r e t o r n o ,  v s e r á  um an - 

c e s t r a l  de w ou v i c e - v e r s a .  

Prova - Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de á r v o r e  e n t ã o  a  

prova 6 i m e d i a t a  p e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  de 

a r e s t a  de á r v o r e .  

S e j a  ( v , w )  uma a r e s t a  de r e t o r n o .  

Suponhamos que v é v i s i t a d o  a n t e s  dew (sem pe rda  de 

g e n e r a l i d a d e ) ,  no s e n t i d o  que B P ( v )  é chamada a n t e s  de B P ( w ) .  

Assim, quando v é a l c a n ç a d o ,  w a i n d a  e s t á  com N U M  i g u a l  a  z e r o  

(w não f o i  a l c a n ç a d o ) .  Todos os v é r t i c e s  novos v i s i t a d o s  p o r  

B P ( v ) ,  s e  tornarão descenden tes  de v na e s t r u t u r a  de Busca em 

Pro fund idade .  Mas B P ( v )  não pode t e r m i n a r  a t é  que w s e j a  a l c a n  - 

çado,  desde que w e s t e j a  na l i s t a  de a d j a c ê n c i a  de v .  



( P g )  - S e j a  T uma á r v o r e  g e r a d o r a  de B u s c a  em P r o  - 

f u n d i d a d e  de um g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  

G = (V ,E ) .  E n t ã o  t o d o  caminho  C em G c o n t é m  

um v é r t i c e  p  t a l  que t o d o s  os v é r t i c e s  em 

C s ã o  d e s c e n d e n t e s  de p  em T.  

P r o v a  - Se jam:  C um c a m i n h o  em G e  p  o  v é r t i c e  de 

C mai s  p r ó x i  mo da r a i  z s em T .  

Suponhamos p o r  - a b s u r d o  que C c o n t é m  um v é r t i c e  que não  

é d e s c e n d e n t e  de p .  E n t ã o ,  n e c e s s a r i a m e n t e ,  C c o n t é m  uma a r e s t a  

( v,w) t a l  que w E d e s c ( p )  e  v  6 d e s c ( p ) .  O b v i a m e n t e  v f f d e s c ( w )  ; 

s e n ã o  v  e s t a r i a  em d e s c ( p ) .  Se, p o r  o u t r o  l a d o ,  w C d e s c ( v )  en  - 
- 

t ã o  p  e  v  e s t ã o  n o  caminho  de s a  w em T. Nesse c a s o  a  u n i  ca  

p o s s i b i l i d a d e ,  de a c o r d o  com as h i p ó t e s e s  a c i m a ,  s e r i a  p  e s t a r  

em d e s c ( v ) ,  o  que c o n t r a d i z  o  f a t o  de p  s e r  o  v é r t i c e  de C m a i s  

p r ó x i m o  d e s .  Ass im,  v +  d e s c ( w )  e  w f i d e s c ( v )  o  que  s i g n i f i c a  

que  ( v , w )  não  é uma a r e s t a  de á r v o r e ,  nem uma a r e s t a  de r e t o r n o ,  

o  que é uma -- c o n t r a d i ç ã o .  



4 )  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE E M  GRAFOS DIRECIONADOS 

A i d é i a  b á s i c a  p a r a  s e  f a z e r  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  -- -- 

em g r a f o s  d i r e c i o n a d o s  é a  mesma p a r a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  pa  - 

r a  g r a f o s  n ã o - d i  r e c i  o n a d o s .  C o n t u d o ,  q u a n d o  a p l i c a m o s  t a l  b u s c a  

a  g r a f o s  d i r e c i o n a d o s  ( d i  g r a f o s )  , a  e s t r u t u r a  r e s u l t a n t e  s e r á  

m a i s  c o m p l i c a d a  do q u e  u m  c o n j u n t o  de " a r e s t a s  de á r v o r e "  e  u m  

c o n j u n t o  de " a r e s t a s  de r e t o r n o "  q u e  j á  f o r a m  v i s t a s  p a r a  gr?  

f o s  n ã o - d i  r e c i o n a d o s .  E s t a  c o m p l i c a ç ã o  o c o r r e  p o r q u e  a s  a r e s t a s  

em u m  d i g r a f o  j á  e s t ã o  o r i e n t a d a s  e  n ó s  n ã o  t emos  l i b e r d a d e  de 

b u s c á - l a s  na  d i r e ç ã o  de n o s s a  e s c o l h a  ( c o n f o r m e  f o i  f e i t o  p a r a  

b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em u m  g r a f o  n ã o - d i r e c i o n a d o ) .  

O q u e  devemos o b s e r v a r  é q u e  n a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  

em u m  g r a f o  d i  r e c i o n a d o  D = ( V , E )  a s  a r e s t a s  s e r ã o  p a r t i c i  o n a d a s  

em q u a t r o  c a t e g o r i a s  : 

1 0  - A r e s t a s  de A r v o r e  

S ã o  a r e s t a s  q u e  l e v a m  a  n o v o s  v é r t i c e s  d u r a n t e  a 

b u s c a .  

20 - A r e s t a s  de Avanço 

S ã o  a r e s t a s  q u e  v ã o  de a n c e s t r a i s  p a r a  d e s c e n d e n  - 

t e s ,  mas n ã o  s ã o  a r e s t a s  de á r v o r e .  

39 - A r e s t a s  de R e t o r n o  

S ã o  a r e s  t a s  q u e  vão de d e s c e n d e n t e s  p a r a  a n c e s  - 

t r a i  S .  



40  - A r e s t a s  de C r u z a m e n t o  

S ã o  a s  q u e  e s t ã o  e n t r e  v é r t i c e s  q u e  n ã o  s ã o  nem 

a n c e s t r a i s  e  nem d e s c e n d e n t e s  um d o  o u t r o .  

Os a l g o r i t m o s  A e  C ,  q u e  j á  v imos  a n t e r i o r m e n t e ,  t a m  - 

bém p o d e r ã o  s e r  u t i l i z a d o s  p a r a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em g r c  

f o s  d i  r e c i o n a d o s  . 
C o n s i d e r e  a g o r a  o  q u e  i r á  a c o n t e c e r  q u a n d o  buscamos  

a s  a r e s t a s  de um d i g r a f o  D ,  a o  l o n g o  d e  s u a s  o r i e n t a ç õ e s ,  du  - 

r a n t e  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em D .  Como j á  v imos  a n t e s ,  n ó s  

d e t e r m i n a m o s  u m  número  em s é r i e ,  n u m ( x )  , p a r a  c a d a  - x ,  a  p r i m e i  - 

r a  v e z  q u e  o  v i s i t a m o s .  E s s e s  números  s ã o  p e r m a n e n t e m e n t e  d e  - 

s i g n a d o s  p a r a  o s  v é r t i  c e s  e  i n d i c a m  a  o r d e m  em q u e  o s  mesmos 

f o r a m  v i s  i t a d o s .  Quando e n c o n t r a m o s  uma a r e s t a  ( v,w) q u e  a i n d a  

n ã o  f o i  b u s c a d a ,  - w pode  t e r  s i d o  o u  n ã o  p r e v i a m e n t e  v i s i t a d o .  

S e  - w n ã o  f o i  p r e v i a m e n t e  v i s i t a d o ,  a  a r e s t a  ( v,w) é m a r c a d a  co  - 

mo uma - a r e s t a  de  á r v o r e ,  e x a t a m e n t e  como no  g r a f o  n ã o - d i r e c i o -  

n a d o .  S e w  - já f o i  p r e v i a m e n t e  v i s i t a d o ,  e n t ã o w  - pode  s e r  ou  

n ã o  u m  a n c e s t r a l  de  - v , em c o n t r a s t e  com o  c a s o  n ã o  - d i  r e c i o n a  

d o  em q u e  w - e r a  s e m p r e  um a n c e s t r a l  de - v .  S e  - w é u m  a n c e s t r a l  

p r ó p r i o  de - v ,  e n t ã o  c l a r a m e n t e  num(w) < n u m ( v )  e  ( v , w )  é uma 

a r e s t a  - de  - r e t o r n o .  Se  w n ã o  é u m  a n c e s t r a l  de v  e  num(w)>num(v), 
- 

e n t ã o  w d e v e  s e r  u m  d e s c e n d e n t e  de v  e  a  a r e s t a  ( v , w )  e  chama - 

da uma a r e s t a  d e  a v a n ç o ;  e l a  r e p r e s e n t a  u m  c a m i n h o  a1 t e r n a d o  -- - -- 
de v  p a r a  w .  P o r  o u t r o  l a d o ,  s e  n u m ( ~ )  < n u m ( ~ )  e  w n ã o  é nem 

a n c e s t r a l  e  nem d e s c e n d e n t e  de  v ,  e n t ã o  a  a r e s t a  (v, .w) é chama - 

da  uma - a r e s t a  de  c r u z a m e n t o .  - - 



4 . 1  ) - E X E M P L O  

A f i g u r a  ( 1 1 1 . 5 )  m o s t r a  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em 

um d i g r a f o  e  a  p a r t i ç ã o  r e s u l t a n t e  de  a r e s t a s  n o s  s u b c o n j u n t o s  

j á  v i s t o s  a n t e r i o r m e n t e .  O d i g r a f o  é r e p r e s e n t a d o  p o r  uma e s  - 

t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a s ,  e  a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  é i n i c i a d a  a  

p a r t i r  de u m  v é r t i c e  - a ,  e s c o l h i d o  a r b i t r a r i a m e n t e .  Os números  

e s c r i t o s  e n t r e  p a r e n t e s e s ,  a o  l a d o  da F i g u r a  ( I I I . 5 ) ,  r e p r e s e n  - 

tam v a l o r e s  num, i s t o  é ,  a  o r d e m  em q u e  o s  v é r t i c e s  f o r a m  v i s i  

t a  d o s .  

> a r e s t a s  de á r v o r e  

e---- > a r e s t a s  d e  r e t o r n o  

- .-. _ > a r e s t a s  de  a v a n ç o  

. . . . . > a r e s t a s  de c r u z a m e n t o  

D i q r a f o  D :  



E s t r u t u r a  de  ~ d j a c ê n c i  a  : 

F i g u r a  1 1 1 . 5  - E s t r u t u r a  D i r e c i o n a d a  d e  B u s c a  - 

em P r o f u n d i  d a d e .  

F i g u r a  I  1 1 . 6  - F l o r e s  t a  G e r a d o r a  Di r e c i o n a d a  - 

d e  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e .  



4 . 2  ) A R V O R E  G E R A D O R A  DIRECIONADA DE BUSCA EM PROFUNDIDADE 

A B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  em u m  d i g r a f o  D = ( V , E )  g e r a  

uma á r v o r e  ( o u  f l o r e s t a )  e n r a i z a d a  d i r e c i o n a d a  T q u e  é compos 

t a  p o r  a r e s t a s  de á r v o r e .  E s s a  á r v o r e  T é d e n o m i n a d a  -- A r v o r e  

( o u  -. F l o r e s t a )  - G e r a d o r a  - Di r e c i o n a d a  --- d e  B u s c a  - em - P r o f u n d i d a d e .  

( F i g u r a  ( 1 1 1 . 6 ) ) .  

A e s t r u t u r a  o b t i d a  d a  a p l i c a ç ã o  da  t é c n i c a  d e  Busca  

em P r o f u n d i d a d e  em u m  d i g r a f o  D = ( V Y E ) ,  e  q u e  é f o r m a d a  p o r  

a r e s t a s  de  á r v o r e ,  a r e s t a s  de  r e t o r n o ,  a r e s t a s  de  a v a n ç o  e  a r e s  - 

t a s  d e  c r u z a m e n t o ,  é d e n o m i n a d a  E s t r u t u r a  - D i r e c i o n a d a  -- d e  B u s c a  

em P r o f u n d i d a d e .  ( F i g u r a  ( 1 1 1 . 5 ) ) .  - - 

OBS.: A á r v o r e  ( o u  f l o r e s t a )  g e r a d a  p o r  uma b u s c a  em p r o f u n d i  - - 

d a d e  n ã o  é Ú n i c a ,  e  a  c l a s s i f i c a ç ã o  d a s  a r e s t a s  d e p e n d e :  

a )  d a  o rdem a r b i t r á r i a  n a  q u a l  o s  v é r t i c e s  e  a r e s t a s  do 

d i g r a f o  o r i g i n a l  s ã o  d a d a s  n a  e s t r u t u r a  d e  a d j a c ê n -  

c i a ,  e  

b )  d a  e s c o l h a  d o  v é r t i c e  i n i c i a l .  



4 . 3  ) - ALGORITMOS P A R A  BUSCA E M  PROFUNDIDADE E M  GRAFOS DIRECIO- 

NADOS. 

A1 q o r i  tmo D :  

OBS. : -- V a r i á v e l  - m - d e n o t a  o  Ú l t i m o  N U M  d e s i g n a d o  p a r a  a1 - 

gum v e r t i  c e .  

V a r i á v e l  - n  - d e n o t a  o  Ú l t i m o  P N U M  d e s i g n a d o  p a r a  

a1 gum v é r t i c e .  

ND(v)  - c o n t a  o  número  de d e s c e n d e n t e s  d e  c a  - 

d a  v é r t i c e  v  na á r v o r e  g e r a d o r a  T. 
* 

NUM(v) - f o r n e c e  a  o r d e m  em q u e  o  v é r t i c e  - v  e  

e x p l o r a d o  d u r a n t e  a  b u s c a .  

NUM(v)=O s s e  v  n ã o  f o i  e x p l o r a d o .  

PNUM(v) - f o r n e c e  a  v  u m  n ú m e r o ,  q u a n d o  v  é r e  - 

t i r a d o  d a  p i l h a .  

PN UM(v) = O  s s e  v a i n d a  n ã o  f o i  r e t i r a d o  da  p i  l h a  

E n t r a d a :  - G r a f o  d i  r e c i o n a d o  D = ( V , E )  , r e p r e s e n t a d o  p e  - 

l a  e s t r u t u r a  de  a d j a c ê n c i a  A D J ( v ) ,  p a r a  v 1 5  V .  

S a i d a :  -- Uma p a r t i ç ã o  de E em um c o n j u n t o  T  de a r e s t a s  

de  á r v o r e ,  u m  c o n j u n t o  R de a r e s t a s  de R e t o r  - 

n o ,  u m  c o n j u n t o  A de a r e s t a s  de  a v a n ç o  e  u m  

c o n j u n t o  C de a r e s t a s  de  c r u z a m e n t o .  





I n i c i o  / P r o g r a m a  P r i n c i p a l  / 
m +  O ;  

P a r a  c a d a  v é r t i c e  x  e f e t u a r  NUM(x)  + PNUM(x) +- O ;  -- - 
P a r a  x  C V e f e t u a r  Se NUM(x)  = O e n t ã o  -- - - -- 

C o m p l e x i d a d e :  O t empo  e  e s p a ç o  r e q u e r i  dos p a r a  uma b u s c a  - 

em p r o f u n d i d a d e  em um g r a f o  d i r e c i o n a d o  s e  - 

r á  também ú ( I V I  + I E I ) ,  p e l o  mesmo m o t i v o  

j á  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e  p a r a  g r a f o s  n ã o  d i  - 
reei onados  . 

4 . 4 )  - PROPRIEDADES 

( P 1 )  - Suponha  q u e  t o d o s  os  v é r t i c e s  de um g r a f o  d i  r e  - 

c i o n a d o  D s ã o  a l c a n ç á v e i s  do  v é r t i c e  s ,  e  q u e  

as  a r e s t a s  de D  s ã o  d i v i d i d a s  em q u a t r o  c a t e g o  - 

r i a s  u s a d a s  n o  A l g o r i t m o  D. E n t ã o :  

i )  As a r e s t a s  de á r v o r e  f o r m a m  uma á r v o r e  d i  - 

r e c i o n a d a  T com r a i  z s q u e  c o n t é m  t o d o s  

os v é r t i c e s  em D. 

i i )  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de r e t o r n o ,  e n t ã o  

NUM(w) < NUM(v)  e  e x i s t e  um c a m i n h o  de w 

p a r a  v e m  T .  

i i i )  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de a v a n ç o ,  e n t ã o  

e x i s t e  um c a m i n h o  de V p a r a  w  em T .  



i v )  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de c r u z a m e n t o ,  e n t ã o  

n ã o  e x i s t e  um c a m i n h o  de v  p a r a  w em T e  

também n ã o  e x i s t e  um c a m i n h o  de w p a r a  v  

em T .  

( P q )  - Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de á r v o r e ,  o u  uma a r e s t a  

de a v a n ç o ,  o u  uma a r e s t a  de c r u z a m e n t o  e n t ã o  

PNUM(v) < PNUM(w). Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de r e  - 

t o r n o  e n t ã o  PNUM(v) > PNUM(w). 

( P j )  - S e j a  v  um v é r t i c e  em D. E n t ã o  o  n ú m e r o  de des  - 

tendentes de v  n a  á r v o r e  g e r a d o r a  T é dado  p o r  

( P 4 )  - As a f i r m a ç õ e s  a b a i x o :  ( i ) ,  ( i i ) ,  ( i i i )  e  ( i v )  

s ã o  e q  u i  v a l e n t e s  . 
i )  E x i s t e  u m c a m i n h o  de v p a r a  w e m T .  

i i )  NUM(v)  - < NUM(w) NUM(v)  t N D ( v ) .  

i i i )  PNUM(v) - < PNUM(w) < PNUM(v) t N D ( v ) .  

i v )  NUM(v)  - < NUM(w) e  PNUM(v) - < PNUM(w). 

A p r o p r i e d a d e  ( P 4 )  n o s  dá  t r ê s  m é t o d o s  p a r a  i d e n t i f i -  

c a r  o s  d e s c e n d e n t e s  de um v é r t i c e , e  p e r m i t e - n o s  i d e n -  

t i f i c a r  a r e s t a s  de r e t o r n o ,  a v a n ç o  e  c r u z a m e n t o , s e  de - 

s e  j a r m o s .  



( P 5 )  - D é a c i c l i c o  s e  somente  s e  D não tem a r e s t a s  de 

r e t o r n o .  

Prova  - Se D tem uma a r e s t a  de r e t o r n o  ( v , w ) ,  e n t ã o  a  

a r e s t a  de r e t o r n o  e  o  c o n j u n t o  de a r e s t a s  de 

á r v o r e  un indo  v e  w formam u m  c i c l o .  Se D não 

tem a r e s  t a s  de r e t o r n o ,  t o d a s  as a r e s t a s  ( v , w )  

s a t i s f a z e m :  P N U M (  V )  < P N U M ( w )  . Como q u a l q u e r  

c i c l o  em D deve t e r  p e l o  menos uma a r e s t a  (v,w) 

com PNUM(v) > P N U M ( w ) ,  e n t ã o  D não tem c i c l o s .  

( P 6 )  - S e j a  p u m  caminho de v p a r a  w .  

Suponha que N U M ( v )  N U M ( w ) .  En tão  p  contém a l -  

gum a n c e s t r a l  comum de v e  w em T .  ( V e r  p rova  

em T A R J A N ~ ~ ) .  

5 )  - CONCLUSÃO 

E m  resumo podemos d i z e r  que a  Busca em P r o f u n d i d a d e  em -- - - 
u m  g r a f o  não d i r e c i o n a d o  G = ( V , E )  i r á  p a r t i c i o n a r  a s  a r e s t a s  - -- 
de E em d o i s  c o n j u n t o s  T e  R .  Uma a r e s t a  ( v  , w )  é c o l o c a d a  no 

c o n j u n t o  T s e  o  v é r t i c e  w não t i v e r  s i d o  p r e v i a m e n t e  v i s i t a d o ,  

quando  e s t a m o s  no v é r t i c e  v ,  c o n s i d e r a n d o  a  a r e s t a  ( v , w ) .  Ca - 

s o  c o n t r á r i o  a  a r e s t a  ( v  , w )  é c o l o c a d a  no  c o n j u n t o  R .  As a r e s  - 

t a s  que  e s t ã o  em T s ã o  chamadas - a r e s t a s  de á r v o r e ,  e  a s  que - -- 

e s t ã o  em R s ã o  chamadas - a r e s t a s  de r e t o r n o .  

P o r  s u a  v e z ,  a  Busca - em P r o f u n d i d a d e  em u m  g r a f o  d i  r e -  ----- 
c i o n a d o  D = ( V , E )  i r á  p a r t i c i o n a r  a s  a r e s t a s  de E em q u a t r o  con - - 
j u n t o s :  T y  R ,  A ,  C ,  que s ã o ,  r e s p e c t i v a m e n t e  c o n j u n t o s  de a r e s  - 



t a s  de á r v o r e ,  a r e s t a s  de r e t o r n o ,  a r e s t a s  de avanço e  a r e s t a s  

de cruzamento.  

Esses  d o i s  t i p o s  de busca s e r ã o  r e s o l v i d o s  com comple- 

x idade  O ( I V [  + I E ~ ) ,  o  que s i g n i f i c a  que a  t é c n i c a  de Busca em 

Pro fund idade  é e f i c i e n t e .  



CAPITULO I V  

BUSCA E M  LARGURA -- 

1 )  - INTRODUÇÃO 

O m é t o d o  de B u s c a  a  s e r  e s t u d a d o ,  n e s t e  p r e s e n t e  c a p i  - 

t u l o ,  é c o n h e c i d o  como " B u s c a  em L a r g u r a " ,  q u e  é também uma 

b o a  t é c n i c a  u t i l i z a d a  p a r a  e x p l o r a r  um d e t e r m i n a d o  g r a f o .  T a l  

g r a f o  p o d e r á  s e r  n ã o  d i  r e c i o n a d o  o u  d i r e c i o n a d o ,  da i '  a  n e c e s  - 

s i d a d e  de d i v i d i  rmos e s t e  m é t o d o  em duas  p a r t e s :  

- B u s c a  em L a r g u r a  em G r a f o s  N ã o - D i  r e c i o n a d o s ;  

- B u s c a  em L a r g u r a  em G r a f o s  D i r e c i o n a d o s .  

P a r a  c a d a  uma d e s s a s  duas  d i v i s õ e s ,  s e r ã o  d e s c r i  t o s :  

A1 g o r i  tmos  com r e s p e c t i v a s  compl  e x i  dades  , Exemp l  os  q u e  a u x i  - 

l i a m  n o  e n t e n d i m e n t o  da  t é c n i c a  e  P r o p r i e d a d e s  q u e  s ã o  i m p o r  - 

t a n  t e s .  

A  i d é i a  b á s i c a  de B u s c a  em L a r g u r a  e m u i t o  s i m p l e s  e  

o  a l g o r i t m o  é e f i c i e n t e  p o i s  t e m  c o m p l e x i d a d e  l i n e a r  em tempo 

e  e s p a ç o .  



Na -- B u s c a  - em L a r g u r a  o s  v é r t i c e s  s ã o  e x a m i n a d o s  d e  a c o r  - 

d o  com uma o r d e n a ç ã o  dada  p e l o  número  d e  a r e s t a s  dos  m e n o r e s  

c a m i n h o s  e n t r e  e l e s  e  u m  v é r t i c e  a r b i  t r ã r i o  v ,  mas f i x o .  S ã o  

e x a m i n a d o s  t o d o s  o s  v é r t i c e s  de uma mesma d i s t â n c i a  em c a d a  

p a s s o .  

E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  n a  B u s c a  - -  em L a r g u r a  s e l e c i o n a m o s  

u m  v é r t i c e  e  o  c o l o c a m o s  em uma f i l a  i n i c i a l m e n t e  v a z i a  de  v é r  

t i c e s  a  s e r e m  v i s i  t a d o s .  R e p e t i d a m e n t e  removemos ,o  v é r t i  c e  - x  

da c a b e ç a  da f i  l a  e  e n t ã o  i n s e r i m o s  na  f i l a  t o d o s  o s  v é r t i c e s  

a d j a c e n t e s  a  - x  q u e  n u n c a  f o r a m  c o l o c a d o s  n a  f i l a .  E s t e  p r o c e s  - 

s o  c o n t i n u a  a  s e r e x e c u t a d o  a t é q u e  a  f i l a  s e  t o r n e  v a z i a ,  o  

q u e  s i g n i f i c a  q u e  a  Busca  em L a r g u r a  t e r m i n o u .  

Como n o  c a s o  de  Busca  em P r o f u n d i d a d e ,  a  B u s c a  em L a r  - 

g u r a  (BL)  é e x e c u t a d a  uma Ú n i c a  v e z  p a r a  c a d a  c o m p o n e n t e  c o n e  - 

xo d o  g r a f o .  P o r t a n t o ,  n e s t a  B u s c a ,  c a d a  v é r t i c e  é v i s i t a d o  s o  - 

m e n t e  uma v e z .  

A B u s c a  em L a r g u r a  s e r á  d i v i d i d a  em d u a s  p a r t e s :  

- B u s c a  em L a r g u r a  em G r a f o s  N ã o - D i r e c i o n a d o s ;  

- B u s c a  em L a r g u r a  em G r a f o s  Di r e c i o n a d o s .  

R e f e r ê n c i a s  p a r a  p e s q u i s a :  BAASE3, DE017, GOLUMBIC33. 



3 )  - BUSCA E M  L A R G U R A  E M  GRAFOS NÃO-DIRECIONADOS 

Uma Busca em Largura  em u m  g r a f o  não-di r ec ionado  

G = ( V , E )  p a r t i c i o n a  o  c o n j u n t o  de a r e s t a s  em q u a t r o  ca t ego-  

r i  a s :  

l ?  - A r e s t a s  de Arvore (-->)- s ã o  a r e s t a s  que levam - 

a  novos v é r t i c e s  d u r a n t e  a  b u s c a .  

20  - A r e s t a s  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o  ( - . - . - > )  - a  a r e s  - - 

t a  ( x , y )  é uma a r e s t a  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o  s e  

IN1V(y) - N1V(x) 1 = 1  e  ( x , y )  não é a r e s t a  de á rvo  - 

re  . 

30 - A r e s t a s  e n t r e  i  rmãos ( o o o o ~ o  > - ) - a  a r e s t a  (x,y) 

é d i t a  s e r  a r e s t a  e n t r e  i  rmãos s e  Pai ( x )  = Pai ( y )  

e  NIV(x) = NIV(y) .  

40 - A r e s t a s  e n t r e  primos (*****>) - a  a r e s t a  ( x , y )  e  - 

d i t a  s e r  a r e s t a  e n t r e  primos s e  NIV(x) = NIV(y) 

e  ( x , y )  não é a r e s t a  e n t r e  i  rmãos. 



3 . 1  ) - EXEMPLO 

A f i g u r a  ( I V . l )  i l u s t r a  como a b u s c a  em l a r g u r a  e x a m i  - 

n a  o  g r a f o  n ã o - d i  r e c i o n a d o  G = ( V , E )  , r e p r e s e n t a d o  p o r  uma e s  - 

t r u t u r a  d e  a d j a c ê n c i  a :  

E s t r u t u r a  d e  A d j a c ê n c i  a :  

a  : b ,  c ,  e ,  f 

b  : a ,  d ,  c ,  f  

C : a ,  b ,  d ,  e  

d :  b ,  c ,  g  

e : a ,  c ,  g  

f : a ,  b 

g : d , e  

F i g u r a  I V . l  - E s t r u t u r a  d e  B u s c a  em L a r g u r a  - 



F i g u r a  IV.2 - Arvore  Geradora  - F i g u r a  IV. 3 - Arvore  Gerado - 

de Busca em L a r  - 

g u r a  T 

r a  D i  r e c i  ona- 

da  de Busca 

em La rgu ra  T '  

Começamos a  Busca em L a r g u r a  e s c o l h e n d o  u m  v é r t i c e  a r  - 

b i  t r á r i o  - a e  c o l o c a n d o - o  em uma f i l a  i n i c i a l m e n t e  v a z i a .  Remo - 

vemos - a  da cabeça  da f i l a  e  i n t r o d u z i m o s  na f i l a  t o d o s  os  vér - 

t i c e s  a d j a c e n t e s  a  - a ,  que nunca fo ram c o l o c a d o s  na f i l a  que 

s ã o :  - b ,  5 ,  e, f. Assim exp lo ramos  a s  a r e s t a s  ( a , b ) ,  ( a ,  c )  , 

( a ,  e )  e  ( a ,  f ) ,  com l i n h a s  s ó l i d a s  ( a r e s t a s  de á r v o r e ) .  O vér - 

t i c e  - b e s t á  a g o r a  na cabeça  da f i l a .  Removemos - b  e colocamos 

na  f i l a  o  v é r t i c e  - d ,  a d j a c e n t e  a  - b ,  ( q u e  nunca f o i  c o l o c a d o  

na f i l a )  e  exp lo ramos  a  a r e s t a  ( b , d )  (com uma l i n h a  s ó l i d a  - 
a r e s t a  de á r v o r e ) .  Os v é r t i c e s  - c  e  - f  s ã o  a d j a c e n t e s  a  - b ,  mas 

e l e s  j á  e s t a v a m  na f i l a .  Como P a i ( b )  = P a i ( c )  e  N I V ( b ) = N I V ( c ) ,  

a  a r e s t a  ( b , c )  s e r á  e x p l o r a d a  como a r e s t a  e n t r e  i r m ã o s ;  Temos 

que NIV(b) = NIV( f )  e  P a i ( b )  = P a i ( f ) ,  l o g o  ( b , f )  é e x p l o r a d a  

como a r e s t a  entre i r m ã o s .  O v é r t i c e  - a  é também é a d j a c e n t e  a  - b, 

mas como - a  já f o i  r e t i r a d o  da f i l a ,  não  i  remos e x p l o r a r  nenhu - 

ma a r e s t a ,  p o i s  n e s s e  c a s o  s i g n i f i c a  que  a  a r e s t a  ( a , b )  j ã 

f o i  e x p l o r a d a  a n t e s .  Agora temos que  - c  e s t á  na c a b e ç a  da f i l a .  



R e t i r a m o s  - c  d a  f i l a  e  e x p l o r a m o s  a  a r e s t a  ( c , d )  como a r e s t a  e n  - 
4 

t r e  t i o  e s o b r i n h o  p o i s  I N I V ( d )  - N I V ( C ) ~  = 1  e  ( c , d )  n ã o  e  

a r e s t a  d e  á r v o r e .  D e p o i s  e x p l o r a m o s  a  a r e s t a  ( c , e ) ,  como a r e s -  

t a  e n t r e  i r m ã o s  p o i s  P a i ( c )  = P a i ( e )  e N I V ( c )  = N I V ( e ) .  E s t a m o s  

em - e  e  o  r e t i r a m o s  da f i l a .  O v é r t i c e  g  c a d j a c e n t e  a  e e  nun - - - 

c a  f o i  e x p l o r a d o .  A s s i m  i n t r o d u z i m o s  g  n a  f i l a  e e x p l o r a m o s  a  - 

a r e s t a  ( e ,  g )  como a r e s t a  d e  á r v o r e .  Os d e m a i s  vé r t i ce s  a d j a c e n  

t e s  a  e ,  q u e  s ã o  - a  e - c  j á  f o r a m  e x p l o r a d o s  e r e t i r a d o s  d a  f i l a .  

R e t i r a m o s  e n t ã o  f d a  c a b e ç a  da  f i l a .  Como t o d o s  o s  v é r t i c e s  a d  - - 

j a c e n t e s  a  f j ã  f o r a m  e x p l o r a d o s  e r e t i r a d o s  d a  f i l a ,  t e r e m o s  - 
p a r a  c a b e ç a  d a  f i l a  o  v é r t i c e  - d .  Removendo d  i r e m o s  e x p l o r a r  a  - 

a r e s t a  ( d , g )  como a r e s t a  e n t r e  p r i m o s  p o i s  N I V ( d )  = NIV(g)  e 

( d ,  g )  n ã o  é a r e s t a  e n t r e  i r m ã o s .  Os v é r t i c e s  b  e  c  a d j a c e n t e s  - - 

a  - d  e  o s  v é r t i c e s  - d  e - e a d j a c e n t e s  a  g  - j á  f o r a m  e x p l o r a d o s  e  

r e t i r a d o s  d a  f i l a ;  l o g o  r e t i r a m o s  g  da) f i l a  e  a s s i m  a  f i l a  s e  
- 

t o r n a  v a z i a ,  o  q u e  s i g n i f i c a  q u e  a  B u s c a  em L a r g u r a  t e r m i n o u .  

3 .2  ) A R V O R E  G E R A D O R A  D E  BUSCA E M  L A R G U R A  

A B u s c a  em L a r g u r a  g e r a  uma A r v o r e  e n r a i  z a d a  T y  q u e  é 

c o m p o s t a  p o r  a r e s t a s  q u e  l e v a m  a  n o v o s  v é r t i c e s  d u r a n t e  a  b u s  - 

c a ,  e q u e  s ã o  m o s t r a d a s  com l i n h a s s ó l i d a s  n a  f i g u r a  ( I V . 1 ) .  

E s s a  á r v o r e  g e r a d o r a  e n r a i z a d a  T y  q u e  r e s u l t a  da  a p l i c a ç ã o  da 

t é c n i c a  d e  B u s c a  em L a r g u r a  em um g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  G=(V,E), 

c o n e x o ,  s e r á  c l a s s i f i c a d a  como A r v o r e  G e r a d o r a  de B u s c a  em L a r  ----- 

g u r a  ( F i g u r a ( I V . 2 ) ) .  C a s o  o  g r a f o  G n ã o  s e j a  c o n e x o ,  o b t e r e m o s  

uma - F l o r e s t a  G e r a d o r a  de B u s c a  em L a r g u r a .  
7 -- - 



As a r e s t a s  d e  G q u e  p e r t e n c e m  à A r v o r e  G e r a d o r a  d e  Bus  - 

c a  em L a r g u r a  T ,  s ã o  c h a m a d a s  a r e s t a s  - de  á r v o r e ;  e  a s  a r e s t a s  

d e  G q u e  n ã o  e s t ã o  em T  s ã o  d e n o m i n a d a s  - a r e s t a s  e n t r e  i r m ã o s  -- -- 

(oooooo)  ) ,  - a r e s t a s  -- e n t r e  -- p r i m o s  (******)) e  a r e s t a s  e n t r e  t i o  --- -- - 

e s o b r i n h o  ( - . - . - > ) .  A E s t r u t u r a  f o r m a d a  p o r  e s s a s  q u a t r o  a r e s  - - - 

t a s  é d e n o m i n a d a  -- E s t r u t u r a  de  B u s c a  em L a r g u r a  ( F i g u r a  ( I V . l ) ) .  

P o d e m o s  d i  r e c i  o n a r  a  á r v o r e  T d a  r a i  z a t é  a s  f o l h a s ,  e  

a s s i m  o b t e r e m o s  uma - A r v o r e  G e r a d o r a  D i r e c i o n a d a  d e  B u s c a  em L a r  

g u r a  ( V e r  F i g u r a  ( I V . 3 ) ) .  -- 

3 . 3 )  - ALGORITMOS PARA BUSCA E M  L A R G U R A  

A t é c n i c a  d e  B u s c a  em L a r g u r a  a p l i c a d a  em um g r a f o  n ã o  

d i r e c i o n a d o  p o d e  s e r  d e s c r i t a  p e l o  a l g o r i t m o  a b a i x o .  

E n t r a d a :  U m  g r a f o  n ã o  d i  r e c i  o n a d o  G = (VYE) r e p r e s e n t a d o  - 

p e l a  e s t r u t u r a  d e  a d j a c ê n c i  a  A D J ( v )  , p a r a  vCV. 

S a T d a :  Uma p a r t i ç ã o  d e  E n o s  s e g u i n t e s  c o n j u n t o s :  T  -- - 

de  a r e s t a s  d e  á r v o r e ;  - S  d e  a r e s t a s  e n t r e  t i o  

e  s o b r i n h o ;  - I d e  a r e s t a s  e n t r e  i r m ã o s ;  e  - P  d e  

a r e s  t a s  e n t r e  p r i  m o s .  



Método: Todos os  v é r t i c e s  s ã o  i n i c i a l m e n t e  marcados "nun -- - 

c a  e n f i l e i r a d o " .  O P roced imen to  B L  é usado p a r a  

v i s i t a r  u m  v é r t i c e .  Um V e t o r  N B L  r e g i s t r a  a  o r  - 

dem em que  os v é r t i c e s  s ã o  e n f i l e i  r ados  e  v i s i t a  - 

dos .  

P roced imen to  BL(x)  

I n i c i o  

1 .  -- P a r a  y  C A d j ( x )  e f e t u a r  

2 .  Se NBL(y) = O / y  e s t á  marcado "nunca e n f i l e i r a d o n /  

e n t ã o  I n i c i o  
A d i c i o n e  a  a r e s t a  ( x , y )  a  T ;  

6 .  A d i c i o n e  y  a  F; 

Fi m - 
s e n ã o  -- 

Se NIV(y) - NIV(x) = 1  
e n t ã o  A d i c i o n e  a  a r e s t a  ( x , y )  a  S .  -- 

R e t o r n e  

s e n ã o  
Se NIV(y) - NIV(x) = O 

e n t ã o  Se P a i ( x )  = P a i ( y )  

e n t ã o  A d i c i o n e  ( x , y )  a  I ;  -- 
s e n ã o  A d i c i o n e  ( x , y )  a  P ;  

Fi m 



I n i c i o  -- / P r o g r a m a  P r i n c i p a l  / 

T +- S + I +- P + @ ; F  + F i l a  V a z i a ;  

P a r a  V E V e f e t u a r  

NBL(v)  + O  /Marque  v  " n u n c a  e n f i l e i r a d o M /  

E n q u a n t o  F  é v a z i a  e  e x i s t e  v  e V m a r c a d o  " n u n c a  en - - 
f i l e i  r a d o "  - E f e t u a r  

I n í c i o  -- A d i c i o n e  V a  F ;  

E n q u a n t o  F  n ã o  e v a z i a  - E f e t u a r  

I n i c i o  -- x  +- c a b e ç a  de  F ;  

F + -  F -  x ;  

Fim /F im do  P r o g r a m a  P r i n c i p a l /  -- 

C o m p l e x i d a d e :  Uma chamada  a  B L ( x )  é f e i t a  e x a t a m e n t e  uma - 

v e z  p a r a  c a d a  v é r t i c e  do  g r a f o  G = ( V , E )  , 

l o g o  B L ( x )  é chamada  \ V I  v e z e s .  P a r a  c a d a  

c h a m a d a ,  a  q u a n t i d a d e  d e  t r a b a l h o  6 p r o p o r  

c i o n a l  a o  n ú m e r o  de  a r e s t a s  i n c i d e n t e s  em 

c a d a  v é r t i c e .  P o r t a n t o ,  o  t empo  r e q u e r i d o  

p a r a  f a z e r  uma b u s c a  em l a r g u r a  em um g rA  

f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  é ú ( \ V I  + I E I ) .  

U m  o u t r o  a l g o r i t m o  p a r a  B u s c a  em L a r g u r a ,  q u e  6 uma i m -  

p , l : e m e n t a ç ã o  l i n e a r  p a r a  o  A l g o r i t m o  E a c i m a ,  é o  s e g u i n t e :  



Algor i tmo  F: Busca em L a r g u r a  

E n t r a d a :  Grafo  não d i r e c i o n a d o  G =  ( V , E ) ;  v E V é : o  vér -- - 

t i c e  do q u a l  a  busca  começa. 

Notação :  F é uma f i l a ,  i n i c i a l m e n t e  v a z i a .  - 

" x  + F" s i g n i f i c a  remover  o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  

( x )  da f i l a .  

I n f c i o  

V i s i t a r  e  m a r c a r  v.  I n s e r i r  v em F;; 

Enquanto  F é d i f e r e n t e  de v a z i o  - e f e t u a r  

x + F  

Pa ra  c a d a  v é r t i c e  w desmarcado a d j a c e n t e  -- 

a  x e f e t u a r  

V i s i t a r  e  m a r c a r  w ; 

I n s e r i r  \v em F ; 

Complex idade :  O ( I V I  + ] E ] ) .  



3.4 ) - PROPRIEDADES 

S e j a  T uma á r v o r e  g e r a d o r a  de Busca em L a r g u r a  de u m  

g r a f o  não d i r e c i o n a d o  G = ( V Y E ) .  Um g r a f o  pode t e r  mu i t a s  á r  - 

v o r e s  g e r a d o r a s  de Busca em L a r g u r a .  De f a t o ,  e x i s t e ,  p o r  exem - 

p l o ,  uma l i b e r d a d e  de e s c o l h a  dos v é r t i c e s  da l i n h a  1  no Algo - 

r i t m o  E ,  como também do v é r t i c e  i n i c i a l .  

OBS. : O nyve l  de u m  v é r t i c e  v pode s e  r também d e f i n i  - 

do r e c u r s i  vamente do s e g u i n t e  modo: 

O ,  s e  v é uma r a i z  de uma á r v o r e  i 
+ NIVEL(PAI(v) ) ,  c a s o  c o n t r á r i o  

Uma á r v o r e  g e r a d o r a  de busca  em l a r g u r a  T s a t i s f a z  à s  

s e g u i n t e  p r o p r i e d a d e s :  

( L 1 )  - Se v é um a n c e s t r a l  p r ó p r i o  de w em T ,  e n t ã o  

N B L ( v )  < N B L ( w ) .  

( L 2 )  - Cada a r e s t a  em G = ( V y E ) ,  s e j a  a r e s t a  de á r -  

v o r e ,  ou a r e s t a  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o ,  ou ares - 
t a  e n t r e  i rmãos ,  ou a r e s  t a  e n t r e  p r i  mcs, 1  i ga 

d o i s  v é r t i c e s  c u j o  nyve l  em T d i f e r e  de no 

máximo 1 ,  p o i s :  

1 )  Se ( x , y )  é uma a r e s t a  de á r v o r e  e n t ã o  

NIV(y) - NIV(x)  = 1 .  

2 )  Se ( x , y )  é uma a r e s t a  e n t r e  t i o  e  s o  

b r i n h o ,  e n t ã o  NIV(y)  - NIV(x)  = 1 .  



3 )  Se ( x , y )  é uma a r e s t a  e n t r e  i rmãos  e n t ã o  

N I V ( y )  - N I V ( x )  = 0 .  

4 )  Se ( x , y )  uma a r e s t a  e n t r e  p r i m o s  e n t ã o  

N I V ( y )  - N I V ( x )  = 0 .  

( L j )  - Se v  é um v é r t i c e  n o  c o m p o n e n t e  c o n e x o  de G c u  - 

j a  r a i z  em T é - r, e n t ã o  o  n i v e l  de V é i g u a l  ao - 

c o m p r i m e n t o  d o  m e n o r  c a m i n h o  de - r p a r a  - v  em G. 

( L 4 )  - Suponha  q u e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  de um g r a f o  n ã o  

d i  r e c i o n a d o  G = (V ,E)  s ã o  a l c a n ç á v e i s  d o  v g r t i  

c e  S .  E n t ã o :  

i )  As a r e s t a s  de á r v o r e  f o r m a m  uma á r v o r e  ge - - 

r a d o r a  T com r a i z  - S e  q u e  c o n t é m  t o d o s  os 

v é r t i c e s  de G.  

i i )  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  de á r v o r e  e n t ã o  

N B L ( v )  < N B L ( w ) .  

i i i )  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  e n t r e  i r m ã o s  e n t ã o  

N B L ( v )  < NBL(w)  e  P A I ( v )  = P A I ( w ) .  

i v )  Se ( v , w )  é uma - a r e s t a  e n t r e  p r i m o s  - e n t ã o  

N B L ( v )  < NBL(w)  e  P A I ( v )  # P A I ( w ) .  

v )  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  e h t r e  t i o  e  s o b r i -  

n h o  e n t ã o  N B L ( v )  < N B L ( w ) .  - 



4 )  - BUSCA E M  L A R G U R A  E M  GRAFOS DIRECIONADOS 

Uma b u s c a  em l a r g u r a  em u m  g r a f o  d i  r e c i o n a d o  c o n s e r v a  

a  mesma i d é i a  j á  v i s t a  p a r a  b u s c a  em l a r g u r a  em u m  g r a f o  não 

di  r e c i o n a d o .  E n t r e t a n t o ,  a g o r a  e s  tamos t r a b a l h a n d o  com di g r a  - 

f o s ,  onde a s  a r e s t a s  j á  e s t ã o  o r i e n t a d a s ,  e  não temos l i b e r d a  - 

de de b u s c á - l a s  na  d i r e ç ã o  de n o s s a  e s c o l h a ,  como j á  f o i  v i s t o  

p a r a  g r a f o s  não-d i  r e c i  onados  . 
Uma Busca em L a r g u r a  em u m  g r a f o  d i r e c i o n a d o  D = (VYE) 

p a r t i c i o n a  o  c o n j u n t o  de a r e s t a s  em s e i s  c a t e g o r i a s :  

10 - A r e s t a s  - de Arvore  (->) - s ã o  a r e s t a s  que  l e  

vam a  novos v é r t i c e s  d u r a n t e  a  b u s c a .  

20 - A r e s t a s  de R e t o r n o  ( - - - - > )  - s ã o  a r e s t a s  ( x ,  y )  -- - - 

que têm a  s e g u i n t e  c a r a c t e r í s t i c a :  NIV(x)-NIV(y)> 1  

30 - A r e s t a s  de Cruzamento ( . . . . > )  - a  a r e s t a  ( x ,  y )  -- - - 

é d i t a  s e r  a r e s t a  de c ruzamen to  s e  x  e  y  e s t ã o  
- 

em di f e r e n t e s  á r v o r e s  e a direção d e s t a  a r e s t a  e  

sempre  da d i r e i t a  p a r a  a  e s q u e r d a .  

40 - A r e s t a s  e n t r e  i rmãos ( oooso> ) - a  -- -- a r e s t a  

( x , y )  é d i t a  s e r  a r e s t a  e n t r e  i r m ã o s  s e  Pa i (x )=  

Pa i  ( y )  e  NI V (  x )  = NI V(y) . 

- 
50  - A r e s t a s  e n t r e  p r imos  ( ****>)  - a  a r e s t a  ( x , y )  e  -- -- -- 

d i t a  s e r  a r e s t a  e n t r e  p r imos  s e  NIV(x)  = N I V ( y )  e  



( x , y )  não  é a r e s t a  e n t r e  i r m ã o s .  

6 0  - A r e s t a s  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o  ( - . - . - > )  - a a r e s  -- -- - - -- - 

t a  ( x , y )  é uma a r e s t a  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o  s e  

INIV(y)  - NIV(x) 1 = 1  e  ( x , y )  não é a r e s t a  de á r v o  - 

r e .  A d i r e ç ã o  d e s t a  a r e s t a  é da d i r e i t a  p a r a  a 

e s q u e r d a .  

OBS.: As v i s i t a s  u t i l i z a d a s  e s t ã o  s e n d o  f e i t a s  em p r é  - 
ordem. 

4 .1  ) E X E M P L O  -- 

A f i g u r a  ( I V . 4 )  m o s t r a  como a  t é c n i c a  de Busca  em L a r  - 

g u r a  é a p l i c a d a  no D i g r a f o  D = ( V , E ) , q u e  é r e p r e s e n t a d o  p o r  uma 

e s t r u t u r a  de ~ d j a c ê n c i a .  A Busca em L a r g u r a  é i n i c i a d a  a  p a r  

t i r  de u m  v é r t i c e  a r b i t r á r i o  - a .  Os números a.o l a d o  dos verti - 

ce s  que p e r t e n c e m  à E s t r u t u r a  Di r e c i  onada de Busca em L a r g u r a ,  

r e p r e s e n t a m  a  ordem em que o s  vérti ce s  f o r am v i s i t a d o s .  

D i g r a f o  D:  E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a :  



F i g u r a  IV.4 - E s t r u t u r a  D i r e c i o  - - F i g u r a  IV .5  - F l o r e s t a  D i r e -  - 
n a d a  de B u s c a  em c i o n a d a  de  Bus - 

L a r g u r a .  c a  em L a r g u r a .  

4 . 2  ) - A R V O R E  G E R A D O R A  DIRECIONADA D E  BUSCA E M  L A R G U R A  

A B u s c a  em L a r g u r a  em u m  g r a f o  d i r e c i o n a d o  D = ( V , E )  ge  - 

r a  uma á r v o r e  ( o u  f l o r e s t a )  e n r a i  z a d a  d i r e c i o n a d a  T q u e  6 com 

p o s t a  p o r  a r e s t a s  de á r v o r e .  E s s a  á r v o r e  ( o u  f l o r e s t a )  T é deno  - 

m i n a d a  -- A r v o r e  ( o u  - F l o r e s t a )  - G e r a d o r a  - D i r e c i o n a d a  - de -- B u s c a  - em 

L a r g u r a  ( V e r  F i g u r a  ( I V . 5 ) ) .  - 

A e s t r u t u r a  o b t i d a  da  a p l i c a ç ã o  da  t é c n i c a  de  B u s c a  em 
- 

L a r g u r a  em u m  g r a f o  d i r e c i o n a d o  D = ( V , E )  , q u e  e  f o r m a d a  p o r  

a r e s t a s  de á r v o r e ,  a r e s t a s  de r e t o r n o ,  a r e s t a s  de c r u z a m e n t o  , 

a r e s t a s  e n t r e  i r m ã o s ,  a r e s t a s  e n t r e  p r i m o s  e  a r e s t a s  e n t r e  t i o  

e  s o b r i n h o ,  é d e n o m i n a d a  - E s t r u t u r a  - D i r e c i o n a d a  de B u s c a  em L a r -  -- - -- 

g u r a  ( V e r  F i g u r a  ( I V . 4 ) ) .  
-v- 



OBS.: A á r v o r e  ( o u  f l o r e s t a )  g e r a d a  p o r  uma b u s c a  em -- 

l a r g u r a  n ã o  é Ú n i c a ,  e  a  c l a s s i f i c a ç ã o  d a s  a r e s  - 

t a s  d e p e n d e :  a )  da  o r d e m  a r b i t r á r i a  n a  q u a l  o s  

v é r t i c e s  e  a r e s t a s  do  d i g r a f o  o r i g i n a l  s ã o  d a  - 

d a s  na  e s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a  e b )  d a  e s c o l h a  

do  v é r t i c e  i n i c i a l .  

4 . 3  ) - ALGORITMO P A R A  BUSCA E M  L A R G U R A  E M  GRAFOS DIRECIONADOS 

O a l g o r i t m o  a b a i x o  é a p l i c a d o  q u a n d o  q u i s e r m o s  u t i l i  - 

z a r  a  t é c n i c a  de B u s c a  em L a r g u r a  em um g r a f o  D i  r e c i o n a d o  

D = ( V , E ) .  

A l g o r i t m o  G :  -- 

E n t r a d a :  - U m  g r a f o  d i  r e c i  o n a d o  D = ( V,E) , r e p r e s e n t a d o  

p o r  uma e s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a  A d j ( v ) ,  p a r a  

v  & v .  

s a í d a :  -- Uma p a r t i ç ã o  de E n o s  s e g u i n t e s  c o n j u n t o s :  

T  de  a r e s t a s  de  á r v o r e ;  R de  a r e s t a s  de  Re - 

t o r n o ;  C de  a r e s t a s  de C r u z a m e n t o ;  I de  a r e s  - 

t a s  e n t r e  I r m ã o s ;  P  d e  a r e s t a s  e n t r e  P r i m o s ;  

e S  de a r e s t a s  e n t r e  T i o  e S o b r i n h o .  



Método: -- Todos os v é r t i  ces  s ã o  ma raados  i  ni  c i  a1 mente 

"nunca e n f i l e i r a d o " .  A Procedure  B L D  é usa-  

da pa ra  v i s i t a r  um v é r t i c e .  U m  v e t o r  N B L  re  - 

g i s t r a  a  ordem em que os v é r t i c e s  s ã o  e n f i -  

l e i  rados e  v i s  i  t a d o s .  

Procedimento  BLD(x) ; - 
I n i c i o  -- 

1.  Para y E  A d j ( x )  - e f e t u a r  

2 .  - Se NBL(y) = O /y é marcado "nunca e n f i l e i  r a d o U /  
e n t ã o  I n i c i o  -- -- 

Adic ione  a  a r e s t a  ( x , y )  a  T ;  

NIV(y) -+ NIV(x) + 1 ;  
P a i ( y )  -+ x;  
Adic ione  y  a  F ;  

i - + i + 1 ;  
NBL(y) -+ i ;  /Marque y  " e n f i  l e i  r a d o n /  

DISCR(y) -+ m ;  

s enão  -- 

e n t ã o  -- 

e n t ã o  Adic ione  a  a r e s t a  ( x , y )  a  S ;  -- 
senão  

e n t ã o  Se Pai ( x )  = Pai ( y )  -- - 
então Adicione (x,y) a  I ;  

senão Adicione (x,y) a  P ;  

Fi m -- 



s e n a o  -- 
Se D I S C R ( x )  # DISCR(y)  - 

e n t ã o  A d i c i o n e  ( x , y )  a  C ;  -- 
s e n ã o  Se N I V ( x )  - N I V ( y )  > 1  - -  

então Adic ione (x ,y)  a  R; 

senão F i m ;  -- 

R e t o r n e  - 
F i  m  -- / F i m  d o  P r o c e d i m e n t o  B L D ( x )  / - 

início -- / P r o g r a m a  P r i n c i p a l  / 

T t S t  I + P + R + C t + ;  F +  F i l a  V a z i a ;  

i + O ;  m t 0 ;  

P a r a  v  € V e f e t u a r  

N B L ( v )  t O / M a r q u e  v  " n u n c a  e n f i l e i r a d o N /  

E n q u a n t o  F  é v a z i a  e  e x i s t e  v  E V m a r c a d o  " n u n c a  e n -  - 
f i  l e i  r a d o "  

A d i c i o n e  v  a  F; 

N I V ( v )  +- O ;  P a i ( v )  + O ;  

i + i  + 1 ; m + m + 1 ;  

N B L ( v )  + i; /Marque  v  " e n f i l e i r a d o U /  

D I S C R ( v )  +- m; /v p e r t e n c e  m - é s i m a  á r v o r e /  

E n q u a n t o  F  n ã o  é v a z i a  - 
x  t c a b e ç a  de F ;  

F i  m  / F i m  de p r o g r a m a  p r i n c i p a l  / - - 



C o m p l e x i d a d e :  A e x e c u ç ã o  d o  a l g o r i t m o  G a c i m a  i r á  d e p e n -  - 

d e r  do  n ú m e r o  de v é r t i c e s  e x i s t e n t e s  no  d i  - 

g r a f o .  Além d i s s o ,  a  q u a n t i d a d e  de  t r a b a  - 

l h o  d e s t e  A l g o r i  tmo é p r o p o r c i o n a l  a o  núme - 

r o  de a r e s t a s  i n c i d e n t e s  em c a d a  v é r t i c e .  

L o g o ,  o  t empo  r e q u e r i d o  p a r a  f a z e r  uma b u s  - 

c a  em L a r g u r a  em um g r a f o  d i r e c i o n a d o  e  

ú ( I V I  + I E I ) .  

OBS.: O a l g o r i t m o  F ,  j á  v i s t o  p a r a  B u s c a  em L a r g u r a  em - 

g r a f o s  n ã o  d i  r e c i  o n a d o s  , p o d e r á  s e r  a q u i  u t i  l i  z a d o  

p a r a  b u s c a  em L a r g u r a  em g r a f o s  d i r e c i o n a d o s .  

4 . 4  ) - PROPRIEDADES 

Uma á r v o r e  g e r a d o r a  d i  r e c i o n a d a  de b u s c a  em L a r g u r a  T 

s a t i s f a z  às  s e g u i n t e  p r o p r i e d a d e s :  

( B 1 )  - S e  v é um a n c e s t r a l  p r ó p r i o  de w em T ,  e n t ã o  

NBL(v) NBL(w). 

( B 2 )  - Uma a r e s t a  d e  á r v o r e ,  o u  a r e s t a  e n t r e  i r m ã o s ,  

o u  a r e s t a  e n t r e  p r i m o s ,  o u  a r e s t a  e n t r e  t i o  e 

s o b r i n h o ,  l i g a  d o i s  v é r t i c e s  c u j o  n i v e l  em T 

d i  f e r e  de n o  máxi mo 1 . 



( B 3 )  - S u p o n h a  q u e  t o d o s  os v é r t i c e s  de um g r a f o  d i r e  - 

c i o n a d o  D s ã o  a l c a n ç á v e i s  d o  v e r t i c e  s ,  e  q u e  

as a r e s t a s  de D s ã o  d i v i d i  das  em s e i s  c a t e g o  - 

r i a s  j á  v i s t a s .  NBL r e g i s t r a  a  o r d e m  em q ue 

o s  v é r t i c e s  s e r ã o  v i s  i t a d o s .  E n t ã o :  

i )  As a r e s t a s  - de á r v o r e  f o r m a m  uma á r v o r e  ge 

r a d o r a  d i  r e c i o n a d a  T com r a i  z  - s que  c o n  - 

t é m  t o d o s  os v é r t i c e s  em D. 

i i )  Se ( v , ~ )  é uma -- a r e s t a  - de á r v o r e  e n t ã o  

i i i )  Se ( v , ~ )  é uma -- a r e s t a  - de - r e t o r n o  e n t ã o  

N B L ( v )  > N B L ( w ) ,  e  e x i s t e  um c a m i n h o  de w  

p a r a  v  em T .  

i v )  Se ( V  , w )  é uma a r e s t a  - de - c r u z a m e n t o  e n t ã o  

n ã o  e x i s t e  um c a m i n h o  de v  p a r a  w em T e  

nem de w  p a r a  v ,  e  podemos d i  ze r também 

q u e  N B L ( v )  > N B L ( w ) .  

v )  Se ( v  ,w ' )  é uma a r e s  t a  -- e n t r e  -- i rmãos e n t ã o  

N B L ( v )  < NBL(w)  e  P A I ( v )  = P A I ( w ) .  

v i )  Se ( v  ,w) é uma a r e s t a  e n t r e  p r i m o s  e n t ã o  -- -- -- 

NBL(v ) c NBL(w ) é P A I  ( V  ) # P A I  (w.) . 



v i i )  Se ( v , w )  é uma a r e s t a  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o  -- -- - - - 

e n t ã o  N B L ( v )  < NBL(w). 

5 )  - CONCLUSÃO 

E m  resumo, podemos c o n c l u i r  que quando apl icamos  a t é c  - 

ni  ca de "Busca em Largura"  em u m  g r a f o  não di  r e c i o n a d o ,  i  remos 

o b t e r  como r e s u l t a d o  uma E s t r u t u r a  de Busca em Largura  composta 

p o r  q u a t r o  d i f e r e n t e s  con jun tos  de a r e s t a s :  

1 )  A r e s t a s  de Arvore ;  

2 )  A r e s t a s  e n t r e  I rmãos ;  

3) A r e s t a s  e n t r e  Pr imos;  

4) A r e s t a s  e n t r e  T i o  e  Sobr inho .  

Por  sua  vez ,  quando apl icamos  e s t a  t é c n i c a  em u m  g r a  

f o  Di r e c i o n a d o ,  a E s t r u t u r a  r e s u l t a n t e  s e r á  c o n s t i t u i  da p e l o s  

s e g u i n t e s  c o n j u n t o s  de a r e s  t a s :  

1 )  A r e s t a s  de Arvore ;  

2 )  A r e s t a s  de Re to rno ;  

3) A r e s t a s  de Cruzamento; 

4 )  A r e s t a s  e n t r e  I rrnãos; 

5 )  A r e s t a s  e n t r e  Primos;  

6 )  A r e s t a s  e n t r e  T io  e  Sobr inho .  



E s t e  c r i t é r i o  de b u s c a  em g r a f o s  a q u i  d e s c r i  t o  é t a m  - 
bém m u i t o  e f i c i e n t e ,  p o i s ,  como podemos  o b s e r v a r ,  o s  A l g o r i t  - 

mos t a n t o  p a r a  g r a f o s  n ã o  d i  r e c i  o n a d o s ,  como p a r a  d i g r a f o s ,  t e  

r ã o  c o m p l e x i d a d e  Ú ( I V 1  + / E / ) .  



CASOS ESPECIAIS - 

1 )  INTRODUÇÃO 

O p r i m e i r o  t Ó p i  c o  a  s e r  d e s c r i  t o  n e s t e  c a p i t u l o  é s o  - 

b r e  a  c l a s s i f i c a ç ã o  dos  A l g o r i t m o s .  Os a l g o r i t m o s  de  B u s c a  

v i s t o s  a t é  a g o r a  s ã o  c l a s s i f i c a d o s  como TOTALMENTE RESTRINGI - 
DOS. As o u t r a s  c l a s s i f i c a ç õ e s  q u e  s e r ã o  a q u i  a p r e s e n t a d a s  s ã o  

d e n o m i n a d a s  : ALGORI T E O S  NÃO-RESTRINGIDOS e  ALGORITMOS PARCIAL - 

MENTE RESTRINGIDOS. 

O s e g u n d o  t ó p i c o  a  s e r  e s t u d a d o  é s o b r e  " B u s c a  em 

L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a "  em um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o ,  q u e  é um 

c a s o  e s p e c i a l  de B u s c a  em L a r g u r a .  N e s t e  t i p o  de b u s c a  o s  v é r  - 

t i c e s  s e r ã o  e x a m i n a d o s  de a c o r d o  com uma p r i o r i d a d e  q u e  depen - 

de de s e u s  a n c e s t r a i s .  E s t a  p r i o r i d a d e  i r á  d i m i n u i r  a  l i b e r d a  - 

de de e s c o l h a  dos  v é r t i c e s ,  mas nem s e m p r e  a  e l i m i n a r á ,  i s 8 o  
4 

e  , a p r i o r i d a d e  n ã o  c o n d u z i r á  a  e s c o l h a  n e c e s s a r i a m e n t e  Ú n i -  

c a  de um v é r t i c e .  

F i n a l m e n t e ,  o  t e r c e i r o  t ó p i c o  é s o b r e  " B u s c a  em P r o  - 
- 

f u n d i d a d e  L e x i c o g r á f i c a "  em um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o ,  q u e  e  

um c a s o  e s p e c i a l  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  e  q u e  p o s s u i  a  c a  - 

r a c t e r i s t i c a  de q u e  o s  v é r t i c e s  também s e r ã o  e x p l o r a d o s  de 

a c o r d o  com uma c e r t a  p r i o r i d a d e ,  e  n ã o  a l e a t o r i a m e n t e .  



2 )  - CLASSIFICAÇÃO DOS ALGORITMOS DE BUSCA 

2 .1  ) - ALGORITMOS TOTALMENTE RESTRINGIDOS 

Todos  o s  a l g o r i t m o s  v i s t o s  a t é  a g o r a ,  t a n t o  p a r a  b u s  - 

c a  em p r o f u n d i d a d e  como p a r a  b u s c a  em l a r g u r a ,  s ã o  c1  a s s i  f i c a  

dos  como TOTALMENTE RESTRINGIDOS, c u j a  c a r a c t e i - i s t i c a  é a  s e  - 

g u i n t e :  c a d a  v é r t i c e  é e x p l o r a d o  uma Ú n i c a  vez ,  l o g o  c a d a  

a r e s t a  é e x p l o r a d a  uma Ú n i c a  v e z .  

Em ALGORITMOS TOTALMENTE RESTRINGIDOS, v e s t á  m a r c a  - 

cada s e  e  s o m e n t e  se v  p e r t e n c e  o u  p e r t e n c e u  à p i l h a  ( n o  c a s o  

de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e )  o u  à f i l a  ( n o  c a s o  de b u s c a  em l a r  - 

g u r a ) .  

E x e m p l o  de um a 1  g o r i  tmo TOTALMENTE RESTRINGIDO p a r a  

b u s c a  

1 .  

2 .  

3 .  

em p r o f u n d i  d a d e :  

P r o c e d i m e n t o  B P T R ( v )  ; - 
I n í c i o  -- 
V i s i t a r ,  m a r c a r  e  i n t r o d u z i r  v n a  p i l h a  P; 

E n q u a n t o  P  é n ã o  v a z i a  e f e t u a r  - -- 
I n r c i o  

E n q u a n t o  e x i s t i  r um v é r t i c e  w d e s m a r c a d o  a d j a c e n t e  - 
a o  t o p o  e f e t u a r  

I n í c i o  

V i s i t a r ,  m a r c a r  e  c o l o c a r  w n a  p i l h a ;  

F i m  - 
R e t i r a r  da  P i l h a  P ;  

F i m  



C o m p l e x i d a d e :  O ( I V I  t I E ~ )  - 

Uma o u t r a  c l a s s i f i c a ç ã o  q u e  p o d e m o s  t e r  a  d e  ALGORIT - 

MOS NÃO-RESTRINGIDOS, c u  j a  c a r a c t e r í s t i c a  é a  s e g u i n t e , :  um v é r  - 

t i c e  p o d e  s e r  e x p l o r a d o  m a i s  d e  uma v e z ,  l o g o  uma a r e s t a  p o d e r á  

s e r  e x p l o r a d a  m a i s  de  uma v e z .  

E m  ALGORITMOS N Ã O - R E S T R I N G I D O S ,  v  e s t á  m a r c a d o  s e  e ' s 0  

m e n t e  s e  v p e r t e n c e  à p i l h a  ( o u  à f i l a ) .  --- 

E x e m p l o  d e  um a l g o r i  trno NÃO-RESTRINGIDO p a r a  b u s c a  em 

p r o f u n d i  d a d e .  

P r o c e d i m e n t o  BPNR(v)  ; - 

V i s i t a r ,  m a r c a r  e  i n t r o d u z i r  v  n a  p i l h a  P ;  

P a r a  w A d j ( v )  e f e t u a r  -- - 

I n i c i o  

S e  w d e s m a r c a d o  e n t ã o  BPNR(w);  - 

D e s m a r c a r  e  r e t i r a r  v  d a  P i l h a  P ;  

C o m p l e x i  d a d e :  O a 1  g o r i  trno a c i m a  c o n s t r ó i  t o d o s  o s  c a m i  - -- 
n h o s  ( s i m p l e s )  d o  g r a f o ,  com o r i g e m  n o  v é r  - 

t i c e  r a i z  d e  b u s c a .  A c o m p l e x i d a d e  d e p e n d e  

r ã  d o  n ú m e r o  de  c a m i n h o s  d o  g r a f o  em q u e s  - 



t ã o ,  o  q u a l  p o d e  s e r  e x p o n e n c i a l  n o  t ama  - 

n h o  do g r a f o  ( p i o r  c a s o ) .  

2 . 3  ) ALGORITMOS PARCIALMENTE RESTRINGIDOS 

F i n a l m e n t e ,  um a l g o r i  tmo p o d e  s e r  c l a s s i f i c a d o  como 

PARCIALMENTE RESTRINGIDO, o n d e ,  d e p e n d e n d o  de uma d e t e r m i n a d a  

c o n d i ç ã o ,  a l g u n s  v é r t i c e s  s e r ã o  d e s m a r c a d o s  e  o u t r o s  n ã o .  

E s t e  t i p o  de a l g o r i  tmo é uma m i s t u r a  d o  ALGORITMO 

TOTALMENTE RESTRINGI DO com o ALGORITMO NÃO-RESTRINGIDO. 

E x e m p l o  de um a l g o r i t m o  PARCIALMENTE RESTRINGIDO p a  - 

r a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e .  

P r o c e d i m e n t o  BPPR(v)  ; 

1. V i s i t a r ,  m a r c a r  e  i n t r o d u z i r  v n a  p i l h a  P; 

2 .  P a r a  w c A d j ( v )  e f e t u a r  

Se w d e s m a r c a d o  e n t ã o  BPPR(w) ; - -- 

4. - Se c o n d i ç ã o  e n t ã o  

5 .  D e s m a r c a r  e  r e t i r a r  V da p i l h a  P; 

C o m p l e x i d a d e :  Depende da c o n d i ç ã o .  No p i o r  c a s o  s e r á  e x  - - 

p o n e n  c i  a1  . 



3 )  BUSCA E M  L A R G U R A  L E X I C O G R A F I C A :  ( B L L )  -- 

A Busca  em L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a  é um t i p o  e s p e c i a l  

de b u s c a  em l a r g u r a ,  em que a  f i l a  u s u a l  de v é r t i c e s  é s u b s  - 

t i t u i d a  p o r  uma f i l a  de s u b c o n j u n t o s  ( n ã o  o r d e n a d o s )  de vér - 

t i c e s ,  que  é algumas veze s  r e f i n a d a  mas nunca  r e o r d e n a d a .  

Na Busca em L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a ,  o s  v é r t i c e s  de 

um dado n i v e l  não s ã o  examinados  na mesma ordem em que e l e s  

s ã o  e n f i l e i r a d o s ,  mas s i m  de a c o r d o  com uma p r i o r i d a d e  que 

depende de s e u s  a n c e s t r a i s .  

3 .1  ) ALGORITMO 

O método é o  s e g u i n t e :  

E n t r a d a :  U m  g r a f o  não  di r e c i o n a d o  G = ( V , E )  r e p r e s e n t a  - 

do p o r  uma e s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a s  A d j ( v ) ,  

v € v .  

SaTda :  -- Uma o r d e n a ç ã o  o dos v é r t i c e s .  

Método: Os v é r t i c e s  s ã o  numerados de n a  1  na ordem -- 

em que e l e s  s ã o  s e l e c i o n a d o s  na l i n h a  ( 3 )  

( V e r  a l g o r i  tmo B L L ) .  Conforme s e r á  v e r i f i c a  - 

do ,  e s t a  numeração f i x a  a s  p o s i ç õ e s  de u m  e s  - 

quema de e l i m i n a ç ã o  0 .  P a r a  c a d a  v é r t i c e  x ,  

o  r õ t u l o  de x  c o n s i s t i r á  de u m  c o n j u n t o  de 



números l i s t a d o s  em ordem d e c r e s c e n t e .  Os vér - 

t i  ces  podem, e n t ã o ,  s e r  l e x i c o g r a f i c a m e n t e  o r  - 

denados de acordo  com s e u s  r ó t u l o s  (Ordem l e  - 

xi c o g r a f i c a  é j u s t amen te  a  ordem de di c i  oná 

r i o ,  de maneira  que 8651 < 874 e  532 5 3 2 1 ) .  

A1 g o r i  tmo B L L  - 

I n i c i o  

1 .  -- Para  cada v é r t i c e  v E V ,  e f e t u a r  r ó t u l o (  v) = $;  

2 .  Para i  = n  some - 1 a t é  1  e f e t u a r  -- - 

I n i c i o  

3. S e l e ç ã o :  E s c o l h e r  u m  v é r t i c e  não numerado v com maior  

r ó t u l o .  

4 .  ~ ( i )  +- v ;  / I s t o  de termina  p a r a  v o  número i /  

5 .  A t u a l i  zação:  -- Para cada v é r t i c e  não numerado w A d j ( v )  

e f e t u a r  Adic ione  i a  r ó t u l o ( ~ ) ;  - 

F i m  . - 
Fim. -- 

Complexidade: O ( [ V (  + [ E l )  - 



3 .2  ) - PROPRIEDADES 

P a r a  c a d a  v a l o r  i, s e j a  R i ( x )  o  r ó t u l o  de x  q u a n d o  a  

p r o p o s i ç ã o  ( 4 )  do a l g o r i t m o  BLL é e x e c u t a d a ,  i s t o  é, q u a n d o  o  

i - é s i m o  v é r t i c e  é n u m e r a d o .  Lembremos q u e  o  i n d i c e  é d e c r e m e n  - 

t a d o  em c a d a  i t e r a ç ã o  s u c e s s i v a .  P o r  e x e m p l o ,  R n ( x )  = 4 p a r a  

t o d o  x  e  F n - l ( x ) =  { n )  s s s  x E  A d j ( o ( n ) ) .  

As s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s  s ã o  i m p o r t a n t e s :  

- 1 - 1  - 1 
( L 3 )  Se o ( a )  < o  ( b )  < o  ( c )  e  

c  E. A d j ( a )  - A d j ( b ) ,  e n t ã o  e x i s t e  um v é r t i c e  

- 1  - 1 d c A d j ( b )  - A d j ( a )  com ( c )  o ( d ) .  



3 . 3  ) EXEMPLOS 

Exemplo 1 :  A p l i c a r  o  A l g o r i  tmo B L L  ( v i s t o  a n t e r i o r m e n t e )  

no g r a f o  G = ( V y E )  a b a i x o :  

E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a :  

O v é r t i c e  - a  é s e l e c i o n a d o  a r b i t r a r i a m e n t e  na l i n h a  3  du - 

r a n t e  o  p r i m e i r o  p a s s o .  O d e s e n v o l v i m e n t o  da r o t u l a ç ã o  e  

numeração ( n o )  s ã o  d e s c r i  t o s  a b a i  xo: 

r ó t u l o  n? r ó t u l o  n? r ó t u l o  n? 

R 5 (  X )  R4( x )  R 3 (  x )  

r ó t u l o  n?  r ó t u l o  n o  r ó t u l o  n?  



- 
o  = Lc, d, e ,  b ,  4 A r v o r e  g e r a d o r a  de B u s c a  em 

L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a :  

E x e m p l o  das  P r o p r i e d a d e s  : 

- 1  - 1  ( L 3 )  Se O ( d )  < O  ( e )  < o - ' ( b )  e  b E A d j ( d )  - A d j ( e )  

2 < 3  < 4 

- 1  - 1  
e n t  3 a  E A d j ( e )  - A d j ( d )  com a ( b )  < o  ( a )  

4 < 5  



E x e m p l o  2 :  I d e m  p a r a  o  g r a f o  G '  = ( V '  , E ' )  a b a i x o :  

E s t r u t u r a  d e  a d j a c ê n c i  a :  

a  - t d ,  i ,  b  

b - t a , c  

c -t b ,  i ,  d  

d  -t a ,  e ,  i ,  c  

e  -t f ,  i ,  d  

f - t g ,  h ,  e  

g - t f ,  i 



o = [f, h ,  

Ã r v o r e  G e r a d o r a  de B u s c a  em L a r g u r a  ~ e x i  c o g r ã f i c a  



4 )  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE LEXICOGRAFICA (BPL) 

A B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  L e x i c o g r á f i c a  é um t i p o  e s p e  - 

c i a l  de b u s c a  em P r o f u n d i d a d e .  Os v é r t i c e s  q u e  s e r ã o  b u s c a d o s  

n a  B P L  s e g u i r ã o  em d e t e r m i n a d o  c r i t é r i o  o u  m é t o d o ,  q u e  s e r á  

d e s c r i t o  a b a i x o .  

4 . 1  ) ALGORITMO 

E n t r a d a :  Os c o n j u n t o s  de a d j a c ê n c i a  de  um g r a f o  n ã o  d i  - - 

r e c i o n a d o  G = ( V , E ) .  

s a i d a :  Uma o r d e n a ç ã o  a d o s  v é r t i c e s  -- 

Método:  Os v é r t i c e s  s ã o  n u m e r a d o s  de  1  a  n  n a  o r d e m  -- 
em q u e  e l e s  s ã o  s e l e c i o n a d o s  na  l i n h a  3 ( V e r  

a1 g o r i  tmo B P L ) .  

P a r a  c a d a  v é r t i c e  x, o  r õ t u l o  de x  c o n s i s , t i r á  de  um 

c o n j u n t o  de n ú m e r o s  l i s t a d o s  em o rdem d e c r e s c e n t e .  Os v é r t i -  

c e s  podem,  e n t ã o ,  s e r  l e x i  c o g r a f i c a m e n t e  o r d e n a d o s  de a c o r d o  

com s e u s  r ó t u l o s .  



A l g o r i  tmo B P L :  

I n i c i o  

1  -- P a r a  c a d a  v é r t i c e  v  c V -- e f e t u a r  r ó t u l o  ( v )  = $; 

2 P a r a  i = 1  some + I  a t é n  e f e t u a r  - --- 

3. S e l e ç ã o :  e s c o l h e r  u m  v é r t i c e  n ã o  n u m e r a d o  V com 

m a i o r  r ó t u l o ;  

5 .  A t u a l i  z a ç ã o :  -.- P a r a  c a d a  v é r t i c e  n ã o  n u m e r a d o  w c A d j ( v )  

e f e t u a r  a d i c i o n e  i  a  r ó t u l o ( ~ ) ;  - 

Compl e x i  d a d e  : O (  I V 1 2 ,  ( I mpl emen t a ç ã o  d i  r e t a  d o  a1 g o r i  - t 

mo) .  

4 . 2  ) - PROPRIEDADES 

P a r a  c a d a  v a l o r  i ,  s e j a  R i ( x )  o  r ó t u l o  de  x  q u a n d o  a  

p r o p o s i ç ã o  4  ( d o  a l g o r i  tmo BPL) é e x e c u t a d a ,  i s t o  é,  q u a n d o  o  

i - é s i m o  v é r t i c e  é n u m e r a d o .  Lembremos q u e  o  i n d i c e  é i n c r e m e n t a  - 

d o  em c a d a  i t e r a ç ã o  s u c e s s i v a .  

As s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s  s ã o  i m p o r t a n t e s  : 



- 1  - 1  ( L I 3 )  O ( a )  > o ( b )  > . - ' ( c )  e  c E A d j ( a )  - 

A d j ( b ) ,  e n t ã o  e x i s t e  um v é r t i c e  d  c A d j ( b )  - 
- 1 - 1  

A d j ( a )  com a ( c )  > o  ( d )  

4 . 3  ) EXEMPLOS 

E x e m p l o  1 :  A p l i c a r  o  A1 g o r i  tmo BPL n o  g r a f o  G = ( V , E )  - 

a b a i  xo :  

E s t r u t u r a  A d j a c ê n c i a :  

a  -t b ,  e  

b  -+ a ,  c ,  d  

c  -+ b ,  d  

d  -t C ,  b ,  e  

e  -+ a ,  d 

O v é r t i c e  - a  s e r á  s e l e c i o n a d o  a r b i t r a r i a m e n t e  n o  p a s s o  3.  

O d e s e n v o l  v i  m e n t o  do a1 g o r i  tmo p a r a  os  demai  s  v é r t i c e s  é 

m o s t r a d o  a  s e g u i  r: 



P r o p r i e d a d e s :  - 

- 1  ( L I 3 )  o-' ( d )  > o ( e )  > o -  ( b )  e b  c A d j ( d )  - A d j ( e )  

4 3 2  

- 1  - 1 
e n t  3 a E  A d j ( e )  - A d j ( d )  com o  ( b )  > o ( a )  

2 ' 1  



R r v o r e  G e r a d o r a  de B u s c a  em P r o f u n d i  dade L e x i  c o g r á f i  ca  

Exemp lo  2 :  I d e m  p a r a  o  g r a f o  G '  = ( V ' , E 1 )  a b a i x o :  - 

E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i a :  

a  + d, i, b  

b  + a ,  c 

c  + b ,  i, d, 

d  -t a, e ,  i, c  

e  -t f ,  i, d  

f + g ,  h ,  e  

g + f , i  

h + f , i  

i + a ,  c ,  d,  e ,  h ,  g  



Começando com o v é r t i c e  f :  



Arvore  Geradora  de Busca em P r o f u n d i d a d e  Lexi c o g r á f i c a  

L 

5 )  CONCLUSÃO 

Os A1 g o r i  tmos de Busca podem s e r  c l a s s i f i c a d o s  em t r ê s  

c a t e g o r i a s  d i f e r e n t e s  : T o t a l  rnen t e  R e s t r i n g i  d o s ,  Não R e s t r i n g i  - 

dos e  P a r c i a l m e n t e  R e s t r i n g i d o s .  Os a1 g o r i  tmos T o t a l m e n t e  Res - 

t r i n g i d o s  têm complex idade  l i n e a r ,  ou s e j a ,  O(IVI + I E l ) .  A com - 

p l e x i d a d e  dos Não R e s t r i n g i d o s  d e p e n d e r á  do número de caminhos 

do g r a f o ,  o  qua l  p o d e r á  s e r  e x p o n e n c i a l  no tamanho do g r a f o ,  no 

pi  o  r c a s  o. E a  compl e x i  dade dos A1 g o r i  tmos P a r c i  a1 mente Res t r i  - n 

g i d o s  depender ;  de uma c e r t a  c o n d i ç ã o  ( d a d a  p o r  exemplo ,  no pas  - 

s o  ( 4 )  do P r o c e d i m e n t o  B P P R ( v ) )  e  p o d e r ã  s e r  também exponenc i  a1 

no p i o r  c a s o .  

A Busca em L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a  6 um t i p o  e s p e c i a l  de 

Busca em L a r g u r a  em que o  exame de cada  v s r t i c e  é f e i t o  s egun -  

do c e r t o s  c r i t é r i o s ,  ou s e j a ,  c ada  v é r t i c e  a  s e r  e x p l o r a d o  obe-  

dece uma c e r t a  p r i o r i d a d e  que depende de s e u s  a n c e s t r a i s .  A com - 



p l e x i d a d e  p a r a  e s t e  t i p o  de busca  é l i n e a r :  ú ( IVI  t [ E \ ) .  

A Busca em P r o f u n d i d a d e  L e x i c o g r á f i c a  é também u m  c a  - 

s o  e s p e c i a l  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em que c a d a  v é r t i c e  a  s e r  

e x p l o r a d o  o b e d e c e r á  a  c e r t o s  c r i t é r i o s .  E s t e  t i p o  de busca  t e  - 
2 rã como complex idade :  O ( \  V / ) ,  no c a s o  de f aze rmos  uma imp le  - 

mentação d i  r e t a  do a1 g o r i  tmo. 



APLICAÇÕES - 

O p r e s e n t e  c a p i t u l o  é uma p a r t e  i m p o r t a n t e  d e s t a  t e s e ,  

p o i s  e l e  6 compos to  p o r  v á r i o s  p rob l emas  que  s e r ã o  r e s o l v i  dos 

u t i l i z a n d o  a s  t é c n i c a s  de b u s c a  e s t u d a d a s  nos  Capitulas I 1 1  , 

IV e  V .  

P a r a  c a d a  a p l i c a ç ã o ,  s e r á  d e s c r i t o  o  p rob lema a  r e s o l  - 

v e r  e ,  em c e r t o s  c a s o s ,  s e r ã o  i n t r o d u z i d o s  novos c o n c e i t o s  em 

g r a f o s .  A1 ém d i s s o  s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  s o l  uções  dos p rob l em as ,  

usando  como f e r r a m e n t a  o s  métodos de b u s c a  , e  também s e r ã o  e x  - 

p o s t o s  exempl os  e x p l i c a t i  vos que mui t o  aux i  l i  am na  compreensão  

da t é c n i c a  u t i l i z a d a .  

As r e f e r ê n c i a s  b i b l i o g r á f i c a s  aqu i  mencionadas  nem sem 

p r e  i r ã o  c o r r e s p o n d e r  ao p r i m e i r o  t r a b a l h o  na  á r e a .  



2 )  - APLI C A Ç Ã O  - COMPONENTES CONEXOS 

2 . 1 )  - REFER~NCIAS - REINGOLD, NIEVERGELT & DE060; BAASE3; OUTRAS. 

D e t e r m i n a r  os componen t e s  conexos  de um g r a f o  n ã o  d i r e c i o -  

n a d o  G = ( V , E ) .  

Um componen te  conexo  de G é um s u b g r a f o  conexo  máximo, 

i s t o  é, um s u b g r a f o  conexo  que n ã o  e s t á  c o n t i d o  em a l g u m  m a i o r  

s u b g r a f o  c o n e x o .  

OBS. : BAASE3e REINGOLD, NIEVERGELT & DE060 s ã o  apenas exem -- v 

p l o s  de r e f e r ê n c i a s  p a r a  a  a p l i c a ç ã o  acima. Porém,não 

h á  uma p r i  mei r a  r e f e r ê n c i  a  p a r a  e s t e  p r o b l  ema. 

2 . 3 )  METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE O U  BUSCA E M  LARGURA 

O p r o b l e m a  de a c h a r  os componentes  conexos  de um g r a f o  

não  d i r e c i o n a d o  G é m u i t o  s i m p l e s .  Uma das m a n e i r a s  de r e s o l v ê -  

1 0  é u s a r  a  t é c n i c a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e ,  o u  s e j a :  começan - 

do em um v é r t i c e  a r b i  t r á r i o ,  e f e t u a - s e  uma b u s c a  em p r o f u n d i  da - 

de ( c a r a c t e r i z a n d o - s e  um c o m p o n e n t e ) ;  e  s e  r e s t a r e m  v é r t i c e s  des - 

marcados ,  r e p e t e - s e  o  p r o c e d i m e n t o  ( c a r a c t e r i z a n d o  o u t r o ( s )  com - 

p o n e n t e ( s ) ) .  

Em REINGOLD, NIEVERGELT & DEO~O é a p r e s e n t a d o  um A l g o -  



r i t m o  s i m p l  es  q u e  d e t e r m i n a  um Ú n i c o  n ú m e r o ,  c o m p n u m ( v )  , p a r a  

c a d a  v é r t i c e  w p e r t e n c e n t e  a o  c o m p o n e n t e  n o  q u a l  o  v é r t i  c e  v  

o c o r r e .  A c o m p l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i  tmo é t a m b é m  O( I V I  + I E l ) ,  c2  

mo o  A l g o r i  t m o  B .  

A r e f e r ê n c i a  BAASE3 a p r e s e n t a  um A l g o r i t m o  d e  B u s c a  em 

P r o f u n  d i  d a d e  ma i  s d e  t a l  h a d o ,  q u e  t a m b é m  r e s o l  v e  o  p r o b l  ema a q u i  

d e s c r i t o ,  e c u j a  c o m p l e x i d a d e  é O ( I V I  + \ E \ ) .  

Uma o u t r a  t é c n i c a  q u e  p o d e  s e r  a p - l i c a d a  p a r a  d e t e r m i  - 

n a r  o s  c o m p o n e n t e s  c o n e x o s  d e  um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G = ( V , E )  

é a  d e  B u s c a  em L a r g u r a .  Este m é t o d o  t a m b é m  t e r á  c o m p l e x i d a d e  

i g u a l  a  O ( I V \  + \ E [ ) .  

O q u e  p o d e m o s  c o n c l u i r  é q u e  t a n t o  a  B u s c a  em P r o f u n d i  - 

d a d e ,  como a  B u s c a  em L a r g u r a ,  s ã o  d u a s  t é c n i c a s  d i f e r e n t e s ,  e 

a o  mesmo t e m p o  e f i c i e n t e s ,  p a r a  s e  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  d e  a c h a r  

o s  c o m p o n e n t e s  c o n e x o s .  D e v i d o  ã s i m p l i c i d a d e  d e s t e  p r o b l e m a , o u  - 

t r o s  t i p o s  d e  b u s c a  t a m b é m  p o d e r ã o  r e s o l v ê - l o .  

2 . 4  ) EXEMPLO - 

A c h a r  o s  c o m p o n e n t e s  c o n e x o s  d o  g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  

G = ( V , E ) :  

E s t r u t u r a  d e  A d j a c ê n c i a :  

a  -t b ,  c g + f ,  h 

b  -t a ,  c ,  d  h + f ,  g  

C + a ,  b ,  d ,  e i + j  

d  -t b ,  c ,  e j + i ,  k 

e -t c ,  d  k + j  

f + g A  p - + m  



G r a f o  G = ( V y E )  

A p l i c a n d o  a  T g c n i c a  d e  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  (O A1 g o r i  t m o  

d e  REINGOLD, NIEVERGELT & D E 0 6 0 ) .  

S e j a  - a  o  v é r t i c e  i n i c i a l  a  s e r  b u s c a d o .  O b t e r e m o s  compnum 

( a )  -+ 1 ;  a s s i m  como o s  d e m a i s  v é r t i c e s  d o  l ?  c o m p o n e n t e  co - 

n e x o  t e r ã o  o  v a l o r  d e  c o m p n u m ( x )  + 1 ( x = a , b , d , e , c ) .  

S i m i  1  a r m e n t e :  o  2 0  c o m p o n e n t e  c o n e x o  t e r á  

c o m p n u m ( x )  +- 2 ( x  = f ,  g ,  h )  

o  30 c o m p o n e n t e  c o n e x o  t e r á  

c o m p n u m ( x )  +- 3 ( x  = i ,  j ,  k )  

o  4 0  c o m p o n e n t e  c o n e x o  t e r á  

c o m p n u m ( x )  +- 4 ( X  = P ,  m) 

A f l o r e s t a  g e r a d o r a  d e  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  se rá :  

L o g o ,  a  B u s c a  em P r o . f u n d i d a d e  p a r t i c i o n a  o  g r a f o  G em 4 

c o m p o n e n t e s  c o n e x o s .  



3) - APLICAÇÃO - COMPONENTES BICONEXOS 

3 .1)  -- REFERÊNCIA - TARJAN71 

3.1 . l )  -- OUTRAS - REFERÊNCIAS - AHO1;  BAASE3; GOLUMBIC33; REINGOLD, 

N I E V E R G E L T  (si B E O V  

3 .2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

D e t e r m i n a r  os componen tes  b i c o n e x o s  de um g r a f o  não  d i  r e -  

c i o n a d o  G = (V ,E ) .  

S e j a  G = (V,E)  um g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  conexo .  Se 

G - v é desconexo  e n t ã o  v é um - v e r t i  ce de a r t i c u l a ç ã o .  Um g r a f o  

conexo  com I V I  >2 e  sqm v é r t i c e s  de a r t i c u l a ç ã o  é d i  t o  b i c o n e x o  

o u  - n ã o  s e p a r á v e l .  Um g r a f o  que c o n t é m  um v é r t i c e  de a r t i c u l a  - 

ç ã o  é chamado - s e p a r á v e l .  

P r o p r i e d a d e  ( 1 ) :  Se v é um v é r t i c e  de a r t i c u l a ç ã o  e n t ã o  - 

e x i s t e m  d o i s  v é r t i c e s  u,w t a i s  q u e  v  se  

e n c o n t r a  em t o d o  c a m i n h o  de u  p a r a  w .  

Um Componente - B i  conexo  o u  B l o c o  de um g r a f o  é um sub  - 

g r a f o  b i c o n e x o  máximo, i s t o  e ,  um s u b g r a f o  b i c o n e x o  que  n ã o  e s  - 

t á  c o n t i d o  em a l g u m  m a i o r  s u b g r a f o  b i c o n e x o .  



3 . 3 )  M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE - 

Usamos a  t é c n i c a  de Busca em P r o f u n d i d a d e  p a r a  encon -  

t r a r  o s  v é r t i c e s  de a r t i c u l a ç ã o  e  componentes  b i c o n e x o s  de u m  

g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G = ( V , E ) .  

E m  resumo,  o  A l g o r i  tmo p a r a  r e s o l v e r  o  p rob lema aqui  

d e s c r i t o  f a z  o s e g u i n t e :  

1 )  T e s t a  s e  u m  v é r t i c e  na á r v o r e  g e r a d o r a  de b u s c a  em 

p r o f u n d i d a d e  é u m  v é r t i c e  de a r t i c u l a ç ã o .  Temos o  s e g u i n t e  r e  - 
s u l  t a d o :  

R e s u l t a d o :  E m  uma e s t r u t u r a  de busca  em p r o f u n d i d a d e ,  - 

u m  v é r t i c e  v ,  d i f e r e n t e  da r a i z ,  é um v é r t i c e  de a r t i c u l a ç ã o  s e  

e  somente  s e  e x i s t e  u m  f i l h o  w de v ,  t a l  que não há a r e s t a  de 

r e t o r n o  da s u b á r v o r e  de r a i z w ,  p a r a  algum a n c e s t r a l  p r ó p r i o  

de v .  Por  o u t r o  l a d o ,  a  r a i z  da busca  é v é r t i c e  de a r t i c u l a ç ã o  

s e  e  s ó  s e  p o s s u i r  mais de u m  f i l h o .  

2 )  Após reconhecermos  o s  v é r t i c e s  de a r t i c u l a ç ã o ,  pg  

demos também d e t e r m i n a r  os componentes b i  conexos a p l i c a n d o  a  
- 

b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  e  armazenando a s  a r e s t a s  em uma p i l h a  a  

medida que e l a s  s ã o  e x p l o r a d a s .  AS' a r e s t a s  que  e s t ã o  a rmazena-  

das  na p i l h a ,  quando  v01 tamos a  u m  v é r t i c e  de a r t i c u l a ç ã o ,  f o r  - 
mam u m  componen t e  b i  conexo .  

Com a  f i n a l i d a d e  de r e c o n h e c e r  u m  v é r t i c e  de a r t i c u l a  - 

ç ã o ,  s e r á  p r e c i s o  compu ta r ,  d u r a n t e  a  busca  em p r o f u n d i d a d e  , 

uma nova f u n ç ã o ,  l o w p t ( v ) ,  p a r a  cada  v é r t i c e  v no g r a f o  G ( V e r  



TARJAN71 e  REINGOLD, NIEVERGELT 8 D E o ~ O ) .  D e f i n i m o s  a  f u n ç ã o  

l o w p t :  V -t V da  s e g u i n t e  f o r m a :  l o w p t (  V)  = w o n d e  W é o  num 

d o  v é r t i c e  m a i s  p r ó x i m o  da r a i z  da á r v o r e  g e r a d o r a  de B u s c a  

em P r o f u n d i d a d e  ( T ) ,  q u e  p o d e  s e r  a t i n g i d o  a  p a r t i r  de v des  - 

tendo em T  a t r a v e s  de z e r o  ou m a i s  a r e s t a s ,  e  s u b i n d o  em T 

p o r  a p e n a s  uma a r e s t a  de r e t o r n o .  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  l o w p t ( v )  é o  m e n o r  v a l o r  de 

n u m ( x )  , o n d e  x  é um v é r t i c e  do g r a f o  q u e  p o d e  s e r  a l c a n ç a d o  

de v  s e g u i n d o  uma s e q u ê n c i a  de z e r o  o u  m a i s  a r e s t a s  de á r v o r e  

s e g u i d a s  p o r  n o  máx imo uma a r e s t a  de r e t o r n o .  

P r o p r i e d a d e  ( 2 ) :  v  d i f e r e n t e  da  r a i z  é um v é r t i c e  de a r  - - 

t i c u l a ç ã o s e e  s o m e n t e  s e v  p o s s u i  um 

f i  1  h o  w em T  t a l  q u e :  l o w p t ( w )  = v  o u  w. 

Como o  a l g o r i  tmo p a r a  a c h a r  os c o m p o n e n t e s  b i  c o n e x o s  

de um g r a f o  G = ( V y E )  é uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e ,  com urna q u a n  - 

t i  dade c o n s t a n t e  de t r a b a l h o  e x t r a  f e i  t a  q u a n d o  c a d a  a r e s  t a  é 

e x p l o r a d a ,  o  tempo r e q u e r i d o  é c l a r a m e n t e  c ) ( l V I  + I E l ) .  

3 . 4 )  EXEMPLO 

A c h a r  o s  c o m p o n e n t e s  b i  c o n e x o s  do  g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  

G = (V ,E ) :  



Gra fo  G = ( V , E )  E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a :  

E s t r u t u r a  de Busca  em P r o f u n d i d a d e  

Os v a l o r e s  de l owp t  e s t ã o  a o  l a d o  dos v é r t i c e s  e  o s  v é r t i  - 

c e s  de a r t i c u l a ç ã o  e s t ã o  marcados  com * e  s ã o :  - a ,  - b ,  e  g.  

( V e r i f i c a r  p e l a s  P r o p r i e d a d e s  ( 1 )  e  ( 2 ) ) .  



Logo, os componentes b iconexos  de 

( V e r  A1 g o r i  tmo de TARJAN71) . 
G = ( V , E )  s e r ã o :  

OBS.': A i d e n t i f i c a ç ã o  dos v é r t i c e s  de a r t i c u l a ç ã o  e  dos 

componentes b iconexos  de u m  dado g r a f o  é muito im - 

p o r t a n t e  quando u m  g r a f o  é r e p r e s e n t a d o  p o r  uma r e  - 

de de comunicação ou t r a n s p o r t e .  Suponha, p o r  exem- 

p l o ,  que os v é r t i c e s  s ã o  e s t a ç õ e s  de te1 e fones  e  a s  

a r e s t a s  s ã o  l i n h a s  de t e l e f o n e s .  Se o  g r a f o  é b i c o  - 

nexo,  o  s i s t e m a  a i n d a  pode s e r  operado no c a s o  em 

que uma e s t a ç ã o  não f u n c i o n e .  P o r t a n t o ,  o  problema 

de d e t e r m i n a r  s e  u m  g r a f o  é biconexo é i m p o r t a n t e  , 

como também é o  de e n c o n t r a r  os  v é r t i c e s  de ar-ticu3,a - 

ção q,ue podem desconec tá -10 .  

3 . 5 )  GENERAL1 ZAÇÕES 

Informalmente  f a l a n d o ,  um g r a f o  b iconexo tem d o i s  ca - 

minhos d i s j u n t o s  e n t r e  cada p a r  de v g r t i c e s .  Podemos d e f i n i r  

t r i c o n e c t i  vi dade ( e  em g e r a l ,  k -conec t i  v i  dade)  como sendo  a  

propr i .edade  de t e r  t r ê s  (em g e r a l ,  K )  caminhos e n t r e  a1 gum p a r  



de v é r t i c e s .  Um a1 g o r i  tmo e f i c i e n t e  p a r a  a c h a r  os componentes  

t r i  c o n e x o s  , que também usa  b u s c a  em p r o f u n d i  dade,  f o i  d e s e n v o l  - 
v i d o  p o r  H o p c r o f t  e  T a r j a n  em 1 9 7 3  ( V e r  TARJAN & H O P C R O F T ~ ~ ) ,  

mas e l e  é m u i t o  m a i s  c o m p l i c a d o  que o  a l g o r i  tmo p a r a  a c h a r  os 

componen tes  b i  c o n e x o s .  

OBS. : A d e t e r m i n a ç ã o  e f i c i e n t e  dos componentes  K-cone - 

xos de um g r a f o  é um p r o b l e m a  a i n d a  em a b e r t o .  

4.1 . l )  - OUTRAS REFERENCIAS - AHO1; BAASE3; REINGOLD, NIEVERGELT & 

DE060. 

4 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

D e t e r m i n a r  o s  componentes  f o r t e m e n t e  conexos  de um d i  g r a f o  

D = ( V , E ) .  

Um d i g r a f o  D é - f o r t e m e n t e  conexo  s e  e x i s t e  p e l o  menos 

um c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  e n t r e  c a d a  p a r  o r d e n a d o  de v é r t i c e s .  

Um - componente  f o r t e m e n t e  c o n e x o  de um d i g r a f o  é um sub - 

g r a f o  f o r t e m e n t e  conexo  máx i  mo. 



4 . 3 )  METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE 

A p l i c a m o s  a  t é c n i c a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  p a r a  de  - 

t e r m i n a r  o s  c o m p o n e n t e s  f o r t e m e n t e  c o n e x o s  de um d a d o  d i  g r a f o  

D  = ( V , E ) .  

J á  v i m o s  q u e  n a  b u s c a  em p r o f u n d i  dade em um d ig ra fo ,  as 
- 

a r e s t a s  s ã o  p a r t i c i o n a d a s  em q u a t r o  c a t e g o r i a s :  a r e s t a s  de a r  - 

v o r e ,  a r e s t a s  de r e t o r n o ,  a r e s t a s  de a v a n ç o  e  a r e s t a s  de c r u z a  - 

men t o .  

N o t a :  ( 1 )  As a r e s t a s  de a v a n ç o  podem s e r  i g n o r a d a s ,  

v i s t o  q u e  e l a s  n ã o  a f e t a m  a  c o n e c t i v i d a -  

de f o r t e .  

( 2 )  As a r e s t a s  de r e t o r n o  e  c r u z a m e n t o  q u e  

começam em v  podem i r s o m e n t e  a  v é r t i c e s  

x em que  n u m ( v )  > n u m ( x ) .  

S e j a m  v e  w n o  mesmo c o m p o n e n t e  f o r t e m e n t e  c o n e x o  d e  

D e  s u p õ e - s e ,  sem p e r d a  de g e n e r a l i d a d e ,  q u e  num( v) < num(w)  . 
P o r  d e f i n i ç ã o ,  e x i s t e  um c a m i n h o  p em D  de v  p a r a  w . O c a m i n h o  

p  n ã o  d e v e  c o n t e r  a r e s t a s  de c r u z a m e n t o  de uma á r v o r e  da f l o -  

r e s t a  g e r a d o r a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  p a r a  uma o u t r a  á r v o r e ,  

d e s d e  q u e  n u m ( v )  num(w)  e as a r e s t a s  de  c r u z a m e n t o  vão  somen - 

t e  p a r a  o s  v é r t i c e s  com m e n o r  n u m e r a ç ã o ,  i s t o  é :  

é i m p o s s í v e l .  



E x i s t e  n e c e s s a r i a m e n t e  uma s u b á r v o r e  em que s u a s  a r e s  - 

t a s  de cruzamento e  a r e s t a s  de r e t o r n o  contém p ;  s e j a  r a  r a i z  

da s u b á r v o r e  mrnima. Por  causa  de minimal idade  da s u b á r v o r e ,  

s e  p não passa  por  r ,  temos: 

que é i m p o s s ~ v e l .  Então p passa  p o r  r ,  imp l i cando  que r  e s t á  

no mesmo componente f o r t e m e n t e  conexo que v e  w .  Concl ui - s e  

que s e  S é u m  componente f o r t e m e n t e  conexo de G ,  e n t ã o  os vé r  - 

t i c e s  de S definem uma á r v o r e  que é u m  s u b g r a f o  da f l o r e s t a  ge - 

r a d o r a .  A v o l t a  d e s t a  a f i rmação  não é v e r d a d e i r a ;  nem toda sub -- 

á r v o r e  c o r r e s p o n d e  a  u m  componente f o r t e m e n t e  conexo. 

A i  den t i  f i  cação  das r a i  zes das s  ubárvores  , cor respon  - 

den do aos componen t e s  for temen t e  conexos, nos pe rmi t i  r ã  i  den t i  - 

f i c á - l o s ,  do mesmo modo que r e c o n h e c e r  os v é r t i c e s  de a r t i c u l a  - 

ção nos permi t i u  i d e n t i f i c a r  os componentes b i conexos .  Para r e  - 

conhece r  e s s a s  r a r z e s ,  TARJAN (em TARJAN71) d e f i n e  a  função  

l o w l i n k ( v )  como sendo o  número do v é r t i c e  com menor numeração - 

no mesmo componente f o r t e m e n t e  conexo que v,que pode s e r  a l c a n  - 
- 

çado s e g u i n d o  uma s e q u ê n c i a  de z e r o  ou mais a r e s t a s  de a r v o r e  

s e g u i d a s  de no máximo uma a r e s t a  de r e t o r n o  ou uma a r e s t a  de 

cruzamento.  E s t e s  v a l o r e s  de lowl ink  nos dão a  informação que 

prec isamos  p a r a  e n c o n t r a r  a s  r a i  zes  dos componentes f o r t e m e n t e  

conexos, pois v é uma r a i z  s e  e  s ó  s e  l o w l i n k ( v )  = n u m ( v ) .  E s t e s  *. 

v a l o r e s  de lowl ink  podem s e r  f a c i l m e n t e  computados d u r a n t e  uma 

busca em p r o f u n d i d a d e .  

A complexidade do Algor i  tmo ( V e r  TARJAN71) pa ra  determi - 



n a r  o  p r o b l e m a  a q u i  m e n c i o n a d o  s e r á  também Ú ( I V I  + I E l ) .  

4 . 4 )  - EXEMPLO 

D e t e r m i n a r  o s  c o m p o n e n t e s  f o r t e m e n t e  c o n e x o s  d o  d i  g r a f o  

D = ( V , E )  a b a i x o  ( F i g u r a ( V I . 1 ) ) .  

D i g r a f o  D = (VYE) 

F i g u r a  V I . l  

E s t r u t u r a  d e  A d j a c ê n c i a :  

a - t b  

b - t c , h  

c - t d ,  g 

d - t e  

e  -t c ,  f 

f - t -  

g + d ,  f 

h - t a ,  g 

Es t r u t u r a  Di r e c i  o n a d a  d e  

B u s c a  em P r o f u n d i d a d e .  

F i a u r a  VI . 2  



A Figura(VI.2) m o s t r a  uma á r v o r e  g e r a d o r a  d i r e c i o n a d a  de Bus - 

ca em P r o f u n d i d a d e  com os  v a l o r e s  de l o w l i n k  e n t r e  [ e  

a s  r a i z e s  dos componentes  marcadas  com * . 

LOWLINK 

Logo, o s  componentes  f o r t e m e n t e  conexos  de D = ( V , E )  s ã o :  



5 )  APLICAÇÃO - O R D E N A Ç Ã O  TOPOLÓGICA 

5 . 1 . 1 )  OUTRAS REFERENCIAS - GOLUMBIC33; REINGOLD, NIEVERGELT & 

DE06 O .  

5 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO P R O B L E M A  

D e t e r m i n a r  uma o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  dos v é r t i c e s  de u m  d i  - 

g r a f o  a c i c l i c o  D = ( V , E ) .  

E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  p rob lema ac ima  s e r i a :  d e t e r m i -  

n a r  uma r o t u l a ç ã o  dos v é r t i c e s  de u m  d i g r a f o  a c i c l i c o  D = ( V , E )  

com i n t e i r o s  1 , 2 ,  . . . , I  V I ,  t a l  que s e  e x i s t e  uma a r e s t a  d i r e c i o  - 
nada  do v é r t i c e  vi p a r a  o  v é r t i c e  v e n t ã o  i  < j .  

j 

Assim,  dado um número - n e  um c o n j u n t o  de p a r e s  i n t e i  - 

r o s  ( i ,  j ) ,  o n d e  1  - < i ,  j - < n ,  o  p rob lema de o r d e n a ç ã o  t o p o l õ g i -  

c a  é e n c o n t r a r  uma pe rmu tação  x1 ,x2  , . . . 'n de { L  2 ,  . . . ,r11 

t a l  que - i  a p a r e c e  a  e s q u e r d a  de j p a r a  t o d o s  o s  p a r e s  ( i  , j ) q u e  

e s t ã o  n a  e n t r a d a .  E c o n v e n i e n t e  d e n o t a r  o s  p a r e s  de e n t r a d a  pe  - 

l a  r e l a ç ã o  " i  4 j" e  l ê - s e  " i  p r e c e d e  j " .  

O p rob lema de o r d e n a ç ã o  t o p o l õ g i c a  é e q u i v a l e n t e  a  s e  

a r r a n j a r  o s  v é r t i c e s  de u m  g r a f o  d i  r e c i o n a d o  em uma l i n h a  r e t a  

(o rdem 1  i n e a r )  , de modo que  t o d a s  as ares tas  vão da e s q u e r d a  p a r a  

a  d i r e i t a .  Um t a l  a r r a r i j o  é p o s s i v e l  s e  e  somen te  s e  não  e x i s  - 

tem c i c l o s  o r i e n t a d o s  no g r a f o ,  i s t o  é,  s e  e  somen te  s e  na  en - 

t r a d a  não  e x i s t e m  r e l a ç õ e s  da fo rma:  i 1  < i 2 ,  i 2  < i a ,  i 3  < i 4 ,  



Uma a p l i c a ç ã o  s i m p l e s  da t é c n i c a  de b u s c a  em p r o f u n d i  

dade em d i g r a f o s  é d e t e r m i n a r  a  o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i  ca de u m  di  - 

g r a f o  a c i c l  i  co .  

A o r d e n a ç ã o  t o p o l õ g i  ca  começa e n c o n t r a n d o  u m  vérti ce 

de D = ( V , E )  que  não tem a r e s t a s  d i v e r g e n t e s  ( t a l  v é r t i c e  deve 

e x i s t i  r s e  D é a c i c l i c o )  e  marca e s t e  v e r t i c e  com o  m a i o r  núme - 

r o ,  a  s a b e r  I V I .  E s t e  v é r t i c e  é r e t i r a d o  de D ,  j u n t a m e n t e  com 

t o d a s  a s  a r e s t a s  c o n v e r g e n t e s  a  e l e .  Como o  d i g r a f o  que r e s t o u  

é também a c i c l  i c o ,  podemos r e p e t i  r o  p r o c e s s o  e  m a r c a r  o  v é r t i  - 

ce  que não tem a r e s t a s  d i  v e r g e n t e s  com o  mai o r  número a i n d a  

não u t i l i z a d o ,  a  s a b e r  I V /  - 1  e  a s s i m  p o r  d i a n t e .  P a r a  c o n s e r  - 

v a r o  a l g o r i t m o  com ú ( IVI  + \ E ] ) ,  devemos e v i t a r  b u s c a r  o  di - 

g r a f o  m o d i f i c a d o  p o r  u m  v é r t i c e  que não tem a r e s t a s  d i v e r g e n  - 

t e s .  

Fazemos,  e n t ã o ,  a  e x e c u ç ã o  de uma s i m p l e s  b u s c a  em 

p r o f u n d i d a d e  em um dado digrafo ac7clico. E m  a d i ç ã o  ao u sua l  -- n u m ,  

p r e c i s a m o s  de u m  o u t r o ,  que chamaremos r ó t u l o ,  de tamanho = / V I ,  

p a r a  c o n s e r v a r  o s  r ó t u l o s  dos ver t i  c e s  o r d e n a d o s  topo1 og i  camen - 

t e .  Logo e x i s t e  uma a r e s t a  ( u , v )  em D ,  e n t ã o  r Õ t u l o ( u )  < rótu-  

l o ( ~ ) .  

A comp lex idade  do a1 g o r i  tmo p a r a  r e s o l  v e r  o  p rob l ema  

aqu i  d e s c r i t o  é ú ( IVI  + I E l ) ,  v i s t o  que  c a d a  a r e s t a  é e x p l o -  

r a d a  uma vez .  



5 . 4 )  EXEMPLO - 

D e t e r m i n a r  a  o r d e n a ç ã o  t o p o 1  Ó g i c a  dos v é r t i c e s  do d i  g r a f o  

a c í c l i c o  D = (V,E) a b a i x o :  

D i g r a f o  D = (V,E)  

b  f 

E s t r u t u r a  de a ' d j a c ê n c i a :  

a  -+ b ,  c ,  d  

Logo,  os  v é r t i c e s  do d i g r a f o  D e s t ã o  o r d e n a d o s  t o p o l o g i c a  - 

mente ,  como pode s e r  v i s t o  a  s e g u i r :  



OBS.:  ( 1 )  O D i g r a f o  a b a i x o  não  e s t á  o r d e n a d o  t o p o l o g i c a -  

mente :  

( 2 )  A o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  é u t i l  na  a n á l i s e  de r e  - 

des  de a t i v i d a d e ,  onde u m  p r o j e t o  g r a n d e  e  com - 

p l e x o  e s t á  r e p r e s e n t a d o  p o r  u m  d i g r a f o  em que 

o s  v é r t i c e s  co r r e spondem a o s  o b j e t i v o s  no p r ?  

j e t o  e  as a r e s t a s  co r r e spondem à s  a t i v i d a d e s .  

A o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  f o r n e c e  uma ordem em 

que os  o b j e t i v o s  podem s e r  a l c a n ç a d o s .  



6 )  - APLICAÇÃO - COMPONENTES FRACOS 

6 . 1 . 1  ) - OUTRAS REFERENCIAS - T A R J A N ~ I  ; G R A H A M ,  KNUTH & MOTZKIN 3 4  

6 . 2 )  - D E S C R I Ç Ã O  DO P R O B L E M A  

D e t e r m i n a r  os componen tes  f r a c o s  de um d i g r a f o  D = (V ,E ) .  

S e j a m  v e  w d o i s  v é r t i c e s  em um g r a f o  d i r e c i o n a d o  D. - - 

E x i s t e  um - n ã o - c a m i n h o  de - v p a r a  w - se n ã o  e x i s t e  um c a  - 

m i n h o  de - v p a r a  w .  - 
Se e x i s t e  um - n ã o - c a m i n h o  de vi p a r a  p a r a  1  - < i  < n, 

e n t ã o  vl , vp,. . . , v  é uma s e q u ê n c i  a  de p a s s o s  de n ã o - c a m i n h o s  n  

de v1 p a r a  vn. 

O c o n c e i t o  de - componentes  f r a c o s  de um g r a f o  d i r e c i o -  

n a d o  f o i  t r a t a d o  p o r  GRAHAM , KNUTH & M O T Z K I N  3 4 ,  da s e g u i n t e  ma v 

n e i  r a :  d o i s  v é r t i c e s  - v  e  w p e r t e n c e m  ao mesmo - componente  f r a c o  

se  e l e s  p e r t e n c e m  ao  mesmo componente  f o r t e  ( i s t o  é, se  e x i s t e  

um c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  de - v p a r a  - w e  de w - p a r a  - v )  ou se  e x i s t e  

uma s e q u ê n c i a  de p a s s o s  de n ã o - c a m i n h o s  de - V p a r a  w e  de w - p a  



6 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

Em PACAULT55 é a p r e s e n t a d o  um a1 g o r i  tmo p a r a  e n c o n t r a r  

o s  c o m p o n e n t e s  f r a c o s  de um d i g r a f o  D  = ( V , E ) ,  com Ú ( I V I  + I E l ) .  

Na r e f e r ê n c i a  T A R J A N ~ ~ ,  T a r j a n  a p r e s e n t a  um o u t r o  a l g o  - 

r i t m o  ( a b a i x o  p a s s o s  ( I ) ,  ( 2 )  e  ( 3 ) ) c o m  c o m p l e x i d a d e  O ( /  v J + I E I )  

q u e  6 p a r e c i d o  com o  de P a c a u l t  , mas é m a i s  d i r e t o .  E l e  u t i l i  - 

z a  o  m é t o d o  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  e  f o r n e c e  o s  c o m p o n e n t e s  

f r a c o s  do  d i g r a f o  dado .  

P a s s o s  do A l g o r i  tmo de TARJAN: 

( 1 )  E n c o n t r a r  o s  c o m p o n e n t e s  f o r t e s  Ci de D  e  r e d u z i r  

c a d a  um a  um s imples  v é r t i c e  - i, com uma a r e s  t a  ( i ,  j) n o  n o v o  g r a f o  

s e  e  s o m e n t e  se  e x i s t e  uma a r e s t a  ( v , w )  em D com V E C .  e  w e C  
1 j. 

Os c o m p o n e n t e s  f r a c o s  do  g r a f o  a c i c l  i c o  r e s  u l  t a n  t e  c o r r e s p o n d e m  

aos  c o m p o n e n t e s  f r a c o s  de D. A r e d u ç ã o  dos  c o m p o n e n t e s  f o r t e s  

r e q u e r  O ( /  V I  + I E I )  tempo u s a n d o  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e .  ( J á  v i s  - 

t o  n o  a l g o r i t m o  da a p l i c a ç ã o  a n t e r i o r  4 ) .  D a q u i  p o r  d i a n t e  s e r á  

s u p o s t o  q u e  D  é a c i c l i c o .  

( 2 )  N u m e r a r  o s  v é r t i c e s  de D  de 1  a  I V I ;  e n t ã o  t o d a s  

as a r e s t a s  vão  de um v é r t i c e  com n u m e r a ç ã o  m a i s  b a i x a  p a r a  um 

com n u m e r a ç ã o  m a i s  a l t a .  

E s t a  o p e r a ç ã o  é chamada o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i  ca dos  

v é r t i c e s  de D  e  pode  s e r  e x e c u t a d a  com ú ( I  V I  + I E l )  t empo  u s a n -  

d o  - b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  ( V e r  a p l i c a ç ã o  5 ) .  D a q u i  p o r  d i a n t e  as - 

s u m i  remos  q u e  o s  v é r t i c e s  s ã o  i d e n t i  f i  c a d o s  p o r  n ú m e r o .  



R e s u l t a d o  I m p o r t a n t e :  Os v é r t i  ces  de q u a l q u e r  com - 

p o n e n t e  f r a c o  de D  s ã o  c o n s e c u t i v o s  ( n a  m e n c i o n a d a  o r d e n a ç ã o  ) 

( V e r  p r o v a  em TARJAN73) .  

( 3 )  A  r e f e r ê n c i a  TARJAN73 a p r e s e n t a  n e s s e  p a s s o  ( 3 )  um 

p r o g r a m a  e s c r i  t o  em ALGOL-LIKE p a r a  c a l c u l a r  o s  c o m p o n e n t e s  f r a  - 

tos. O t empo  t o t a l  de e x e c u ç ã o  d o  p a s s o  ( 3 )  é O ( I V I  + ] E ] ) .  

Podemos e n t ã o  c o n c l u i  r q u e  os p a s s o s  ( 1 )  - ( 3 )  f o r  - 

necem um a l g o r i t m o  p a r a  e n c o n t r a r  os c o m p o n e n t e s  f r a c o s  de um 

d i g r a f o  D  e  com c o m p l e x i d a d e  t o t a l  de O( I V I  +. / E [ ) .  

6.4) EXEMPLO - Dado o  d i g r a f o  D  = ( V y E )  a b a i x o ,  d e t e r m i n a r  

os c o m p o n e n t e s  f r a c o s  de D. 

D i g r a f o  D = (V ,E)  E s t r u t u r a  de ~ d j a c ê n c i a :  

a +  b ,  c ,  d ,  e ,  f 

b  + - 



Usando  a  t é c n i c a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e ,  i r e m o s  e n  - 

c o n t r a r  os c o m p o n e n t e s  f o r t e s  de D  (como j á  f o i  u s a d a  n a  A p l i  - 

c a ç ã o  ( 4 )  a n t e r i o r ) .  E l e s  s ã o :  

A p l i c a n d o  o  p a s s o  ( 1 )  d o  a l g o r i  tmo a q u i  d e s c r i t o ,  ob -- 

t e m o s  o  s e g u i n t e  g r a f o  a c ~ c l i c o :  

D e p o i s  de a p l i c a r  os p a s s o s  ( 2 )  e  ( 3 )  d o  a l g o r i t m o ,  

chegamos a  c o n c l u s ã o  q u e  os  c o m p o n e n t e s  f r a c o s  de D  = ( V , E )  são: 



A P L I  CAÇÃO - TODAS AS ORDENAÇÕES TOPOLÓGI CAS 

7 . 1 )  - REFERENCIAS - KNUTH & SZWARCFITER46 

7 . 1 . 1 )  OUTRAS REFERENCIAS - REINGOLD, NIEVERGELT & D E O G O  -- 

GOLUMBIC33; KNUTH47 

7 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

G e r a r  t o d a s  as s o l  u ç õ e s  do  p r o b l  ema de o r d e n a ç ã o  t o p o 1  ó g i  - 

c a .  

A  s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  de o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  n ã o  

é ú n i c a .  A s s i m ,  n a  a p l i c a ç ã o  d e s c r i t a  a c i m a ,  q u e r e m o s  um a l g o  - 

r i t m o  p a r a  g e r a r  t o d a s  as o r d e n a ç õ e s  t o p o l õ g i c a s .  T a l  a l g o r i t  - 

mo s e r v e  como um e x e m p l o  i n s t r u t i v o  p a r a  v á r i o s  p r o b l e m a s  g e  

r a i s  i m p o r t a n t e s  t a i s  como b a c k t r a c k i n g ,  p r o c e d i m e n t o s  p a r a  

t r a n s f o r m a r  r e c u r s ã o  em i t e r a ç ã o ,  m a n i p u l a ç ã o  de e s t r u t u r a s  de 

dados  e  c r i a ç ã o  de  p r o g r a m a s  bem e s t r u t u r a d o s .  

7 . 3 )  METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE 

- 
Uma mane i  r a  n a t u r a l  de r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  a c i m a  e :  

s e j a  xl um e l e m e n t o  q u e  n ã o  t e m  p r e d e c e s s o r e s ;  em s e g u i d a  r e t i  

ramos t o d a s  as r e l a ç õ e s  da  f o r m a  xl < j; s e j a  x2 um e l e m e n t o  

d i f e r e n t e  de  xl e  sem p r e d e c e s s o r e s ;  e n t ã o  r e t i r a m o s  t o d a s  as 

r e l a ç õ e s  d a  f o r m a  x2 < j, e t c .  Não é d i f i c i l  v e r i f i c a r  ( V e r  



KNUTH47) q u e  e s t e  m é t o d o  s e r á  s e m p r e  bem s u c e d i d o ,  a  m e n o s  q u e  

e x i s t a  um c i c l o  o r i e n t a d o  n a  e n t r a d a .  Além d i s s o ,  d e  c e r t a  f o r  - 

ma,  e s t a  é a  Ú n i c a  m a n e i r a  d e  p r o c e d e r ,  v i s t o  q u e  x l  d e v e  s e r  

um e l e m e n t o  sem p r e d e c e s s o r e s ,  e x 2  d e v e  s e r  sem p r e d e c e s s o r e s  

q u a n d o  t o d a s  a s  r e l a ç õ e s  x l  < j s ã o  r e t i r a d a s ,  e t c .  E s t a  o b s e r  - 

v a ç ã o  l e v a ,  n a t u r a l m e n t e ,  a  um a l g o r i t m o  q u e  e n c o n t r a  t o d a s  a s  

s o l  u ç õ e s  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  o r d e n a c ã o  t o p o l ó g i c a ;  e l e  é um e x e m  - 

p l o  t i p i  c o  d e  uma p r o c e d u r e , " b a c k t r a c k "  o u  uma " b u s c a  - em p r o f u n -  

d i d a d e " ,  o n d e  em c a d a  e s t á g i o  c o n s i d e r a m o s  um s u b p r o b l e m a  da f o r  -- - 

ma: " E n c o n t r a r  t o d a s  a s  m a n e i r a s  d e  c o m p l e t a r  uma d a d a  p e r m u t a  - 

ç á o  p a r c i a l  x1 , x 2  x k  s e g u n d o  uma o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  x l  , x 2 ,  

. . .  x n " .  O m é t o d o  g e r a l  é r a m i f i c a r  t o d a s  a s  p o s s i v e i s  e s c o l h a s  

de X k + l  

A r e f e r ê n c i a  KNUTH & S Z W A R C F I T E R ~ ~  a p r e s e n t a  um a l g o -  

r i t m o  p a r a  r e s o l  v e r  o  p r o b l e m a  d e  g e r a r  t o d a s  a s  o r d e n a ç õ e s  t o  - 

p o l Õ g i c a s ,  e tem como - C o m p l e x i d a d e :  O ( l V (  t I E l )  p o r  o r d e n a ç ã o  

g e r a d a .  L o g o ,  s e  e x i s t e m  S  o r d e n a ç õ e s ,  a  c o m p l e x i d a d e  é O(1VI + 

I E I  S I .  

d 

OBS.:  S e j a  I v I  = n .  S e  S  é máximo e n t ã o  o  p r o b l e m a  e - 

e q u i v a l e n t e  a  g e r a r  t o d a s  p e r m u t a ç õ e s  d e  1 , 2 ,  . . .  

P o r é m ,  n o  p i o r  c a s o ,  q u a n d o  S  é m u i t o  g r a n d e ,  a  

c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i  tmo é m e l h o r  d o  q u e  n . n ! ,  , 

p o i s  é e . n !  o u  s e j a :  

n  + n ( n - i )  + n ( n - i )  ( n - 2 )  + . . . t n!  ~ n !  eJ - 1  = e 

c o n s t a n t e  p o r  p e r m u t a ç ã o ,  em m é d i  a .  



7 . 4 )  EXEMPLO 

G e r a r  t o d a s  a s  o r d e n a ç õ e s  t o p o 1  Õgi c a s  d o  d i g r a f o  D '  = ( V , E )  

a b a i x o :  

Temos como e n t r a d a :  

1 < 3 , 2 < 1 , 2 < 4 , 4 < 3 , 4 < 5  

A p l i c a n d o  o  a 1  g o r i  tmo de K N U T H  & SZWARCFITER46, n a  s a i d a  

t e r e m o s  a  i m p r e s s ã o  de  c i n c o  s o l u ç õ e s ,  ou  s e j a ,  t o d a s  as). 

o r d e n a ç õ e s  t o p o l ó g i c a s  de D '  ; q u e  s ã o :  



8 )  A P L I  CAÇÃO - FECHAMENTO TRANSITIVO 

8 . 1 . 1  ) - OUTRAS REFERENCIAS - R O Y 6  3 ;  W A R S H A L L ~ ~  ; FISCHER & 

M E Y E R ~  7 ;  ARLAZAROV y D I N I C  , KRONROD 

& F A R A D Z E V ~ ;  E B E R T ~ ~ ;  BLONIARZ , 

FISCHER & M E Y E R 9 .  

8 . 2 )  DESCRIÇÃO DO PROBLEMA -- 

C o n s t r u i  r o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de um d i g r a f o  D. 

S e j a  D  = (V ,E)  um d i g r a f o .  Seu supergrafo g e r a d o r  máx imo 

q u e  p r e s e r v a  a  a l c a n ç a b i l i d a d e  de D  é d e n o m i n a d o  - f e  ch  amen t o  

t r a n s i t i v o .  - - 
Suponhamos q u e  os  v é r t i c e s  de D  s ã o  r e p r e s e n t a d o s  p e l o  

c o n j u n t o :  1 ,  2  ... n ) .  

S e j a m  as  l i s t a s  de a d j a c ê n c i a s  de D: 

Li = { j l  3 a r e s t a  de i p a r a  j } ,  p a r a  i = 1 , 2 y . . . ,  n  



n  
S e j a  m = 1 1  Li 1 1  O número  de a r e s t a s  em D .  

i = l  
r 

S e j a m  Li = {j l  3 a r e s t a  de j p a r a  i }  i = 1,2, ..., n  

as  l i s t a s  de a d j a c ê n c i a s  de a r e s t a s  r e v e r s a s  do d i g r a f o  D. O 

v e r t i c e  j  é chamado um - s u c e s s o r  de -i se e x i s t e  um caminho  de 

i p a r a  j. N e s t e  c a s o ,  i é chamado um p r e d e c e s s o r  de j. 

8 . 3 )  METODO - BUSCA EM LARGURA O U  BUSCA EM PROFUNDIDADE 

A l g o r i t m o s  que c o n s t r o e m  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de 

um d i g r a f o  dado merecem c o n s i d e r á v e l  a t e n ç ã o .  R O Y 6 3  e  m a i s  

t a r d e  W A R S H A L L ~ ~  p r o p u s e r a m  um a l g o r i t m o  que r e q u e r  O ( l ~ 1 ~ )  

p a s s o s .  Em 1970,  ARLAZAROV, DINIC,  KRONROD & FARADZED~,  p u b l i  - 
3 

caram um a1 g o r i  tmo com 1  i m i  t e  de tempo O( I V I / 1  o g  I V 1 ) . F I S  - 

CHER & MEYER9 a p l i c a r a m  a  r á p i d a  m a t r i z  de m u l t i p l i c a ç ã o  de 

S t r a s s e n  e  o b t i v e r a m  um a1 g o r i  tmo p a r a  f e c h a m e n t o  t r a n s i  t i  vo 

com l i m i t e  de tempo O ( I V I  2 '81  ) . BLONIARZ, FISCHER & MEYERg tam - 

L 
bem p r o p u s e r a m  um a l g o r i t m o  com tempo m é d i o  O ( ( V (  l o g  ( V I ) .  

R e c e n t e m e n t e ,  EBERT a p r e s e n t o u  um a1 g o r i  tmo que  usa  

b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  p a r a  c o m p u t a r  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  e  

2  que  g a s t a  O(max ( ( V I  . ( E / ,  / V (  ) ) o p e r a ç õ e s .  

O a l g o r i t m o  que tomaremos como r e f e r ê n c i a  p a r a  a  a p l i  - 

c a ç ã o  a q u i  d e s c r i  t a  ( o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o )  é o  de SCHNORR. 

Em S C H N O R R ~ ~  há uma d e s c r i ç ã o  i n f o r m a l  do a1 g o r i  tmo usado e 

que c o n s i s t e  de 5 e s t á g i o s .  Um desses  e s t á g i o s  é a  a p l i k a ç ã o  

da t é c n i c a  de b u s c a  em l a r g u r a  p a r a  a c h a r  uma l i s t a  Si de s u  - 

cessares, p a r a  c a d a  v é r t i c e  i. O tempo e s p e r a d o  de e x e c u ç ã o  

do a1 g o r i t m o  de SCHNORR é Ú ( n  -i- m*),  onde m* é o  n ú m e r o  de 



1  O5 

a r e s t a s  no f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o .  

8 . 4 )  EXEMPLO -- 

A c h a r  o f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  p a r a  o  d i g r a f o  D = (V ,E)  

a b a i x o :  

A p l i c a n d o  o s  5 e s t á g i o s  do a l g o r i  tmo de s C H N O R R 6  5 :  

L i s t a s  de  a d j a c ê n c i a s :  L i s t a s  de  a d j a c ê n c i a s  de a r e s t a s  
r e  ve r s  a s  : 

L,  = { 2 }  = { 5 }  

L 2  = 1 3 1  
r 

L 2  = 1 1  , 41  

L 3  = 1 4 1  = { 2 }  

L 4  = 121 = { 3 , 5 1  

L5  = { I 3 4 1  r L5  = { 1  

S u c e s s o r e s :  P r e d e c e s s o r e s :  

S1  = {2 ,3 ,4 }  P 1  = { 5 1  

s 2  = 1 3 9 4 1  P2 = {1 ,3 ,4,51 

s 3  = { 2 , 4 }  P3  = {1 ,2 ,4 ,51  

S4 = { 2 , 3 1  P4 = I1 ,2 ,3 ,51  

S5 = 11,2,3,41 P 5 = W  



P a r a  a c h a r  os s u c e s s o r e s  Si, u t i l i z a m o s  a  t é c n i c a  de b u s c a  

em 1  a r g u r a .  ( V e r  a1 g o r i  tmo em SCHNORR65). 

As l i s t a s  de a d j a c ê n c i a s  do f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  s ã o  da-  

das p o r :  

Logo ,  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de D s e r á :  



9 )  - APLICAÇÃO - TODOS OS CAMINHOS DE UM GRAFO 

9 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

A p a r t i  r de um v é r t i c e  q u a l q u e r  s de um g r a f o  G ( n ã o - d i  r e  - 

c i o n a d o  o u  d i r e c i o n a d o ) ,  a c h a r  t o d o s  os  c a m i n h o s  s i m p l e s  

e x i s t e n t e s  em G. 

S e j a  G = ( V y E )  o  g r a f o  dado .  

S e j a  s o  v é r t i c e  d a d o .  

Caminho  s i m p l e s  é a q u e l e  em q u e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  s ã o  d i s  -- - - 

t i n t o s .  

9 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

O a l g o r i t m o  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  p a r a  r e s o l v e r  o  

p r o b l  ema d e s c r i  t o  a c i m a  é c l . a s s i  f i c a d o  como NÃO-RESTRINGIDO , 

o u  s e j a ,  um v é r t i c e  p o d e  s e r  e x p l o r a d o  m a i s  de uma v e z ,  l o g o  

uma a r e s t a  p o d e r á  s e r  e x p l o r a d a  m a i s  de uma v e z .  ( V e r  C a p r t u l o  

V a n t e r i o r ) .  

O a l g o r i  tmo s e r á :  



P r o c e d i m e n t o  B P ( v )  ; 

1. V i s i t a r e  m a r c a r  v ;  I n t r o d u z i r  v n a  P i l h a ;  

2 .  L i s t a r p i l h a ;  

3. P a r a  w O A d j ( v )  F a ç a  Se w d e s m a r c a d o  -- -- - 

e n t ã o  B P ( w ) ;  -- 

4. D e s m a r c a r  v ;  R e t i i r a r  v  da  p i l h a  

F i m .  - 

A  COMPLEXIDADE d e s t e  a l g o r i t m o  s e r á :  O ( I V I  + I E I )  p o r  cam i  - 

n h o .  

9 . 4 )  - EXEMPLO 

A p a r t i  r do  v é r t i c e  s ,  a c h a r  t o d o s  os  c a m i n h o s  s i m p l e s  

e x i s t e n t e s  n o  g r a f o  G = ( V y E )  a b a i x o :  

E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a :  

d - t  C,  b ,  s 

A p l  i c a r e m o s  o  a1 g o r i  tmo a q u i  d e s c r i  t o ,  s e n d o  - s o  p r i m e i  r o  

v é r t i c e  a  s e r  e x p l o r a d o .  E  a s s i m ,  r e c u r s i  vamen te ,  i remos 

e x p l o r a r  os  d e m a i s  v é r t i c e s ,  l i s t a n d o  t o d o s  o s  c a m i n h o s  

s i m p l e s  e x i s t e n t e s  em G q u e  s ã o :  



S 

s a  

s a b  

s a b d  

s a b d c  

s a b c  

+ s a b c d  

s b  

s b a  

s b d  

. s b d c  

s b c  

+ s b c d  

s  d  

S ~ C  

s d c b  

s d c b a  

S d b  

s d b a  

s  d b  c  

1 0 )  - APLICAÇÃO - TODOS OS CAMINHOS M A X I M A I S  DE UM GRAFO 

1 0 . 2 )  DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

A  p a r t i r  de um v é r t i c e  q u a l q u e r  s de um g r a f o  G ( n ã o - d i  - 

r e c i o n a d o  o u  d i r e c i o n a d o ) ,  a c h a r  t o d o s  os  c a m i n h o s  s i m  - 
p l e s  m a x i m a i s  e x i s t e n t e s  em G. 

S e j a m :  G = ( V y E )  o  g r a f o  d a d o  e  s o  v é r t i c e  dado .  

Caminho  S i m p l e s :  é a q u e l e  em q u e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  s ã o  -- --- 

d i s  t i  n  t o s .  

Caminho  M a x i m a l :  o  c a m i n h o  v ~ 1 9 ~ 2 y . . . y  v k  é d i t o  s e r  um -- - 

c a m i n h o  m a x i m a l  de um g r a f o  G q u a n d o  e l e  f o r  s i m p l e s  e  

n ã o  e x i s t i r  nenhum c a m i n h o  do  t i p o :  v lYvZ. . . ,  V k y  Z ,  o n  - 

de z  é um v é r t i c e  de G d i f e r e n t e  de v l . .  . V k .  



1 0 . 3 )  - METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE 

O a l g o r i t m o  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  p a r a  r e s o l v e r  o  

p r o b l e m a  a q u i  d e s c r i  t o  ,. é c1  a s s i  f i  c a d o  como - NÃO-RESTRINGIDO. 

( V e r  C a p i t u l o  V a n t e r i o r ) .  E l e  s e r á :  

P r o c e d i  men t o  BP M ( v )  ; 

1 .  F L A G ( v )  : = FALSO; 

u : =  P A I ( v ) ;  

2.  V i s i t a r  e  m a r c a r  v; I n s e r i  r v n a  P i l h a ;  

3. P a r a  w E A d j ( v )  -- F a ç a  - Se w d e s m a r c a d o  -- e n t ã o  F L A G ( v ) :  = VERD 

I BPM(w ) ; 

4 .  - Se F L A G ( v )  = FALSO e  u  # w 

5 .  -- e n t ã o  L i s t a r  P i l h a .  

6 .  D e s m a r c a r  v; R e t i r a r  v  d a  p i  l h a ;  

F i  m - 

A  COMPLEXIDADE d e s t e  a l g o r i t m o  s e r á  ú ( I V I  + / E [ )  p o r  cami  - 

n h o .  

1 0 . 4 )  EXEMPLO 

A p a r t i r  do v é r t i c e  - 5 ,  a c h a r  t o d o s  o s  c a m i n h o s  s i m p l e s  ma - 

x i m a i s  e x i s t e n t e s  n o  g r a f o  G = ( V y E )  a s e g u i r :  



E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i a :  

s -t a ,  b ,  d  

a  -t b ,  s 

b  -t d ,  c ,  a ,  s  

c  -t b ,  d  

d  -+ C ,  b ,  s  

I n i  c i a l m e n t e  a p l i c a r e m o s  o  a l g o r i  tmo BPM(s) p a r a  o  v é r t i  - 

c e  s  ; Depois :  BPM(a) , BPM(b) 3 BPM(d) , 

FLAG(a) =Verd , FLAG(b) =Verd , FLAG( d ) = V e r d ,  

B P M (  c )  

FLAG(c)=Fa lso  

A q u i  chegamos no p a s s o  ( 4 )  e  e n t r a r e m o s  no  e n t ã o  do Se -- - 
l i s t a n d o  o  caminho maximal:  s  a  b  d  c .  

Con t i nuando  a  ap l  i c a r  o a1 g o r i  tmo , t e r emos  como r e s  ul t a -  

do f i n a l  os  s e g u i n t e s  caminhos  maximais :  

s a b d c  

s a b c d  

s b a  

s b d c  

s b c d  

s d c b a  

s d b a  

s d b c  



OBS.: A á r v o r e  q u e  e n c o n t r a  o s  c a m i n h o s  m a x i m a i s  s e r á  e x  -- - 

p o n e n c i a l .  No p i o r  c a s o  ( p o r  e x e m p l o ,  q u a n d o  o  g r a  - 
f o  é c o m p l e t o ) ,  o  número  de v é r t i c e s  s e r á  ( n - l ) !  

1 1 )  - APLI C A Ç Ã O  - CICLOS S  IMPLES D E  U M  GRAFO 

1 1 . 1  ) - R E F E R E N C I A S  - S Z W A R C F I T E R  & L A U E R ~  

1 1 . 1 . 1 )  OUTRAS R E F E R ~ N C I A S  - MATETI & DE053; J O H N S O N ~ ~ ;  --- 

!dEI . IB?ATTbO ; T A R J A N ~ ~ ;  K A R A Y  IANNIS 

& LOIZOU44. 

1 1 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO P R O B L E M A  

E n u m e r a r  t o d o s  o s  c i c l o s  s i m p l e s  de  u m  g r a f o  ( d i r e c i o n a  - 

do  ou  n ã o  d i  r e c i  o n a d o )  . 

O p r o b l e m a  d e  e n u m e r a r  t o d o s  o s  c i c l o s  s i m p l e s  de  u m  

g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  t em m u i t o  em comum com o  p r o b l e m a  de  e n u  - 

m e r a r  t o d o s  o s  c i c l o s  d i  r e c i o n a d o s  de  u m  d i g r a f o ,  e  podemos con 

s i d e r á - 1 0 s  em p a r a l e l o .  

De f a t o ,  q u a l q u e r  a l g o r i t m o  q u e  e n u m e r a  t o d o s  o s  c i  - 

cios d e  u m  d i g r a f o  p o d e  s e r  u s a d o  p a r a  e n u m e r a r  t o d o s  o s  c i c l o s  

de u m  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o ,  com uma p e q u e n a  a1 t e r a ç ã o .  

S e j a :  C + Número de c i c l o s  s i m p l e s  d e  u m  d i g r a f o  

D = ( V , E )  



1 1 . 3 )  METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

A m a i o r i a  d o s  m e l h o r e s  a l g o r i  tmos c o n h e c i d o s  p a r a  e n u  - 

m e r a r  o s  c i c l o s  s i m p l e s  de um d i g r a f o  s ã o  b a s e a d o s  n a  t é c n i c a  

de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e .  

E n t r e  o  g r a n d e  n ú m e r o  de a l g o r i t m o s  de c i c l o s  a n a l i s a  - 

d o s  p o r  P r a b h a k e r  e  Deo ( V e r  MATETI & D E 0 5 3 ) ,  O a l g o r i  tmo d e  

JOHNSON a p r e s e n t a  um m e l h o r  l i m i t e  de t empo  e  e s p a ç o ,  p a r t i c u -  

l a r m e n t e  um l i m i t e  l i n e a r  com o  t a m a n h o  d o  g r a f o ,  p o r  c i c l o .  

S z w a r c f i  t e r  e  L a u e r  também a p r e s e n t a m  um a1 g o r i  tmo 

q u e  t e m  u m  l i m i t e  de  t empo  e  e s p a ç o  de p i o r  c a s o  s e m e l h a n t e  a o  

de  J o h n s o n .  C o n t u d o  o  l i m i t e  d o  a1 g o r i  tmo de  S z w a r c f i  t e r  é sem - 

p r e  m e n o r  ou  i g u a l  a o  de J o h n s o n .  ( C o m p l e x i d a d e  n o  p i o r  c a s o :  

de  t empo  = o ( I v I  + 1 ~ 1 ) ~  e de  e s p a ç o  = O ( I V I  + I E I ) ,  em ambos 

o s  a 1  g o r i  t m o s ) .  

U m  dos  p r i m e i r o s  a l g o r i  tmos q u e  u t i l i z a v a  b u s c a  em 

p r o f u n d i d a d e  p a r a  e n u m e r a r  t o d o s  o s  c i c l o s  s i m p l e s  u s a v a  um a1  - 

g o r i t m o  - BACKTRACK n ã o  r e s t r i n g i d o .  E l e  e m p r e g a v a  a  t é c n i c a  de  

c o n s t r u i r  c a m i n h o s  s i m p l e s  a  p a r t i r  de  um v é r t i c e  i n i c i a l  S .  

(Chamado  v é r t i c e  de  p a r t i d a  em uma p i l h a ) .  U m  v é r t i c e  - v é mar  - 

cada e i n s e r i d o  n a  p i l h a .  D e p o i s  q u e  v é r e t i r a d o  da  p i l h a  ( s ó  

n o  c a s o  em q u e  v = s ) ,  é r e a l i z a d a  uma o p e r a ç ã o  "DESMARCAR" q u e  

p a r a  t a l  a 1  g o r i  tmo s i  g n i  f i c a  " D e s m a r c a r  V é r t i c e  v " .  

P a r a  T a r j a n  ( R e f .  TARJAN74) "DESMARCAR" s e r i a :  " S e  v 

e s t a v a  e n v o l v i d o  em um c i c l o  e n t ã o  d e s m a r q u e  v e t o d o s  o s  v é r -  

t i c e s  de  um c o n j u n t o  Z ,  q u e  c o n s i s t e  dos  v é r t i c e s  q u e  s ã o  mar-  

c a d o s  e  e n t r a r a m  n a  p i l h a  p o r  ú l t i m o ,  d e p o i s  d e  v " .  D e v i d o  a  

t a i s  r e s t r i ç õ e s ,  o  a l g o r i t m o  de T A R J A N  p a s s a  a c o n t e r  um a l g o  - 



r i  tmo - B A C K T R A C K  p a r c i a l m e n t e  r e s t r i n g i  do.  

P a r a  Johnson  ( R e f .  JOHNSON42), "DESMARCAR" s e r i a :  "Se 

v e s t a v a  e n v o l v i d o  em u m  c i  c10 e n t ã o  desmarque v e  t o d o s  o s  

v é r t i c e s  de u m  c o n j u n t o  Z 1 ,  Z 1  C_ Z .  Z1 c o n s i s t e  de v é r t i  c e s  

x  c Z ,  p a r a  o s  q u a i s  e x i s t e  u m  caminho de x  p a r a  v ,  e n v o l v e n d o  

somente  v é r t i c e s  de Z".  O a l g o r i t m o  de Johnson  é também p a r c i -  

a l m e n t e  r e s t r i n g i  do.  Obse rvação :  t a l  a l  g o r i  tmo a c h a  p r i m e i  r o  
--L 

o s  componentes  f o r t e m e n  t e  conexos do g r a f o ,  e  a  p a r t i  r de cada  

componente ,  a cha  o s  c i c l o s .  

P a r a  S z w a r c f i t e r  e  L a u e r  ( R e f .  SZWARCFITER & L A U E R 6 7 )  

"DESMARCAR" tem o  mesmo s i g n i f i c a d o  que o  a l g o r i  tmo de Johnson ,  

e x c e t o  no c a s o  em que  a s  a r e s t a s  que  levam a  v é r t i c e s  x  desmar  - 

c a d o s  r e c e n t e m e n t e  s ã o  i n s e r i d a s  de novo n a s  l i s t a s  de a d j a c ê n  

c  i  a .  

A p r i n c i p a l  d i f e r e n ç a  e n t r e  o  a1 g o r i  tmo de Johnson  e  

o  de S z w a r c f i t e r  e  L a u e r ,  é que e s t e  ú l t i m o  d e s c o b r e  u m  c i c l o  

s i m p l e s  l o g o  que e l e  é g e r a d o ,  ou s e j a ,  l o g o  que  e l e  a p a r e ç a  

na s  p o s i ç õ e s  do t o p o  da pi  l h a .  

1 1 . 4 )  - E X E M P L O  

Dado o  d i g r a f o  D = ( V , E ) ,  e n u m e r a r  t o d o s  os  c i c l o s  de D. 



D i g r a d o  D = (V ,E)  

A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  de SZWARCFITER & LAUER: 

E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i  a: 

a + b  

b + c , d  

C + -  

d  + a, c ,  e  

e + a  

f + e ,  g  

g  + e ,  h  

h + f  

Componentes f o r t e m e n t e  cone-  

xos  do d i  g r a f o  D ac ima :  

1 9 )  a b d  e 

2 9 )  c  

3 9 )  f, g, h  

P a r a  cada componente  conexo  

s e r ã o  achados os c i c l o s  n e  - 
l e  con t i  dos.  

P o r  e x e m p l o ,  p a r a  o  componente - 1 9 )  a  b  d  e  

E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i a  do lQ componente  

a - t b  

b - t d  

d  + a, e  

e + a  



S e j a  s = a  ( i n i c i a l )  

Logo :  

I I v = d -  w = a = s  

I l i s t a r  o  c i c l o :  

a b d a  

v = e ;  w = a = s  

l i s t a r  o  c i c l o :  

a b d e a  

e  

d  

b  

P a r a  o  l Q  componen te ,  temos os c i c l o s :  ( a  b  d  a)  e  

( a  b  d  e  a )  

P a r a  o  30 componen te ,  temos o  c i c l o :  ( f  g  h  7) 

a  L 

1 2 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO P R O B L E M A  

E n c o n t r a r  o  menor  c a m i n h o  em um d i g r a f o  a c r c l i c o  v a l o r a -  

do.  

P r o b l e m a s  de menores  caminhos  c o n s  t i tuem uma á r e a  i m  - 

p o r t a n t e  em a l g o r i  tmos de g r a f o s ,  p r i n c i p a l m e n t e  p o r q u e  e x i s  

t e m  d i f e r e n t e s  a p l  i cações  que u t i  li zam t a i s  a1 g o r i  tmos.  

D i  g r a f o s  a c i c l i  cos  c o n s t i  tuem, também, uma c1 asse i m - - 

p o r t a n t e  de d i  g r a f o s  , com mui  t a s  a p l  i cações  e s p e c í f i c a s .  



A r e f e r ê n c i a  SZWARCFITER6* a p r e s e n t a  d i f e r e n t e s  p r g  

bl  emas p a r a  e n c o n t r a r  menores  caminhos  em d i  g r a f o s  a c l ' c l i  cos  , 

t a i s  como: p rob lema de menor caminho e n t r e  d o i s  v é r t i c e s ;  meno - 
r e s  caminhos  de t o d o s  os  v é r t i c e s  a  u m  v é r t i c e  f i x o ,  e  de u m  

v é r t i c e  f i x o  a  t o d o s  o s  v é r t i c e s ;  menores caminhos  e n t r e  cada  

p a r  de v é r t i c e s ,  e t c .  

S e j a  D = ( V , E )  u m  d i g r a f o  a c T c l i c o ,  c u j a s  a r e s t a s  pos - 

suem v a l o r e s .  

1 2 . 3 )  M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

OBS.: A p e s a r  de a n t i g o ,  6 d e s c o n h e c i d o  o  a u t o r  do p r ime i  -- - 
r o  a l g o r i  tmo l i n e a r  p a r a  o  p rob lema acima d e s c r i t o .  

S z w a r c f i  t e r  a p r e s e n t a  u m  a l g o r i t m o  p a r a  a c h a r  o  menor 

caminho e n t r e  d o i s  v é r t i c e s ,  que u t i l i z a  uma - p r o c e d u r e  -- back-  

t r a c k i n g  r e c u r s i v a  ( P A T H ) ,  que e x e c u t a  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a  - 

de no d i g r a f o .  No f i n a l  d e s t a  b u s c a ,  o  menor caminho de um vér - 

t i  ce - a  a  u m  v é r t i c e  - b  é d e t e r m i n a d o .  Ta l  a1 g o r i  tmo req ue r 

o ( I v J  + J E I )  e s p a ç o  e  tempo. 

O a l g o r i  tmo de SZWARCFITER-6 p a r a  e n c o n t r a r  o s  meno- 

r e s  caminhos  de t o d o s  o s  v é r t i c e s  a  um dado v é r t i c e ,  f a z  a l g u  - 

mas m o d i f i c a ç õ e s  no a l g o r i  tmo c i t a d o  ac ima ,  mas c o n t i n u a  a  man - 

t e r  a  mesma p r o c e d u r e  b a c k t r a c k i n g  ( P A T H )  que  u t i l i z a  busca  em 

p r o f u n d i d a d e .  E s t e  a1 g o r i  tmo também r e q u e r  O (  I V I + I E 1 ) e s p a ç o  

e  tempo. Também, o s  a l g o r i  tmos que de te rminam menores caminhos 

de u m  dado v é r t i c e  a  t o d o s  o s  v é r t i c e s ,  e  menores caminhos  en - 

t r e  c ada  p a r  de v é r t i c e s ,  c o n t i n u a m  a  u t i l i z a r  a p r o c e d u r e  r e  - 



c u r s i v a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e .  

OBS.: Uma s o l u ç ã o  e f i c i e n t e  p a r a  o  p r o b l e m a  de m e n o r  c a -  -- 

m i n h o  e n t r e  d o i s  v é r t i c e s  de um d i g r a f o  g e r a l  (o! 

de c i c l o s  podem e s t a r  p r e s e n t e s )  f o i  p r o p o s t o  p o r  

D i  j k s t r a  em 1959  ( V e r  DIJKSTRAl8).  O m é t o d o  de Dj jks-  

2 t r a  t e m  um l i m i t e  de t e m p o  de o ( I v I  ) e  f o i  p r o j e  - 

t a d o  p a r a  d i g r a f o s  com v a l o r e s  n ã o  n e g a t i v o s .  V e r  

também DREY F U S ~  

1 2 . 4 )  EXEMPLO 

A c h a r  o  c o m p r i m e n t o  do m e n o r  c a m i n h o  e n t r e  o  v é r t i c e  - a  

e  o  v é r t i c e  - f d o  d i  g r a f o  a c i c l  i c o  a b a i x o :  

OBS. : S e r á  a p l i  c a d o  o  a1  g o r i  tmo da R e f .  SZWARCFITER68. -- 

D i  g r a f o  D: E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i  a: 

a - t b  

b + c , d  

c  + d  

d  -t e ,  f 

e  -t - 

f -t - 

g 3 c  



Comprimentos : l e n g h t ( v )  : 

a  - t a  9 

b + m  7 

C + m  11 

d + m  2  

e  + a  

f + O  

! 3 + O '  

Logo,  o  menor caminho e n t r e  a  e  f  é 9 .  - 

1 3 )  - A P L I C A Ç Ã O  - M E N O R  CAMINHO E M  GRAFOS N Ã O  VALORADOS -- 

1 3 . 2 )  DESCRIÇÃO DO P R O B L E M A  

E n c o n t r a r  o  menor caminho e n t r e  u m  v é r t i c e  q u a l q u e r  s e  - 

u m  o u t r o  t que p e r t e n c e m  a  u m  g r a f o  G não d i r e c i o n a d o  ou - - 

d i  r e c i o n a d o ,  c u j a s  a r e s t a s  não possuem nenhum v a l o r .  

S e j a  G = ( V y E )  u m  g r a f o  não  d i r e c i o n a d o ,  e  - s e  t d o i s  - 
de s e u s  v é r t i c e s .  

O p rob lema a q u i  d e s c r i t o  é m u i t o  s i m p l e s ,  e  uma das  

r e f e r ê n c i a s  onde podemos e n c o n t r á - l o  é em E V E N 2 5 .  A p e s a r  de an 

t i g o ,  é d e s c o n h e c i d o  o  a u t o r  do p r i m e i r o  a l g o r i t m o  l i n e a r  p a r a  

e s t e  p rob l ema .  



1 3 . 3 )  METODO - BUSCA E M  L A R G U R A  

P a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  a q u i  d e s c r i t o ,  a  r e f e r ê n c i a  

E V E N 2 5  a p r e s e n t a  um a l g o r i  tmo  ( q u e  e n c o n t r a  o  c o m p r i m e n t o  d e  um 

m e n o r  c a m i n h o )  c o m p o s t o  d o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

( 1 )  R o t u l e  o  v é r t i c e  - s com O ( z e r o ) .  S e j a  i = 0 .  

( 2 )  E n c o n t r e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  n ã o  r o t u l a d o s  q u e  e s t ã o  

l i g a d o s  p o r  uma a r e s t a  a  v é r t i c e s  r o t u l a d o s  i .  S e  

n ã o  e x i s t e m  t a i s  v é r t i c e s ,  - t n ã o  é a1 c a n ç a d o  d e  - s ;  

p a r e .  S e  e x i s t e m ,  r o t u l e - o s  i + 1 .  

( 3 )  S e  - t é r o t u l a d o ,  v ã  p a r a  o  p a s s o  ( 4 ) .  S e  n ã o ,  i n -  

c r e m e n t e  i d e  1  e v á  p a r a  o  p a s s o  ( 2 ) .  
- 

( 4 )  O c o m p r i m e n t o  d e  um m e n o r  c a m i n h o  d e  - s p a r a  t e 

i + 1 ;  p a r e .  

Comen t á r i  o s :  
v 

a )  S e  n ã o  e x i s t e  c a m i n h o  d e  - s p a r a  - t ,  o  a l g o r i t m o  t e r m i n a  d e p o i s  

q u e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  q u e  s ã o  a1 c a n ç a d o s  d e  - s t e n h a m  s i d o  r o -  

t u 1  a d o s .  

b )  S e  - t é a l c a n ç a d o  d e  - s ,  o  a1 g o r i  tmo  f o r n e c e  o s  g r a u s  d o s  v é r t i  - 

c e s ;  e l e  p á r a  uma v e z  q u e  v t é r o t u l a d o ,  e d e i x a  t o d o s  o s  v é r -  

t i c e s ,  q u e  e s t ã o  m a i s  d i s t a n t e s  d e  - s ,  n ã o  r o t u l a d o s .  



c )  S e  o  g r a f o  é d i  r e c i o n a d o ,  e  o  c a m i n h o  é s o l  i  c i  t a d o  s e r  d i  r e -  

c i o n a d o ,  o  a l  g o r i  tmo a i n d a  é a p l i c a d o  d e  modo q u e  o  p a s s o  

( 2 )  é t r o c a d o  como s e  s e g u e :  E n c o n t r e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  n ã o  

r o t u l a d o s  q u e  s ã o  a l c a n ç a d o s  p o r  uma a r e s t a  q u e  p r o c e d e  de 

um v é r t i c e  r o t u l a d o  i ;  e  a s s i m  p o r  d i a n t e .  

Uma vez  q u e  o  a1 g o r i  tmo a q u i  c i t a d o  t e r m i n e  como s u c e s  - 

s o  ( p a s s o  ( 4 ) ) ,  a  r e f e r ê n c i a  E V E N ~ ~  a p r e s e n t a  também u m  o u t r o  

a l g o r i t m o  ( d e  v o l t a )  p a r a  e n c o n t r a r  - u m  menor c a m i n h o .  

A complexiciade do a1 g o r i  tmo a q u i  d e s c r i  t o  s e r á  Ú(IvI+IEI) .  

OBS.: E s t a  t é c n i c a  de B u s c a  em L a r g u r a ,  a p l i c a d a  n o  a l -  - 

g o r i  tmo a q u i  d e s c r i  t o ,  i rã e n c o n t r a r  também o  me - 

n o r  caminho  de s  p a r a  t o d o s  o s  d e m a i s  v é r t i c e s  d o  

g r a f o  q u e  f o r a m  a1 c a n ç a d o s  d u r a n t e  a  b u s c a .  

1  3 . 4 )  E X E M P L O  

Dado o  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G a  s e g u i r ,  e n c o n t r a r  o  me- 

n o r  caminho  de  - s a  t .  - 

E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i  a :  

s -+ a ,  f 

a  -+ s ,  b ,  d  

b  -+ a ,  c ,  e  

C -+ b ,  d ,  e ,  t 

d  -+ a ,  c ,  e ,  f 

e  -+ b ,  c ,  d ,  f ,  t 

f -+ S ,  d ,  e  

t -+ C ,  e  



Grafo  G - 

A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e ,  que u t i l i z a  a  

t é c n i c a  de busca  em l a r g u r a ,  temos:  

P r i m e i r o  - s é r o t u l a d o  0 ;  e n t ã o  - a  e  f s ã o  r o t u l a d o s  1 ;  - b ,  

d ,  e  s ã o  r o t u l a d o s  2 ;  c  e  t s ã o  r o t u l a d o s  3.  V i s t o  que  t - - - - - 

e s t á  r o t u l a d o  com 3 ,  o  comprimento de u m  menor caminho 

de - s p a r a  - t é 3 .  ( V e r  E s t r u t u r a  de Busca em L a r g u r a  a b a i  - 

x o ) .  A p l i c a n d o  o  a l g o r i  tmo ( d e  v o l t a )  da r e f .  E V E N ~ ~  p!? 

mos o b t e r  u m  menor  caminho como s e n d o  a  s e g u i n t e  s e q u ê n -  

c i a  de v é r t i c e s :  t e  f  S .  

E s t r u t u r a  de Busca em L a r g u r a :  



OBS. : -- > A r e s t a  de á r v o r e  

- . A r e s t a  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o  

O o o > A r e s  t a  e n t r e  i rmãos 

***** > A r e s t a  e n t r e  p r i m o s  

A lém de a c h a r  o  c o m p r i m e n t o  do menor  c a m i n h o  de - s a  - t , 

e n c o n t r a m o s  também o  c o m p r i m e n t o  do menor  caminho  de - s 

a  t o d o s  os dema is  v é r t i c e s  de G ( q u e  são  os  r ó t u l o s  en - 

t r e  p a r e n t e s e s )  

1 4 )  - APLICAÇÃO - M A I O R  CAMINHO EM DIGRAFOS ACÍCLICOS VALORADOS 

1 4 . 1 . 2 )  - OUTRAS REFERÊNCIAS - K L E I N 4 5 ;  LASS48;  E L M A G H R A B Y ~ ~ ;  

FURTADCIz9  ; E V E N ~ ~  ; P R I c E ~ ~ .  

1 4 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

E n c o n t r a r  o  m a i o r  c a m i n h o  em um d i  g r a f o  a c i c l i  c o  com va - 

l o r e s .  

S e j a  D = (V,E) um d i g r a f o  a c i c l i c o ,  c u j a s  a r e s t a s  pos  - 

s  uem v a l  o r e s  . 
O p r o b l e m a  a c i m a  d e s c r i  t o  e s t á  d i  r e t a m e n t e  r e l a c i o n a -  

do com r e d e s  de PERT ( P r o j e c t  - - E v a l  u a t i o n  a n d  - Rev iew - T e c h n i q u e ) ,  

p a r a  um c a m i n h o  c r í t i c o  em que uma r e d e  é n e c e s s a r i a m e n t e  o  

m a i o r  c a m i n h o  n o  d i g r a f o  c o r r e s p o n d e n t e .  P o r t a n t o  o  p r e s e n t e  



p r o b l e m a  6 também e s t u d a d o  na  v a s t a  l i  t e r a t u r a  de P E R T ,  CPM 

( C r i  -. t i c a l  - P a t h  - Method)  e  r e d e s  de p r o j e t o s  de  e s c a l o n a m e n t o .  

K l e i n  ( e m  K L E I N 4 5 ) ,  L a s s  ( em LASS48) ,  E l m a g h r a b y  (em 

E L M A G H R A B Y 2 4 )  , F u r t a d o  ( em , Even ( e m  E V E N 2 5 ) ,  P r i  c e  

( e m  P R I C E ~ ~ ) ,  e  o u t r o s  e s t u d a r a m  o  p r o b l e m a  de  c a m i n h o  c r i t i c o  

( o u  m a i o r  c a m i n h o )  e  s o l  u ç õ e s  f o r a m  a p r e s e n t a d a s ,  q u e  ge ram a1 - 

g o r i  tmos  e f i c i e n t e s .  p o r é m ,  n ã o  há uma p r i m e i  r a  r e f e r ê n c i a  p a r a  

e s t e  t i p o  de p r o b l e m a .  

1 4 . 3 )  - M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

O m é t o d o  d e s c r i  t o  em SZWARCFITER68 u t i  l i  z a  uma p r o c e d u  

r e  b a c k t r a c k i n g  r e c u r s i v a  PATHL p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  a q u i  - 

d e s c v i  t o .  E s t a  - p r o c e d u r e  PATHL - é s e m e l h a n t e  a  - p r o c e d u r e  P A T H  

( d o  a l g o r i t m o  p a r a  a c h a r  o  menor  c a m i n h o ,  v i s t a  n a  a p l i c a ç ã o  12), 

com a1 gumas d i  f e  r e n  ç a s  . 
A p r o c e d u r e  PATHL e x e c u t a  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  n o  

d i g r a f o  a c i c l . i c o ,  e  n o  f i n a l  d a  c o m p u t a ç ã o  de  uma chamada  a  

PATHL(v) ,  o  m a i o r  c a m i n h o ,  começando  no  v é r t i c e  - v ,  f o i  c a l c u l a -  

d o .  

A c o m p l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i t m o  s e r á  ú ( I V I  + I E l ) .  

OBS.: O p r o b l e m a  de  e n c o n t r a r  o  m a i o r  caminhonurn d i g r a f o  -- 

g e r a l  é NP-compl e t o .  



1 4 . 4 )  E X E M P L O  - 

E n c o n t r a r  o  m a i o r  c a m i n h o  no d i g r a f o  a c i c l i o  a b a i x o :  

S e g u i n d o  o  a l g o r i t m o  da  R e f .  s Z W A R C F I T E R ~ ~  , q u e  u s a  b u s  - 

c a  em p r o f u n d i d a d e ,  o b t e r e m o s :  

Compr imen tos  ( l e n g h t ( v )  d o s  v é r t i c e s  a1  c a n ç a d o s  d u r a n t e  - 

a  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e ) :  

a +  - m  20 2 3  

b + - m  1 8  

C +  - m  1 5  

d +  m  2 6 

e +  O 

f +  O 

g - t  - m  33 

Logo ,  o  m a i o r  c a m i n h o  t e m  c o m p r i m e n t o  i g u a l  a  3 1 .  



1 5 . 1 )  - REFER~NCIAS - REINGOLD, NIEVERGELT & DE060;  BAASE3; 

GOLUMBIC33. 

1 5 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

D e t e r m i n a r  s e  um d a d o  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  é b i p a r t i t e .  

Um g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  G = (V,E)  é - b i p a r t i t e  s e  V 

p o d e  s e r  p a r t i c i o n a d o  em d o i s  c o n j u n t o s  V 1  e  V * ,  de modo q u e  

c a d a  a r e s t a  em E une  um v é r t i c e  em VI a  um v é r t i c e  em V?. 

OBS.: O p r o b l e m a  a c i m a  d e s c r i  t o  é m u i t o  s i m p l e s ,  n ã o  t e n  -- - 

do ,  p o r t a n t o ,  uma p r i m e i r a  r e f e r ê n c i a .  Como c o n s u l  - 

t a ,  podemos u t i l i  z a r  REINGOLD, NIEVERGELT & DEo60,  

1 5 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  LARGURA 

Se ao  a p l i c a r m o s  a  t é c n i c a  de - b u s c a  em l a r g u r a  em um 

de t e r m i  n  ado g r a f o  n ã o  d i  r e c i  on  ado,  obtermos unia estrutura de busca 

em largura somente formada por arestas de árvore o u  a r e s  t a s  e n t r e  t i o  - 
e  s o b r i n h o ,  e n t ã o  o  g r a f o  s e r ã  b i p a r t i  t e .  I s t o  s e r á  e q u i v a l e n -  - - 

t e  a  n ã o  h a v e r  c i c l o s  de c o m p r i m e n t o  i m p a r .  

COMPLEXIDADE: Ú ( I V I  + [ E [ )  -- 



1 5 . 4 )  EXEMPLO --- 

D e t e r m i n a r  s e  os  s e g u i n t e s  g r a f o s  s ã o  b i p a r t i  t e s  ( ~ t i  li z a r  

a  t e c n i  c a  de b u s c a  em 1  a r g u r a ) :  

1 O) E s t r u t .  A d j a c e n .  

f + a ,  b ,  c  E b i  p a r t i  t e  

20)  E s t r u t .  A d j a c e n .  

f + a, b ,  c  Não é b i p a r t i  t e  

( p o i s  e x i s t e  a r e s -  

t a s  e n t r e  i r m ã o s )  

3 0 )  E s t r u t .  A d j a c e n .  

a + d , e  

d  
b + d ,  e  

e  
c - t e  

e  d  -+ a,  b  

e  + a, b ,  c  E b i p a r t i  t e  



1 6 )  - APLICAÇÃO - DOMINADORES 

1 6 . 1  . l )  - OUTRAS REFERENCIAS - AHO1; PURDON & MO ORE^^; BELL & 

A B E L ~ .  

1 6 . 2 )  DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

E n c o n t r a r  o  d o m i n a d o r  i m e d i a t o  ( I D O M ( v ) )  de c a d a  v é r t i c e  

( v )  de um g r a f o  d i  r e c i o n a d o .  

Suponha  q u e  D  = (V ,E)  s e j a  um g r a f o  d i r e c i o n a d o ,  com 

/ V I  v é r t i c e s  e  I E I  a r e s t a s ,  e  um v é r t i c e  i n t c i a l  S .  

Se um v é r t i c e  - d  e s t á  em t o d o  c a m i n h o  d o  v é r t i c e  - s a  

um v é r t i c e  - i , e n t ã o  - d  é chamado um d o m i n a d o r  de i. 

Se d  6 um dominador de i e  t o d o s  o s  o u t r o s  d o m i n a d o r e s  - - 

d '  de i também dominam d  , e n t ã o  d  é chamado em d o m i n a d o r  i m e  - - - - 

d i a t o  de i. - 

OBS.: O d o m i n a d o r  i m e d i a t o  s e  e x i s t i r ,  é Ü n i c o .  -- 

1 6 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

I n i c i a l m e n t e  a p l i c a m o s  a  t é c n i c a  de  b u s c a  em p r o f u n d i  - 

dade ( B P )  n o  d i g r a f o  D, o b t e n d o  uma E s t r u t u r a  de B u s c a  em P r o  - 

f u n d i d a d e ,  c o m p o s t a  p o r  a r e s t a s  de á r v o r e  ( T )  a r e s t a s  de r e t o r  - 

n o  ( R ) ,  a r e s t a s  de a v a n ç o  ( A )  e  a r e s t a s  de c r u z a m e n t o  ( C ) .  



D e p o i s  a p l i c a m o s  q u a t r o  t r a n s f o r m a ç õ e s  n a  E s t r u t u r a  d e  

B u s c a  em P r o f u n d i d a d e ,  q u e  i r ã o  p r e s e r v a r  o s  d o m i n a d o r e s .  E1 a s  

s ã o  denomi n a d a s :  

1 )  " S u b s t i t u i ç ã o  de  a r e s t a s  de  r e t o r n o "  

2 )  " S u b s t i t u i ç ã o  de  a r e s t a s  de  c r u z a m e n t o "  

3 )  " R e t i r a d a  de  a r e s t a s  de a v a n ç o "  

4 )  " R e t i r a d a  d e  a r e s t a s  de r e t o r n o "  

1 )  " s u b s t i t u i ç ã o  de  a r e s t a s  de r e t o r n o "  

S u p o n h a  q u e  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  (BP)  em um g r a f o  

d i r e c i o n a d o  D s e j a  e x e c u t a d a ,  e  q u e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  d e  D s ã o  

a l c a n ç á v e i s  do  v é r t i c e  i n i c i a l  S .  

P a r a  a l g u m  v é r t i c e  v ,  s e j a  F ( v )  = { w  I w # v  e  3 u , 

t a l  q u e  e x i s t e  um c a m i n h o  de  w p a r a  v ,  e  de  v  p a r a  u em T ,  e  

( u , w )  é uma a r e s t a  de r e t o r n o  de D ) .  S e j a  HIGHPT(v) o  v é r t i c e  n u  - 

m e r a d o  m a i s  a l t o  em F ( v ) ,  s e  F ( v )  n ã o  é v a z i o  ( V e r  a l g o r i t m o  p a  - 

r a  c a l  c u l  a r  HIGHPT(v) em TARJAN72). Como c a d a  e 1  emen t o  em F (  v)  é 

u m  a n c e s t r a l  d e  v  em T,  é c l a r o  q u e  w E F ( v )  i m p l i c a  q u e  e x i s t e  

um c a m i n h o  de  w p a r a  HIGHPT(v) .  

A t r a n s f o r m a ç ã o  " S u b s t i t u i ç ã o  de  a r e s t a s  d e  r e t o r n o "  

c o n s i s t e  em r e t i r a r  t o d a s  a s  a r e s t a s  de  r e t o r n o  e  a d i c i o n a r  uma 

n o v a  a r e s t a  d e  r e t o r n o  ( v ,  HIGHPT(v)) p a r a  c a d a  v é r t i c e  v  p a r a  o  

q u a l  HIGHPT(v) e s  t ã  d e f i n i  d o .  



2 )  " S u b s t i t u i ç ã o  - de a r e s t a s  de  c r u z a m e n t o "  

S e j a  D u m  g r a f o  q u e  f o i  e x p l o r a d o  u s a n d o  b u s c a  em p r o  - 

f u n d i d a d e  ( B P )  e  c u j a s  a r e s t a s  de  r e t o r n o  f o r a m  s u b s t i t u i d a s  

u s a n d o  a  l ?  t r a n s f o r m a ç ã o  a q u i  d e s c r i  t a .  

S e j a  D( i  ) o  s u b g r a f o  de  D q u e  c o n t é m  t o d a s  a s  a r e s t a s  

de  á r v o r e  em D m a i s  t o d a s  a s  a r e s t a s  q u e  vão  p a r a  v é r t i c e s  v, 

t a l  q u e  NUM(v) > i .  

O - í - é s i m o  s e m i d o m i n a d o r  do v é r t i c e  v  (SDOM(i , v ) )  s e r á  

d e f i n i d o  como o  d o m i n a d o r  i m e d i a t o  de v  em D ( i ) .  S e r á  a s s u m i d o  

q u e  v  # 1 ( i s t o  é,  v  n ã o  é o  v é r t i c e  i n i c i a l ) .  Os v a l o r e s  de  

SDOM n o s  d i r ã o  como c o n v e r t e r  a r e s t a s  d e  c r u z a m e n t o  em a r e s -  

t a s  de a v a n ç o .  

S e j a  ( u , v )  uma a r e s t a  de c r u z a m e n t o  na  e s t r u t u r a  d e  

B P .  

A t r a n s f o r m a ç ã o  " s u b s t i  t u i ç ã o  de a r e s  t a s  d e  c r u z a m e n -  

t o "  c o n s i s t e  em r e t i r a r  ( u , v )  e  a d i c i o n a r  a  a r e s t a  (SDOM(v ,u ) ,  

v)  

Se a  a r e s t a  r e s u l t a n t e  d e s s a  t r a n s f o r m a ç ã o  a i n d a  f o r  

a r e s t a  de c r u z a m e n t o ,  a p l i  camos n o v a m e n t e  a  t r a n s f o r m a ç ã o  a q u i  

m e n c i o n a d a ,  e  c o n t i n u a m o s  a  a g i r  d e s t a  m a n e i r a ,  a t é  q u e  e n c o n -  

t r e m o s  uma a r e s t a  q u e  s e j a  de a v a n ç o .  



3 )  " R e t i r a d a  - de a r e s t a s  de  a v a n ç o "  

S e j a m  ( u , v )  e  ( u l , v )  d u a s  a r e s t a s  de  a v a n ç o ,  com 

U1 > u .  

A t r a n s f o r m a ç ã o  " R e t i r a d a  de a r e s t a s  de  a v a n ç o "  c o n s i s  - 

t e  s i m p l e s m e n t e  em r e t i r a r  a  a r e s t a  ( u ,  , v ) .  

4 )  " R e t i r a d a  - de a r e s t a s  de r e t o r n o "  

S e j a  v  u m  v é r t i c e  em D t a l  q u e  uma a r e s t a  de r e t o r n o  

( v ,  HIGHPT(v) )  d e i x a  v ,  n o  máximo uma a r e s t a  de a v a n ç o  ( d i  t a  

( u , v ) )  e n t r a  em v ,  e  nenhuma a r e s t a  de  c r u z a m e n t o  o u  a r e s t a  d e  

r e t o r n o  e n t r a m  em v.  

A t r a n s f o r m a ç ã o  " R e t i r a d a  de a r e s t a s  de  r e t o r n o "  c o n -  

s i s t e  em r e t i r a r  a  a r e s t a  de  r e t o r n o  ( v ,  HIGHPT(v))  e  a d i c i o n a r  

( u ,  HIGHPT(v))  c a s o  ( u , v )  s e j a  d e f i n i n a  e  ( u ,  HIGHPT(v))  s e j a  

uma a r e s t a  de  a v a n ç o  ( i s t o  é ,  u < H I G H P T ( v ) ) .  

OBS. : O a1 g o r i  tmo d e  T A R J A N 7 2  p a r a  a c h a r  
-v 

dominado r e s  

tem c o m p l e x i  d a d e :  O (  I V I  + I E  1 ) de e s p a ç o  e 

O((V1 l o g  IVI t / E \ )  de t e m p o .  



1 6 . 4 )  EXEMPLO 

Dado o  g r a f o  d i r e c i o n a d o  a b a i x o ,  e n c o n t r a r  o  d o m i n a d o r  

i m e d i a t o  de c a d a  v é r t i c e  do g r a f o :  

G r a f o  D i r e c i o n a d o  D: E s t r u t u r a  de  a d j a c 6 n c i : a :  

s + C ,  b ,  a 

a - t d  

e - t h  

f - t i  

g +  i, j 

h + g ,  k 
i + k  

j - t i  

k  + s ,  i 

( B P )  em D: 



> A r e s t a  de á r v o r e  

--e -- > A r e s t a  de r e t o r n o  

. . . . . >  A r e s t a  de cruzamento 

- . - . - >  A r e s t a  de avanço 

OBS. : Ao l a d o  dos v é r t i c e s ,  e n t r e  p a r e n t e s e s ,  e s t ã o  os  

v a l o r e s  de N U M ( v )  -+ i n d i c a  a  ordem em que os vé r  - 

t i c e s  foram v i s i  t a d o s .  

l ?  Tranformação - S u b s t i t u i ç ã o  de a r e s t a s  de r e t o r n o "  - 

s e r á  r e t i r a d a  a  a r e s t a  de r e t o r n o  ( k , s )  e  s e r ã o  a d i c i o  - 

nadas as a r e s t a s  de r e t o r n o :  ( c , s ) ,  ( f , s )  e  ( i , s ) .  



2 ?  T r a n s f o r m a ç ã o  - " S u b s  t i  t u i ç ã o  d e  a r e s t a s  de c ruzamen  - - 
t o " .  

A r e s t a s  de  C r u z a m e n t o :  ( g , i )  , ( j , i )  , ( h , k )  e  ( d , h )  

1 )  P a r a  ( g , i ) ,  a c h a r  (SDOM(v ,u ) ,  V ) .  

SDOM(v,u) = SDOM(i , g )  = c  

, i )  = ( g , i )  q u e  a i n d a  é a r e s t a  de  c r u z a m e n  - 

9  t o .  T e r á  q u e  a p l i c a r  n o v a m e n t e  

a  2 ?  t r a n s f o r m a ç ã o .  

L o g o ,  ( S D O P l ( i  , g ) ,  í )  = ( c ,  i )  

(SDOM(h ,d ) ,  h )  = ( a , h )  q u e  a i n d a  é a r e s t a  de  c r u z a m e n  - - 

a  t o .  T e r á  q u e  a p l i c a r  n o v a m e n t e  

a  2 ?  t r a n s f o r m a ç ã o :  

Assim: ( S D O M ( h , a ) ,  h )  = ( s , h )  

Logo ,  s e r ã o  r e t i r a d a s  a s  a r e s t a s  d e  c r u z a m e n t o :  ( g , i  ) , 

( j , i ) ,  ( h , k )  e  ( d , h ) .  S e r ã o  a d i c i o n a d a s  a s  a r e s t a s  d e  

a v a n ç o :  ( c , i ) ,  ( s , k )  e  ( s , h ) .  



3: Transformação - " R e t i r a d a  de a r e s t a s  de avanço" - 

A r e s t a s  de avanço: ( s , a ) ,  ( s  , h ) ,  ( s  , k )  e  ( c , i )  

Apl icando a  3? t r a n s f o i - n a ç ã o ,  somente a  a r e s t a  de avanço 

( c , i )  s e r á  r e t i r a d a .  

4 ?  Transformação - " R e t i r a d a  de a r e s t a s  de r e t o r n o "  - 

A r e s t a s  de r e t o r n o :  ( c , s ) ,  ( f , s ) ,  ( i , s ) ,  ( k , i )  e  ( h , e )  

1 )  ( c , s )  -t r e t i r a  ( c , s )  

2 )  ( f , s )  -+ r e t i r a  ( f , s )  

3 )  (i , s )  -+ r e t i r a  ( i  , s )  

4 )  ( k , i )  -+ tem a  a r e s t a  de avanço ( s , k )  

R e t i r a  ( k , i )  e  a d i c i o n a  a  a r e s t a  de avanço ( s , i )  = 

= ( u ,  HIGHPT(v)) 



5 )  ( h , e )  -t tem a  a r e s t a  de a v a n ç o  ( s , h )  

R e t i r a  ( h , e )  e a d i c i o n a  a  a r e s t a  de  a v a n ç o  ( s , e )  = 

= ( u ,  H IGHPT(v) )  

a  A p l i c a n d o :  3? e  4 .  t r a n s f o r m a g õ e s :  

IDOM(s) = O 

E n t r e  p a r e n t e s e s  e s t ã o  o s  v a l o r e s  d o s  n ú m e r o s  dos  v é r t i c e s  

(NUM(v))  e  dos  d o m i n a d o r e s  i  m e d i a t o s  ( I  DOM(v)). 

Logo ,  podemos  c o n c l u i r  q u e :  a  á r v o r e  r e s u l t a n t e  da  a p l i c a -  

ç ã o  d a s  q u a t r o  t r a n s f o r m a ç õ e s  c o n t e r á  sornen t e  a r e s t a s  de  

á r v o r e  e  a r e s t a s  de a v a n ç o ,  e  f o r n e c e r á  o s  d o r n i n a d o r e s  ime - 

d i a t o s  d e  c a d a  v é r t i c e  do g r a f o  d i  r e c i o n a d o  D. 



1 7 )  - APLICAÇÃO - PLANARIDADE 

1 7 . 1 )  - R E F E R E N C I A  - HOPCROFT & T A R J A N ~ I  

1 7 . 1  . l )  - OUTRAS R E F E R Ê N C I A S  - REINGOLD, NIEVERGELT & DE060; 

TARJAN71. 

1 7 . 2 )  - DESCRIÇÃO D O  P R O B L E M A  

V e r i f i c a r  s e  u m  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  é o u  n ã o  p l a n a r .  

U m  g r a f o  G = ( V , E )  é d i t o  p l a n a r  s e  e x i s t e  u m  mapeamen - 

t o  de  s e u s  v é r t i c e s  e  a r e s t a s  em u m  p l a n o  t a l  q u e :  a )  c a d a  v e r  - 

t i c e  v e s t á  mapeado  a  u m  v é r t i c e  d i s t i n t o  v '  no p l a n o ,  e  b 

c a d a  a r e s t a  ( v , w )  e s t á  mapeada  em uma c u r v a  s i m p l e s  t e n d o  v é r  - 

t i c e s  t e r m i n a i s  ( v '  , w l ) ,  de  modo q u e  c )  o s  c r u z a m e n t o s  e n t r e  

a r e s t a s  s e  e n c o n t r e m  s o m e n t e  em v é r t i c e s  t e r m i n a i s  comuns .  E m  

o u t r a s  p a l a v r a s ,  u m  -- g r a f o  é p l a n a r  s e  f o r  p o s s i v e l  d e s e n h á - l o  -- 

num p l a n o  o n d e  d u a s  a r e s t a s  só s e  c r u z a m  num v é r t i c e .  

OBS.: a )  U m  d i g r a f o  é p l a n a r  s e  e  s o m e n t e  s e  s e u  -- g r a f o  

s u b j a c e n t e  f o r  p l a n a r ;  d a i  n ó s  n e c e s s i  t amos  a p e -  

n a s  c o n s i d e r a r  q r a f o s  n ã o  d i r e c i o n a d o s .  

b )  Um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  6 p l a n a r  s e  e  s o m e n t e  

s e  t o d o s  o s  s e u s  c o m p o n e n t e s  c o n e x o s  s ã o  p l a n a -  

r e s  ; d a i  n ó s  p r e c i s a m o s  a p e n a s  c o n s i  d e r a r  g r a f o s  -- 

n ã o  d i  r e c i  ~ n a d o s ,  c o n e x o s .  - 

c )  E f á c i l  v e r  q u e  um g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  6 p l a -  



n a r  s e  e  somente s e u s  componentes biconexos s ã o  

pl a n a r e s .  En tão ,  s e  u m  g r a f o  não di r ec ionado  não 

f o r  b i conexo ,  nós podemos decompo-10 em s e u s  - com 

ponentes  bi  conexos e  c o n s i d e r á - l o s  i n d i  vi dualmen - 

t e .  

Não é d i f i c i l  desenhar  o  g r a f o  completo de q u a t r o  v é r  - 

t i c e s  em u m  p l a n o  sem c r u z a r  as  a r e s t a s ;  consequentemente ,  u m  

g r a f o  não p l a n a r  deve t e r  no minimo c i n c o  v é r t i c e s .  Simi larmen - 

t e ,  pode-se m o s t r a r  que um g r a f o  não p l a n a r  tem p e l o  menos n o  - 

ve a r e s t a s .  E m  g e r a l ,  podemos u s a r  a  fõrmula  de E u l e r ,  r e l a c i o  - 

nando o  número de r e g i õ e s ,  v é r t i c e s  e  a r e s t a s  de u m  g r a f o  pia 

n a r :  

r e g i õ e s  + v é r t i c e s  = a r e s t a s  + 2 

p a r a  d e r i v a r  o  f a t o  de que um g r a f o  com n > 2 v é r t i c e s  e  mais 

do que 3n - 6 a r e s t a s  nunca pode s e r  p l a n a r .  



1 7 . 3 )  - M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

O a l g o r i t m o  da r e f e r ê n c i a  REINGOLD, NIEVERGELT & DE060, 

começa usando  um a l g o r i  tmo j á  v i s t o  ( A p l i c a ç ã o  3  a n t e r i o r ) ,  pa 
r a  decompor u m  g r a f o  em s e u s  componentes  b i c o n e x o s  e  de t e rmi  - 

n a r  que t a i s  componentes  s a t i s f a z e m  I V I  - > 5 e  9 < I E I  - 31Vl-6 .  

O a l g o r i t m o  de p l a n a r i d a d e  deve e n t ã o  c o n s i d e r a r  somente  e s t e s  

g r a f o s  b i c o n e x o s  com Ú ( I V 1 )  a r e s t a s .  O a l g o r i t m o  p a r a  d e t e r  - 

m i n a r  p l a n a r i d a d e ,  n e s t e  c a s o ,  é b a s t a n t e  e n v o l v e n t e .  Segue  

a  s u a  d e s c r i ç ã o .  

A e s t r a t é g i a  b á s i c a  é p r i m e i r o  e n c o n t r a r  u m  c i c l o  C 

em G ;  i m e r g i r  C no p l a n o  como uma c u r v a  f e c h a d a  s i m p l e s ;  decom - 

p o r  o  g r a f o  r e s t a n t e  G - C  em caminhos  d i s j u n t o s  em a r e s t a s ,  e  

e n t ã o  t e n t a r  i m e r g i r  c a d a  u m  d e s s e s  caminhos  i n t e i r a m e n t e  ou 

do l a d o  de d e n t r o  de C ou do l a d o  de f o r a  de C .  Se c o n s e g u i r  - 

mos, com s u c e s s o ,  i m e r g i r  o  g r a f o  i n t e i r o  G ,  o  g r a f o  é p l a n a r ;  
4 

c a s o  c o n t r á r i o  e l e  é não  p l a n a r .  A d i f i c u l d a d e  d e s t e  método e  

q u e ,  na i m e r s ã o  dos caminhos ,  nós podemos e s c o l h e r  ou o  l a d o  de 

d e n t r o  de C ,  ou o  l a d o  de f o r a  de C .  Devemos nos  ce r t i  f i  c a r  

que uma e s c o l h a  i n i c i a l  e r r a d a  não i r ;  e v i t a r  a  i m e r s ã o  de u m  

caminho mais  t a r d e  e ,  d e s s e  modo, f o r ç a n d o - n o s  a  a f i  rmar i n c o r  - 

r e t a m e n t e  que  u m  g r a f o  p l a n a r  é não  p l a n a r .  

S e r á  n e c e s s á r i o  - g e r a r  caminhos  s i s t e m a t i c a m e n t e ,  p a r a  

e s c o l h e r  á r e a s  a p r o p r i a d a s  p a r a  i m e r g i - l o s ,  e ,  t a l v e z ,  r e o r g a  

n i z a r  os  caminhos  j á  i m e r g i d o s ,  p a r a  acomodar  novos caminhos .  

A f i m  de g e r a r  o s  caminhos em uma c e r t a  ordem d e s e j a d a ,  nós  o r  - 

denaremos de novo o s  v é r t i c e s  e  a s  l i s t a s  de a d j a c ê n c i a .  P r i m e i -  

r amen te  nós  execu t amos  uma busca  em p r o f u n d i d a d e  -- g r a f o  



G (que é não direcionado e biconexo) ,  obtendo uma E s t r u t u r a  de  B u s c a  

em P r o f u n d i d a d e  P ( q u e  c o n s i s t e  de I V I  - 1  a r e s t a s  d e  á r v o r e  

e  I E I  - I V l  + I  a r e s t a s  de  r e t o r n o ) .  De a g o r a  em d i a n t e  n ó s  

i r e m o s  i g n o r a r  o s  r ó t u l o s  o r i g i n a i s  d o s  v é r t i c e s  e  i  d e n t i f i -  

carenos os v é r t i c e s  p o r  s e u s  v a l o r e s  N U M .  E m  s e g u i d a  a p l i c a r e -  - 
mos a s  f u n ç õ e s :  l o w p t ( v )  e n e x l o p t ( v )  p a r a  c a d a  v é r t i c e  v  d o  

g r a f o .  E s s a s  f u n ç õ e s  s ã o  a s s i m  d e f i n i  d a s :  S e j a  -. l o w p t ( v )  o  

v é r t i c e  com m e n o r  n u m e r a ç ã o  a l c a n ç á v e l  do v é r t i c e  v  o u  d e  

a l g u m  de  s e u s  d e s c e n d e n t e s  ( n a  á r v o r e  g e r a d o r a  de BP),por me io  

de  n o  máximo uma a r e s t a  de r e t o r n o .  Quando n ã o  é p o s s i v e l  a 1  - 
4 

c a n ç a r  v  p o r  m e i o  de uma s i m p l e s  a r e s t a  de  r e t o r n o ,  v  e o  

p r ó p r i o  l o w p t ( v ) .  S i m i l a r m e n t e ,  s e j a  - n e x l o p t ( v )  o  p r ó x i m o  

v é r t i c e  com m e n o r  n u m e r a ç ã o  a b a i x o  de v, e x c l u i n d o  l o w p t ( v ) ,  

q u e  p o d e  s e r  a l c a n ç a d o  d e s t a  m a n e , i r a .  S e  n ã o  e x i s t e  t a l  v é r -  

t i c e ,  n e x l o p t ( 1 v )  s e r á  i g u a l  a  v. N o t e  q u e :  corho G é b i c o n e x o ,  

p o d e - s e  g a r a n : t i  r q u e  v  - > n e x l o p t (  v) > l o w p t ( v )  , e x c e t o  q u a n d o  

v  é a  r a i z ,  i s t o  é, q u a n d o  v  = 1 .  Quando  v  é a  r a i z ,  n ó s  t e  - 

mos:  l o w p t ( v )  = n e ' x l o p t ( v )  = v  = 1 .  

Di r e c i o n a n d o  a s  a r e s t a s  de P ,  da r a i z  em d i  r e ç ã o  às 

f o l h a s ,  o b t e m o s  uma E s t r u t u r a  Di r e c i o n a d a  de B u s c a  em P r o f u n  - 
-+ 

d i d a d e  P . 
O p r ó x i m o  p a s s o  é o r d e n a r  de n o v o  a s  l i s t a s  d e  a d j a  - 

-+ 
c ê n c i a  de  P ( E s t r u t u r a  D i r e c i o n a d a  de B P ) ,  de modo q u e ,  du - 

-+ -t 

r a n t e  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em P ,  o s  c a m i n h o s  em P s e r ã o  

g e r a d o s  em uma c a r t a ,  o r d e m  d e s e j a d a .  Com e s s e  p r o p ó s i t o ,  se  - 

rá  c o m p u t a d a  uma f u n ç ã o  + com v a l o r  i n t e i r o  p a r a  c a d a  a r e s t a  
-+ 

( v , w )  em P :  



s e  ( v , w )  é uma a r e s t a  de r e  - 
t o r n o .  

2 l o w p t ( w )  s e  ( v , w )  é uma a r e s t a  de ã r  - 

v o r e  e  n e x l o p t ( w )  - > v .  

2 l o w p t ( w ) + l  s e  ( v , w )  é uma a r e s t a  de  á r  - 
L 

v o r e  e  n e x l o p t ( w )  < v.  

A s s i m ,  p a r a  c a d a  v é r t i  c e  v ,  n ó s  o r d e n a r m o s  todas  as - a  

r e s t a s  ( v , w )  em ordem c r e s c e n t e  de a c o r d o  com o s  v a l o r e s  de  4 

e  usamos  e s t a  o r d e m  n a s  l i s t a s  de  a d j a c ê n c i a .  As n o v a s  l i s t a s  
+ 

de  a d j a c ê n c i a  p a r a  P s e r ã o  chamadas  P a d j ( v ) ,  - l i s t a s  d e  a d j a c ê n  

tia p r o p r i a m e n t e  o r d e n a d a s .  ---- 

T e n d o  o b t i d o  a s  l i s t a s  de  a a j a c ê n c i a  p r o p r i a m e n t e  o r  - 
+ 

d e n a d a s  r e p r e s e n t a n d o  a  E s t r u t u r a  P ,  n ó s  a g o r a  a p l i c a m o s  uma 
+ 

b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  p a r a  decompor  P em um c i c l o  C e  um núme- - 

r o  de c a m i n h o s  de a r e s t a s  d i s j u n t a s  p i .  A r e f .  REINGOLD, NIE- 

VERGELT& D E O ~ O  a p r e s e n t a  u m  a1 g o r i  tmo ( p r o c e d u r e  PATH) q u e  de 

compõem u m  d i g r a f o  r e p r e s e n t a d o  p o r  l i s t a s  de a d j a c ê n c i a  p r g  

p r i a m e n t e  o r d e n a d a s  em u m  c i c l o  C = P, e  caminho  p1 ,p2,. . . 
-f 

U m  s e g m e n t o  ( d e  P  com r e s p e i t o  ao  c i c l o  C) é ou a)  uma 

s i m p l e s  a r e s t a  d e  r e t o r n o  ( v i  ,w) n ã o  em C ,  mas o n d e  v i  ~ w E c ,  ou 

b )  u m  s u b g r a f o  c o n s i s t i n d o  de  uma a r e s t a  d e  á r v o r e  ( v i  , w ) ,  vi 

E C ,  w $ C ,  e  a  s u b á r v o r e  d i r e c i o n a d a e n r a i z a d a e m w ,  j u n t o  

com t o d a s  a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  d e s t a  s u b ã r v o r e .  O v é r t i c e  vi 

em C ,  em q u e  um s e g m e n t o  é o r i g i n a d o ,  é chamado - v é r t i c e  b a s e  

do s e g m e n t o .  

C1 a r a m e n t e ,  t o d o s  o s  c a m i n h o s  p e r t e n c e n t e s  a  u m  s e g  

m e n t o  devem s e r  i m e r g i d o s  j u n t o s  o u  t o d o s  no 1  a d o  de d e n t r o  de  

C o u  t o d o s  no  l a d o  d e  f o r a  de  C .  E s t a  é a  r a z ã o  d e  a g r u p a r  o s  



c a m i n h o s  em s e g m e n t o s .  

I m e r s ã o :  o  c i c l o  C é i m e r g i d o  n o  p l a n o  como uma sim- - 

p l e s  c u r v a  f e c h a d a  e  d e p o i s  o s  s e g m e n t o s  s e r ã o  i m e r g i d o s .  Pa  - 

r a  i m e r g i  r um s e g m e n t o  S ,  n ó s  c o n s i d e r a m o s  o  p r i m e i  r o  c a m i n h o  

p  em S e e s c o l h e m o s  um l a d o  de C ,  p o r  e x e m p l o  o  l a d o  d e  den - 

t r o ,  em q u e  i m e r g i m o s  p .  E x a m i n a n d o  o s  c a m i n h o s  i m e r g i d o s  p r e  - 

v i a m e n t e ,  n ó s  d e t e r m i n a m o s  s e  p  p o d e  s e r  i m e r g i d o  n o  l a d o  d e  

d e n t r o  d e  C .  S e  p  p o d e  s e r  i m e r g i d o ,  n ó s  o  i m e r g i m o s ;  c a s o  

c o n t r á r i o  t o d o s  a q u e l e s  s e g m e n t o s  p r e v i a m e n t e  i  m e r g i  d o s  no  1  - a  

cio d e  d e n t r o  d e  C ,  q u e  e s t ã o  b l o c a n d o  a  i m e r s ã o  de  p ,  s ã o  mo - 

v i  d o s  p a r a  o  l a d o  de f o r a  d e  C .  T r a z e n d o  e s t e s  s e g m e n t o s  p a r a  

o  l a d o  d e  f o r a ,  podemos f o r ç a r  a l g u n s  o u t r o s  s e g m e n t o s  d o  l a -  

' d o  de  f o r a  p a r a  o  l a d o  de d e n t r o  e  a s s i m  p o r  d i a n t e .  S e  p  a i n  - 

da n ã o  p u d e r  s e r  i m e r g i d o  no  l a d o  de  d e n t r o  d e  C ,  mesmo d e  - 

p o i s  d e s t a  r e o r g a n i  z a ç ã o  dos  s e g m e n t o s ,  e n t ã o  G é n ã o - p l  a n a r .  

S e p p o d e s e r i m e r g i d o n o l a d o d e d e n t r o d e C , n Ó s o  i m e r g i  - 

mos e  e n t ã o  t e n t a m o s  i m e r g i  r o  r e s t o  d o  s e g m e n t o  S a p l i c a n d o  

o  a l g o r i  tmo d e  i m e r s ã o  r e c u r s i v a m e n t e .  S e  c o n s e g u i  rmos o b t e r  

s u c e s s o ,  c o n t i n u a m o s  a  i m e r s ã o  com o  p r ó x i m o  s e g m e n t o .  

C o m p l e x i d a d e :  O a1  g o r i t m o  i n t e i r o  p a r a  t e s t a r  s e  um - 

g r a f o  é p l a n a r  r e q u e r  s o m e n t e  O( lVI  t ] E  

G O L D ,  NIEVERGELT & DE060) .  C o n t u d o ,  como 

c o n t r á r i o  o  g r a f o  n ã o  d e v e  s e r  p l a n a r ) ,  

O ( I V 1 )  o p e r a ç õ e s .  

I ) o p e r a ç õ e s  ( V e r  REIN - 

3 1 ~ 1 - 6  ( c a s o  

o  a l g o r i  tmo r e q u e r  



1 7 . 4 )  - EXEMPLO 

V e r i f i c a r  s e  o  g r a f o  G = (VYE)  a b a i x o  é p l a n a r :  

E s t r u t u r a  de  A d j a c ê n c i a :  

A p l i c a n d o  a  t é c n i c a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  n o  g r a f o  G 

a c i m a ,  o b t e m o s  uma E s t r u t u r a  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  P .  

D i  r e c i  o n a n d d  P, o b t e m o s  a  E s t r u t u r a  D i  r e c i o n a d a  de B u s -  

c a  e m  P r o f u n d i d a d e  6 a b a i x o :  



+- 
- Os números nos vc r t i ces  em P são os valores de N U M  dos 

v é r t i  ces . 
- Os valores de l o w p t ( v )  e  nexlopt (v)  para os vér t ices  

d o  grafo G são dados en t re  parenteses a o  l a d o  de N U M  : 

(lowpt(v) , nexl o p t ( v ) )  . 

-f 

Valores d a  função 4 para as a r e s t a s  d a  Es t ru tura  P : 

Arestas de Arvore 

Aresta ( v , w )  



A g o r a  o b t e m o s  a s  l i s t a s  d e  a d j a c ê n c i a  p r o p r i a m e n t e  o r d e n a  - 
-+ 

d a s  ( P a d j ( v ) )  d a  E s t r u t u r a  P .  

P a d j  ( v )  

1 : 2  

2 : 3  

3 : 4  

4 : 5  

5 : 6  

6 : 8 ,  7 ,  3  

7  : 2 , 3  

8 : 9 ,  5  

9  : 1 ,  1 0  

1 0  : 11, 8 

1 1  : 4 ,  5 ,  9  

-+ 

E n t ã o  decompomos  a  e s t r u t u r a  P  em um c i c l o  po  e  c a m i n h o s  

p1 , p 2 ,  p 3 , .  . . , p 8 ,  ( a p l i c a n d o  a  t é c n i c a  de  b u s c a  em p r g  

f u n d i d a d e ,  u t i l i z a n d o  P a d j ( v ) ) .  

p o = C = ( 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  8 ,  9 ,  1 )  

1  = ( 9 ,  1 0 ,  1 1 ,  4 )  



-+ 
S e g m e n t o s  de P com r e s p e i t o  ao  c i c l o  C :  - 

I m e r s ã o :  n o  p l a n o  do c i c l o  C e  dos  s e g m e n t o s  a c i m a :  

S e g m e n t o s  i m e r g i d o s  n o  l a d o  de d e n t r o  de  C = S 3 ,  S4  

S e g m e n t o s  i m e r g i d o s  no  l a d o  de  f o r a  de C = S I ,  S2 

C o n c l u s ã o :  

O g r a f o  G é 

p l  an a r .  

11 ( i )  



1 8 )  APLICAÇÃO - REPRESENTAÇÃO VETORIAL DA ALCANÇABILIDADE E M  

GRAFOS DIRECIONADOS PLANARES 

1 8 . 2 )  DESCRIÇÃO D O  PROBLEMA 

R e p r e s e n t a r ,  p o r  m e i o  de  v e t o r e s ,  a  a l c a n ç a b i l i d a d e  de 

u m  d a d o  g r a f o  d i  r e c i  o n a d o  p l  a n a r  a c í c l  i c o .  

S e j a  D = ( V , E )  u m  g r a f o  d i r e c i o n a d o  p l a n a r  a c í c l i c o ,  

o n d e  V é o  c o n j u n t o  de  v é r t i v e s  e  E o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s .  

N o t a ç ã o :  v < u s i g n i f i c a  q u e  v  a l c a n ç a  u .  

O o b j e t i v o  do  p r o b l e m a  d e s c r i t o  a c i m a  é r o t u l a r  o s  

v é r t i c e s  p o r  v e t o r e s  de t a l  m a n e i r a  q u e  u < v  s e  e  s o m e n t e  

s e  L ( u )  < L ( v ) ,  o n d e  L ( u )  é u m  r ó t u l o  -- do v e t o r  - d - d i m e n s i o n a l , ,  

d e t e r m i n a d o  p a r a  o  v é r t i c e  u .  P a r a  d o i s  v e t o r e s  ( a l  , a 2 , .  . , a d )  

e  ( b l  , b 2 , .  . . , b d )  , d e f i n i m o s  ( a l  , a 2 , .  . . , a d )  < ( b l  , b 2 , .  . . , b d )  s e  

e  s o m e n t e  s e  a i  - b i  p a r a  t o d o  i ,  1  5 i < d ,  e  e x i s t e  j 

U m  g r a f o  é d i t o  t e r  a  - p r o p r i e d a d e  P  s e  e  s o m e n t e  s e  

e l e  é um g r a f o  d i r e c i o n a d o  a c i c l i c o  p l a n a r ,  t a l  q u e  t o d o s  o s  

v é r t i c e s  com - g r a u  d e  e n t r a d a  i g u a l  a  z e r o  e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  

com - g r a u  d e  s a r d a  i g u a l  a  z e r o  e s t ã o  na  f k o n t e i  r a  da  mesma f a  - 

c e ,  e  t a l  q u e  a  f r o n t e i r a  p o d e  s e r  d i v i d i d a  em d u a s  s e ç õ e s  con - 

t i g u a s  c o n t e n d o  o s  v é r t i c e s  do p r i m e i  r o  t i p o  ( g r a u  de e n t r a d a  



= O )  e  v é r t i c e s  do Ú l t i ~ o  t i 9 0  ( g r a u  de s a í d a  = 3 ) ,  r e spec t iva  - 

mente.  Sem perda  de g e n e r a l i  dade,  podemos assumi r  que e s t a  s e  - 

rã a  f a c e  e x t e r i o r  (Ver  H A R A R Y 3 5 )  que contém o  i n f i n i t o .  

OBS.: Todo g r a f o  p l a n a r  pode s e r  imerg ido  n u m  p l ano  de -- 

t a l  forma que uma c e r t a  f a c e  s e j a  a  e x t e r i o r .  

1 8 . 3 )  - M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

Aqui s e r á  d e s c r i t o  u m  a l g o r i t m o  pa ra  r e s o l v e r  o  pr? 

blema acima,  que r o t u l a  os v é r t i c e s  de q u a l q u e r  g r a f o  com p r o  - 

p r i e d a d e  P ,  t a l  que:  

a )  0s r ó t u l o s  usados s ã o  de v e t o r e s  2-dimensional  

( o u  2 - v e t o r e s )  ; 

b )  Cada componente de v e t o r e s  v a r i a  e n t r e  1 e  

n = I V I ,  i n c l u s i v e ;  
, 

c )  O a l g o r i t m o  t r a b a l h a  em tempo i g u a l  a :  k l n + k 2 ,  

onde k l  e  k 2  s ã o  c o n s t a n t e s  ( V e r  K A M E D A ~ ~ ) .  

E dado u m  g r a f o  com p r o p r i e d a d e  P .  Acrescen ta - se  a  

e s t e  g r a f o  u m  v é r t i c e  f o n t e  s  e  u m  v é r t i c e  sumidouro - t .  Então 

q u a l q u e r  v é r t i c e  s e r á  a l c a n ç á v e l  de - s ,  e  todo  v é r t i c e  a l c a n ç a  - 

A Busca em Pro fund idade  à Esquerda é d e f i n i d a  s e r  a  
- -- -- - - 

mesma Busca em Profundidade  que j á  def in imos  a n t e  r i  o rmen t e  

(Ver  T A R J A N ~ ~ ) .  Como j á  vimos, na execução  de uma Busca e  m 

P ro fund idade  é c o n v e n i e n t e  u s a r  u m  p i l h a  (Ver  B A A s E 3 ) .  U m  vér - 

t i c e  é empilhado quando e l e  é a l c a n ç a d o  p e l a  l! vez ,  e  desem- 

p i l h a d o  quando todos  os vé r t i : ces  a d j a c e n t e s  a  e l e  j á  foram 



e x a m i n a d o s .  

A B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  a  D i r e i t a  é s e m e l h a n t e  a  Bus - -- - - - - - 
c a  em P r o f u n d i d a d e  a  E s q u e r d a ,  e x c e t o  q u e  a  l i s t a  de  a d j a c ê n  - 

tia é e x a m i n a d a  da d i r e i  t a  p a r a  a  e s q u e r d a ,  f a z e n d o  uso  de  

uma e s t r u t u r a  de l i s t a  d u p l a m e n t e  l i  g a d a .  

Agora  s e r á  a p r e s e n t a d o  u m  a1 g o r i  tmo p a r a  c o m p u t a r  o s  

p r i m e i  r o s  e  s e g u n d o s  c o m p o n e n t e s  d o s  i - ó t u l o s  do  v e t o r  ( 2 - d i  - 

m e n s i o n a l ) .  

A 1  g o r i  tmo - 

Dado u m  d i g r a f o  D com a  p r o p r i e d a d e  P ,  s e j a  D' o  g r a  - 

f o  o b t i d o  de  D i n t r o d u z i n d o  o  v é r t i c e  f o n t e  S e  o  v é r t i c e  su  - 

m i d o u r o  t .  S e j a  n  = \ V I .  

1 .  E x e c u t a r  a  - B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  a  E s q u e r d a  em D ' ,  

com o  v a l o r  i n i c i a l  de  i  = n  + 1 .  Quando u m  v é r t i c e  é empi l h a -  

do  o b t é m - s e  - i  como o  - p r i m e i  r o  c o m p o n e n t e  ( L l  ( v ) )  de  s e u  r ó t u l o  

v e t o r  e - i é d e c r e m e n t a d o  de 1 .  A á r v o r e  g e r a d o r a  a s s i m  k r i : a -  

da é chamada  A r v o r e  G e r a d o r a  a  E s q u e r d a .  

2 .  Os - s e g u n d o s  c o m p o n e n t e s  ( L 2 ( v ) )  dos  r ó t u l o s  v e t o r  

s ã o  s i m i l a r m e n t e  c o m p u t a d o s  u s a n d o  - Busca  em P r o f u n d i d a d e  a  D i  

r e i  t a  e  a  á r v o r e  g e r a d o r a  r e s u l t a n t e  é chamada  A r v o r e  G e r a d o  -- - 

r a  a  Di r e i  t a .  - - 

Note  q u e  s e  s e  t s ã o  a g o r a  r e t i r a d o s ,  e n t ã o  t emos  

o s  c o m p o n e n t e s  v a r i a n d o  e n t r e  1  e  n .  



Res u l  t a d o  

S e j a  L ( v )  = ( L 1 ( v ) ,  L 2 ( v ) )  o  r ó t u l o  d e  um v e t o r  2 - d i  - 

m e n s i o n a l  p a r a  v  & V c o m p u t a d o  como d e s c r i t o  a n t e r i o r m e n t e .  En - 

t ã o  p a r a  d o i s  v é r t i c e s  d i s t i n t o s  u  e v :  u  < v  s e  e s o m e n t e  se 

L ( u )  < L ( v ) .  ( V e r  p r o v a  em KAMEDA43). 

A n ã 1  i s e  d o  A1 a o r i  tmo  

A B u s c a  em P r o f u n d i d a d e ,  em g e r a l ,  r e q u e r  t e m p o  p r g  

p o r c i o n a l  à s o m a  d o  n ú m e r o  d e  v é r t i c e s  e o  n ú m e r o  d e  a r e s t a s  . 
C o n t u d o ,  em um g r a f o  p l a n a r ,  o  n ú m e r o  d e  a r e s t a s  e l i m i t a d o  

p o r  uma f u n ç ã o  l i n e a r  d o  n ú m e r o  d e  v é r t i c e s  ( v e r  a p l i c a ç ã o  a n  - 

t e r i o r .  Assim o  a l g o r i t m o  d e  r o t u l a ç ã o  a q u i  d e s c r i t o  t r a b a l h a  

em t e m p o  p r o p o r c i o n a l  a  n ,  o u  s e j a ,  a  c o m p l e x i d a d e  é O ( I V 1 ) .  

OBS. : T e n t a m o s  a q u i  e n c o n t r a r  uma c o n d i ç ã o  n e c e s s ã r i  a  -- 

e s u f i c i e n t e  p a r a  a  a l c a n ç a b i l i d a d e  d e  um g r a f o  

s e r  r e p r e s e n t a d o  p o r  v e t o r e s  2 - d i m e n s  i o n a i s .  O 

p r o b l e m a  d e  e n c o n t r a r  o  - d  m í n i m o ,  t a l  q u e  r ó t u  - 

1 0 s  d e  v e t o r  d - d i m e n s i o n a l  p o s s a m  s e r  u s a d o s  p a  

r a  r e p r e s e n t a r  a  a l c a n ç a b i  l i  d a d e  d e  um d a d o  g r a  - 

f o ,  é a i n d a  um p r o b l e m a  em a b e r t o .  



1 8 . 4 )  EXEMPLO - 

F a z e r  a  r e p r e s e n t a ç ã o  v e t o r i a l  da a1 c a n ç a b i  l i  d a d e  do g r a  

f o  d i r e c i o n a d o  a c T c l i c o  p l a n a r  D a b a i x o :  

E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i a  O g r a f o  D' é o b t i d o  d e  D 

de  D ' :  

S -+ a ,  b  

a +  c ,  f ,  d  

b +  d , h  

i n t r o d u z i n d o  o  v é r t i c e  f o n  - 

t e  S e  o  v é r t i c e  sumi d o u r o  

t .  

A p l i c a n d o  a  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  a  E s q u e r d a  em D ' ,  e  

r o t u l a n d o  o s  v é r t i c e s  5 m e d i d a  q u e  e l e s  s ã o  desempi  l h a -  

d o s ,  o b t e m o s  o s  - p r i m e i  r o s  c o m p o n e n t e s  d o s  r ó t u l o s  do  ve - 

t o r  ( o u  s e j a  L l ( v ) ) .  



Arvore  Ge rado ra  a  Esquerda  

S i m i l a r m e n t e ,  a p l i c a m o s  a  Busca em P r o f u n d i d a d e  a  D i r e i  

t a  em D ' ,  obtemos a  Arvore  Ge rado ra  a  Di r e i  t a  r o t u l a d a  

com o s  - s egundos  componentes  dos r ó t u l o s  do v e t o r  ( o u  s e  - 

j a  L 2 ( v ) ) -  

A p l i c a n d o  o R e s u l t a d o ,  p o r  e x e m p l o ,  t emos :  

u ( v s s s  L ( u )  < L ( v )  

u < v s s s  ( L 1 ( u ) ,  L 2 ( u ) )  < ( L 1 ( v ) 9  L 2 W )  



2 )  c  < h  s s s  ( L 1 ( c ) ,  L 2 ( c ) )  < ( L l ( h ) .  L 2 ( h H  

c < h  s s s  ( 4 ,  2 )  < ( 6 ,  8 )  é V e r d  p o i s  4 < 6  e  2 < 8  

1 9 )  APLICAÇÃO - ISOMORFISMO EM GRAFOS 

1 9 . 1 )  - REFERENCIA - BERZTI SS8 

1 9 . 1 . 1 )  OUTRAS REFERENCIAS - DE015;  AHO1; REINGOLD, NIEVERGELT 

& DE060;  READ & CORNEIL58. 

1 9 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

D e t e r m i n a r  s e  d o i s  g r a f o s  d i r e c i o n a d o s  s ã o  i s o m o r f o s .  

D o i s  g r a f o s  DA = ( V A ,  E A )  e  DB = ( V B ,  EB)  s ã o  i s o m o r  

f o s ,  - e s c r i  t o s  DA = DB, s e  e x i s - t e  uma c o r r e p o n d ê n c i a  um a  um, 

s o b r e j e t i v a  f : V A  -+ V B  t a l  q u e  ( v , w )  E E A  s e  e s o m e n t e  s e  

( f ( v ) ,  f ( * ) )  E EBy i s t o  é, s e  e x i s t e  uma c o r r e p o n d ê n c i a  e n t r e  

OS v é r t i  ces de DA e os v é k t i c e s  de D B ,  q u e  p r e s e r v a  as  r e l  a -  

ç õ e s  de a d j a c ê n c i a .  

G r a f o s  i s o m o r f o s  d i  f e r e m  s o m e n t e  n a  r o t u l  a ç ã o  dos 

v é r t i c e s .  E n t ã o  o  p r o b l e m a  de d e t e r m i n a r  i s o m o r f i s m o  o c o r r e  

em um n ú m e r o  de s i t u a ç õ e s  p r á t i c a s ,  t a i s  como r e c u p e r a ç ã o  de 



i n f o r m a ç ã o  e  i  den t i  f i c a ç ã o  de  c o m p o n e n t e s  q u i m i  c o s .  

OBSERVACÃO 

1 )  Q u a l q u e r  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  pode  s e r  t r a n s f o r m a  - 

do em u m  g r a f o  d i r e k i o n a d o ,  s u b s t i t u i n d o  c a d a  a r e s t a  ( d o  g r a f o  

n ã o  d i  r e c i  o n a d o )  p o r  d u a s  a r e s  t a s  d i  r e c i  o n a d a s  o p o s t a s .  Dois  

d i g r a f o s  a s s i m  o b t i d o s  s ã o  i s o m o r f o s  s e  e  s o m e n t e  s e  o s  g r a f o s  

o r i g i n a i s  s ã o  i s o m o r f o s .  

2 )  O p r o b l e m a  de  i s o m o r f i s m o  em g r a f o s  é c o n h e c i d o  e s  - 

t a r  em N P ,  mas a i n d a  n ã o  f o i  p o s s í v e l  m o s t r a r  q u e  e l e  p e r t e n c e  
- 
a  c l a s s e  dos  p r o b l e m a s  de N P - c o m p l e t o ,  nem f o i  p o s s i v e l  e n c o n -  

t r a r  u m  a l g o r i l t m o  g e r a l  de  i s o m o r f i s m o  com u m  l i m i t e  de  tempo 

p o l i n o m i a l  ( o u  m e l h o r ,  n ã o  é c o n h e c i d o  q u e  e l e  s e j a  NP-comple- 

t o ,  nem é c o n h e c i d o  q u e  e l e  e s t e j a  em P ) .  

1 9 . 3 )  - M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

S u p o n h a  q u e  s ã o  d a d o s  d o i s  d i g r a f o s :  D,(V,, E,) e 

D~ 
= ( V y ,  E ) ,  e  q u e r e m o s  t e s t a r  s e  e x i s t e  i s o m o r f i s m o  e n t r e  

Y - 
e l e s ,  ou  s e j a  D, = D y .  Assumi remos  V ,  = V y  = { l  ,2 , . .  . , n l ;  s e  

( V x (  # I V y l  , O S  d i g r a f o s  n ã o  s ã o  i s o m o r f o s .  S e j a  D ,  o d i g r a f o  

s e l e c i o n a d o  como d i g r a f o  de  r e f e r ê n c i a .  S e j a  D x ( k )  um s u b g r a  - 
f o  d e  D, i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  11 , 2  ,..., k ) ,  O - c k'  - < n .  C l a  - 

r a m e n t e ,  D,(O) é o  s u b g r a f o  v a z i o  e  D x ( l )  é o  s u b g r a f o  c o n s i s  - 

t i n d o  de  u m  v é r t i c e  s i m p l e s  1 e  sem a r e s t a s .  

O mé todo  m a i s  d i r e t o  p a r a  d e t e r m i n a r  i s o m o r f i s m o  de  



g r a f o s  é u s a r  b a c k t r a c k  p a r a  e x a m i n a r  t o d a s  as  n !  c o r r e s p o n d ê n  - 

tias p o s s i v e i s  e n t r e  os v é r t i c e s  de d o i s  d i g r a f o s  de n  v é r t i  - - 
- 

c e s .  Quando  - n  é g r a n d e  e s t e  - b a c k t r a c k  n ã o  r e s t r i n g i d o  n ã o  e  

bom p o r  c a u s a  do tamanho de n !  C o n t u d o ,  com um c o r t e  adequado 

da á r v o r e  de b u s c a ,  e s t e  m é t o d o  f o r m a  a  b a s e  de um a l g o r i t m o  

r a z o á v e l ,  em c e r t o s  casos, p a r a  i s o m o r f i s m o  de d i  g r a f o s  ( V e r  

REINGOLD, NIEVERGELT & DE060 e  D E 0 1 5 ) .  

Assumimos que D x  e  D são dados como e s t r u t u r a s  de a d  
Y  - 

j a c ê n c i a  X a d j  e  Y a d j ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  S e j a  X d e g ( i )  e  Y d e g ( i )  

os números  compos tos  p o r  i - é s i m o s  v é r t i c e s  em D x  e  D y y  r e s p e c -  

t i v a m e n t e .  N o t e  que X d e g ( i )  = Y d e g ( i )  se  e  somen te  se  o  v é r t i  - 
c e  i em D x  e  o  v é r t i c e  j em D t e m  o  mesmo g r a u  de e n t r a d a  e  

Y 
de s a i d a  (OBS. : N o t e  que  os c o n j u n t o s  m ú t i p l o s  ( X d e g ( i )  11 - <i - <n) 

e  { Y d e g ( i )  ( 1  - < i - < n }  devem s e r  i g u a i s  se  D, = Dy) .  

O p r i m e i  r o  p a s s o  n o  a1 g o r i  tmo p a r a  a c h a r  i s o m o r f i s m o  

em d i g r a f o s ,  é a p l i c a r  a  t é c n i c a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em 

um dos d i g r a f o s  ( s u p o n d o  que  s e j a  D x ) .  Ao i n v é s  de começar  a  - 
b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em D x  de a l g u m  v é r t i c e  a r b i t r á r i o  como 

r a i  z, nós  s e l e c i o n a m o s  o  v é r t i c e  i n i c i a l  em D x y  como sendo  o  

q u e  p e r t e n c e  ao menor  s u b c o n j u n t o  de v é r t i c e s  t e n d o  n  Úme r o  

Xdeg i d ê n t i  c o s ( o u  s e j a , c o m e ç a n d o  em um v é r t i c e  x  E V x  p a r a  os  

q u a i s  e x i s t e m  p o u c o s  v  E V,, t a l  que X d e g ( x )  = X d e g ( v ) ) ,  a  f i m  

de m a n t e r  a  á r v o r e  de b a c k t r a c k  t ã o  r e d u z i  da no  t o p o  q u a n t o  pos - 

s i v e l  . Começando d e s t a  r a i z ,  nós  e x e c u t a m o s  uma b u s c a  em p r o  

f u n d i d a d e  em D x ,  e  ob temos d e s t e  p r o c e s s o  i n t e i r o s  d i s t i n t o s  

de 1  a  n ,  ( v a l o r  NUM), p a r a  cada  um dos v é r t i c e s  em D x .  De ago - 

r a  em d i a n t e  somen te  os v a l o r e s  NUM s ã o  usados como nomes dos 

v é r t i c e s  de D x  e  os  r ó t u l o s  a n t i g o s  s ã o  abandonados .  



Como as arestas são e n c o n t r a d a s  d u r a n t e  a busca em profun - 

di dade em Dx, nós as a r r an ja remos  em uma t a b e l a ,  i n d i c a n d o  o  n Ú  - 

mero do v é r t i c e  do qua l  a  a r e s t a  p a r t i c u l a r  o r i g i n a  (Fremi) e  

o  v é r t i c e  em que a  a r e s t a  t e rmina  ( T o i )  E m  ad ição  2s a r e s t a s  

o r i g i n a l m e n t e  em D x ,  e s t a  t a b e l a  também c o n t e r á  a r e s t a s  " imagi  - 

n á r i a s "  i n d o  p a r a  as r a r z e s  das á r v o r e s  na f l o r e s t a  de busca  em 

pro fund idade  de u m  v é r t i c e  i m a g i n á r i o  z e r o .  As a r e s t a s  s ã o ,  en - 

t ã o ,  ordenadas  de modo que todas  as a r e s t a s  p e r t e n c e n t e s  ao sub - 

g r a f o  D x ( k )  aparecem a n t e s  das a r e s  t a s  i n c i d e n t e s  em v é r t i  ces 

i  > k .  

Depois de e x e c u t a r  a  busca em pro fund idade  em D , ,  é usa - 

da uma e s t r a t é g i a  - b a c k t r a c k i n g  com a1 guns c o r t e s ,  pa ra  comparar 
- 

os  d o i s  d i g r a f o s ,  ou s e j a ,  d e t e r m i n a r  s e  D x  = 
D~ 

. E vi den temen t e ,  

Dx(0)  é i somor fo  ao s u b g r a f o  vaz io  de D . Suponha q u e ,  em u m  de 
Y - 

t e rminado  momento, nós encontramos u m  s u b g r a f o  de D c o n s i s t i n -  
Y 

do de v é r t i c e s  s  C V que é i somorfo  a  D x ( k )  Nós tentamos e s  - Y - 

t e n d e r  o  isomorfismo pa ra  D x ( k + l )  e s c o l h e n d o  u m  v é r t i c e  v E V - 
Y 

s  p a r a  c o r r e s p o n d e r  a  k + 16 V,. Se encontramos um t a l  v ,  nós 

r e g i s t r a m o s  a  c o r r e s p o n d ê n c i a  fazendo f k + l  +- V e  tentamos e s t e n  - 

d e r  o  isomorfismo p a r a  D x ( k + 2 ) .  Se não e x i s t e  um t a l  v ,  nós v01 - 

tamos a  D x ( k  - 1 )  e  tentamos e s c o l h e r  u m  v é r t i c e  d i f e r e n t e  p a r a  

c o r r e s p o n d e r  a  k 6 V x .  E s t e  p r o c e s s o  c o n t i n u a  a t é  que ou encon-  

tramos u m  i somorf i smo e n t r e  D x ( n )  = D x  e  D ou v01 tamos a  Dx(0)  Y 
e  concluimos que D x  # D ( T a l  p r o c e s s o  é mostrado no a l g o r i t m o  

Y 
8 . 1 3  da r e f .  REINGOLD, NIEVERGELT & DE060). 

O v a l o r  e s p e r a d o  da compl e,xi dade do a1 gor i  tmo é: 

O ( n l o g n )  ( v e r  DE015) . 



A r e f .  R E A D  & CORNEIL58 s u g e r e  q u e  q u a n d o  o s  g r a f o s  

n ã o  s ã o  i s o m o r f o s ,  é m a i s  v a n t a g e m  u t i l i z a r  a  t é c n i c a  de  b u s  - 

c a  em 1  a r g u r a ,  p o i s  p o d e - s e  d e s c o b r i  r com m a i s  a n t e c e d ê n c i a  

q u e  o s  g r a f o s  p o s s u e m  p a r t i ç õ e s  i n c o m p a t i v e i s .  Ao p a s s o  q u e ,  

s e  o s  g r a f o s  s ã o  i s o m o r f o s ,  6 m e l h o r  u t i l i z a r  a  t é c n i c a  de 

b u s c a  em p r o f u n d i d a d e .  

1 9 . 4 )  - EXEMPLO 

V e r i f i c a r  s e  D x  e  Dy s ã o  i s o m o r f o s .  

C o n s i d e r e  o s  s e g u i n t e s  d i g r a f o s  D x  e  Dy e  s u a s  e s t r u t u  - 
r a s  de a d j a c ê n c i a .  

E s t r u t u r a  A d j .  X a d j ( v )  

a  + d ,  h 

b + c ,  e  

c + f  

d + a ,  h 

e - t b  

f - t b , e  

g - t d , f  

h + c ,  g  



E s t r u t u r a  de  A d j .  Y a d j ( v )  

1 + 6  

2  + 1 , 5  

3 + 2 , 4  

4 + 2 , 3  

5 + 4 , 6  

6 + 7 , 8  

7 + 8  

8  + 1 ,  7  

Os g r a u s  de e n t r a d a ,  de  s a T d a  e  o s  g r a u s  c o m p o s t o s  d o s  

v é r t i c e s  s ã o :  

V é r t i c e  a b c d e f g h  

I Grau  d e  s a i d a  2 2 1 2 1 2 2 2  

D x :  \ Grau d e  e n t r a d a  1  2  2  2  2  2  1  2  

\ Grau  de  s a í d a  1 2 2 2 2 2 1 2  

{ G r a u d e e n t r a d a  2  2  1 2 1  2  2  2  

Como o s  c o n j u n t o s  m ú t i p l o s  c o n s i s t i n d o  de g r a u s  c o m p o s t o s  

s ã o  o s  mesmos ,  o s  d i g r a f o s  podem s e r  i s o m o r f o s .  

F a z e m o s ,  e n t ã o ,  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em D,, e r o t u l a  - 

mos o s  v é r t i c e s  n o v a m e n t e .  E x i s t e m  d o i s  v é r t i c e s  com 

Xdeg = 1 2 ,  d o i s  com Xdeg = 2 1 ,  e  q u a t r o  v é r t i c e s  com 



Xdeg = 2 2 .  En tão ,  podemos começar a  busca em pro fund idade  

com u m  dos s e g u i n t e s  v é r t i c e s :  c ,  e ,  a  ou g ;  ( f a z e n d o  i s  - 

t o ,  teremos como r e s u l  t a d o  poucas c o r r e s p o n d ê n c i a s  e n t r e  

Dx(l  ) e  s u b g r a f o s  de D y )  A r b i t r a r i a m e n t e  e s c o l  hemos - c ,  

r e s u l t a n d o  a  s e g u i n t e  e s t r u t u r a  d i r e c i o n a d a  de busca em 

p r o f u n d i d a d e ,  com os r ó t u l o s  an t i  gos e n t r e  p a r ê n t e s e s  : 

A f i g u r a  acima most ra  a r e s  t a s  de á r v o r e  (-->) , a r e s t a s  

de r e t o r n o  ( - - - - > ) ,  a r e s t a s  de cruzamento ( . - . e > )  e  a r e s  - 

t a s  de avanço ( - . - . - > ) .  As duas  a r e s t a s  que l igam a s  ra?' - 

zes de á r v o r e s  na f l o r e s t a  de busca em pro fund idade  s ã o  

a r e s t a s  i m a g i n á r i a s  ( ( 0 , l )  e  ( O , 5 ) ) .  

A medida que as  a r e s t a s  s ã o  e n c o n t r a d a s  d u r a n t e  a  busca  

em p r o f u n d i d a d e ,  e l a s  s ã o  a d i c i o n a d a s  a  t a b e l a  from e  - t o .  

A i - é s i m a  a r e s t a  e n c o n t r a d a  vai do v é r t i c e  Fremi pa ra  o  

v é r t i c e  t o i ,  O - < i  - < n .  Por  exemplo,  no exemplo a n t e r i o r  



t e m o s  : 

E s t a s  a r e s t a s  s ã o  e n t ã o  o r d e n a d a s  em o r d e m  c r e s c e n t e  p a r a  

g r a p h i ,  o n d e  g r a p h i  = max (Fremi, t o i )  é o  m e n o r  k  t a l  que 

a  a r e s t a  (Fremi, t o i )  e s t á  em D,(k). Temos e n t ã o :  

A g o r a  j á  podemos u t i l i z a r  o  a l g o r i  tmo da  R e f .  REINGOLD, 

NIEVERGELT& DE060,  q u e  d e t e r m i n a  s e  o  v é r t i c e  v  c V p o d e  
Y  

c o r r e s p o n d e r  ao v é r t i c e  k  E V,. Se n ã o  e n c o n t r a m o s  uma cÓ - 

p i a  i s o m o r f a  de D,(k-1) em D y ,  sabemos q u e ,  p a r a  t o d o  i , 

j < k ,  ( i , j )  é uma a r e s t a  de D,(k-1) s e  e  s o m e n t e  s e  ( f i ,  

f . )  é uma a r e s t a  de D  O v é r t i c e  v  em D  p o d e  c o r r e s p o n  
J Y '  Y  - 

d e r  ao v é r t i c e  k  em D,, e s t a b e l e c i d o  q u e  ( i  , k )  é uma a r e s  - 

t a  de D,(k) s e  e  s o m e n t e  s e  ( f i ,  v )  é uma a r e s t a  de D e  
Y '  

s i m i l a r m e n t e ,  ( i )  é uma a r e s t a  de D,(k) s e  e  s o m e n t e  s e  

( v , f i )  é uma a r e s t a  de D  I s t o  é f á c i l  de v e r i f i c a r ,  des 
Y '  - 

de q u e  n ó s  t emos  0,s a r r a y s  F rom,  t o ,  g r a p h .  



Ass im,  a p l i c a n d o  o  a l g o r i  tmo  da r e f .  REINGOLD, NIEVERGELT 

& DE060 O U  DE015 saberemos  que os d o i s  d i g r a f o s  do exem- 
.., 

p l o  dado s ã o  i s o m o r f o s ,  o u  s e j a :  D x  = D ,  e  temos as s e -  
Y 

g u i n t e s  c o r r e s p o n d ê n c i  as :  

2 0 . 1 . 1 )  OUTRAS REFERÊNCIAS - HOPCRDFT E  TARJAN40; D I L W O R T H ~ ~ ;  

GAREY & J O H N S O N ~ ~ .  

2 0 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO P R O B L E M A '  

R e s o l v e r  os s e g u i n t e s  p r o b l e m a s  p a r a  a  c l a s s e  de D i g r a -  

f o s  E s t r u t u r a d o s - e m  A r v o r e :  

1 )  R e c o n h e c i m e n t o  

2 )  Redução e  Fechamen to  T r a n s i  t i  vo 



3)  I s o m o r f i s m o  

4 )  D e c o m p o s i ç ã o  Ml'nima p o r  C a d e i a  

5 )  D i m e n s ã o  d o  p o s e  t ( c o n j u n t o  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o )  i n  - 

d u z i  do .  

Um d i g r a f o  a c i c l i c o  é e s t r u t u r a d o  em á r v o r e  q u a n d o  s u a  

r e d u ç ã o  t r a n s  i t i  va  é uma á r v , d r e  e n r a i  zada  d i  r e c i o n a d a .  

O f e c h a m e n t o  t r a n s i  t i  vo  de D  é também chamado c o n j u n t o  

p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o  ( p o s e t )  i n d u z i d o  p o r  D. Se v a l c a n ç a  w , 

v # w, d i  remos q u e  V e  w s ã o  c o m p a r á v e i s .  Se - v n ã o  a1  c a n ç a  w , 

nem w a l c a n ç a  v e n t ã o  v e  w s ã o  - i n c o m p a r á v e i s ,  

2 0 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

1  ) - RECONHECIMENTO DE DIGRAFOS ESTRUTURADOS E M  A R V O R E  

O r e c o n h e c i m e n t o  de d i g r a f o s  e s t r u t u r a d o s  em á r v o r e  p o  - 

de s e r  f e i t o  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

Dado um d i g r a f o  D  = (VYE)  (com [ V I  v é r t i c e s  e  ( E  I a r e s  - 

t a s )  e n r a i z a d o  n o  v é r t i c e  r, p r i m e i  r a m e n t e  o rdenamos  t o p o l o g i c a -  

m e n t e  s u a s  l i s t a s  de a d j a c ê n c i a .  D e p o i s ,  começando d o  v é r t i c e  r, 

e x e c u t a m o s  uma - b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em D. O d i g r a f o  D  i r á  p e r  

t e n c e r  ã c l a s s e  dos d i g r a f o s  e s  t r u t u r a d o s  am á r v o r e  s e  a  e s t r u -  

t u r a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  n ã o  t i v e r  a r e s t a  de c r u z a m e n t o .  

P a r a  d e c i  d i  r s e  uma d a d a  a r e s  t a  é o u  n ã o  uma a r e s t a  de 

c r u z a m e n t o ,  d e n t r o  de uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e ,  podemos g a s t a r  

um t e m p o  c o n s t a n t e .  P o r t a n t o ,  é i m e d i a t o  v e r i f i c a r  q u e  o  p r o c e s  - 

s o i n t e i r o  d e s c r i t o a c i m a é  c o m p l e t a d o e m ú ( ~ V ~  + I E l )  t empo .  



( V e r  SZWARCFITER69).  

2 )  - REDUÇÃO E  FECHAMENTO TRANSIT I  V0 

A q u i  o  p r o b l e m a  c o n s i s t e  em o b t e r  a  r e d u ç ã o  e  o  f e c h a  - 

m e n t o  t r a n s i t i v o  de um d i  g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e :  D  = (V,E).  

Podemos f a c i l m e n t e  v e r i f i c a r  que se  D é de f a t o  um d i g r a f o  

e s t r u t u r a d o  em á r v o r e ,  e n t ã o  a  e s t r u t u r a  de b u s c a  em p r o f u n d i -  

dade  sem a r e s t a s  de c r u z a m e n t o -  o b t i d a  de D é p r e c i s a m e n t e  a  r e  . 
d u ç ã o  t r a n s i t i v a  de D. I s t o  s i g n i f i c a  q u e  e s t e  p r o b l e m a  p o d e  -- 

s e r  também r e s o l v i d o  em O (  I V I  + I E I )  t empo .  

P a r a  e n c o n t r a r  o  - f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de D, n ó s  p r z  

c i s a m o s  o b s e r v a r  q u e ,  p a r a  c a d a  v é r t i c e  v  E V ,  a  l i s t a  de a d j a  - 

c ê n c i a  A ( v )  d o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de D  é f o r m a d a  e x a t a m e n t e  

p e l o  c o n j u n t o  de d e s c e n d e n t e s  de v, n a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  (21 

v o r e  e n r a i z a d a  d i r e c i o n a d a )  de D .  C o n s e q u e n t e m e n t e ,  o  f e c h a  - 

m e n t o  t r a n s i t i v o  p o d e  s e r  o b t i d o  em tempo p r o p o r c i o n a l  ao  s e u  

t amanho .  

3 )  - ISOMORFISMO DE DIGRAFOS ESTRUTURADOS EM ARVORE 

Dado d o i s  d i  g r a f o s  e s t r u t u r a d o s  em á r v o r e :  D, = ( V 1  ,E,) 

e  D 2 = ( V 2 , E 2 ) ,  q u e r e m o s  s a b e r  s e  e l e s  s ã o  i s o m o r f o s .  

P r i m e i  ramen t e  o b t e m o s  s u a s  á r v o r e s  de r e d u ç ã o  t r a n s i  - 

t i v a  T1 e  T2,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

P a r a  i = 1 2 , .  , n ,  s e j a  h ( w i )  o  n í v e l  d o  v é r t i c e  w 
i 

n a  á r v o r e  Ti. Suponha  q u e  um c o n j u n t o  de r ó t u l o s  é d e t e r m i n a d o  

p a r a  c a d a  v é r t i c e  wi de Ti, t a l  q u e :  



S e w i  é a  r a i z  de Ti e n t ã o  s (w i )  = + , c a s o c o n t r á r i o  

s (w i )  = wi) E E i } .  

P a r a  c a d a  wl E v i  n ó s  e n c o n t r a m o s  o  c o n j u n t o  s (w l )  c o  - 

mo j á  f o i  d e s c r i t o .  S i m i l a r m e n t e ,  e n c o n t r a m o s  o s  c o n j u n t o s  de 

r õ t u l o s  p a r a  t o d o  w2 em TE .  O b s e r v e  q u e  c a d a  c o n j u n t o  de r Õ t u  - 

1 0 s  s ( w i )  é c o m p o s t o  p o r  e l e m e n t o s  h ( v i )  ( n í v e i s ) ,  d e n t r o  do  

l i m i t e  1  < h ( v i )  n .  

A p l i c a m o s ,  p o r  e x e m p l o ,  um a l g o r i  tmo f e i  t o  p o r  Hop 

cmft e Tar jan  ( R e f .  HOPCROFT & T A R J A N ~ O )  p a r a  i s o m o r f i s m o  de á r  - 

v o r e  r o t u l a d a  e  d e c i d i m o s  s e  T1 e  T2 s ã o  á r v o r e s  e n r a i z a d a s  r o  - 

t u 1  adas  i s  o m o r f a s  . 
A s s i m  temos p o r  l e m a  j á  p r o v a d o  em S Z W A R C F I T E R ~ ~  que  

D1 e  D2 s ã o  i s o m o r f o s  s e  e  s o m e n t e  s e  TI e  T 2  s ã o  á r v o r e s  e n  - 

r a i  zadas  r o t u l a d a s  i s o m o r f a s  . 
O t empo  de e x e c u ç ã o  do  p r e s e n t e  p r o b l e m a  s e r á  f á c i l  

de s e r  o b t i d o :  j á  sabemos q u e  T1 e  T2 podem s e r  c o n s t r u i d a s  em 

O ( I V I  + I E I ) ;  a  c o m p u t a ç ã o  de t o d o s  o s  c o n j u n t o s  de r õ t u l o s  r e  - 

q u e r  também O ( ( V 1  + \ E ( )  o p e r a ç õ e s .  O a l g o r i  tmo de H o p c r o f t  e  

T a r j a n  p a r a  i s o m o r f i s m o  de á r v o r e s  r o t u l a d a s  é l i m i t a d o  P o r  

O ( I V I  + R ) ,  o n d e  ] V I  é o  n ú m e r o  de v é r t i c e s  de c a d a  á r v o r e  e  R 

é a  soma dos  c o m p r i m e n t o s  de t o d o s  o s  c o n j u n t o s  de r Ó t u l o s . C l a  - 

r a m e n t e ,  L = I E I  p a r a  c a d a  á r v o r e .  P o r t a n t o ,  o  p r o c e s s o  i n t e i  - 

r o  é l i m i t a d o  p o r  O ( I V I  + I E l ) .  



4 )  - DECOMPOSIÇÃO MINIMA P O R  CADEIAS DE DI GRAFOS E S T R U T U -  

R A D O S  E M  A R V O R E  - 

S e j a  D = (V,E)  um d i g r a f o  a c i c l i c o .  

OBSERVAÇÃO - 

a )  Uma c a d e i a  de D é uma s e q u ê n c i a  de v é r t i c e s  que é 

um c a m i n h o  n o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de D. 

b )  O p r o b l e m a  de d e c o m p o s i ç ã o  m i n i m a  p o r  c a d e i a s  c o n  - 

s i s t e  em e n c o n t r a r  um c o n j u n t o  m i n i m o  de c a d e i a s  que c u b r a  o s  

v é r t i c e s  de D. 

c )  -- Teorema - de D i l w o r t h :  O número  m i n i m o  de c a d e i a s  que 

cob rem D é i g u a l  ao número  máximo de v é r t i c e s  i n c o m p a r ã v e i s  de 

D. 

S e j a  D = ( V y E )  um d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e .  P a r a  

e n c o n t r a r  um c o n j u n t o  de d e c o m p o s i ç ã o  m i n i m a  p o r  c a d e i a  { c l  ,c2 

. . . , c k }  de D, determinamos, in ic ia lmente ,  a  á r v o r e  de r e d u ç ã o  t r a n  - 
s i t i v a  T  de D. A p r i m e i r a  c a d e i a  c l  n o  c o n j u n t o  é um caminho  

da r a i z  de T  p a r a  a l g u m  de s e u s  v é r t i c e s  s u m i d o u r o s  ( g r a u s a T d a  

( v )  = O) .  D e p o i s  r e t i r a m o s  de T  os  v é r t i c e s  de cl. D e s t a  manei  - 
- 

r a  t r a n s f o r m a m o s  T  - cl em uma f l o r e s t a .  E s c o l h e m o s  a lguma a r  - 
v o r e  T '  de T  - cl e  a  c a d e i a  c 2  é um c a m i n h o  da r a i z  de T '  p g  

r a  a l g u m  de s e u s  v é r t i c e s  s u m i d o u r o s .  R e t i r a m o s  c2 de T  - cl e  

a p l i c a m o s  a  mesma o p e r a ç ã o  p a r a  ( T  - c l )  - c2 .  Procedemos as - 

s i m  a t é  que a  f l o r e s t a  s e  t o r n e  v a z i a .  Como a  r e t i r a d a  d e s t a s  

c a d e i a s  n ã o  pode c r i a r  n o v o s  s u m i d o u r o s ,  o  número  t o t a l  de c a  - 



d e i a s  o b t i d a s  p e l o  p r o c e s s o  a q u i  d e s c r i t o  é i g u a l  ao n ú m e r o  de 

v é r t i c e s  s u m i d o u r o s  de D, o  q u e  s i g n i f i c a  que  { c 1  .... c k }  é de 

f a t o  m i n i m o .  

E também i m e d i a t o  v e r i f i c a r  que  o c o n j u n t o  de c a d e i a s  

p o d e  s e r  o b t i d o  de T em O ( ]  V I )  tempo e  a s s i m  o  p r o c e s s o  i n t e i -  

r o  é l i m i t a d o  p o r  O ( I V 1  + I E l ) .  

OBSERVAÇÃO - 

As c a d e i a s  o b t i d a s  p e l o  m é t o d o  a c i m a  s ã o  de  f a t o  c a m i  - 

n h o s  de D. I s t o  s i g n i f i c a  q u e  p a r a  d i g r a f o s  e s t r u t u r a d o s  em á r  - 

v o r e  D ,  o  p r o b l e m a  de o b t e r  um c o n j u n t o  m í n i m o  de c a d e i a s  que  

c u b r a  os  v é r t i c e s  de D  é e q u i v a l e n t e  ao p r o b l e m a  de e n c o n t r a r  

um c o n j u n t o  m i n i m o  de c a m i n h o s  d i s  j u n  t o s ,  c u j o s  v é r t i c e s  C - u 

b r a m  D. E s t e s  d o i s  p r o b l e m a s  s ã o  c l a r a m e n t e  o s  mesmos q u a n d o  D  

é s e u  p r ó p r i o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o .  mas, c a s o  c o n t r á r i o ,  p g  

dem t e r  d i f e r e n t e s  s o l  u ç õ e s .  

a )  S e j a  D  = (V ,E)  um d i g r a f o  a c r c l i c o .  Podemos c a r a c -  

t e r i  z a r  c o n j u n t o  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o  ( p o s e t )  i n d u z i d o  de D, 

( i s t o  é, o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  de D) a t r a v é s  de um c o n j u n t o  

de k o r d e n a ç õ e s  t o p o l ó g i c a s  de D, t a l  q u e  v a l c a n ç a  w s e  e  s o  - 

m e n t e  s e  v p r e c e d e  w em t o d a s  as k o r d e n a ç õ e s ,  p a r a  t o d o  v , 

w c V .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  v e  w s ã o  i n c o m p a r á v e i s  em D  s e  e  



s o m e n t e  s e  e x i s t e m  d u a s  o r d e n a ç õ e s  t l ,  t 2 ,  t a l  q u e  v  p r e c e d e  w 

em t l  e  w p r e c e d e  v  em t p .  

b )  O v a l o r  m i n i m o  d e  k é a  d i m e n s ã o  d o  p o s e t .  E x i s t e  

um a l g o r i  t m o  p o l i n o m i a l  p a r a  v e r i f i c a r  s e  a  d i m e n s ã o  d e  um p o  - 

s e t  é - < 2 ( V e r  G A R E Y  & J O H N S O N ~ ' ) .  C o n t u d o ,  é N P - c o m p l e t o  o  p r o  - 

b l e m a  d e  d e t e r m i n a r  a  d i m e n s ã o  k d e  um p o s e t ,  q u a n d o  k - > 3 .  

c )  S e j a  T uma á r v o r e  e n r a i  z a d a .  E m  uma b u s c a  em p r é -  

o r d e m  d e  T y  n ó s  v i s i  t a m o s  a  r a i  z  d e  T e d e p o i s ,  r e c u r s  i v a m e n -  

t e  v i s i t a m o s  o s  f i l h o s  d e  T .  S e  o s  f i l h o s  s ã o  v i s i t a d o s  n a  o r  - 

dem d a  e s q u e r d a  p a r a  a  d i r e i  t a ,  n ó s  a  c h a m a r e m o s  d e  - p r é  - o r d e m  

e s q u e r d a ;  s e  a s  v i s i  t a s  s ã o  d a  d i r e i  t a  p a r a  a  e s q u e r d a ,  n ó s  t e  - 

mos uma - p r é - o r d e m  d i r e i  t a .  

A q u i  q u e r e m o s  c o n s i d e r a r  o  p r o b l e m a  d e  e n c o n t r a r  um 

c o n j u n t o  m í n i m o  d e  k o r d e n a ç õ e s  t o p o l ó g i c a s  q u e  d e f i n e  um po- 

s e t  i n d u z i d o  p o r  um d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e  D '  = ( V , E ) ,  c! 

j o  v a l o r  m i n i m o  d e  k é d i t o  a  d i m e n s ã o  d o  p o s e t .  

S e j a  T '  a  á r v o r e  de  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  d o  d i  g r a f o  es  - 

t r u t u r a d o  em á r v o r e  D ' .  S e  p l  , p 2  s ã o  a s  b u s c a s  d e  p r é - o r d e m  
d 

e s q u e r d a  e d i r e i  t a  de  T '  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n t ã o  I p l  , p 2 )  e  um 

c o n j u n t o  d e  o r d e n a ç õ e s  t o p o l ó g i  c a s  q u e  compl  e t a m e n  t e  c a r a c t e r i  - 

z a  o  p o s e t  i n d u z i d o  p o r  0 ' .  Uma c o n s e q u ê n c i a  d e s t e  f a t o  é q u e  
d um p o s e t  e s p e c i f i c a d o  p o r  um d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e  e  

n e c e s s a r i a m e n t e  b i - d i m e n s i o n a l  ( e x c e t o ,  n a t u r a l m e n t e ,  o .  c a s o  

em q u e  p l  = p 2  q u e  c o r r e s p o n d e  a o  p o s e t  s e n d o  uma o r d e n a ç ã o  t o  - 

t a l ) .  



L o g o ,  as o r d e n a ç õ e s  t o p o l ó g i c a s  {p,  , p 2 1  podem s e r  ob  - 

t i d a s  em tempo  l i n e a r .  

2 0 . 4 )  - EXEMPLO 

Dado um d i g r a f o  D  = ( V y E )  a b a i x o :  

E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i a :  

D i g r a f o  D 



1 )  Reconhecer s e  D é d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e :  

As l i s t a s  de a d j a c ê n c i a  j á  e s t ã o  ordenadas  t o  - 

po log icamen te .  Apl icando a  t é c n i c a  de busca em profun - 
didade  em D ,  t e remos:  

O d i g r a f o  D é e s t r u t u r a d o  em ã r v o r e ,  p o i s  a  e s t r u t u r a  

acima o b t i d a  da busca em pro fund idade  de D não possui  

a r e s  t a s  de c ruzamento .  

2 )  Ob te r  a  redução t r a n s i t i v a  e  o  fechamento t r a n s i t i v o  

de D .  

A redução t r a n s i t i v a  é a  e s t r u t u r a  de busca em profun  - 

didade  sem a r e s t a s  de cruzamento o b t i d a  de D e  e s t á  

des c r i  t a  a c i  ma. 



f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o :  

v79 v 8  

Logo ,  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i  t i v o  s e r ã :  



3 )  V e r i f i c a r  s e  o  d i g r a f o  D '  a b a i x o  é i s o m o r f o  a o  d i g r a  - 

f o  D  d a d o :  

E s t r u t u r a  d e  A d j a c ê n c i  a  

v ' 1  : v t 2 y  v a 3 7  V I 4 >  V I 7 ¶  V I 8  

v ' *  : V i 5 >  V I 7  

"8  

D i g r a f o  D '  



A r v o r e  r o t u l a d a  T  r e p r e s e n t a n d o  o  d i g r a f o  D :  

A r v o r e  r o t u l a d a  T '  r e p r e s e n t a n d o  o  d i g r a f o  D' : 

s ( v t 6 )  = I31 s ( v I 7 )  = {1,2,31 

T e  T '  s ã o  á r v o r e s  e n r a i z a d a s  r o t u l a d a s  i s o m o r f a s  e n t ã o  

D e  D' s ã o  d i g r a f o s  i s o m o r f o s .  



4 )  E n c o n t r a r  um c o n j u n t o  de d e c o m p o s i ç ã o  m í n i m a  p o r  c a  - 

d e i a s  do  d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e  D. 

E l e  s e r á  p o r  e x e m p l o :  

5 )  E n c o n t r a r  um c o n j u n t o  m í n i m o  de o r d e n a ç õ e s  t o p o 1  Ó g i -  

cas  q u e  d e f i n e  um p o s e t  i n d u z i d o  p e l o  d i g r a f o  e s t r u -  

t u r a d o  em á r v o r e  D. 

P r é - o r d e m  e s q u e r d a :  ( vl , v2 , v4 ,  v5 ,v6 ,  v7, v8,v3)  = p1 

P r é - o r d e m  d i  r e i  t a  : ( vl, v3,v2,  v5 ,v8 ,  v7  , V6 , v 4 )  = p 2  

l p l  , p 2 }  + c o n j u n t o  de o r d e n a ç õ s  t o p o l ó g i  c a s  

que  c a r a c t e r i z a  o  p o s e t  i n d u z i d o  

p o r  D. 

D imensão  do  p o s e t  = 2  

2 1 )  - APLICAÇÃO - ISOMORFISMO DE BUSCA EM PROFUNDIDADE 

2 1 . 1 . 1 )  - OUTRA REFERFNCIA - 

2 1 . 2 )  - DEsCRIÇÃO DO PROBLEM - 

- HOPCROFT & TARJAN40 

V e r i f i c a r  s e  duas B u s c a s  em P r o f u n d i d a d e  ( B P ) ,  e x e c u t a  - 

das  em um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o ,  s ã o  i s o m o r f a s .  



S e j a  G = ( V y E )  um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o .  

S e j a m  SI e  S2 duas  b u s c a s  em p r o f u n d i d a d e  e x e c u t a d a s  

em G .  

Duas b u s c a s  em p r o f u n d i d a d e  S1 e  S2 começando  r e s p e c  - 

t i v a m e n t e  de v é r t i c e s  rl e  ri de um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  

G = (V,E)  s ã o  - i s o m o r f a s  q u a n d o  e x i s t e  uma p e r m u t a ç ã o  f t a l  

q u e :  

( i )  r2 = f ( r l )  e  

( i i )  P a r a  c a d a  a r e s t a  (v  ,w) E  

( v ,w )  6 uma a r e s t a  de á r v o r e  em S1 s e  e  somen - 

t e  s e  ( f ( v ) ,  f ( w ) )  é uma a r e s t a  de á r v o r e  em 

S 2  

( v ,w )  é uma a r e s t a  de r e t o r n o  em S1 s e  e  somen - 

t e  s e  ( f ( v ) ,  f ( w ) )  é uma a r e s t a  de r e t o r n o  em 

S 2 *  

2 1 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE (EM DIGRAFOS ESTRUTURA- 

DOS EM ARVORE) -- 

Dado G = ( V , E )  e  duas  b u s c a s  em p r o f u n d i d a d e  S1 e  S2 ,  

p r i m e i r a m e n t e  o b t e m o s  os  d i  g r a f o s  e s t r u t u r a d o s  em á r v o r e  D1 e  

D2, d i r e c i o n a n d o  c a d a  a r e s t a  de G dos  m e n o r e s  p a r a  o s  m a i o r e s  

n ú m e r o s  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  ( N U M ( v ) ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e . A s  - 

s i m  podemos n o t a r  q u e  as  a r e s t a s  de á r v o r e  de S1  s ã o  mapeadas 

em a r e s t a s  q u e  p e r t e n c e m  à r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  de  D1, e n q u a n t o  

as a r e s t a s  de r e t o r n o  de S1 s ã o  mapeadas  em a r e s t a s  q u e  s ã o  

r e d u n d a n t e s  s o b  a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a .  I s t ' o  s i g n i f i c a  q u e  a  

b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  de S l c o r r e s p o n d e  p r e c i s a m e n t e  à r e d u ç ã o  - - 



t r a n s  i t i  va de D1 . A p l  i camos o  mesmo p r o c e s s o  p a r a  S 2  e  D2, r e s  - - 

p  ec  t i  vamen t e .  

D e p o i s  de o b t e r  D1 e  D2 a p l i c a m o s  o  m é t o d o  j á  v i s t o  

p a r a  d e c i d i r  o  i s o m o r f i s m o  d e s s e s  d i g r a f o s  e s t r u t u r a d o s  em á r  - 

v o r e  ( V e r  HOPCROFT & TARJAN40) .  F i n a l m e n t e ,  S1 e  S2 s ã o  i s o m o r  - 

f a s  s e  e  s o m e n t e  s e  D1 e  D2 s ã o  i s o m o r f o s .  

O tempo de e x e c u ç ã o  d e s s e  p r o c e s s o  i n t e i r o  p o d e  s e r  

c l a r a m e n t e  m o s t r a d o  s e r  também l i m i t a d o  p o r  O ( I V I  + I E I )  

2 1 . 4 )  - EXEMPLO 

Dado o  g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  G, e  duas b u s c a s  em p r o f u n  - 

d i d a d e  SI e  S2 ,  v e r i f i c a r  se  SI e  S2 ,  s ã o  i s o m o r f a s :  



Redução Transitiva de D1 Redução Transitiva de D2 

Obter  os d ig r a fo s  e s t r u t u r a d o s  em árvore  D1 e  D 2 :  

As reduções t r a n s i t i v a s  de D1 e  D 2  são  respect ivamente  

T1 e  T 2  (que  correspondem às  Buscas em Profundidade S I  

e  S 2 ,  r e spec t ivamente ,  sÕ que T1 e  T 2  e s t ã o  d i r ec iona -  

das ) . 
Achamos en t ão  os conjuntos  de r ó t u l o s  de todos os ver - 

t i c e s  em T I  e  T 2  



C o n j u n t o s  de  r ó t u l o s  

S ( V 4 )  - @ 

s ( v 5 )  = 1 1 ,  4 1  

s ( ' 6 )  = 1 3 1  

s ( v l )  = 1 2 1  

s (  v2) = 1 3 1  

s (  v3) = 1 5 1  

A p l i c a n d o  o  a l g  o r i  t m  

C o n j u n t o s  de r ó t u l o s  de T I  

de T2 

o  de H o p c r o f t  e  T a r j  a r a  i s o m o r  - 
f i s m o  de  á r v o r e s  e n r a i  z a d a s  r o t u l a d a s  , podemos v e r  c1 - a  

r a m e n t e  q u e  TI  e T2 s ã o  i s o m o r f a s .  Logo D,  e  D 2  s ã o  d i  - 

g r a f o s  i s o m o r f o s ,  o  q u e  i m p l i c a  em S 1  e  S 2  s ã o  i s o m o r  - 

f a s .  



2 2 )  - APLICAÇÃO - ISOMORFISMO DE DIGRAFOS REDUTÍVEIS E M  A R V O R E  -- 

2 2 . 1 )  - REFERENCIA - SZWARCFITER~~ 

22 .1  . I )  OUTRAS REFERENCIAS - HOPCROFT & TARJAN~O;  HECHT & 

ULLMAN38; HECHT & ULLMAN39; TAR- 

JAN75.  

DESCRIÇÃO DO PROBLEMA - 

V e r i f i c a r  s e  d o i s  d i g r a f o s  r e d u t r v e i s  em á r v o r e  s ã o  i s o  - 

m o r f o s  . 

S e j a  D  = (V ,E )  um d i g r a f o  ( p o s s i v e l m e n t e  com c i c l o s )  

e n r a i z a d o  em r. S e j a  S  uma B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  ( B P )  de D,  

começando  de r. D e n o t e  p o r  R S  o  c o n j u n t o  de a r e s t a s  de r e t o r -  

n o  o b t i d a s  de S .  O D i g r a f o  D  é d i t o  r e d u t í v e l  q u a n d o  R S  e sem - 

p r e  o  mesmo, i n d e p e n d e n t e  de S. D i g r a f o s  r e d u t i v e i s  f o r a m  c a  - 

r a c t e r i  zados  em HECHT & U L L M A N ~ ~  e  HECHT 8 ULLMAN39, e  e l e s  

podem s e r  r e c o n h e c i d o s  em tempo  l i g e i r a m e n t e  m a i s  do  q u e  li - 

n e a r  p o r  T a r j a n  ( T A R J A N 7 5 ) .  

S e j a  D ( S )  o  d i g r a f o  a c í c l i c o  o b t i d o  de D, r e t i r a n d o  

as a r e s  t a s  de R S ,  i s t o  é ,  D ( S )  é o  d i  g r a f o  (V,E - R S )  Um d i  - 

g r a f o  r e d u t i v e l  D  s e r á  d i t o  r e d u t i v e l  - em á r v o r e  q u a n d o  D ( S )  é 

um d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e .  

Se D  é um d i g r a f o  a c i c l i c o  e n t ã o  c l a r a m e n t e  R = + e  
S  

D ( S )  = D, p a r a  q u a l q u e r  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  S. P o r t a n t o ,  a  

c l a s s e  de d i g r a f o s  r e d u t i v e i s  c o n t é m  t o d o s  o s  d i g r a f o s  a c i c l i  - 



c o s .  I s t o  s i g n i f i c a  que não podemos r e s o l v e r  o  p rob lema de i s o  

morf ismo p a r a  d i g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  sem r e s o l v e r  também o  i s o  - 

morf i smo de g r a f o s  g e r a i s .  Porém, quando  D é r e d u t y v e l  em á r v o  

r e ,  e x i s t e  uma manei ra  s i m p l e s  de v e r i f i c a r  i s o m o r f i s m o .  - 

2 2 . 3 )  - M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE: ( B P )  

O i s o m o r f i s m o  de di  g r a f o s  e s t r u t u r a d o s  em á r v o r e  de s  - 

c r i t o  em SZWARCFITER69, f o i  b a s e a d o  e s s e n c i d l m e n t e  em duas  

i  dé i  a s  : 

( i )  Se D é u m  d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e ,  e x i s t e  

uma manei r a  e f i c i e n t e  de un i camen te  e n c o n t r a r  

uma á r v o r e  g e r a d o r a  e s p e c i a l  T ( a  r edução  t r a n  - 

s i  t i  va de D ) .  

( i i )  Todas a s  a r e s t a s  ( v , w )  de D s ã o  t a i s  que w é u m  

d e s c e n d e n t e  de v em T .  

Nes t e  c a s o ,  c o n t u d o ,  p r e c i s a m o s  d i s t i n g u i  r e n t r e  a r e s  - 

t a s  de avanço  e  a r e s t a s  de r e t o r n o .  Uma p o s s i v e l  mane i r a  de 

r e a l  i z a r  i s  t o  é c o n s i  de r a r  a  á r v o r e  de s ubdi vi s ã o  T ' de T ,  i s  - 
t o  é, T'  é a  á r v o r e  e n r a i z a d a  d i r e c i o n a d a  o b t i d a  de T s u b s t i  - 

t u i n d o  c a d a  a r e s t a  ( v  , w )  de T p o r  u m  novo v é r t i c e  a e  ad ic i lo -  

nando  a r e s t a s  ( v,a)  e  ( a , b / ) .  A á r v o r e  T '  quando  p r o p r i a m e n t e  ro - 

t u 1  ada  pode representar  un i camen te  u m  d i  g r a f o  r e d u t y v e l  em á r v o  - 

O s e g u i n t e  a1 g o r i  tmo e n c o n t r a  e s t a  r e p r e s e n t a ç ã o :  



Dado o  d i g r a f o  D = ( V , E )  : 

1 .  R e c o n h e c e r  s e  D é de f a t o  um d i g r a f o  r e d u t i v e l  ( v e r  TAR- 

JAN75).  P a r e ,  n o  c a s o  de r e s p o s t a  n e g a t i v a .  

2 .  E n c o n t r a r  o  c o n j u n t o  R de  a r e s t a s  de r e t o r n o .  P a r e  s e  ( V ,  

E - R )  n ã o  é um d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e .  

3 .  E n c o n t r e  a  á r v o r e  de r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  T ( V y  ET)  do d i g r a  - 

f o  e s  t r u t u r a d o  em á r v o r e  ( V ,  E - R ) .  

4 .  E n c o n t r e  a  á r v o r e  de s u b d i v i s ã o  T ' ( V 1 ,  ET1)  de  T.  

5 .  S e j a  h ( z )  o  n i v e l  do  v é r t i c e  z  E V' em T I .  A g o r a ,  p a r a  c a  - 

d a  v é r t i c e  z  6 V ' ,  d e t e r m i n e  um c o n j u n t o  de r ó t u l o s  s ( z )  , 

d a  s e g u i n t e  manei  r a :  

5 . 1 .  I n i c i a l i z e :  ~ ( v )  = 4 , p a r a  t o d o  v  E V ' .  

5 . 2 .  P a r a  c a d a  a r e s t a  de a v a n ç o  ( v,w) E ( E  - E T ) - R ,  a d i  c i o  - 

n e  o  r ó t u l o  h ( v )  a  s ( w ) .  

5 . 3 .  P a r a  c a d a  a r e s t a  de r e t o r n o  ( v , w )  E R ,  a d i c i o n e  o  rÓ - 

t u 1 0  h ( w )  t 1 a  s ( v ) .  

S e  e s t e  a l g o r i t m o  n ã o  p a r a r  n o s  p a s s o s  1  o u  2 ,  e n t ã o  

e l e  e n c o n t r a  uma á r v o r e  e n r a i  z a d a  d i  r e c i o n a d a  r o t u l a d a  q IA€! 

u n i c a m e n t e  r e p r e s e n t a  o  d i g r a f o  D .  A v e r i f i c a ç ã o  de i s o m o r f i s -  
- 

mo a g o r a  é s i m p l e s .  Dado o s  d i g r a f o s  r e d u t i v e i s  em a r v o r e  D 1  e  

D 2 ,  e n c o n t r a m o s  s u a s  r e p r e s e n t a ç õ e s  de  á r v o r e  T u 1  e  T ' 2 , r e s p e c  - 

t i v a m e n t e .  Assim, D 1 ,  D 2  s ã o  i s o m o r f o s  se  e s o m e n t e  s e  T u 1  , T a 2  



s ã o  i  s o m o r f a s  como á r v o r e s  e n r a i  z a d a s  d i  r e c i  o n a d a s  r o t u l a d a s .  

( V e r  HOPCROFT & TARJAN40). A c o m p l e x i d a d e  do  p a s s o  1  é u m  pou  - 

c o  m a i s  d o  q u e  l i n e a r .  Todos  o s  o u t r o s  p a s s o s  podem s e r  e x e c u  

t a d o s  em tempo l i n e a r .  

2 2 . 4 )  - EXEMPLO 

V e r i f i c a r  s e  o s  d i g r a f o s  r e d u t i v e i s  em á r v o r e  D1 e D 2  

s ã o  i  s o m o r f o s .  

D i g r a f o  D 1  E s t r u t u r a  de  A d j a c ê n c i a :  

a  -t b ,  e ,  g  

b  -t c ,  d ,  k 

D i g r a f o  D 2  

c - t a  

d - t k  

e - t f ,  g  

f - t e  

S + -  

E s t r u t u r a  d e  A d j a c ê n c i a :  

a  -t b ,  c  

b - t a  



1 )  D, e  D 2  s ã o  d i g r a f o s  r e d u t í v e i s  ( V e r  T A R J A N 7 5 )  

Busca em Profundi  dade 

2 )  ( V ,  E  - R, )  é um di g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e  

( V ,  E  - R 2 )  é u m  d i g r a f o  e s t r u t u r a d o  em á r v o r e  

3)  Rrvore de redução t r a n s i t i v a  = T l ( V y  E T  ) 
1 

Rrvore de redução t r a n s i t i v a  = T 2 ( V y  E T 2 )  

onde E T  e  E  s ã o  as a r e s t a s  de á r v o r e  de S 1  
1 T 2  

e  S 2  , r e s p e c t i  vamen t e .  



4 )  R r v o r e  d e  s u b d i v i s ã o  T 1 , ( V ' .  E T  ) d e  T I  
1  

Á r v o r e  d e  s u b d i v i s ã o  T I 2 ( V 1 ,  E T  ) d e  
2  



T I 1  e  T I 2  s ã o  i s o m o r f a s  ( V e r  HOPCROFT & TARJAN40) ,  e n  - 

t ã o  podemos a f i r m a r  que  D1 e  D2 s ã o  i s o m o r f o s .  

2 3 )  APLICACÃO - CONJUNTO DE CORTE MINIMO EM DIGRAFOS REDUTIVEIS 

2 3 . 1 . 1 )  OUTRAS REFERENCIAS - T A R J A N ~ ~ ;  TARJAN75; HECHT & 

ULLMAN 3 9 .  

2 3 . 2 )  DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

E n c o n t r a r  o s  c o n j u n t o s  de c o r t e  m í n i m o  em d i g r a f o s  r e d u -  

t í v e i  S .  

A aná l i se  de m u i t o s  p r o c e s s o s  m o d e l a d o s  p o r  g r a f o s  d i  r e  - 

c i o n a d o s  r e q u e r  a  s e l e ç ã o  de um s u b c o n j u n t o  de v é r t i c e s  q  ue 

c o r t a m  t o d o s  os  c i c l o s  n o  g r a f o .  A r e d u ç ã o  d o  t amanho  de um 



t a l  c o n j u n t o  de c o r t e  u sua lmen te  l e v a  a  uma a n á l i s e  mais s i m  - 

p l e s  e  ma i s  e f i c i e n t e ,  mas o  p rob lema de e n c o n t r a r  c o n j u n t o s  

de c o r t e  minimo em g r a f o s  d i r e c i o n a d o s  g e r a i s  é c o n h e c i d o  s e r  

NP-compl e t o .  Aqui , porém,  e s t a m o s  i n t e r e s s a d o s  em e n c o n t r a r  

c o n j u n t o s  de c o r t e  minimo em d i g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  e  i s t o  pode - 

rã s e r  f e i t o  em tempo l i n e a r  ( V e r  SHAMIR66). 

Veremos a g o r a ,  a1 gumas d e f i n i ç õ e s :  

De f . :  U m  v é r t i c e  v c o r t a  u m  caminho P s e  e l e  p e r t e n c e  a  -- - -v- 

Def . :  U m  c o n j u n t o  S  de v é r t i c e s  em u m  d i g r a f o  D é u m  con -- -- 

j u n t o  de c o r t e  s e  q u a l q u e r  c i c l o  em D é c o r t a d o  -- - - 

p o r  pelo menos u m  v é r t i c e  de S .  

U m  - c o n j u n t o  de -- c o r t e  S  é ml'nimo s e  p a r a  q u a i s q u e r  

o u t r o s  c o n j u n t o s  de c o r t e  S ' ,  I S I L I S ' I .  Os v é r t i  

c e s  em u m  c o n j u n t o  de c o r t e  s ã o  chamados x é r t i  c e s  

de c o r t e .  - -- 

Nota:  Um c o n j u n t o  de c o r t e  minimo de D não é n e c e s s á r i o  -- 

s e r  ú n i c o .  P o r  exemp lo ,  quando  D é u m  c i c l o ,  qua l  - 

q u e r  v é r t i c e  de D é u m  c o n j u n t o  de c o r t e .  Contudo ,  

t o d o s  o s  c o n j u n t o s  de c o r t e  minimo têm o  mesmo t a  - 

manho. 



4 Def. :  O c o n j u n t o  de t o d o s  o s  c i c l o s  em u m  d i g r a f o  D e  -- 

d e n o t a d o  p o r  C D .  

Def . :  Dado u m  c o n j u n t o  S de v é r t i c e s ,  o  c o n j u n t o  de t o  -- - 

dos o s  c i  c l o s  em D que não s ã o  c o r t a d o s  p o r  vér - 
S t i c e s  em S é d e n o t a d o  p o r  C D .  

C1 aramen t e ,  c m D é  O c o n j u n t o  i n i c i a l  de c i c l o s  

C D y  e  u m  c o n j u n t o  S é um c o n j u n t o  de c o r t e  s e  e  
S somen te  s e  C = 4 .  

Def . :  -- Dado um d i  grafo enrai zado D = ( V ,  E , r )  e  uma B us - 

ca  em P r o f u n d i d a d e  ( B P )  a , d e f i n i m o s  o  g r a f o  

d i r e c i o n a d o  - a c í c l i  co ( g  d  a )  de D d e f i n i  do &r - - - -  
a 

a s e r  D = ( V ,  E ~ ~ ,  r )  onde é o  c o n j u n t o  - 

de a r e s t a s  g  d a  ( a r e s t a s  de á r v o r e ,  avanço  e  c r u  -- -- - 

zamento)  em E .  

D a d  é sempre  u m  g d  a  eni -a i  z a d o ,  e  s e  alguma a -  

r e s t a  em E - é a d i c i o n a d a  n e l e ,  u m  c i c l o  é ge - 

r a  do. 

Def . :  U m  d i g r a f o  e n r a i z a d o  D = ( V ,  E ,  r )  é r e d u t i v e l  s e  

o  g r a f o  d i r e c i o n a d o  a c i c l i c o  ( g  d a )  de D d e f i  - 

n i d o  p o r  a , D a d  é o  mesmo p a r a  q u a l q u e r  B P  

( B u s c a  em P r o f u n d i d a d e )  a de D .  

Def. : Um v é r t i c e  v '  domina u m  o u t r o  v é r t i c e  v em u m  d i  
-7 v- v 

g r a f o  e n r a i  z ado  D = ( V ,  E ,  r )  s e  v ' c o r t a  qua l  - 

q u e r  caminho de r p a r a  v.  



R e s u l t a d o  1 :  Se ( v ,  v ' )  é uma a r e s t a  de r e t o r n o  em um d i  - - 

g r a f o  r e d u t i v e l  D, e n t ã o  v '  d o m i n a  v. 

R e s u l t a d o  2 :  Se D é um d i g r a f o  r e d u t i v e l  , e n t ã o  - q u a l  - 

q u e r  c i c l o  s i m p l e s  em D  c o n t é m  e x a t a m e n t e  

uma a r e s t a  de r e t o r n o .  

OBS.: Q u a l q u e r  c i c l o  em um d i g r a f o  c o n t é m  p e l o  menos um - 
c i c l o  s i m p l e s .  O Res.  2 f o r n e c e  uma p a r t i ç ã o  Ú t i l  

d o  c o n j u n t o  de c i c l o s  s i m p l e s  em D em t e r m o s  de 

s u a s  a r e s t a s  de r e t o r n o .  A s s i m ,  p a r a  v e r i f i c a r  s e  

- 
um dado  c o n j u n t o  - S  é um c o n j u n t o  de c o r t e ,  e  s u  - 

f i c i e n t e  v e r i f i c a r ,  p a r a  q u a l q u e r  a r e s t a  de  r e t o r  - 

n o  ( v , v ' )  em D, q u e  t o d o s  os  c a m i n h o s  do  g r a f o  d i  - 

r e c i o n a d o  a c i c l i c o  ( g  d  a )  de v '  p a r a  v  c o n t é m  

v é r t i c e s  de S. 

D e f . :  Se ( v , v l )  é uma a r e s t a  de r e t o r n o  em um d i g r a f o  re -- - 
d u t T v e 1  D, e n t ã o  v '  é d i  t o  uma c a b e ç a  e  v  é d i t o  -- 
um f i n a l  em D  ( t a m b é m  d i  remos q u e  v '  e  v  s ã o  c a b e  - 

ç a  e  f i n a l  c o r r e s p o n d e n t e s ) .  

D e f . :  S e j a  D  um g r a f o  r e d u t T v e 1  q u e  é p a r c i a l m e n t e  c o r  -- - 
t a d o  p o r  um c o n j u n t o  S  de v é r t i c e s .  E n t ã o  uma - c a -  

b e ç a  v  é a t i v a  s e  e x i s t e  a l g u m  c a m i n h o  n o  g  d  a  -- -- 

de v  p a r a  um f i n a l  c o r r e s p o n d e n t e ,  q u e  n ã o  é c o r  - 

t a d o  p o r  v é r t i c e s  de S .  



Uma c a b e ç a  a t i v a  é máx ima  s e  nenhum de s e u s  d e s c e n  -- - 

d e n t e s  do  g  d  a  em D  é uma c a b e ç a  a t i v a .  

N o t a :  Se uma c a b e ç a  v  é a t i v a ,  e n t ã o  e x i s t e  p e l o  menos -- 

um c i c l o  em c b D  q u e  c o n t é m  v, mas n ã o  n e , c e s s a r i a -  

m e n t e  v i c e - v e r s a .  P o r t a n t o ; ,  a  n ã o  s e r  q u e  S  s e j a  

um c o n j u n t o  de c o r t e ,  o  d i  g r a f o  D  c o n t é m  p e l o  me - 

n o s  uma c a b e ç a  a t i v a ,  e  também p e l o  menos uma c a  - 

b e ç a  a t i v a  máx ima.  

R e s u l t a d o  3: S e j a  D  um d i g r a f o  r e d u t i v e l  , e s e j a  S um - 

s u b c o n j u n t o  de um c o n j u n t o  de c o r t e  myn imo 

em D. Se vl é uma c a b e ç a  a t i  va máx ima  em D, 

e n t ã o  S  U { v l }  é também um s u b c o n j u n t o  de 

um c o n j u n t o  de c o r t e  m i n i m o  em D.  

2 3 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

O a l g o r i  tmo b á s i c o  p a r a  r e s o l  v e r  o  p r o b l e m a  de acha ' r  

c o n j u n t o s  de c o r t e  myn imo  em d i g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  s e r i a  o s e  - 

g u i n t e :  

A l g o r i t m o  A: - 

1 .  Comece com S  = $I 

2 .  S e l e c i o n e  uma c a b e ç a  a t i v a  máx ima  v  em D  com r e s p e i t o  

ao  c o n j u n t o  c o r r e n t e  S. Se n ã o  e x i s t e  nenhuma,  p a r e  ; 

c a s o  c o n t r á r i o  f a ç a  S  t S  U { v )  e  r e p i t a  o  p a s s o  2 .  



Q u a n d o  f o r  i m p l e m e n t a r  e s t e  a1 g o r i t m o ,  é c o n v e n i e n t e  

e n u m e r a r  as  c a b e ç a s  em D p o r  uma B u s c a  em P r o f u n d i d a d e ,  e  con  - 

s i d e r á - l a s  em p ó s - o r d e m .  

OBS.: Uma BP d e f i n e  duas  p o s s í v e i s  o r d e n s  n o s  v é r t i c e s :  -- 

i )   ré-ordem + a  o r d e m  em que  o s  v é r t i c e s  s ã o  c o  - 

l o c a d o s  n a  p i l h a  d u r a n t e  a  BP. 

i i )  P ó s - o r d e m  -+ a  o r d e m  em q u e  o s  v é r t i c e s  s ã o  r e  - 

t i r a d o s  da p i l h a  d u r a n t e  a  BP. 

P o r  p r o p r i e d a d e s  de BP, t o d o s  o s  d e s c e n d e n t e s  do  gda 

de um v é r t i c e  v  ( e  em p a r t i c u l a r  as c a b e ç a s  a t i v a s  e n t r e  e l e s )  

o c o r r e m  a n t e s  de v  em p ó s - o r d e m .  Q u a l q u e r  c a b e ç a  q u e  é a t i v a  

em a l g u m  e s t á g i o  i n t e r m e d i á r i o  n o  a1 g o r i  tmo é i m e d i a t a m e n t e  

a d i c i o n a d a  a  S, e  a s s i m  p a r a n d o  de s e r  a t i v a  com r e s p e i t o  ao 

n o v o  S. A l é m  d i s s o ,  o  c o n j u n t o  S p o d e  s e r  e x p a n d i d o ,  e  e n t ã o  

uma c a b e ç a  n ã o - a t i v a  n ã o  p o d e  s e  t o r n a r  a t i v a  n o v a m e n t e  em um 

e s t á g i o  m a i s  t a r d e .  C o n s e q u e n t e m e n t e ,  s e  c a b e ç a s  s ã o  c o n s i d e  - 

r a d a s  em p ó s - o r d e m ,  e n t ã o  q u a l q u e r  c a b e ç a  que  a i n d a  é a t i v a  

q u a n d o  s u a  v o l t a  a c o n t e c e ,  s e r á  uma c a b e ç a  a t i v a  máx ima.  

A m a n e i r a  m a i s  s i m p l e s  de v e r i f i c a r  s e  uma d a d a  c a b e  - 

ç a  v  é a t i v a ,  é p e s q u i s a r  c a m i n h o s  de g  d  a  n ã o  c o r t a d o s  e n  - 

t r e  v  e  s e u s  f i n a i s  c o r r e s p o n d e n t e s .  I s t o  p o d e  s e r  f e i t o  em 

tempo l i n e a r  p r o p a g a n d o  os r ó t u l o s  de v  a t r a v é s  de - a r e s t a s  d o  - 

g  d  a  ( q u e  s ã o  a r e s t a s  de á r v o r e ,  a v a n ç o  e  c r u z a m e n t o ) ,  mas o  -- 
p r o c e s s o  de r o t u l a ç ã o  t e m  q u e  s e r  r e p e t i d o  p a r a  q u a l q u e r  c a b e  - 

ç a  máx ima ,  a s s i m  d a n d o  um a1  g o r i  tmo de O (  1 V ( .  I E I  ) .  



A f im  de d e s e n v o l v e r  u m  a l g o r i  tmo mais e f i c i e n t e ,  nõs 

e s t r u t u r a m o s  ( V e r  SHAMIR66) a  busca de uma t a l  manei ra  que c a  - 

da a r e s t a  é usada somente uma vez ,  mesmo que e l a  possa  p e r t e n  - 

ter ao caminho do g  d a  e n t r e  muitos  p a r e s  de cabeça - f i n a l  

em D .  Como a  busca deve t r a n s m i t i r  i n fo rmação  s u f i c i e n t e  a  fim 

de d e t e r m i n a r  q u a i s  d e t e s  caminhos s ã o  c o r t a d o s  e  q u a i s  a i n d a  

não foram c o r t a d o s ,  p a r e c e  que nós n e c e s s i t a m o s  r o t u l a r  aque - 

l e s  que s ã o  c o n j u n t o s  de cabeças .  I n f e l i z m e n t e ,  e s t e  método l e  - 

va a  a l g o r i  tmos n ã o - l i n e a r e s .  

A e s t r u t u r a  e s p e c i a l  de d i g r a f o s  r e d u t i v e i s  nos permi - 

t e  u s a r  r ó t u l o s  muito mais econÔmicos. Para  cada v é r t i c e  v nÕs 

associamos u m  número s i m p l e s  l S ( v ) ,  que pode s e r  t r o c a d o  quan - 

do novos v é r t i c e s  de c o r t e  s ã o  a d i c i o n a d o s  ao c o n j u n t o  co r ren  - 

t e  S .  Denotamos p o r  n ( v )  ( u m  i n t e i r o  e n t r e  1  e  [ V I )  a  pos ição  

de v na s e q u ê n c i a  pré-ordem de v é r t i c e s  em D .  

Resu l t ado  

S e j a  D um d i  g r a f o  redutivel e  se ja  S um conjunto arbi t rár io  

de v é r t i c e s .  Então p a r a  q u a l q u e r  v é r t i c e  v em D, a  s e g u i n t e  e -  

quação é v á l i d a :  

( O  , s e  v E  s ou v não tem descenden tes  em D y  

( c a s o  c o n t r á r i  o. 

onde ( v , v l ) ,  ( v , v p )  ,... , ( v , v i )  s ã o  todas  as a r e s t a s  

do g  d a  s a i n d o  de v ,  e  ( v ,  v i + l )  ,... , ( V ,  v k )  s ã o  t o  - 

das as a r e s t a s  de r e t o r n o  s a i n d o  de v .  



OBS.: O A l g o r i t m o  F i n a l  ( a b a i x o )  u s a  e n t ã o  uma s i m p l e s  -- 

B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  de D a  fim d e  n u m e r a r  o s  

v é r t i c e s  de D em p r é - o r d e m ,  r o t u l á - l o s  em p ó s - o r  - 

dem, c o n s i d e r a r  c a b e ç a s  s u c e s s i v a s  em p ó s - o r d e m ,  

e  a d i c i o n a r  n o v o s  v é r t i c e s  a  S ( t r o c a n d o  s e u s  r6 - 

t u l o s  p o r  z e r o )  q u a n d o  s e u s  r ó t u l o s  de  p ó s - o r d e m  

e n ú m e r o s  de p r é - o r d e n  c o i n c i d e m .  As c o m p l e x i d a  - 

d e s  em tempo e  e s p a ç o  s ã o  c l a r a m e n t e  l i n e a r e s  em 

r e l a c ã o  ao  t amanho  de D ,  ou s e j a  O ( / V I  + 1 ~ 1 ) .  

A1 g o r i  tmo F i n a l  - 

N o t a :  R ó t u l o s  s ã o  d e n o t a d o s  p o r  R ( v ) ,  sem um c o n j u n t o  -- 

s u b s c r i t o  e x p l i c i t o ;  o  a l g o r i t m o  mantém s o m e n t e  

u m  s i s t e m a  de t a i s  r ó t u l o s ,  q u e  c o r r e s p o n d e m  a  

a l g u m  e s t á g i o  p a r a  o  c o n j u n t o  c o r r e n t e  S .  A va - 

r i a v e 1  t o p  i n d i c a  o  t o p o  da p i l h a .  

1 .  S e j a  S  c +; v é r t i c e  c o n t a d o r  c  + 1 ;  c o l o q u e  r n a  

p i l h a  ( v a z i a ) .  

2 .  n ( t o p )  -+ c ;  c  +- c  t l ;  R ( t o p )  -+ O .  

3 .  S e  e x i s t e  a l g u m a  a r e s t a  d e s m a r c a d a  ( t o p ,  v ) ,  e n  - 

t ã o  m a r q u e - a  e  c o n t i n u e ;  c a s o  c o n t r á r i o  vã p a r a  

o  p a s s o  7 .  

4 .  Se  V n ã o  f o i  v i s i t a d o  a t é  a g o r a ,  c o l o q u e  v na  p i  - 

l h a  e  vá p a r a  o  p a s s o  2 .  

5 .  Se  ( t o p ,  v )  é uma a r e s  t a  de r e t o r n o ,  f a ç a  L ( t o p )  

t max ( R ( t o p ) ,  n ( v ) )  e  vã  p a r a  o  p a s s o  3. 



6 .  F a ç a  L ( t o p )  -+ m a x ( & ( t o p ) ,  & ( v ) )  e vá p a r a  o  p a s s o  3 .  

7 .  S e  R ( t o p )  = n (  t o p ) ,  f a ç a  S + S U { t o p )  e  & ( t o p )  + O .  

8 .  G u a r d e  o  t o p  da p i l h a  em v ' ;  r e t i r e  d a  p i l h a ;  se  a  

p i l h a  é v a z i a ,  p a r e ,  c a s o  c o n t r á r i o  f a ç a  l ( t o p )  -+ 

m a x ( l ( t o p ) ,  & ( v ' ) ) ;  vá p a r a  o  p a s s o  3. 

2 3 . 4 )  - E X E M P L O  

E n c o n t r a r  o s  c o n j u n t o s  de c o r t e  mín imo  d o  d i g r a f o  r e d u t t -  

v e l  a b a i x o :  

v,  

OBS.: a )  O d i g r a f o  a c i m a  é r e d u t r v e l  , p o i s  é f á c i l  v e r i -  -- 

f i c a r  q u e  q u a l q u e r  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  (BP)  

r e c o n h e c e  ( v 3 , v 1 ) ,  ( v 4 , v 2 ) ,  ( v 5 , v 3 )  e  ( V ~ Y V ~ )  

como a r e s t a s  de r e t o r n o  e  t o d a s  a s  o u t r a s  , a r e s -  

t a s  como a r e s t a s  d o  g c! a  ( V e r  B P  a  s e g u i r ) .  



A p l i c a n d o  a  t é c n i c a  d e  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e :  

E s t r u t u r a  d a  A d j a c ê n c i a :  



N o t e  q u e  a  BP  em q u e  f i l h o s  da e s q u e r d a  s ã o  c o n s i d e r a d o s  

a n t e s  de f i l h o s  da d i r e i t a ,  d á o r i g e m  a n ú m e r o s  de  p r é -  

o r d e m  s a t i s f a z e n d o  n ( v i )  = i ,  p a r a  t o d o  i .  

A p l i c a n d o  o  A l g o r i  tmo F i n a l ,  começa remos  f a z e n d o  S - O e  

c o l o c a n d o  a  r a i z  vl n a  p i l h a .  E n t ã o  c o n t i n u a m o s  ao l o n g o  

do caminho  do g  d  a  vl + v2 + v 3  + v 4 ,  c o l o c a n d o  v 2 ,  v 3 ,  

e  v4  na p i l h a .  A a r e s t a  ( v 4 ,  v 2 )  é e n t ã o  e n c o n t r a d a  como 

s e n d o  uma a r e s t a  de  r e t o r n o ,  e  a s s i m  l ( v 4 ) - + m a x ( 0 , n ( v 2 ) ) =  

= 2 .  Desde  q u e  v4 n ã o  t e m  o u t r o s  f i l h o s ,  n ó s  v e r i f i c a m o s  

q u e  l ( v 4 )  = 2  # 4  = n ( v 4 )  ( p a s s o  7 ) ,  r e t i r e  v4 d a  p i l h a ,  

e  f a ç a  l ( v 3 ) + m a x ( 0 ,  l ( v 4 ) )  = 2 .  O v é r t i c e  v5 é e n t ã o  co  - 
- 

l o c a d o  n a  p i l h a ,  e  a  a r e s t a  de r e t o r n o  ( v 5 , v 3 )  e  e n c o n  - 

t r a d a  e  e n t ã o  l ( v 5 ) + m a x ( 0 ,  n ( v 3 ) )  = 3 ,  R e t i r a n d o  v5 d a  

p i l h a ,  a t u a l i  zamos L ( v 3 ) - m a x ( 2 ,  l ( v 5 ) )  = 3.  

C o n s i d e r a n d o  a g o r a  a  a r e s t a  de r e t o r n o  ( v 3 ,  V I ) ,  f a r e m o s  

l ( v 3 )  -+ m a x ( 3 ,  n ( v l ) )  = 3. A n t e s  d e  r e t i r a r  v3 d a  p i l h a ,  

d e s c o b r i m o s  q u e  l ( v 3 )  = 3 = n ( v 3 ) ,  e  a s s i m  a d i c i o n a m o s  

v 3  a  S e  t r o c a m o s  s e u  r ó t u l o  p a r a  O ( l ( v 3 )  -+ 0 ) .  

D u r a n t e  o  r e s t o  do  p r o c e s s o ,  o  v é r t i c e  v7 o b t é m  o  r ó t u l o  

2  ( l ( v 7 )  - 2 )  c a l c u l a d o  p o r  v4 ;  o  v é r t i c e  v6 o b t é m  o  rÓ - 

t u 1 0  2  ( l ( v 6 )  - m a x ( 0 ,  l ( v 3 ) ,  l ( v 7 )  , " v 1 )  = 2 )  , e  O v é r  - 

t i c e  v2 o b t é m  o  r ó t u l o  2  ( L ( v 2 )  - m a x ( O , L  ( v 3 ) ,  l ( v 6 ) )  = 

= 2 ) .  A n t e s  de  f a z e r  o  b a c k t r a c k  d e  v 2  p a r a  v l ,  n ó s  n o v a  - 

men t e  d e s  cob r i  mos q u e  l (  v2 )  = 2 = n(  v 2 )  , e  e n  t ã o  a d i  c i  o -  

namos v2  a  S ,  t r o c a n d o  seu r ó t u l o  p o r  O ( l ( v 2 )  = O ) .  I s t o  

l e v a  a  l ( v l )  - m a x ( 0 ,  l ( v 2 ) )  = O e  o  a l g o r i t m o  p ã r a  de  - 

p o i s  q u e  vl é r e t i r a d o  da p i l h a .  



O c o n j u n t o  de c o r t e  m i n i m o  e n c o n t r a d o  p e l o  a1 g o r i  tmo s e  - 
- r ã  S = { v 3 ,  v 2 i  . E l e  n ã o  e  u n i c o ,  p o i s  { v g ,  v * }  

e  { v g ,  V 6  1 s ã o  também c o n j u n t o s  de c o r t e .  Todos  os o u  - 

t r o s  c o n j u n t o s  de c o r t e  c o n t é m  t r ê s  os  m a i s  v é r t i c e s .  

2 4 )  - APLICAÇÃO - REDUTIBILIDADE DE GRAFO DE FLUXO 

2 4 . 1 . 1 )  - OUTRAS REFERENCJAS - HECHT & ULLMAN38; HECHT & ULLMAN39 

2 4 . 2 )  - DESCRIÇAO DO PROBLEMA 

V e r i f i c a r  s e  um g r a f o  de f l u x o  é r e d u t i v e l .  

Mui  t o s  m é t o d o s  de o t i m i  z a ç ã o  de c ó d i g o  mode lam o  f l u  - 

xo de c o n t r o l e  em um p r o g r a m a  de c o m p u t a d o r  p o r  um -- g r a f o  -- d i r e  

c i o n a d o ,  chamado g r a f o  de f l u x o .  P a r a  q u e  e s s e s  m é t o d o s  f u n  - -- -- - 

c i o n e m ,  o  g r a f o  de f l u x o  d e v e  t e r  uma p r o p r i e d a d e  e s p e c i a l  cha 

mada - r e d u t i b i  li d a d e .  T a i s  m é t o d o s  i n c l u e m  a1 g o r i  tmos p a r a  e n  - 

c o n  t r a r  d o m i n a d o r e s  , p a r a  e n c o n t r a r  s u b e x p r e s s õ e s  comuns, e n  - 

c o n t r a r  v a r i á v e i s  a t i v a s ,  e n c o n t r a r  d e f i n i ç õ e s  i n ú t e i s ,  e t c .  

S e j a  D  = (V,E)  um g r a f o  d i  r e c i o n a d o  o n d e  V é o  con  - 

j u n t o  de  v é r t i c e s  e  E o  c o n j u n t o  de a r e s t a s .  

Um g r a f o  de f l u x o  ( D , ç )  é um g r a f o  com um -- - -- v é r t i  ce  

d i s t i n g u i d o  - s t a l  q u e  c a d a  v é r t i c e  é a l c a n ç á v e l  de S .  

O v é r t i c e  - v " d o m i n a "  -- o  v é r t i c e  - w n o  g r a l f o  de f l u x o  



( D , s )  s e  v # w e  todo  caminho de s  p a r a  w contém v .  

Sejam v e  w # S d o i s  v é r t i c e s  em um g r a f o  de f  1  uxo 

( D , s ) .  "Redução - - - - -  de w em v " ,  s i g n i f i c a  fo rmar  u m  novo g r a f o  D' 

de D r e t i r a n d o  o  v é r t i c e  w e  s u a s  a r e s t a s  i n c i d e n t e s ,  a d i c i o  - 

nando uma a r e s t a  ( v , x )  p a r a  cada a r e s t a  r e t i r a d a  ( w , x )  com 

x  # v e  ( v , x )  não sendo  uma a r e s t a  j á  e x i s t e n t e ,  e  ad ic ionan  - 

do uma a r e s t a  ( x , v )  p a r a  cada a r e s t a  r e t i r a d a  ( x , w )  com x # v 

e  ( x , v )  não sendo  uma a r e s t a  j á e x i s t e n t e .  D' é obviamente u m  

g r a f o  de f l u x o .  

Se D' é formado de D p o r  v ã r i a s  ope rações  de --- r edução ,  

cada v é r t i c e  v '  em D '  co r re sponde  a  u m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  em 

D ,  e s p e c i a l m e n t e  a q u e l e s  r eduz idos  em v ' .  Se ( v , w )  é uma a r e s  - 

t a  de D t a l  que v e s t ã  r eduz ido  em v '  em D' e  w e s t ã  r eduz ido  

em w ' ,  e n t ã o  ou v '  = w' ou ( v 1 , w ' )  é uma a r e s t a  de D ' .  Neste 

c a s o  ( v '  , w ' )  em D' co r re sponde  a  ( v , w )  em D .  

Cons i d e r e  a  s e g u i n t e  t r a n s f o r m a ç ã o :  

TR1 : Se ( v , w )  é a  Única a r e s t a  convergen te  em w 

e  w # s ,  " r e d u z a "  w em v .  

U m  g r a f o  de f l u x o  é r e d u t i v e l  s e  e  somente s e  e l e  pg -- - - - 

de s e r  t r a n s f o r m a d o  em u m  g r a f o  c o n s i s t i n d o  somente do v é r t i -  

ce - s ,  p e l a  r e p e t i d a  a p l i c a ç ã o  de T R 1 .  E s t a  d e f i n i ç ã o  d i f e r e  da 

de He'cht e  Ullman ( V e r  H E C H T  & U L L M A N 3 8 )  , em que e l e s  permi tem 

l a ç o s  ( a r e s t a s  da forma ( v , v ) )  em s e u s  g r a f o s  de f l u x o ,  e  pe r -  

m i  t e  uma o u t r a  t r ans fo rmação  que r e t i r a  1  a ç o s .  

Se D' é o b t i d o  de D p e l a  r e p e t i d a  a p l i c a ç ã o  de T R 1 ,  

D' é uma - redução de D .  Se ap l i ca rmos  TR1 r e p e t i d a s  v e z e s ,  a t é  

o  pon to  em que não pudermos mais a p l i c ã - 1  a ,  teremos como r e  - 



s u l  t a d o  um Ú n i c o  g r a f o .  A s s i m ,  a  o r d e m  das  t r a n s f o r m a ç õ e s  n ã o  

6 r e l e v a n t e  em um t e s t e  p a r a  r e d u t i b i l i d a d e .  

2 4 . 3 )  METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE 

S e j a  T  uma á r v o r e  g e r a d o r a  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  

d o  g r a f o  de  f l u x o  ( D , s ) .  

Teorema 1 :  D  é r e d u t r v e l  s e  s o m e n t e  se  w d o m i n a  v  p a  - 

r a  c a d a  a r e s t a  de r e t o r n o  ( v , w ) ( r e l a t i v o  a  

T )  ( V e r  HECHT & ULLMAN39) .  

P a r a  c a d a  v é r t i c e  w em D ,  s e j a  C(w)  = { V  I ( v , w )  é uma 

a r e s t a  de r e t o r n o )  e  s e j a  P ( w )  = { v  1 3 z E C(w)  t a l  que  e x i s t e  

u m . c a m i n h o  de v p a r a  z q u e  n ã o  p a s s a  p o r  w).  Se n ã o  e  x i  s  t e m  

a r e s t a s  de r e t o r n o  ( v , w ) ,  ambos: C(w)  e  P ( w )  s ã o  v a z i o s .  

Lema 2 :  D  é r e d u t i v e l  s e  e  s o m e n t e  s e  p a r a  t o d o  w  e  -- - 

p a r a  t o d o  - v  E P ( w ) ,  e x i s t e  um a a m i n h o  de w p a  - 

r a  v em T. ( V e r  p r o v a  em T A R J A N 7 5 ) .  

S e j a  w o  v é r t i  ce com nume r a ç ã o  m a i s  a1 t a  em D com uma 

a r e s t a  de r e t o r n o  e n t r a n d o  em w .  Suponha  q u e  p a r a  t o d o  V € P ( W )  

e x i s t e  um c a m i n h o  de w p a r a  v  em T. S e j a  D '  f o r m a d o  de D  r e d u  - 

z i n d o  t o d o s  os  v é r t i c e s  de P ( w )  em w.  



Lema 3: T o d a  a r e s t a  ( v '  , w ' )  em D '  c o r r e s p o n d e  a  uma -- 

a r e s t a  ( v , w ' )  de D  com um c a m i n h o  de  v '  p a -  

r a  v  em T  ( V e r  p r o v a  em T A R J A N ~ ~ ) .  

S e j a  T '  o  s u b g r a f o  de D '  c u j a s  a r e s t a s  c o r r e s p o n d e m  

às a r e s  t a s  de T. 

Lema 4 :  T I ,  com a  mesma n u m e r a ç ã o  de T, é uma á r v o  -- - 

r e  g e r a d o r a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  de D ' .  

A r e s t a s  de r e t o r n o  de D '  c o r r e s p o n d e m  a  

a r e s t a s  de r e t o r n o  de D, a r e s t a s  de a v a n ç o  

de D '  c o r r e s p o n d e m  a  a r e s t a s  de a v a n ç o  o u  

a r e s  t a s  de c r u z a m e n t o  de D, e  a r e s  t a s  de c r u  - 

z a m e n t o  de D '  c o r r e s p o n d e m  a a r e s t a s  de c r u  - 

z a m e n t o  de D. ( V e r  p r o v a  em TARJAN75) .  

Lema 5 :  P a r a  q u a l q u e r  v é r t i c e  x  < w ,  s e j a m  P 1 ( x )  e  -- 

C 1 ( x )  d e f i n i d o s  em D ' ,  r e l a t i v o s  a  T I ,  as - 

s i m  como P ( x )  e  C ( K )  o  s ã o  em r e l a ç ã o  a  T. 

E n t ã o  e x i s t e  um c a m i n h o  de x  p a r a  y em T '  

p a r a  t o d o  y E P 1 ( x )  s e  e  s o m e n t e  s e  e x i s t e  

um c a m i n h o  de x  p a r a  y p a r a  t o d o  y c P ( x ) .  

( V e r  p r o v a  em TARJAN75) .  

Os l e m a s  2 - 5 l e v a m  a  um a l g o r i t m o  e f i c i e n t e  p a r a  

t e s t a r  a  r e d u t i b i l i d a d e  de um g r a f o  de f l u x o  ( D ~ S ) .  ( V e r  TAR- 

J A N ~ ~ ) .  



E m  TARJAN75, T a r j a n  a p r e s e n t a  um a l g o r i  tmo com um li - 

m i t e  de tempo quase  l i n e a r  p a r a  d e t e r m i n a r  s e  um g r a f o  de f l u  - 

xo 6 r e d u t i v e l .  O m é t o d o  usa  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  e  um bom 

a l g o r i t m o  p a r a  c o m p u t a r  u n i õ e s  de c o n j u n t o s  d i s j u n t o s .  O t e m  - 

p o  de e x e c u ç ã o  e x a t o  do a1 g o r i  tmo depende do tempo de e x e c u  - 

ç ã o  e x a t o  d o  a1 g o r i t m o  de u n i ã o  de c o n j u n t o s ,  q u e  é desconhe  - 

c i d o .  C o n t u d o ,  um bom l i m i t e  n e s t e  tempo de e x e c u ç ã o  é c o n h e  - 

tido, e  o  a l g o r i t m o  de r e d u t i b i l i d a d e  r e q u e r  O ( m i n  (E l o g *  E, 

V l o g  V t E I )  tempo p a r a  t e s t a r  um g r a f o  com V v é r t i c e s  e  E  

a r e s t a s ,  onde l o g * x = m i n  i - < 1  Se E  > V l o g  V ,  o  

a l g o r i t m o  r e q u e r  O(E)  tempo e  é ó t i m o  d e n t r o  de um f a t o r  cons  - 

t a n t e ,  desde que t o d a  a r e s t a  deve s e r  e x a m i n a d a  p a r a  d e t e r m i  - 

n a r  r e d u t i b i l i d a d e .  

2 4 . 4 )  EXEMPLO 

V e r i f i c a r  se  o  g r a f o  de f l u x o  a b a i x o  é r e d u t i v e l  : 

E s t r u t u r a  de A d j :  

S -t C ,  b 

a + d  

b -t e ,  a, d  

c + f ,  g 
d - t h  

e - t h  

f - t i  

g -+ i, j 

h + b , k  

i -t s ,  k 
. . 

G r a f o  de F l u x o  ( D y s )  



A p l i c a n d o  a  t é c n i c a  de b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  em ( D , s )  , 

o b t e m o s  a  e s t r u t u r a  de b u s c a  em p r o f u n d i  dade a b a i x o :  

A g o r a  i remos a p l i c a r  v á r i a s  v e z e s  a  t r a n s f o r m a ç ã o  TR1. 

S e j a  wl = b  -+ C ( b )  = { h } ;  P ( b )  = {a ,d ,e }  

W 2  = s 3 C ( S )  = C i , k ) ;  P ( s )  = { c , f , g , j , b , a ,d ,e ,h )  

P r i m e i r a m e n t e  r e d u z i m o s  - a  em - b ,  d e p o i s  r e d u z i m o s  d  em b ,  - - 

e  em - b,  o b t e n d o  a  s e g u i n t e  á r v o r e :  



R e d u z i n d o  h  em b ,  b  em s ,  c  em s ,  g  em s ,  f em s ,  f em s ,  - - - - - - v - - - 

i em s ,  o b t e m o s :  - - 

F i n a l m e n t e  r e d u z i n d o  k em s ,  o b t e m o s :  - - 

e  chegamos à c o n c l u s ã o  q u e  o  g r a f o  de f l u x o  ( D , s )  é r e d u  - 

OBS.: A p l i c a n d o  o  l e m a  2 podemos v e r  c l a r a m e n t e  q u e  (D,s) -- 

e r e d u t i v e l  , p o i s  p a r a  t o d o  w e  p a r a  t o d o  v E P ( w ) ,  

e x i s t e  um c a m i n h o  de w p a r a  v em T .  

2 5 )  APLICAÇÃO - ORIENTAÇÃO DE UM GRAFO NÃO DIRECIONADO - 

25.1  ) - REFER~NCIA - SZWARCFI TER, PERSIANO &  OLIVEIRA^^. 

25 .1 .1  ) - OUTRAS REFERÊNCIAS - L O V Á S Z ~ ~  ; TARJAN71 

DESCRIÇÃO DO PROBLEMA - 

Dado um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G = (V ,E)  e  um p a r  s ,  t de 

v é r t i  c e s  d i s t i n t o s  de G, d e t e r m i n a r  uma o r i e n t a ç ã o  a c i -  
- 

c l i c a  D  p a r a  G t e n d o  s como Ü n i c a  f o n t e  e  t como u n i  c o  

s u m i  d o u r o .  



E n c o n t r a m o s  o  p r o b l e m a  aqu i  d e s c r i  t o  em SZWARCFITER, 

PERSIANO & O L I V E I R A ~ O ,  como também a s  s e g u i n t e s  v a r i a ç õ e s  d e s  - 
t e  p r o b l e m a  b á s i c o :  

( i )  

( i i )  

O p a r  s ,  t n ã o  é d a d o ,  e  s e  q u e r  d e t e r m i n a r  a  
- 
u n i c a  f o n t e  e  o  Ün ico  s u m i d o u r o  d a  o r i e n t a ç ã o .  

O p a r  s ,  t é s u b s t i t u i d o  p o r  d o i s  s u b c o n j u n t o s  

de  v é r t i c e s  S  e  T ,  e  a  p r o p r i e d a d e  q u e  a  o r i e n -  

t a ç ã o  d e v e  s a t i s f a z e r  p a s s a  a  s e r  q u e  o s  v é r t i  - 

c e s  de S  s e j a m  a s  f o n t e s  e  o s  v é r t i c e s  d e  T o s  

sumi d o u r o s .  

d 

( i i i )  O p a r  d e  s u b c o n j u n t o s  S ,  T da  v a r i a ç ã o  ( i i )  e  

s u b s t i t u i d o  p o r  u m  p a r  de i n t e i r o s  p o s i t i v o s  k l ,  

k 2 ,  q u e  devem c o r r e s p o n d e r ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a s  

c a r d i n a l i d a d e s  do c o n j u n t o  de f o n t e s  e  s u m i d o u  - 

r o s  da o r i e n t a ç ã o .  

OBS. : 1  ) Se  d i  r e c i o n a m o s  a s  a r e s  t a s  de  u m  g r a f o  n ã o  d i  r e  -- - 

c i o n a d o  G ,  o b t e m o s  um d i g r a f o  D chamado  uma o r i  - 
e n t a ç ã o  de G .  O g r a f o  G é e n t ã o  chamado o  g r a f o  - 

s u b j a c e n t e  a  D .  - 



2 5 . 3 )  M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE ( B P )  

P a r a  c a d a  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e ,  d e f i n i m o s  a  f u n ç ã o  

l o w p t :  V + V ,  como s e  s e g u e :  l o w p t ( v )  = w ,  o n d e  w é o  v é r t i c e  m a i s  

p r ó x i m o  d a  r a i z  d a  á r v o r e  d e  BP T  q u e  p o d e  s e r  a l c a n ç a d o  c o m e ç a n  - 

d o  d e  v ,  d e s c e n d o  em T  a t r a v é s  d e  z e r o  o u  m a i s  a r e s t a s  d e  á r v o r e  

e s u b i n d o  em T  p o r  n o  máx imo uma a r e s t a  d e  r e t o r n o .  

OBS.: E s t a  f u n ç ã o  1  o w p t  é a  mesma q u e  j á  f o i  d e f i n i d a  -- 

n a s  a p l i  ~ a ç õ e s  s o b r e  c o m p o n e n t e s  b i  c o n e x o s  e p l a  - 

n a r i d a d e .  

- - P r o b l e m a  B á s i c o :  

S u p o n h a  q u e  s e j a m  d a d o s  um g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  c o n e -  

x o  G = ( V y E )  e um p a r  d e  v é r t i c e s  d i s t i n t o s  s ,  t E V .  D e s e j a m o s  e n  - 

c o n t r a r  uma o r i e n t a ç ã o  a c í c l i  c a  D d e  G ,  t e n d o  uma Ú n i c a  f o n t e  s 

e um Ú n i c o  s u m i d o u r o  t .  A s s u m i r e m o s  q u e  o  p a r  ( s , t )  é uma a r e s t a  

d o  g r a f o  n ã o  d i  r e c i  o n a d o .  C a s o  n ã o  s e j a  p o d e m o s ,  e v i  d e n t e m e n t e ,  

a d i c i o n á - 1  a  a  E e t e n d o  e n c o n t r a d o  o  d i g r a f o  D p r e t e n d i d o ,  p o d e  - 

mos o b t e r  a  s o l u ç ã o  f i n a l  d e  n o s s o  p r o b l e m a  s i m p l e s m e n t e  r e t i r a n  - 
+ 

d o  ( c t )  d e  D .  P o r  o u t r o  l a d o ,  s e  o  p r o b l e m a  n ã o  t i v e r  s o l u ~ ã o  

p a r a  o  g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o  ( V ,  E U { ( s  , t ) ) )  e n t ã o  n e c e s s a r i  amen - 

t e  e l e  n ã o  tem s o l u ç ã o  p a r a  ( V y E ) .  E n t ã o  e s t a  s u p o s i ç ã o  é v á l i d a  

e p o r t a n t o  o  g r a f o  d e  e n t r a d a  s e r á  G(V,  E U ( ( s  , t )  ) .  

O a l g o r i  t m o  d e s c r i  t o  em SZWARCFITER, PERSIANO & OLIVEI - 

R A 7 0  é uma a p l i c a ç ã o  d a  t é c n i c a  d e  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  e f a z  
d 

u s o  d a  f u n ç ã o  l o w p t .  I n i c i a l m e n t e  e n c o n t r a m o s  uma a r v o r e  g e r a  - 

d o r a  d e  BP: T ( V ,  ET)  d e  G ,  e n r a i  z a d o  em s e c o n t e n d o  a  a r e s  - 

t a  ( s , t ) .  D e p o i s  c o m p u t a m o s  o  v a l o r  d e  l o w p t ( v )  p a r a  c a  - 



d a  v  E V .  O p r o c e s s o  d e  d i  r e c i o n a r  a s  a r e s t a s  6 s i m p l e s :  P a r a  

d i r e c i o n a r  a s  a r e s t a s  d e  á r v o r e ,  n ó s  p e r c o r r e m o s  a  á r v o r e  T d e  - 

s u a  r a i . z  s ,  a t é  s u a s  f o l h a s .  I n i c i a l m e n t e  a  a r e s t a  ( s , t )  é d i -  
-+ 

r e c i o n a d a  como ( s , t ) .  Q u a n d o  v i s i t a m o s  um v é r t i c e  v ,  d i r e c i o n a  - 

mos a s  a r e s t a s  d e  ã r v o r e  i n c i d e n t e s  a  v  e  q u e  a i n d a  n ã o  f o r a m  

d i r e c i o n a d a s .  S u p o n h a  q u e  e s t a m o s  v i s i t a n d o  o  v é r t i c e  v  # S .  A 

e s s a  a1 t u r a  t o d a s  a s  a r e s t a s  n o  c a m i n h o  d e  v  p a r a  s em T j ã  f o  - 

ram d i r e c i o n a d a s .  D e s e j a m o s  d i r e c i o n a r  a  a r e s t a  ( v Y w ) E E T y  on - 

d e  w é um f i l h o  d e  v .  S e j a  p  = l o w p t ( w )  e  q  um f i l h o  d e  p ,  n o  

c a m i n h o  d e  p  p a r a  w em T .  Ver F igura  ( V I . l )  aba ixo .  A d i r e ç ã o  a  

s e r  d a d a  p a r a  a  a r e s t a  ( v , w )  d e p e n d e  d a  d i r e ç ã o  d a  a r e s t a  ( p , q )  

s u p o s t a  j á  d a d a ,  como s e  s e g u e :  

_3 I R e g r a  1  ( a r e s t a s  d e  á r v o r e ) :  ( w , v )  <=> ( p , q )  + 1 
I 

~ i g u r a ( V I . 1 ) :  Di r e c i o n a n d o  a r e s t a s  d e  á r v o r e .  - 



A g o r a  i  remos  d i  r e c i o n a r  a s  a r e s t a s  de  r e t o r n o ,  toma- 

d a s  em q u a l q u e r  o rdem.  S u p o n h a  q u e  ( P , v )  é uma a r e s t a  de r e  - 

t o r n o  e q  o  f i l h o  de p ,  n o  c a m i n h o  de p  p a r a  v  em T .  V e r  f i g u  - 

ra (VI:Z).A d i r e ç ã o  a  s e r  d a d a  à a r e s t a  de  r e t o r n o  ( p , v )  d e p e n -  

d e  da  d i r e ç ã o  d a  a r e s t a  de á r v o r e  ( p , q )  s u p o s t a  j á  d a d a ,  como 

s e  s e g u e :  

_3 

R e g r a  2 ( a r e s t a s  de r e t o r n o )  : ( p , v ) < = > ( p , q )  

Fi gura(VD.2):  D i  r e c i  o n a n d o  a r e s  t a s  de r e t o r n o .  - 

O a l g o r i  tmo d e s c r i  t o  f a l h a  s e  n a  r e g r a  1 ,  l o w p t ( w ) = v  

ou l o w p t ( w )  = w .  Mas n e s t e  c a s o  v  é um v é r t i c e  de  a r t i c u l a ç ã o  

e o  p r o b l e m a  n ã o  tem s o l u ç ã o  ( V e r  p r o v a  em SZWARCFITER, PERSI - 

A N O  & OLIVEIRA70).  

P a r a  c a l c u l a r  a  c o m p l e x i d a d e  do a l g o r i t m o ,  p r i m e i r o  

v e r i f i c a m o s  q u e  e n c o n t r a r  a  á r v o r e  T e  c o m p u t a r  a  f u n ç ã o  lowpt, 



pode s e r  f e i t o  em tempo O ( I V I  + [ E / ) ,  u sando  o  a l g o r i t m o  de b i  - 

c o n e c t i  v i  dade de T a r j a n  ( V e r  TARJAN71). P a r a  impl e m e n t a r  as  r e  - 

g r a s  1  e  2 ,  t u d o  que  p r e c i s a m o s  c o n h e c e r  é a  d i r e ç ã o  das  a r e s -  

t a s  de á r v o r e ,  j á  v i s i t a d a s .  Observe  e n t ã o  que  podemos o b t e r  

mais  f a c i l m e n t e  e s s a  i n f o r m a ç ã o  s e  acrescentarmos u m  r ó t u l o  + 

ou - a  c a d a  v é r t i c e  q  i n d i c a n d o  a  d i r e ç ã o  de a r e s t a s  ( p , q )  de 
- 
a r v o r e ,  onde p  é o  pa i  de q em T .  O p r o c e s s o  i n t e i r o  pode p o r  

t a n t o  s e r  c o m p l e t a d o  n u m  tempo O ( I V I  + I E l ) .  

P a r a  c o n f i r m a r  a  v a l i  dade do a l g o r i  tmo aqu i  d e s c r i  t o ,  

s e r á  n e c e s s á r i o  p r o v a r  e s s e n c i a l m e n t e  o s  s e g u i n t e  f a t o s :  

( 1 )  Se D é u m  d i g r a f o  que pode s e r  c o n s t r u i d o  a  p a r  

t i r  de s e u  g r a f o  s u b j a c e n t e  G ( V ,  E V ( ( s , t ) ) )  p e  

l a  a p l i c a ç ã o  das  r e g r a s  1  e  2 ,  e n t ã o  D é a c i c l i c o ,  

com uma Única f o n t e  s e  u m  Único sumidou ro  t .  

( 2 )  Se o  g r a f o  não d i r e c i o n a d o  G ( V ,  E l l ( ( s y t ) ) )  não é 

b i  conexo e n t ã o  não e x i s t e  o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  p a  

r a  G ,  t e n d o  uma Única f o n t e  s  e  um Único sumidou - 

r o  t ( o u  s e j a ,  e x i s t e  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  de 

G t e n d o  uma Ú n i  ca f o n t e  s e  u m  Único sumi dou ro  t ,  

s e  e  somente  s e  o  g r a f o  ( V ,  E U { ( s , t ) ) )  é b i c o n e  

xo)  . 

A p r o v a  de t a i s  f a t o s  acima e s t ã o  d e s c r i t a s  d e t a l h a d a  - 

mente em SZWARCFITERy PERSIANO & OLIVEIRA70. 



OBS. : L O V Ã S Z  a p r e s e n t a  também u m  a l g o r i t m o  p a r a  r e s o l -  -- 

v e r  o  p rob lema a q u i  d e s c r i  t o ,  que  tem como com - 

p l e x i d a d e  O (  / V I  . I E l ) .  ( V e r  L O V Á S Z ~ ~ ) .  

2 5 . 4 )  - E X E M P L O  

Dado o  g r a f o  não  di  r e c i o n a d o  G ( V , E )  e  u m  p a r  de v é r t i c e s  

d i s t i n t o s  s ,  t E V ,  e n c o n t r a r  uma o r i e n t a ç ã o  a c r c l i c a  de 

G.  

Grado Não-Di r e c i o n a d o  G E s t r u t u r a  de Ad jacênc i  a :  

s - + t , a  

t + S ,  C ,  e  



~ s t r u t u r a  de Busca em Profundi dade: 

Agora i  remos d i r e c i o n a r  a s  a r e s t a s  de á r v o r e  e  a s  a r e s -  

t a s  de r e t o r n o  s e g u n d o  as  REGRAS 1 e  2 ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  

e  i r e m o s  o b t e r  a  o r i e n t a ç ã o  a c y c l i c a  D de G .  

v é r t i c e  w 

S 

O r i e n t a ç ã o  A c i c l i  c a  D de . G .  

p= lowp t (w)  

s 



2 6 )  APLICAÇÃO - ORDENAÇÃO DE ELIMINAÇÃO MINIMAL 

26 .1  ) - REFERÊNCIA - ROSE , TARJAN & LEuKER6* .  

2 6 . 1 . 1 )  - OUTRA REFER~NCIA - O H T S U K I ~ ~  
I '  

2 6 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

E n c o n t r a r  uma o r d e n a ç ã o  de e l i m i n a ç ã o  m i n i m a l  de um g r a  - 

f o  G. 

S e j a  G = (V ,E )  um g r a f o  n ã o  d i  r e c i o n a d o ,  c o n e x o ,  t a l  

q u e  \ V I  = n .  

Uma - o r d e n a ç ã o  de V é uma b i j e ç ã o  a  : ( 1  $ 2  ,..., n)-V. 

A1 gumas v e z e s  d e n o t a r e m o s  uma o r d e n a ç ã o  p o r  V = { xi . 
G = ( V y E ,  a )  é um g r a f o  o r d e n a d o .  Em G , o  c o n j u n t o  
a - a 

de v é r t i c e s  m o n o t o n a m e n t e  a d j a c e n t e  a  um v é r t i c e  v  é d e f i n i d o  

p o r :  

- 1  - 1  
m a d j  ( v )  = a d j ( v )  n {w E V I a ( v )  a (w ) >  

P a r a  um v é r t i c e  v ,  a  d e f i c i ê n c i a  D ( v )  é o  c o n j u n t o  

de a r e s t a s  d e f i n i d o  p o r :  

O g r a f o  G v  o b t i d o  de G da s e g u i n t e  f o r m a :  (i) a d i c i o  - 

n a n d o  a r e s t a s d e  modo que  t o d o s  o s  v é r t i c e  em A d j ( v )  s ã o  p a  

r e s  a d j a c e n t e s ,  e  ( i i )  r e t i r a n d o  v e  s u a s  a r e s t a s  i n d i c e n t e s ;  



é d i t o  - g r a f o  de v  - e l i m i n a ç ã o  de G .  I s t o  é :  

P a r a  um g r a f o  o r d e n a d o  G = ( V ,  E, a ) ,  o  p r o c e s s o  de  
a 

e l i m i n a ç ã o :  P (G  ) = [ G = G ~ ,  G 1 ,  G 2 ,  ..., G 1 é a  s e q u ê n c i a  
a n - 1  

de g r a f o s  de e 1  i m i n a ç ã o  d e f i n i  dos  r e c u r s  i v a m e n t e  p o r  GO = G, 

i - - (Giml)xi , p a r a  i = 1 , 2 ,  . . . , n - 1 .  Se Gi = (Vi ,  E . )  p a r a  
1 

i = 0 ,1 ,  . . . , n - 1 ,  o  c o n t e ú d o  F ( G  ) é d e f i n i d o  p o r :  
a  

o n d e  r i = D ( x . )  em G 
1 i - 1 '  e  o  g r a f o  de e l i m i n a ç ã o  G*a é d e f i n i d o  

p o r  G *  = (V ,  Eu F ( G  ) ) .  
a a 

Uma o r d e n a ç ã o  a é uma o r d e n a ç ã o  - de e 1  i m i n a ç ã o  m i n i -  

ma l  o u  o r d e n a ç ã o  m i n i m a l  de G s e  nehhuma o u t r a  o r d e n a ç ã o  6 s a  -- -- - 

t i s f a z :  F ( G B )  C F(G,) . 
Uma o r d e n a ç ã o  a 6 uma - o r d e n a ç ã o  - de - e l i m i n a ç ã o  -- mTnima 

de G s e  nenhuma o u t r a  o r d e n a ç ã o  B  s a t i s f a z :  I F ( G  ) I  < I F ( G  ) I  
E, a 

OBS.: Q u a l q u e r  o r d e n a ç ã o  m i n i m a  de um g r a f o  é - 
m i n i m a l  . 

2 6 . 3 )  - METODO - BUSCA EM LARGURA LEXICOGRAFICA 

O p r o b l e m a  de e n c o n t r a r  uma o r d e n a ç ã o  de e l i m i n a ç ã o  

mrn i rna  é NP-compl  e t o .  ( V e r  ROSE, TARJAN & LEUKER62) .  P o r t a n t o ,  

e s t a m o s  ma i  s  i n t e r e s s a d o s  em e n c o n t r a r  uma o r d e n a ç ã o  de e l i m i  - 

n a ç ã o  m i  n i  ma l  . 
Em O H T S U K I ~ ~ ,  O h t s u k i  , o b t é m  um a1 g o r i  tmo com 

O (  \ V I  . I E ~ ) ,  q u e  e n c o n t r a  o r d e n a ç õ e s  m i n i m a i s .  



Us aremos aqui , u m  esquema de ordenação  1  e x i  c o g r á f i  ca 

(que  é u m  t i p o  e s p e c i a l  de - busca  em l a r g u r a )  p a r a  e n c o n t r a r  

o rdenações  minimais  ( V e r  R O S E ,  TARJAN & L E U K E R 6 2 ) .  Os v e r t i  - 

ces do g r a f o  s ã o  numerados de n a  1 .  Durante a  b u s c a ,  cada 

v é r t i c e  v tem um r ó t u l o  a s s o c i a d o  c o n s i s t i n d o  de u m  c o n j u n t o  -- 
L 

de números s e l e c i o n a d o s  de ( 1  , 2 , . . .  , n ) ,  o rdenados  em ordem 

d e c r e s c e n t e .  Dado d o i s  ró tu l los :  L I  = [pl , p 2 ,  . . . , P k l  e 
- 

= Lql , q 2  , . . . , q J  , def in imos  L I  < L 2  s e ,  p a r a  algum j ,  

p i  = q .  p a r a  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  j - 1 e  p j  < q ou s e  p i  = q i  pa 
1 

A 1  gor i  tmo L E X  M :  Cons idere  o  s e g u i n t e  esquema de o r  - - 

denação:  

I n i c i o  -- 

Para  todo  v é r t i c e  v E V ,  f a ç a  r ó t u l o  ( v )  = $ ;  

Para  i  = n adi c i  one - 1  a t é  1  Faça -- - -- 

Inl 'c i  o  -- 

S e l e ç ã o :  Esco lha  u m  v é r t i c e  não numerado - 

v com maior  r ó t u l o ;  

comentár io  de te rmine  v ,  o  número de i ;  - 

A t u a l i z a ç ã o :  Pa ra  cada v é r t i c e  não numera - - 

do w ,  t a l  que e x i s t a  um cami - 

nho[v = v1 , v 2 , v 3 , .  .. ' V k  + I  =w] 

com v não numerado e  r ó t u l o  
j 

( v j )  < r Õ t u l o ( w )  , p a r a  j = 2  , 3 ,  

. . . , k  Faça a d i c i o n e  i a  rÕ- -- 

t u l o ( w )  , 

Fim L E X  M .  



E s t e  a l g o r i t m o  c o n s t r ó i  uma o r d e n a ç ã o  a p a r a  u m  g r a f o  

i n i c i a l m e n t e  não -o rdenado  G = ( V , E )  e  c o n s t r ó i  u m  r ó t u l o  L ( v ) ,  

dado p e l o  v a l o r  f i n a l  de r ó t u l o  ( v ) ,  p a r a  c a d a  v c V .  

E m  ROSE, TARJAN & L E U K E R 6 2  é a p r e s e n t a d a  uma implemen - 

t a ç ã o  de L E X  M com complex idade  O (  I V I  . I E 1 ) 

OBS.: A c o n d i ç ã o  em Atua l  i  z a ç ã o ,  p a r a  a t u a l i z a r  rótu -- - ~- - 

l o s ,  e n e c e s s ã r i a  p o r  c a u s a  da e x i s t ê n c i a  de 

a r e s t a s  f i l l - i n .  

2 6 . 4 )  E X E M P L O  --- 

Temos, a b a i x o ,  uma o r d e n a ç ã o  minimal de u m  g r a f o  G y  g e r a  - 

da  p e l o  a l g o r i  tmo L E X  M:  

Os r ó t u l o s  f i n a i s  e s t ã o  e n t r e  p a r ê n t e s e s ,  e  nove a r e s t a s  

f i l l - i n  e s t ã o  t r a c e j a d a s .  



L o g o ,  a  o r d e n a ç ã o  m i n i m a l  s e r á :  

a = L i  , h y g y f , e y d y ~ y b y a j  

OBS.: E s t a  o r d e n a ç ã o  a n ã o  m í  -- - 

n i m a ,  p o i s  e x i s t e  uma o u  - 

t r a  o r d e n a ç ã o  com s o m e n t e  

c i n c o  a r e s t a s  fill i n .  

2 7 )  - APLICAÇÃO - RECONHECIMENTO DE GRAFOS TRIANGULARES 

2 7 . 1 )  - REFERÊNCIA - ROSEy TARJAN & LEUKER6* 

2 7 . 1 . 1  ) - OUTRAS REFERÊNCIAS - D1RAC20 ; LEKKERKERKER & B o L A N D ~ ~ ;  

GOLUMBIC33; TARJAN76; FULKERSON & 

G R O S S ~ * .  

2 7 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

R e c o n h e c e r  se  um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G é um g r a f o  t r i  - 
a n g u l a r .  

Um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G = (V,E)  é - t r i a n g u l a r  s e  

t o d o  c i c l o  C de c o m p r i m e n t o  e s t r i t a m e n t e  m a i o r  q u e  3 p o s s  u i  



uma c o r d a ,  i s t o  é, uma a r e s t a  u n i n d o  d o i s  v é r t i c e s  n ã o  c o n s e c u  - 

t i  vos  do c i  c1 o .  Equi  v a l e n t e m e n t e ,  G n ã o  c o n t é m  u m  s u b g r a f o  i n  - 

d u z i d o  i s o m o r f o  a  C ,  p a r a  n  > 3. S e r  t r i a n g u l a r  é uma p r o p r i e  - 

d a d e  h e r e d i t á r i a  i n e r e n t e  em t o d o s  o s  s u b g r a f o s  i n d u z i d o s  de G. 

Um v é r t i c e  - x  d e  G é d i t o  - s i m p l i c i a l  s e  s e u  c o n j u n t o  
- 

d e  a d j a c ê n c i a  A d j ( x )  i n d u z  um s u b g r a f o  c o m p l e t o  de  G ,  i s t o  e ,  

A d j ( x )  é uma c l i q u e  ( n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  m a x i m a l ) .  

OBS.: D i r a c  ( R e f .  DIRAC20) e  m a i s  t a r d e  L e k k e r k e r k e r  -- 

e  Bol a n d  ( R e f .  L E K K E R K E R K E R  & B O L A N D ~ ~ ) ,  p r o v a  - 

ram q u e  u m  g r a f o  t r i  a n g u l a r  s e m p r e  t em um v é r t i  

c e  s i m p l i c i a l  ( d e  f a t o ,  p e l o  menos d o i s  d e l e s ) .  

S e j a  G = ( V , E )  u m  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  e  s e j a  T = { V ~ ,  

v2 , . . . , V n  1 uma o r d e n a ç ã o  dos  v é r t i  c e s  . Di remos q u e  T é uma 

o r d e n a ç ã o  de  e 1  imi  n a ç ã o  p e r f e i t a  o u  - o r d e n a ç ã o  v p e r f e i  t a  s e  c a d a  

v é um v é r t i c e  s i m p l i c i a l  do s u b g r a f o  i n d u z i d o  G{vi ,. . . , V n }  . i 

E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  c a d a  c o n j u n t o :  

é c o m p l e t o .  ( V e r  ROSE, TARJAN & L E U K E R ~ ~ )  

U m  s u b c o n j u n t o  S C  V é u m  - s e p a r a d o r  de v é r t i c e  p a r a  

v é r t i c e s  n ã o  a d j a c e n t e s  - a  e  - b  ( o u  s e p a r a d o r  de a - b )  s e  a  remo - 

ç ã o  d e  S  do g r a f o  s e p a r a  a  e  b  em c o m p o n e n t e s  c o n e x o s  d i s t i n  - 

t o s .  S e  nenhum s u b c o n j u n t o  de S  é u m  s e p a r a d o r  de a - b ,  e n t ã o  S  

é u m  s e p a r a d o r  mrnimo - -  de  v é r t i c e  p a r a  a  e  b .  



R e s u l t a d o  1:  S e j a  G u m  g r a f o  não d i r e c i o n a d o .  As s e g u i n -  - 

t e s  a f i  rmações s ã o  e q u i  v a l e n t e s  : 

i )  G é t r i a n g u l a r ;  

i i )  G tem uma o r d e n a ç ã o  p e r f e i t a .  

Além d i s s o ,  q u a l q u e r  v é r t i c e  s impl i c i a l  

pode i n i c i a r  uma o r d e n a ç ã o  p e r f e i  t a .  

i i i )  Todo s e p a r a d o r  minimo de v é r t i c e  p r o -  

duz u m  g r a f o  comple to  de G .  

R e s u l t a d o  2 :  Todo g r a f o  t r i a n g u l a r  G = ( V , E )  tem u m  vér - - 

t i c e  s i m p l i c i a l .  Além d i s s o ,  s e  G não é uma 

c l i q u e ,  e n t ã o  e l e  tem d o i s  v é r t i c e s  s i m p l i  - 

c i a i s  não a d j a c e n t e s .  ( V e r  p r o v a  em G O L U M  - 

B I C 3 3 ) .  

2 7 . 3 )  - M E T O D O  - BUSCA E M  L A R G U R A  LEXICOGRAFICA 

Do R e s u l t a d o  2 a c i m a ,  F u l k e r s o n  e  Grms ( R e f .  F U L K E R -  

SON & GROSS2*) obtém u m  p r o c e d i m e n t o  de r e c o n h e c i m e n t o  (4 ue 

f o r n e c e - n o s  uma e s c o l h a  de p e l o  menos d o i s  v é r t i c e s  p a r a  c a d a  

p o s i ç ã o  na  c o n s t r u ç ã o  de uma o r d e n a ç ã o  p e r f e i t a  p a r a  u m  g r a f o  

t r i  a n g u l a r .  P o r t a n t o ,  nós podemos a l e a t o r i a m e n t e  e s c o l h e r  u m  

v é r t i c e  v n  e  g u a r d á - l o  na  iil t i m a  p o s i ç ã o  de uma o r d e n a ç ã o  p e l  

f e i t a .  

Simi l a r m e n t e  podemos e s c o l h e r  q u a l q u e r  v é r t i c e  

a d j a c e n t e  a  v n  e  g u a r d á - l o  na  ( n - 1 ) - é s i m a  p o s i ç ã o .  Se c o n t i n u  - 

armos d e s t a  m a n e i r a ,  s e r á  c o n s t r u i  do u m  esquema de backwards .  



I r e m o s  u t i l i z a r  a  B u s c a  em L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a  (BLL) 

p a r a  r e c o n h e c e r  g r a f o s  t r i  a n g u l a r e s .  Temos e n t ã o  o  s e g u i n t e  r e  - 

s u l t a d o :  

R e s u l t a d o  3 :  Um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G = ( V , E )  é t r i a n g u  - - 

l a r  s e  e s o m e n t e  s e  a  o r d e n a ç ã o  -C p r o d u z i d a  

p e l o  A l g o r i  tmo B L L  é uma o r d e n a ç ã o  p e r f e i t a  

( V e r  p r o v a  em GOLUMBIC33). 

OBS.: 1 )  E m  u m  t r a b a l h o  n ã o  p u b l i c a d o ,  TARJAN ( R e f .  -- 

TARJAN76) a p r e s e n t a  u m  o u t r o  m é t o d o  de  e x p l o  - 

r a r  um g r a f o ,  q u e  pode  s e r  u s a d o  p a r a  r e c o -  

n h e c e r  g r a f o s  t r i a n g u l  a r e s .  E l e  é d e n o m i n a d o  

" B u s c a  d e  C a r d i n a l  i  d a d e  Máxima (BCM)". 

2 )  O a l g o r i  tmo de B u s c a  em L a r g u r a  L e x i c o g r a f i  - 

c a  q u e  c o n s t r ó i  uma o r d e n a ç ã o  p e r f e i t a  é p a  

r e c i d o  com o  q u e  e n c o n t r a  o r d e n a ç ã o  min ima l  

( j á  v i s t o  na  A p l i c a ç ã o  26 a n t e r i o r ) .  A ú n i c a  

d i f e r e n ç a  é q u e  na A t u a l i z a ç ã o  da  o r d e n a ç ã o  

p e r f e i  t a  t e r e m o s :  

A t u a l i  z a ç ã o :  P a r a  c a d a  v é r t i  c e  n ã o  numerado  - 
w E A d j ( v )  Fapa  A d i c i o n e  i a  r5 -- 
t u l o ( w  ) .  



2 7 . 4 )  EXEMPLO - 

V e r i f i c a r  se  os  g r a f o s  n ã o  d i  r e c i o n a d o s  a b a i x o  s ã o  t r i a n  - 

g u l a r e s :  

1)  Grafo G 
E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i a :  

a  3 b ,  e  

b  -+ a, d, c  

c  -+ b ,  d  

d +  c ,  b ,  e  

A p l i c a r e m o s  o a l g o r i  tmo BLL p a r a  o  g r a f o  G a c i m a .  O v é r  - 
t i  c e  a  é s e 1  e c i  o n a d o  a r b i  t r a r i  amen t e .  - 

A  e v o l u ç ã o  da  r o t u l  a ç ã o  e  a  n u m e r a ç ã o  s ã o  i l u s t r a d a s  abai - 

xo:  

ROTULO N? ROTULO No ROTULO N? 

b 

ROTULO No ROTULO N? ROTULO N? 



N o t e  q u e  a  n u m e r a ç ã o  f i n a l  T = [ c , d , e , b , a ]  é uma o r d e n a  - 

ç ã o  p e r f e i t a  e  a s s i m  G é um g r a f o  t r i a n g u l a r .  

E s t r u t u r a  de  B u s c a  em L a r g u r a :  

a  

2 )  G r a f o  M E s t r u t u r a  de ~ d j a c 2 n c i a :  

E s t r u t u r a  de  B u s c a  em L a r g u r a :  



A  n u m e r a ç ã o  f i n a l  6 -c = ( a ,g ,b , f , c , e ,d )  q u e  é uma o r d e n a  - 

ç ã o  p e r f e i t a ,  l o g o  M é t r i a n g u l a r .  

N o t e  q u e  T n ã o  é Ú n i c a .  De f a t o ,  M t e m  96  d i f e r e n t e s  o r  - 

d e n a ç õ e s  p e r f e i  t a s .  

OBS.: Em M y  t o d o  s e p a r a d o r  de v é r t i c e  m i n i m o  t e m  c a r -  -- 

d i n a l i d a d e  2.- 

3 )  G r a f o  N E s t r u t u r a  de A d j a c ê n c i  a: 

Podemos v e r  c1 a r a m e n t e  q u e  N n ã o  t e m  nenhum v é r t i c e  s i m  

p l  i c i  a1 , a s s i m  n ã o  podemos nem c o m e ç a r  a  c o n s t r u i  r uma 

o r d e n a ç ã o  p e r f e i  t a  ( n ã o  t e m  n e n h u m a ) .  

L o g o ,  N  n ã o  é t r i a n g u l a r :  OBS.: E m N ,  o  c o n j u n t o  { y , z )  é - 
um s e p a r a d o r  de v é r t i c e  m i n i m o  p a r a  p  e  q ,  e n q u a n t o  

{ x , y , z )  é s e p a r a d o r  de v é r t i c e  m i n i m o  p a r a  p  e  r. 

2 8 )  - APLICAÇÃO - RECONHECIMENTO DE GRAFOS TOTAIS 

2 8 . 1  . l )  -- OUTRA REFERENCIA - BEHZAD6 

2 8 . 2 )  DESCRIÇÃO - DO PROBLEMA 

R e c o n h e c e r  s e  um g r a f o  c o n e x o  H é t o t a l .  



S e j a  H = ( V , E )  u m  g r a f o  conexo. O número de v é r t i c e s  

de H s e r á  denotado p o r  I V I  = n ,  e  o  número de a r e s t a s  Por  

U m  - c o n j u n t o  completamente -- conexo ( c o n j u n t o  c.  c )  de 

H é u m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  em que cada d o i s  v é r t i c e s  s ã o  ad - . % 

j a c e n t e s  . 
S e j a  A d j (  v) o  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  a  u m  

v é r t i c e  v em H, e  grau  ( v )  = ( A d j ( v )  I o  grau de v .  

S e j a  ~ d j ' ( v )  = A d j ( v )  + v e  max grau  (H) s e r á  de - 

n o t a d o  como o  grau  máximo e n t r e  os v é r t i c e s  de H .  

U m  - g r a f o  H é chamado t o t a l  s e  e x i s t e  u m  g r a f o  G de -- 

modo que h á  uma c o r r e s p o n d ê n c i a  u m  a  u m  e n t r e  os  v é r t i c e s  de 

H e  os v é r t i c e s  e  a r e s t a s  de G y  t a l  que d o i s  v é r t i c e s  de H sã6 

a d j a c e n t e s  s e  e  somente s e  os v é r t i c e s  c o r r e s p o n d e n t e s  em G 

s ã o  a d j a c e n t e s  o u  i n c i d e n t e s .  Neste caso  diremos que H é o  gra 

fo t o t a l  de G .  - 

Para  u m  v é r t i c e  v - de H ,  denotaremos p o r ;  - s e u  elemen -- 
d 

t o  c o r r e s p o n d e n t e  em G ,  e  v s e r á  chamado u m  u - v é r t i c e  s e  7 e  - - - - 
u m  v é r t i c e  de G y  e  - v s e r á  chamado u m  - a - v é r t i c e  s e  v é uma ares - 

t a  de G .  E f á c i l  v e r  que p a r a  todo  u - v é r t i c e  v de H ,  g r a u ( v )  

é exatamente  duas vezes o  grau  de v em G e  pa ra  todo  a - v e r t i  

w de H, grau(w) é a  soma dos g raus  dos v é r t i c e s  de G a d j a c e n  - 
- 

t e s  à a r e s t a  w .  

U m  caminho ou u m  c i c l o  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  como u m  ca  - 

minho s i m p l e s  e  u m  c i c l o  s i m p l e s .  U m  - caminho ( u m  -- c i c l o )  de u m  

g r a f o  s e r á  chamado v sem corda s e  no g r a f o  não e x i s t e m  a r e s t a s  

l i g a n d o  d o i s  v é r t i c e s  não c o n s e c u t i v o s  do caminho ( d o  c i , c l o ) .  



2 8 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  LARGURA 

Em BEHZAD6, B e h z a d  d e s c r e v e ,  de modo g e r a l ,  um a l g o  - 

r i t m o  i n t e r e s s a n t e  p a r a  o  r e c o n h e c i m e n t o  de g r a f o s  t o t a i s .  A 

r e f .  GAVRIL32 d e s c r e v e  uma v e r s ã o  do  a l g o r i t m o  de B e h z a d  e  

q u e  r e q u e r Ú ( I E 1 )  p a s s o s e  u t i l i z a r ~ a t é c n i c a d e B u s c a  em 

L a r g u r a .  

4 

Assumi  remos q u e  o  g r a f o  H  = ( V y E )  , a  s e r  t e s t a d o ,  e  

c o n e x o  e  t em m a i s  d o  q u e  3  v é r t i c e s .  

S e j a  V = ( v l ,  v2, . . ., V,} . 
A s s u m i r e m o s  q u e  H ( V )  é d a d o  p e l a s  l i s t a s  de a d j a c ê n  - 

tia de s e u s  v é r t i c e s .  

C o n s i d e r e  um g r a f o  H, e  um s u b c o n j u n t o  U  C, V .  Pode - 

mos - v e r i f i c a r  s e  H ( V )  é o  g r a f o  t o t a l  de H ( U )  d a  s e g u i n t e  ma - 

n e i  r a :  

S e j a  U = l u l .  u 2 . . . ,  u p 1  e  A = V - U =  ( a  1 ,  a 2 , . . ,  a t l  

P a r a  t o d o  a .  E A  s e r ã  d e t e r m i n a d o  um c o n j u n t o  L ( a . ) .  
J J 

I n i c i a l m e n t e  L ( a . )  = , p a r a  t o d o  1  < j < t. P a r a  t o d o  ui E U 
J - - 

a d i c i o n a m o s  ui a o  c o n j u n t o  L ( a j )  de t o d o  a j  E A d j ( u i )  fl A. 

S e j a  L  = i L ( a l ) ,  . . .  , L ( a t ) }  

Lema: H  é o  g r a f o  t o t a l  de H ( U )  s e  e  s o m e n t e  s e  a s  -- 
s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  s ã o  s a t i s f e i t a s :  

i )  T o d o  L ( a . ) E  L t e m e x a t a m e n t e  d o i s  e l e m e n  
J - 

t o s  ; 

i i )  P a r a  c a d a  d o i s  e l e m e n t o s  a d j a c e n t e s  a  
j ' 

ak E A, t emos  que  I L ( a j )  f~ L ( a k )  1 = 1; 



i i i )  P a r a  t o d o  ui c U, o  c o n j u n t o  A d j ( u i )  fI A  

é c o m p l e t a m e n t e  c o n e x o  ( c .  c )  ; 

i v )  O n ú m e r o  de a r e s t a s  de H ( U )  é i g u a l  a  I A [ ;  

v )  P a r a  t o d o  L ( a . ) c L ,  o s  d o i s  e l e m e n t o s  de 
J 

L ( a  . )  s ã o  a d j a c e n t e s  em H. 
J 

(O p r o c e s s o  de i a  v  r e q u e r  O ( I E 1 )  p a s s o s )  

( V e r  GAVRIL 3 2 ) .  

Boa C o n f i g u r a ç ã o  - 

S e j a  H  o  g r a f o  t o t a l  de um g r a f o  G t a l  que  max g r a u  

( H )  > 4. A d j ( v )  p o d e  s e r  p a r t i c i o n a d o  em d o i s  s u b c o n  j u n t o s  

A v  e  B,, s e n d o  A v  o  c o n j u n t o  de u - v é r t i c e s  e  B v  o  c o n j u n t o  de 
- 

a - v é r t i c e s  de A d j ( v ) .  C l a r a m e n t e ,  B v  e  c . c ,  I A v l  = I B , ~  = g r a u  

( v ) / 2 ,  e  c a d a  e l e m e n t o  de B v ( A v )  é a d j a c e n t e  a  e x a t a m e n t e  um 

e l e m e n t o  de A,(Bv). 

A d j ( w )  p o d e  s e r  p a r t i c i o n a d o  em d o i s  s u b c o n j u n t o s  A, 

e  B,, s e n d o  q u e  A, r e p r e s e n t a  um u - v é r t i c e  e  s e u s  a - v é r t i c e s  

a d j a c e n t e s ,  e  B, r e p r e s e n t a  o  o u t r o  u - v é r t i c e  e  s e u s  a - v é r t i -  

ces  a d j a c e n t e s .  N e s t e  c a s o  ambos: A, e  B, s ã o  c o m p l e t a m e n t e  c o  - 

n e x o s ( A w ,  Bw n ã o  t e m  q u e  s e r  do mesmo t a m a n h o ) ,  e  c a d a  e l e m e n  - 

t o  de B w ( A w )  é a d j a c e n t e  a  n o  máx imo um e l e m e n t o  Aw(Bw) e  cada  

v é r t i c e  s  c V - ~ d j + ( w )  6 a d j a c e n t e  a  n o  máx imo q u a t r o  e l e m e n  - 

t o s  de A d j ( w ) .  

P a r a  um v é r t i c e  v  de H d i r e m o s  q u e  H ( A d j ( v ) )  t e m  uma 

b o a  c o n f i g u r a ç ã o  s e  H ( A d j ( v ) )  é c o n e x o  e  A d j ( v )  p o d e  s e r  p a r t i  - 

c i o n a d o  em d o i s  s u b c o n j u n t o s  A v ,  B v  t a l  q u e :  



i )  B v  é c o m p l e t a m e n t e  c o n e x o  e  I B v l  - > g r a u ( v ) / Z ;  

i i )  Cada e l e m e n t o  de B v ( A v )  é a d j a c e n t e  a  n o  máx imo 

um e l e m e n t o  de A v ( B v )  ; 

i i i )  Se A v  n ã o  é c o m p l e t a m e n t e  c o n e x o  e n t ã o  c a d a  e l e  - 

m e n t o  de A v ( B v )  é a d j a c e n t e  a  e x a t a m e n t e  um e l e  - 

E f á c i l  v e r  q u e  s e  g r a u ( v )  > 4  e n t ã o  a  p a r t i ç ã o  em 
- 

Av ,  B v  e  u n i c a  e x c e t o  p a r a  uma p o s s í v e l  t r o c a  e n t r e  A v  e  B v  

q u a n d o  I A V I  = IB,,~. A s s i m ,  -- s e  um g r a f o  H ( v )  é t o t a l ,  - e n t ã o  p a  

r a  c a d a  v  E V, H ( A d j ( v ) )  t em uma b o a  c o n f i g u r a ç ã o .  - 

A1 g o r i  t m o  - 

C o n s i d e r e  um g r a f o  c o n e x o  H ( V ) .  Em l i n h a s  g e r a i s ,  o  

a l g o r i t m o  f a z  o  s e g u i n t e :  P r i m e i r o  t r a t a  das s i t u a ç õ e s  em q u e  

H p o d e  s e r  o  g r a f o  t o t a l  de um c a m i n h o  sem c o r d a ,  um c i  c10  

sem c o r d a  o u  u v a c l i q u e .  Se H n ã o  é nenhum d e s s e s  c a s o s ,  o  a l -  

g o r i  tmo t r a t a  da s i  t u a ç ã o  r e s t a n t e  ( q u e  s e r á  q u a n d o  max 

g r a u ( H )  > 4 ) .  Em cada  c a s o  t e n t a m o s  e n c o n t r a r  um a - v é r t i c e  vl 

e  d o i s  u - v é r t i c e s  v2. V3 a d j a c e n t e s  a  vl e  a p l i c a m o s  a  t é c n i  - 

c a  de B u s c a  em L a r g u r a  ( V e r . G A v ~ 1 ~ 3 ~ )  + B L ( H ,  vl, v 2 ,  V 3 ,  U ) .  

E n t ã o  v e r i f i c a m o s  q u e  H  é o  g r a f o  t o t a l  de H ( U ) .  

O a l g o r i t m o  p a r a  t e s t a r  se  o  g r a f o  H ( V )  é o u  n ã o  t o  - 

t a l  f u n c i o n a  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

1 .  Se max g r a u ( H )  - < 4  e n t ã o  H s o m e n t e  p o d e  s e r  o  g r a  - 

f o  t o t a l  de um c a m i n h o  sem c o r d a  o u  de um c i  c1 o  

sem c o r d a .  



1 . a .  S e j a  H o  g r a f o  t o t a l  de u m  caminho  sem c o r d a .  

E n t ã o  deve h a v e r  um v é r t i c e  v1 de g r au  2 que  

é u m  u - v é r t i c e ,  u m  v é r t i c e  v2 de g r a u  3  ad - 

j a c e n t e  a  v l  que  é u m  a - v é r t i c e  e  um v é r t i c e  

v de g r a u  4 a d j a c e n t e  a  v l ,  v 2 ,  3  que é u m  u -  

v é r t i c e .  E m  s e g u i d a ,  t e s t a m o s  que u m  g r a f o  H 

t e n d o  max g r a u ( H )  - < 4 é o  g r a f o  t o t a l  de u m  

caminho sem c o r d a  como s e  s e g u e :  

V e r i f i c a m o s  s e  em H e x i s t e  u m  v é r t i c e  v l  de 

g r a u  2 ,  u m  v é r t i c e  v 2  a d j a c e n t e  a  v l ,  de g r a u  

3  e  u m  v é r t i c e  v 3  a d j a c e n t e  a  v,., v2 de g r a u  
4 

4.  Se V 1 ,  v 2  , v 3  não  e x i s t e m  e n t ã o  H não e  

o  g r a f o  t o t a l  de u m  caminho sem c o r d a .  Caso 

c o n t r á r i o ,  execu t amos  uma B L ( H  , v 2  , v l  , vg ,U)  e  

v e r i f i c a m o s  s e  H é ou não o  g r a f o  t o t a l  de 

H ( U ) .  Tudo i s t o  r e q u e r  Ú ( I E 1 )  p a s s o s .  

1 . b .  S e j a  H o  g r a f o  t o t a l  de u m  c i c l o  sem c o r d a .  

E n t ã o ,  t o d o s  o s  s e u s  v é r t i c e s  s ã o  de g r a u  4 .  

S e j a  U o  c o n j u n t o  de s e u s  u - v é r t i c e s  e  A o  

c o n j u n t o  de s e u s  a - v é r t i c e s .  E f á c i l  v e r  que  

H é também o  g r a f o  t o t a l  de H ( A ) ,  e  de f a t o  

podemos t r o c a r  o  c o n j u n t o  de u - v é r t i c e s  com 

o  c o n j u n t o  de a - v é r t i c e s .  Assim podemos con - 

s i d e r a r  q u a l q u e r  v é r t i c e  v, de H um a - v é r t i  - 

c e  e  e n t ã o ,  d o i s  v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  v 2 ,  v j ,  

ambos a d j a c e n t e s  a  v l ,  s e r ã o  u - v é r t i c e s .  P o r  - 

t a n t o ,  t e s t a m o s  s e  u m  g r a f o  H t e n d o  max g r a u  



( H )  5 4  é o  g r a f o  t o t a l  de u m  c i c l o  sem c o r -  

da como s e  s e g u e :  

P r i m e i r o  v e r i f i c a m o s  s e  t o d o s  o s  v é r t i x e s  de 

H s ã o  de g r a u  4 .  En t ão  procuramos  t r ê s  vérti  - 

c e s  v l ,  v 2 ,  v 3 ,  mutuamente a d j a c e n t e s .  Se 
d 

não e x i s t e m  t a i s  v é r t i c e s ,  e n t ã o  H não e  o  

g r a f o  t o t a l  de u m  c i c l o  sem c o r d a .  Caso con- 

t r á r i o ,  execu t amos  uma B L ( H , v l  , v 2 , v 3 , U )  e  ve - 

r i f i c a m o s  s e  H é ou não  o  g r a f o  t o t a l  de H ( U ) .  

Tudo i s t o  r e q u e r  Ú ( I E 1 )  p a s s o s .  

2 .  Se max g r a u ( H )  > 4 ,  s e j a  v u m  v é r t i c e  de H t e n d o  

g r a u  máximo. Se H ( A d j ( v ) )  não  tem uma boa c o n f i g u -  

r a ç ã o  e n t ã o  H não  é t o  t a l .  Caso c o n t r á r i o ,  s e j a  

A v ,  B v  a  boa c o n f i g u r a ç ã o  de H ( A d j ( v ) ) .  Se H é o  

g r a f o  t o t a l  de H ( B v  U I v } )  e n t ã o  nós terminamos.  Ca - 

s o  c o n t r á r i o  n ó s  sabemos que  H não é o  g r a f o  t o t a l  

de uma c1 i q u e ,  e  temos os s e g u i n t e  c a s o s :  

i )  Se A v  não é comple tamente  conexo ,  e n t ã o  v deve 

s e  r u m  u - v é r t i  c e .  Tomamos u m  v é r t i  c e  v l  E B e  v 
o  v é r t i c e  v E A v  a d j a c e n t e  a  V Assim V I  de 

ve s e r  u m  a - v é r t i c e  e  v ,  v2 devem s e r  s e u s  dois 

u - v é ' r t i c e s  a d j a c e n t e s .  Executamos uma B L ( H  , v 1 ,  

v ,  v 2 ,  U ) .  E n t ã o ,  H 6 t o t a l  s s s  H é o  g r a f o  t o  - 

t a l  de H ( U ) .  



i i )  Se Av  é c o m p l e t a m e n t e  c o n e x o ,  e n t ã o  v  d e v e  s e r  

um a - v é r t i c e .  Se e x i s t e  um v é r t i c e  , z  E V - 
A d j t ( v )  a d j a c e n t e  a  m a i s  d o  q u e  q u a t r o  e l e m e n  - 

t o s  de A d j ( v )  e n t ã o  H n ã o  é t o t a l .  C a s o  c o n  - 

t r á r i o ,  p r o c u r a m o s  d o i s  e l e m e n t o s  a d j a c e n t e s  

w1 E Av,  w2 E B v  t a l  que  { A d j ( w l )  - A d j t (  v ) l U  

{ w 2 }  e  { A d j ( w 2 )  - A d j + ( v ) }  U {w 1 n ã o  s ã o  com- 

p l e t a m e n t e  conexos  ( i s t o  r e q u e r  O ( I E 1 )  p a s s o s  

d e s d e  q u e  t o d o  zE V - A d j t ( v )  é a d j a c e n t e  a  

n o  máx imo q u a t r o  e l e m e n t o s  de A d j ( v ) ) .  Se wl , 
w 2  n ã o  e x i s t e m ,  e n t ã o  H n ã o  é t o t a l .  Caso  con  - 

t r á r i o ,  wl, w 2  devem s e r  d o i s  u - v é r t i c e s  a d  - 

j a c e n t e s  a  v. E x e c u t a m o s  uma BL(H,v,w, ,w2,U) .  

E n t ã o  H é t o t a l  s s s  H  é o  g r a f o  t o t a l  de H ( U ) .  

O a l g o r i t m o  a q u i  d e s c r i t o  r e q u e r  O ( I E 1 )  p a s s o s .  ( V e r  

em G A V R I L ~ ~ ) .  

2 8 . 4 )  - EXEMPLO 

V e r i f i c a r  s e  o  g r a f o  c o n e x o  H a s e g u i r  é t o t a l .  



G r a f o  H ( V )  

A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  a q u i  d e s c r i  t o  n o  g r a f o  H ( V ) ,  

S e j a  V = {v ly  v 2 ,  . . .  , ~ 1 1  

N e s t e  c a s o  max g r a u ( H )  > 4 ;  s e j a  v1  o  v é r t i c e  de H  t e n d o  

o g r a u  máx imo.  



A d j ( v l )  = I v 2 ,  v3 ,  v6, vg, vg,  vlO) t e m  uma b o a  c o n f i g u  - 

r a ç ã o ,  q u e  é a s e g u i n t e :  

t 
Cada e l e m e n t o  de V - A d j  ( v l )  = { v 4 ,  v5,  v7, V,, 1 é a d j a  - 

tente a  n o  máx imo q u a t r o  e l e m e n t o s  de A d j ( v l )  e  i ~ d j  ( v 2 )  

- ~ d j ~ ( ~ ~ ) l ~  { V 3 } ,  { A d j ( v 3 )  - ~ d j ~ ( v , ) } ~ )  { v 2 }  não  s ã o  

c o m p l e t a m e n t e  c o n e x o s .  L o g o ,  v l  é um a - v é r t i c e  e  v2 ,  v  
3 

s e u s  d o i s  u - v é r t i  c e s .  A p l i c a n d o  a  t é c n i c a  de B u s c a  em 

L a r g u r a  B L ( H , V ~ , V ~ , V ~ , U )  , ( V e r  p r o c e d u r e  BL d e s c r i  t a  em 

G A V R I L 3 2 ) ,  o b t e m o s  a  s e g u i n t e  e s t r u t u r a  de á r v o r e  BL:  



-> a r e s t a  de á r v o r e  

e@@- a r e s t a  e n t r e  i r m ã o s  

a r e s t a  e n t r e  p r i m o s  

- . - . >  a r e s t a  e n t r e  t i o  e  s o b r i n h o  

e  U = { v 2 ,  v 3 ,  v 4 ,  v g ,  v l l l  , o b t i d o  q u a n d o  a p l i c a m o s  

B L ( H y  v 1  Y V29 v33  U). 

E H ( U )  s e r á :  
- 
v, 

Podemos v e r  c l a r a m e n t e ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  o u  p e l o  Lema, que  

H  é g r a f o  t o t a l  de H ( U ) ,  l o g o  c o n c l u i m o s  q u e H  c t o t a l .  

2 9 )  - APLICAÇÃO - VERTICE DE REALIMANETAÇÃO 

2 9 . 1 )  -, REFERENCIA - GAREY & TARJAN31 

2 9 . 1 . 1 )  - OUTRAS REFERENCIAS - T A R J A N ~ ~ ;  T A R J A N ~ ~ ;  AHO1; K N U T H ~  

2 9 . 2 )  - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

E n c o n t r a r  t o d o s  o s  v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  em um d i g r a  - 

f o  a r b i t r á r i o  f o r t e m e n t e  c o n e x o .  



S e j a  D  = (V ,E )  um g r a f o  d i r e c ' i o n a d o  com n  = ] V I  v é r t i -  

c e s  e  m  = I E 1 a r e s t a s .  

Um v é r t i c e  de r e a l i m e n t a ç ã o  de D  é um v é r t i c e  c o n t i -  

do  em t o d o  c i c l o  de D. 

Um - c o n j u n t o  de r e a l i m e n t a ç ã o  de D é um c o n j u n t o  S t V  

t a l  q u e  t o d o  c i c l o  de D c o n t é m  p e l o  menos um v é r t i c e  em S .  

OBS.: O p r o b l e m a  de d e t e r m i n a r  um c o n j u n t o  de r e a l i -  -- 
m e r i t a ç ã o  de c a r d i n a l i d a d e  m i n i m a  a p a r e c e  em v á  - 

r i  os  c o n t e x t o s ,  mas, i n f e l i  z m e n t e ,  é c1 a s s i  f i  - 

c a d o  com N P - d i  f i c i  1 .  

2 9 . 3 )  - METODO - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

Em GAREY & TARJAN31 é a p r e s e n t a d o  um a l g o r i  tmo que  

t e m  como c o m p l e x i d a d e  Ú ( I E 1 )  t e m p o  e  q u e  u s a  b u s c a  em p r o f u n -  

d i d a d e  p a r a  e n c o n t r a r  t o d o s  os v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  em 

um d i g r a f o  a r b i t r á r i o  f o r t e m e n t e  c o n e x o .  Se o  g r a f o  n ã o  é , f o r  - 

t e m e n t e  c o n e x o ,  podemos r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  a q u i  d e s c r i t o  e n  - 

c o n  t r a n d o  o s  c o m p o n e n t e s  f o r t e m e n t e  conexos?us  ando  o  a1 g o r i  t m o  

da  R e f .  TARJAN71, e achandõcon j u n t o s  de r e a l  i m e n t a ç ã o  s e p a r a d a :  

m e n t e  em c a d a  c o m p o n e n t e .  

S u p o n h a  q u e  o s  v é r t i c e s  de D s ã o  n u m e r a d o s  de 1  a  n  

c o n f o r m e  e l e s  s ã o  a l c a n ç a d o s  d u r a n t e  a  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e .  

A s s u m i r e m o s  q u e  c a d a  v é r t i c e  de D é i d e n t i f i c a d o  p o r  s e u  núme - 

r o .  
4 

S e j a  5 o  m e n o r  v é r t i c e  sem nenhuma a r e s t a  de a r v o r e  

s a i n d o  d e l e .  E n t ã o  ( 1 ,  2 ,  3, . . . , s - 1 ,  s )  é um c a m i n h o  d a  :r- 



vore ( i s t o  é,  caminho na á r v o r e  g e r a d o r a )  de 1  a  S .  Como D é 

f o r t e m e n t e  conexo,  deve e x i s t i r  alguma a r e s t a  ( s , t )  deixando 

s em D, e  como e s t a  a r e s t a  não f o i  i n c l u i d a  na á r v o r e ,  nós de - 

vemos t e r  1  - t - < s  - 1 .  Assim ( S  , t )  é uma a r e s t a  de r e t o r n o  , 

e  os ún icos  v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  p o s s i v e i s  s ã o  aque les  

no c o n j u n t o  { t ,  t + l ,  . . .  S - 1 ,  S ) .  

Podemos a p e r f e i ç o a r  e s t e  c o n j u n t o  de poss i  bi l i  dades 

como s e  segue :  

S e j a  y o  maior  v é r t i c e  com uma a r e s t a  de r e t o r n o  con - 

verg indo  n e l e ,  i s t o  é: 

y = max { v :  e x i s t e  uma a r e s t a  de r e t o r n o  ( u , v ) l  

S e j a  z  o  maior  v é r t i c e  que é u m  a n c e s t r a l  de todos  os 

v é r t i c e s  que têm a r e s t a s  de r e t o r n o ,  i s t o  é: 

z = max {w: para  cada a r e s t a  de r e t o r n o  ( u , v ) ,  w é 

u m  a n c e s t r a l  de u )  

Note que z  deve s e r  um a n c e s t r a l  de s e  assim z - < S .  

Como cada a r e s t a  de r e t o r n o  ( u , v )  d e f i n e  u m  c i c l o  em 

D c o n s i s t i n d o  de ( u , v )  e  o  caminho na á r v o r e  de v pa ra  u,e co - 

mo q u a l q u e r  v é r t i c e  de r e a l i m e n t a ç ã o  deve depender  de todos  

e s s e s  c i c l o s ,  - t o d o  v é r t i c e  de r e a l i m e n t a ç ã o  deve s e r  u m  des-  

tendente de y e  u m  a n c e s t r a l  de z .  Segue que os Únicos p o s s í -  --- 

vei s  v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  s ã o  a q u e l e s  p e r t e n c e n t e s  ao 

c o n j u n t o  { v : y  - < v - < z ) .  Se y > z ou s e  o  s u b g r a f o  de D ,  ob - 

t i d o  r e t i r a n d o  t o d o s  e s s e s  v é r t i c e s ,  não é a c r c l i c o ,  e n t ã o  não 

e x i s t e m  v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o .  

A fim de d e t e r m i n a r  q u a i s  d e s t e s  c a n d i d a t o s  s ã o  vér- 

t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o ,  nós computamos d o i s  v a l o r e s  p a r a  cada 



v 6 r t i c e  v E V .  E l e s  s ã o  d e f i n i  dos como s e  s e g u e :  

m a x i ( v )  = max { w  # v: w - < z e  e x i s t e  u m  caminho de v 

p a r a  w que não usa  a r e s t a s  de 

r e t o r n o  e  que  p a s s a  a t r a v é s  de 

somente  v é r t i c e s  u s a t i s f a z e n -  

do u > Z) 

OBS.: U m  caminho p  é d i t o  p a s s a r  a t r a v é s  de u s e  u - 

p e r t e n c e  a  p  e  u não é u m  v é r t i c e  f i n a l  de p .  

i 

- v e r d a d e ,  s e  e x i s t e  u m  caminho de v p a r a  algum des - 

tendente w de z que não  u s a  a r e s t a s  de 

r e t o r n o  e  que p a s s a  a t r a v é s  de somente  

v é r t i c e s  u s a t i s f a z e n d o  u > z ;  

f a l s o ,  c a s o  c o n t r á r i o .  

P o r  convençã.0: max( 4 )  = O 

A b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  mantém uma p i l h a  de t o d o s  os  

v é r t i c e s  e n c o n t r a d o s  a t é  aqu i  , que têm a r e s  t a s  di  ve rgen  t e s  que 

a i n d a  não fo ram e x a m i n a d a s .  Os v é r t i c e s  s ã o  removidos  d e s t a  

p i l h a  em ordem t o p o l ó g i c a  i n v e r t i d a  ( V e r  K N u T H ~ ~ ) ,  com r e s p e i  - 

t o  ao g r a f o  a c i ' c l i c o ,  o b t i d o  r e t i r a n d o  t o d a s  a s  a r e s t a s  de r e  - 

t o r n o .  Se ( u , v )  n ão  é uma a r e s t a  de r e t o r n o ,  e n t ã o  v é desem- 

p i l h a d o  a n t e s d e  u d u r a n t e  a  b u s c a .  Assim,  s e  z é c o n h e c i d o  an - 

t e s  da h o r a ,  a s  s e g u i n t e s  e q u a ç õ e s  podem s e r  u sadas  p a r a  com - 

p u t a r  maxi e  l o o p  d u r a n t e  a  b u s c a ,  v é r t i c e  p o r  v é r t i c e  na o r  - 



dem de desempi lha r :  

maxi (v)  = max({w: w - < z e  ( v , w )  não é uma a r e s t a  de 

r e t o r n o }  U {maxi(w) :  w > z  e  ( v ,  

w )  não é uma a r e s t a  de r e t o r n o } ) .  

l o o p ( v )  = verdade ,  s e  e  somente s e  ou v é u m  descen-  

d e n t e  de z ou não e x i s t e  uma a r e s t a  de r e  

t o r n o  ( v , w )  t a l  que w > z e  loop(w)  = ver-  

dade. 

O teorema aba ixo  c a r a c t e r i z a  os  v é r t i c e s  de real imen - 

t a ç ã o .  

Teorema: U m  v e r t i c e  v e V é u m  v é r t i c e  de r e a l i m e n t a  - - 

ção ke e  somente s e :  -- 

< v < z ;  i )  Y -  - 

i i )  O c o n j u n t o  {x:  y  - < x z z )  é u m c o n j u n -  

t o  de r e a l  i  mentação;  

i i i )  max i (u )  - v para  1 - < u < v ;  

i v )  l o o p ( u )  = f a l s o  pa ra  y - < u < v. 

E s t e  teorema s u g e r e  o  s e g u i n t e  a1 g o r i  tmo pa - 

r a  e n c o n t r a r  todos  os v é r t i c e s  de raa l imen-  

t a ç ã o  em u m  g r a f o  f o r t e m e n t e  conexo D .  



A l a o r i  tmo FB 

P a s s o  1 :  Execu t e  uma busca  em p r o f u n d i d a d e  em D ,  n u  - - 

merando o s  v é r t i c e s  de 1  a  n na ordem de 

busca  e  computando y  e  z ;  

P a s s o  2 :  T e s t a r  s e  y  < z  e  s e  D t o r n a - s e  - - a c i c l i  co 

quando t o d o s  os  v é r t i c e s  x  s a t i s f a z e n d o  

y  5 x  - < z  s ã o  r e t i r a d o s .  Se o  t e s t e  f a l h a r ,  

p a r e  ( D  não tem v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o )  . 

Passo  3:  R e p i t a  a  busca  em p r o f u n d i d a d e ,  computan~do --- 

m a x i ( v )  e  l o o p ( v )  p a r a  t o d o s  o s  v é r t i c e s  v 

E V usando as  e q u a ç õ e s  j á  d a d a s .  

P a s s o  4 :  Se y  = r a i z  e n t ã o  maxi t e s t  = O .  Senão maxi- - - 

t e s t  +- rnax(maxi (u) :  1  - < u y ) .  I n i c i a l i z e  o  

c o n j u n t o  de v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  como 

c o n j u n t o  v a z i o ,  e  v +- y .  Então  e x e c u t e  o s  s e  - 

g u i n t e s  p a s s o s :  

P a s s o  4 a :  Se maxi t e s t  < v ,  a d i c i o n e  v ao con - - - 
j u n t o  de vérti  ce s  de r e a l i m e n t a ç ã o .  

P a s s o  4b :  Faça maxi t e s t  -+ max {maxi t e s t , m a x i  - 

( v > } .  

P a s s o  4 c :  Se l o o p ( v )  = f a l s o  e  v z ,  f a ç a  - 

v -+ v + 1  e  r e t o r n e  ao  P a s s o  4 a .  

Caso c o n t r ã r i o , p a r e .  



Não é d i f i c i l  v e r i f i c a r  q u e  a  q u a n t i d a d e  t o t a l  de tem - 

p o  r e q u e r i d o  p o r  e s t e  a l g o r i t m o  é O ( I E I ) ,  o n d e  I E l  é o  número  

d e  a r e s t a s  em D. 

OBS. : O a l g o r i  tmo a c i m a  e n c o n t r a - s e  em G A R E Y  & T A R  -- - 

J A N ~ ~ .  P a r a  q u e  e l e  f u n c i o n e  c o r r e t a m e n t e  é n e  - 

c e s s á r i o  a c r e s c e n t a r  n o  P a s s o  4  o  s e g u i n t e :  

S e  y = r a i  z e n t ã o  maxi t e s t  = 0 .  

2 9 . 4 )  E X E M P L O  

E n c o n t r a r  t o d o s  o s  v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  p a r a  o s  s e  - 

g u i n t e s  g r a f o s :  

1 )  G r a f o  D E s t r u t u r a  de A d j . :  Ci c1 o s  : 

a - t b  

'D b - t c , d  

e  c - t d  

d + a , e  
b C 

a b c d a  

a b d a  

c d e  c  

A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  FB a q u i  d e s c r i t o :  

P a s s o  1 :  S e j a  T a  e s t r u t i l r r a  de  B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  de  - 



P a s s o  2 :  { v :  y < v < z )  = { c , d )  -t p o s s í v e i s  v é r t i c e s  de - - - 

r e a l i m e n t a ç ã o .  R e t i r a n d o  { c , d ) ,  D t o r n a - s e  a -  

c i c l  i  co .  

P a s s o  3:  m a x i ( a )  = b - 

m a x i ( b )  = d  

m a x i ( c )  = d  

m a x i ( d )  = O 

maxi ( e )  = O 

l o o p ( a )  = f a l s o  

l o o p ( b )  = f a l s o  

l o o p ( c )  = f a l s o  

1  o o p ( d )  = ve rdade  

l o o p ( e )  = v e r d a d e  

P a s s o  4 :  maxi t e s t  = O 
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maxi t e s t  = d  

C o n j u n t o  de R e a l i m e n t a ç ã o :  

F = O  V + C 

F = ( c )  v + d  

F  = { c , d )  l o o p ( d )  = ve rdade  

Logo,  o s  v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  de D são A c  

2 )  Gra fo  L E s t r u t u r a  de A d j . :  C i c l o s :  

a - t b ,  c  a c d a  

a b c d a  



A p l i c a n d o  o  A l g o r i t m o  FB: 

P a s s o  1 :  S e j a  T '  a  e s t r u t u r a  de B u s c a  em P r o f u n d i d a d e  - 

< V < Z} = { a ,  b ,  c ,  d )  + p o s s í v e i s  v é r  P a s s o  2 :  { v :  y - - - 
t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o .  R e t i r a n d o  {a ,b ,c ,d )  , 

L t o r n a - s e  a c i c l i c o .  

P a s s o  3: m a x i  ( a )  = .c - l o o p ( a )  = f a l s o  

m a x i ( b )  = c  l o o p ( b )  = f a l s o  

m a x i ( c )  = d  l o o p ( c )  = f a l s o  

m a x i ( d )  = O l o o p ( d )  = f a l s o  

P a s s o  4 :  m a x i t e s t  = O 

m a x i  t e s t  = c 

m a x i  t e s t  = d  

C o n j u n t o  de r e a l i m e n t a ç ã o :  

F = O  v + a  

F  = { a )  v +  b 

F = ( a , c )  V +  C 

F = I a , c , d )  v +  d  



L o g o ,  o s  v é r t i c e s  de r e a l i m e n t a ç ã o  s ã o  a ,  c ,  

d .  

3 0 )  - APLICAÇÃO - FATORES PAR E IMPAR 

3 0 . 1 . 1 )  OUTRAS R E F E R Ê N C I A S  - TARJAN7'; H A R A Y  3 5 ;  D E O ,  KRISHNA- 

MOORTHY & P A I  1 6 .  

3 0 . 2 )  - DESCRIÇÃO D O  PROBLEMA 

E n c o n t r a r  um f a t o r  i m p a r  ( o u  p a r )  maximal  em um g r a f o  

n ã o  d i r e c i o n a d o  c o n e x o  de o r d e m  p a r  ( o u  í m p a r ) .  

S e j a  G = ( V y E )  um g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o ,  o n d e  V é o  

c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  e E é o  c o n j u n t o  de a r e s t a s .  

S e j a  n  = ] V I  o n ú m e r o  de v é r t i c e s ;  e  m = I E I  o  núme - 

r o  de  a r e s t a s .  

Um - f a t o r  i m p a r  ( p a r )  F  de  G é um s u b g r a f o  g e r a d o r  

n ã o  n u l o  de G ,  o n d e  o  g r a u  de c a d a  v é r t i c e  em F  é í m p a r  ( p a r ) .  

Res. 1 :  O n ú m e r o  de v é r t i c e s  de g r a u  í m p a r  é p a r  em 

t o d o  g r a f o  ( p o i s  2m = L g r a u ( v ) ) .  

P o r  c a u s a  d e s t e  Res. 1  s o m e n t e  e x i s t e m  f a t o r e s  Tmpa - 
res em g r a f o s  com número  p a r  de v é r t i c e s .  O a1 g o r i t m o  d e  

E B E R T Z 3  m o s t r a  q u e  e x i s t e  p e l o  menos um t a l  f a t o r  em c a d a  g r a  - 



f o  conexo com número p a r  de v é r t i c e s .  

Res. 2 :  Todo f a t o r  p a r  F contém p e l o  menos u m  c i c l o .  -- 

( S e  F não p o s s u i  c i c l o s ,  e l e  c o n t e r á  uma á r -  

vore  e  p o r t a n t o  uma f o l h a  com um g r a u  i m p a r ) .  

O.BS.: E m  D E O ,  KRISHNAMOORTH & pA116 é mostrado.  que  o  -- 

f a t o r  i m p a r  de uma á r v o r e  com número p a r  de 

v é r t i c e s  é Único.  ( E l e s  também fornecem um a1 - 

g o r i  tmo p a r a  e n c o n t r a r  e s s e  t a l  f a t o r ) .  

30 .3 )  - M E T O D O  - BUSCA E M  PROFUNDIDADE 

Usaremos a  t é c n i c a  de busca  em P r o f u n d i d a d e  ( B P )  pa - 

r a  e n c o n t r a r  um f a t o r  i m p a r  maximal (em r e l a ç ã o  ao  número de 

a r e s t a s )  em u m  g r a f o  não d i r e c i o n a d o  conexo com número p a r  

de v é r t i c e s .  O a l g o r i t m o  a b a i x o  i r á  u t i l i z a r  d o i s  v e t o r e s :  

N U M  -t é o b t i d o  à medida que  o s  v é r t i c e s  s ã o  e x p l o r a  - 

dos e  c o n t r o l a  a  e x e c u ç ã o  da busca  ( é  o  número 

de B P ) .  

N O V O - G R A U  + c o n t r o l a  o  g r a u  dos v é r t i c e s  quando o  f a  - 

t o r  e e n c o n t r a d o .  



ALGORI TMO FAT-IMPAR: 

Procedimento B P (  v,  u )  - 

1nYcio 

Para W E A d j (  v )  e f e t u a r  -- 

e n t ã o  

1nTcio  -- / ( v , ~ )  é uma a r e s t a  ,de á r v o r e /  

Se N O V O - G R A U ( w )  é p a r  

e n t ã o  ADIC(v , w ) ;  

Senão 

I n í c i o  -- 

e n t ã o  / ( v  ,w) é uma a r e s t a  de 

r e t o r n o )  

ADIC ( v , ~ ) ;  



P r o c e d i m e n t o  A D I C  ( v  ,w ) ; - 

I n i c i o  

N O V O - G R A U  ( v )  = N O V O  G R A U  ( v )  + 1 ; 

N O V O - G R A U  ( w )  = N O V O - G R A U  (w)  + 1  ; 

P r o c e d i m e n t o  P r i n c i p a l  : 

I n i c i o  -- 

Se p  é impar  - 
e n t ã o  'Não e x i s t e  f a t o r  i m p a r '  

Senão  -- 

1 n í c i  o  -- 

P a r a  j = 1  Some 1 a t é  p  e f e t u a r  -- 

N U M (  j )  = N O V O - G R A U (  j )  = O; 

O  a1 g o r i  tmo acima d e s c r i  t o  tem complexi  dade O (  I E 1 ) . 
( V e r  E B E R T ~ ~ ) .  



OBSERVAÇÃO - 

1 )  S e j a  w # 1  u m  v é r t i c e  a r b i t r á r i o .  Quando a  chamada 

a o  - p r o c e d i m e n t o  BP(w , v )  t e r m i n a ,  t o d a s  a s  a r e s t a s  

de r e t o r n o  t e r m i n a n d o  em w e  a l g u m a s  a r e s t a s  de  á r  - 
v o r e  começando  em w , j á  f o r a m  a d i c i o n a d a s  a o  f a t o r .  

Se  NOVO-GRAU(w) n ã o  é i m p a r ,  a  a r e s t a  ( v , w )  é i n -  

c l u i d a  no  f a t o r .  O NOVO-GRAU(1) s e r á  i m p a r  p o r  c a u  - 

s a  do R e s .  1 .  

2 )  Se  a  c o n d i ç ã o ,  d e s c r i t a  n o  - P r o c e d i m e n t o  B P ( v , w )  s o  - 
- 

b r e  a  a r e s t a  d e  á r v o r e :  NOVO-GRAU(w) e  p a r  f o r  

s u b s t i t u i  da p o r :  NOVO-GRAU(w) é i m p a r  e  s e  o  t e s t e  

d e s c r i  t o  no  P r o c e d i m e n t o  P r i n c i p a l :  p  é i m p a r ,  f o r  

removi  d o ,  o b t e r e m o s  um a 1  g o r i  tmo FAT-PAR q u e  i  rá 

e n c o n t r a r  u m  f a t o r  p a r  maximal , e  também t e r á  como 

c o m p l e x i d a d e  ( ? ( [ E [ ) .  

3 )  Se  o s  a l g o r i t m o s  s ã o  a p l i c a d o s  p a r a  á r v o r e s ,  n ã o  

e x i s t e m  a r e s t a s  de r e t o r n o .  A i n d u ç ã o  s o b r e  o s  v é r  - 

t i c e s  na  o r d e m  em q u e  a s  chamadas  a  B P ( v , u )  t e r m i -  

n a m ,  m o s t r a  q u e  o  a l g o r i  tmo c i  t a d o  (EBERT2 3, f o r  - 

n e c e  um ú n i c o  f a t o r  i m p a r  em á r v o r e s  com n  úme r o  

p a r  de v é r t i c e s .  O mesmo p r o c e s s o  de  i n d u ç ã o  mos 
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t r a  q u e  n ã o  e x i s t e m  f a t o r e s  p a r e s  em q u a l q u e r  ã r v o  - 
r e ,  q u e  é também d e d u z i d o  p e l o  R e s .  2 .  

P a r a  q u a l q u e r  o u t r o  g r a f o  c o n e x o  ( e x c e t o  no c a s o  

de  f a t o r e s  i m p a r e s  em g r a f o s  de  o rdem T m p a r ) ,  o s  



a l g o r i t m o s  f o r n e c e m  um f a t o r ,  desde que e x i s t a  p e  - 

10 menos uma a r e s t a  de r e t o r n o  i n c l u i d a .  O número  

de a r e s t a s  n e s t e  f a t o r  d i f e r e  do número  de a r e s  - 

t a s  n o  g r a f o  o r i g i n a l  p o r  n o  máximo n - 1 .  

3 0 . 4 )  - EXEMPLO 

Dado o  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  G a b a i x o ,  e n c o n t r a r  um f a  - 

t o r  Tmpar max i  mal . 
G r a f o  G ( c o m  número  p a r  de E s t r u t u r a  de a d j a c ê n c i  a: 

v g r t i  c e s )  a - + b  

E s t r u t u r a  de BP: 

F a t o r e s  a d i c i o n a i s :  

ADIC(b  ,a) ADIC(d ,b )  ADIC(b  ,c )  

NOVO-GRAU(a) = 1  NOVO-GRAU(b) = 2 NOVO-GRAU(b) = 3  

NOVO-GRAU(b) = 1  NOVO-GRAU(d) = 1 NOVO-GRAU(c) = 1  



A s s i m ,  q u a n d o  acabamos de a p l i c a r  o  a l g o r i t m o  FAT-IMPAR 

ob temos  o  s e g u i n t e  f a t o r  i m p a r  m a x i m a l :  

Um o u t r o  f a t o r  i m p a r  r nax ima l  q u e  podemos o b t e r  d o  g r a f o  

G d a d o  s e r á :  

OBS. : O e x e m p l o  a c i m a  m o s t r a  q u e  o  f a t o r  e n c o n t r a d o  n ã o  -- 

é n e c e s s a r i a m e n t e  máx imo,  v i s t o  que  o  g r a f o  G p o d e  

t e r  f a t o r e s  m a x i m a i s  com d i f e r e n t e s  n ú m e r o s  de ares - 

t a s .  

31 ) -- CONCL USÃO 

N e s t e  c a p i t u l o  f o r a m  d e s c r i  t o s  a l g u n s  p r o b l e m a s ,  com 

s u a s  r e s p e c t i v a s  s o l u ç õ e s ,  q u e  u t i l i z a r a m  um o u  m a i s  m é t o d o s  

de b u s c a s  em g r a f o s .  

Podemos c i t a r ,  p o r  e x e m p l o ,  a  t é c n i c a  de b u s c a  em P r o  

f u n d i d a d e  u s a d a  p a r a  e n c o n t r a r  c o m p o n e n t e s  b i  c o n e x o s ,  de t e r m i  - 
n a r  o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a ,  e n c o n t r a r  m a i o r  c a m i n h o ,  d e t e r m i n a r  

p l a n a r i d a d e ,  e t c .  O u t r a  t é c n i c a ,  a  b u s c a  em l a r g u r a ,  f o i  u t i l i  - 



zada  p a r a  r e c o n h e c e r  g r a f o s  t o t a i s ,  r e c o n h e c e r  g r a f o s  b i p a r t i  - 

t e s ,  e n c o n t r a r  menor  c a m i n h o  em g r a f o s  n ã o  p o n d e r a d o s ,  e t c .  

O u t r a s  t é c n i  cas f o r a m  também u t i  li zadas como i m p o r t a n t e s  f e r -  

r a m e n t a s  p a r a  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  em g r a f o s .  

Logo,  podemos c o n c l u i  r que os métodos de b u s c a  em 

g r a f o s  m u i t o  a u x i l i a m  n a  r e s o l u ç ã o  de v á r i o s  p r o b l e m a s  p r ã t i  - 

tos, e  geram a l g o r i t m o s  com e f i c i e n t e s  c o m p l e x i d a d e s  de tempo 

e  e s p a ç o .  



CAPÍTULO V I I  

CONCLUSÃO G E R A L  

E s t a  t e s e  a b o r d o u  d i v e r s o s  p r o b l e m a s  i m p o r t a n t e s  em 

T e o r i  a  de  G r a f o s .  Mui t o s  d e s s e s  p r o b l e m a s  r e q u e r e m  p r o c e s s o s  

a u t o m á t i c o s  p a r a  r e s o l v ê - l o s ,  p o i s  q u a s e  s e m p r e  c o n d u z e m  a  

g r a f o s  g r a n d e s ,  o u  s e j a ,  g r a f o s  q u e  s ã o  i m p o s s i v e i s  a n a l i s a r  

s e m  a  a j u d a  d o  c o m p u t a d o r .  Como g r a f o s  s ã o  1  a r g a m e n t e  u s a d o s  

como m o d e l  o s  d e  f e n ô m e n o s  r e a i s ,  é i m p o r t a n t e  d e s c o b r i  r a1 g o  

ri t m o s  e f i  c i e n t e s  p a r a  r e s p o n d e r  q u e s t õ e s  t e ó r i  c a s  s o b r e  g r z  

f o s .  

B u s c a e m  P r o f u n d i d a d e  o u  B a c k t r a c k i n g  f o i  uma f e r r a  - 

m e n t a  a q u i  e s t u d a d a  e q u e  p r o p o r c i o n a  um a1 g o r i t m o  mui - 
* 

t o  e f i c i e n t e  p a r a  r e s o l v e r  v á r i o s  p r o b l e m a s .  T a l  a1 g o r i  t m o  e 

um p r o c e d i m e n t o  r e c u r s i v o ,  q u e  p o d e  s e r  i m p l e m e n t a d o  u t i l i z a n  - 

d o  uma p i l h a  e q u e  t e m  c o m p l e x i d a d e  O ( I V I  + I E I ) ,  t a n t o  p a r a  

g r a f o s  n ã o  d i r e c i o n a d o s  como p a r a  g r a f o s  d i r e c i o n a d o s .  

O u t r a  p o d e r o s a  t é c n i c a  é a  B u s c a  em L a r g u P a .  S e u  a 1  - 

g o r i  tmo  c o r r e s p o n d e n t e  p o d e  s e r  i m p l e m e n t a d o  u s a n d o  uma f i  1  a ,  

e t e m  c o m p l e x i d a d e  l i n e a r  O ( I V I  + / E / )  p a r a  g r a f o s  n ã o  d i r e  

c i o n a d o s  o u  p a r a  d i g r a f o s .  

A B u s c a  em L a r g u r a  L e x i c o g r á f i c a  e  a  B u s c a  em P r o f u n  - 

d i d a d e  L e x i c o g r á f i c a  s ã o  u s a d a s  s ó  p a r a  g r a f o s  n ã o  d i  r e c i o n a  - 

d o s .  As c o m p l e x i d a d e s  p a r a  e s s e s  d o i s  t i p o s  d e  b u s c a s  s ã o  r e s  - 

p e c t i v a m e n t e  O(IV1 + I E l )  e  0 ( l v 1 2 ) .  T a i s  b u s c a s  impõem uma 

d e t e r m i n a d a  p r i o r i d a d e  n a  e s c o l h a  d o s  v é r t i c e s  a  s e r e m  e x p l o r a  - 



d o s .  

N e s t a  t e s e  f o i  também a p r e s e n t a d a  a  c l a s s i f i c a ç ã o  d o s  

a l g o r i  tmos em t r ê s  t i p o s :  1 0 )  T o t a l m e n t e  R e s t r i n g i d o ;  20)  Não 

R e s t r i n g i d o ;  e  3 0 )  P a r c i a l m e n t e  R e s t r i n g i d o .  O p r i m e i r o  g a s t a  

O ( [  V I  + I E l ) ;  o  s e g u n d o  tem c o m p l e x i d a d e  q u e  d e p e n d e  d o  número  

d e  c a m i n h o s  do  g r a f o  em q u e s t ã o  e  q u e  pode  s e r  e x p o n e n c i a l  no  

t a m a n h o  do g r a f o  ( p i o r  c a s o ) ; e  o  t e r c e i r o  tem c o m p l e x i d a d e  q u e  

d e p e n d e  da  c o n d i ç ã o  n e l e  c o n t i d a ,  p o d e n d o  s e r ,  no  p i o r  c a s o ,  

e x p o n e n c i a l  . 
V á r i o s  p r o b l e m a s  em T e o r i a  d o s  G r a f o s  s ã o  r e s o l v i d o s  

com m a i s  e f i c i ê n c i a  u t i l i  z a n d o  a s  t é c n i c a s  d e  b u s c a  a q u i  e s t u  - 

d a d a s .  A c o l e t â n e a  d a s  a p l i c a ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  n o  C a p í t u l o  VI 

6 c o m p o s t a  d e  p r o b l e m a s  c o n s i d e r a d o s  i m p o r t a n t e s  em T e o r i a  d o s  

G r a f o s ,  h a v e n d o ,  é c l a r o ,  o u t r a s  a p l i c a ç õ e s  q u e  também u t i l i  - 

zam t a i s  t é c n i c a s  de b u s c a .  

F i n a l m e n t e ,  o  q u e  s e  pode  o b s e r v a r  é q u e  t o d o  a l g o r i t  - 

mo p a r a  r e s o l v e r  u m  p r o b l e m a  em g r a f o s  r e q u e r  s e m p r e  o  exame 

de  v é r t i c e s  e  a r e s t a s .  Ao s e  e x a m i n a r  u m  g r a f o  de uma m a n e i r a  

e s t r u t u r a d a ,  a l g u n s  a l g o r i t m o s  t o r n a m - s e  mai s  f á c e i s  de  e n t e n -  

d e r e  m a i s  r á p i d o s  d u r a n t e  a  e x e c u ç ã o .  A e s c o l h a  do m é t o d o  a  

s e r  u s a d o  f r e q u e n t e m e n t e  a f e t a r á  a  e f i  c i ê n c i a  do a1  g o r i  tmo. Po - 
- 

rém, s e l e c i o n a r  s i m p l e s m e n t e  uma b o a  e s t r u t u r a  de  d a d o s  n ã o  e  

s u f i c i e n t e  p a r a  g a r a n t i r  uma b o a  i m p l e m e n t a ç ã o .  Uma e s c o l h a  

c u i d a d o s a  da  T é c n i c a  de  B u s c a  também s e  f a z  n e c e s s á r i a .  --- - -- 



I  AHO, A . V . ,  HOPCROFT, J .E .  & ULLMAN, J .D. ,  T h e  D e s i g n  and - 
A n a l y s i s  o f  Compu te r .  A d d i s o n  W e s l e y ,  R e a d i n g ,  Ma., 1974 .  - 

1 2 1  ARLAZAROV, V.L. ,  D I N I C ,  E . A . ,  KRONROD, M . A .  & FARADZEV, I. 

A . ,  On E c o n o m i c a l  C o n s t r u c t i o n  o f  t h e  T r a n s i t i v e  C1 o s u r e  

o f  an O r i e n t e d  Graph.  - S o v i e t .  Ma th .  D o k l . ,  11: 1209-1210 ,  

1970 .  

1 3 1  BAASE, S . ,  - C o m p u t e r  A l g o r i t h m s :  - I n t r o d u c t i o n  t o  D e s i g n  

a n d  A n a l y s i s .  R e a d i n g ,  A d d i s s o n - W e s l e y  P u b l i s h i n g ,  1978 .  - 

1 4 1  BARBOSA, R . M . ,  C o m b i n a t ó r i a  e  G r a f o s .  N o b e l ,  São P a u l o ,  

S.P.,  1974.  

1 5 1  B A S I L I ,  V . R . ,  MESZTENYI, C . K .  & REINBOLDT, W . C . ,  -- FGRAAL: 

F o r t r a n  E x t e n d e d  Graph A l g o r i  t h m i  c  Language .  C o m p u t e r  - 

S c i e n c e  C e n t e r  R e p o r t ,  U n i v .  o f  M a r y l a n d ,  19'72. 

l 6  1 BEHZAD, M . ,  A C h a r a c t e r i z a t i o n  o f  T o t a l  Graphs .  - P r o c .  Amer. 

Math. Soc . ,  2 6 :  383 -389 ,  1970.  
v - 

1 7 1  BELL, J.R. & ABEL, N . E . ,  An A l g o r i t h m  f o r  F i n d i n g  I m m e d i a t e  

P r e d o m i n a t o r s  i n  O p t i m i  z i n g  C o m p i l e r s .  D i g i t a l  E q u i p a m e n t  

Corp .  Maynard ,  Mass, ( U n p u b l i s h e d )  , 1972 .  
v 



1 8 1  BERZTISS, A.T.9 A  B a c k t r a c k  P r o c e d u r e  F o r  1somorphi .sm o f  

D i r e c t e d  G r a p h s .  J .  A C M ,  2 0 ( 3 ) :  3 6 5 - 3 7 7 ,  J u l . ,  1 9 7 3 .  -- - 

1 9 1  BLONIARZ, P .A . ,  FISCHER, M.J. & MEYER, A. R., - A  N o t e  on  

t h e  A v e r a g e  T i m e  t o  Compute  T r a n s i  t i  ve C l o s u r e s :  A u t o m a t a  -- 
L a n g u a g e s  a n d  P r o g r a m m i n g .  M i c h a e l s o n  a n d  M i l n e r ,  e d s . ,  e - 
Edinburgh U n i v .  P r e s s ,  E d i n b u r g h , 1 9 7 6 .  

1 BOAVENTURA NETO, P. O . ,  - T e o r i a  e  M o d e l o s  de G r a f o s .  E d g a r  

~ l u c h e r ,  São  P a u l o ,  S.P.,  1 9 7 9 .  

1 1 1 1  CHASE, S.M., -- GASP - Graph  A l g o r i  t hm Software P a c k a g e .  

Q u a r t e l ~  T e c h .  P r o g r e s s .  Rep. ,  D e p a r t m e n t  o f  C o m p u t e r  

S c i e n c e ,  U n i v .  o f  I l l i n ó i s ,  U r b a n a ,  1969 .  

1 l2 1 CRESPI-REC,HIZZI,  S. & MORPURGO, R . ,  A  G raph  T h e o r y  O r i e n t e d  

E x t e n s i o n  t o  A l g o l .  C a l c o l o ,  - 5 ( 4 ) :  1 - 4 3 .  1 9 6 8 .  

1 131 CRESPI-RECHIZZI ,  S. & MORPURGO, R . ,  A  L a n g u a g e  f o r  T r e a t i n g  

G r a p h s .  - Comm ACM, 1 3 ( 5 ) :  3 1 9 - 3 2 3 ,  M a i o ,  1 9 7 0 .  

DEO, N. ,  G raph  T h e o r y  W i  t h  A p p l i c a t i  ons t o  E n g i n e e r i n g  a n d  - - 

C o m p u t e r  S c i e n c e .  E n g l e w o o d  C l i f f s  P r e n  t i  ce-Ha11 , S e r i e s  - 

i n  A u t o m a t i c  C o m p u t a t i o n ,  1 9 7 4 .  

1151 DEO, N.,  DAVIS,  J.M. & LORD, R-.E., A  New A l g o r i t h m  f o r  

D i g r a p h  I s o m o r p h i s m .  -- B I T ,  - 1 7 :  1 6 - 3 0 ,  1 9 7 7 .  



1 161 DE09 N . ,  KRISHNAMOORTHY, M.S. & P A I ,  A.B. ,  G e n e r a l i z a t i o n s  

o f  L i n e  Graphs  a n d  A p p l i c a t i o n s .  I n f .  P r o c e s s .  L e t t ,  6 ( 1 ) :  - - 
1 4 - 1 7 ,  FEV., 1977 .  

1 1 7 1  DEO, N . ,  B r e a d t h  a n d  D e p t h - F i r s t  S e a r c h e s  i n  Graph T h e o r e t i c  

A l g o r i  t hms .  - J. C o m p u t e r  a n d  S y s t e m  S c i e n c e ,  - 4 ( 2 ) :  31-37 ,  

1974 .  

1 181 DIJKSTRA, E.W. ,  A N o t e  on Two P r o b l e m s  i n  C o n n e x i o n  W i t h  

G r a p h s .  - Numer. Ma th ,  - 1:  2 6 9 - 2 7 1 ,  1 9 5 9 .  

1 191 DILWORTH, R.P., A D e c o m p o s i t i o n  Theo rem f o r  P a r t i a l l y  

O r d e r e d  S e t s .  Ann. M a t h . ,  5 1 :  161 -166 ,  1950 .  --- - 

I 2 O 1  D I R A C ,  G . A . ,  On R i g i d  C i r c u i t  G raphs .  Abh. Ma th .  Sem. U n i v .  

Hamburg,  25 :  71 -76 ,  1961 .  - - 

I 2 l 1  DREYFUS, S.E. ,  An A p p r a i s a l  o f  Some S h o r t e s t  P a t h  A l g o r i t h m s .  

Oper .  Res.,  17 :  395 -412 ,  1969 .  - - 

1 2 2 1  EBERT, J . ,  A S e n s i t i v e  T r a n s i t i v e  C l o s u r e  A l g o r i  thm. I n f .  -- 
P r o c e s s .  L e t t . ,  - 1 2 ( 5 )  : 255-258 ,  OUT., 1 9 8 1 .  

1 2 3 1  EBERT, J . 3  A N o t e  on Odd a n d  Even F a c t o r s  o f  U n d i r e c t e d  

Graphs .  I n f .  P r o c e s s .  L e t t . ,  - l l ( 2 ) :  70-72 ,  OUT., 1 9 8 0 .  



1 2 4 1  E L F I A G H F A B Y  , S.E. ,  The T h e o r y  o f  N e t w o r k s  a n d  Management 

S c i e n c e ,  ( P a r t  I ) .  - Manage. S c i . ,  - 17:  1-34 ,  1970 .  

1 2 5 1  EVEN, S.,  A l g o r i t h m i c  C o m b i n a t o r i  cs .  M a c m i l l a n  Co., New 

Y o r k ,  N . Y . ,  1973 .  

( 2 6  1 EVEN, S.,  - Graph  A l g o r i  thms. C o m p u t e r  S c i e n c e  P r e s s ,  Po tomac ,  

Mar . ,  1 9 7 9 .  

1 2 7 )  FISCHER, M.J, & M E Y E R ,  A . R . ,  B o o l e a n  M a t r i x  M u l t i p l i c a t i o n  

a n d  T r a n s i t i v e  C l o s u r e .  T w e l f t h  A n n u a l  IEEE Symp. on 

Swi  t c h i n , g ,  a n d  A u t o m a t a  T h e o r y ,  E a s t  L a n s i n g ,  M I ,  1971 .  - 

1 2 * (  FULKERSON, D.R. & GROSS, O . A . ,  I n c i d e n c e  M a t r i c e s  a n d  

I n t e r v a l  G raphs .  -- P a c i f i c  J .  M a t h . ,  - 1 5 :  8 3 5 - 8 5 5 ,  1965 .  

( 2 9  ( FURTADO, A.L. ,  - T e o r i a  dos G r a f o s  - A l g o r i  tmos .  L i v r o s  T é c  - 

n i c o s  e  C i e n t í f i c o s  E d i t o r a  S.A.,  R i o  de J a n e i . r s ,  R.J, 

1 9 7 3 .  

1 3 O 1  G A R E Y ,  M . R .  & JOHNSON, D . S . ,  - C o m p u t e r s  a n d  I n t r a c t a b i l i t y :  

A Gu i  de t o  t h e  T h e o r y  o f  N P - ~ o m p l e t e n e s s .  Freeman,  San - 

F r a n c i s c o ,  C . A . ,  1 9 7 9 .  

I 3 l 1  GAREY, M . R . ,  & TARJAN, R.E., A L i n e a r  T ime  A l g o r i t h m  f o r  

F i n d i n g  a11 F e e d b a c k  V e r t i c e s .  - I n f .  P r o c e s s .  L e t t ,  - 71(6): 

2 7 4 - 2 7 6 ,  OUT., 



1 3 2  1  GAVRIL, F . ,  A R e c o g n i  t i  on A1 g o r i  t h m  f o r  t h e  T o t a l  G raphs .  

NETWORKS, 8:  121 -133 ,  1978 .  - - 

1  3 3 1  GOLUMBIC, M . C . ,  A l g o r i t h m i c  Graph T h e o r y  a n d  P e r f e c t  G r a p h s .  

A c a d e m i c  P r e s s ,  New Y o r k ,  N . Y . ,  1980 .  

1 3 4  1 GRAHAM, R .  L . ,  KNUTH, D.E. & MOTZKIN, T.S.  , Complements  a n d  

T r a n s i t i v e  C l o s u r e s .  - D i s c r e t e  Ma th ,  - 2:  1 7 - 3 0 ,  1972 .  

1 5 5 1  HARARY, F . ,  b r a p h  T h e o r y .  A d d i s o n - W e s l e y ,  P u b l .  Co., 

R e a d i n g ,  Mass,  1969 .  

1  3 6 1  HARARY, F . ,  NORMAN. R.Z. & CARTWRIGHT, D . ,  - S t r u c t u r a l  M o d e l s :  

An I n t r o d u c t i o n  t o  t h e  T h e o r y  o f  D i r e c t e d  Graphs .  J o h n  - 

W i l e y  & Sons I n c . ,  New Y o r k ,  N . Y . ,  1965 .  

1 3 7 1  HART, R . ,  - HINT:  A Graph P r o c e s s i n g  Language .  R e s e a r c h  R e p o r t ,  

C o m p u t e r  I n s t i  t u t e  f o r  S o c i  a1 S c i e n c e  R e s e a r c h  , M i  c h i  gan 

S t a t e  U n i v . ,  E a s t  L a n s i n g ,  FEV., 1 9 6 9 .  

1 3 * 1  HECHTy M.S. & ULLMAN, J .D. ,  F l o w  Graph R e . d u c i b i 1 i t . y .  -- SIAM. 

J .  COMPUT., l ( 2 ) :  1 8 8 - 2 0 2 ,  JUN, 1 9 7 2 .  - - 

1  3 9  1  HECHT, M.S. & ULLMAN, J .  D . ,  C h a r a c t e r i  z a t i  ons o f  R e d u c i b l e  

F l o w  Graphs.,  - J.ACM, - 2 1 ( 3 ) :  367 -375 ,  JUL, 1 9 7 4 .  



I 4 O  1 HOPCROFT, J .E.  & TARJAN, R.E., - I s o m o r p h i s m  o f  P l a n a r  G r a p h s ,  

i n  C o m p l e x i  t y  o f  C o m p u t e r  C o m p u t a t i o n s .  MILLER, R . E . ,  - & 

THATCHER, J.W., e d s . ,  P l e n u m  P r e s s ,  New Y o r k ,  N.Y. ,  1 9 7 2 .  

I 4 l  1 HOPCROFT, J .E .  & TARJAN, R . E . , E f f i c i e n t  P l a n a r i  t y  T e s t i n g .  

J .  ACM, 2 1 :  5 4 9 - 5 6 8 ,  1 9 7 4 .  -- , - 

1 4 2 1  JOHNSON, D.B., F i n d i n g  a11  t h e  E l e m e n t a r y  C i r c u i t s  o f  a  

D i r e c t e d  G r a p h .  - SIAM J .  COMPUT., - 4 :  77 -84 ,  1 9 7 5 .  

1 4 3 1  KAMEDA, T. ,  On t h e  V e t o r  R e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  R e a c h a b i l i  t y  

i n  P l a n a r  D i r e c t e d  G r a p h s .  - I n f .  P r o c e s s .  L e t t . ,  - 3 ( 3 ) :  7 5 - 7 7 ,  

JAN. ,  1 9 7 5 .  

1 4 4 1  KARAYIANNIS, A. & LOIZOU, G . ,  C y c l e  D e t e c t i o n  i n  C r i t i c a 1  

P a t h  N e t w o r k s .  - I n f .  P r o c e s s .  L e t t ,  - 7 ( 1 ) :  1 5 - 1 9 ,  JAN, 1 9 7 8 .  

1 4 5 (  KCEIN, M.M. ,  S c h e d u l i n g  P r o j e c t  N e t w o r k s .  Comm. ACM, - 1 0 :  

2 2 5 - 2 3 1 ,  1 9 7 1 .  

1 4 6 1  KNUTH, D.E. & SZWARCFITER, J . L . ,  A S t r u c t u r e d  P r o g r a m  t o  

G e n e r a t e  a11 T o p o l o g i c a l  S o r t i n g  A r r a n g e m e n t s .  - I n f .  P r o c e s s .  

L e t t . ,  2 ( 6 ) :  1 5 3 - 1 5 7 ,  ABR., 1 9 7 4 .  -- - 

1 4 7 1  KNUTH, D.E.,  F u n d a m e n t a l  A l g o r i t h m s  - T h e  A r t  o f  C o m p u t e r  

P r o g r a m m i n g  1.  A d d i s o n - W e s l e y ,  P u b l  . Co., R e a d i n g  Mass. , -- 

1 9 6 8  ( s e g u n d a  e d i ç ã o  em 1 9 7 3 ) .  



1 4 8 1  LASS, S.E., PERT Time C a l c u l a t i o n  W i t h o u t  T o p o l o g i c a l  

O r d e r i n g .  Comm. A C M .  - 8: 1 7 2 - 1 7 4 ,  1 9 6 5 .  

1 4 9  1 LEKKERKERKER, C . G .  & BOLAND, J .C. ,  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  

F i n i t e  Graph b y  a  S e t  o f  I n t e r v a l s  on t h e  R e a l  L i n e .  

Fund .  Ma th . ,  51  : 45 -64 ,  1962 .  - - 

1 5 0  1 LOVASZ. - C o m b i n a t o r i  a1 P r o b l e m s  a n d  E x e r c i c e s .  N o r t h - H o l  l a n d .  

Ams t e  rdam, 19 79. 

1 511 LUCAS, E . ,  - R é c r e a t i o n s  M a t h é m a t i q u e s .  P a r i s ,  1 8 8 2 .  

1  5 2 1  LUCCHESI, C.L. ,  I n t r o d u ç ã o  à T e o r t a  de G r a f o s .  1 2 9  C o l Õ q u i o  

B r a s i l e i r o  de M a t e m á t i c a ,  Poços  de C a l d a s ,  M . G . ,  1 9 7 9 .  

1 5 3 1  MATETI, P. & DEO, N . ,  On A l g o r i t h m s  f o r  E n u m e r a t i o n  a11 

C i r c u i t s  o f  a  Graph .  - SIAM J .  COMPUT., - 5 ( 1 ) :  9 0 - 9 9 ,  M A R ,  1976.  

1 5 4 1  OHTSUKI, T., A F a s t  A l g o r i  thm f o r  F i n d i n g  an  O p t i m a l  O r d e r i n g  

f o r  V e r t e x  E l i m i n a t i o n  on  a  Graph .  J .  Ma th .  A n a l .  A p p l . ,  - 5 :  

1 3 3 - 1 4 5 ,  1976 .  

1 5 5 1  PACAULT,J.F., C o m p u t i n g  t h e  Weak Components  o f  a  D i r e c t e d  

G r a p h .  - S I A M .  J .  -- COMPUT, - 3 ( 1 ) :  5 6 - 6 1 ,  MAR. ,  1974 .  

1  5 6  1 PRICE, W.L., - Graphs  a n d  N e t w o r k s  - a n  I n t r o d u c t i o n .  

B u t t e r w o r t h  & Co., L o n d o n ,  1 9 7 1 .  



1 5 7 1  PURDOM, P.W. & MOORE, C .  W . ,  A l g o r i t h m  430:  I m m e d i a t e  

P r e d o m i n a t o r s  i n  a  D i r e c t e d  Graph . I b i d ,  1 5 :  777 -778 ,  1 9 7 2 .  -- - 

1 5 * 1  READ, R . C .  & CORNEIL, D . G . ,  The  Graph I s o m o r p h i s m  D i s e a s e .  

J .  G r a p h , . T h e o r y ,  1  ( 4 ) :  339-363,  1 9 7 4 .  - - 

1 5 9 1  READ, R . C . ,  - T e a c h i n g  Graph  T h e o r y  t o  a  Compu te r ,  R e c e n t  

P r o g r e s s  i n  C o m b i n a t o r i c s .  W.T. T u t t e  e d c ,  Academic  P r e s s ,  -- --- 
I n i c .  NEW YORK, 1969 .  

I 6 O 1  REINGOLD, E.M., NIEVERGELT, J .3  & DEO, N., - C o m b i n a t o r i a l  

A l g o r i t h m s :  T h e o r y  a n d  P r a c t i c e .  E n g l e w o o d  C l i f f s ,  P r e n t i c e -  - 

H a l l ,  1977 .  

I6 l1  ROBERTS, S.M. & FLORES, B . ,  S y s t e m a t i c  G e n e r a t i o n  o f  

Hami 1  t o n i a m  C i  r c u i t s .  Comm. A C M ,  - 9 :  6 9 0 - 6 9 4 ,  1964 .  

1 6 2 1  ROSE, D.J. ,  TARJAN, R . E .  & LEUKER, G.S., A l g o r i t h m i c  A s p e c t s  

o f  V e r t e x  E l i m i n a t i o n  on Graphs .  SIAM J .  COMPUT. - 5 ( 2 ) :  2 6 6 -  

283,  JUN., 1976 .  

1 31 R O Y ,  M.B., T r a n s  i t i  v i  t é  e t  C o n n e x i  té .  - Comptes Rendus , 249 :  

2 1 6 - 2 1 8 ,  1959 .  

1 6 4 1  SAVULECU, S.C.,  G r a f o s ,  D i g r a f o s  e  Redes E l é t r i c a s ,  I n s t .  

B r a s .  Ed. C i e n t . ,  São P a u l o ,  S . P . ,  1 9 8 0 .  



1 6 5 1  SCHNORR, C.P., An A l g o r i t h m  f o r  T r a n s i t i v e  C l o s u r e  W i t h  

L i n e a r  E x p e c t e d  T i m e .  - SIAM J .  COMPUT., - 7 ( 2 ) :  127 -133 ,  

M A I O ,  1978 .  

1 6 6 1  SHAMIR, A . ,  A L i n e a r  T ime A l g o r i t h m  f o r  F i n d i n g  Min imum 

C u t s e t s  i n  R e d u c i b l e  Graphs .  - SIAM J .  COMPUT., - 8 ( 4 ) :  6 4 5 -  

6 5 5 ,  N O V . ,  1979.  

I 6 7 1  .SZWARCFITER, J . L .  & LAUER, P.E.,  A S e a r c h  S t r a t e g y  f o r  t h e  

E l e m e n t a r y  C y c l e s  o f  a  D i r e c t e d  Graph .  -- B I T ,  - 1 6 :  192 -204 ,  

FEV., 1976 .  

1 6 8 1  SZWARCFITER, J . L . ,  - On O p t i m a l  a n d  N e a r  O p t i m a l  A l g o r i t h m s  

f o r  Some C o m p u t a t i o n a l  Graph P r o b l e m s .  Ph. D.  T h e s i s ,  Comp. - 

L a b .  , U n i  v. o f  Newcas t l e  upon Tyne Newcas t l  e  upon Tyne,  

1 9 7 5 .  

( 6 9 1  SZWARCFITER, J . L . ,  On a  C l a s s  o f  A c y c l i c  D i r e c t e d  Graphs .  

Mem, UCB/ERL M80/6, E l e c .  Res.  Lab . ,  U n i v .  o f  C a l i f . ,  

B e r k e l e y ,  C a l i f . ,  1980 .  

1 7 0  ( SZWARCFITER, J . L . ,  PERSIANO, R . C . M .  & OLIVEIRA,  A . A .  F., 

Um P r o b l e m a  em O r i e n t a c ã o  de G r a f o s .  ~ e l a t ó r i o s  ~ é c n i c o s  do 

P r o g r a m a  de E n g e n h a r i a  de S i s t e m a s  e  Computação,  COPPE/ 

UFRJ, 1981 .  



1 7 1  1 TARJAN, R.E., D e p t h - F i  r s t  S e a r c h  a n d  L i n e a r  Graph A1 g o r i  t hms .  

SIAM J .  COMPUT., - l ( 2 ) :  146 -160 ,  JUN, 1972 .  

) 7 2 1  TARJAN, R . E . ,  F i n d i n g  D o m i n a t o r s  i n  D i r e c t e d  G r a p h s .  -- S I A M  J. 

COMPUT. y 3 ( 1 ) :  6 2 - 8 9 ,  M A R ,  1 9 7 4 .  -- - 

1 7 3 1  TARJAN, R . E . ,  A New A l g o r i t h m  f o r  F i n d i n g  Weak Components .  

I n f .  P r o c e s s .  L e t t . ,  3 ( 1 ) :  1 3 - 6 1 ,  JUL., 1974.  - - 

1 7 4 1  TARJANy R.E., E n u m e r a t i o n  o f  t h e  E l e m e n t a r y  C i  r c u i t s  o f  a  

D i r e c t e d  Graph.  - SIAM J .  COMPUT., - 2 ( 3 ) :  2 1 1 - 2 1 6 ,  SET., 1973 .  

1 7 5 1  TARJAN, R.E., T e s t i n g  F l o w  Graph R e d u c i b i l i  t y .  - J .  C o m p u t e r  

a n d  S y s t e m  S c i e n c e s ,  9 ( 3 ) :  355 -365 ,  DEZ., 1974 .  - - 

1 76  1 TARJAN, R . E . ,  - Maximum C a r d i n a l  i ty  S e a r c h  a n d  C h o r d a l  G r a p h s ,  

Comp. Sc .  D e p t . ,  S t a n f o r d  U n i v . ,  U n p u b l i s h e d  L e c t u r e ,  1976.  

1 7 7 1  TARJAN, R.E. & HOPCROFT, J.E., D i v i d i n g  a  Graph i n t o  

T r i c o n n e c t e d  Components .  SIAM J .  COMPUT, - 2 ( 3 )  ; 135-158 ,  

SET., 1973 .  

1 7 8 1  TARRY, G . ,  Le  P r o b l è m e  des L a b y r i n t h e s .  - N o u v e l l s  -- Ann. de 

Ma th ,  1 4 ,  1 8 7 5 .  -- - 



1 79  1 WARSHALL, S . ,  A Theorem on Boolean  M a t r i c e s .  J .  A C M . ,  9 :  - - 

I 8 O 1  WEINBLATT, H . ,  A New S e a r c h  A l g o r i t h m  f o r  F i n d i n g  t h e  

S i m p l e  Cyc l e s  o f  a  F i n i t e  D i r e c t e d  Graph.  J .  A C M ,  1 9 ( 1 ) :  -- - 
4 3 - 5 6 ,  JAN., 1972 .  




