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RESUMO

A presente tese tem como objetivo fazer um estudo so
bre técnicas de busca em grafos, juntamente com algumas apli
cacoes. Neste aspecto sao examinadas a busca em profundidade,
em largura e casos especiais, como a busca lexicografica. Bus
cas nao restringidas ou parcialmente restringidas sao também
consideradas. As principais propriedades, algoritmos e carac
teristicas de cada caso sao estudadas em detalhe. Como aplica
coes, sao apresentados diversos problemas cujas solugoes sao

fortemente baseadas nas tecnicas acima descritas.



ABSTRACT

The aim of this thesis is to study the techniques of
graph searching, together with some of its applications. In
this aspect depth-first search, breadth-first search and some
special cases as lexicographic search are examined. Non
restricted or partially restricted search are also considered.
The main properties, algorithms and characteristics of each
case are studied in detail. As applications, many problems
are presented whose solutions are heavily based on the above

described techniques.
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CAPTTULO I

INTRODUCAO GERAL

0 assunto a que se propoe esta Tese, "Tecnicas de Bus
ca. de Grafo" , € pertencente a area de Teoria Computacional
dos grafos. Esta area & um ramo da Ciencia da Computagao que
tem por objetivo resolver problemas a1gor1tmicos em Teoria dos
Grafos. Uma das razoes para o crescimento do interesse nesse
ramo € a grande difusao do uso dos computadores. Podemos citar
alguns textos em portugues sobre Teoria dos grafos: LUCCHESI®?Z,
BOAVENTURA NETTO0, BARBOSA*, SAVULECU®“. FURTADO22 & um outro
texto em portugues, especifico de algoritmos em grafos.

0 objetivo deste trabalho € fazer um estudo detalhado
sobre "Tecnicas de Busca em Grafo" , juntamente com aplica
coes. Uma técnica de Busca em Grafos € uma maneira de explorar
um grafo dado. Serao expostos e discutidos criterios eficien
tes que sao uteis para alcancar tal objetivo.

No Capitulo II sao apresentadas as definigoes basicas
que sao relevantes para um bom entendimento dos capitulos pos
teriores. As nomenclaturas e notacoes usadas sao tiradas espe
cialmente de HARARY35 e HARARY, NORMAN & CARTWRIGHT3®,

Um dos critérios de Busca em Grafos que sera estudado
no Capitulo III & a poderosa tecnica conhecida como "Busca em
Profundidade" ou "Backtracking". Este método foi formalizado e
usado por HOPCROFT e TARJAN, em 197T, e foi estudado com deta
The por TARJAN (em TARJAN71). Todavia, o algoritmo para este



critério nio & assim tio novo. Ele ja era conhecido no século
XIX como uma tecnica para atravessar labirintos. Por exemplo,
podemos pesquisar o relatorio de LUCAS do trabalho de TREMAUX
(em LUCAS®1). Um outro algoritmo que foi sugerido mais tarde
por TARRY (em TARRY78), & bom para atravessar labirintos e, de
fato, a "Busca em Profundidade" & um caso especial dele. Pode
mos tambem observar o uso de "Backtraking" para resolver pro
blemas de grafos antes da decada de 70, em ROBERTS & FLORES®!.
Esta Técnica de "Busca em Profundidade" ira garantir que o gra
fo inteiro sera examinado, e reconhecera também quando o algo
ritmo ira parar, sem perder muito tempo durante a busca. Em re
sumo, ela faz o seguinte: visita um vértice arbitrario x; em
seguida explora uma aresta (x,y) incidente em x. O proximo ver
tice a ser examinado € aquele que & "adjacente ao vértice mais
recentemente visitado", incidente a alguma aresta nao explora
da. E assim continua nessa busca recursiva ate visitar todos
os vertices. 0 algoritmo para este tipo de busca tera complexi
dade Tinear.

Outra tecnica que também € eficiente e sera discutida
no Capitulo IV, € a denominada "Busca em Largura". Este metodo
funciona da seguinte maneira: visita um vertice arbitrario x;
0 proximo vértice a ser explorado sera aquele que € "adjacente
ao vértice menos recentemente visitado". A complexidade do al
goritmo de Busca em Largura € tambem linear.

No CapTtulo V sao considerados alguns Casos Especiais.
Um deles € a "Classificacao dos Algoritmos de Busca" em tres
tipos diferentes: i) Totalmente Restringido; ii) Parcialmente

Restringido e iii) Nao Restringido. Cada um desses algoritmos



sera explicado com detalhe, juntamente com sua complexidade. Os
outros dois casos especiais sao denominados: "Busca em Profundi
dade Lexicografica" e "Busca em Largura Lexicografica". 0 que
ha de novo nessas duas buscas € a maneira de como os vértices
sao se]ecioﬁados. Eles nao sao escolhidos aleatoriamente  como
nos Capitulos III e IV, e sim obedecem uma determinada ordem le
xicografica.

Varias "aplicacgoes" das Técnicas de Busca es tudadas
nos Capitulos anteriores serao apresentadas no Capitulo VI. Es
sas "aplicacoes" sao importantes pois representam diferentes ti
pos de problemas em grafos que podem ser resolvidos utilizando
os métodos de buscas aqui apresentados. Para cada aplicagao se
rao descritos alguns novos conceitos em grafos, algoritmos com
respectivas complexidades e exemplos explicativos.

0s algoritmos apresentados nesta tese serao escritos
em uma linguagem de formato livre, mantendo contudo uma certa
estrutura do ALGOL. E bom ressaltar que o interesse crescente
em Computacoes de Teoria dos Grafos tem levado ao desenvolvimen
to de varias linguagens de programagao, com 0 unico  proposito
de manipular grafos. 0 principal objetivo de uma tal linguagem
€ permitir ao usuario formular operagoes em grafos de uma manei
ra compacta e natural. Como exemplo dessas linguagens podemos
citar:

1) Graph-Theoretic Language (GTPL), University of

West Indies, Jamaica. E uma extensao de FORTRAN.

(Ver READ®?).

2) Graph Algorithm Software Package (GASP), University

of I1linois. E uma extensao de PL/1. (Ver CHASE!!l).



3) HINT, Michigan State University. E uma extensao de

LISP 1.5. (Ver HART37).

Graphic Extended ALGOL (GEA), Instituto di Elettro
tecnico ed Elettronica del Politecnico di Milano ,
Italy. E uma extensao de ALGOL. (Ver CRESPI-RECHIZZI
& MORPURGO!2 e CRESPI-RECHIZZI & MORPURGO!3).

FORTRAN Extended Graph Algorithmic Language (FGRAAL)
University of Maryland (Ver BASILI, MESZTENYI & REIN
BOLDTS).



CAPTTULO II

DEFINICOES BASICAS

0 que se pode observar, em Teoria dos Grafos, €& que
ha diferencas de nomenclatura e notacao de um autor para outro.
Por exemplo, um determinado simbolo pode se referir a dois con
ceitos diferentes quando usado por dois autores diferentes. En
tao tornou-se necessario especificar claramente as definicgoes
basicas que sao relevantes para o bom entendimento dos proxi
mos Capitulos, e que tambem tem o objetivo de evitar dupla in
terpretacao.

As nomenclaturas e notacoes utilizadas sao baseadas
principalmente nas referencias: HARARY3> e HARARY, NORMAN &
CARTWRIGHT36,

Um grafo (V,E) e constituido por um conjunto finito
nao vazio V, juntamente com um conjunto E de pares de elemen
tos de V. Os elementos de V sdao os vértices e os elementos de
E as arestas. Notaremos n=|V| e m=|E|, ou seja, n € o numero
de vértices e m &€ o numero de arestas de um grafo. Os grafos
aqui considerados nao tem lacos nem arestas multiplas, ou seja,
n3o existe nenhuma aresta unindo um vértice a ele mesmo e n3o
existe mais de uma aresta unindo dois vertices, respectivamen
te.

Um grafo direcionado (ou digrafo) D= (V,E) € um grafo

em que as arestas sao pares ordenados. Um grafo nao direciona

do (ou simplesmente grafo) G=(V,E) € um grafo em que as ares



tas sao pares nao ordenados.

Por abuso e para maior simplicidade, notaremos uma
aresta a pelo par de vértices (v,w), tanto para grafos nao di
recionados como para digrafos. Nas definicoes que se seguem,
se nada for dito explicitamente sobre o tipo de grafo wutiliza
do, elas serao comuns a grafos e a digrafos.

Dada uma aresta a = (v,w), v e w sao adjacentes, e a
€ incidente a ambos v e w. També&m diremos que cada vértice

v,w de a € incidente a aresta considerada a. 0 grau de um vér

tice v & o numero de vértices que sao adjacentes a v.
Em umdigrafo, uma aresta (v,w) € dita sair de v e ir

para w. 0 grau de entrada de um vértice z € o numero de ares

tas que vao para z e o grau de saida o numero de arestas que

saem de z. Notaremos por grauent(v) e grausai(v) o grau de en

trada e saida respecticamente. Um vertice fonte € um vértice v

com grauent(v) = 0 e um vértice sumidouro v tem grausai(v) =0.

As arestas que vao para um vértice v sao denominadas  arestas

convergentes e as que saem de v sao arestas divergentes.

Um caminho de vy a v, € uma sequencia de vértices

VisVoseees Vi tal qqe para cada i, 1<1i <k, temos (vi,vi+])€,E
0 comprimento do caminho VisVos.oes Vi e definido como k-1. 0

vertice vy @ dito alcancar v,; e v, &€ alcangcavel a partir de
1 —_—— 7k k

vi. Obviamente cada vértice de um grafo e alcancavel a ele mes

mo. Um caminho trivial € composto por um unico veértice. Um ca-

minho € simples se todos os v sao distintos.

Um ciclo & um caminho vy, vy, ..., v, com v, =vy econ

tendo pelo menos duas arestas diferentes. Um ciclo v],vzv.,vk—1,



v € simples se vqy,vp,...,v, 1 € um caminho simples. Se um gra
fo nao tem ciclos ele & chamado aciclico. Dois ciclos simples
envolvendo exatamente as mesmas arestas sao considerados iden

ticos.

Um grafo completo € um grafo que tem um numero maximo

de arestas, para o dado conjunto de vértices. Um digrafo aci-

clico completo € um digrafo aciclico em que a adigao de qual

quer aresta nova, entre os dois de seus vértices, cria um ci

clo.

Um grafo ponderado (ou valorado) e um grafo em que

existe um numero natural d,, @associado a cada uma de suas ares
tas (v,w). Dado um caminho VisVpsewws V. €m um grafo ponderado

(ou valorado) definimos seu comprimento de caminho ponderado

(ou valorado) como a soma dos valores das arestas que formam o
caminho. Por convencao, o comprimento de caminho ponderado de
um caminho trivial € zero e se nao existe caminho do vértice v
para W, diremos que o comprimento de caminho ponderado de v pa
raw e «» . Quando utilizamos grafos ponderados, podemos usar a
terminologia "comprimento de caminho", como referencia a "com
primento de caminho ponderado".

Dois grafos sao isomorfos se existe entre seus verti
ces uma correspondéncia um a um que preserva adjacencia.

Se direcionarmos as arestas de um grafo G nao direcio

nado, obtemos um digrafo D chamado uma orientacao de G. 0 gra

fo G € entao chamado grafo subjacente a D.

Um conjunto € maximal (minimal) em relacao a uma pro

priedade P quando ele possui aquela propriedade e nao € subcon

junto de nenhum conjunto que possua aquela propriedade.



Um grafo (V2,E2) e um subgrafo do grafo (V],E]) quando

v, C V1 e £, c E]. (V],E]) e um supergrafo de (V2,E2). Se adicio

nalmente V, =V,, entao (VZ’EZ) e um subgrafo gerador de (V],E])

e (V ) € um supergrafo gerador de (V E,). 0 grafo (V,,E,) e

1°E 27
chamado subgrafo induzido de (V],E]) se para qualquer v,w & V2,

(v,w) €.E] implica (v,w) € E,. Uma clique do grafo & um subgra
fo completo.

Seja D um digrafo. Seu subgrafo gerador minimo e super
grafo gerador maximo que preservam a alcancabilidade de D sao a

reducao transitiva e fechamento transitivo de D, respectivamen

te. 0 fechamento transitivo de D & tambem chamado conjunto par

cialmente ordenado (poset) induzido por D.

Um grafo nao direcionado G=(V,E) € conexo se existe

um caminho entre cada par de vértices do grafo. Se G nao & cone

xo ele @ dito desconexo. Um grafo sem arestas & chamado total

mente desconexo. Dado v £ V, a € E, notaremos por G-v o grafo

obtido de G pela retirada de G do vertice v e todas as arestas
incidentes a ele, e por G-a o grafo obtido de G pela retirada
da aresta a. Se G & conexo e G~-v & desconexo, entao v € um

vértice de articulacao. Um grafo conexo G=(V,E) com |[V] > 2 e

sem vértices de articulacao e dito biconexo. Os componentes co

nexos de G sao os subgrafos conexos maximais de G. Da mesma for

ma, os componentes biconexos de G sao os subgrafos biconexos ma

ximais de G.

Um digrafo D=(V,E) € fortemente conexo se para cada

(vow), v,w& V, existe um caminho de v para w. Um digrafo D @€

unilateralmente conexo se para qualquer par de vertices (v,w),

existe um caminho de v para w ou de w para v. Todo digrafo for

temente conexo € unilateralmente conexo.



Uma  ordenacao topologica de D € uma sequencia

VisVosewns Vp de todos os seus vertices, tal que se v alcanca

v; entao i < j.

Uma arvore € um grafo conexo e aciclico. Um conjunto

de arvores disjuntas € chamado uma floresta. Uma 3arvore enraiza

da T & uma arvore em que selecionamos um vértice arbitririo cha
mado raiz. Se (v,w) & uma aresta de uma arvore enraizada, sendo
v mais proximo da raiz do que w, entao V€& o pai de w e w um fi
lho de v. Notaremos por Pai(w) e Filho(Vv) o pai de we o filho
de Vv, respectivamente. Se existe um caminho de V a W em uma ar

vore enraizada, tal que v esta mais proximo da raiz do que w ,

entao v € um ancestral de w e w € um descencente de v. 0 conjun

to de ancestrais e descentendes de V sera denotado por ances( V)

e desc(v), respectivamente. Os vértices de ances(v) - {v} sao

0os ancestrais proprios de v e os vértices de desc(v) - {v} 0s

descendentes proprios de V. Um vértice diferente da raiz e de

grau 1 numa arvore enraizada € chamado de folha ou vertice ter-

minal. Um vertice que nao € uma folha € chamado veértice inte-

rior. 0 nivel de um vértice v em uma arvore enraizada € digual

a um mais o comprimento do caminho da raiz para v. Portanto, o
nivel da raiz & um. Notaremos por NIV(v) o nivel de v.

Um digrafo D € enraizado se existe um vértice, chamado
raiz do digrafo, que alcanca todos os outros vértices de D. Uma

arvore enraizada direcionada @ um digrafo aciclico em que exata

mente um vértice, a raiz, tem grau de entrada zero, enquanto
que os outros vertices tem grau de entrada um. 0s conceitos ja
vistos para arvore enraizada serao tambem validos para arvore

enraizada direcionada.
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Uma subarvore (subarvore enraizada) T; de uma arvore

(arvore enraizada) T € um subgrafo de T, de modo que T] seja
uma arvore (arvore enraizada).

Uma arvore geradora de um grafo nao direcionado G €

um subgrafo gerador de G que € uma arvore. Assim um grafo nao
direcionado G tem uma arvore geradora se e somente se ele & co
nexo, caso contrario o conjunto de arvores geradoras de seus

componentes conexos define uma floresta geradora de G.

Muitos algoritmos que fazem uso de arvores enraizadas
necessitam visitar os vértices da arvore em alguma ordem.  As

visitas comuns sao: pré-ordem, pos-ordem, ordem simétrica.

Visita em Pre-Ordem:

1. Visitar a raiz r.
2. Visitar em pré-ordem as subarvores com raizes

VisVoseees Vg (filhos de r), nessa ordem.

Visita em Pos-Ordem:

1. Visitar em pos-ordem as subarvores com raizes
em VysVps... Vg, NE€Ssa ordem.

2. Visitar a raiz r.

Visitar em Ordem Simétrica:

1. Visitar em ordem simétrica a subarvore a esquerda.
2. Visitar a raiz r.

3. Visitar em ordem simétrica a subarvore a direita.

0BS: As visitas mais utilizadas nesta tese serao em pré-ordem.
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Un lista € uma sequencia finita de objetos. Frequente
mente os algoritmos envolvem insercao e retirada de um elemen
to da Tista (no comego, no meio ou no fim). Para percorrer uma

Tista em ambas as direcoes usamos uma lista duplamente ligada

(encadeada). Uma pilha € uma lista em que os objetos so podem
ser inseridos ou retirados apos o ultimo elemento (TOPO). Uma
fila € uma lista em que os objetos sao inseridos em uma extre
midade e retirados da outra.

A matriz de adjacencia € uma matriz N x N, tal que

cada elemento b,. & definido com b.. = 1 se (v.,v.) € E eb,.=0
1J L 177 1]

caso contrario. A matriz de alcancabilidade & uma matriz N x N,

onde cada elemento bij e tal que bij =1 se o vertice v; alcan

¢a vy, e bij =0 caso contrario. Para um grafo nao direcionado,

a matriz de incidencia € uma matriz N x M, com cada elemento

bij definido como bij =1 se a aresta a; @ incidente ao vertice
Vi e bij =0 caso contrario.
Dado um grafo (V,E), define-se para cada vertice vEYV

uma lista de adjacencia Adj(v) do seguinte modo: se (v,w) €& E

entao w € Adj(v). 0 conjunto dessas listas de adjacencia, uma

para cada vertice, € chamado estrutura de adjacencia.

. Existem diferentes maneiras de representar um grafo
em um computador. Por exemplo, as matrizes de adjacencia ou in
cidencia podem ser usadas para armazenar um grafo definido co
mo uma matriz. Mas a forma que € usual e mais conveniente de
represenfar um grafo € através de um conjunto de Tistas de ad-
jacencia denominado estrutura de adjacencia.

A medida de eficiencia de um algoritmo € denominada

Complexidade. A complexidade de tempo (espaco) de um algoritmo
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€ o tempo (espaco) requerido pelo algoritmo expresso em funcgao
do tamanho da entrada do probiema em seu pior caso. 0 comporta
mento no limite da complexidade de um algoritmo quando o tama

nho do problema aumenta € denominado complexidade de tempo (es

paco) assintotica. As execucoes dos algoritmos propostos nesta

tese sao avaliadas em termos de expressoes em notacao.- 0 para
complexidades de tempo e espaco assintoticas dos algoritmos.
Seja f uma fungéo:definida para as variaveis NysNoseees Ny
Diz-se que f & 0(h), denotando-se por f=0(h), quando existir
uma constante ¢ > 0 tal que f(n],nz,.,., nK) < ch (Ver

KNUTHY 7).

Algoritmo polinomial € um que apresenta uma solugao

correta em um tempo T, 1imitado por um polinomio no comprimento
da entrada, quaisquer que sejam seus dados. Existem muitos pro
blemas para os quais os melhores algoritmos sao muito vagaro
sos, requerendo O(Zn) tempo. Alguns desses problemas tem sido

realmente provados ter limites exponenciais. Outros pertencem

a uma classe chamada problemas NP - completo. Apenas para 1ilus

tracao, um problema NP-completo admite algoritmo exponencial
para resolve-lo, mas nada se pode afirmar, até o momento, so
bre a existencia de um algoritmo polinomial. Para uma defini

cao e estudo desta classe de problema ver GAREY & JOHNSON3®?.
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CAPTTULO III

BUSCA EM PROFUNDIDADE

1) INTRODUCAO

0 objetivo deste capitulo e descrever detalhadamente
sobre uma das Técnicas de Busca em Grafos, que & conhecida co
mo BUSCA EM PROFUNDIDADE ou BACKTRACKING.

Inicialmente sera explicada a Idéia Basica desta Tec

nica de Busca. Como um grafo pode ser nao direcionado ou dire

cionado, sera necessario dividir esta Busca em duas partes:

- Busca em Profundidade em Grafos}Néo Direcionados;

- Busca em Profundidade em Grafos Direcionados.

A ideia basica de Busca em Profundidade & a mesma pa
ra essas duas divisoes, mas a arvore geradora resultante sera
diferente para cada caso. Também serao apresentados exemplos
explicativos, algoritmos com respectivas complexidades e pro
priedades importantes.

A técnica de BACKTRACKING tem sido comumente usada e
descrita como uma estratégia importante para resolver  varios
problemas computacionais em Teoria dos Grafos. E de fato, ela
se torna assim tao Util pois alem da simplicidade da ideia, o

algoritmo de busca € linear em tempo e espaco.
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2) IDEIA BASICA

A Busca em Profundidade em um grafo qualquer, G=(V,E),

e feita da seguinte maneira:

Inicialmente, seleciona-se e visita-se um vertice
s € V (vertice inicial). Entao explora-se qualquer aresta (s,w)
incidente em s, visita-se w.

Como passo geral, um veértice qualquer w a ser explora-
do, que seja adjacente ao vertice mais recentemente visitado v,
podera ja ter sido visitado antes ou nao. Se w ja foi visitado,
entao retorna-se a v e escolhe-se uma outra aresta incidente
em v, e ainda nao explorada. Se w nao foi visitado, visita-se
w e aplica-se o processo recursivamente sobre w. Apos comple
tar a busca atraves de todas as arestas incidentes em w, retor
na-se a v, o vértice do qual w foi alcangado primeiro.

Este processo de selecionar arestas nao exploradas in
cidentes em v continua ate que a lista dessas arestas acabe.As
sim, a busca em profundidade ird terminar quando voltamos a S
(vértice inicial) e nao encontramos nenhuma aresta a ser explo
rada.

Veremos, a seguir,idois tipos de Busca em Profundida-
de: uma para grafos nao direcionados e outra para Grafos Dire-
cionados.

Referencias para pesquisa: TARJAN71; BAASE3; GOL UM
BIC33; AHO, HOPCROFT & ULLMAN!; DEO!*; DEOl7; REINGOLD, NIEVER
GELT & DEQ®0; EVENZ?6,
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3) BUSCA EM PROFUNDIDADE EM GRAFOS NAO-DIRECIONADOS

Se G=(V,E) e um grafo conexo nao direcionado, entao

todo vertice sera visitado e toda aresta sera explorada uma
so vez em ambas as direcoes (isto &€, duas vezes).

Se G nao € conexo, entao uma busca € feita para cada

componente conexo.
3.1) EXEMPLO

A figura (III.1) ilustra como a busca em profundida
de examina um grafo nao direcionado G=(V,E), representado
por uma estrutura de adjacencia.

Comecamos com a escolha de um vértice arbitrario s.
De s exploramos a primeira aresta encontrada, que e (s,b). Co
mo b € um vértice que nunca foi visitado antes, nos  ficamos
em b e buscamos a primeira aresta nao explorada encontrada em
b, que & (b,c). Agora, no vertice c, a primeira aresta nao ex
plorada que encontramos € (c,s). Nos buscamos (c,s) e encon
tramos s que foi previamente visitado. Assim, retornamos a
c, visitando a aresta (c,s) de alguma maneira (como uma linha
tracejada na figura (III.1))para poder distingui-la das ares
tas como (b,c), que Tevam a novos vertices. Voltando ao verti
ce ¢, observamos uma outra aresta nao explorada e buscamos a
primeira que encontramos que € (c,a). Novamente, como a & um
vértice novo, nos ficamos em a e examinamos uma aresta nao ex

plorada, neste caso (a,b). Como b ja foi previamente visitado,

nos visitamos a aresta (a,b) com uma linha tracejada e retor-
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namos a a. Assim, como nao existe aresta nao explorada em a ,
voltamos a c. Em c encontramos uma aresta nao-explorada (c,d),
que nos agora exploramos. Como d & um vertice novo, nos perma-
necemos em d e examinamos uma aresta nao explorada em d, que e
(d,s). Como s € um vértice ja visitado, nos visitamos (d,s) com
uma linha tracejada. Agora d esta completamente examinado. e as
sim retornamos a c. Em c nao encontramos arestas nao explora
das. Entao, voitamos para b e finalmente voltamos para s. To

das as arestas incidentes em s ja foram exploradas, o que sig

nifica que este processo aqui termina.

Grafo Dado G = (V,E) Estrutura de Adjacencia:

s »~ b, c, d

a C a‘*b,C
b >c, a, s
d
c>s, a, b, d
b . d »s, c
s
b
c
a d
Figura TII.1 - Estrutura de Busca Figura III.2 - Arvore Gerado
em Profundidade. ra de Busca em

Profundidade T
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a d

Figura II1.3 - Arvore geradora direcionada de

Busca em Profundidade T'.

3.2) FARVORE GERADORA DE BUSCA EM PROFUNDIDADE

A Busca em Profundidade gera uma arvore enraizada T,
que € composta por arestas que levam a novos vértices durante
a busca, e que sao mostradas com linhas solidas na figura
(III.1). Essa arvore geradora enraizada T, que resulta da apli
cacao da técnica de Busca em Profundidade em um grafo nao-dire

cionado, conexo G=(V,E) sera classificada como Arvore Gerado-

ra de Busca em Profundidade. Caso o grafo G nao seja conexo,

obteremos uma Floresta Geradora de Busca em Profundidade.

As arestas de G que pertencem a Arvore Geradora de Bus

ca em Profundidade T, sao chamadas arestas de arvore; e as ares

4

tas de G que nao estao em T sao denominadas arestas de retor

no (na figura(III.1l) sao representadas por linhas tracejadas). A
estrutura formada por esses dois tipos de arestas € denominada

Estrutura de Busca em Profundidade (Figura(III.1)).

Podemos direcionar a arvore T da raiz até as folhas,e

assim obteremos uma Arvore Geradora Direcionada de Busca em Pro
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fundidade T' (Ver Figura(III.3)).

3.3)

3.3.1.)

ALGORITMOS PARA BUSCA EM PROFUNDIDADE

0 processo de busca em profundidade pode ser facilmente

descrito por um simples algoritmo recursivo:

Algoritmo A:

Procedimento BPR(v);

Injcio

Visitar e marcar v;

Enquanto existif um vertice desmarcado w adjacen-
te a v efetuar

BPR(w);

Em um prdcedimento recursivo a estrutura de chamadas po
de ser representada por uma arvore com réiz, onde cada
vértice representa uma chamada recursiva para o procedi
mento. A ordem em que as chamadas sao executadas corres
ponde a uma busca em profundidade na arvore. Seja, por
exemplo, a definicdo recursiva da sequencia de Fibonacci:
F(0) =0, F(1) =1, e para n > 2, F(n) = F(n-1) + F(n-2).
A eétrutura de chamadas para uma computacao recursiva
de Fg e mostrada na figura (III.4). Cada vertice e rotu
lado com o valor corrente de n, isto €, o n paré 0 qual

a subarvore enraizada naquele vértice computa Fn. A or
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dem da execugao das chamadas recursivas esta indicada na
figura (III.4). Esta ordenacao de vertices na arvore €
também conhecida como pré-ordem (Obs.: Sabemos que & mui
to ineficiente computar os numeros de Fibonacci recursi
vamente; este exemplo € usado somente para ilustrar a co

nexao entre busca em profundidade e recursao).

18

Figura (III.4)

3.3.2 ) Para implementar a busca em profundidade, nos precisamos
fazer distingao entre vértices que ainda nao foram visi
tados e vertices que foram visitados. Isto pode ser fei
to numerando sucessivamente os vértices de 1 a |V| quan
do os visitamos. Inicialmente, fazemos num(v) = 0, para
todo v EV, para indicar que nenhum vértice foi visitado.
Quando visitamos um vértice v pela primeira vez, fazemos
num(v) receber um valor diferente de zero. Tal busca em

profundidade €& dada pelo algoritmo B. 0 procedimen-
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to recursivo BP(v) -realiza a busca em profundidade no

grafo G = (V,E), contendo v, e constroi uma arvore gera

dora de Busca em Profundidade T para o grafo; u & pai

de v na arvore. Se o grafo G nao € conexo, T sera uma

floresta.

Algoritmo B:

Entrada:

Saida:

para busca em profundidade em um grafo ,

usando a procedure recursiva BP(v).

Um grafo nao-direcionado G=(V,E) represen
tado por uma estrutura de adjacencia, on

de Adj(v) = conjunto de vertices adjacen

tes a v.

Uma particao de E em um conjunto T de ares
tas de arvore e um conjunto R de arestas

de retorno.
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Procedimento BP(v);

Inicio

i<« i+ 13
num(v) <« i;
Para w € Adj(v) efetuar

Se num(w) =0

entao Inicio

/Marcou v "visitado"/.

/Se w € marcado "nao-visitado"/

[(v,w) € uma aresta de arvore]
T+« TU{(v,w)l};

BP(w);
Fim

senao

Se num(w) < num(v) e

entao Inicio

W # U

[(v.w) & uma aresta de retorno]
R« RU {{(v.w)}k

Fim

retorne :
Fim
Inicio /Programa Principal/
Para x &€V efetuar num(x) « 0;
i<« 0;
T« R <« ¢
Para x € V efetuar Se num(x) =0

/Marque x "nao visitado"/
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Nota: Se num(w) = 0, entao a aresta (v,w) € uma aresta
de arvore, ao passo que se num{w) # 0, o teste

para determinar se (v,w) € uma aresta de retorno

e "num(w) < num(v) e w # u". Pois, sew =u en
tao (v,w) € necessariamente aresta de arvore. Se
num(w) > num(v), entao a aresta de retorno (v,w)

ja foi explorada, quando w era o topo da pilha.

Complexidade: Como uma chamada para BP & feita exata

mente uma vez para cada vértice visita-
do recentemente, BP € chamada |V| vezes.
Para cada chamada, a quantidade de traba
Tho feita € proporcional ao numero de
arestas incidentes em um tal veértice.Por
tanto o tempo e espago requeridos para
uma busca em profundidade em um grafo nao

direcionado € O(|V]| + |E|).

3.3.3) BP(v) e um exemplo de um procedimento recursivo e pode
ser imptementado usando uma pilha. Quando uma chamada
para ela mesma e feita, os valores correntes de todas
as variaveis locais para o procedimento e a linha do
procedimento, que faz a chamada, sao armazenados no to
po da pilha. Desta maneira, quando o controle &€ retor
nado, a computacao pode continuar onde havia  parado.

Ver algoritmo C.
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Algoritmo C:

Entrada: Grafo nao direcionado &=(V,E); vE V, o vér

tice do qual a busca comecga.

Notacao: P & uma pilha, inicialmente vazia. 0 vértice.

no topo da pilha € referido por Topo.

Visitar, marcar e colocar v na pilha P.
Enquanto P € nao-vazia efetuar

Enquanto existir um vértice desmarcado w

adjacente ao topo
efetuar visitar, marcar e colocar

w na pilha

Fim /w €& agora topo/

Retirar da Pilha P.
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3.4 ) PROPRIEDADES

Em geral, um grafo pode ter muitas Ervores geradoras
de busca em profundidade. De fato existe, por exemplo, uma Ti
berdade de escolha dos vertices da linha 2 no Algoritmo B, co
mo tambem do vertice inicial.

Uma estrutura de Busca em Profundidade tem algumas im

portantes e uteis propriedades:

(Py) - Se v € um ancestral proprio de w em T entdo

num(v) < num(w).

(Pz) - Para cada aresta (v,w) de G, seja aresta de
arvore ou aresta de retorno, v sera um an

cestral de w ou vice-versa.

Prova - Se (v,w) € uma aresta de arvore entao a
prova € imediata pela propria definicao de
aresta de arvore.

Seja (v,w) uma aresta de retorno.

Suponhamos que Vv € visitado antes de W (sem perda de
generalidade), no sentido que BP(v) & chamada antes de BP(w).
Assim, quando v € alcancado, w ainda esta com NUM igual a zero
(w nao foi alcangado). Todos os vertices novos visitados bpor
BP(V), se tornarao descendentes de V na estrutura de Busca em
Profundidade. Mas BP(v) nao pode terminar até que w seja alcan

cado, desde que w esteja na lista de adjacencia de v.
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(P3) - Seja T uma Ervore geradora de Busca em Prg
fundidade de um grafo nao direcionado
G=(V,E). Entao todo caminho C em G contéem
um vértice p tal que todos os vertices em

C sao descendentes de p em T.

Prova - Sejam: C um caminho em G e p o vertice de

C mais proximo da raiz s em T.

Suponhamos por absurdo que C contém um vértice que nao
€ descendente de p. Entao, necessariamente, C contém uma aresta
(v,w) tal que w € desc(p) e v ﬁf. desc(p). Obviamente V¢desc(w);
senao v estaria em desc(p). Se, por outro lado, w € desc(v) en
tao p e v estao no caminho des a w em T. Nesse caso a unica
possibilidade, de acordo com as hipoteses acima, seria p estar
em desc(v), o que contradiz o fato de p ser o vertice de C mais
proximo de s. Assim, \/¢ desc(w) e W ¢ desc(v) o que significa
que (v,w) nao & uma aresta de arvore, nem uma aresta de retorno,

0 que € uma contradicao.
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4) BUSCA EM PROFUNDIDADE EM GRAFOS DIRECIONADOS

A ideia basica para se fazer uma busca em profundidade

em grafos direcionadds € a mesma para busca em profundidade pa
ra grafos nao-direcionados. Contudo, quando aplicamos tal busca
a grafos direcionados (digrafos), a estrutura resultante sera
mais complicada do que um conjunto de "arestas de arvore" e um
conjunto de “arestas de retorno" que ja foram vistas para gra
fos nao-direcionados. Esta complicacao ocorre porque as arestas
em um digrafo ja estao orientadas e nos nao temos liberdade de
busca-las na direcao de nossa escolha (conforme foi feito para
busca em profundidade em um grafo nao-direcionado).

0 que devemos observar & que na busca em profundidade
em um grafo direcionado D=(V,E) as arestas serao particionadas

em quatro categorias:

19 - Arestas de Arvore

Sao arestas que levam a novos vértices durante a

busca.

29 - Arestas de Avanco

Sao arestas que vao de ancestrais para descenden

tes, mas nao sao arestas de arvore.

30 - Arestas de Retorno

Sao arestas que vao de descendentes para ances

trais.
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490 - Arestas de Cruzamento

Sao as que estao entre vértices que nao sao nem

ancestrais e nem descendentes um do outro.

0s algoritmos A e C, que ja vimos anteriormente, tam
bem poderao ser utilizados para busca em profundidade em gra
fos direcionados.

Considere agora o que ira acontecer quando buscamos
as arestas de um digrafo D, ao longo de suas orientacoes, du
rante uma busca em profundidade em D. Como ja vimos antes, nos
determinamos um numero em série, num(x), para cada x, a primei
ra vez que o visitamos. Esses numeros sao permanentemente de
signados para os vertices e indicam a ordem em que 0s mesmos
foram visitados. Quando encontramos uma aresta (v,w) que ainda
nao foi buscada, w pode ter sido ou nao previamente visitado.
Se w nao foi previamente visitado, a aresta (v,w) € marcada co

mo uma aresta de arvore, exatamente como no grafo nao-direcio-

nado. Se w ja foi previamente visitado, entao w pode ser ou
nao um ancestral de v , em contraste com o caso nao - direciona
do em que w-era sempre um ancestral de v. Se w € um ancestral
proprio de v, entao claramente num(w) < num(v) e (v,w) € uma

aresta de retorno. Se w nao € um ancestral de v e num(w)>num(v),

entao w deve ser um descendente de v e a aresta (v,w) &€ chama
da uma aresta de avanco; ela representa um caminho al ternado
de VvV para W. Por outro lado, se num(w) < num(Vv) e w nao € nem
ancestral e nem descendente de v, entao a aresta (v,w) & chama

da uma aresta de cruzamento.
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A figura (III.5) mostra uma busca em profundidade em

um digrafo e a particao resultante de arestas nos subconjuntos

ja vistos anteriormente. 0 digrafo € representado por uma es

trutura de adjacencias, e a busca em profundidade & iniciada a

partir de um vertice a, escolhido arbitrariamente. 0s numeros

escritos entre parenteses,

tam valores num, isto €, a

tados.

> arestas

----—> arestas
-.-.=-> arestas

i....> arestas

Digrafo D:

de
de
de
de

ao lado da Figura (III.5), represen

ordem em que os vértices foram visi

arvore
retorno
avango

cruzamento
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Estrutura de Adjacéncia:

a : b, f, g
b : g
¢c : b, d, h
d : h
e -
f e, i
g - -
. h :g

12 20 ”
009,,"090

i e, g, a

Figura III.5 - Estrutura Direcionada de Busca

em Profundidade.

Figura ITI.6 - Floresta Geradora Direcionada

de Busca em Profundidade.
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4.2 ) ERRVORE GERADORA DIRECIONADA DE BUSCA EM PROFUNDIDADE

A Busca em Profundidade em um digrafo D=(V,E) gera
uma arvore (ou floresta) enraizada direcionada T que & compos
ta por arestas de arvore. Essa arvore T & denominada Arvore

(ou Floresta) Geradora Direcionada de Busca em Profundidade.

(Figura (II1.6)).

A estrutura obtida da aplicagcao da técnica de Busca
em Profundidade em um digrafo D=(V,E), € que € formada por
arestas de arvore, arestas de retorno, arestas de avango e ares

tas de cruzamento, € denominada Estrutura Direcionada de Busca

em Profundidade. (Figura (III.5)).

0BS.: A arvore (ou floresta) gerada por uma busca em profundi
dade nao e unica, e a classificacao das arestas depende:
a) da ordem arbitraria na qual os vértices e arestas do
digrafo original sao dadas na estrutura de adjacen-

cia, e

b) da escolha do vértice inicial.
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4.3 ) ALGORITMOS PARA BUSCA EM PROFUNDIDADE EM GRAFOS DIRECIO-

NADOS.

Algoritmo D:

0BS.: Variavel m - denota o ultimo NUM designado para al
gum veértice.
Variavel n - denota o Ultimo PNUM designado para
algum vertice.
ND(v) - conta o numero de descendentes de ca
da vertice v na arvore geradora T.
NUM(v) - fornece a ordem em que o vertice v )
explorado durante a busca.
NUM(v)=0 sse v nao foi explorado.
PNUM(v) - fornece a v um numero, quando v € re
tirado da pilha.
PNUM(v)=0 sse v ainda nao foi retirado da pilha.
Entrada: Grafo direcionado D =(V,E), representado pe

la estrutura de adjacencia ADJ(v), para VE V.

gafda: Uma particao de E em um conjunto T de arestas

de arvore, um conjunto R de arestas de Retor

no, um conjunto A de arestas de avango e um

conjunto C de arestas de cruzamento.
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Procedimento BPD(v);

Inicio
m<« NUM(v) < m + 1;
ND(v) <« 1;
Para w € ADJ(v) efetuar
Se NUMW) = 0 entdo
ici

Inicio

[(vw) & uma aresta de arvore]
T« TU {(vyw)l};

BPD(w) s

ND(v) <« ND(v) + ND(w);

senao Se PNUM(w) = 0 entao
Inicio /Veértice w esta na pitha/
[(v,w) & uma aresta de retorno]
R« RU {{vw)l};

Fim

sendo Se NUM(v) < NUM(w) entdo

[(v,w) & uma aresta de avango]

Ae AU ((vaw)); |
—F_si_n-l_

senao

Inicio

[(v,w) € uma aresta de cruzamento] ;
C< CU {(v,w)};

Fin _

n< PNUM(v)< n - 1; /v foi retirado da pilha
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Infcio /Programa Principal/

m< 0;
n< |V| +

1;

T« R+« A<~ C=+ b3

Para cada

. x)
Para x € V efetuar Se NUM(x) = 0 entao

Complexidade:

4.4) PROPRIEDADES

vertice x efetuar NUM(

BPD(x);

0 tempo e espag¢o requeridos para uma busca
em profundidade em um grafo direcionado se
ra também O(|V| + |E|), pelo mesmo motivo
ja visto anteriormente para grafos nao di

recionados.

(P1) - Suponha que todos os vértices de um grafo dire

cionado D sao alcancaveis do vertice s, e que

as arestas de D sao divididas em quatro catego

rias usadas no Algoritmo D. Entao:

i)

ii)

iii)

As arestas de arvore formam uma arvore di
recionada T com raiz s que contéem  todos
os vértices em D.

Se (v,w) € uma aresta de retorno, entao
NUM(w) < NUM(v) e existe um caminho de W
para vemT.

Se (v,w) e uma aresta de avancgo, entao

existe um caminho de V para W em T.
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iv) Se (v,w) € uma aresta de cruzamento, entao
nao existe um caminho de v paraw em T e
tambem nao existe um caminho de w para v

em T.

(P,) - Se (v,w) € uma aresta de arvore, ou uma aresta
2
de avanco, ou uma aresta de cruzamento entao
PNUM(v) < PNUM(w). Se (v,w) & uma aresta de re

torno entao PNUM(v) > PNUM(w).

(P3) - Seja v um vértice em D. Entao o numero de  des

cendentes de V na arvore geradora T & dado por

ND(Vv) = 1+ % ND(w )
(v.w)

(P4) - As afirmagoes abaixo: (i), (ii), (iii) e (iv)
sao equivalentes.
i) Existe um caminho de Vv para w em T.
i) NUM(v) < NUM(w) < NUM(v) + ND(v).
ii1) PNUM(v) < PNUM(w) < PNUM(v) + ND(v).
iv) NUM(v) < NUM(w) e PNUM(v) < PNUM(w).

A propriedade (P,) nos da tres meétodos para identifi-
car os descendentes de um veértice,e permite-nos iden-
tificar arestas de retorno, avango e cruzamento,se de

sejarmos.
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(Pg) - D€ aciclico se somente se D nao tem arestas de

retorno.

Prova - Se D tem uma aresta de retorno (v,w), entao a
aresta de retorno e o conjunto de arestas de
arvore unindo ve w formam um ci¢lo. Se D nao
tem arestas de retorno, todas as arestas (Vv,w)
satisfazem: PNUM(v) < PNUM(w). Como qualquer
ciclo em D deve ter pelo menos uma aresta (v,w)

com PNUM(v) > PNUM(w), entao D nao tem ciclos.

(P.) - Seja p um caminho de Vv para W,

6
Suponha que NUM(v) < NUM(w). Entao p contém al-
gum ancestral comum de ve wemT. (Ver prova

em TARJAN72),

5) CONCLUSKO

Em resumo podemos dizer que a Busca em Profundidade em

um grafo nao direcionado G=(V,E) ira particionar as arestas

de E em dois conjuntos T e R. Uma aresta (v,w) € colocada no
conjunto T se o vértice W nao tiver sido previamente visitado,
quando estamos no vertice v, considerando a aresta (v,w). Ca

so contrario a aresta (v,w) e colocada no conjunto R. As ares

tas que estao em T sao chamadas arestas de arvore, e as que

estao em R sao chamadas arestas de retorno.

Por sua vez, a Busca em Profundidade em um grafo dire-

cionado D=(V,E) ira particionar as arestas de E em quatro con

juntos: T, R, A, C, que sao, respectivamente conjuntos de ares
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tas de arvore, arestas de retorno, arestas de avango e arestas

de cruzamento.

Esses dois tipos de busca serEo resolvidos com comple-
xidade O(|V| + |E]), o0 que significa que a tecnica de Busca em

Profundidade € eficiente.
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CAPTTULO IV

BUSCA EM LARGURA

1) INTRODUCKO

0 método de Busca a ser estudado, neste presente capi
tulo, € conhecido como "Busca em Largura", que & tambem uma
boa técnica utilizada para explorar um determinado grafo. Tal
grafo podera ser nao direcionado ou direcionado, dai a neces

sidade de dividirmos este metodo em duas partes:

- Busca em Largura em Grafos Nao-Direcionados;

- Busca em Largura em Grafos Direcionados.

Para cada uma dessas duas divisoes, serao descritos:
Algoritmos com respectivas complexidades, Exemplos que auxi-
Tiam no entendimento da técnica e Propriedades que sao impor
tantes.
| A idéia basica de Busca em Largura € muito simples e
o algoritmo e eficiente pois tem complexidade linear em tempo

e espaco.
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2) IDEIA BASICA

Na Busca em Largura os vértices sao examinados de acor

do com uma ordenacao dada pelo numero de arestas dos menores
caminhos entre eles e um vertice arbitrario v, mas fixo. Sao
examinados todos os vértices de uma mesma distancia em cada
passo.

Em outras palavras, na Busca em Largura selecionamos
um vertice e o colocamos em uma fila inicialmente vazia de ver
tices a serem visitados. Repetidamente removemos 0 vértice  x
da cabeca da fila e entao inserimos na fila todos os vertices
adjacentes a x que nunca foram colocados na fila. Este proces.
so continua a ser executado atée que a fila se torne vazia, 0
que significa que a Busca em Largura terminou.

Como no caso de Busca em Profundidade, a Busca em Lar
gura (BL) e executada uma unica vez para cada componente cone
xo do grafo. Portanto, nesta Busca, cada vértice e visitado so
mente uma vez.

A Busca em Largura sera dividida em duas partes:

- Busca em Largura em Grafos Nao-Direcionados;

- Busca em Largura em Grafos Direcionados.

Referencias para pesquisa: BAASE3, DEOl7, GOLUMBICS33
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3) BUSCA EM LARGURA EM GRAFOS NA0-DIRECIONADOS

Uma

Busca em Largura em um grafo nao-direcionado

G=(V,E) particiona o conjunto de arestas em quatro catego-

rias:

10

29

39

40

Arestas de Arvore ( >)- sao arestas que Tlevam

a novos vértices durante a busca.

Arestas entre tio e sobrinho ( -.-.->) - a ares

ta (x,y) @ uma aresta entre tio e sobrinho se
INIV(y) - NIV(x)]| =1 e (x,y) ndao & aresta de arvo

re.

Arestas entre irmaos (®eeees >) - a aresta (X,y)

€ dita ser aresta entre irmaos se Pai(x) =Pai(y)

e NIV(x) = NIV(y).

Arestas entre primos (x%x%x>) - a aresta (X,y) €

dita ser aresta entre primos se NIV(x) = NIV(y)

e (x,y) nao € aresta entre irmaos.
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3.1 ) EXEMPLO

A figura (IV.1) ilustra como a busca em Targura exami
na o grafo nao-direcionado G = (V,E), representado por uma es

trutura de adjacencia:

Estrutura de Adjacencia:

a: b, c, e, f

g
b :a, d, ¢, f
d c : a, b, d, e
d : b, c, g
e
e : a, €, ¢
b f : a, b

g:dse

"
¥Rk x4:@ g

Figura IV.1 - Estrutura de Busca em Largura
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Figura IV.2 - Arvore Geradora Figura IV.3 - Arvore Gerado
de Busca em Lar ra Direciona-
gura T da de Busca

em Largura T'

Comegcamos a Busca em Largura escolhendo um vértice ar
bitrario a e colocando-o em uma fila inicialmente vazia. Remo
vemos a da cabega da fila e introduzimos na fila todos os ver
tices adjacentes a a, que nunca foram colocados na fila que

sao: b, ¢, e, f. Assim exploramos as arestas (a,b), (a, c) ,
(a, e) e (a, f), com linhas solidas (arestas de arvore).0 ver
tice b esta agora na cabega da fila. Removemos b e colocamos
na fila o vertice d, adjacente a b, (que nunca foi colocado
na fila) e exploramos a aresta (b,d) (com uma linha solida -
aresta de arvore). Os vertices c e f sao adjacentes a b, mas
eles ja estavam na fila. Como Pai(b) =Pai(c) e NIV(b)=NIV(c),
a aresta (b,c) sera explorada como aresta entre irmaos; Temos
que NIV(b) =NIV(f) e Pai(b) =Pai(f), logo (b,f) € explorada
como aresta entre irmaos. O vértice a € tambem € adjacente a b,
mas como a ja foi retirado da fila, nao iremos explorar nenhu

ma aresta, pois nesse caso significa que a aresta (a,b) ja

foi explorada antes. Agora temos que c esta na cabegca da fila.
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Retiramos ¢ da fila e exploramos a aresta (c,d) como aresta en
tre tio e sobrinho pois |NIV(d) - NIV(c)| =1 e (c,d) nao e
aresta de arvore. Depois exploramos a aresta (c,e), como ares-
ta entre irmaos pois Pai(c) =Pai(e) e NIV(c) =NIV(e). Estamos
em e e o retiramos da fila. 0 vertice g € adjacente a e e nun

ca foi explorado. Assim introduzimos g na fila e exploramos a
aresta (e, g) como aresta de arvore. Os demais vertices adjacen
tes a e, que sao a e ¢ ja foram explorados e retirados da fila
Retiramos entao f da cabega da fila. Como todos os vértices ad

Jacentes a f ja foram explorados e retirados da fila, teremos

para cabeca da fila o vértice d. Removendo d iremos explorar a

1

aresta (d,g) como aresta entre primos pois NIV(d) = NIV(g) e

(d, g) nao & aresta entre irmaos. Os vértices b e c adjacentes
a d e os vertices d e e adjacentes a g_jé foram explorados e
retirados da fila; logo retiramos g da fila e assim a fila se

torna vazia, o que significa que a Busca em Largura terminou.

3.2 ) BRVORE GERADORA DE BUSCA EM LARGURA

A Busca em Largura gera uma Arvore enraizada T, que @&
composta por arestas que levam a novos vertices durante a bus
ca, e que sao mostradas com linhas solidas na figura (IV.1).
Essa arvore geradora enraizada T, que resulta da aplicacdo da
técnica de Busca em Largura em um grafo nao direcionado G=(V,E),

conexo, sera classificada como Arvore Geradora de Busca em Lar

gura (Figura(IV.2)). Caso o grafo G nao seja conexo, obteremos

uma Floresta Geradora de Busca em Largura.
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As arestas de G que pertencem a Arvore Geradora de Bus
ca em Largura T, sao chamadas arestas de arvore; e as arestas

de G que nao estao em T sao denominadas arestas entre 1irmaos

(v000ee> ), arestas entre primos (*****%) e arestas entre tio

e sobrinho (-.-.->). A Estrutura formada por essas quatro ares

tas e denominada Estrutura de Busca em Largura (Figura (IV.1)).

Podemos direcionar a arvore T da raiz até as folhas, e

assim obteremos uma Arvore Geradora Direcionada de Busca em Lar

gura (Ver Figura (IV.3)).

3.3) ALGORITMOS PARA BUSCA EM LARGURA

A téecnica de Busca em Largura aplicada em um grafo nao

direcionado pode ser descrita pelo algoritmo abaixo.

Algoritmo E:

Entrada: Um grafo nao direcionado G=(V,E) representado

pela estrutura de adjacencia ADJ(v), para véV.

Saida: Uma particao de E nos seguintes conjuntos: T

de arestas de arvore; S de arestas entre tio
e sobrinho; I de arestas entre irmaos; e P de

arestas entre primos.
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10.
11.

12.
13.
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Metodo: Todos os vértices sao inicialmente marcados "nun

ca enfileirado". 0 Procedimento BL € usado para
~visitar um vértice. Um Vetor NBL registra a or
dem em que os vertices sao enfileirados e visita

dos.

Procedimento BL(x)

Inicio

Para y € Adj(x) efetuar
Se NBL(y) =0 /y esta marcado "nunca enfileirado"/
entao Inicio
Adicione a aresta (x,y) a T;
NIV(y) <« NIV(x) + 1;
Pai(y) <« x;
Adicione y a F;

i<« i+ 13
NBL(y) «i; /Marque y "enfileirado"/

Se NIV(y) - NIV(x) =1
entao Adicione a aresta (x,y) a S.

senao
Se NIV(y) - NIV(x) =0

entao Se Pai(x) = Pai(y)
entao Adicione (x,y) a I;
senao Adicione (x,y) a P;

Fim

Retorne
Fim




14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
- 26.
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Inicio /Programa Principal/

T« S« 1<«P <« ¢ 3 F<« Fila Vazia;

i< 0;

Para vE V efetuar

NBL (v

) « 0 /Marque V "nunca enfileirado"/

Enquanto F & vazia e existe v € V marcado "nunca en

Infcio

Fim

fileirado" Efetuar

Adicione Vv a F;

NIV(v) « 03 Pai(Vv) < O;

i< i+ 1;

NBL(V) <« i; /Marque v "enfileirado"/
Enquanto F nao & vazia Efetuar

Inicio x < cabeca de F;
F« F - x;
BL(x):

Fim

Fim /Fim do Programa Principal/

Complexidade:

Uma chamada a BL(x) e feita exatamente uma
vez para cada vértice do grafo G = (V,E) ,
logo BL(x) € chamada |V| vezes. Para cada
chamada, a quantidade de trabalho € propor
cional ao numero de arestas incidentes em
cada veértice. Portanto, o tempo requerido
para fazer uma busca em largura em um gra

fo nao direcionado & O(|V| + |E|).

Um outro algoritmo para Busca em Largura, que € uma im-

plementacdo linear para o Algoritmo E acima, € o seguinte:
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Algoritmo F: Busca em Largura

-

Entrada: Grafo nao direcionado G=(V,E); vE V €0 vér

tice do qual a busca comecga.
Notagao: F € uma fila, inicialmente vazia.
"x « F" significa remover o primeiro elemento

(x) da fila.

Inicio

Visitar e marcar v. Inserir v .em F;
Enquanto F & diferente de vazio efetuar
x <« F
Para cada vertice w desmarcado adjacente
a x efetuar
Visitar e marcar w;
Inserir w em F ;

Fim

Complexidade: O0(|V]| + |E]).
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3.4 ) PROPRIEDADES

Seja T uma arvore geradora de Busca em Largura de um

grafo nao direcionado G = (V,E). Um grafo pode ter muitas ar

vores geradoras

de Busca em Largura. De fato, existe, por exem

plo, uma Tiberdade de escolha dos vértices da linha 1 no Algo

ritmo E, como tambem do vertice inicial.

0BS.:

0 nivel de um vértice v pode ser também defini
do recursivamente do seguinte modo:

0, se Ve uma raiz de uma arvore
NIVEL (V)=

1 + NIVEL(PAI(V)),caso contrario

Uma arvore geradora de busca em largura T satisfaz as

seguinte propriedades:

(L1) -

(Lp) -

Se v e um ancestral proprio de w em T, entao

NBL(V) < NBL(w).

Cada aresta em G = (V,E), seja aresta de ar-
vore, ou aresta entre tio e sobrinho, ou ares
ta entre irmaos, ou aresta entre primes, 1iga
dois vertices cujo nivel em T difere de no
maximo 1, pois:

1) Se (x,y) € uma aresta de arvore entdo

NIV(y) - NIV(x) = 1.
2) Se (x,y) € uma aresta entre tio e so

brinho, entao NIV(y) - NIV(x) = 1.
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3) Se (x,y) e uma aresta entre irmaos entao
NIV(y) - NIV(x) = 0.
4) Se (x,y) e uma aresta entre primos entao

NIV(y) - NIV(x) = 0.

Se v & um vértice no componente conexo de G cu
ja raizem T e r, entao o nivel de v & igual ao

comprimento do menor caminho de r para V em G.

Suponha que todos os vertices de um grafo nao
direcionado G = (V,E) sao alcancgaveis do vérti
ce s. Entao:

i) As arestas de arvore formam uma arvore ge

radora T com raiz S e que contém todos os
vertices de G.

ii) Se (v,w) € uma aresta de arvore entao

NBL(Vv) < NBL(w).

iji) Se (v,w) € uma aresta entre irmaos entao
NBL(v) < NBL(w) e PAI(v) = PAI(w).
iv) Se (v,w) e uma aresta entre primos entao
(

NBL(v) < NBL(w) e PAI(v) # PAI(w).

v) Se (v,w) € uma aresta entre tio e sobri-

nho entao NBL(v) < NBL(w).
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4) BUSCA EM LARGURA EM GRAFOS DIRECIONADOS

Uma busca em largura em um grafo direcionado conserva
a mesma ideia ja vista para busca em largura em um grafo nao
direcionado. Entretanto, agora estamos trabalhando com digra
fos, onde as arestas ja estao orientadas, e nao temos liberda
de de busca-Tas na direcao de nossa escolha, como ja foi visto
para grafos nao-direcionados.

Uma Busca em Largura em um grafo direcionado D =(V,E)

particiona o conjunto de arestas em seis categorias:

10 - Arestas de Arvore ( >) - sao arestas que le

vam a novos vertices durante a busca.

20 - Arestas de Retorno (---->) - sao arestas (x, y)

que tem a seguinte caracteristica: NIV(x)-NIV(y)>1

30 - Arestas de Cruzamento (---->) - a aresta (x, y)

€ dita ser aresta de cruzamento se x e y estao
em diferentes arvores e a direcao desta aresta e

sempre da direita para a esquerda.

40 - Arestas entre irmaos ( eeeee>) - a aresta

(x,y) & dita ser aresta entre irmaos se Pai(x)=

Pai(y) e NIV(x) =NIV(y).

50 - Arestas entre primos (*#%x>) - a aresta (x,y) &

dita ser aresta entre primos se NIV(x) =NIV(y) e
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(x,y) nao e aresta entre irmaos.

60 - Arestas entre tio e sobrinho (-.-.->) - a ares
ta (x,y) € uma aresta entre tio e sobrinho se
INIV(y) -NIV(x)| =1 e (x,y) nao € aresta de arvo

BS.:

4.1 ) EXEMPLO

re. A direcao desta aresta € da direita para a

esquerda.

As visitas utilizadas estao sendo feitas em pré

ordem.

A figura (IV.4) mostra como a técnica de Busca em Lar

gura & aplicada no Digrafo D=(V,E),que € representado por uma

estrutura de Adjacencia. A Busca em Largura € iniciada a par

tir de um vertice arbitrario a. Os numeros ao lado dos  vérti

ces que pertencem a Estrutura Direcionada de Busca em Largura,

representam a ordem em que os vértices foram visitados.

Digrafo D:

Estrutura de adjacencia:

a: b, c, d
b : ¢, d, f
c f

d: g

e a, d
f:a,g
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Figura IV.4 - Estrutura Direcio Figura IV.5 - Floresta Dire-
nada de Busca em cionada de Bus
Largura. ca em Largura.

4.2 ) ARVORE GERADORA DIRECIONADA DE BUSCA EM LARGURA

A Busca em Largura em um grafo direcionado D=(V,E) ge
ra uma arvore (ou floresta) enraizada direcionada T que € com

posta por arestas de arvore. Essa arvore (ou floresta) T & deno

3

minada Arvore (ou Floresta) Geradora Direcionada de Busca e

Largura (Ver Figura (IV.5)).

A estrutura obtida da aplicacao da técnica de Busca em
Largura em um grafo direcionado D=(V,E), que e formada por
arestas de arvore, arestas de retorno, arestas de cruzamento ,
arestas entre irmaos, arestas entre primos e arestas entre tio

e sobrinho, € denominada Estrutura Direcionada de Busca em Lar-

gura (Ver Figura (IV.4)).
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0BS.: A arvore (ou floresta) gerada por uma busca em

largura nao € unica, e a classificagao das ares

tas depende: a) da ordem arbitraria na qual os

vértices e arestas do digrafo original sao da

das na estrutura de adjacencia e b) da escolha

do

vertice inicial.

4.3 ) ALGORITMO PARA BUSCA EM LARGURA EM GRAFOS DIRECIONADOS

0 algoritmo abaixo € aplicado quando quisermos uti]i

zar a técnica de Busca em Largura em um grafo Direcionado

D = (V,E).

Algoritmo G:

Entrada:

Saida:

Um- grafo direcionado D=(V,E), representado

por uma estrutura de adjacencia Adj(v), para

v E V.

Uma particao de E nos seguintes conjuntos:
T de arestas de arvore; R de arestas de Re
torno; C de arestas de Cruzamento; I de ares
tas entre Irmaos; P de arestas entre Primos;

e S de arestas entre Tio e Sobrinho.
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Metodo: Todos os vertices sao maroados inicialmente

"nunca enfileirado". A Procedure BLD € usa-
da para visitar um vértice. Um vetor NBL re
gistra a ordem em que os vertices sao enfi-

leirados e visitados.

Procedimento BLD(x);

Inicio

Para y € Adj(x) efetuar
Se NBL(y) =0 /y & marcado “"nunca enfileirado"/
entao Inicio

Adicione a aresta (x,y) a T;
NIV(y) < NIV(x) +1;

Pai(y) <« Xx;
Adicione y a F;
i« i+ 1;
NBL(y) <« 1i;
DISCR(y) <« ms

Fim

/Marque y "enfileirado"/

senao
Se NBL(x) < NBL(y)
entao
Se NIV(y) - NIV(x) =1
entao Adicione a aresta (x,y) a S;
senao
Se NIV(y) - NIV(x) =0
entdo Se Pai(x) = Pai(y)
entao Adicione (x,y) a I;

senao Adicione (x,y) a P;
Fim




Retorne

Fim-
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senao
Se DISCR(x) # DISCR(y)
entao Adicione (x,y) a C;
senao Se NIV(x) - NIV(y) > 1
entao Adicione (x,y) a R;

senao Fim;

/Fim do Procedimento BLD(x)/

Inicio /Programa Principal/

T« S« I« P<«R<«C=<« ¢ 3 F<+ Fila Vazia;

i<« 0 3;m<«20

Para

.
H]

vEYV efetuar

NBL(v) « O /Marque v "nunca enfileirado"/

Enguanto

Fim

F & vazia e existe v € V. marcado "nunca en-
fileirado"

Adicione v a F;

NIV(v) « O; Pai(v) <« 03

i<«i+Tsm<m+ 13

NBL(v) <« 13 /Marque v "enfileirado"/

DISCR(V) < m; /v pertence a m-€sima arvore/

Enquanto F nao € vazia
| X <« cabeca de F;
F <« F - x;
BLD(x);

Fim /Fim de programa principal/
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Comp]e&idade: A execucao do algoritmo G acima ira depen-
 der do niimero de vértices existentes no di

grafo. Alem disso, a quantidade de  traba

Tho deste Algoritmo € proporcional ao nume

ro de arestas incidentes em cada vertice.

Logo, o tempo requerido para fazer uma bus

ca em Largura em um grafo direcionado )

oCtvl + [E]).

0BS.: 0 algoritmo F, ja visto para Busca em Largura em
grafos nao direcionados, podera ser aqui utilizado

para busca em Largura em grafos direcionados.

4.4 ) PROPRIEDADES

Uma arvore geradora direcionada de busca em Largura T

satisfaz as seguinte propriedades:

(B]) - Se v & um ancestral proprio de w em T, entao

NBL(Vv) < NBL(w).

(B,) - Uma aresta de arvore, ou aresta entre irmaos,
ou aresta entre primos, ou aresta entre tio e
sobrinho, liga dois vértices cujo nivel em T

di fere de no maximo 1.
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(B3) - Suponha que todos os vertices de um grafo dire

cionado D sao alcancaveis do vertice s, e que

as arestas de D sao divididas em seis catego

rias ja vistas. NBL registra a ordem em que

0s vértices serao visitados. Entao:

i)

iii)

iv)

Vi)

As arestas de arvore formam uma arvore ge

radora direcionada T com raiz S que  con

tem todos os vertices em D.

Se (v,w) € uma aresta de arvore entao

NBL(v) < NBL(w).

Se (v,w) € uma aresta de retorno entao

NBL(v) > NBL(w), e existe um caminho de w

para v em T.

Se (vs,w) € uma aresta de cruzamento entao

nio existe um caminho de v paraw em T e
nem de W para vV, e podemos dizer  tambéem

que NBL(V) > NBL(w).

Se (v,w) & uma aresta entre irmaos entao

NBL(v) < NBL(w) e PAI(v) = PAI(w).

Se (v,w) € uma aresta entre primos entao

NBL(v) < NBL(w) € PAI(v) # PAI(w).
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vii) Se (v,w) € uma aresta entre tio e sobrinho

entao NBL(v) < NBL(w).

5) CONCLUSAO

Em resumo, podemos concluir que quando aplicamos a téc
nica de "Busca em Largura" em um grafo nao direcionado, iremos
obter como resultado uma Estrutura de Busca em Largura composta

por quatro diferentes conjuntos de arestas:

1) Arestas de Arvore;

2) Arestas entre Irmaos;

3) Arestas entre Primos;
)

4) Arestas entre Tio e Sobrinho.

Por sua vez, quando aplicamos esta técnica em um gra
fo Direcionado, a Estrutura resultante sera constituida pelos

seguintes conjuntos de arestas:

1) Arestas de Arvore;
2) Arestas de Retorno;
3) Arestas de Cruzamento;
4) Arestas entre Irmaos;
5) Arestas entre Primos;

6) Arestas entre Tio e Sobrinho.
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Este critério de busca em grafos aqui descrito & tam
bem muito eficiente, pois, como podemos observar, os Algorit
mos tanto para grafos nao direcionados, como para digrafos, te

rao complexidade O(|V] + |E]).
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CAPTTULO V

CASOS ESPECIAIS

1) INTRODUCKO

0 primeiro topico a ser descrito neste capitulo € so
bre a classificacao dos Algoritmos. Os algoritmos de Busca
vistos até agora sao classificados como TOTALMENTE RESTRINGI
DOS. As outras classificacoes que serao aqui apresentadas sao
denominadas: ALGORITMOS NAO-RESTRINGIDOS e ALGORITMOS PARCIAL
MENTE RESTRINGIDOS.

0 segundo topico a ser estudado & sobre "Busca em
Largura Lexicografica" em um grafo nao direcionado, que € um
caso especial de Busca em Largura. Neste tipo de busca os ver
tices serao exéminados de acordo com uma prioridade que depen
de de seus ancestrais. Esta prioridade ira diminuir a liberda
de de escolha dos vertices, mas nem sempre a eliminara, isto’
€ , a prioridade nao conduzira a escolha necessariamente uni-
ca de um vertice.

Finalmente, o terceiro topico € sobre "Busca em Pro
fundidade Lexicografica" em um grafo nao direcionado, que e
um caso especial de Busca em Profundidade e que possui a ca
racteristica de que os vertices tambeém serao explorados de

acordo com uma certa prioridade, e nao aleatoriamente.
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2) CLASSIFICACAO DOS ALGORITMOS DE BUSCA

2.1 ) ALGORITMOS TOTALMENTE RESTRINGIDOS

Todos os algoritmos vistos ate agora, tanto para bus
ca em profundidade como para busca em largura, sao classifica
dos como TOTALMENTE RESTRINGIDOS, cuja caractetristica € a se
guinte: cada vértice € explorado uma unica vez, logo cada
aresta € explorada uma unica vez.

Em ALGORITMOS TOTALMENTE RESTRINGIDOS, vV esta marca

cado se e somente se v pertence ou pertenceu a pilha (no caso

de busca em profundidade) ou a fila (no caso de busca em lar
gura).
Exemplo de um algoritmo TOTALMENTE RESTRINGIDO para

busca em profundidade:

Procedimento BPTR(v);

1. Visitar, marcar e introduzir v na pilha P;
2. Enquanto P & nao vazia efetuar
3. Enquanto existir um vertice w desmarcado adjacente
| ao topo efetuar
Inicio
4. Visitar, marcar e colocarw na pilha;
Fim
5. Retirar da Pilha P;
Fim
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Complexidade:. O(|V] + |E|)

2.2 ) ALGORITMOS NAO-RESTRINGIDOS

Uma outra classificacao que podemos ter € a de ALGORIT
MOS NAO-RESTRINGIDOS, cuja caracteristica €& a seguinte: um ver
tice pode ser explorado mais de uma vez, logo uma aresta podera
ser explorada mais. de uma vez.

Em ALGORITMOS NAO-RESTRINGIDOS, v esta marcado se e so
mente se v pertence a pilha (ou a fila).

| Exemplo de um algoritmo NAO-RESTRINGIDO para busca em

profundidade.

Procedimento BPNR(V);

Inicio

1. Visitar, marcar e introduzir v na pilha P;

2. Para w €& Adj(v) efetuar

Inicio

3. Se w desmarcado entao BPNR(w);

4. Desmarcar e retirar v da Pilha P;
Fim

Complexidade: 0 algoritmo acima constroi todos os cami-

nhos (simples) do grafo, com origem no vér
tice raiz de busca. A complexidade depende

ra do numero de caminhos do grafo em ques
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tao, o qual pode ser exponencial no tama

nho do grafo (pior caso).

2.3 ) ALGORITMOS PARCIALMENTE RESTRINGIDOS

Finalmente, um algoritmo pode ser classificado como
PARCIALMENTE RESTRINGIDO, onde, dependendo de uma determinada
condicao, alguns vertices serao desmarcados e outros nao.

Este tipo de algoritmo € uma mistura do ALGORITMO
TOTALMENTE RESTRINGIDO com o ALGORITMO NAO-RESTRINGIDO.

Exemplo de um algoritmo PARCIALMENTE RESTRINGIDO pa

ra busca em profundidade.

Procedimento BPPR(V);

Inicio
1. Visitar, marcar e introduzir v na pilha P;
2. Para w &€ Adj(v) efetuar
Inicio
3. Se w desmarcado entao BPPR(VW);
4. Se condigao entao
5. Desmarcar e retirar V da pilha P;
Fim
Fim

Complexidade: Depende da condicao. No pior caso sera ex

ponencial.
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3) BUSCA EM LARGURA LEXICOGRAFICA: (BLL)

A Busca em Largura Lexicografica € um tipo especial
de busca em largura, em que a fila usual de vértices € subs
tituida por uma fila de subconjuntos (nao ordenados) de ver
tices, que & algumas vezes refinada mas nunca reordenada.

Na Busca em Largura Lexicografica, os vertices de
um dado nivel nao sao examinados na mesma ordem em que eles
sao enfileirados, mas sim de acordo com uma prioridade que

depende de seus ancestrais.

3.1 ) ALGORITMO

0 método € o seguinte:

Entrada: Um grafo nao direcionado G=(V,E) representa

do por uma estrutura de adjacencias Adj(V),

veV.

Saida: Uma ordenacao o dos vertices.

Metodo: Os vertices sao numerados de n a 1 na ordem
em que eles sao selecionados na linha (3)

(Ver algoritmo BLL). Conforme sera verifica
do, esta numeracao fixa as posicoes de um es
quema de eliminagao o. Para cada véertice x,

o rotulo de x consistira de um conjunto de
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numeros listados em ordem decrescente. Os vér
tices podem, entao, ser lexicograficamente or
denados de acordo com seus rotulos (Ordem Tle
xicografica € justamente a ordem de diciona

rio, de maneira que 8651 < 874 e 532 < 5321).

Algoritmo BLL

Inicio

Para cada vertice vE&€ V, efetuar rotulo(Vv) = ¢;

Para i =n some -1 ate 1 efetuar

Inicio
Selecao: Escolher um vértice nao numerado v com maior

rotulo.

o(i) < v; /Isto determina para v o numero i/

Atualizacao: Para cada vertice nao numerado w € Adj(V)

efetuar Adicione i a rotulo(w);

Complexidade: O(|V] + |E|)
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3.2 ) PROPRIEDADES

Para cada va]or i, seja Ri(x) o rotulo de x quando a
proposigao (4) do algoritmo BLL € executada, isto &, quando o
i-ésimo vertice & numerado. Lembremos que o Tndice & decremen
tado em cada iteracao sucessiva. Por exemplo, Rn(x) = ¢ para
todo x e Rn-1(x) = {n} sss x & Adj(o(n)).

As seguintes propriedédes sao importantes:

5 se oT'(a) < TN (b) < oTM(c) e
c € Adj(a) - Adj(b), entao existe um vertice

d€ Adj(b) - Adj(a) com o '(¢) < o
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3.3 ) EXEMPLOS

Exemplo 1: Aplicar o Algoritmo BLL (visto anteriormente)

no grafo G = (V,E) abaixo:

Estrutura de adjacencia:

C
a >b, e
b+ a,c, d
b d
c>b, d
d > c, b, e
e »a, d
a e

0 vértice a @ selecionado arbitrariamente na linha 3 du

rante o primeiro passo. 0O desenvolvimento da rotulacao e

numeragao (n%) sao descritos abaixo:

rotulo no rotulo no rotulo noQ
a ¢ - a ¢ 5 a o
b| ¢ | - b |{5) | - b |{5) | 4
cl ¢ - ¢ - 7o {4y - M
d ) - d - d|{4} -
e | ¢ - e ({5} | - e [{b} | -
Rg (%) Rg(x) R3(x)
rotulo no rotulo no rotulo no
a () a ) 5 a b 5
b {5} 4 b |{5}| 4 b|{5}| 4
c {4} - c ({4,2}] - c 4,2} 1
d |{4,3}] - d |@,3] 2 d |@4,3r] 2
e | {5} | 3 e | {5} | 3 e {5} 3

Ry (X) Ry (x) Ry (X)
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¢ = lc, d, e, b, a] Ervore geradora de Busca em
Largura Lexicografica:

a

d C

Exemplo das Propriedades:

(Ly)  Seja i =3e j=2 = R3(d) <

A
=3
N
——
o
o
Pamn)
[ 4]
| A
—
o

{4}

A
v,
Y
-

(9%}
e
N
w

(Lp) i =3, 3 =2~ Ry(d) < Ryle) => Ry(d) < Ry(e)
{4} < {5} {4,3} < ({5}

(b) e bEAdj(d) - Adj(e)
2 < 3 < 4

ent 3 a € Adj(e) - Adj(d) com 0-](b) < a-](a)

4 < 5
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Exemplo 2: Idem para o grafo G' = (V',E') abaixo:

Estrutura de adjacéncia:

a~»~d, i, b

b » a, ¢
a .
c>b, i, d
& b d > a, e, i, ¢
e ~ f, i, d
c f > g, h, e
d g > f, 1
G' h » f, 1
i~>a,c, d, e, h, g
R N R N R N R N
a ¢ - a ¢ 9 a b a o |9
b o | - b {9} - b |{9}]| 8 b | {9}
c ¢ - c ¢ - c {8} - c |{8,7}] -
d ) - d {9} - d | {9} - d {9} 7
e 6 [ - e ) - e $ - e | {7} -
f ¢ - f - f ¢ - f ¢ -
g ¢ - g - g ¢ - g ¢ -
h ¢ - h - h é - h ¢ -
i o - i {9} - i {9} - i {{9,7}] -
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Rrvore Geradora de Busca em Largura
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{9}
{8,7,61
{9}
{7,6}

{6}
{6}
{9,7}
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¢
{9}
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{6}
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{93}
{8,7 ,6}
{9}
{7,6}

{6}
{6}
{9,7}

~ U ¢co w]| =

R

¢
{9}
{8,7,6}
{9}
{7,6}
{4,3,2}
{6}
{6}
9,7}

g 01 o0 W =

D N w

S a +Hh P a o T o

-

-

{9}
{8,7,6}
{9}
{7,6}
{4}
{6}
{6}
{9,7}

T @ 4 ® Ao 0 T o

{9}
{8,7,6}
{9}
{7,61}
{4,3,2}
{61}
{6}
{9,7}

DN W =g Ol o W =

Lexicografica
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4) BUSCA EM PROFUNDIDADE LEXICOGRAFICA (BPL)

A Busca em Profundidade Lexicografica € um tipo espe
cial de busca em Profundidade. Os vértices que serao buscados
na BPL segquirao em determinado critério ou método, que sera

descrito abaixo.

4.1 ) ALGORITMO

Entrada: Os conjuntos de adjacencia de um grafo nao di

recionado G = (V,E).

Saida: Uma ordenac¢ao o dos vértices

Metodo: Os vertices sao numerados de 1 a n na ordem

em que eles sao selecionados na linha 3 (Ver

algoritmo BPL).

Para cada vértice x, o rotulo de x consistira de um
conjunto de numeros listados em ordem decrescente. Os vérti-
ces podem, entao, ser lexicograficamente ordenados de acordo

com seus rotulos.
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Algoritmo BPL:

Inicio
1 Para cada vértice v& V efetuar rotulo (v) = ¢;
2 Para i = 1 some +1 atée n efetuar
Inicio
3. Selecao: escolher um vértice nao numerado v com
maior rotulo;
4. o(i) < v
5. Atualizagao: Para cada vértice nao numerado w € Adj(v)
efetuar adicione i a rotulo(w);
Fin.
Fim.

Complexidade: O(IVIZ) (Implementacao direta do algorit

mo) .

4.2 ) PROPRIEDADES

Para cada valor i, seja Ri(x) o rotulo de x quando a
proposicao 4 (do algoritmo BPL) € executada, isto e, quando o
i-8simo vértice & numerado. Lembremos que o indice € incrementa
do em cada iteracao sucessiva.

As seguintes propriedades sao importantes:
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(b) > 6 '(c) e cEAdi(a) -
Adj(b), entao existe um vertice d € Adj(b) -
Adj(a) com o-](c) > o-](d)

4.3 ) EXEMPLOS

Exemplo 1: Aplicar o Algoritmo BPL no grafo G = (V,E)

abaixo:
c .~

Estrutura Adjacencia:
a~>b, e

b d b > a, c, d
c+>b, d
d >c, b, e

a e

e » a, d

0 vertice a sera selecionado arbitrariamente no passo 3.
0 desenvolvimento do algoritmo para os demais vértices €

mostrado a seguir:



R N
a o} -
b b -
c ¢ -
d b -
e ¢ -
Ro(x)
R N
a ¢ 1
b {1} 2
c [ {2} 3
d |{2,3}]| 4
e {]94‘} -
R4(X)
Propriedades:
(LI]) j =3,
(L'2) J =3,
(L'y)

0-](d) > 0-](6) >0

4

D o O T @
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R N .R N R N
¢ | 1 a o | 1 a ) 1
{13 - b [{1}] 2 b {1} 2
¢ - c ({2} - c {2} 3
0 - d |{2}] - d |1{2,3}] -
{1y - e | {1} - e {1} -
R N
a o 1
b {11} 2
C {2} 3
d [{2,3}) 4
e |{1,4}] 5
R5(X)
= 2 > Ry(d) < Ry(d) (i < 3)
{2} < (2,3}
= 2 > Ry(b) < Ry(d) —> R3(b) < Ry(d)
{1y < (2% {1t < {2,3}
(i < J)

3 2
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-—

o = [a, b, c, d, €]

Rrvore Geradora de Busca em Profundidade Lexicografica

Exemplo 2: [Idem para o grafo G' = (V',E') abaixo:

Estrutura de Adjacéncia:
a~d, i, b
b »a, ¢

c b, i, d,

a
e~ f, i, d
wb f »g, h, e
g~> f, i
c h - f, i

d 'i"*ﬂ,C,d,e,h,g



Comegando
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com o vertice f:

s e e e e 6 e e ©
1

{4,3}
{4,3}

{3,2}
{1}

{3,1}
(3,1}
{2}

S @ - O o0 T oo

o

{4, 3}
{5}
{6,4,3}
{3,2}
{1}

{3,1}
{3,1}
{2}

R N R N R
o | - a 6 | - a | {3}
¢ | - b ¢ | - b ¢
¢ | - c| ¢ | - c | {3}
o | - d [{23] - d [{3,2}
1} - e 1{1}] 2 e {1}
¢ 1 f é 1 f ¢
{1} - g [{1}] - g ({3,1}
{1y - h ({1}] - h 1{3,1}
o | - i 23] - i | (2}
R N R N
a ({4,3}] 5 a {4,3} 5
b {51 - b {5} 6
c |{4,3} - c |{6,4,3}] -
d 1{3,2}]| 4 d | (3,2} 4
e {1} 2 e {1} 2
f ¢ 1 f ¢ 1
g [{3,1}] - g {3,1} -
h 13,13 - h| 3,13 | -
i | {2} 3 i {2} 3
R N. N
a | 4,3y | 5| a| (4,31 |5
b {5} 6 b {5} 6
c |{654,3}) 7 c |{6,4,3}| 7
d {3,21} 4 d {3,2} 4
e {1} 2 e 13} 2
f s 1 f ¢ 1
g {3,1} 8 g {3,1} 8
h | (3,13 | - h | 3,11 | 9
i {2} 3 i {2} 3
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o = [f, e, i, d, a, b, ¢, g, h]

Rrvore Geradora de Busca em Profundidade Lexicografica

5) CONCLUSAO

0s Algoritmos de Busca podem ser classificados em tres
categorias diferentes: Totalmente Restringidos, Nao Restringi-
dos e Parcialmente Restringidos. Os algoritmos Totalmente Res
tringidos tem complexidade Tinear, ou seja, O(|V| + |E|). A com
plexidade dos Nao Restringidos dependera do numero de caminhos
do grafo, o qual podera ser exponencial no tamanho do grafo, no
pior caso. E a complexidade dos Algoritmos Parcialmente Restrin
gidos dependera de uma certa condicao (dada por exemplo, nho pas
so (4) do Procedimento BPPR(v)) e podera ser também exponencial
no pior caso.

A Busca em Largura Lexicografica € um tipo especial de
Busca em Largura em que o exame de cada vertice & feito segun-

do certos critéerios, ou seja, cada vértice a ser explorado obe-

dece uma certa prioridade que depende de seus ancestrais. A com
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plexidade para este tipo de busca € linear: 0(|V| + |E|).

A Busca em Profundidade Lexicografica & tambem um ca
so especial de busca em profundidade em que cada vertice a ser
explorado obedecera a certos critérios. Este tipo de busca te
ra como complexidade: O(IVlz), no caso de fazermos uma imple

mentagao direta do algoritmo.
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CAPITULO VI

APLICAGOES

1) INTRODUGAO

0 presente capitulo € uma parte importante desta tese,
pois ele e composto por varios problemas que serao resolvidos.
utilizando as técnicas de busca estudadas nos Capitulos III ,
IV e V.

Para cada aplicagao, sera descrito o problema a resol
ver e, em certos casos, serao introduzidos novos conceitos em
grafos. Alem disso serao apresentadas as solucoes dos problemas,
usando como ferramenta os métodos de busca , e também serao ex
postos exemplos explicativos que muito auxiliam na compreensao
da técnica utilizada.

As referéncias bibliograficas aqui mencionadas nem sem

pre irao corresponder ao primeiro trabalho na area.
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2) APLICACAO - COMPONENTES CONEXOS

2.1) REFERENCIAS - REINGOLD, NIEVERGELT & DEO0S0; BAASE3; OUTRAS.

2.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Determinar os componentes conexos de um grafo nao direcio-

nado G = (V,E).

Um componente conexo de G € um subgrafo conexo maximo,

isto €, um subgrafo conexo que nao estd contido em algum maior

subgrafo conexo.
OBS.: BAASES3e REINGOLD, NIEVERGELT & DE0®0 sao apenas exem

plos de referencias para a aplicacao acima.Porém,nao

ha uma primeira referencia para este problema.

2.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE OU BUSCA EM LARGURA

0 problema de achar os componentes conexos de um grafo
nao direcionado G € muito simples. Uma das maneiras de resolve-
To € usar a tecnica de busca em profundidade, ou seja: comegan
do em um vertice arbitrario, efetua-se uma busca em profundida
de (caracterizando-se um componente); e se restarem vértices des
marcados , repéte-se o procedimento (caracterizando outro(s) com
ponente(s)). |

Em REINGOLD, NIEVERGELT & DE0®0 & apresentado um Algo-
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ritmo simples que determina um unico numero, compnum(v), para
cada vertice w pertencente ao componente no qual o vértice v
ocorre. A complexidade deste algoritmo € tambem O(|V| + |E|), co
mo o Algoritmo B.

A referencia BAASE3 apresenta um Algoritmo de Busca em
Profundidade mais detalhado, que também resolve o problema aqui
descrito, e cuja complexidade & O(|V] + |E]).

Uma outra tecnica que pode ser aplicada para de te rmi
nar os componentes conexos de um grafo nao direcionado G=(V,E)
€ a de Busca em Largura. Este método também tera  complexidade
igual a O(|V] + |E]).

0 que podemos concluir € que tanto a Busca em Profundi
dade, como a Busca em Largura, sao duas técnicas diferentes, e
ao mesmo tempo eficientes, para se resolver o problema de achar
os componentes conexos. Devido a simplicidade deste problema, ou

tros tipos de busca também poderao resolve-lo.

2.4 ) EXEMPLO

Achar os componentes conexos do grafo nao direcionado

G = (V,E):

Estrutura de Adjacencia:

a b, c g->f, h m-> p
b »a, c, d h > f, g

c > a, b, d, e i >

d ~b, c, e J~ i, k

e » C, d k - j
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Aplicando a Técnica de Busca em Profundidade (0 Algoritmo
de REINGOLD, NIEVERGELT & DE069).

Seja a o vertice inicial a ser buscado. Obteremos compnum
(a) « 1; assim como os demais vertices do 10 componente co

nexo terao o valor de compnum(x) <« 1 (x=a,b,d,e,c).

Similarmente: o 29 componente conexo tera
compnum( x) < 2 (x = f, g, h)
o 30 componente conexo tera |
compnum(x) <« 3 (x =1, J, k)
o 40 componente conexo tera

compnum(x) <« 4 (x = p, m)

A floresta geradora de busca em profundidade sera:
fe i D
g j m
h K

Logo, a Busca em Profundidade particiona o grafo G em 4

componentes conexos.
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3) APLICACAO - COMPONENTES BICONEXOS

3.1) REFERENCIA - TARJAN7!

3.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - AHOl; BAASE3; GOLUMBIC33; REINGOLD,

NIEVERGELT & DEQ®0O,

3.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Determinar os componentes biconexos de um grafo nao dire-

cionado G = (V,E).

Seja G = (V,E) um grafo nao direcionado conexo. Se

G-v e desconexo entao vV & um vértice de articulacdo. Um grafo

conexo com|V|>2 e sem veértices de articulacdo & dito biconexo

ou nao separavel. Um grafo que contem um vértice de articula

cao € chamado separavel.

Propriedade (1): Se v @ um vertice de articulagao entao

existem dois vertices u,w tais que Vv se

encontra em todo caminho de u para w.

Um Componente Biconexo ou Bloco de um grafo & um sub
grafo biconexo maximo, isto &, um subgrafo biconexo que nao es

ta contido em algum maior subgrafo biconexo.
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3.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Usamos a tecnica de Busca em Profundidade para encon-
trar os vertices de articulacao e componentes biconexos de um
grafo nao direcionado G = (V,E).

Em resumo, o Algoritmo para resolver o problema aqui

descrito faz o seguinte:

1) Testa se um vertice na arvore geradora de busca em
profundidade € um vértice de articulagao. Temos o seguinte re
sultado:

Resultado: Em uma estrutura de busca em profundidade,
um vertice v, diferente da raiz, & um vértice de articulacdo se
e somente se existe um filho w de v, tal que nao ha aresta de
retorno da subarvore de raiz W, para algum ancestral proprio
de v. Por outro lado, a raiz da busca € vértice de articulacao

se e sO se possuir mais de um filho.

2) Apos reconhecermos os vertices de articulacao, po
demos também determinar os componentes biconexos aplicando a
busca em profundidade e armazenando as arestas em uma pilha a
medida que elas sao exploradas. As arestas que estao armazena-
das na pilha, quando voltamos a um vértice de articulacao, for

mam um componente biconexo.

Com a finalidade de reconhecer um vértice de articula
¢cao, sera preciso computar, durante a busca em profundidade |,

uma nova funcao, lowpt(v), para cada vertice v no grafo G (Ver
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TARJAN7! e REINGOLD, NIEVERGELT & DE0®0). Definimos a funcgao
Towpt: V -~ V. da seguinte forma: Towpt(v) =w onde We o num
do vertice mais proximo da raiz da arvore geradora de Busca
em Profundidade (T), que pode ser atingido a partir de v des
cendo em T atraves de zero ou mais arestas, e subindo em T
por apenas uma aresta de retorno.

Em outras palavras, lowpt(v) € o menor valor de
num(x), onde x € um vertice do grafo que pode ser alcangado
de Vv seguindo uma sequencia de zero ou mais arestas de arvore

seguidas por no maximo uma aresta de retorno.

Propriedade (2): v diferente da raiz @ um vértice de ar

ticulacao se e somente se v possui um

filhow em T tal que: lowpt(w) =V ou Ww.

Como o algoritmo para achar os componentes biconexos
de um grafo G=(V,E) € uma busca em profundidade, com uma quan
tidade constante de trabalho extra feita quando cada aresta e

explorada, o tempo requerido € claramente O(|V]| + |E]|).

3.4) EXEMPLO

Achar os componentes biconexos do grafo nao direcionado

G = (V,E):
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Grafo G = (V,E) Estrutura de adjacencia:

a~»b,e, f, g
i c b »a, c, d, e
c~b, d
« 2 d d>b, c
g
e »a, b, f
f e f>a, e

g+ a, h, i
h - g, i
i > g, h

V| NUM(V) LOWPT (V) Estrutura de Busca em Profundidade

a 1 1 ]

b 2 1

c 3 2

d 4 2

e 5 1

f 6 1

g 7 7

h 8 7

i 9 7

0s valores de lowpt estao ao lado dos vértices e os verti

ces de articulagao estao marcados com * e sao: a, b, e g.

(Verificar pelas Propriedades (1) e (2)).
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Logo, os componentes hiconexos de G = (V,E) serao:

(Ver Algoritmo de TARJAN71).

0BS.: A identificacao dos vertices de articulagao e dos
componentes biconexos de um dado grafo € muito im
portante quando um grafo € representado por uma re
de de comunicagao ou transporte. Suponha, por exem-
plo, que os vertices sao estacoes de telefones e as
arestas sao linhas de telefones. Se o grafo € bico
nexo, o sistema ainda pode ser operado no caso em
que uma estagao nao funcione. Portanto, o problema
de determinar se um grafo € biconexo € importante ,
como também & o de encontrar os vértices de articula

cao que podem desconecta-lo.

3.5) GENERALIZAGOES

Informalmente falando, um grafo biconexo tem dois ca
minhos disjuntos entre cada par de vértices. Podemos definir
triconectividade (e em geral, k-conectividade) como sendo a

propriedade de ter tres (em geral, K) caminhos entre algum par
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de vertices. Um algoritmo eficiente para achar os componentes
triconexos, que tambem usa busca em profundidade, foi desenvol
vido por Hopcroft e Tarjan em 1973 (Ver TARJAN & HOPCROFT77),
mas ele € muito mais complicado que o algoritmo para achar os

componentes biconexos.

0BS.: A determinagao eficiente dos componentes K-cone

xos de um grafo € um problema ainda em aberto.

4) APLICAGCAO - COMPONENTES FORTEMENTE CONEXOS

4.1) REFERENCIA - TARJAN7!

4.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - AHO!; BAASE3; REINGOLD, NIEVERGELT §

DEQ®O,

4.2) DESCRIGAO DO PROBLEMA

Determinar os componentes fortemente conexos de um digrafo

D = (V,E).

Um digrafo D &€ fortemente conexo se existe pelo menos

um caminho direcionado entre cada par ordenado de vertices.

Um componente fortemente conexo de um digrafo & um sub

grafo fortemente conexo maximo.
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4.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Aplicamos a tecnica de busca em profundidade para de
terminar os componentes fortemente conexos de um dado digrafo
D = (V,E).

Ja vimos que na busca em profundidade em um digrafo, as
arestas sao particionadas em quétro categorias: arestas de ar
vore, arestas de retorno, arestas de avanco e arestas de cruza

mento.

Nota: (1) As arestas de avanco podem ser ignoradas,

visto que elas nao afetam a conectivida-
de forte.

(2) As arestas de retorno e cruzamento que
comegam em v podem ir somente a vértices

x em que num(v) > num(x).

Sejam v e w no mesmo componente fortemente conexo de
D e supoe-se, sem perda de generalidade, que num(v) < num(w)
Por definigao, existe um caminho p em D de v paraw. 0 caminho
p nao deve conter arestas de cruzamento de uma arvore da flo-
resta geradora de busca em profundidade para uma outra arvore,
desde que num(v) < num(w) e as arestas de cruzamento vao somen

te para os vertices com menor numeragao, isto é:

W

Arvore Krvore

e impossivel.
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Existe necessariamente uma subarvore em que suas ares
tas de cruzamento e arestas de retorno contém p; seja r a raiz
da subarvore minima. Por causa de minimalidade da subarvore,

se p nao passa por r, temos:

r

que €& impossivel. Entao p passa por r, implicando que r esta
no mesmo componente fortemente conexo que ve w, Conclui-se
que se S & um componente fortemente conexo de G, entao os ver
tices de S definem uma arvore que € um subgrafo da floresta ge
radora. A volta desta afirmagcao nao & verdadeira; nem toda sub
arvore corresponde a um componente fortemente conexo.

A identificagao das raizes das subarvores, correspon
dendo aos componentes fortemente conexos,nos permitira identi-
fica-los, do mesmo modo que reconhecer os vértices de articula
cao nos permitiu identificar os componentes biconexos. Para re
conhecer essas raizes, TARJAN (em TARJAN71) define a fungao

Towlink(v) como sendo o numero do vértice com menor numeragao

no mesmo componente fortemente conexo que v,que pode ser alcan
cado seguindo uma sequencia de zero ou mais arestas de arvore
seguidas de no maximo uma aresta de retorno ou uma aresta de
cruzamento. Estes valores de lowlink nos dao a informagao que
precisamos para encontrar as raizes dos componentes fortemente
conexos, pois v € uma raiz se e s0 se lowlink(v) = num(v). Estes
valores de lowlink podem ser facilmente computados durante uma
busca em profundidade.

A complexidade do Algoritmo (Ver TARJAN71) para determi
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nar o problema aqui mencionado sera tambem O0(|V| + |E|).

4.4)

EXEMPLO

Determinar os componentes fortemente conexos do digrafo

D = (V,E) abaixo (Figura(VI.1)).

Digrafo D (V,E)

Figura VI.]

Estrutura de Adjacencia:

a > b

b + ¢, h

Estrutura Direcionada de
Busca em Profundidade.

Figura VI.Z2
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A Fignﬂ(VLZ) mostra uma Srvore geradora direcionada de Bus
ca em Profundidade com os valores de lowlink entre [ ] e

as raizes dos componentes marcadas com * .

v | NUM(v) LOWLINK

a 1 1]«
b 2 1

o 3 3 <
d 4 3

e 5 3

f 6 6 <
g 7 4

h 8 1

Logo, os componentes fortemente conexos de D = (V,E) sao:
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5) APLICACKO - ORDENACAO TOPOLOGICA

5.1) REFERENCIA - KNUTH%7

5.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - GOLUMBIC33; REINGOLD, NIEVERGELT &

DE0® O,

5.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Determinar uma ordenacao topologica dos vértices de um di

grafo aciclico D = (V,E).

Em outras palavras, o problema acima seria: determi-
nar uma rotulacao dos vértices de um digrafo aciclico D= (V,E)
com inteiros 1,2,...,|V], tal que se existe uma aresta direcio
nada do veértice Vi para o vertice Vs entao i < j.

Assim, dado um numero n e um conjunto de pares intei
ros (i,j),ondel < i, j <n, o problema de ordenagao topologi-
ca € encontrar uma permutacao XqsXgsewosXp de {1, 2, ...,n}
tal que i aparece a esquerda de j para todos os pares (i,j)que
estao na entrada. E conveniente denotar os pares de entrada pe
la relacao "i € j" e le-se "i precede j".

0 problema de ordenacao topoldgica € equivalente a se
arranjar os vertices de um grafo direcionado em uma linha reta
(ordem linear), de modo que todas as arestas vao da esquerda para
a direita. Um tal arranjo € possivel se e somente se nao exis
tem ciclos orientados no grafo, isto €, se e somente se na en

trada nao existem relacoes da forma: iy iy, i, <ig, g < igs
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. 1k < i], para k > 1.

5.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Uma aplicacgao simples da técnica de busca em profundi
dade em digrafos 3 determinar a ordenagao topologica de um di
grafo aciclico.

A ordenacao topologica comeca encontrando um vertice
de D = (V,E) que nao tem arestas divergentes (tal vertice deve
existir se D & aciclico) e marca este vértice com o maior nume
ro, a saber |V|. Este vertice € retirado de D, juntamente com
todas as arestas convergentes a ele. Como o digrafo que restou
& tambem aciclico, podemos repetir o processo e marcar o verti
ce que nao tem arestas divergentes com o maior numero ainda
nao utilizado, a saber |V| -1 e assim por diante. Para conser
var o algoritmo com O(|V| + |E]), devemos evitar buscar o  di
grafo modificado por um vértice que nao tem arestas divergen -
tes.

Fazemos, entao, a execucao de uma simples busca em
profundidade em um dado digrafo aciclico. Em adig¢ao ao usual num,
precisamos de um outro, que chamaremos rotulo, de tamanho =|V|,
para conservar os rotulos dos vertices ordenados topologicamen
te. Logo existe uma aresta (u,v) em D, entao rotulo(u) < rotu-
To(v).

A complexidade do algoritmo para resolver o problema
aqui descrito @ O(|V| + |E|), visto que cada aresta € explo-

rada uma vez.
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5.4) EXEMPLO

Determinar a ordenacao topologica dos vértices do digrafo

aciclico D = (V,E) abaixo:

Digrafo D = (V,E) Estrutura de adjacencia:
b £ a ~b, c, d
b »~¢c, f
“'I"V c>d, e, f
a g d e, g
e >~ f, g
d f-g
g > -
v NUM(v) ROTULO(V)
a 1 1
b 2 2
c 3 3
d 4 4
e 5 5
f 6 6
I ]

Logo, os vertices do digrafo D estao ordenados topologica

mente, como pode ser visto a seguir:
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0BS.: (1) 0 Digrafo abaixo nao esta ordenado topologica-

mente:

5
(2) A ordenacao topologica € util na analise de re
des de atividade, onde um projeto grande e com
plexo esta representado por um digrafo em que
os vertices correspondem aos objetivos no pro
jeto e as arestas correspondem as atividades.
A ordenacgao topologica fornece uma ordem em

que os objetivos podem ser alcangados.
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6) APLICACAO - COMPONENTES FRACOS

6.1) REFERENCIAS - TARJAN73; PACAULTSS,

6.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - TARJAN7!; GRAHAM, KNUTH & MOTZKINS3"

6.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Determinar os componentes fracos de um digrafo D = (V,E).

Sejam v e w dois vertices em um grafo direcionado D.

Existe um nao-caminho de v para w se nao existe um ca

minho de v para w.

Se existe um nao-caminho de Vi para Vi+1 para 1<1i <n,

entao VisVgseees Vg € uma sequencia de passos de nao-caminhos

de Vi para v,.

0 conceito de componentes fracos de um grafo direcio-

nado foi tratado por GRAHAM, KNUTH & MOTZKIN3"*, da seguinte ma

neira: dois veértices v e w pertencem ao mesmo componente fraco

se eles pertencem ao mesmo componente forte (isto e, se existe
um caminho direcionado de v para w e de w para V) ou se existe
uma sequencia de passos de nao-caminhos de Vv para w e de W pa

ra v .
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6.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Em PACAULT®> e apresentado um algoritmo para encontrar
os componentes fracos de um digrafo D = (V,E), com O(|V| + |E]).

Na referencia TARJAN73, Tarjan apresenta um outro algo
ritmo (abaixo passos (1), (2) e (3))com complexidade O(|V|+|E|)
que & parecido com o de Pacault , mas €& mais direto. Ele wutili
za o metodo de busca em profundidade e fornece os componentes
fracos do digrafo dado.

Passos do Algoritmo de TARJAN:

(1) Encontrar os componentes fortes Ci de D e reduzir
cada um a um simplesvértice i, com uma aresta (i,j) no novo grafo
se e somente se existe uma aresta (v,w) em D com vE(% e w€ Cj
0s componentes fracos do grafo aciclico resultante correspondem
aos componentes fracos de D. A reducao dos componentes fortes

requer O(|V| + |E|) tempo usando busca em profundidade. (Ja vis

to no algoritmo da aplicagao anterior 4). Daqui por diante sera

suposto que D € aciclico.

(2) Numerar os vertices de D de 1 a |V|; entao  todas
ds ‘arestas vao de um vértice com numeracao mais baixa para um
com numeracao mais alta.

Esta operacao € chamada ordenacao topologica dos
vértices de D e pode ser executada com O(|V| + |[E|) tempo usan-

do busca em profundidade (Ver aplicagao 5). Daqui por diante as

sumiremos que os vértices sao identificados por numero.
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Resultado Importante: Os vertices de qualquer com

ponente fraco de D sao consecutivos (na mencionada ordenagao )

(Ver prova em TARJAN73),

(3) A referencia TARJAN73 apresenta nesse passo (3) um
programa escrito em ALGOL-LIKE para calcular os componentes fra
cos. 0 tempo total de execucao do passo (3) € O0(|V| + |E|).

Podemos entao concluir que os passos (1) - (3) for
necem um algoritmo para encontrar os componentes fracos de um

digrafo D e com complexidade total de O(|V| + |E|).

6.4) EXEMPLO - Dado o digrafo D = (V,E) abaixo, determinar

‘0os componentes fracos de D.

Digrafo D = (V,E) Estrutura de Adjacencia:
a b, c, d, e, f

b » -
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Usando a técnica de busca em profundidade, iremos en

contrar os componentes fortes de D (como ja foi usada na Apli

cacao (4) anterior). Eles sao:

=}

o

Aplicando o passo (1) do algoritmo aqui descrito, ob

temos o segquinte grafo aciclico:

Depois de aplicar os passos (2) e (3) do algoritmo,

chegamos a conclusao que os componentes fracos de D= (V,E) sao:

{h, g, a, f+ , {i, ¢, j¥ , {b, d, e}
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7) APLICACKO - TODAS AS ORDENACUES TOPOLOGICAS

7.1) REFERENCIAS - KNUTH & SZWARCFITER46

7.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - REINGOLD, NIEVERGELT & DEQ60

GOLUMBIC33; KNUTH*7

7.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Gerar todas as solucoes do problema de ordenagao topologi

ca.

A solucao para o problema de ordenacao topologica nao
e unica. Assim, na aplicagao descrita acima, queremos um algo
ritmo para gerar todas as ordenagoes topologicas. Tal algorit
mo serve como um exemplo instrutivo para varios problemas ge
rais importantes tais como backtracking, procedimentos para
trans formar recursao em iteracao, manipulacao de estruturas de

dados e criacao de programas bem estruturados.

7.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Uma maneira natural de resolver o problema acima e:
seja X1 um elemento que nao tem predecessores; em sequida reti
ramos todas as relacoes da forma Xq < j; seja Xo um elemento
di ferente de Xy e sem predecessores; entao retiramos todas as

relagoes da forma x, < j, etc. Nao e dificil verificar (Ver
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KNUTH*7) que este metodo sera sempre bem sucedido, a menos que
exista um ciclo orientado na entrada. Além disso, de certa for
ma, esta € a unica maneira de proceder, visto que xy deve  ser
um elemento sem predecessores, e Xo deve ser sem predecessores
quando todas as relacoes X1 < j sao retiradas, etc. Esta obser
vacao leva, naturalmente, a um algoritmo que encontra todas as

solugOes para o problema de ordenacao topologica; ele € um exem

plo tipico de uma procedure "backtrack" ou uma "busca em profun-

didade", onde em cada estagio consideramos um subproblema dafor

ma: "Encontrar todas as maneiras de completar uma dada permuta
cao parcial X1sXp. .. X, segundo uma ordenacgao topologica Xy s Xp s
X" 0 método geral € ramificar todas as possiveis escolhas

de Xpa1 -
A referencia KNUTH & SZWARCFITER"® apresenta um algo-
ritmo para resolver o problema de gerar todas as ordenagoes to

pologicas, e tem como Complexidade: O(|V| + |E|) por ordenagao

gerada. Logo, se existem S ordenacoes, a complexidade & O(|V| +

[E} S).

M\

0BS.: Seja |V] = n. Se S & maximo entao o problema

equivalente a gerar todas permutacoes de 1,2,...
l

., N >SS =n

Porém, no pior caso, quando S &€ muito grande, a
I

complexidade do algoritmo € melhor do que n.n
pois € e.n! ou seja:
n+n(n-1) +n(n-1) (n-2) +... +n![ﬁ! e] -1 =¢e

constante por permutacao, em media.
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7.4) EXEMPLO
Gerar todas as ordenacoes topologicas do digrafo D' = (V,E)

abaixo:

Temos como entrada:

1<3,2<1,2<4,4<3,4¢«K5

Aplicando o algoritmo de KNUTH & SZWARCFITER%*®, na saida
teremos a impressao de cinco solucoes, ou seja, todas as

ordenacoes topologicas de D'; que sao:

D = {2} D= {1,4} D = {4} D = {3,5}
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D = {2} D= {1,4} D =1{1,5}
D= {1}

8) APLICACAO - FECHAMENTO TRANSITIVO

8.1) REFERENCIA - SCHNORR®5

8.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - ROY®3; WARSHALL79; FISCHER &

MEYER27; ARLAZAROV,iDINIC, KRONROD

& FARADZEV2; EBERT?2; BLONIARZ ,
FISCHER & MEYER?.

8.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Construir o fechamento transitivo de um digrafo D.

Seja D = (V,E) um digrafo. Seu supergrafo gerador maximo

que preserva a a]cangabilidade de D e denominado fechamento

transitivo.

Suponhamos que os vertices de D sao representados pelo
conjunto: {1, 2, ... n}.

Sejam as listas de adjacencias de D:

L: = {j| 3 aresta de i para j}, para i = 1,2,..., n
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Seja m =
.i
Sejam L: = {j| 3 aresta de j para i} i = 1,2,..., n

|IL1 || o numero de arestas em D.

n ~ >3
j—

as listas de adjacencias de arestas reversas do digrafo D. 0
vertice j € chamado um sucessor de -i se existe um caminho de

i para j. Neste caso, i € chamado um predecessor de j.

8.3) METODO - BUSCA EM LARGURA OU BUSCA EM PROFUNDIDADE

Algoritmos que constroem o fechamento transitivo de
um digrafo dado merecem consideravel atencao. ROY®3 e mais
tarde WARSHALL7® propuseram um algoritmo que requer 0(|V|2)
passos. Em 1970, ARLAZAROV, DINIC, KRONROD & FARADZEDZ?, publi
caram um algoritmo com limite de tempo O(IVI3 / log |V|). FIS
CHER & MEYER® aplicaram a rapida matriz de multiplicacao de
Strassen e obtiveram um algoritmo para fechamento transitivo

81y . BLONIARZ, FISCHER & MEYER? tam

com limite de tempo O(|V|2
bem propuseram um algoritmo com tempo meédio 0(|V|2 log |V]).

Recentemente, EBERT apresentou um algoritmo que wusa
busca em profundidade para computar o fechamento transitivo e
que gasta O(max (|V] . |E], |V|2) ) operacgoes.

A 0 algoritmo que tomaremos como referencia para aapli
cagao aqui descrita ( o fechamento transitivo) & o de SCHNORR.
Em SCHNORR®> ha uma descrigcao informal do a]gorifmo usado e
que consiste de 5 estagios. Um desses estagios € a aplidacao
da tecnica de busca em largura para achar uma lista S, de su

cessores, para cada vertice i. 0 tempo esperado de execucao

do algoritmo de SCHNORR € O(n +m*), onde m* &€ o numero de
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arestas no fechamento transitivo.

8.4) EXEMPLO

Achar o fechamento transitivo para o digrafo D = (V,E)

abaixo:

Aplicando os 5 estagios do algoritmo de SCHNORR®S:

Listas de adjacencias: Listas de adjacencias de arestas
reversas:
- r _
L] = {2} L1 = {5}
Y‘_—
L2 = {3} L2 = {1,4}
- g ro_
L3 = {4} L3 {2}
_ ro_
L4 = {2} L4 {3,51}
r—,
L5 = {1,4} L5 = {1}
Sucessores: Predecessores:
S] = {2,3,4} P] = {5}
52 = {3,4} P2 = {1,3,4,5}
33 = {2,4} P3 = {1,2,4,5}
54 = {2,3} P4 = {1,2,3,5}
55 = {1,2,3,4} P5 = { }
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Para achar os sucessores Si’ utilizamos a técnica de busca

em largura. (Ver algoritmo em SCHNORR®S),

|5) +1=3+1- 4

Isll=3 < 4
Is,ll=2 < 4
Isgll=2 < 4
Isgll=2 < 4
Isgll=4 = 4

As listas de adjacencias do fechamento transitivo sao da-

das por:

L*os L*; =51.u.{j 1€ PV ISl = IIpyll = [%J+ 1}
L,*=1{2,3,4} U {2,3,4y U {} = {2,3,4}

Lo* = {3,4} U (3,4} U {1 = {3,4}

L% =1{2,4} U (2,4} U {1} = {2,4}
L,*=12,3} U (2,3} U {1} = {2,3}
L5*={],2,3,4}U {1,2,3,41 U {2,3,4} = {1,2,3,4}

Logo, o fechamento transitivo de D sera:
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9) APLICACAO - TODOS 0S CAMINHOS DE UM GRAFO

9.1) REFERENCIAS - —

9.2) DESCRIGCAO DO PROBLEMA

A partir de um vertice qualquer s de um grafo G (nao-dire
cionado ou direcionado), achar todos os caminhos simples

existentes em G.

Seja G = (V,E) o grafo dado.
Seja s o vertice dado.

Caminho simples e aquele em que todos os vertices sao dis

tintos.

9.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

0 algoritmo de Busca em Profundidade para resolver o

problema descrito acima € classificado como NAO-RESTRINGIDO ,

ou seja, um vértice pode ser explorado mais de uma vez, logo
uma aresta podera ser explorada mais de uma vez. (Ver Capitulo
V anterior).

0 algoritmo sera:
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Procedimento BP(v);

1. Visitar e marcar V; Introduzir v na Pilha;
2. Listar pilha;
3. Para w € Adj(v) Faca Se w desmarcado

entao BP(w);

4, Desmarcar v; Retirar v da pilha

A COMPLEXIDADE deste algoritmo sera: O(|V| + |E|) por cami

nho.

9.4) EXEMPLO

A partir do vertice s, achar todos os caminhos simples

existentes no grafo G = (V,E) abaixo:

Estrutura de adjacencia:

d
> s > a, b, d
a > S, b
c
b »-a, s, d, ¢
a b c b, d

d > c¢c, b, s

Aplicaremos o algoritmo aqui descrito, sendo s o primeiro
vértice a ser explorado. E assim, recursivamente, iremos
explorar os demais veértices, listando todos os caminhos

simples existentes em G que sao:



109

S s bdc

s a S.b c

s ab -s b cd

s abd s d

s abdc s dc

s abc s dcb

~s abcd S dcba

) s db

s b a s db a

s b d s db c

10) APLICAGAO - TODOS 0S CAMINHOS MAXIMAIS DE UM GRAFO

10.1) REFERENCIAS - —

10.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

A partir de um vértice qualquer s de um grafo G (nao-di
recionado ou direcionado), achar todos os caminhos sim

ples maximais existentes em G.

Sejam: G = (V,E) o grafo dado e 5 o vértice dado.

Caminho Simples: € aquele em que todos os vertices sao

distintos.

Caminho Maximal: o caminho VisVoseens Vi e dito ser um

caminho maximal de um grafo G quando ele for simples e
nao existir nenhum caminho do tipo: ViaVoeeus Vi z, on

de z @ um vértice de G diferente de vy,... vy.
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10.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

0 algoritmo de Busca em Profundidade para resolver o

problema aqui descrito , € classificado como NAO-RESTRINGIDO.

(Ver Capitulo V anterior). Ele sera:

10.4)

Procedimento BPM (v);

FLAG(v):= FALSO;

us= PAI(v);

Visitar e marcar v; Inserir v na Pilha;

Para w € Adj(v) Faca Se w desmarcado entao FLAG(v):= VERD
/ BPM(w);

Se FLAG(v) = FALSO e u # w

entao Listar Pilha.

Desmarcar v; Retirar v da pilha;

A COMPLEXIDADE deste algoritmo sera O(|V| + |E|) por cami

nho.

EXEMPLO

A partir do vertice s, achar todos os caminhos simples ma

ximais existentes no grafo G = (V,E) a seguir:
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Estrutura de adjacencia:
S ~a, b, d

a »~b, s

b ~»d, c, a, s

c~>b, d

d >c, b, s

Inicialmente aplicaremos o algoritmo BPM(s) para o vérti

ce s; Depois: BPM(a)

, BPM(b) , BPM(d) .

FLAG(a)=Verd , FLAG(b)=Verd , FLAG(d)=Verd,

BPM(c)

FLAG(c)=Falso

Aqui chegamos no passo (4) e entraremos no entao do Se

listando o caminho maximal: s a b d c.

Continuando a aplicar o algoritmo, teremos como resulta-

do final os seguintes

s abd

S

)

a
b
b

b

c

caminhos maximais:
c

d



112

OBS.: A arvore que encontra os caminhos maximais serd ex
ponencial. No pior caso (por exemplo, quando o gra

fo & completo), o numero de vértices sera (n-1)!

11) APLICACAO - CICLOS SIMPLES DE UM GRAFO

11.1) REFERENCIAS - SZWARCFITER & LAUER®7

11.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - MATETI & DEO0®3; JOHNSON“2;

WEINBLATT®® ; TARJAN7%; KARAYIANNIS
& LOIZOU"H,

11.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Enumerar todos os ciclos simples de um grafo (direciona

do ou nao direcionado).

0 problema de enumerar todos os ciclos simples de um
grafo nao direcionado tem muito em comum com o problema de enu
merar todos os ciclos direcionados de um digrafo, e podemos con
sidera-los em paralelo.

De fato, qualquer algoritmo que enumera todos os ci
clos de um digfafo pode ser usado para enumerar todos os ciclos

de um grafo nao direcionado, com uma pequena alteracao.

Seja: C -~ Numero de ciclos simples de um digrafo

D = (V,E)
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11.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

A maioria dos melhores algoritmos conhecidos para enu
merar os ciclos simples de um digrafo sao baseados na técnica
de busca em profundidade.

Entre o grande numero de algoritmos de ciclos analisa
dos por Prabhaker e Deo (Ver MATETI & DEO0°3), o algoritmo  de
JOHNSON apresenta um melhor limite de tempo e espago, particu-
larmente um Timite Tinear com o tamanho do grafo, por ciclo.

Szwarcfiter e Lauer também apresentam um algoritmo
que tem um Timite de tempo e espago de pior caso semelhante ao
de Johnson. Contudo o limite do algoritmo de Szwarcfiter € sem
pre menor ou igual ao de Johnson. (Complexidade no pior caso:
de tempo = 0(|V| + |E|)C e de espago = 0(1V| + |E|), em ambos
os algoritmos).

Um dos primeiros algoritmos que utilizava busca em
profundidade para enumerar todos os ciclos simples usava um al

goritmo BACKTRACK nao restringido. Ele empregava a técnica de

construir caminhos simples a partir de um vértice idinicial s.
(Chamado vértice de partida em uma pilha). Um vértice v & mar
cado e inserido na pilha. Depois que v & retirado da pilha (so
no caso em que VvV = s), €& realizada uma operagao "DESMARCAR" que
para tal algoritmo significa "Desmarcar Vértice v".

Para Tarjan (Ref. TARJAN7%) "DESMARCAR" seria: "Se v
estava envolvido em um ciclo entao desmarque vV e todos os Vér-
tices de um conjunto Z, que consiste dos vértices que sao mar-
cados e entraram na pilha por ultimo, depois de v". Devido a

tais restricoes, o algoritmo de TARJAN passa a conter um algo
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ritmo BACKTRACK par¢ialmente restringido.

Para Johnson (Ref. JOHNSON“2), "DESMARCAR" seria: "Se
v eétava envolvido em um ciclo entao desmarque v e todos 0s
vértices de um conjunto L7, & L. Zy consiste de vértices
x € Z, para os quais existe um caminho de x para v, envolvendo
somente vértices de Z". 0 algoritmo de Johnson & tambem parci-

almente restringido. Observagao: tal algoritmo acha primeiro

os componentes fortemente conexos do grafo, e a partir de cada
componente, acha os ciclos.

Para Szwarcfiter e Lauer (Ref. SZWARCFITER & LAUER67)
"DESMARCAR" tem o mesmo significado que o algoritmo de Johnson,
exceto no caso em que as arestas que levam a vértices x desmar
cados recentemente sao inseridas de novo nas listas de adjacég
cia.

A principal diferenca entre o algoritmo de Johnson e
o de Szwarcfiter e Lauer, € que este ultimo descobre um ciclo
simples logo que ele e gerado, ou seja, logo que ele apareca

nas posicoes do topo da pilha.

11.4) EXEMPLO

Dado o digrafo D = (V,E), enumerar todos os ciclos de D.
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f Digrado D = (V,E)

Aplicando o algoritmo de SZWARCFITER & LAUER:

Estrutura de adjacencia: Componentes fortemente cone-
a > b xos do digrafo D acima:
0
b > c, d 10) a b de
c > - 29) ¢
d>a, c, e 30) f, g, h
e > a Para cada componente conexo
serao achados os ciclos ne
f>e,g le contidos.
9+e,h
h - f
Por exemplo, para o componente - 19) a b d e

Estrutura de Adjacencia do 19 componente

a -

b »
d »

b
d
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Seja s = a (inicial)

Vv=d; w=a=S5 Vv=e; w=a-=S5
listar o ciclo: e listar o ciclo:
d abda d abdea
b b
a a

Logo:

Para o 10 componente, temos os ciclos: (a b d a) e
(a b de a)

Para o 39 componente, temos o ciclo: (f g h ¥f)

12) APLICAGCAO - MENOR CAMINHO EM DIGRAFOS ACTCLICOS VALORADOS

12.1) REFERENCIA - - SZWARCFITER®S

12.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Encontrar o menor caminho em um digrafo aciclico valora-

do.

Problemas de menores caminhos constituem uma area im

portante em a]goritmos de grafos, principalmente porque exis
tem diferentes aplicacoes que utilizam tais algoritmos.

Digrafos aciclicos constituem, também, uma classe im

portante de digrafos, com muitas aplicacoes especificas.
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A referéncia SZWARCFITERSS apresenta diferentes pro
blemas para encontrar menores caminhos em digrafos aciclicos,
tais como: problema de menor caminho entre dois vertices; meno
res caminhos de todos os vértices a um vertice fixo, e de um
vertice fixo a todos os vértices; menores caminhos entre cada
par de vértices, etc.

Seja D = (V,E) um digrafo aciclico, cujas arestas pos

suem valores.

12.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

0BS.: Apesar de antigo, € desconhecido o autor do primei

ro algoritmo linear para o problema acima descrito.

Szwarcfiter apresenta um algoritmo para achar o menor

caminho entre dois vertices, que utiliza uma procedure back-

tracking recursiva (PATH), que executa uma busca em profundida

de no digrafo. No final desta busca, o menor caminho de um ver
tice a a um vertice b e determinado. Tal algoritmo requer
o(|vl + |E|) espago e tempo.

0 algoritmo de SZWARCFITER®8 para encontrar os meno-
res caminhos de todos os vertices a um dado vértice, faz algu
mas modificacoes no algoritmo citado acima, mas continua a man
ter a mesma procedure backtracking (PATH) que utiliza busca em
profundidade. Este algoritmo também requer O(|V| + |E|) espacgo
e tempo. Também, os algoritmos que determinam menores caminhos
de um dado vertice a todos os vertices, e menores caminhos en

tre cada par de vertices, continuam a utilizar a procedure re
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cursiva de busca em profundidade.

0BS.: Uma solugao eficiente para o problema de menor ca-

minho entre dois véertices de um digrafo geral (on

de ciclos podem estar presentes) foi proposto por

Dijkstra em 1959 (Ver DIJKSTRA18). 0 método de Dijks-

tra tem um limite de tempo de O(|V|2) e foi proje

tado para digrafos com valores nao negativos. Ver

tambem DREYFUS21!,

12.4) EXEMPLO

Achar o comprimento do menor caminho entre o  vertice a

e o vertice f do digrafo aciclico abaixo:

0BS.: Sera aplicado o algoritmo da Ref. SZWARCFITERS®S,

Digrafo D: : Estrutura de adjacencia:

a > b

b

—
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Comprimentos: lenght(v):

a > o 9
b » = 7
C > 11
d » = 2
g + w
f >0
g > w

Logo, o menor caminho entre a e f & 9.

13) APLICACAO - MENOR CAMINHO EM GRAFOS NAO VALORADOS

13.7) REFERENCIA - EVEN25

13.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Encontrar o menor caminho entre um vertice qualquer s e
um outro t que pertencem a um grafo G nao direcionado ou

direcionado, cujas arestas nao possuem nenhum valor.

Seja G = (V,E) um grafo nao direcionado, e s e t dois
de seus vertices. |

0 problema aqui descrito e muito simples, e uma das
referencias onde podemos encontra-lo & em EVEN25. Apesar de an
tigo, € desconhecido o autor do primeiro algoritmo linear para

este problema.
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13.3) METODO - BUSCA EM LARGURA

Para resolver o problema aqui descrito, a referencia
EVEN2> apresenta um algoritmo (que encontra o comprimento de um

menor caminho) composto dos sequintes passos:

(1) Rotule o vertice s com O (zero). Seja i = 0.

(2) Encontre todos os vértices nao rotulados que estao
ligados por uma aresta a vertices rotulados i. Se
nao existem tais vértices, t nao € alcancado de s;
pare. Se existem, rotule-os i + 1.

(3) Se t & rotulado, va para o passo (4). Se nao, in-
cremente i de 1 e va para o passo (2).

(4) 0 comprimento de um menor caminho de s para t e

i+ 1; pare.

Comentarios:

a) Se nao existe caminho de s para t, o algoritmo termina depois
que todos os veértices que sao alcancados de s tenham sido ro-

tulados.

b) Se t € alcangado de s, o algoritmo fornece os graus dos verti
ces; ele para uma vez que t € rotulado, e deixa todos os ver-

tices, que estao mais distantes de s, nao rotulados.
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c) Se o grafo e direcionado, e o caminho € solicitado ser dire-
cionado, o algoritmo ainda e aplicado de modo que o passo
(2) & trocado como se segue: Encontre todos os vertices nao
rotulados que sao alcancados por uma aresta que procede de

um vertice rotulado i; e assim por diante.

Una vez que o algoritmo aqui citado termine como suces
so (passo (4)), a referéncia EVEN25 apresenta também _um _outro
algoritmo (de volta) para encontrar um menor caminho.

A complexidade do algoritmo aqui descrito sera O(|V|+|E]).

OBS.: Esta técnica de Busca em Largura, aplicada no al-
goritmo aqui descrito, ira encontrar também o me
nor caminho de s para todos os demais vértices do

grafo que foram alcangados durante a busca.

13.4) EXEMPLO

Dado o grafo nao direcionado G a seguir, encontrar o me-
nor caminho de s a t.

Estrutura de Adjacencia:

s > a, f

a»s, b, d

b ~ a, c, €
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Grafo G

Aplicando o algoritmo visto anteriormente, que utiliza a
tecnica de busca em largura, temos:

Primeiro s € rotulado O; entao a e f sao rotulados 1; b,
d, e sao rotulados 2; c e t sao rotulados 3. Visto que t
esta rotulado com 3, o comprimento de um menor caminho
de s para t € 3. (Ver Estrutura de Busca em Largura abai
x0). Aplicando o algoritmo (de volta) da ref. EVEN?2> po

mos obter um menor caminho como sendo a seguinte sequen-

cia de vertices: t e f s.

Estrutura de Busca em Largura:
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> Aresta de arvore

0BS.:
———> Aresta entre tio e sobrinho

©e o> Aresta entre irmaos

kkkkk > Aresta entre primos

Alem de achar o comprimento do menor caminho de s a t ,
encontramos tambem o comprimento do menor caminho de s
a todos os demais vértices de G (que sao os rotulos en

tre parenteses)

14) APLICACAO - MAIOR CAMINHO EM DIGRAFOS ACICLICOS VALORADOS

14.1) REFERENCIA - SZWARCFITERSS®

14.1.2) OUTRAS REFERENCIAS - KLEIN“S; LASS“8; ELMAGHRABY2%;

FURTADC?®; EVEN25; PRICESS®,

14.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Encontrar o maior caminho em um digrafo aciclico com va

lores.

Seja D = (V,E) um digrafo aciclico, cujas arestas pos
suem valores.

0 problema acima descrito esta diretamente relaciona-
do com redes de PERT (Project Evaluation and Review Technique),
para um caminho critico em que uma rede & necessariamente 0

maior caminho no digrafo correspondente. Portanto o presente
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problema e também estudado na vasta literatura de PERT, CPM
(Critical Path Method) e redes de projetos de escalonamento.
Klein (em KLEIN%*5), Lass (em LASS“8), Elmaghraby (em
ELMAGHRABY2Y), Furtado (em FURTADO2%) , Even (em EVEN25), Price
(em PRICE®®), e outros estudaram o problema de caminho critico
(ou maior caminho) e solucoes foram apresentadas, que geram al
goritmos eficientes. Porém, nao ha uma primeira referencia para

este tipo de problema.

14.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

0 método descrito em SZWARCFITER®® utiliza uma procedu

re backtracking recursiva PATHL para resolver o problema aqui

descrito. Esta procedure PATHL € semelhante a procedure PATH

(do algoritmo para achar o menor caminho, vista na aplicagao 12),
com algumas diferencgas.

A procedUre PATHL executa uma busca em profundidade no
digrafo aciclico, e no final da computacao de uma chamada a
PATHL(v), o maior caminho, comegando no vertice v, foi calcula-
do.

A complexidade deste algoritmo sera O(|V| + |E|).

0BS.: 0 problema de encontrar o maior caminho num digrafo

geral & NP-completo.
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14.4) EXEMPLO

Encontrar o maior caminho no digrafo aciclio abaixo:

Seguindo o algoritmo da Ref. SZWARCFITER®® , que usa bus
ca em profundidade, obteremos:

Comprimentos (lenght(v) dos vértices alcancados durante

a Busca em Profundidade):

a > -w 20 23
b » - 18
C > -o 15
d » o 2 6
e > O
f- 0
g+ - 31

Logo, o maior caminho tem comprimento igual a 31.
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15) APLICAGAO - GRAFOS BIPARTITE

15.1) REFERENCIAS - REINGOLD, NIEVERGELT & DEO0®0; BAASES3;

GOLUMBIC3S3,

15.2) DESCRIGAO DO PROBLEMA

Determinar se um dado grafo nao direcionado € bipartite.

Um grafo nao direcionado G = (V,E) e bipartite se V
pode ser particionado em dois conjuntos V] e V2, de modo que

cada aresta em E une um vertice em V] a um vertice em V2.

0BS.: 0 problema acima descrito &€ muito simples, nao ten
do, portanto, uma primeira referencia. Como consul
ta, podemos utilizar REINGOLD, NIEVERGELT & DEQ®O,

BAASES3 OU GOLUMBIC33,

15.3) METODO - BUSCA EM LARGURA

Se ao aplicarmos a técnica de busca em Targura em um

determinado grafo nao direcionado, obtermos uma estrutura de busca

em largura somente formada por arestas de arvore ou arestas entre tio

e sobrinho, entao o grafo sera bipartite. Isto sera equivalen-

te a nao haver ciclos de comprimento Tmpar.

COMPLEXIDADE: 0O(|V] + |E|)
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15.4) EXEMPLO

Determinar se os seguintes grafos sao bipartites (utilizar

a tecnica de busca em Targura):

10) Estrut. Adjacen.
a »d, e, f

b +~d, e, f

f+a, b, c £ bipartite

29) Estrut. Adjacen.
a~»b, d, f
b ~a, d, e, f
c »~d, f

f>a, b, ¢ Nao € bipartite
(pois existe ares-

tas entre irmaos)

39)

e > a, b, ¢ E bipartite
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16) APLICACAO - DOMINADORES

16.1) REFERENCIA - TARJAN7l; TARJAN72,

16.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - AHO!; PURDON & MOORES7; BELL &

ABEL7.

16.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Encontrar o dominador imediato (IDOM(v)) de cada vertice

(v) de um grafo direcionado.

Suponha que D = (V,E) seja um grafo direcionado, com
|V| vertices e |E| arestas, e um vertice inicial s.
Se um vértice d esta em todo caminho do vértice s a

um vertice i , entao d € chamado um dominador de i.

Se d € um dominador de i e todos os outros dominadores

d' de i tambem dominam d , entao d € chamado em dominador jime

diato de j.

0BS.: 0 dominador imediato se existir, € uUnico.

16.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Inicialmente aplicamos a técnica de busca em profundi
dade (BP) no digrafo D, obtendo uma Estrutura de Busca em Pro
fundidade, composta por arestas de arvore (T) arestas de retor

no (R), arestas de avanco (A) e arestas de cruzamento (C).
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Depois aplicamos quatro transformacoes na Estrutura de
Busca em Profundidade, que irao preservar os dominadores. Elas

sao denominadas:

1) "Substituicao de arestas de retorno"
2) "Substituicao de arestas de cruzamento"
3) "Retirada de arestas de avango"

4) "Retirada de arestas de retorno"

1) "Substituicao de arestas de retorno"

Suponha que uma busca em profundidade (BP) em um grafo
direcionado D seja executada, e que todos os vertices de D sao
alcancaveis do vertice inicial s.

Para algum vértice v, seja F(v)={w| w#v e 3 u,
tal que existe um caminho de w para v, e de v para uemT, e
(u,w) € uma aresta de retorno de D}. Seja HIGHPT(v) o vértice nu
merado mais alto em F(v), se F(v) nao e vazio (Ver algoritmo pa
ra calcular HIGHPT(v) em TARJAN72). Como cada elemento em F(v) &
um ancestral de v em T, & claro que w € F(v) implica que existe
um caminho de w para HIGHPT(v).

A transformacao "Substituicao de arestas de retorno"
consiste em retirar todas as arestas de retorno e adicionar uma
nova aresta de retorno (v, HIGHPT(v)) para cada vértice v para o

qual HIGHPT(v) esta definido.
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2) "Substituicao de arestas de cruzamento"

Seja D um grafo que foi explorado usando busca em pro
fundidade (BP) e cujas arestas de retorno foram substituidas
usando a 12 transformacao aqui descrita.

Seja D(i) o subgrafo de D que contém todas as arestas
de arvore em D mais todas as arestas que vao para vértices v,
tal que NUM(v) > 1.

0 7-ésimo semidominador do vértice v (SDOM(i,v)) sera

definido como o dominador imediato de v em D(i). Sera assumido
que v # 1 (isto €, v nao € o vértice inicial). Os valores de
SDOM nos dirao como converter arestas de cruzamento em ares-
tas de avancgo.

Seja (u,v) uma aresta de cruzamento na estrutura de
BP.

A transformacao "substituicao de arestas de cruzamen-
to" consiste em retirar (u,v) e adicionar a aresta (SDOM(v,u),
V).

Se a aresta resultante dessa transformagao ainda for
aresta de cruzamento, aplicamos novamente a transformag¢ao aqui
mencionada, e continuamos a agir desta maneira, até que encon-

tremos uma aresta que seja de avango.
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3) "Retirada de arestas de avanco"

Sejam (u,v) e (u],v) duas arestas de avango, com
uip > u.
A transformacao "Retirada de arestas de avango" consis

te simplesmente em retirar a aresta (u],v).

4) "Retirada de arestas de retorno"

Seja v um vertice em D tal que uma aresta de retorno
(v, HIGHPT(v)) deixa v, no maximo uma aresta de avango (dita
(u,v)) entra em v, e nenhuma aresta de cruzamento ou aresta de
retorno entram em v.

A transformacao "Retirada de arestas de retorno" con-
siste em retirar a aresta de retorno (v, HIGHPT(v)) e adicionar
(u, HIGHPT(v)) caso (u,v) seja definina e (u, HIGHPT(v)) seja

uma aresta de avanco (isto €, u < HIGHPT(v)).

0BS.: 0 algoritmo de TARJAN7Z para achar dominadores
tem complexidade: O(|V]| + |E]) de  espagco e

0(|v] Tog |V]| + |E|) de tempo.
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16.4) EXEMPLO

Dado o grafo direcionado abaixo, encontrar o dominador

imediato de cada vertice do grafo:

Grafo Direcionado D: Estrutura de adjacencia:

wn

> Cc, b, a
+ d
+ e, a

—>f,g

S| +Hh O o 0o T o
+
e

¥
~

Aplicando a técnica de Busca em Profundidade (BP) em D:

Estrutura de Busca em Profundidade:
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—_— Aresta de arvore
----- > Aresta de retorno
N Aresta de cruzamento

- Aresta de avancgo

0BS.: Ao lado dos vértices, entre parenteses, estao os
valores de NUM(v) -~ indica a ordem em que oS Vér
tices foram visitados.

1% Tranformacio - Substituic3o de arestas de retorno"

Sera retirada a aresta de retorno (k,s) e serao adicio

nadas as arestas de retorno: (c,s), (f,s) e (i,s).
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2% Transformagdo - "Substituicio de arestas de cruzamen

to".

Arestas de Cruzamento: (g,i), (J,i), (h,k) e (d,h)

1)

3)

Para (g,i), achar (SDOM(v,u), v).
SDOM(v,u) = SDOM(i,g) = ¢

Logo, (SDOM(i,g), i) = (c,i)

(3,1)

(SDOM(i,3), i) = (g,i) que ainda &€ aresta de cruzamen

\\ . / ——
g to. Tera que aplicar novamente

a 28 transformacao.

Logo, (SDOM(i,qg), i) = (c, i)

(h,k)

(SDOM(k,h), k)
S————

S

(s,k)

(d,h)

(SDOM(h,d), h)
N———”’ ~
a to. Tera que aplicar novamente

(a,h) que ainda & aresta de cruzamen

a 2% transformagdo:

Assim: (SDOM(h,a), h) = (s,h)

Logo, serao retiradas as arestas de cruzamento: (g,i),
(j>i), (h,k) e (d,h). Serao adicionadas as arestas de

avango: (c,i), (s,k) e (s,h).
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- — .
- -

3% Transformacdo - "Retirada de arestas de avanco"

Arestas de avanco: (s,a), (s,h), (s.k) e (c,i)
Aplicando a 33 transformacao, somente a aresta de avanco

(c,i) sera retirada.

48 Transformacao - "Retirada de arestas de retorno"

Arestas de retorno: (c,s), (f,s), (i,s), (k,i) e (h,e)

1) (c,s) - retira (c,s)
2) (f,s) - retira (f,s)
3) (i,s) » retira (i,s)

4) (k,i) > tem a aresta de avang¢o (s,k)
Retira (k,i) e adiciona a aresta de avango (s,i) =

= (u, HIGHPT(v))
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5) (h,e) - tem a aresta de avanco (s,h)

tl

Retira (h,e) e adiciona a aresta de avancgo (s,e)

= (u, HIGHPT(v))

Aplicando: 3% e 4% transformagdes:

IDOM(s) = 0
s(1,0) IDOM(a) = 1
. IDOM(b) = 1
A 1DOM(c) = 1
b(8:1 1DOM(d) =11
. \

/l ! IDOM(e) = 1

/
!,/ ARt IDOM( f) = 2
! IDOM(g) = 2
', IDOM(h) = 1
E' d(12,11) IDOM(i) = 1
V IDOM(j) = 6
k(1) IDOM(k) = 1

Entre parenteses estao os valores dos numeros dos vertices

(NUM(v)) e dos dominadores imediatos (IDOM(v)).

Logo, podemos concluir que: a arvore resultante da aplica-
cao das quatro transformacoes contera somente arestas de
arvore e arestas de avango, e fornecera os dominadores ime

diatos de cada vertice do grafo direcionado D.
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17) APLICACAO - PLANARIDADE

17.1) REFERENCIA - HOPCROFT & TARJANY1

17.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - REINGOLD, NIEVERGELT & DE0®0;

TARJAN7L,

17.2) DESCRIGCAO DO PROBLEMA

Verificar se um grafo nao direcionado € ou nao planar.

Um grafo G=(V,E) € dito planar se existe um mapeamen
to de seus vértices e arestas em um plano tal que: a) cada ver
tice v esta mapeado a um vértice distinto v' no plano, e b)
cada aresta (v,w) esta mapeada em uma curva simples tendo ver
tices terminais (v',w'), de modo que c) os cruzamentos entre
arestas se encontrem somente em vertices terminais comuns. Em

outras palavras, um grafo € planar se for possivel desenha-1o

num plano onde duas arestas sO se cruzam num vértice.

0BS.: a) Um digrafo € planar se e somente se seu grafo
subjacente for planar; dai nos necessitamos ape-

nas considerar grafos nao direcionados.

b) Um grafo nao direcionado € planar se e somente
se todos os seus componentes conexos sao plana-

res; dai nos precisamos apenas considerar grafos

nao direcionados, conexos.

c) E facil ver que um grafo nao direcionado @ pla-
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nar se e somente seus componentes biconexos sao
planares. Entao, se um grafo nao direcionado nao
for biconexo, nos podemos decompo-lo em seus com

ponentes biconexos e considera-1los individualmen

te.

Nao e dificil desenhar o grafo completo de quatro ver
tices em um plano sem cruzar as arestas; consequentemente, um
grafo nao planar deve ter no minimo cinco vertices. Similarmen
te, pode-se mostrar que um grafo nao planar tem pelo menos no
ve arestas. Em geral, podemos‘usar a formula de Euler, relacio
nando o numero de regioes, vértices e arestas de um grafo pla

nar:

regioes + vértices = arestas + 2

para derivar o fato de que um grafo com n > 2 vértices e mais

do que 3n - 6 arestas nunca pode ser planar.
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17.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

0 algoritmo da referencia REINGOLD, NIEVERGELT & DEOSO,
comeg¢a usando um a1goritmo ja visto (Aplicacao 3 anterior), pa
ra decompor um grafo em seus componentes biconexos e determi
nar que tais componentes satisfazem |[V| > 5 e 9 <|E] < 3|V]|-6.
0 algoritmo de planaridade deve entao considerar somente estes
grafos biconexos com O(|V|) arestas. 0 algoritmo para deter
minar planaridade, neste caso, € bastante envolvente. Segue
a sua descricao.

A estrategia basica € primeiro encontrar um ciclo C
em G; imergir C no plano como uma curva fechada simples; decom
por o grafo restante G-C em caminhos disjuntos em arestas, e
entao tentar imergir cada um desses caminhos inteiramente ou
do lado de dentro de C ou do Tado de fora de C. Se  conseguir
mos, com sucesso, imergir o grafo inteiro G, o grafo € planar;
caso contrario ele € nao planar. A dificuldade deste método €
que, na imersao dos caminhos, nos podemos escolher ou o lado de
dentro de C, ou o lado de fora de C. Devemos nos certificar
que uma escolha inicial errada nao ira evitar a imersao de um
caminho mais tarde e, desse modo, forcando-nos a afirmar incor
retamente que um grafo planar € nao planar.

Sera necessario gerar caminhos sistematicamente, para

escolher areas apropriadas para imergi-los, e, talvez, reorga
nizar os caminhos ja imergidos, para acomodar novos caminhos.

A fim de gerar os caminhos em uma certa ordem desejada, nos or

denaremos de novo os vertices e as listas de adjacencia. Primei-

ramente nos executamos uma busca em profundidade no grafo dado
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G (que € nao direcionado e biconexo), obtendo uma Estrutura de Busca
em Profundidade P (que consiste de |V]| -1 arestas de arvore
e |E| - |V] +1 arestas de retorno). De agora em diante nos
iremos ignorar os rotulos drigin&is dos vertices e identifi-
caremos 0s vértices por seus valores NUM. Em seguida aplicare-
mos as fungoes: 1owpt(v) e nexlopt(v) para cada vertice v do
grafo. Essas funcoes sao assim definidas: Seja Towpt(v) 0
vértice com menor numeracao alcancavel do vertice v ou de
algum de seus descendentes (na arvore geradora de BP),por meio
de no maximo uma aresta de retorno. Quando nado & possivel al
cangar v por meio de uma simples aresta de retorno, v € 0

proprio lTowpt(v). Similarmente, seja nexlopt(v) o proximo

vertice com menor numeracao abaixo de v, excluindo lowpt(v),
que pode ser alcancado desta maneira. Se nao existe tal ver-
tice, nexlopt(wv) sera igual a v. Note que: como G & biconexo,
pode-se garantir que v >nexlopt(v) >lowpt(v), exceto quando

vearaiz, isto &, quando v=1. Quando v € a raiz, nos te
mos: Towpt(v) = nexlopt(v) = v = 1.

Direcionando as arestas de P, da raiz em direcao as
folhas, obtemos uma Estrutura Direcionada de Busca em Profun
didade ? .

0 proximo passo € ordenar de novo as listas de adja
cencia de ; (Estrutura Direcionada de BP), de modo que, du
rante uma busca em profundidade em F, 0s caminhos em ; serao
gerados em uma certa ordem desejada. Com esse proposito, se

ra computada uma funcao ¢ com valor inteiro para cada aresta

>
(vyw) em P:
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2w se (v,w) e uma aresta de re
torno.
'¢[(v,w)j = 2 lTowpt(w) se (v,w) e uma aresta de ar

vore e nexlopt(w) > v.

2 Towpt(w)+1 se (v,w) € uma aresta de a

[~

vore e nexlopt(w) < v.

Assim, para cada vértice v, nos ordenaremos todas as @
restas (v,w) em ordem crescente de acordo com os valores de ¢
e usamos esta ordem nas listas de adjacencia. As novas Tlistas

> . ‘ o
de adjacencia para P serao chamadas Padj(v), listas de adjacen

cia propriamente ordenadas.

Tendo obtido as listas de adjacencia propriamente or
-
denadas representando a Estrutura P, nos agora aplicamos uma
>

busca em profundidade para decompor P em um ciclo C e um nume-

ro de caminhos de arestas disjuntas p;. A ref. REINGOLD, NTE-
VERGELT & DE0®C apresenta um algoritmo (procedure PATH) que de
compoem um digrafo representado por listas de adjacencia pro
priamente ordenadas em um ciclo C = p, e caminho py,py,...

Um segmento (de ; com respeito ao ciclo C) € ou a)uma
simples aresta de retorno (vi,w) nao em C, mas onde vi,wEC, ou
b) um subgrafo consistindo de uma aresta de arvore (visW), vj
€ C, w ¢ C, e 5 subarvore direcionada enraizada em w, junto
com todas as arestas de retorno desta sub3rvore. 0 vértice V;

em C, em que um segmento € originado, € chamado vertice base

do segmento.
Claramente, todos os caminhos pertencentes a um seg

mento devem ser imergidos juntos ou todos no lado de dentro de

C ou todos no lado de fora de C. Esta € a razao de agrupar oS
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caminhos em segmentos.

Imersdo: o ciclo C & imergido no plano como uma sim-
ples curva fechada e depois os segmentos serao imergidos. Pa
ra imergir um segmento S, nos consideramos o}primeiro caminho
p emS e escolhemos um Tado de C, por exemplo o lado de | den
tro, em que imergimos p. Examinando os caminhos imergidos pre
viamente, nos determinamos se p pode ser imergido no lado de
dentro de C. Se p pode ser imergido, nos o imergimos; caso
contrario todos aqueles segmentos previamente imergidos no la
do de dentro de C, que estao blocando a imersao de p, sao mo
vidos para o lado de fora de C. Trazendo estes segmentos para
o lado de fora, podemos forgar alguns outros segmentos do la-
‘do de fora para o lado de dentro e assim por diante. Se p ain
da nao puder ser imergido no lado de dentro de C, mesmo de
pois desta reorganizacao dos segmentos, entao G € nao-planar.
Se p pode ser imergido no lado de dentro de C, nos o imergi
mos e entao tentamos imergir o resto do segmento S aplicando
o algoritmo de imersao recursivamente. Se conseguirmos obter
sucesso, continuamos a imersao com o proximo segmento.

Complexidade: 0 algoritmo inteiro para testar se um

grafo € planar requer somente O(|V| + |E|) operacoes (Ver REIN
GOLD, NIEVERGELT & DEO0®?). Contudo, como |[E| < 3|V]| -6 (caso
contrario o grafo nao deve ser planar), o -algoritmo requer

0(|V]) operacgoes.
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17.4) EXEMPLO

Verificar se o grafo G = (V,E) abaixo e p1anar:

Estrutura de Adjacencia:

a, e, J
a, h, i,

e, g, Js
b, f, i,

e T @ ~hHh D o O T
o
-
O
-
.-h
-
~ X . KX

-
o
-
Qo
-
«QQ
-
=

d, f, g, h

Aplicando a tecnica de busca em profundidade no grafo G
acima, obtemos uma Estrutura de Busca em Profundidade P.
Direcionando P, obtemos a Estrutura Direcionada de Bus-

ca em Profundidade 3 abaixo:

-
-

-
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>
- 0s numeros nos vertices em P s3o os valores de NUM dos

vértices.
- 0s valores de lowpt(v) e nexlopt(v) para os vertices
do grafo G sao dados entre parenteses ao Tado de NUM :

(Towpt(v), nexlopt(v)).

-5
Valores da funcao ¢ para as arestas da Estrutura P :

Aresta (Vv,w) $[(v,w)]
(1,2) 2
(2,3) 2
(3,4) 3
(4,5) 3
Arestas de Arvore (5,6) 3
(6,7) 5
(6,8) 3
(8,9) 3
(9,10) 9
\(10,11) 9
(9,1) 2
(7.2) 4
(6,3) 6
Ares tas de Retorno (7,3) 6
(11,4) 8
(8,5) 10
(11,5) 10
(10,8) 16

K£11,9) 18
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Agora obtemos as listas de adjacencia propriamente ordena
>

das (Padj(v))da Estrutura P.

Padj(v)

1 : 2

2 : 3

3 : 4

4 : 5

5 : 6

6 8, 7, 3
7 :2, 3

8 : 9, 5

9 1, 10
10 : 11, 8
11 : 4, 5, 9

Entao decompomos a estrutura P em um ciclo Py © caminhos
Pys Pps Pgs--:sPgs (aplicando a técnica de busca em pro

fundidade, utilizando Padj(v)).

p, = (11, 5)
pg = (11, 9)
pg = (10, 8)
pg = (8, 5)
pg = (6, 7, 2)
py; = (7, 3)
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>
Segmentos de P com respeito ao ciclo C:

e ——————

$17{P1sP25P35P4}

Imersao: no plano do ciclo C e dos segmentos acima:

Segmentos imergidos no lado de dentro de C = 53, Sy

Segmentos imergidos no lado de fora de C = S], 32

Conclusao:
0 grafo G &

planar.
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18) APLICACAO - REPRESENTAGAO VETORIAL DA _ALCANCABILIDADE EM

GRAFOS DIRECIONADOS PLANARES

18.1) REFERENCIA - KAMEDA%3

18.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - TARJAN71; HARARY33>; BAASES.

18.2) DESCRIGAO DO PROBLEMA

Representar, por meio de vetores, a alcancabilidade de

um dado grafo direcionado planar aciclico.

Seja D = (V,E) um grafo direcionado planar aciclico,
onde V & o conjunto de vertives e E o conjunto de arestas.

Notagao: Vv < u significa que v alcanga u.

0 objetivo do problema descrito acima € rotular 0S
vertices por vetores de tal maneira que u < v se e somente

se L{u) < L(v), onde L(u) € um rotulo do vetor d-dimensional

determinado para o vertice u. Para dois vetores (ay,3p,..5ay)
e (b]’bz""’bd)’ definimos (a],az,...,ad) < (b],bz,...,yd)se
e somente se a; < bi para todo i, 1 <1 < d, e existe j
1 <J<d, tal que a; < bj'

J
Un grafo e dito ter a propriedade P se e somente se

ele @ um grafo direcionado aciclico planar, tal que todos os

vertices com grau de entrada igual a zero e todos os vertices

com grau de saida igual a zero estao na fronteira da mesma fa

ce, e tal que a fronteira pode ser dividida em duas segoes con

tiguas contendo os vertices do primeiro tipo (grau de entrada
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= 0) e vertices do ultimo tipo (grau de saida = 0), respectiva
mente. Sem perda de generalidade, podemos assumir que esta se

ra a face exterior (Ver HARARY33) que contem o infinito.

0BS.: Todo grafo planar pode ser imergido num plano de

tal forma que uma certa face seja a exterior.

18.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Aqui sera descrito um algoritmo para resolver o pro
blema acima, que rotula os vértices de qualquer grafo com pro
priedade P, tal que:

a) Os rotulos usados sao de vetores 2-dimensional"

(ou 2-vetores);
b) Cada componente de vetores varia entre 1 e
n = |V|, inclusive; .
c) 0 algoritmo trabalha em tempo igual a: kyn+k,,
onde k] e k2 sao constantes (Ver KAMEDA43).
E dado um grafo com propriedade P. Acrescenta-se a

este grafo um vértice fonte s e um vértice sumidouro t. Entao

qualquer vertice sera alcancavel de s, e todo vertice alcanca

ra t .

A Busca em Profundidade E Esquerda'é definida ser a
mesma Busca em Profundidade que ja de finimos anteriormente
(Ver TARJAN7!). Como ja vimos, na execugao de uma Busca em

Profundidade € conveniente usar um pilha (Ver BAASE3). Um ver
tice e empilhado quando ele e alcangado pela 12 vez, e desenm-

pilhado quando todos os vértices adjacentes a ele ja foram
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examinados.

A Busca em Profundidade a Direita € semelhante a Bus

ca em Profundidade a Esquerda, exceto que a lista de adjacen
cia e examinada da direita para a esquerda, fazendo uso de
uma estrutura de lista duplamente ligada.

Agora sera apresentado um algoritmo para computar os
primeiros e segundos componentes dos totulos do vetor (2-di

mensional).

Algoritmo

Dado um digrafo D com a propriedade P, seja D' o gra
fo obtido de D introduzindo o vértice fonte S e o vértice su

midouro t. Seja n = |V].

1. Executar a Busca em Profundidade a Esquerda em D',

com o valor inicial de i = n+1. Quando um vértice e empilha-

do obtem-se i como o primeiro componente(L](v))de seu rotulo

vetor e i e decrementado de 1. A arvore geradora assim cria-

da e chamada Arvore Geradora a Esquerda.

2. 0s segundos componentes_(Lz(v)) dos rotulos vetor

sao similarmente computados usando Busca em Profundidade a Di

reita e a arvore geradora resultante € chamada Arvore Gerado

ra a Direita.

Note que se s e t sao agora retirados, entao temos

0s componentes variando entre 1 e n.
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Resultado

Seja L(v) = (L1(v), L2(v)) o rotulo de um vetor 2-di
mensional para v € V computado como descrito anteriormente. En

tao para dois vertices distintos ue v: u <v se e somente se

L(u) < L(v). (Ver prova em KAMEDA%3).

Analise do Algoritmo

A Busca em Profundidade, em geral, requer tempo pro
porcional a soma do numero de vertices e o numero de arestas
Contudo, em um grafo planar, o numero de arestas e Tlimitado
por uma funcao linear do numero de vertices (ver aplicagao an
terior. Assim o algoritmo de rotulacao aqui descrito trabalha

em tempo proporcional a n, ou seja, a complexidade € O(|V]).

0BS.: Tentamos aqui encontrar uma condicao necessaria
e suficiente para a alcancabilidade de um grafo
ser representado por vetores 2-dimensionais. O
problema de encontrar o d minimo, tal que rotu
los de vetor d-dimensional possam ser usados pa
ra representar a alcancabilidade de um dado gra

fo, € ainda um problema em aberto.
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Fazer a representacao vetorial da alcancabilidade do gra

fo direcionado aciclico planar D abaixo:

Estrutura de Adjacencia

de D':

S

a

-

->

a,

C,

0 grafo D' € obtido de D
introduzindo o vértice fon
te s e o vertice sumidouro

t.

Aplicando a Busca em Profundidade a Esquerda em D', e

rotulando os vertices a medida que eles sao desempilha-

dos, obtemos os primeiros componentes dos rotulos do ve

tor (ou seja L](v)).
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Rrvore Geradora a Esquerda

Similarmente, ap]icamos'a Busca em Profundidade a Direi
ta em D', obtemos a Arvore Geradora a Direita rotulada

com os segundos componentes dos rotulos do vetor (ou se

ja Lo(v)).

Logo,

L](a) = 2 L2(a) =1
L](b) = ] L2(b) = 4
L'I(C) = § L2(C) = ?
Ll(d) = 3 Lz(d) =5
L](e) = 7 L2(e) = 3
L](f) =5 L2(f) =6
L1(9) = 8 Ly(g) = 7
L](h) =6 L2(h) = 8

Aplicando o Resultado, por exemplo, temos:
u v sss L(u) < L(v)

u< Vv sss (Ly(u), Lp(u)) < (Ly(v), La(v))
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f—
~—
o]

<g sss (Ly(a)s Lp(a)) < (Ly(9), Ly(g))
{g sss (2, 1) < (8, 7) e Verd pois 2<8el1 <7

Qv

2) ¢ <h sss (Ly(c)s Ly(c)) < (Ly(h), Ly(h))
c <h sss (4, 2) < (6, 8) & Verd pois 4 <6 e 2<8

19) APLICACAO - ISOMORFISMO EM GRAFOS

19.1) REFERENCIA - BERZTISSS®

19.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - DEO!5; AHO!; REINGOLD, NIEVERGELT

& DEQS0; READ & CORNEIL®SS,

19.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Determinar se dois grafos direcionados sao isomorfos.

Dois grafos D, = (V EA) e D, = (VB, EB) sao isomor

A’ B
fos, escritos D, = Dgs se existe uma correpondencia um a um,
sobrejetiva f :VA > VB tal que (v,w) € EA se e somente se.
(f(v), f(w)) € Eg, isto €, se existe uma correpondencia entre
0os vértices de Dy e os veértices de Dp, que preserva as rela-
coes de adjacencia.

Grafos isomorfos diferem somente na rotulagao dos

vertices. Entao o problema de determinar isomorfismo ocorre

em um numero de situacoes praticas, tais como recuperacao de
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informacao e identificacao de componentes quimicos.

0BSERVACAO

1) Qualquer grafo nao direcionado pode ser transforma
do em um grafo direcionado, substituindo cada aresta (do grafo
nao direcionado) por duas arestas direcionadas opostas. Dois
digrafos assim obtidos sao isomorfos se e somente se os grafos

originais sao isomorfos.

2) 0 problema de isomorfismo em grafos € conhecido es
tar em NP, mas ainda nao foi possivel mostrar que ele pertence
a classe dos problemas de NP-completo, nem foi possivel encon-
trar um'a1gor1¢mo geral de isomorfismo com um limite de tempo
polinomial (ou melhor, nao € conhecido que ele seja NP-comple-

to, nem e conhecido que ele esteja em P).

19.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Suponha que sao dados dois digrafos: D _(V_, E e

XY X X)

Dy = (Vy, Ey), e queremos testar se existe isomorfismo entre

eles, ou seja DX =D Assumiremos Vx =V, = {1,2,...,n}; se

y’ Y
lVXl # lvyl, os digrafos nao sao isomorfos. Seja D, o digrafo
selecionado como digrafo de referencia. Seja Dx(k) um ‘subgrg

fo de D, induzido pelos vertices {1,2,..., k}, 0 <k <n. Cla

ramente, D (0) & o subgrafo vazio e D, (1) e o subgrafo consis

x{
tindo de um vertice simples 1 e sem arestas.

0 método mais direto para determinar isomorfismo de
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grafos € usar backtrack para examinar todas as n! correspondéﬂ

cias possiveis entre os vértices de dois digrafos de n  vérti

ces. Quando n & grande este backtrack nao restringido n3o &

bom por causa do tamanho de n! Contudo, com um corte adequado
da arvore de busca, este método forma a base de um algoritmo
razoavel, em certos casos,para isomorfismo de digrafos (Ver
REINGOLD, NIEVERGELT & DEO®O e DEO!S).

Assumimos que D, e Dy sao dados como estruturas de ad
jacencia Xadj e Yadj, respectivamente. Seja Xdeg(i) e Ydeg(i)

0s numeros compostos por i-&simos vértices em D, e D,, respec-

y?
tivamente. Note que Xdeg(i) = Ydeg(i) se e somente se o vérti
ce i em DX e o vertice j em Dy tem o mesmo grau de entrada e
de saida (0BS.: Note que os conjuntos mutiplos {Xdeg(i)l]iiin}
e {Ydeg(i)|1 <i <n} devem ser‘iguais se D, = Dy).

O primeiro passo no algoritmo para achar 1isomorfismo

em digrafos, & aplicar a técnica de busca em profundidade em

um dos digrafos (supondo que seja Dx). Ao invés de comecar a
busca em profundidade em D, de algum vértice arbitririo  como
raiz, nos selecionamos o vértice inicial em Dy, como sendo o
que pertence ao menor subconjunto de vertices tendo nume ro
Xdeg identicos(ou seja,comecando em um vértice x € V., para os
quais existem poucos v €-VX, tal que Xdeg(x) = Xdeg(v)), a fim
de manter a arvore de backtrack tao reduzida no topo quanto pos
sivel. Comegando desta raiz, ndos executamos uma busca em pro
fundidade em Dx’ e obtemos deste processo inteiros distintos
de 1 a n, (valor NUM), para cada um dos vertices em DX. De ago
ra em diante somente os valores NUM sao usados como nomes dos

vértices de D, e os rotulos antigos sao abandonados.
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Como as arestas sao encontradas durante a busca em profun
didade em D, nos as arranjaremos em uma tabela, indicando o nu
mero do vértice do qual a aresta particular origina (Fromi) e
o vertice em 4ue a aresta termina (To;). Em adigao as arestas
originalmente em D , esta tabela tambem contera arestas "imagi
narias" indo para as raizes das arvores na floresta de busca em
profundidade de um vertice imaginario zero. As arestas sao, en
tao, ordenadas de modo que todas as arestas pertencentes ao sub
grafo Dx(k) aparecem antes das arestas incidentes em vertices
i > k.

Depois de executar a busca em profundidade em Dx’ 5!52

da uma estrategia backtracking com alguns cortes, para comparar

os dois digrafos, ou seja, determinar se DX = Dy. Evidentemente,
DX(O) e isomorfo ao subgrafo vazio de Dy. Suponha que, em um de
terminado momento, nos encontramos um subgrafo de D, consistin-

Y

do de véertices s C V,6 que & isomorfo a DX(k). Nos tentamos es

N
tender o isomorfismo para DX(k+1) escolhendo um vértice v € Vy-
s para corresponder a k + 1 é;vx. Se encontramos um tal v, nos
registramos a correspondencia fazendo fk+] < v e tentamos esten
der o isomorfismo para DX(k+2). Se nao existe um tal v, nos vol
tamos a Dx(k -1) e tentamos escolher um vertice diferente para
corresponder a k €,VX. Este processo continua até que ou encon-
tramos um isomorfismo entre Dx(n) =DX e Dy ou voltamos a DX(O)
e concluimos que DX % Dy (Tal processo &€ mostrado no algoritmo

8.13 da ref. REINGOLD, NIEVERGELT & DEOQ60).

0 valor esperado da complexidade do algoritmo e:

O(nlogn) (ver DEO13)
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A ref. READ & CORNEIL®® sugere que quando os grafos
nao sao isomorfos, & mais vantagem utilizar a técnica de bus
ca em largura, pois pode-se descobrir com mais antecedencia
que os grafos possuem partigoes incompativeis. Ao passo que,
se 0s grafos sao isomorfos, e melhor utilizar a técnica de

busca em profundidade.

19.4) EXEMPLO

Verificar se D, e D sao isomorfos.

y
Considere os seguintes digrafos Dy e Dy e suas estrutu

ras de adjacencia.

Estrutura Adj. Xadj(v)
a > d, h

b »c, e

c > f
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Estrutura de Adj. Yadj(v)
3 1 +6
2 >~ 1,5

0s graus de entrada, de saida e os graus compostos dos

vertices sao:

Vertice a b ¢ d e f g h

Grau de saida 2 2 1. 2 1 2 2 2
) Grau de entrada 1 2 2 2 2 2 1 2

Xdeg 21 22 12 22 12 22 21 22

Vértice 1 2 3 4 5 6 7 8

Grau de saida 1 2 2 2 2 2 1 2
Dy:

Grau de entrada 2 2 1 2 1 2 2 2
Ydeg 12 22 21 22 21 22 12 22

Como os conjuntos mutiplos consistindo de graus compostos
sao os mesmos, os digrafos podem ser isomorfos.

Fazemos, entao, uma busca em profundidade em Dy> e rotula
mos oS vértices novamente. Existem dois vertices com

Xdeg = 12, dois com Xdeg = 21, e quatro vertices com
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Xdeg =22. Entao, podemos comecar a busca em profundidade

com um dos seguintes vertices: ¢, e, a ou g; (fazendo is

to, teremos como resultado poucas correspondencias entre

y)+ Arbitrariamente escolhemos ¢,

resultando a seguinte estrutura direcionada de busca em

Dy(1) e subgrafos de D

profundidade, com os rotulos antigos entre parenteses:

A figura acima mostra arestas de arvore (——>), arestas
de retorno (---->), arestas de cruzamento (---->) e ares
tas de avanco (-.-.->). As duas arestas que ligam as rai

zes de arvores na floresta de busca em profundidade sao
arestas imaginarias ((0,1) e (0,5)).

A medida que as arestas sao encontradas durante a busca
em profundidade, elas sao adicionadas a tabela from e to.
A i-esima aresta encontrada vai do vértice From; para o

vértice to;, 0<i<n. Por exemplo, no exemplo anterior
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temos:

i 123456789 1011121314 15 16
Fromi 012334205 6 6 7 7 8 8 5
toi 123143456 5 7 1 8 6 2 7

Estas arestas sao entao ordenadas em ordem crescente para
graphi, onde graphi = max (Fromi, toi) e o menor k tal que

a aresta (From;, to.) esta em D, (k). Temos entao:

i 1234567891011 12 13 14 15 16
From; 012334205 6 6 5 7 7 8 8

to, 123143456 5 7 7 1 8 6 2

Graphi 123344456 6 7 7 7 8 8 8

Agora ja podemos utilizar o algoritmo da Ref. REINGOLD,

NIEVERGELT & DE06°0, que determina se o vértice v €& V_ pode

y
corresponder ao vértice k € V. Se nao encontramos uma cO

pia isomorfa de Dx(k-l) em Dy, sabemos que, para todo i,

j <k, (i,j) € uma aresta de Dx(k—1) se e somente se (fi’

fj) € uma aresta de Dy.‘O vértice v em Dy pode correspon

der ao vertice k em D> estabelecido que (i,k) € uma ares

ta de DX(k) se e somente se (fi’ v) € uma aresta de D,, e

Y
similarmente, (k,i) € uma aresta de Dx(k) se e somente se
(v,fs) € uma aresta de Dy. Isto e facil de verificar, des

de que nos temos os arrays From, to, graph.
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Assim, aplicando o algoritmo da ref. REINGOLD, NIEVERGELT
& DE0SO0 ou DEO!S saberemos que os dois digrafos do exem-
plo dado sao isomorfos, ou seja: D, = Dy, e temos as se-
guintes correspondencias:

20) APLICAGAO - DIGRAFOS ESTRUTURADOS EM ARVORE

20.1) REFERENCIA - SZWARCFITER®?

20.7.1) OUTRAS REFERENCIAS - HOPCROFT E TARJAN“O; DILWORTH19;

GAREY & JOHNSONS30,

20.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Resolver os seguintes problemas para a classe de Digra-
fos Estruturados-.em Arvore:
1) Reconhecimento

2) Redugao e Fechamento Transitivo
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3) Isomorfismo
4) Decomposicao Minima por Cadeia
5) Dimensao do poset (conjunto parcialmente ordenado) in

duzido.

Um digrafo aciclico € estruturado em arvore quando sua

reducao transitiva € uma arvdre enraizada direcionada.
0 fechamento transitivo de D e também chamado conjunto
parcialmente ordenado (poset) induzido por D. Se VvV alcanca W ,

v # W, diremos que vew sao comparaveis. Se V nao alcanga W ,

nem w alcanca VvV entaoVv e W sao incomparaveis.

20.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

1) RECONHECIMENTO DE DIGRAFOS ESTRUTURADOS EM ARVORE

0 reconhecimento de digrafos estruturados em arvore po
de ser feito da seguinte maneira:

Dado. um digrafo D = (V,E) (com |V| vértices e |E| ares
tas) enraizado no vertice r, primeiramente ordenamos topologica-
mente suas listas de adjacencia. Depois, come¢ando do vertice r,

executamos uma busca em profundidade em D. 0 digrafo D ira per

tencer a classe dos digrafos estruturados em arvore se a estru-
tura de busca em profundidade nao tiver aresté de cruzamento.
Para decidir se uma dada aresta € ou nao uma aresta de
cruzamento, dentro de uma busca em profundidade, podemos gastar
um tempo constante. Portanto, € imediato verificar que o proces

so inteiro descrito acima & completado em O(|V| + |E|)  tempo.
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(Ver SZWARCFITER®?),

2) REDUGCAO E FECHAMENTO TRANSITIVO

Aqui o problema consiste em obter a redugcao e o fecha
mento transitivo de um digrafo estruturado em arvore: D= (V,E).
Podemos facilmente verificar que se D € de fato um digrafo
estruturado em arvore, entao a estrutura de busca em profundi-
dade sem arestas de cruzamento obtida de D € precisamente a re

~

ducao transitiva de D. Isto significa que este problema pode

ser também resolvido em O(|V| + |E]) tempo.

Para encontrar o fechamento transitivo de D, nos pre

cisamos observar que, para cada vértice v € V, a lista de adja
céncia A(v) do fechamento transitivo de D &€ formada exatamente
pelo conjunto de descendentes de Vv, na redugao transitiva (ar
vore enraizada direcionada) de D. Consequentemente, o  fecha
mento transitivo pode ser obtido em tempo proporcional ao seu

tamanho.

3) ISOMORFISMO DE DIGRAFOS ESTRUTURADOS EM ARVORE

Dado dois digrafos estruturados em arvore: Dy=(Vy,Eq)
e D2=(V2,E2), queremos saber se eles sao isomorfos.

Primeiramente obtemos suas arvores de reducao transi
tiva Ty e Ty, respectivamente.

Para i = 1,2,.., n, seja h(w;) o nivel do vértice W,
na arvore T;. Suponha que um conjunto de rotulos € determinado

para cada vertice w; de T, tal que:



164

Se W, € a raiz de T; entao s(W;) = ¢ , caso contrario
S(W-i) ={h(V-i)[(V~is W-i)EE.i}-
Para cada w; € vy nos encontramos o conjunto s(w1) co

mo ja foi descrito. Similarmente, encontramos os conjuntos de
rotulos para todo w, em T,. Observe que cada conjunto de rotu
los S<Wi) é‘composto por elementos h(Vi) (niveis), dentro do
limite 1 < h(Vi) < n.

Aplicamos, por exemplo, um algoritmo feito por Hop
croft e Tarjan (Ref. HOPCROFT & TARJAN“0) para isomorfismo de ar
vore rotulada e decidimos se T, e T, sao arvores enraizadas ro
tuladas isomorfas.

Assim temos por lema ja provado em SZWARCFITER®? que
Dy e Dy sao isomorfos se e somente se Ty e T, sao arvores  en
raizadas rotuladas isomorfas.

0 tempo de execucao do presente problema sera facil
de ser obtido: ja sabemos que T1 e T2 podem ser construidas em
0(|Vv|] + |E])s a computagcdo de todos os conjuntos de rotulos re
quer tambem O(|V| + |E|) operacoes. 0 algoritmo de Hopcroft e
Tarjan para isomorfismo de arvores rotuladas & limitado por
0(|Vv] + R), onde |V|] & o numero de vértices de cada arvore e R
e a soma dos comprimentos de todos os conjuntos de r6tu1os.Clg

ramente, L = |E| para cada arvore. Portanto, o processo intei

ro € limitado por O(|V]| + |E]).
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4) DECOMPOSICAO MINIMA POR CADEIAS DE DIGRAFOS ESTRUTU-

RADOS EM ARVORE

Seja D = (V,E) um digrafo aciclico.

0BSERVACAOQ

a) Uma cadeia de D € uma sequencia de vértices que &

um caminho no fechamento transitivo de D.

b) 0 problema de decomposicao minima por cadeias con

siste em encontrar um conjunto minimo de cadeias que cubra os

vertices de D.

c) Teorema de Dilworth: 0 numero minimo de cadeias que

cobrem D e igual ao numero maximo de veértices incomparaveis - de

D.

Seja D = (V,E) um digrafo estruturado em arvore. Para
encontrar um conjunto de decomposic¢io minima por cadeia {cyscy
.» Cy}de D, determinamos, inicialmente, a arvore de redugdo tran
sitiva T de D. A primeira cadeia cy no conjunto & um caminho
da raiz de T para algum de seus vertices sumidouros (grausajda
(v) = 0). Depois retiramos de T os vértices de ci- Desta manei
ra transformamos T - c, em uma floresta. Escolhemos alguma ar
vore T' de T - c; e a cadeia Co € um caminho da raiz de T' pa
ra a]gum de seus vertices sumidouros. Retiramos ¢y de T - cy e
ab1icamos a mesma operagao para (T - c]) - Cy,. Procedemos as

sim até que a floresta se torne vazia. Como a retirada destas

cadeias nao pode criar novos sumidouros, o numero total de ca
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deias obtidas pelo processo aqui descrito € igual ao numero de

-

vertices sumidouros de D, o que significa que {c],...ck} e de
fato minimo.

E tambem imediato verificar que o conjunto de cadeias
pode ser obtido de T em O(|V|) tempo e assim o processo intei-

ro & limitado por O(|V| + |E]).

OBSERVACAO

As cadeias obtidas pelo método acima sao de fato cami
nhos de D. Isto significa que para digrafos estruturados em 5£
vore D, o problema de obter um conjunto minimo de cadeias que
cubra os vertices de D @ equivalente ao problema de encontrar
um conjunto minimo de caminhos disjuntos, cujos vertices cu
bram D. Estes dois problemas sao claramente os mesmos quando D

€ seu proprio fechamento transitivo, mas, caso contrario, po

dem ter diferentes solugoes.

5) DIMENSAO DO POSET INDUZIDO

OBSERVACAO

a) Seja D = (V,E) um digrafo aciclico. Podemos carac-
terizar conjunto parcialmente ordenado (poset) induzido de D,
(isto €, o fechamento transitivo de D) através de um conjunto
de k ordenacoes topologicas de D, tal que v alcanga w se e soO
mente se v precede w em todas as k ordenacoes, para todo Vo,

w € V. Em outras palavras, V e W s3ao incomparaveis em D se e
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somente se existem duas ordenacoes t], tz, tal que v precede w

em t] e w precede v em t2.

b) 0 valor minimo de k € a dimensao do poset. Existe

um algoritmo polinomial para verificar se a dimensao de um po
set & < 2 (Ver GAREY & JOHNSON®®). Contudo, & NP-completo o pro

blema de determinar a dimensao k de um poset, quando k > 3.

c) Seja T uma arvore enraizada. Em uma busca em pré-
ordem de T, nos visitamos a raiz de T e depois, recursivamen-
te visitamos os filhos de T. Se os filhos sdo visitados na or
dem da esquerda para a direita, nos a chamaremos de pré - ordem
esquerda; se as visitas sao da direita para a esquerda, nos te

mos uma pré-ordem direita.

Aqui queremos considerar o problema de encontrar um
conjunto minimo de k ordenagoes topologicas que define um po
set induzido por um digrafo estruturado em arvore D' = (V,E), cu
jo valor minimo de k &€ dito a dimensao do poset.

Seja T' a arvore de reducao transitiva do digrafo es
truturado em arvore D'. Se Pi1s Py sao as buscas de pré-ordem
esquerda e direita de T' respectivamente, entao {p],pz} € um
conjunto de ordenagoes topologicas que completamente caracteri
za 0 poset induzido por D'. Uma consequencia deste fato € que
um poset especificado por um digrafo estruturado em arvore e
necessariamente bi-dimensional (exceto, naturalmente, o. caso

em que p; = p, que corresponde ao poset sendo uma ordenagao to

tal).
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Logo, as ordenacoes topologicas {py,Po} podem ser ob

tidas em tempo linear.

20.4) EXEMPLO

Dado um digrafo D = (V,E) abaixo:

Estrutura de Adjacencia:
Y17 V2s V3s Vg V7» VB

V2 : V4, V5, V7
v, ¢ —

Digrafo D
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1) Reconhecer se D & digrafo estruturado em arvore:

As listas de adjacéncia ja estao ordenadas to

pologicamente. Aplicando a tecnica de busca em profun

didade em D, teremos:

0 digrafo D € estruturado em arvore, pois a estrutura

acima obtida da busca em profundidade de D nao possui

arestas de cruzamento.

Obter a redugao transitiva e o fechamento transitivo
de D.

A reducao transitiva € a estrutura de busca em profun

didade sem arestas de cruzamento obtida de D e esta

descrita acima.
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Lista de adjacencia A(v) do fechamento transitivo:

A(vy) > vo, V3, Vg, Vi Vg, V7, Vg

A(v2) > Vg5 Vg Vgs Vg, Vg
' A(v3) > —

A(v4) > —

A(v5) > Vg Vg, Vg

A(v6) > —

A(v7) > —

A(vg) » —

Logo, o fechamento transitivo sera:
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3) Verificar se o digrafo D' abaixo e isomorfo ao digra

fo D dado:

Estrutura de Adjacencia
17 V2 Vigs Vigs Vg, Vg

v'2 : v'4, Vigs V'

v'6 —_
v'7>. —
v'8 Do

Digrafo D'
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Ervore rotulada T representando o digrafo D:

V3 s(vﬁ = {1}

Ve v7 V8
s(v6) = {3} s(v7) = {1,2,3}

ARrvore rotulada T' representando o digrafo D':

Vg s(v'g) = {1,3}
7

<
[e)]

v
s(v'g) = {3} .- s(v'y) - {1,2,3}

Te T' s3o arvores enraizadas rotuladas isomorfas entao

De D' sao digrafos isomorfos.
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Encontrar um conjunto de decomposicao minima por ca
deias do digrafo estruturado em arvore D.

Ele sera por exemplo:

{(Vy:V2. V) s (V3)s (VgsY)s (V9)s (Vg)?

Encontrar um conjunto minimo de ordenacoes topologi-
cas que define um poset induzido pelo digrafo estru-

turado em arvore D.

Pré-ordem esquerda: (Vqs V9,V VgaVgsVasVgaVa) = Py
Pré-ordem direita : (vy,V3:VysVpaVgsVysVesVy) = Py
{pqys p,} ~ conjunto de ordenacos topologicas
que caracteriza o poset induzido
por D.

Dimensao do poset = 2

21) APLICAGAO - ISOMORFISMO DE BUSCA EM PROFUNDIDADE

21.1) REFERENCIA - SZWARCFITER®?

21.1.1) OUTRA REFERENCIA - HOPCROFT & TARJANHO

21.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Verificar se duas Buscas em Profundidade (BP), executa

das em um grafo nao direcionado, sao isomorfas.
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Seja G = (V,E) um grafo nao direcionado.

Sejam S7 e S, duas buscas em profundidade executadas
em G.

Duas buscas em profundidade S] e 52 comegando respec
tivamente de vertices ry e r de um grafo nao direcionado
G = (V,E) sao isomorfas quando existe uma permutacao f  tal
que:

(1) ro = f( r]) e

(ii) Para cada aresta (v,w)&€ E

(v,w) € uma aresta de arvore em Sy se e somen
te se (f(v), f(w)) & uma aresta de arvore em
S0

(vw) € uma aresta de retorno em S; se e somen
te se (f(v), f(w)) € uma aresta de retorno em

So-

21.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE (EM DIGRAFOS ESTRUTURA-

DOS EM ARVORE)

Dado G = (V,E) e duas buscas em profundidade S1 € Sy,
primeiramente obtemos os digrafos estruturados em arvore D, e
Dy, direcionando cada aresta de G dos menores para os maiores
numeros de busca em profundidade (NUM(v)), respectivamente.As
sim podemos notar que as arestas de arvore de 54 sao mapeadas
em arestas que pertencem a redugao transitiva de D1, enquanto
as arestas de retorno de S; sao mapeadas em arestas que sao

redundantes sob a reducgao transitiva. Isto significa que a

busca em profundidade de S1corresponde precisamente a reducao
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transitiva de D]. Aplicamos o mesmo processo para So e Dy, res
pectivamente.

Depois de obter Dy e D, aplicamos o metodo

ja visto
para decidir o isomorfismo desses digrafos estruturados em 5I
vore (Ver HOPCROFT & TARJAN%0)

Finalmente, S; e S, sao isomor
fas se e somente se Dy e D, sao isomorfos.

0 tempo de execucao desse processo inteiro pode

ser
claramente mostrado ser também Timitado por O(|V]| + |E])
21.4) EXEMPLO
Dado o grafo nao direcionado G, e duas buscas em profun
didade Sy e Sy, verificar se Sy e Sy, sao isomorfas:

Vg Vg

)
t
i
\
\
|
'
|
]
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Reducao Transitiva de D,

Reducao Transitiva de D,

\
4 S ( V4) - 0
7’ ,‘i,!
//’ /I//
’ U]
,/ ’/ ,I
’ / l .
£y ve s(vg) = {1,4}
/,/ " : “{~ ( 5 ’
A S
1
’ i \ AN
l' ] \ \
! ! \\ ‘\
,' 1 \ \\
! b s(vy)={2}

- ——— -

As redugoes transitivas de Dy e D, sao respectivamente

Ty e To (que correspondem as Buscas em Profundidade S1

e Sy, respectivamente, so que T] e T2 estao direciona-

das).
Achamos entao os conjuntos de rotulos de todos os vér

tices em T] e T2
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Conjuntos de rotulos de T1

s(vq) = g
s(v,) = (1, 4}
S(V3) = {3}
S(Vy) = {23
S(V5) = {3}
s(Vg) = 15}

s(V4) = 0
s(v5) = {1, 4}
(V) = 13}
s(V]) = {2}
s(v2) = {3}
s(v3) = {5}

Aplicando o algoritmo de Hopcroft e Tarjan, para isomor
fismo de arvores enraizadas rotuladas, podemos ver cla
ramente que T1 e T2 sao isomorfas. Logo D] e D2 sao di
grafos isomorfos, o que implica em S] e S, sao isomor -

fas.
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22) APLICACAO - ISOMORFISMO DE DIGRAFOS REDUTIVEIS EM ARVORE

22.1) REFERENCIA - SZWARCFITERS?

22.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - HOPCROFT & TARJAN“0; HECHT &

ULLMAN38; HECHT & ULLMAN39; TAR-
JAN75,

22.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Verificar se dois digrafos redutiveis em arvore sao iso

morfos.

Seja D = (V,E) um digrafo (possivelmente com ciclos)
enraizado em r. Seja S uma Busca em Profundidade (BP) de D,
come¢ando de r. Denote por RS 0 conjunto de arestas de retor-
no obtidas de S. 0 Digrafo D e dito redutivel quando R¢ e sem
pre o mesmo, independente de S. Digrafos redutiveis foram ca
racterizados em HECHT & ULLMAN38 e HECHT & ULLMAN3?, e eles
podem ser reconhecidos em tempo ligeiramente mais do que 1i
near por Tarjan (TARJAN75).

Seja D(S) o digrafo aciclico obtido de D, retirando
as arestas de Rg, isto é,.D(S) e o digrafo (V,E -Rg). Um di
grafo redutivel D sera dito redutivel em arvore quando D(S) €
um digrafo estruturado em arvore.

Se D & um digrafo aciclico entao claramente RS =¢ e

D(S) = D, para qualquer Busca em Profundidade S. Portanto, a

classe de digrafos redutiveis contém todos os digrafos acicli
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cos. Isto significa que nao podemos resolver o problema de iso

morfismo para digrafos redutiveis, sem resolver também o iso

morfismo de grafos gerais. Porem, quando D & redutivel em arvo

re, existe uma maneira simples de verificar isomorfismo.

22.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE: (BP)

0 isomorfismo de digrafos estruturados em arvore des

crito em SZWARCFITER®S, foi baseado essencidlmente em duas

jdeias:

(i) Se D e um digrafo estruturado em arvore, existe
uma maneira eficiente de unicamente encontrar
uma arvore geradora especial T (a reducao tran
sitiva de D).

(ii) Todas as arestas (v,w) de D sao tais que w & um
descendente de vemT T.

Neste caso, contudo, precisamos distinguir entre ares

tas de avango e arestas de retorno. Uma possivel maneira de

realizar isto e considerar a arvore de subdivisao T' de T, s

to &, T' @ a arvore enraizada direcionada obtida de T substi
tuindo cada aresta (v,w) de T por um novo vertice o e adicio-
nando arestas (v,a) e (a,w). A arvore T' quando propriamente ro
tulada pode representar unicamente um digrafo redutivel em arvo

re.

0 seguinte algoritmo encontra esta representacao:
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Dado o digrafo D = (V,E):

1. Reconhecer se D e de fato um digrafo redutivel (ver TAR-

JAN75). Pare, no caso de resposta negativa.

2. Encontrar o conjunto R de arestas de retorno. Pare se (V,

E-R) nao € um digrafo estruturado em arvore.

3. Encontre a arvore de reducao transitiva T(V, ET) do digra

fo estruturado em arvore (V, E -R).

4. Encontre a arvore de subdivisao T'(V', Eg.) de T.

5. Seja h(z) o nivel do vertice z € V' em T'. Agora, para ca
da vértice z € V', determine um conjunto de rotulos s(z) ,
da seguinte maneira:

5.1. Inicialize: s{(v) = ¢ , para todo v € V',

5.2. Para cada aresta de avanco (v,w) € (E —ET)—R, adicio
ne o rotulo h(Vv) a s(w).

5.3. Para cada aresta de retorno (v,w) € R, adicione o ro

tulo h(w) + 1 a s(v).

Se este algoritmo nao parar nos passos 1 ou 2, entao
ele encontra uma arvore enraizada direcionada rotulada que
unicamente representa o digrafo D. A verificacao de isomorfis-
mo agora € simples. Dado os digrafos redutiveis em arvore Dy e
D2, encontramos suas representacoes de arvore T'] e T'z,respeg

tivamente. Assim, D1, D2 sao isomorfos se e somente se T'],T'2



181

sao isomorfas como arvores enraizadas direcionadas rotuladas.
(Ver HOPCROFT & TARJAN“0). A complexidade do passo 1 & um pou
co mais do que linear. Todos os outros passos podem ser execu

tados em tempo linear.

22.4) EXEMPLO

Verificar se os digrafos redutiveis em arvore D, e D,

sao isomorfos.

Digrafo Dy Estrutura de Adjacencia:
a »b, e, g

b »c, d, k

Digrafo D, Estrutura de Adjacencia:
r > a, C, p

a ~b, c

b ~ a T
c + -
4
p~>Qq, m, n
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1) Dy e D, sao digrafos redutiveis (Ver TARJAN7S)

Busca em Profundidade

R-I = {(C,a), (f,e)} R2 {(bsa)s (m9r)}

um digrafo estruturado em arvore

2) (V, E-Ry) &
(V, E-Ry) & um digrafo estruturado em arvore
3) Arvore de reducao transitiva = T1(V, Eq )

.
Arvore de redugao transitiva = To(V, ETZ)

onde Ey e Eg sao as arestas de arvore de Sy
1 2
e Sp, respectivamente.
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Rrvore de subdivisao T' (V' Ep ) de T

1 1
a
= s(e) = 0
c g s(g) = {1}

k s(k) = {3}

Arvore de subdivisao T'2(V R ETZ) de T2
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o
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s{(c) = {2} ——— s(m) = {2}
s(d) = ¢ — s(q) = ¢
s(e) = ¢ ~ s(a) = ¢
s(f) = {4} —— s(b) = {4}
s(g) = {1} ——— s(c) = {1}
s(k) = {3} ——— s(n) = {3}

T'y e T', sao isomorfas (Ver HOPCROFT & TARJAN*?), en

tao podemos afirmar que D; e D, sao isomorfos.

23) APLICACAO - CONJUNTO DE CORTE MINIMO EM DIGRAFOS REDUTIVEIS

23.1) REFERENCIA - SHAMIRSS®

23.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - TARJAN7!; TARJAN75; HECHT &

ULLMAN39,

23.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Encontrar os conjuntos de corte minimo em digrafos redu-

tiveis.

A analise de muitos processos modelados por grafos dire
cionados requer a selecao de um subconjunto de vértices que

cortam todos os ciclos no grafo. A reducao do tamanho de um
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tal conjunto de corte usualmente leva a uma analise mais sim

ples e mais eficiente, mas o problema de encontrar conjuntos

de corte minimo em grafos direcionados gerais € conhecido ser

NP-completo. Aqui, porem, estamos interessados em encontrar

conjuntos de corte minimo em digrafos redutiveis, e isto pode

ra ser feito em tempo linear (Ver SHAMIR6S),

Veremos agora, algumas definigoes:

Def.:

Def.:

Nota:

Um vértice v corta um caminho P se ele pertence a

P.

Um conjunto S de vértices em um digrafo D € um con
junto de corte se qualquer cicloem D & cortado
por pelo menos um vertice de S.

Um conjunto de corte S € minimo se para quaisquer

outros conjuntos de corte S', [S|<|[S'|. Os  vérti
ces em um conjunto de corte sao chamados vertices

gg corte.

Um conjunto de corte minimo de D héo € necessario
ser unico. Por exemplo, quando D & um ciclo, qual
quer veértice de D e um conjunto de corte. Contudo,
todos os conjuntos de corte minimo tém o mesmo ta

manho.
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Def.: 0 conjunto de todos os ciclos em um digrafo D &

denotado por CD.

Def.: Dado um conjunto S de vertices, o conjunto de to
dos os ciclos em D que nao sao cortados por ver
tices em S € denotado por CSD.

Claramente, C¢D e o conjunto inicial de ciclos
CD’ e um conjunto S & um conjunto de corte se e

somente se CSD = ¢.

Def.: Dado um digrafo enraizado D = (V, E, r) e uma Bus
ca em Profundidade (BP) o , definimos o grafo
direcionado acic¢lico (g d a) de D definido por

o  ser Dad = (V, Ead, r) onde Ead € o conjunto

de arestas gda (arestas de arvore, avango e cru

zamento) em E.
Do‘d e sempre um g d a enraizado, e se alguma a-
resta em E-E%, & adicionada nele, um ciclo & ge

rado.

Def.: Um digrafo enraizado D = (V, E, r) € redutivel se
o grafo direcionado aciclico (g d a) de D defi
nido por a , Dad e o mesmo para qualquer BP

(Busca em Profundidade) o de D.

Def.: Um vértice v' domina um outro vértice Vem um di

grafo enraizado D = (V, E, r) se V' corta qual

quer caminho de r para V.
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Resultado 1: Se (v,Vv') & uma aresta de retorno em um di

grafo redutivel D, entao V' domina V.

Resultado 2: Se D e um digrafo redutivel, entdo qual

quer ciclo simples em D contém exatamente

uma aresta de retorno.

0BS.: Qualquer ciclo em um digrafo contem pelo menos um
ciclo simples. 0 Res. 2 fornece uma particao util
do conjunto de ciclos simples em D em termos de
suas arestas de retorno. Assim, para verificar se

um dado conjunto S & um conjunto de corte, € su

ficiente verificar, para qualquer aresta de retor
no (v,v') em D, que todos os caminhos do grafo di
recionado aciclico (g d a) de v' para v contem

vertices de S.

Def.: Se (v,v') @ uma aresta de retorno em um digrafo re.
dutivel D, entao v' & dito uma cabeca.e v & dito

um final em D (também diremos que v' e v sao cabe

ca e final correspondentes).

Def.: Seja D um grafo redutivel que e parcialmente cor

tado por um conjunto S de vertices. Entao uma ca-
beca v & ativa se existe algum caminho no gda
de Vv para um final correspondente, que nao € cor

tado por vértices de S.
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Uma cabeca ativa € maxima se nenhum de seus descen

dentes do g d a em D € uma cabeca ativa.

Nota: Se uma cabeca Vv &€ ativa, entao existe pelo menos
um ciclo em CSD que contém V, mas nao necessaria-
mente vice-versa. Portanto, a nao ser que S seja
um conjunto de corte, o digrafo D contem pelo me
nos uma cabeca ativa, e tambem pelo menos uma ca

beca ativa maxima.

Resultado 3: Seja D um digrafo redutivel, e seja S um

subconjunto de um conjunto de corte minimo
em D. Se Vv; & uma cabeca ativa maxima em D,
entao S U {v]} € também um subconjunto de

um conjunto de corte minimo em D.

23.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

0 algoritmo basico para resolver o problema de achar
conjuntos de corte minimo em digrafos redutiveis, seria o se

guinte:

Algoritmo A:

1. Comece com S = ¢
2. Selecione uma cabeca ativa maxima v em D com respeito
ao conjunto corrente S. Se nao existe nenhuma, pare ;

caso contrario faca S«SU{v} e repita o passo 2.
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Quando for implementar este algoritmo, € conveniente
enumerar as cabegas em D por uma Busca em Profundidade, e con

sidera-las em pos-ordem.

OBS.: Uma BP define duas possiveis ordens nos vertices:

i) Pré-ordem > a ordem em que os vértices sao co
locados na piltha durante a BP.

ii) Pos-ordem >~ a ordem em que os vértices sao re

tirados da pilha durante a BP.

Por propriedades de BP, todos os descendentes do gda
de um vértice vV (e em particular as cabegas ativas entre eles)
ocorrem antes de vV em pos-ordem. Qualquer cabeca que &€ ativa
em algum estagio intermediario no algoritmo € imediatamente
adicionada a S, e assim parando de ser ativa com respeito ao
novo S. Alem disso, o conjunto S pode ser expandido, e entao
uma cabeca nao-ativa nao pode se tornar ativa novamente em um
estagio mais tarde. Consequentemente, se cabegas sao conside
radas em pos-ordem, ent3o qualquer cabeca que ainda € ativa
quando sua volta acontece, sera uma cabeca ativa maxima.

A maneira mais simples de verificar se uma dada cabe
ca vV e ativa, @ pesquisar caminhos de g d a nao coftados en
tre V e seus finais correspondentes. Isto pode sér feito em
tempo linear propagando os rotulos de v através de arestas do
gda (que sao arestas de arvore , avango e cruzamento), mas o
processo de rotulacao tem que ser repetido para qualquer cabe

ca maxima, assim dando um algoritmo de O(|V]|.|E|).
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A fim de desenvolver um algoritmo mais eficiente, nos
estruturamos (Ver SHAMIR®®) a busca de uma tal maneira que ca
da aresta & usada somente uma vez, mesmo que ela possa perten
cer ao caminho do g d a entre muitos pares de cabega - final
em D. Como a busca deve transmitir informacao suficiente a fim
de determinar quais detes caminhos sao cortados e quais ainda
nao foram cortados, parece que nos necessitamos rotular aque
les que sao conjuntos de cabecas. Infelizmente, este método le
va a algoritmos nao-lineares.

A estrutura especial de digrafos redutiveis nos permi
te usar rotulos muito mais economicos. Para cada vértice v nos
associamos um numero simples KS(V), que pode ser trocado quan
do novos vertices de corte sao adicionados ao conjunto corren
te S. Denotamos por n{(v) (um inteiro entre 1 e |V|) a posigao

de Vv na sequéncia pré-ordem de vertices em D.

Resultado

Seja D um digrafo redutivel e seja S um conjunto arbitrario
de vértices. Entao para qualquer vertice v em D, a seguinte e-

quacao € valida:

0, se vES ou v nao tem descendentes em D,

Ks(v) =
max[Lo(Vy)seves Lo(Vi)s n(V5 q)seens n(ve)]s
caso contrario.
onde (v,vy), (V,vp)s..., (V,V4) sao todas as arestas
do g d a saindo de v, e (v, Vi+1)""’ (Vs V) sao to

das as arestas de retorno saindo de V.
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0BS.: 0 Algoritmo Final (abaixo) usa entao uma simples
Busca em Profundidade de D a fim de numerar 0S
vertices de D em pre-ordem, rotula-los em pos-or
dem, considerar cabecas sucessivas em pos-ordem,
e adicionar novos véertices a S (trocando seus ro
tulos por zero) quando seus rotulos de pos-ordem
e numeros de pre-orden coincidem. As complexida
des em tempo e espaco sao claramente lineares em

relacao ao tamanho de D, ou seja O(|V| + [E]).

Algoritmo Final

Nota: Rotulos sao denotados por £(v), sem um conjunto
subscrito explicito; o algoritmo mantém somente
um sistema de tais rotulos, que correspondem a
algum estagio para o conjunto corrente S. A va

riavel top indica o topo da pilha.

1. Seja S <« ¢; veértice contador c <« 1; coloque r na
pilha (vazia).

2..n(top) < Cc3; c <« c+1; £(top) « O.

3. Se existe alguma aresta desmarcada (top, v), en
tao marque-a e continue; caso contrario va para
0 passo 7.

4. Se V nao foi visitado até agora, coloque v na pi
Tha e va para o passo 2.

5. Se (top, V) € uma aresta de retorno, faca £(top)

<~ max (£(top), n(v)) e va para o passo 3.
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6. Faca £(top) < max(£(top), £(v)) e va para o passo 3.

7. Se £(top) = n(top), faga S « SU {top} e 4£(top)<0.

8. Guarde o top da pilha em Vv'; retire da pilha; se a
pilha & vazia, pare, caso contrario faga £(top) <«

max(£(top), £(v'))s; va para o passo 3.

23.4) EXEMPLO

Encontrar os conjuntos de corte minimo do digrafo reduti-

vel abaixo:

Vi

D

(V,E)

0BS.: a) 0 digrafo acima e redutivel, pois & facil veri-
ficar que qualquer Busca em Profundidade (BP)
reconhece (v3,v1), (v4,v2), (v5,v3) e (V6’V1)
como arestas de retorno e todas as outras :ares-

tas como arestas do g d a (Ver BP a seguir).
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Estrutura da Adjacencia:

V' ->

V2—>

v
2

V3,

Ve
V4 .

33

S = {V33 Vz}

Vg

V7

em Profundidade:
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Note que a BP em que filhos da esquerda sao considerados
antes de filhos da direita, da origem a numeros de prée-
ordem satisfazendo n(vi) = i, para todo i.

Aplicando o Algoriitmo Final, comecaremos fazendo S « 0 e
colocando a raiz vy na pilha. Entao continuamos ao longo
do caminho do g d a vy > vy > v3 > vg4, colocando vy, V3,
e vg na pilha. A aresta (vg4, vy) e entao encontrada como
sendo uma aresta de retorno, e assim £(vg)<«max(0,n(vy))=
= 2. Desde que vy nao tem outros filhos, nos verificamos
que £(vq) = 2 # 4 = n(vy) (passo 7), retire v, da pilha,
e faga £(v3)«max(0, £(vq)) = 2. 0 vértice v; € entao co
locado na pilha, e a aresta de retorno (vg,v3) € encon
trada e entao £(vg)«max(0, n(vg)) = 3, Retirando vg da
pilha, atualizamos £(vg)<max(2, £(vg)) = 3.

Considerando agora a aresta de retorno (vj, v]), faremos

L(vgy) « max(3, n(vq)) 3. Antes de retirar vz da pilha,

1!

descobrimos que £(vj) 3 =n(v3), e assim adicionamos
vy a S e trocamos seu rotulo para 0 (Lvy) <« 0).

Durante o resto do processo, o vertice vy obtém o rotulo
2 (&(vy) < 2) calculado por vg; o vértice vg obtem o ro
tulo 2 (ﬁ(v6) « max(0, £(v3), £(vy), n(vq) = 2), e o ver
tice v, obtém o rotulo 2 (£(vy) <« max(O,«@(v3); Lvg)) =
= 2). Antes de fazer o backtrack de v, para v;, nos nova
mente descobrimos que &(v,) =2 = n(v,), e entao adicio-
namos v, a S, trocando seu rotulo por 0(£(v,) = 0). Isto
leva a £(vy) « max(0, £(v,)) = 0 e o algoritmo para de

pois que v, € retirado da pilha.
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0 conjunto de corte minimo encontrado pelo algoritmo se
ra S = {vg> vo} . Ele nao & unico, pois {vs, vy}
e {vg, Vo) sao também conjuntos de corte. Todos os ou

tros conjuntos de corte contem tres os mais vértices.

24) APLICAGAO - REDUTIBILIDADE DE GRAFO DE FLUXO

24.1) REFERENCIA - TARJAN7S

24.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - HECHT & ULLMAN38; HECHT & ULLMANS3®

24.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Verificar se um grafo de fluxo & redutivel.

Muitos métodos de otimizagao de codigo modelam o flu
xo de controle em um programa de computador por um grafo dire

cionado, chamado grafo de fluxo. Para que esses métodos fun

cionem, o grafo de fluxo deve ter uma propriedade especial cha

mada redutibilidade. Tais métodos incluem algoritmos para en

contrar dominadores, para encontrar subexpressoes comuns, en
contrar variaveis ativas, encontrar definicoes inuteis, etc.
Seja D = (V,E) um grafo direcionado onde V& o con
junto de véertices e E b conjunto de arestas.
Um grafo de fluxo (D,s) € um grafo com um vértice

distinguido s tal que cada vértice e alcancavel de s.

0 vértice v "domina" o vértice w no grafo de fluxo
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(Dy,s) se v # w e todo caminho de s para w contém v.

Sejam v e w # S dois vértices em um grafo de fluxo
(D,s). "Reducao de w em v", significa formar um novo grafo D'
de D retirando o vertice w e suas arestas incidentes, adicio
nando uma aresta (v,x) para cada aresta retirada (w,x) com
x # ve (v,x) nao sendo uma aresta ja existente, e adicionan
do uma aresta (x,v) para cada aresta retirada (x,w) com x # v

e (x,v) nao sendo uma aresta ja existente. D' & obviamente um

grafo de fluxo.

Se D' e formado de D por varias operagoes de redugao,
cada vértice v' em D' corresponde a um conjunto de vértices em
D, especialmente aqueles reduzidos em v'. Se (v,w) € uma ares
ta de D tal que v esta reduzido em v' em D' e w esta reduzido
emw', entao ou v' =w' ou (v',w') & uma aresta de D'. Nes te

caso (v',w') em D' corresponde a (v,w) em D.

Considere a seguinte transformacgao:

TR Se (v,w) € a unica aresta convergente em w

1
e w #5s, "reduza" w em v.

Un grafo de fluxo € redutivel se e somente se ele po

de ser transformado em um grafo consistindo somente do verti-
ce s, pela repetida aplicacao de TR]. Esta definicao difere da
de Hecht e UlTman (Ver HECHT & ULLMAN38), em que eles permitem
lagos (arestas da forma (v,v)) em seus grafos de fluxo, e per-
mite uma outra transformacao que retira lacos.

Se D' € obtido de D pela repetida aplicagao de TR],
D' & uma reducao de D. Se aplicarmos TRy repetidas vezes, ate

o ponto em que nao pudermos mais aplica-la, teremos como re
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sultado um unico grafo. Assim, a ordem das transformacoes nao

e relevante em um teste para redutibilidade.

24.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Seja T uma arvore geradora de Busca em Profundidade

do grafo de fluxo (D,s).

Teorema 1: D e redutivel se somente se w domina Vv pa
ra cada aresta de retorno (V,W)(relativo a

T) (Ver HECHT & ULLMAN39).

Para cada vertice w em D, seja C(w) = {v| (v,w) € uma
aresta de retorno} e seja P(w)={v| Jz€&€ C(w) tal que existe
um.caminho de v para z que nao passa por w}. Se nao existem

arestas de retorno (v,w), ambos: C(w) e P(w) sao vazios.

Lema 2: D € redutivel se e somente se para todow e
para todo v € P(w), existe um aaminho de w pa

ra v em T. (Ver prova em TARJAN73),

Sejaw o0 vertice com numeracao mais alta em D com uma
aresta de retorno entrando em W. Suponha que para todo VEP(w)
existe um caminho de w para v em T. Seja D' formado de D redu

zindo todos os vertices de P(W) emw.



198

Lema 3: Toda aresta (v',w') em D' corresponde a uma
aresta (V,W') de D com um caminho de v' pa-

ra V.em T (Ver prova em TARJAN7S).

Seja T' o subgrafo de D' cujas arestas correspondem

as arestas de T.

Lema 4: T', com a mesma numeragao de T, & uma arvo

re geradora de busca em profundidade de D'.
Arestas de retorno de D' correspondem a
arestas de retorno de D, arestas de avancgo
de D' correspondem a arestas de avango ou
arestas de cruzamento de D, e arestas de cru
zamento de D' correspondem a arestas de cru

zamento de D. (Ver prova em TARJAN73).

Lema 5: Para qualquer vértice x <w, sejam P'(x) e

C'(x) definidos em D', relativos a T', as
sim como P(x) e C(x) o sao em relagcao a T.
Entao existe um caminho de x paray em T'
para todo y € P'(x) se e somente se existe
um caminho de x para y para todoy € P(x).

(Ver prova em TARJAN7S),

Os lemas 2 - 5 levam a um algoritmo eficiente para
testar a redutibilidade de um grafo de £1uxo (D,s). (Ver TAR-

JAN7S) .
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Em TARJAN7>, Tarjan apresenta um algoritmo com um 1i
mite de tempo quase linear para determinar se um grafo de flu
xo € redutivel. 0 metodo usa busca em profundidade e um bom
algoritmo para computar unioes de conjuntos disjuntos. 0 tem
po de execu¢§o exato do algoritmo depende do tempo de execu
cac exato do algoritmo de uniao de conjuntos, que € desconhe
cido. Contudo, um bom 1imite neste tempo de execugao € conhe
cido, e o algoritmo de redutibilidade requer O(min {E log* E,
V 1og V+E}) tempo para testar um grafo com V vé€rtices e E
arestas, onde log*x =min {i l]og(i)x < 1}. Se E>VilogV, o
algoritmo requer O(E) tempo e & Otimo dentro de um fator cons
tante, desde que toda aresta deve ser examinada para determi

nar redutibilidade.

24.4) EXEMPLO
Verificar se o grafo de fluxo abaixo € redutivel:

Estrutura de Adj:
S S ~C, b

a
b
C
d
e -
f
g
h -~ b, k
s, k

¥

(-
¥

Grafo de Fluxo (D,s)
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Aplicando a tecnica de busca em profundidade em (D,s),

obtemos a estrutura de busca em profundidade abaixo:

Agora iremos aplicar varias vezes a transformacgao TR].

Sejawy=b > C(b) = {h}; P(b) {a,d,e}

S - C(S) =‘{i,k}; P(S) {C,fsg,jsb3aadseah}

w
2
Primeiramente reduzimos a em b, depois reduzimos d em b,

e em b, obtendo a seguinte arvore:
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lo
o
=
n
-
@
o
3
7
_h
®
=3
n
—h
®
=3
n
“w

"Reduzindo h em b, b em s,

i em s, obtemos:

79 s
7/

Finalmente reduzindo E em s, obtemos:

S
o

e chegamos a conclusao que o grafo de fluxo (D,s) & redu

tivel.

0BS.: Aplicando o lema 2 podemos ver claramente que (D,s)

€ redutivel, pois para todow e para todo vEP(w),

existe um caminho de w para v em T.

25) APLICACAO - ORIENTACAO DE UM GRAFO NAO DIRECIONADO

25.1) REFERENCIA - SZWARCFITER, PERSIANO & OLIVEIRA7O,

25.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - LOVASZS50; TARJAN7!

25.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Dado um grafo nao direcionado G = (V,E) e um par s, t de
vertices distintos de G, determinar uma orientagao aci-

clica D para G tendo s como unica fonte e t como unico

sumidouro.
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Encontramos o problema aqui descrito em SZWARCFITER,

PERSIANO & OLIVEIRA7?, como também 3s seguintes variagées des

te problema basico:

(1)

(ii1)

0BS.: 1)

0 par s, t nao € dado, e se quer determinar a

unica fonte e o Unico sumidouro da orientacao.

0 par s, t € substituido por dois subconjuntos
de vertices S e T, e a propriedade que a orien-
tagao deve satisfazer passa a ser que 0s vérti
ces de S sejam as fontes e os vertices de T os
sumidouros.

O‘par de subconjuntos S, T da variagao (ii) €
substituido por um par de inteiros positivos kj,
k2, que devem corresponder, respectivamente, as
cardinalidades do conjunto de fontes e sumidou

ros da orientacao.

Se direcionamos as arestas de um grafo nao dire
cionado G, obtemos um digrafo D chamado uma ori
entacao de G. 0 grafo G € entao chamado o grafo

subjacente a D.
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25.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE (BP)

Para cada Busca em Profundidade, definimos a fungao
lowpt: V.-V, como se segue: lowpt(v) =w, onde w € o vértice mais
proximo da raiz da arvore de BP T que pode ser alcangado comegan
do de v, descendo em T atraves de zero ou mais arestas de arvore

e subindo em T por no maximo uma aresta de retorno.

0BS.: Esta funcgao lowpt € a mesma que ja foi definida
nas aplicacoes sobre componentes bjconexos e pla

naridade.

- Problema Basico:

Suponha que sejam dados um grafo nao direcionado cone-
x0 G=(V,E) e um par de vértices distintos s, t&V. Desejamos en
contrar uma orientacao aciclica D de G, tendo uma unica fonte s
e um unico sumidouro t. Assumiremos que o par (s,t) € uma aresta
do grafo nao direcionado. Caso nao seja podemos, evidentemenfe,
adiciona-la a E e tendo encontrado o digrafo D pretendido, pode
mos obter a solucao final de nosso problema simplesmente retiran
do (;T%) de D. Por outro lado, se o problema nao tiver solugao
para o grafo nao direcionado (V, EU {(s,t)}) entao necessariamen
te ele nao tem solucao para (V,E). Ent3o esta suposicao € valida
e portanto o grafo de entrada sera G(V, E U {(s,t)}.

0 algoritmo descrito em SZWARCFITER, PERSIANO & OLIVEI
RA70.& uma aplicagao da tecnica de Busca em Profundidade e faz
uso da funcao lowpt. Inicialmente encontramos uma arvore gera
dora de BP: T(V, ET) de G, enraizado em s e contendo a ares

ta (s,t). Depois computamos o valor de Towpt(v) para ca
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da v € V. 0 processo de direcionar as arestas e simples: Para

direcionar as arestas de arvore, nos percorremos a arvore T de

sua raiz s, atée suas folhas. Inicialmente a aresta (s,t) & di-
— :
recionada como (s,t). Quando visitamos um vertice v, direciona
mos as arestas de arvore incidentes a v e que ainda nao foram
direcionadas. Suponha que estamos visitando o vértice v # s. A
essa altura todas as arestas no caminho de v para s em T ja fo
ram direcionadas. Desejamos direcionar a aresta (vow)EEr, on
de w € um filho de v. Seja p = lowpt(w) e g um filho de p, no
caminho de p para w em T. Ver Figura (VI.1) abaixo. A direcao a

ser dada para a aresta (v,w) depende da direcao da aresta (p,q)

suposta ja dada, como se segue:

_ — —
Regra 1 (arestas de arvore): (w,v) <=—> (p,q)

Figura(VI.1):Direcionando arestas de arvore.
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Agora iremos direcionar as arestas de retorno, toma-

das em qualquer ordem. Suponha que (p,v) @ uma aresta de re
torno e g o filho de p, no caminho de p para vem T. Ver figu
ra (VI.2).Adirecao a ser dada a aresta de retorno (p,v) depen-
de da direcao da aresta de arvore (p,q) suposta ja dada, como

se segue:

— —_—

Regra 2 (arestas de retorno) : (p,v)<=>(p,q)

Figura(VI.2):Direcionando arestas de retorno.

0 algoritmo descrito falha se na regra 1, lowpt(w)=v
ou lowpt{(w) = w. Mas neste caso v € um vertice de articulagao
e o problema nao tem solugao (Ver prova em SZWARCFITER, PERSI
ANO & OLIVEIRA70),

Para calcular a complexidade do algoritmo, primeiro

verificamos que encontrar a arvore T e computar a funcgao lowpt,
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pode ser feito em tempo O(|V]| + |E|[), usando o algoritmo de bi
conectividade de Tarjan (Ver TARJAN7!). Para implementar as re
gras 1 e 2, tudo que precisamos conhecer € a direcao das ares-
tas de arvore, ja visitadas. Observe entao que podemos obter
mais facilmente essa informacao se acrescentarmos um rotulo +
ou - a cada vertice q indicando a direcao de arestas (p,q) de
arvore, onde p € o pai de g em T. 0 processo inteiro pode por
tanto ser completado num tempo O(|V| + |E]).

Para confirmar a validade do algoritmo aqui descrito,

sera necessario provar essencialmente os seguinte fatos:

(1) Se D & um digrafo que pode ser construido a par
tir de seu grafo subjacente G(V, EU {(s,t)}) pe
la aplicacao das‘regras 1 e 2, entao D & aciclico,

com uma unica fonte s e um unico sumidouro t.

(2) Se o grafo nao direcionado G(V, EU{(s,t)}) nao e
biconexo entdo nio existe orientacao aciclica pa
ra G, tendo uma unica fonte s e um uUnico sumidou
ro t (ou seja, existe uma orientagao aciclica de
G tendo uma unica fonte s e um unico sumidouro t,
se e somente se o grafo (V, EU{(s,t)}) & bicone

X0) .

A prova de tais fatos acima estao descritas detalhada

mente em SZWARCFITER, PERSIANO & OLIVEIRA7O,
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0BS.: LOVASZ apresenta tambem um algoritmo para resol-

ver o problema aqui :descritoc, que tem como com

plexidade O(|V| - |E|). (Ver LOVASZS0?).

25.4) EXEMPLO

Dado o grafo nao direcionado G(V,E) e um par de vértices

distintos s, t €V, encontrar uma orientagao aciclica de

G.

Grado Nao-Direcionado G Estrutura

S

-

>

t,
S
S»
as,
a,
Cs,
d,

C»

a
C,
b,
c

b,

de Adjacencia:
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Estrutura de Busca em Profundidade:

vértice w | p=Towpt(w)
S S
t S
a S
b c
c S
d t
e t
f c

Agora iremos direcionar as arestas de arvore e as ares-
tas de retorno sequndo as REGRAS 1 e 2, respectivamente,

e iremos obter a orientacao aciclica D de G.

Orientacao Aciclica D de G.
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26) APLICACAO - ORDENACAO DE ELIMINACAO MINIMAL

26.1) REFERENCIA - ROSE, TARJAN & LEUKERSZ,

26.1.1) OUTRA REFERENCIA - OHTSUKIS*®

26.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Encontrar uma ordenacao de eliminacao minimal de um gra

fo G.

Seja G = (V,E) um grafo nao direcionado, conexo, tal
que |V| = n.

Uma ordenacao de V & uma bijecao o : {1,2,..., nk<-V.
Algumas vezes denotaremos uma ordenacao por V = {Xi}?=1'

Ga = (V,E, o) € um grafo ordenado. Em Ga, 0 conjunto

de vertices monotonamente adjacente a um vertice v & definido
por:
madj (v) = adj(v)n W €V | o

(v) <o (W)}

Para um vertice v, a deficiencia D(v) € o conjunto

de arestas definido por:

D(v) = 1(xs¥) | x € Adi(v), y € Adi(v), y¢& Adi(x),
x #y}

0 grafo G, obtido de G da seguinte forma: (i) adicio
nando . arestasde modo que todos os vértice em Adj(Vv) sao pa

res adjacentes, e (ii) retirando V e suas arestas indicentes;
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e dito grafo de v - eliminacao de G. Isto &:

G, = (V- {vl, E(V - {v}) U D(v))

Para um grafo ordenado Ga= (V, E, o), o processo de

eliminacao: P(Ga) = [G==GO, R P Gn—ll € a sequéncia

-I b

de grafos de eliminacao definidos recursivamente por GO = G,

1)Xi’ para i = 1,2, ..., n-1. Se G, = (V,, Ei) para

G, = (G ; ;

j-
i =0,1, ..., n-1, o conteudo F(Gu) e definido por:

1

T. »

n-
JCRIE

o

onde T1=D(Xi) em Gi-]’ e o grafo de eliminacao G*u e definido
* =
por G* (v, EU F(Ga)).

Uma ordenagao a € uma ordenacao de eliminacao mini-

mal ou ordenacao minimal de G se nehhuma outra ordenacao B sa

tisfaz:  F(Gg) < F(G,) .

Uma ordenacao o € uma ordenacao de eliminacao minima

de G se nenhuma outra ordenacao B satisfaz: |F(GS)| < |F(Gu)|

0BS.: Qualquer ordenagao minima de um grafo e

minimal.

26.3) METODO - BUSCA EM LARGURA LEXICOGRAFICA

0 problema de encontrar uma ordenacao de eliminacao
minima € NP-completo. (Ver ROSE, TARJAN & LEUKER®2). Portanto,
estamos mais interessados em encontrar uma ordenacao de elimi
nagao minimal.

Em OHTSUKI®*, Ohtsuki, obtém um algoritmo com

O(|vl . |E]), que encontra ordenacoes minimais.
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Usaremos aqui, um esquema de ordenacao lexicografica

(que € um tipo especial de busca em largura) para encontrar

ordenacoes minimais (Ver ROSE, TARJAN & LEUKERS2). 0s  vérti
ces do grafo sao numerados de n a 1. Durante a busca, cada
vertice v tem um rotulo associado consistindo de um conjunto
\

de numeros selecionados de {1,2,...,n}, ordenados em ordem

decrescente. Dado dois rotubos: L, = [p], Pos «vvs pk] e

i

L, = Lq], Qps wves qZ]’ definimos L, < L, se, para algum j,

"

P, pa

1

ra‘i:],z’,..,'kek<£.l_ =|_2 se k—Zep q19]i1i

q; para i=1,2, ..., ] -1ce p < qj, ou se p, =g
] | K

Algoritmo LEX M: Considere o seguinte esquema de or

denacao:

Inicio

Para todo vértice v&€ V, faca rotulo (v) = ¢;

Para i = n adicione -1 ate 1 Facga

Inicio

Selecao: Escolha um vértice nao numerado
v com maior rotulo;

comentario determine v, o numero de i;

a{i): = v;

Atualizacao: Para cada vértice nao numera

do w, tal que exista um cami
nho[v= v],vé,v3,...,vk+]=w]
com v, nao numerado e rotulo
(vj)<r6tu1o(w), para j=2,3,

,k Faca adicione i a ro-
tulo(w),

Fim

Fim LEX M.
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Este algoritmo constroi uma ordenacao o para um grafo
inicialmente nao-ordenado G = (V,E) e constrEi um rotulo L(V),
dado pelo valor final de rotulo (v), para cada vE& V.

Em ROSE, TARJAN & LEUKER®2 & apresentada uma implemen

tacao de LEX M com complexidade O(|V] . |E])

0BS.: A condicao em Atualizagao, para atualizar rotu

los, €.necessaria por causa da existencia de

arestas fill-in.

26.4) EXENPLO

Temos, abaixo, uma ordenagao minimal de um grafo G, gera

da pelo algoritmo LEX M:

c>7(9,8)

g+3(7,6,5,4)

a9

h+2(6,5,4,3)

Os rotulos finais estao entre parenteses, e nove arestas

fi11-in estao tracejadas.



) NOQ ROTULO

a 9 b

b 8 {9}

c 7 {9,8}

d 6 {9,8,7}

e 5 {8,7,6}

f 4 {8,7,6,5}
g 3 {7,6,5,4}
h 2 {6,5,4,3}
i 1 {5,2}
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Logo, a ordenacao minimal sera:

o = [i,h,g,f,e,d,c,b,a]

08S. -

Esta ordenagao o nao € mi
nima, pois existe uma ou

tra ordenacao com somente

cinco arestas fill in.

27) APLICACAO - RECONHECIMENTO DE GRAFOS TRIANGULARES

27.1) REFERENCIA - ROSE, TARJAN & LEUKER®2

27.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - DIRAC29; LEKKERKERKER & BOLAND“?Y;

27.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

GOLUMBIC33; TARJAN76; FULKERSON &

GROSS?28.

Reconhecer se um grafo nao direcionado G &€ um grafo tri

angular.

Um grafo nao direcionado G

= (V,E) & triangular se

todo ciclo C de comprimento estritamente maior que 3 possui
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uma corda, isto &, uma aresta unindo dois vértices n3ao consecu
tivos do ciclo. Equivalentemente, G nao contém um subgrafo in
duzido isomorfo a C, para n > 3. Ser triangular € uma proprie
dade hereditaria inerente em todos os subgrafos induzidos de G.

Um vertice x de G € dito simplicial se seu conjunto

de adjacencia Adj(x) induz um subgrafo completo de G, isto e,

Adj(x) e uma clique (nao necessariamente maximal).

0BS.: Dirac (Ref. DIRAC20) e mais tarde Lekkerkerker
e Boland (Ref. LEKKERKERKER & BOLAND“®), prova
ram que um grafo triangular sempre tem um vérti

ce simplicial (de fato, pelo menos dois deles).

Seja G = (V,E) um grafo nao direcionado e seja t={ v
Yp5...5 YV} uma ordenacao dos vertices. Diremos que T & uma

ordenacao de eliminacao perfeita ou ordenacao perfeita se cada

v, e um vertice simplicial do subgrafo induzido GLVsunosV o d

Em outras palavras, cada conjunto:
Xi = (vj € Adj(vy) | §> 1)

e completo. (Ver ROSE, TARJAN & LEUKER®2)

Um subconjunto SC V € um separador de vértice para

vertices nao adjacentes a e b (ou separador de a-b) se a remo
cao de S do grafo separa a e b em componentes conexos distin
tos. Se nenhum subconjunto de S e um separador de a-b, entao S

e um separador minimo de vertice para a e b.
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Resultado 1: Seja G um grafo nao direcionado. As seguin-

tes afirmagoes sao equivalentes:
i) G e triangular;
ii) G tem uma ordenagao perfeita.
Alem disso, qualquer vértice simplicial
pode iniciar uma ordenacgao perfeita.
iii) Todo separador minimo de vértice pro-

duz um grafo completo de G.

Resultado 2: Todo grafo triangular G = (V,E) tem um vér

tice simplicial. Além disso, se G nao € uma
clique, entao ele tem dois vertices simpli
ciais nao adjacentes. (Ver prova em  GOLUM

BIC33).

27.3) METODO - BUSCA EM LARGURA LEXICOGRAFICA

Do Resultado 2 acima, Fulkerson e Gross (Ref. FULKER-
SON & GR0OSS28) obtem um procedimento de reconhecimento que
fornece-nos uma escolha de pelo menos dois vertices para cada
posicao na construcao de uma ordenacao perfeita para um grafo
triangular. Portanto, nos podemos .aleatoriamente escolher um
vértice v, e guarda-lo na Ultima posigao de uma ordenacao per
feita.

Similarmente podemos escolher qualquer vertice v

n-1

adjacente a v e guarda-lo na (n-1)-ésima posicao. Se continu

n
armos desta maneira, sera construido um esquema de backwards.
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Iremos utilizar a Busca em Largura Lexicogréfica (BLL)

para reconhecer grafos triangulares. Temos entao o seguinte re

sultado:

Resultado 3:

0BS.: 1)

Um grafo nao direcionado G = (V,E) &€ triangu
lar se e somente se a ordenacao t produzida
pelo Algoritmo BLL € uma ordenacao perfeita

(Ver prova em GOLUMBIC33),

Em um trabalho nao publicado, TARJAN  (Ref.
TARJAN7®) apresenta um outro método de explo
rar um grafo, que pode ser usado para reco-
nhecer grafos triangulares. Ele € denominado
"Busca de Cardinalidade Maxima (BCM)".

0 algoritmo de Busca em Larguka Lexicografi
ca que constroi uma ordenagao perfeita & pa
recido com o que encontra ordenagao minimal
(ja visto na Aplicacao 26 anterior). A Unica

diferenca € que na Atualizacao da ordenacao

perfeita teremos:

Atualizacao: Para cada vertice nao numerado

w € Adj(v) Faga Adicione i a rd

tulo(w).
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Verificar se os grafos nao direcionados abaixo sao trian

gulares:

1) Grafo G

Aplicaremos o algoritmo BLL para o grafo G acima. 0 vé

Estrutura de Adjacencia:
a~>b, e

b - a, d, ¢

c~>b, d

d > c, b, e

e »a, d

|-

tice a e selecionado arbjtrariamente.

A evolugao da rotulacao e a numeracao sao ilustradas abai

X0:

o o o T

T na o0 T w

ROTULO  NoO
¢ -
¢ -
¢ -
¢ -
¢ -

ROTULO NO

o 5
{5} 4
{4} -

» {4,3} -

{5} 3

T A 0o T o

ROTULO

NO

¢
{5}

¢

¢
{5}

ROTULO

NO

o o o T o

¢
{5}
{4,2}
{4,3}
{5}

ROTULO N9

:
{5} | 4
@y | - |~
@y | -
5y | -

¥
1) o o T o ’

ROTULO  NO

¢
{5}

14,2}
4,3}
5}

¥
T a O T o
w N - s o,
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Note que a numeracao final t = [c,d,e,b,a] € uma ordena

cao perfeita e assim G € um grafo triangular.

Estrutura de Busca em Largura:

e
2) Grafo M ' Estrutura de Adjac@ncia:
a~b, g
b C d b+C,f,9,a

c ~d, e, f, b

d e, ¢

e ~d, c, f
f>e, c, b, g
g->f, b, a

Estrutura de Busca em Largura:
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A numeragao final e r = (a,g,b,f,c,e,d) que € uma ordena
cao perfeita, logo M & triangular.
Note que t nao € unica. De fato, M tem 96 diferentes or

denacoes perfeitas.

0BS.: Em M, todo separador de vertice minimo tem car-

dinalidade 2.

3) Grafo N Estrutura de Adjacencia:

X >p, r

Yy -Ps> Qs r
;, Z - P CIsY'

X z
V P > X, ¥y, Z

r q->Y, Z

r > X, Y, 2

Podemos ver claramente que N nao tem nenhum vértice sim
plicial, assim nao podemos nem comecar a construir uma
‘ordenagao perfeita (nao tem nenhuma).

Logo, N nao & triangular: 0BS.: Em N, o conjunto {y,z} &

um separador de vertice minimo para p e q, enquanto

{x,y,z} € separador de vertice minimo para p e r.

28) APLICACAO - RECONHECIMENTO DE GRAFOS TOTAIS

28.1) REFERENCIA - GAVRIL32

28.1.1) OUTRA REFERENCIA - BEHZADS®

28.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Reconhecer se um grafo conexo H e total.
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Seja H = (V,E) um grafo conexo. 0 numero de vertices

de H sera denotado por |V| = n, e o numero de arestas por

Un conjunto completamente conexo (conjunto c.c) de

H € um conjunto de vértices em que cada dois vertices sao ad
jécenée;.

Seja Adj(Vv) o conjunto de vertices adjacentes a um
vértice vemH, egrau (v) =]|Adj(v)]| o grau de v.

Seja Adj+(v) = Adj(v) + {v} , e max grau (H) sera de
notado como o0 grau maximo entre os vértices de H.

Um grafo H € chamado total se existe um grafo G  de

modo que ha uma correspondencia um a um entre os vértices de
H e os vértices e afestas de G, tal que dois vertices de Hsao
adjacentes se e somente se os vértices correspondentes em G
sao adjacentes ou incidentes. Neste caso diremos que H & o gra

fo total de G.

Para um vértice v de H, denotaremos por v seu elemen

to correspondente em G, e Vv sera chamado um u-vértice se v &

um vértice de G, e v sera chamado um a-vértice se V & uma ares
ta de G. E facil ver que para todo u-vértice v de H, grau(v)
€ exatamente duas vezes o grau de V em G e para todo a-vérti
w de H, grau(w) € a soma dos graus dos vértices de G adjacen
tes a aresta w,

Un caminho ou um ciclo serao considerados como um ca

minho simples e um ciclo simples. Um caminho (um ciclo) de um

grafo sera chamado sem corda se no grafo nao existem arestas

Tigando dois veértices nao consecutivos do caminho (do ciclo).
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28.3) METODO - BUSCA EM LARGURA

Em BEHZAD®, Behzad descreve, de modo geral, um algo

ritmo interessante para o reconhecimento de grafos totais. A

ref. GAVRIL3Z2 descreve uma versao do algoritmo de Behzad e
que requer O(|E|) passos e utilizara a técnica de Busca em
Largura.

Assumiremos que o grafo H = (V,E) , a ser testado, e
conexo e tem mais do que 3 vértices.

Seja V = {v], Vos e vn}

Assumiremos que H(V) € dado pelas listas de adjacen
cia de seus vertices.

Considere um grafo H, e um subconjunto U< V. Pode

mos verificar se H(V) & o grafo total de H(U) da seguinte ma

neira:

Seja U-= {u], Upsewes up} e A=V-1U-= {a], qns s at}

Para todo ay € A sera determinado um conjunto L(aj).
Inicialmente L(aj) = ¢ , para todo 1 < j < t. Para todo u;€U
adicionamos u; ao conjunto L(aj) de todo %jé'Adj(ui){j A.

Seja L = {L{ay)s ...» L(at)}

Lema: H e o grafo total de H(U) se e somente se  as
seguintes condigoes sao satisfeitas:
i)  Todo L(aj) € L tem exatamente dois elemen
tos;
ii) Para cada dois elementos adjacentes a.,

ay € A, temos que |L(aj)(W L{a )| = 13
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iii) Para todo uiﬁllh o conjunto Adj(uy) n A
e completamente conexo (c.c);

iv) 0 numero de arestas de H(U) e igual a |A|;

v) Para todo L(aj) € L, os dois elementos de

L(aj) sao adjacentes em H.

(0 processo de i a v requer O(|E|) passos)

(Ver GAVRIL32).

Boa Configuracao

Seja H o grafo total de um grafo G tal que max grau
(H) > 4. Adj(v) pode ser particionado em dois subconjuntos

AV e BV, sendo AV 0o conjunto de u-vértices e Bv 0 conjunto de

a-vertices de Adj(Vv). Claramente, B, € c.c, IAV| = |B. | = grau

v v I

(v)/2, e cada elemento de BV(A e adjacente a exatamente um

v)
elemento de A (B,).

Adj(w) pode ser particionado em dois subconjuntos Aw
e Bw, sendo que AW representa um u-vértice e seus a-vertices
adjacentes, e B representa o outro u-vértice e seus a-verti-
ces adjacentes. Neste caso ambos: A e B sao completamente co
nexos (Ay, By nao tem que ser do mesmo tamanho), e cada elemen
to de BW(AW) e adjacente a no maximo um elemento AW(BW) e cada
vértice s € V-?Adj+(W) e adjacente a no maximo quatro elemen
tos de Adj(w).

Para um vertice v de H diremos que H(Adj(v)) tem wuma

boa configuracao se H(Adj(v)) € conexo e Adj(v) pode ser parti

cionado em dois subconjuntos Av’ BV tal que:
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i) B, € completamente conexo e |BV|_3grau(v)/2;

ii) Cada elemento de B (A e adjacente a no maximo

v)
um elemento de AV(BV);
iii) Se Ay nao € completamente conexo entao cada ele
mento de A (B ) € adjacente a exatamente um ele

mento de BV(AV).

E facil ver que se grau(v) > 4 ent3do a particao em

Ays B, € unica exceto para uma possivel troca entre A, e B,

quando |A | = |B [. Assim, se um grafo H(V) € total, entao pa

ra cada v € V, H(Adj(v)) tem uma boa configuracao.

Algoritmo

Considere um grafo conexo H(V). Em linhas gerais, o
algoritmo faz o seguinte: Primeiro trata das situacoes em que
H pode ser o grafo total de um caminho sem corda, um ciclo
sem corda ou uma clique. Se H nao e nenhum desses casos, o al-
goritmo trata da situacao restante (que sera quando max
grau(H) > 4). Em cada caso tentamos encontrar um a-vertice V1
e dois u-vertices Vo, V5 adjacentes a Vy e aplicamos a técni
ca de Busca em Largura (Ver GAVRIL3Z) - BL(H, vy, vp, Vg, U).
Entao verificamos que H @ o grafo total de H(U).

0 algoritmo para testar se o grafo H(V) € ou nao to

tal funciona da seguinte maneira:

1. Se max grau(H) < 4 entao H somente pode ser o gra
fo total de um caminho sem corda ou de um ciclo

sem corda.
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Seja H o grafo total de um caminho sem corda.
Entao deve haver um vértice vy de grau 2 que
€ um u-vértice, um vértice v, de grau 3 ad
jacente a Vy que € um a-vértice e um véertice
vy de grau 4 adjacente a vy, v,, que € um u-
vertice. Em seguida, testamos que um grafo H
tendo max grau(H) < 4 e o grafo total de um
caminho sem corda como se éegue:

Verificamos se em H existe um vértice vy de
grau 2, um vértice Vv, adjacente a vy, de grau
3 e um vertice v3 adjacente a Vis Vo de grau
4. Se Vq, V,, V3 nao existem ent3ao H nao e
o grafo total de um caminho sem corda. Caso
contrario, executamos uma BL(H,V,,V;,V3,U) e
verificamos se H & ou nao o grafo total de

H(U). Tudo isto requer O(|E|) passos.

Seja H o grafo total de um ciclo sem corda.
Entao, todos os seus veértices sao de grau 4.
Seja U o conjunto de seus u-vértices e A o
conjunto de seus a-vertices. E facil ver que
H & tambéem o grafo total de H(A), e de fato
podemos trocar o conjunto de u-vértices com
o conjunto de a-vértices. Assim podemos con
siderar qualquer vértice v; de H um a-vérti
ce e entao, dois vertices adjacentes Vos V3s
ambos adjacentes a vy, serao u-vértices. Por

tanto, testamos se um grafo H tendo max grau
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(H) <4 e o grafo total de um ciclo sem cor-
da como se segue:

Primeiro verificamos se todos os vertices de
H sao de grau 4. Entao procuramos tres vérti
ces Vi, Vp, Vg, mutuamente adjacentes. Se
nao existem tais veértices, entao H nao €& o
grafo total de um ciclo sem corda. Caso con-
trario, executamos uma BL(H,v],vz,v3,U) e ve
rificamos se H € ou nao o grafo total de H(U)

Tudo isto requer O(|E|) passos.

Se max grau(H) > 4, seja v um vértice de H tendo
grau maximo. Se H(Adj(Vv)) nao tem uma boa configu-
racao entao H nao & total. Caso contrario, seja

A, B, a boa configuracao de H(Adj(v)). Se He o

v’ Ty
grafo total de H(B U {v}) entao nos terminamos. Ca
so contrario nos sabemos que H nao € o grafo total

de uma clique, e temos os seguinte casos:

i) Se A, nao € completamente conexo, entao V deve
ser um u-veértice. Tomamos um vértice w]€ B, €
o vértice V,E€ A  adjacente a V. Assim Vy de
ve ser um a-vertice e v, v, devem ser seus dois
u-vértices adjacentes. Executamos uma BL(H,V],
Vi, vy, U). Entao, H € total sss H € o grafo to

tal de H(U).
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ii) Se A, e completamente conexo, entao Vv deve ser

um a-vertice. Se existe um vertice zE V -

Adj+(v) adjacente a mais do que quatro elemen
tos de Adj(v) ent3ao H nao € total. Caso con
trario, procuramos dois elementos adjacentes

wy € Ay, Wy € B tal que {Adj(wq) - Adj* (V) U

{wol} e {Adj(wp) -Adj+(V)}LJ (w1} nao sao conm-

pletamente conexos(isto requer O(|E|) passos
desde que todo z€ V - Adj*(v) & adjacente a
no maximo quatro elementos de Adj(v)). Se w,,
W, nao existem, entao H nao & total. Caso con
trario, Wi, W, devem ser dois u-vertices ad
jacentes a v. Executamos uma BL(H,V,W1,w2,U),

Entao H € total sss H & o grafo total de H(U).

0 algoritmo aqui descrito requer O(|E|) passos. (Ver

em GAVRIL32).

28.4) EXEMPLO

Verificar se o grafo conexo H a segquir & total.
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Grafo H(V)

.Estrutura de Adjacencia:

Vi 7 V2s V3e Vg Vge V9o Vqp
Vo 7 V1 V3s Vg5 Vg, Vg Vg
V3 7 Vs V2 Vg Vg Vipo VY]
V4 > V2, V3, V5, V6, V7, V9
Vg 7 V25 Vg4s V7, Vg

Vg 7 V1s V3s V45 V7, Vg Vg
V7 7 Vg Vg Vg Voo Vg

Vg 7 Vye Voo Vg Vgs Vg

Vg 7 Vs Voo Vg Vgs V3. Vg
Vio > Vie V3o Ve Yy

Vi1 > V3: VYq0

Aplicando o algoritmo aqui descrito no grafo H(V),
seja V= {vy, vo, «uvy vyq)
Neste caso max grau(H) > 4; seja vy o vértice de H tendo

0 grau maximo.
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Adj(vy) = {vp» V3, Vgs Vg, Vg, vy} tem uma boa configu
racao, que € a seguinte:

A vl

v

10

Cada elemento de v-Adj’f(v‘]) = {vy, Vg, Vg, Vqq} € adja
cente a no maximo quatro elementos de Adj(v]) e{Adj(vz)
- AdFT(VBU (vgh, (Ad§(vy) - AdIT(V{BU Tv,} ndo  sdo
completamente conexos. Logo, V] € um a-vertice e Vo, v3
seus dois u-vertices. Aplicando a tecnica de Busca em

Largura BL(H,vy,Yo,V3,U), (Ver procedure BL descrita em

GAVRIL32), obtemos a seguinte estrutura de arvore BL:

000 O\ ©OOOE 69@@@@@;

' u v . 22
2 3u a_o¥ v a, Lo~
goossevoss SEooce eaéo S, =y @@@ gn@’ =7 &
G ® e o’ ,5,
@@g@@,O.@,@ do N . @@@§%9@0w9% ., @90 - 10
©p LA W e T ) .
St L] NIy / Qg@D@%@@@e@ sw@‘@@ .
e A ®@e pormdfoced® P
P P - Al a
- X’ -7 _/ - ’ -
/' L S - 7 nd - .
oé,l o « u - - . ./ . .
*’SOO &e U*e . ]1""’ ,’/ Lo
NELZ WY "*’f»{r**~ -f:* 7 - .-
t o~ *‘; . e

.- **fﬁ)f' *g# - .- -

LR IR
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> aresta de arvore
®@e99> aresta entre irmaos
sxx2> aresta entre primos

-.-.> aresta entre tio e sobrinho

e U= {vp, v3, vgs V5, Vyq} , obtido quando aplicamos
BL(H, Vis Vos Vg3, u).

E H(U) sera:

Podemos ver claramente, pela definicao ou pelo Lema, que

H & grafo total de H(U), logo concluimos que H € total.

29) APLICAGAO - VERTICE DE REALIMANETACAOQ

29.1) REFERENCIA - GAREY & TARJAN3!

29.1.1) OUTRAS REFERENCIAS - TARJAN71; TARJAN72; AHO!; KNUTH*7

29.2) DESCRIGAO DO PROBLEMA

Encontrar todos os vertices de realimentacao em um digra

fo arbitrario fortemente conexo.
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Seja D = (V,E) um grafo direcionado com n = |V]| verti-
ces e m = |E| arestas.

Um vértice de realimentacao de D & um vertice conti-

do em todo ciclo de D.

Um conjunto de realimentacao de D € um conjunto SCV

tal que todo ciclo de D contém pelo menos um veértice em S.

0BS.: 0 problema de determinar um conjunto de reali-
mentagao de cardinalidade minima aparece em va
rios contextos, mas, infelizmente, & classifi-

cado com NP-dificil.

29.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Em GAREY & TARJAN3! € apresentado um algoritmo  que
tem como cohp]exidade O(|E|) tempo e que usa busca em profun-
didade para encontrar todos os vértices de realimentacao em
um digrafo arbitrario fortemente conexo. Se o grafo nao e for
temente conexo, podemos resolver o problema aqui descrito en
contrando os componentes fortemente conexos.usando o algoritmo
da Ref. TARJAN7L, e achandoconjuntos de realimentac3o separadas
mente em cada componente.

Suponha que os vertices de D sao numerados de 1 a n
conforme eles sao alcangados durante a busca em profundidade.
Assumiremos que cada veértice de D € identificado por seu nume
ro.

Seja s o menor veértice sem nenhuma aresta de arvore

saindo dele. Ent3ao (1, 2, 3, ..., s-1, s) & um caminho da ar-
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vore (isfo e, caminho na arvore geradora) de 1T a s. Como D &
fortemente conexo, deve existir alguma aresta (s,t) deixando
s em D, e como esfa aresta nao foi incluida na arvore, nos de
vemos ter 1 <t < s-1. Assim (S,t) € uma aresta de retorno ,
e os unicos vertices de realimentacao possiveis sao  aqueles
no conjunto {t, t+1, ... s-1, s}.

Podemos aperfeicoar este conjunto de possibilidades
como se segue:

Seja y o maior vertice com uma aresta de retorno con

vergindo nele, isto e:
y = max {v: existe uma aresta de retorno (u,v)}

Seja z o maior vertice que € um ancestral de todos os

vertices que tem arestas de retorno, isto €:

z = max {w: para cada aresta de retorno (u,v), w €

um ancestral de u}

Note que z deve ser um ancestral de s e assim z < s.
Como cada aresta de retorno (u,v) define um ciclo em
D consistindo de (u,v) e o caminho na arvore de v para u,e co
mo qualquer vertice de realimentacao deve depender de todos

esses ciclos, todo vertice de realimentacao deve ser um des-

cendente de y e um ancestral de z. Segue que oS unicos possi-

veis veértices de realimentacao sao aqueles pertencentes ao
conjunto {viy <v <1z}. Sey >z ou se o subgrafo de D, ob
tido retirando todos esses vertices, nao @ aciclico, ent3ao nao

existem vertices de realimentacao.
A fim de determinar quais destes candidatos sao ver-

tices de realimentacao, nos computamos dois valores para cada
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vertice v € V. Eles sao definidos como se segue:

maxi(v) = max {w # vi w < z e existe um caminho de v
para w que nao usa arestas de
retorno e que passa atraves de
somente vértices u satisfazen-

do u > z}

0BS.: Um caminho p € dito passar através de u se u

pertence a p e u nao € um vértice final de p.

- verdade, se existe um caminho de v para algum des

cendente w de z que nao usa arestas de
loop(v) =
retorno e que passa atraves de somente

vertices u satisfazendo u > z;

- falso, caso contrario.

Por convengao: max(¢) = 0

A busca em profundidade mantem uma pilha de todos os
vértices encontrados até aqui, que tem arestas divergentes que
ainda nao foram examinadas. Os vértices sao removidos desta
pilha em ordem topologica invertida (Ver KNUTH*7), com respei
to ao grafo aciclico, obtido retirando todas as arestas de re
torno. Se (u,v) nao € uma aresta de retorno, entao v € desem-
pilhado antesde u durante a busca. Assim, se z & conhecido an
tes da hora, as seguintes equagoes podem ser usadas para com

putar maxi e loop durante a busca, vertice por vertice na or
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dem de desempilhar:

maxi(v) = max({w: w < ze (v,w) nao € uma aresta de
retorno} U {maxi(w): w > z e (v,
w) nao € uma aresta de retorno}l).
loop(v) = verdade, se e somente se ou v € um descen-

dente de z ou nao existe uma aresta de re

torno (v,w) tal que w > z e loop(w) = ver-

dade.

0 teorema abaixo caracteriza os véertices de realimen

tagao.

Teorema: Um vértice v &€ V € um vértice de realimenta

cao se e somente se:

i) y<vz=z
ii) 0 conjunto {x: y < x < 2z} € um conjun-
to de realimentacao;

jii) maxi(u) < v para 1 <

<

< V3

iv) Tloop(u) falso para y < u < v.

Este teorema sugere o seguinte algoritmo pa
ra encontrar todos os vertices de realimen-

tacao em um grafo fortemente conexo D.
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A]goritmo FB

Passo 1:

Passo 2:

Passo 4:

Execute uma busca em profundidade em D, nu
merando os vertices de 1 a n na ordem de

busca e computando y e z;

Testar se y < z e se D torna-se aciclico
quando todos os vertices x satisfazendo
y < x < z sao retirados. Se o teste falhar,

pare (D nao tem vertices de realimentacao).

Repita a busca em profundidade, computando
maxi(v) e loop(v) para todos os vértices v

€ V usando as equacgoes ja dadas.

Se y = raiz entFo maxitest = 0. Senao maxi-
test « max{maxi(u): 1 < u < y}. Inicialize o
conjunto de vertices de realimentacao como
conjunto vazio, e v « y. Entao execute os se
guintes passos:

Passo 4a: Se maxitest < v, adicione v ao con

junto de vertices de realimentacao.

Passo 4b: Faga maxitest « max {maxitest,maxi

(v)}.

Passo 4c: Se loop(v) = falsoe v < z, faca
v< v+l e retorne ao Passo 4a.

Caso contrario,pare.
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Nao e dificil verificar que a quantidade total de tem
po requerido por este algoritmo € O(|E|), onde |[E|] € o numero

de arestas em D.

0BS.: 0 algoritmo acima encontra-se em GAREY & TAR
JAN3Ll, Para que ele funcione corretamente € ne

cessario acrescentar no Passo 4 o seguinte:

Se y = raiz entao maxitest = 0.

29.4) EXEMPLO

Encontrar todos os vértices de realimentagao para os se

guintes grafos:

1) Grafo D Estrutura de Adj.: Ciclos:

a ~>b abcda
a d

b » ¢, d ab da

€ c~»d cdec

d > a, e
b c

e - ¢

Aplicando o algoritmo FB aqui descrito:

Passo 1: Seja T a estrutura de Busca em Profundidade de
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Passo 2: {v:y< v <z} = f{c,d} ~ possiveis vertices de
realimentacao. Retirando {c,d}, D torna-se a-

< .
ciclico.

Passo. 3: maxi(a) = b Toop(a) = falso
maxi(b) = d loop(b) = falso
maxi(c) = d loop(c) = falso
maxi(d) =0 loop(d) = verdade
maxi(e) =0 loop(e) = verdade

Passo 4: maxitest =0
maxitest = d

Conjunto de Realimentacao:

F=1A{1 Vv +c
F = {c} v <« d
F = {c,d} lToop(d) = verdade

Logo, os vertices de realimentagao de D sao c

e d.
2) Grafo L Estrutura de Adj.: Ciclos:
a > b, c acda
b »cC abcda
b
C c > d
d ~ a
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Aplicando o Algoritmo FB:

Passo 1: Seja T' a estrutura de Busca em Profundidade

Passo 2: {v: y < v <z} = {a, b, ¢, d} > possiveis vér
tices de realimentacao. Retirando {a,b,c,d} ,

L torna-se aciclico.

Passo 3: maxi(a) =c loop(a) = falso
maxi(b) = ¢ loop(b) = falso
maxi(c) = d loop(c) = falso
maxi(d) = O loop(d) = falso

Passo 4: maxitest =0
maxitest = C

maxitest = d

Conjunto de realimentacao:

F=1{1 V<« a
F = {a} V<b
F = {a,c} V< C
F = {a,c,d} V< d
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Logo, os vértices de realimentagcao sao a, C,

d.

30) APLICAGKO - FATORES PAR E IMPAR

30.1.) REFERENCIA - EBERT?3

30.7.1) OUTRAS REFERENCIAS - TARJAN7!; HARAY35; DEO, KRISHNA-
MOORTHY & PAIlS6, '

30.2) DESCRICAO DO PROBLEMA

Encontrar um fator impar (ou par) maximal em um grafo

nao direcionado conexo de ordem par (ou Tmpar).

Seja G = (V,E) um grafo nao direcionado, onde V € o
conjunto de vertices e E @€ o conjunto de arestas.

Sejan = |[V| o numero de vertices; e m = [E| o nume
ro de arestas.

Un fator impar (par) F de G & um subgrafo gerador

nao nulo de G, onde o grau de cada vértice em F € impar (par).

Res.1: 0 numero de vértices de grau impar € par em

todo grafo (pois 2m = » grau{v)).

Por causa deste Res. 1 somente existem fatores Tmpa
res em grafos com numero par de vértices. 0 algoritmo de

EBERT?3 mostra que existe pelo menos um tal fator em cada gra
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fo conexo com numero par de vértices.

Res. 2: Todo fator par F contém pelo menos um ciclo.

(Se F nao possui ciclos, ele contera uma ar-

vore e portanto uma folha com um grau Tmpar).

0BS.: Em DEO, KRISHNAMOORTH & PAI'® & mostrado que o
fator impar de uma arvore com numero par de
vértices € unico. (Eles tambem fornecem um al

goritmo para encontrar esse tal fator).

30.3) METODO - BUSCA EM PROFUNDIDADE

Usaremos a técnica de busca em Profundidade (BP) pa
ra encontrar um fator Tmpar maximal (em relacao ao numero de
arestas) em um grafo nao direcionado conexo com numero par

de vertices. 0 algoritmo abaixo ira utilizar dois vetores:

NUM -~ & obtido a medida que os vértices sao explora
- dos e controla a execugao da busca (€ o numero

de BP).

NOVO-GRAU - controla o grau dos vértices‘quando o fa

tor € encontrado.
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ALGORITMO FAT-IMPAR:

Procedimento BP(v,u)

Infcio

i< i+ 1;

NUM(V) < i;

Para W € Adj(Vv) efetuar
Se NUM(w) = 0

entao

Inicio /(v,w) & uma arestade arvore/
BP(w,V);
Se NOVO-GRAU(w) € par
entao ADIC(v w);
Fim

Senao

Inicio

Se NUM(w) < NUM(v) ew # u
entao /(V,w) & uma aresta de
retorno)

ADIC (v,w);

Fim
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Procedimento ADIC (v ,w)

Inicio

3

/Adicione (V,w) ao fator/

NOVO-GRAU (V)
NOVO-GRAU (w)

Fim

Procedimento Principal:

Inicio
p< [V]5
Se p € impar
entao 'Nao existe fator impar'
Senao
Para j =1 Some 1 até p efetuar
NUM(Jj) = NOVO-GRAU(Jj) = 03
i =0;
BP(1,0)
Fim
Fim

0 algoritmo acima descrito tem

(Ver EBERT23).

NOVO GRAU (V) + 13
NOVO-GRAU (W) + 13

1

complexidade O(|E]).
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OBSERVAGAQ

1) Sejaw # 1 um vértice arbitrario. Quando a chamada

ao procedimento BP(w,Vv) termina, todas as arestas

de retorno terminando em w e algumas arestas de ar
vore comecando emw , ja foram adicionadas ao fator.
Se NOVO-GRAU(W) nao €& impar, a aresta (V,W) &€ in-
cluida no fator. 0 NOVO-GRAU(1) sera impar por cau

sa do Res. 1.

Se a condigao, descrita no Procedimento BP(v,w) so

bre a aresta de arvore: NOVO-GRAU(W) € par for

substituida por: NOVO-GRAU(W) € Tmpar e se o teste

descrito no Procedimento Principal: p € impar, for

removido, obteremos um algoritmo FAT-PAR que ira
encontrar um fator par maximal, e tambem tera como

complexidade O(|E|).

Se os algoritmos sao aplicados para arvores, nao
existem arestas de retorno. A inducao sobre os ver
tices na ordem em que as éhamadas a BP(v,u) termi-
ham, mostra que o algoritmo citado (EBERT23) for
nece um unico fator impar em arvores com numero
par de vértices. 0 mesmo processo de inducao mos
tra que nao existem fatores pares em qualquer Ervg
re, que e também deduzido pelo Res. 2.

Para qualquer outro grafo conexo (exceto no caso

de fatores impares em grafos de ordem impar), 0s
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algoritmos fornecem um fator, desde que exista pe

1o menos uma aresta de retorno incluida.

de arestas neste fator difere do numero de

tas no grafo original por no maximo n-1.

EXEMPLO

Dado o grafo nao direcionado G abaixo, encontrar um

tor impar maximal.

Grafo G (com numero par de

vertices)

Estrutura de BP:

Fatores adicionais:

ADIC(b,a)
NOVO-GRAU(a)
NOVO-GRAU(b)

1
1

a
C b

c

<

>

>

NUM(b)

NUM( a

)

NUM(c)

NUM(d)

ADIC(d,b)
NOVO-GRAU(b)

NOVO-GRAU( d)

1}

b

a, c, d

1

i

ADIC(b,c)

2 NOVO-GRAU(b)

1 NOVO-GRAU(c)

0 numero

ares

fa

Estrutura de adjacencia:

1]
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Assim, quando acabamos de aplicar o algoritmo FAT-IMPAR

obtemos o seguinte fator Tmpar maximal:

Um outro fator Tmpar maximal que podemos obter do grafo

G dado sera:

0BS.: 0 exemplo acima mostra que o fator encontrado nao
€ necessariamente maximo, visto que o grafo G pode
ter fatores maximais com diferentes numeros de ares

tas.

31) CONCLUSAO

Neste capitulo foram descritos.alguns problemas, com
suas respectivas solugoes, qué utilizaram um ou mais meétodos
de buscas em grafos.

Podemos citar, por exemplo, a técnica de busca em Pro
fundidade usada para encontrar componentes biconexos, determi
nar ordenacao topologica, encontrar maior caminho, determinar

planaridade, etc. Outra técnica, a busca em largura, foi utili
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zada para reconhecer grafos totais, reconhecer grafos biparti
tes, encontrar menor caminho em grafos nao ponderados, etc.
Outras técnicas foram tambem utilizadas como importantes fer-
ramentas para resolver problemas em grafos.

Logo, podemos concluir que os meétodos de busca em
grafos muito auxiliam na resolugao de varios problemas prati
cos, e geram algoritmos com eficientes complexidades de tempo

e espaco.
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CAPTTULO VII

CONCLUSAO GERAL

Esta tese abordou diversos problemas importantes em
Teoria de Grafos. Muitos desses problemas requerem processos
automaticos para resolve-los, pois quase sempre conduzem a
grafos grandes, ou seja, grafos que sao impossiveis analisar
sem a ajuda do computador. Como grafos sao largamente usados
como modelos de fenomenos reais, & importante descobrir algo
ritmos eficientes para responder questoes teoricas sobre gra
fos.

Busca em Profundidade ou Backtracking foi uma ferra
menta aqui estudada e que proporciona um algoritmo mui
to eficiente para resolver varios problemas. Tal algoritmo €
um procedimento recursivo, que pode ser implementado utilizan
do uma pilha e que tem cdmp]exidade oclv] + |E]), tanto para
grafos nao direcionados como para grafos direcionados.

Outra poderosa técnica € a Busca em Largura. Seu al
goritmo correspondente pode ser 1mp1émentado usando uma fila,
e tem complexidade linear O(|V| + |E|) para grafos nao dire
cionados ou para digrafos.

A Busca em Largura Lexiéogréfica e a Busca em Profun
didade Lexicografica sao usadas so para grafos nao direciona
dos. As complexidades para esses dois tipos de buscas sao res
pectivamente O(|V] + |E]) e O(]V]Z). Tais buscas impoem  uma

determinada prioridade na escolha dos vértices a serem explora
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dos.

Nesta tese foi também apresentada a classificacao dos
algoritmos em tres tipos: 19) Totalmente Restringido; 29) N3o
Restringido; e 30) Parcialmente Restringido. O primeiro gasta
O(|V|] + |E|); o segundo tem complexidade que depende do numero
de caminhos do grafo em questao e que pode ser exponencial no
tamanho do grafo (pior caso);e o térceiro tem complexidade que
depende da condicao nele contida, podendo ser, no pior caso,
exponencial.

Varios problemas em Teoria dos Grafos sao resolvidos
com mais eficiencia utilizando as técnicas de busca aqui estu
dadas. A coletanea das aplicacoes apresentadas no Capitulo VI
e composta de problemas considerados importantes em Teoria dos
Grafos, havendo, € claro, outras aplicacoes que também utili
zam tais tecnicas de busca.

Finalmente, o que se pode observar &€ que todo algorit
mo para resolver um problema em grafos requer sempre o exame
de vértices e arestas. Ao se examinar um grafo de uma maneira
estruturada, alguns algoritmos tornam-se mais faceis de enten-
der e mais rapidos durante a execucao. A escolha do método a
ser usado frequentemente afetara a eficiencia do algoritmo. Po
rém, selecionar simplesmente uma boa estrutura de dados nao &
suficiente para garantir uma boa implementacao. Uma escolha

cuidadosa da Técnica de Busca tambem se faz necessaria.
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