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AL

SUMARIO

A politica otima de estoques para itens de
alto custo e baixa demanda consiste em emitir os pedidos de for-
ma que o nivel do estoque permanega constante. Neste caso, s res

ta uma variavel de decis3o: o nivel de referencia s do estoque.

Este trabalho se propoe a uma andlise do
problema da determinagao de s quando a demanda € gerada por um
processo GEOMETRICO-POISSON em tres niveis: Estabelece a expres-
sao do custo associado a cada decisao (o .nivel de referencia),um
estudo estatistico da demanda identificando suas caracteristicas
e comparando os métodos de estimacao existentes com o método pro
posto que se constitui na aplicacao do BEF (Bayesian Entropy Fo-
recasting) ao problema e, finalmente, a avaliacao do desempenho
do estoque dada uma decisao atraves de uma série de Indices cal-

culados independentemente dos custos.



AT

SUMMARY

In inventory systems, the optimal police for high
cost and/or low demand items is such that the orders are pla-
ced. s0 as to keep constant the stock level. In this case there
exist only one decision variable, that is, the spare stock "s".

In this: work it is studied. the problem of finding
the spare stock "s" when the demand isﬂmodelléd by a Geome-
tric. Poisson process. It is first stablished an expression of
the cost associated with each decision followed by statistical
study of the demand, i.e., a comparision of the existing esti-
mation procedures for the problem with the Bayesian Entropy
Forecasting method ( BEF for shoert ) used here. Finally, the
performance of the stock for a given decision is obtained uby

using various indices calculated independently of the costs.
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I. INTRODUCAO

Frequentemente, sistemas que visam o aten-
dimento da procura por um determinado bem, se deparam com o pro-
blema causado pelo descompasso normalmente observado entre esta
procura e a capacidade do sistema de se reabastecer deste mesmo

bem.

De forma a minimizar os efeitos advindos des
ta diferenga, & conveniente acumular uma certa quantidade deste
bem,. criando-se um estoque e fazendo com que a procura pos
sa ser total ou parcialmente atendida assim que observada e opro
cesso de reabastecimento passe a ter a funcao de manter os niveis

de estoques adequados e nao de atender diretamente a procura.

Sendo assim, um estoque & uma maneira de
adaptar a procura ao longo do tempo a capacidade de reabasteci-

mento do sistema.

0 actmulo de bens em estoque visa melhorar a
capacidade de atendimento da procura e este sera tanto melhor quan
to maiores forem os niveis de estoque. No entanto, imobilizar bens
em estoque significa também imobilizar capital e arcar com os cus
tos relativos a operacdo do estoque (administracgio, informagao,es

paco fisico etec.).

Uma politica de estoques visa estabelecer
um equilibrio entre estes dois fatores concorrentes: atender a

procura sem, porém, gastar mais em estoques do que o lucro pro-



porcionado pela melhor qualidade de atendimento (&€ importante ob
servar que neste caso, "gasto" e "lucro" nao tem uma interpreta-
gao exclusivamente financeira podendo incluir fatores como sa-

tisfagao do cliente, garantia de atendimento etc.).

Uma classe especial de estoque, que se cons
titui o alvo deste trabalho, se refere aqueles itens cuja procu-
ra & pequena mas cujo custo & bastante elevado, consumindo boa
parte dos investimentos totais em estoque. Para estes itens, ve-
rifica-se que a politica otima & manter um nivel de estoque cons-
tante, isto &, uma vez observada uma procura, um pedido de rea-
bastecimento suficiente para restaurar o nivel do estoque & emi-
tido (em alguns casos, isto so & possivel a intervalos regulares
de tempo). Nesta classe de itens se encontram, geralmente, pecas
de reposigdo para navios e avioces. A Unica decisio a ser tomada
para estes itens & a escolha de qual o nivel de estoque compati-

vel com as necessidades do sistema.

Um elemento basico para a escolha do nivel
apropriado do estoque &, sem divida, o conhecimento do valor da
procura. Naturalmente, raros sao os casos em que o seu nivel po-
de ser determinado precisamente. Assim, a procura deve, necessa-
riamente, ser estudada a luz de métodos estatisticos cujos resul

tados serao considerados no processo de tomada de decisao.

Os métodos estatisticos classicos se mos-
tram frageis quando aplicados ao problema de estimagdo dos para-
metros da distribuicao da procura quando esta se mostra pequena
e/ou esparsa no tempo. A estatistica Bayesiana, por sua maleabi-

lidade e capacidade de considerar fatores subjetivos se mostramais



adequada para este caso.

Este trabalho, se propde a uma anilise do
problema de estocar itens de baixa procura e alto custo em varios

- .
niveils:

(i) Estabelecer a expressao do custo associado
a cada decisdao (o nivel de armazenamento )
baseados no conhecimento dos varios para-
metros da distribuicao da procura e dos cus
tos associados. A partir desta expressao,
€ possivel estabelecer qual o nivel otimo

de armazenamento.

(i1)  Estudo estatistico da procura, identifican
do suas caracteristicas e comparando os mé
todos existentes com o método proposto que
se constitui na aplicacdo do método  BEF

(Bayesian Entropy Forecasting) ao problema.

(i1i) Avaliacao da performance do estoque dado o
- .

nivel de armazenamento. Para isso, nos va-

lemos de Indices calculados a partir da dis

tribuigao da procura e independente dos cus

tos, em geral de dificil avaliacio.

0 trabalho esta organizado da seguinte for
ma: nos caplitulos II e III apresentamos os modelos de estoque de

. . - . . - - -
terministicos e estocasticos ja exlstentes e no capitulo IV uma



extensao destes modelos ao nosso problema onde se inclui uma ané
lise mais cuidadosa do processo de chegada das procuras e o estu
do de algumas simplificagces da fungao de custo aplicaveis em ca
sos particulares. O capitulo V & integralmente dedicado aos métg
dos de estimacao dos parametros da.procura.e, em especial, ao mo
delo BEF. No capitulo VI sdo apresentados os indices de perfor-
mance da politica de estoque ao qual nos referimos no item (iii)
acima e no capitulo VII apresentamos todos os testes comparati-
vos com dados simulados. Os programas utilizados neste capitulo

sao apresentados nos apendices A, B, C e D.
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IT. CONTROLE DE ESTOQUES

1. INTRODUCAO

Un sistema de estoques, na sua estrutura

basica pode ser descrito pela figura abaixo:

itens itens
demandas ESTOQUE pedidos

FORNECEDOR

onde sao representados os seus principais elementos:

0 ESTOQUE: onde estd armazenada uma quantidade, chamada "estoque
em maos", de um item e ao qual comparecem clientes es
tabelecendo cada um uma demanda por este item. A nao
ser quando dito o contrario, cada demanda corresponde

a uma unidade do item.

0 FORNECEDOR: Abastece o ESTOQUE mediante a emissao de um "pedi-

do" por parte da administragao do estoque.

Ao tempo decorrido entre a emissao do pedi

do e a chegadas das unidades encomendadas chamaremos de "tempo de

entrega'.

2. POLITICAS DE CONTROLE

Qualquer politica de controle de estoque es
t3, em Ultima analise, fundamentada em duas questoes: Quando emi

tir um pedido e Quanto pedir.



Estas, em geral, sao as uUnicas variaveis so-
bre as quais se tem controle ja que tanto a demanda como o tempo
de entrega nao dependem de nenhuma agao por parte da administra-

cao do estoque.

Como critério de otimizacdo serd utilizado
a minimizacao dos custos variaveis com a politica adotada o que,
conforme serda visto adiante, & equivalente a maximizar o lucro
bastando para isto que sejam apropriadamente definidos cada um

dos termos que compoe a funcgao de custo.

A minimizacao da funcac de custos  pode,
eventualmente, estar sujeita a restricoes tais como: limitacgao de
espaco, peressibilidade do material estocado, investimento maxi-
mo, ... etc. Além disso, pode-se desejar que o estoque atinja ni
veis minimos de performance, niveis estes medidos através de in-
dices como: fracao da demanda atendida, fracao do tempo em que o

estoque esta vazio, etc.

3. FUNCAO DO CUSTO

Somente os custos que variam com a politi-
ca adotada serao considerados. Neste estudo a unidade de tempo
utilizada sera o ano e os sistemas serdao considerados estaticos,
ou seja, OS seus parémetros sao constantes no tempo. Estes cus-

tos sao,basicamente, tres:

3.1 - Custos de Abastecimento

A cada pedido emitido esta associado um cus



to fixo "A" devido a operacoes de ordem administrativa tais como:
preenchimento de formularios, gastos em comunicacoes (telex, te-
lefone, etc.) e, em certos casos, transporte e/ou inspecao do ma

terial recebido.

Além disso, ha o custo dos itens encomenda
dos que varia com a quantidade "Q" de unidades. Para efeito dees
tudos, "C", o custo da unidade, sera considerado independente de

Q. Logo,"CP", o custo associado a um pedido, & dado por:

CP = A + CQ (II.1)

0 custo anual "Cl1" & dado por:

Cl = n(A + CQ) (I1.2)

onde n & o nimero de pedidos emitidos no ano.

Logo, o custo médio anual de fornecimento, CIL é:

Tl =1 (A + CQ) (II.3)

onde n é o numero médio de pedidos por ano.

3.2 - Custos de Posse

Neste item serao incluidos gastos referen-
tes a seguros, impostos, aluguel do espago, custos do capital imo
bilizado e gqualquer outro custo associado a manutengao e operagao

do estoque. Estes custos variam enormemente em tipo e importén—



cia de um sistema para outro. No entanto € considerada, de una ma
neira geral, como uma boa aproximagao a suposicao que estes cus-
tos sao proporcionais ao investimento total no estoque propria-
mente dito. Logo, se "I" & a constante de proporcionalidade e
C2(t') & o custo associado 3 um periodo t' tem-se:

-tl
C2(t') = IC x(t)dt (IT.4)

o

onde x(t)> 0 € o estoque em maos no instante t

Quando t' = 1,
1

C2(1) = IC x(t)dt (I1.5)
o

Logo, "C2", o custo operacional médio anual & dado por

C2 = IC x (I1.6)

onde X é o estoque médio anual em mios.

3.3 - Custos por Falta de Estoques

Neste item serao analisados dois casos dis

tintos:
3.3.1 - Com Formacao de Fila:

Quando um usuario estabelece uma demanda
por um item e o estoque em maos & zero, a sua demanda € colocada
numa "lista de espera" ou "fila". As demandas na fila serao aten

didas preferencialmente assim que o estoque seja reabastecido.



.10.

Estes custos, normalmente, sao de dificil
avaliacao especialmente no que tange a uma eventual perda de pre
ferencia de um cliente que podera, num caso extremo, até transfe

rir todos os seus negocios para outro estabelecimento.

Em certos casos, no entanto, € possivel ava
liar estes custos. Um exemplo € o caso em que uma linha de produ
cao tenha que parar por falta de alguma peca ou de matéria-pri-
ma. Em ambos os casos, 0s custos seriam aqueles correspondentes

ao custo de manter estas maquinas paradas.

Neste trabalho, para efeito de estudo, con
sideramos o custo com duas componentes: uma, fixa associlada a gas
tos administrativos e outra, proporcional ao tempo em que uma uni

dade em falta permanece na fila.

Sejam:
Ho o custo de colocar uma demanda na fila e
T o custo por demanda e por unidade de tempo que esta unidade

permanece na fila.

Assim, para cada demanda na fila esta asso

ciado um custo "I":

T =10 + ITAt (IT.7

onde At é o tempo, em anos, que a demanda permaneceu na fila.
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Seja b' o nimero de demandas que entraram
na fila em um ano. Entdo, C3(t'), o custo devido a falta de esto
ques no periodo de tempo t', € dado por:

ny
C3(t') =b'n_ + 1 b(t) dt (I1.8)

O

O

onde b(t) & o tamanho da fila no instante t.

Seja b o tamanho médio da fila ao longo de
um ano. Outra vez, ele & numericamente igual ao numero de unida-

des.ano na fila. Logo,

b = b(t)dt (II.9)

O

Logo, o custo médio anual por falta de estogue C3 é:

C3 = HOB' + 1B (IT.10)

-_— - - - . - . l
onde b' & o numero médio de unidades que entraram na fila por ano .

Para maior clareza, cabe observar que b se
refere ao tamanho médio da fila enquanto b' se refere ao numero
total de unidades que entraram na fila, nao importando quanto tem

po nela permaneceram.

. i
— . 1=1 - -
1 Repare que D' @ Lim ————— onde b’i e o numero de unidades
n- n

que entraram na fila durante ano 1i.
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3.3.2 - Sem Formagao de Filas - Vendas Perdidas

Ocorre quando um usuario estabelece uma de
manda por item em falta no estoque, nac se dispGe a entrar numa

fila de espera, vai a outro estabelecimento e a venda é perdida.

Outra vez, & dificil medir a insatisfacdo
do cliente em termos monetarios. Seja I o custo de uma venda per

dida, entao

I @ custo da insatisfacao do cliente + lucro perdido (I7.11)
b, MODELOS DETERMINIMISTICOS DE CONTROLE DE
ESTOQUES

Como ja foi dito, os modelos aqui apresen-
tados sdo estaticos e o critério de otimizac3o € a minimizagao da
media anual dos custos variaveis. Logo "K" o custo médio anual &

dado por:

K = Lim
At =0

(IT1.12)

onde K(At) & o custo variavel associado a um periodo At, dado em

anos.
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Sao poucos os casos reais que, a rigor, a
demanda e o tempo de entrega possam ser considerados determinis-
ticos. Estes modelos, no entanto, sdao largamente utilizados dado
a sua simplicidade e fornecem, ainda, uma boa base de trabalho pa
ra o estudo de modelos estocasticos que serdo vistos mais adian-

te.

4.1l - Lote Economico

E o modelo mais simples. Considera todas a
variaveis como sendo continuas sendo a demanda e o tempo de
entrega perfeitamente conhecidos e constantes no tempo. Além dis
so, o modelo nao considera a hipotese de haver falta de estoque

ou seja, toda a demanda & atendida.

Sejam:
A a demanda em unidades/ano
T O tempo de entrega
Q o tamanho do pedido - cada vez que um pedido € emitido, sao

encomendadas Q unidades ao fornecedor. Como o modelo & esta-

tico, todos os pedidos serao iguais.

Como nao ha falta de estoque, somente os
custos de abastecimento (Cl) e os custos operacionais (C2) serao

considerados:

Logo:
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K =Cl + C (II.13)

4.1.1 - Cialculo do Custo de Abastecimento

Como a demanda é considerada continua,coni

tante e igual a X e cada pedido & de Q unidades, o nimero médio

de pedidos por ano & dado por(“):

_ A
n = - (IT.14)
Q
Logo, por (II.3)
L A
1= — A=+ C) (I1.15)
Q

4.1.2 - Calculo dos Custos de Posse

Seja S$>0 o estoque em maos no instante que

precede a chegada do pedido (vide fig.II.1l)

Ots A ESTOQUE EM MAOS

b o N D
|

FTGURA TIT.1

(*) Uma prova rigorosa deste fato € fornecida em Hadley & Whitin'.
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Logo, como o estoque em maos varia linear-

mente de Q+S a S, X, o estoque médio anual & dado Por:

= @SS . Qg (11.16)
2 )
Logo, por (ITI.6)

T2 = 1C( Q. S) (II.17)

4.1.3 - Minimizacao da Funcao de Custo

Por (II.15) e (II.17), temos

K= M Lo+ TC (

Q

S) (II.18)

N O
+

A minimizacao de K em relagac a S e Q nos
fornecera os valores otimos do estoque em maos no instante que

precede a chegada do pedido (S*) e do tamanho do pedido (Q%*).

Para calcular S*, basta verificar que o Uni

-

co termo que depende de S na equagao (II.1l8) e ICS. Logo,

S* = 0 (IT.19)

Para calcular Q*, calculemos

K o g = = /224 (II.20)
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0 estoque em maos a cada instante estd re-

presentado na figura abaixo:

Q A ESTOQUE EM MAOS

FIGURA TII.2

onde estao representados também:

T .. o tempo de entrega

T ... o periodo<i>sis&mm(tempo apbds o qual o sistema se repete)

sendo T & Q/)

Rh . o ponto de renovagao; nivel do estoque que quando atingi
do determina a emissao de um pedido.
4.1.4 - Calculo de Ry, o ponto de renovagao

Primeiramente seja u a "demanda de espera"

dada por:

u = AT (I1.21)



L17.

A demanda de espera € a quantidade demanda
da durante o tempo de entrega. Logo R, tem que ser tal que, ao

final do tempo de entrega, o estoque em maos seja S*=0.

Seja m, o n? de ciclos completos no perio-

do 1, dado por:

(IT.22)

H A

Logo em T unidades de tempo o sistema rece

be Qm unidades e entrega u unidades.

Entao,

R, = u-mQ (II.23)

ou seja, 0 que se tem em maos hoje (Rh) mais o que se vai rece-
ber durante o periodo T(mQ) tem que ser igual a procura total du

rante o tempo de entrega t (isto &, u)

4.2 - Com Formacao de Fila

Neste caso, todas as demandas serao eventu
almente atendidas porém, aquelas ocorridas quando o estoque em
maos for zero serao colocadas em uma fila ou lista de espera e
atendidas preferencialmente assim que o estoque seja reabasteci-

do. 0 grafico abaixo representa o estoque em maos ao longodo tem

po.
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A ESTOQUE EM MAOS

Q-b

|
1
-
¥

— T —
L 4 FILA !
FIGURA II.3

onde:

T{ .--. tempo durante o qual hd estoque

T2 e tempo durante o qual hd fila (estoque em macs igual a
zZero)

T = T,+T, duracao de um ciclo

b>0 .... tamanho da fila no momentc que antecede a chegada de um
pedido.

4.2,.1 - Custo de Abastecimento

Como no item anterior

TI = 2% L o (IT.24)

Q
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4,2.2 - Custos de Posse

A cada ciclo, x(t), o estoque em maos, &

dado por:

x(t) = Q-b-At, 0<t<T

<t
= 0 R T <t<T (IT.25)
Seja X, o estoque médio em um ano
JAt
% = Lim o x(t)dt (II.26)
At o At

Se n € o nimero de ciclos completos em At

anos e z<T & uma fragéo de ciclo temos:

K |
. Lim n ‘o x(t)dt o 4(t)dt

X @ + =
At-> < At / At

0
[Tl T
_ Lim R Co x(t)dt i x(t)dt . Lim =  (II.27)
At At o Moo AT
Por (II.14) podemos concluir que:
bim L (II.28)
At+o At Q
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ja que Lim n/At &, por definicao, o n? médio de ciclos (epor
At -
tanto de pedidos por ano).

De (II.27) e (II.28),

T T
_ o |t oL
x =2 x(t)dt = 2 (Q-b-At)dt =
Q Q
o O
2
_ £Q=b) (I1.29)
2Q
Logo:
w7 - i (Q-b)? (11.30)
2Q

4.2.3 - Custos por Falta de Estoques

A cada ciclo, b unidades entram na fila de
espera. Logo, como A/Q & o nimero médio de ciclos por ano, "b'"

o nimero médio de unidades que entram na fila por ano é&:

B! = b (IT.31)

A
Q
e, como b(t), o nimero de unidades na fila no instante t e dado

por:

b(t)

At 0<t<T, (IT.32)

temos por (II.9).
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I 217
b = 2 atdt = 2 (IT.33)
Q 2
(@]
como
T, = b (II.34)
A
Substituindo (II.31), (II.33) e (II.34) em
(II.10) temos:
T3 = X | 1 ab+ 2L T2 (II.35)
Q © 2

4.2.4 - Minimizagcao da Funcao de Custo
Por (II.24), (II.30) e (II.35)

K =2a+ocon+ 28 (gp)2 4

1 1
Q 2Q Q

I A b+ =T b2 (II.36)
© 2

Como no item 4.1.3, a minimizacao de K com
relagao a Q e b nos fornecera o pedido 6timo (Q*) e o tamanho &ti

mo da fila no instante que antecede a chegada de um pedido (b¥*).

= () ———— Q% = + (1 +¥l) b* (IT.37)
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CL Q° . L AA+TL Ab%+L T p#2 |4 b*? (IT.38)
3Q 2 IC © 2 2
Resolvendo (II.37) e (II.38) temos:
(24T TCOb*? + 21 A T b* + (nox)2 - 2)AAIC = 0 (I1.39)
Antes de calcular b*, analisemos (II.39); supondo que
=0 : Entao por (II.39)
(nox)2 = 2)AIC (IT.u40)

A equacao (II.39) tornou-se independente de
b*., Assim, se os parametros Too s A, T eC nao sao tais que
(II.40) seja verdade entao nao existe 0<b*< e que satisfaga (II.37)

e (ITI.38) e b* deve se encontrar nas extremidades.

Concluimos entdao que um estoque para o qual
o tempo em que uma unidade permanece na fila nao € penalizado nos

leva a tres opgoes.

a) A eq.(II.40) n3o é satisfeita e nao vale a
pena colocar wuma unidade sequer na fila.
(b*=0). Neste caso, o modelo se reduz ao

LOTE ECONOMICO.
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b) A eq.(IT.u40) nao & satisfeita e & vantajo-
sa a criagao de fila. No entanto, como a pe
nalidade estd apenas no numero de unidades

que entram na fila e n3o no nUmero de uni-

dades que estaoc na fila nada impede que es

ta cresca indefinidamente. Se € vantajoso

colocar uma unidade na fila, quanto mais

unidades nao atendidas mais lucro! Neste
caso b* = ® e n3ao ha estoque.
c) A eq.(II.40) € satisfeita. Logo quaisquer
valores de Q* e b* tais que;
I A
Q% = b* + -2 | obtido de II.37 com I = O
Ic
implicam num custo médio anual obtido da

expressao II.36 e dado por:

K= (C+HO)

Se T # 0 entao:

-1
[%+IC:] -HOA+[}+2AAIC)(1+—— - = (I X)_l (IT.41)

1 A 1 /o
m+1C 2AA (Hox)2
—_— , T #0 (II.42)
Bl IC IC(T+IC)
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4.2.5 - Calculo do Ponto de Renovacao

Analogamente ao item 4.1l.4, "Rh", o ponto
de renovacao,tem que ser tal que no instante que precede a chega

da de um pedido, o tamanho da fila seja b*: Logo,

R, - u + mQ* = b (II.43)

h

R, = u - mQ* + b* (IT.44)

onde u e m sao dados por (II.21) e (II.22) respectivamente.

4.3 - Sem Formacao de Fila

Neste caso, qualquer demanda durante o pe-
riodo T, (vide figura II.4) no qual o estoque em maos, € zero se
ra perdida. Desta forma, nac & mais verdade que a minimizacao
dos custos seja equivalente a maximizacao dos lucros ja que a

quantidade vendida nao € mais fixa (igual a demanda) e depende da

fracao do tempo no qual o estoque estd vazio.
Este problema pode ser resolvido se incor-
porarmos ao custo da venda perdida o lucro perdido. Senao, veja-

mos:

Sejam:



.25,

s o prego de venda de uma unidade

P o lucro anual

c o custo de uma unidade

fo parcela do tempo que o estoque estd vazio (fo = TZ/T)

I custo de uma venda perdida exclusive o lucro.

Entao:

p = A(s-c)(1l-fo) - I fo - (custos de abastecimento e custos de
posge) (IT.45)

~ p = A(s-c) - (Ho+s—c)A fo - (custos de abast. e posse)(II.46)

Logo, verifica-se por (II.46) que o lucro & igual ao custo a me-
nos uma constante (A(s-c)) e o sinal. Portanto se equivalem a mi

nimizacao dos custos e a maximizagao dos lucros.

A figura abaixo representa o estoque em re

lagao ao tempo.

, ESTOQUE EM MAOS

—~—

- T1—+T2—+—— T ——=|

FIGURA II.H
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0 periodo T € dado por:

(IT.47)

I = HO + s-C
4,3.1 - Custos de Abastecimento
0 nUmero médio de pedidos (ou ciclos) por
ano '"n'":
- 1 _ A (IT.48)
n — —
T Q+AT,
para Q # 0 (nao ha pedidos por zero itens)
Logo por (II.3)
°T = &, _CO (IT.49)
Q+>\T2 Q+7\T2
4.3.2 - Custos de Posse
Analogamente ao item 4.2:
T
1
2 2
X=n| (Qatdat = 2 - & - Q& (I1.50)
Q¥AT, 2 2(Q¥AT,)
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Por (II.6)

. 2
07 = —I (IT.51)
2(Q+AT,)

4.3.3 - Custos por Falta de Estoque

A cada ciclo o custo é dado por 'Cp' onde:

2 ' (I1.52)

Logo o custo médio anual devido a falta de estoques & dado por:

o M*T,
3 =nI\T, = (I1I.53)

2 Q+>\T2

4.3.4 -Minimizacao da Funcao de Custo
Por (ITI.49), (II.51) e (II.u2),

T

2 |
K= Ao, COQr . ICQ s 2
Q+AT,, Q+AT, 2(Q+AT,) Q+AT,
ou
2MA + 2CQM + ICQ? + 2nx2T2
K = (II.SLI-)

2(Q+AT,)

Para encontrar-mos Q% e T,*, os valores de

Q e T, que minimizam (II.54), temos:
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9% - g —— ICQ*2 4 (2CA-2TA) Q% + 2)A = 0 (II.55)
3T
2
%2
3 g —— 7y = 21X (TT.56)
3Q?2 2ICQ*A+2CA2-2T\7
para Q e T >0
De IT.55 temos
A(I-C) + / A2(I-C)? - 2ICAA’
Q* = (II.57)
IC
Seja A = A%(I-C)? - 2ICAA (I1I.58)

Por (II.57) temos que:

al Se A < 0, as equagoes (II.55, II.56) nao
tem solugac real tal que 0 < T§ <. T e
0 < Q% < » e a solugao se encontra em uma

das extremidades.

(1) se Q*=0 entao T4 = T pois nenhum pedido se

ra efetuado e o custo sera dado por

K* = I X (IT.59)
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(ii) Se Tg @ 0 entao, por (II.56),

qr = / 224 e k% =/ 2arIC" (IT.60)

IC

que € a formula do lote economico.

(item 4.1)
(iii) Se Q*—w® , K » o

Logo, se A<0, a solugao otima sera dada por

(i) ou (ii) dependendo do valor de K* em (II1.59) e (II.60) res-

pectivamente.
b) Se A>0, por (II.58)
(1-c)? > 2LCA (1T.61)
A
Logo, temos duas opgoes:
ms /2, ¢ (I1.62)
- A
ou

c >/ 2% | ¢ ‘ (I1.63)

- A

Considere o seguinte argumento:
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Sejam:

f = MI-C)—— £2 = A\2(1-C)? (IT.64)

g =/ A2(I-C)2=2ICAA— g? = A2(II-C)2 - 2ICAA (II.65)

Como 2ICAA>0, consequentemente.

£25g% — | £ >| g] (IT.66)

ou

|A(T=C) ] > /A2(T-C)2=21CAA (TT.67)

A hipbtese (II.63) pode ser peescrita na

forma abaixo:

m<cC (II.68)
pois I,C,A>0.

Logo, considerando (II.67) na  expressao
(II.57) com a hipdtese de que II< C (ou seja II-C<0), ~ verificamos

que o denominador e necessariamente negativo, isto &, Q%<0.

Consequentemente, as equagoes (II.55) e
(II.56) nao tem solugao tal que 0<Q*<» e 0<T%<T e recaimos na

andalise do item (a).
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Para a hipotese (II.62), podemos escrever:

n>2c (IT.69)

e, repetindo as consideracoes sobre a hipotese (II.67) e utili-

zando a expressao (II.57),concluimos que Q*>0.

Substituindo (II.57) em (II.56) e efetuan

do algumas manipulacgoes,

) ~ 1

ICA

0 denominador da expressao acima tem a mes

oo
«w

tem sinal contrario a Q* e podemos afirmar que,para a hipotese

ma forma de expressao de Q*.(II.57) a menos do sinal. Logo, T

(11.62), T% < 0.

724
Em resumo, o que concluimos das expressoes
(IT.61~1II.70) & que quando A>0, ou Q%<0 ou T% <0 e,como no caso

(a), a solugac estd numa das extremidades.

As conclusdes sobre estoques onde nao  ha
formacao de filas s3o andlogas aquelas sobre estoques com forma-
cao de fila onde nao ha penalidade sobre o tempo em que uma de-

manda nela permanece.

De fato, sO existem duas opgoes:
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i) Q* =0 e T,—— T

Neste caso o melhor & nac haver estoques

e perder todas as vendas com custo

K# = T A (I1.71)
ii) T =0 e Q% =/ ZAA
IC

Como nenhuma venda & perdida, recaimos no
modelo do lote economico onde nao ha deficit e o custo €& ~dado

por:

K* = vV 2AMNIC (II1.72)

Os resultados acima coincidem qualitativa-
mente com aqueles encontrados’por Hadley e Whithinl na secgao 2.6.
Noé parece, no entanto, que ao formularem a expressao do custo
médio anual os autores consideram que o custo anual de abasteci-
mento (no que se refere ac gasto diretamente ligado ao numerc de
unidades encomendadas) & independente de Q e T, o que, para esto

ques sem formacao de fila, nao € verdade.

De fato, enquanto que em estoques com for-
macao de fila toda a demanda é eventualmente atendida independen
temente da politica adotada, em estoques sem formagao de fila so
serao atendidas demandas com o estoque em maos. O custo de enco-
menda neste ultimo caso &, evidentemente,menor pois sO serao en-

comendadas (l—Tz) A unidades.



III. MODELOS ESTOCASTICOS
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ITI. MODELQOS ESTOCASTICOS

Nos modelos estudados na secao anterior,ad
mitiu~-se que a demanda era conhecida deterministicamente. Esta
hipotese, no entanto, nao & verificada para a maloria dos siste-
mas de estoque. Nesta secao, serao desenvolvidos modelos para os

quais a demanda & descrita probabilisticamente.

Nos modelos deterministicos o nivel do es-
toque & conhecido em qualquer instante.e, por isso, ao fixarmos

o tempo entre pedidos estamos fixando também o tamanho do pedido.

Ao introduzirmos flutuagoes aleatdorias na
demanda, no entanto, este vinculo (tempo entre pedidos - quanti-
dade a encomendar) se desfaz j& que o nivel do estoque passa tam

bém a ser uma variavel aleatoria.

A partir deste fato, apresentam-se duas pos
sibilidades que determinam as duas principais classes de modelos

estocasticos de estogue:

(a) fixar o tamanho do pedido e emiti-lo sempre que o estoque atin

gir um nivel r pre-estabelecido.

(b) fixar o tempo entre os pedidos dimensionando-os de forma a

restabelecer um nivel R pré-estabelecido.

A primeira hipotese pressupoe o conhecimen
to permanente do nivel do estoque. Para isto, o sistema deve es-

tar completamente informado de qualquer modificagdo no nivel do
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estoque (emissao de pedidos, ocorrencia de demandas e recebimen-
to de pedidos). 0Os modelos que descrevem estoques com esta carac

teristicas sao chamados de MODELOS DE REVISAO CONTINUA.

Um estoque de revisao continua requer toda
uma estrutura que seja capaz de gerar as informagoes necessarias
do monitoramento. do nivel do estoque. Isto nem sempre & deseja-
vel ou economicamente viavel. Um outro procedimento largamente
utilizado é verificar o nivel do estoque apenas periodicamente tor
nando mais simples o sistema de informacgoes. Esta segunda classe
de modelos que corresponde a hipotese (b) acima, sera chamada de

MODELOS DE REVISAQ PERI(ODICA.

Una série de modelos foram desenvolvidos pa
. . ~ . 2 1 3

ra diversas situagoes particulares (Naddor”, Hadley™, Brown entre
outros). Neste texto serao apresentados dois modelos de carater
geral na medida em que serao desenvolvidas somente as expressoes
das funcoes de custo omitindo o processo utilizado na determina-
cdo dos valores Otimos que a minimizam. Na verdade, nos casos
reais quase sempre & possivel utilizar aproximagoes destes mode-

los simplificando significativamente suas expressoes de custo.

Em ambos os modelos as demandas serao gera
das segundo um processo de POISSON cujas caracteristicas(?&ﬂgru)
vem de encontro a este proposito. O tempo de entrega sera consi-
derado constante e conhecido. Flutuagoes, aleatorias no tempo de

entrega serao posteriormente discutidas.

A notacgdo utilizada é a mesma do capitulo

anterior a nao ser quando dito o contrario.
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1. CALCULO DA FUNCAO DE CUSTO

Nos modelos deterministicos, o critério de

otimizagao era a minimizagao do custo médio anual, dado por:

Lim K(At)
At > At

K = (I17.1)

onde K(At) era o custo associado a um periodo de tempo At.

Com a introdugao da aleatoriedade na deman
da, K(At) passa também a ser uma variavel aleatoria. Logo, o cri
tério de otimizacdo serd dado pela minimizacdc do valor esperado

do custo anual.

K = F (K(At)) onde At = 1 ano. (IIT1.2)

Por simplicidade de notacaoc sempre que At

for igual a 1 ano, serda omitido. Assim, escrevemos:

K =B (x) (III.3)

2. MEDIDAS DO NIVEL DO ESTOQQUE

Neste ponto, convém olharmos com mais aten
¢ao para as diversas medidas de nivel de estoque que serdo utili

zadas neste texto.



.37.

ESTOQUE EM MAOS: O nimero de unidades efetivamente disponiveis pa

ra consumo imediato. O estoque em maos &, natu-

ralmente ,maior ou igual a zero.

SALDO DO ESTOQUE: Dado pelo estoque em m3os menos o numero de uni

dades na fila. O SALDO DO ESTOQUE pode ser maior,

igual ou menor que zero.

NIVEL DO ESTOQUE
ou
POSICAO DO ESTOQUE: Igual ao SALDO DO ESTOQUE mais as unidade en

comendas e ainda nao entregues.

3. MODELO DE REVISAO CONTINUA <r,Q>

Seja um estoque com as seguintes caracte-
- .
risticas:

Sempre que o nivel do estoque for igual a r € emitido um pedi

do por Q unidades.

Se ocorrer uma demanda quando o estoque em maos for nulo, es-
ta é colocada numa "fila de espera" sendo atendida preferenci

almente quando houver estoque em maos suficiente.

A demanda é Poisson com média A e o tempo de entrega € constan-

te e conhecido, denotado por T.
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——m.— NTVEL DO ESTOQUE

SALDO DO ESTOQUE
e ESTOQUE EM MEOS

FIQURA TIT.1 - Mostra o estoque em maocs, o saldo do estoque e o nivel do estoque

. o~ -«
ao longo do tempo para um estoque de revisao continua

3.1 - Custos de Abastecimento

Como ja vimos, o custo de abastecimento ao

longo de um ano € dado por:
Cl = n (A + CQ) (TIT.%)
Logo,

E(C1) = E(n) (A+CQ) (III.5)

onde u & o nimero de pedidos do ano.

F(m) = (IITI.8)

A
Q
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ja que a demanda & POISSON com média A.

Entao,

Ecen) = 24 o (TIT.7)
Q
3.2 - Custos por Falta de Estoque

Conforme foi visto na segao anterior o cusg
to devido a falta de estoques tem duas componentes: uma propor-
cional ao nimero total de unidades que entraram na fila e a ou-

. - . (1 . >
tra, proporcional ao numero de unidades-ano na fila que, como Ja

vimos, se iguala numericamente ao nUmero médio de unidades na fi

1la.
Sejam:
b' o nimero de unidades que entraram na fi
la ao longo de um ano.
b(t) o nimero de unidades na fila no instante t e
b o tamanho médio da fila.
Logo,
1
b = b(t)dt (III.8)
o
Como a demanda &€ aleatdoria, b' e b  serao

tambem variaveis aleatorias.

1-Uma unidade.ano na fila corresponde a permanencia de uma unidade na fila du
rante um ano. Assim uma unidade na fila durante um ano corresponde a 12 unl
dades na fila durante 1 mes.
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0 custo associado a um ano e

C3 = mb'+ Tb (ITI.9)
Logo,
F(c3) = HOE(b') + T E(B®) (III.10)
Sejam
E(r,Q) o valor esperado do numero de unidades que entraram na
fila em um ano, dador r e Q.
B(r,Q) o valor esperado do nimero médio de unidades na filada
dor r e Q.
Para calcula-los notemos primeiramente que
sendo
P, = probabilidade do estoque em maos ser nulo num instante qual
quer do tempo.
e ¥(x) = probabilidade do saldo do estoque ser x num instante qual

quer do tempo,

o valor esperado do numero de unidades que foram colocadas na fi
la se iguala a demanda durante o periodo em que o estoque em maos

é nulo. Logo,

EKr,Q) = X P (ITT.1D)

Temos ainda que o valor esperado do numero
de unidades.ano na fila se iguala numericamente do valor espera-

do do numero de unidades na fila durante o ano. Logo,
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0
B(r,Q) = ) |x|¥(x) (I11.12)
-0
Para calcular Y(x) (e consequentemente PO)
vamos analisar a variagao do nivel do estoque comoe um processo
mark ouiano contiInuo no tempo. Enunciamos, entao, o seguinte teo-

rema:

TEOREMA: Num sistema de estoque com revisao continua cuja deman-
da & POISSON com taxa A, se o ponto de renovacao é dado
por r, o nivel do estoque (definido. na segao 2) & uni-

formemente distribuido entre v+l e r+Q, isto &, se

p(r+j) € a probabilidade do nivel do estoque ser  r+j

num instante qualquer,

o(r+j) = s J = 1,2 ... Q

s
Q
PROVA: Observemos, primeiramente, que sempre que o nivel do es
toque atinge um valor r, um pedidc por Q unidades & emi
tido fazendo com que o nivel do estoque retorne ao va-
lor r+Q (vide figura III.1l). Logo, em qualquer instante

o nivel do estoque esta entre r+l e r+Q.

A probabilidade de ocorrencia de uma tran-
sicao de estado, isto &, uma mudanca no nivel do estoque, em um
intervalo de tempo dt € igual a probabilidade de ocorrencia de
uma demanda neste intervalo que & dada por Adt. Como a probabili
dade de ocorrencia de duas ou mais demandas durante dt € nula, o
sistema se move sempre do estado r+] para r+j-1 a nao ser quan-

do j=1. Neste caso, ha uma transigao para o estado r+Q ja que r
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€ o ponto de pedido.

Logo, se a.. € um elemento da matriz densi
s 1

dade de transigao deste processo markouviano, temos que:

A, se i=7+1 e j=r+l, r+2, r+0-1 ou i=r+l

a. . e J=Q+r (III.13)
1]
0, caso contrario

Utilizando uma propriedade das cadeias de

Markov continuas no tempo [:HOWARDSZ] dada por

r+Q r+Q
+7 . = (k) . . (III.1W)
SRAELIN T U I N I Y
entao, de (III.13) e (III.1l4), temos:
X p(r+3j+1) 8 ) p(r+3)
(II1.15)
A p(r+Q) = X p(r+l)
Como
Q
) p(r+id=1 (III.16)
j=1
a solugdo do sistema (III.15) &
o(r+i) = = , §=1,2,...Q (III.17)

O |

C.Q.D.
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Considere agora o sistema nos instantes t
e t-T. Nenhum pedido emitido depois de t-T chegou no estoque até
o instante t e, por outro lado, todos os pedidos emitidos antes
de th terao sido atendidos antes do instante t. Logo, se o ni-
vel do estoque em t-T € r+j a probabilidade que o saldo do esto-
que seja x em t & a probabilidade de terem ocorrido r+j-x deman-
das durante o tempo de entrega T. Esta probabilidade &€ dada por

p(r+j-x, A1). Logo,

w(x) = X _§ p(r+i-x, AT) (II1.18)
Q J=1
segue-se entao que:
0 r+Q
Py, = ) Y(x) = 1- ) ¥(x) (III1.19)
XZ—o0 - x=1
Por (III.11) e (III.12)
r+Q
E(r,Q) = A(1- ) ¥(x)) (III.20)
%x=1
0
B(r,Q)- y |x] % p (r+j-x, AT) (III.21)
x=e Q J71
Logo E(C3) = TE(r,Q) + T B(r,Q (ITI.22)

onde E (r,Q) e B (r,Q) sao dados acima.

3.3 - Custos de Posse

0 custo anual & dado por:

c2 = ICx (I1I.23)
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onde x e o numero de unidades.ano em estoque que, como No caso an

terior, se iguala numericamente ao valor médio do estoque em maos.

Seja
D(r,Q) = F( (III.2W)
Logo,
r+Q _
D(r,Q) = )} X ¥(X) (III.25)
x=0

Uma outra forma, mais intuitiva, de calcu-
lar D(r,Q) € obtida a partir da definigdo de NIVEL DE ESTOQUE da
da na segao 2. 0 valor esperado do nivel do estoque é dado pelo
valor esperado do estoque em maos mais o valor esperado do nime-
ro de unidades encomendados mas nao entregues menos o valor espe

rado do nUmero de unidades na fila.

_ encomendas unidades
E{Nivel} = F{ emmaos} + E{ _ mas }-E{ na } (III.26)
, nao entregues fila

O valor esperado do nivel de estoques & dado por

F{Nfvel} = % (r+3)p(pe3) = BL 4 n (III.27)

351 2

0 valor esperado do numero de unidades encomendadas mas ndo en-
tregues & dado pela diferenga entre o valor esperado do nivel do
estoque e o valor esperado do saldo do estoque. Por (III.18) e

(IIT.27)
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unidades encomendadas r+Q <
E{ mas nao entregues }= % o(r+i)(r+y) - ) = % plr+j -
j=1 x==« Q j=1
- x, AT) (IIT.28)
Logo, por (III.26), (III.27), (III.28),
r+Q
D(r,Q)= F{es;rcgg}sleem} O L ) % % p(r+j -
2 2 K== Q J=1
- X, AT) +B(r,Q) = % % p(r+j-x, AT)+B(r,Q) (III.29)
X_—oo Q =1
onde
r+Q r+Q
) £ % o(r+i-x, AT)= = % ) xp(r+j-x,A1) =  (IIT.30)
X= =0 Q j:l Q j:l X=Z—
fazendo v = r+j-x
1 % (r+j-§) p(v,AT) = Ly o (III.31)
Q j=1 2
Substituindo em (III.29)
D(r,q) = L 4 v -t 4 B(r,Q) (TIT.32)
2
Entao,
F(c2) = 1¢D(r,Q) = T 4 v = At 4B (»,Q)) (ITT.33)

2
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3.4 - Tuncao de Custo

Por (III.7), (III.22) e (III.33)

k=224 cr 1o 4 pn+IE(r, Q4+ HICE (r,Q) (TTT.34)
Q 2

onde E(r,Q) e B(r,Q) sao dados por (III.20) e (III.21) respecti-

vamente.

Uma vez estabelecida a fungao de custo de
termina-se Q* e r*, os valores de r e Q que minimizam o custo mé

dio anual,dado por (III.3u).

4. MODELO DE REVISAO PERIODICA <R,T >

Seja um estoque com as seguintes caracte-

risticas:

0 nivel do estoque & verificado a cada T unidades de tempo
quando entdo,e emitido um pedido de tamanho suficiente para resta-
belecer o nivel R do estoque que, juntamente com T, sao as va

ridveis de decisao do problema.

Como no modelo de revisao continua, sempre que ocorrer uma de
manda por um item cujo estoque em maos é nulo, este sera colo

cado em uma fila de espera.
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N *  —<—=--— NIVEL DO ESTOQQUE

p—————— SALDO DO ESTOQUE
ESTOQUE EM MAOS

[

emissao chegada
do pedido  do pedido

FTGURA ITII.2

4.1 - Custo de Revisao

Neste modelo devemos considerar mais uma com
ponente na fungao de custo de forma a contabilizar os gastos as-

sociados a revisao do nivel do estoque.

Seja J o custo desta revisdao, independente

de R e T.

Como o numero médio de periodos por ano &
1/T, Cl4,0 valor esperado do custo anual associado a revisao do es

toque, € dado por:

Ch = J/T (III.35)
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4.2 - Custo de Abastecimento

A cada pedido esta associado um custo A +
CQ onde Q & uma variavel aleatdria que representa o tamanho dope

dido. Assim, o custo anual & dado por:
Cl = n (A+CQ) (ITI.386)

onde n & o nimero de pedidos no ano.

Seja P_., a probabilidade de emissao de um
pedido ao final de um periodo. Entdo, € eviderite que P_, € a pro
babilidade de ter havido pelo menos uma demanda no periodo, isto

el

Py = P(x#0,AT) = 1-p(0,AT) = 1-e M (III.37)
0 valor esperado den ¢é dado por:
l_e—XT
F(n, = 126 (T1I.38)
T

Por outro lado, o valor esperado do tama-
nho do pedido vezes F(n) deverd se igualar 4 A ja que toda a de-

manda sera eventualmente atendida. Assim,

ECQ).EM) = A (III.39)

Entao

F(cl) = FA+E(QE(M)IC = ==2— . A+AC (III.40)
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4.3 - Custos por Falta de Estoques

Analogamente ao modelo de revisao continua,

3 = T E(R,T) + T B(R,T) (III.41)

onde

E(R,T) # valor esperado do nimero de unidades que entraram na fi

la ao longo de um ano dados R e T.

B(R,T) = valor esperado do nimero de unidades na fila dados R e
T.

Consideremos que uma revisao ocorreu em t.

Seja x o numero de unidades que entraram na fila entre t + T e

t+T+T. A razao de considerar este intervalo € que todos os pedi-
dos efetuados antes de t foram entregues ao estoque até  t+T
ao passo que nenhum dos pedidos emitidos depois de t chegou ao es

que antes de t+T+T.
Logo, o valor esperado de x pode ser calcu
lado pela diferenca dos valores esperados de unidades na fila em

t+T+T e t+T multiplicado pelo nimero de periodos 1/T.

Se E{(R,t+E) € o valor esperado do numero

de unidades na fila em t+{ onde T1<&<T+1. Entao,

E{(R,t+8) = Y (x-R) p(x,AE) (III.u2)
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E(R,T) =(E1(th+T+T) - El(th+T))/T (III.u43)

) (x-R) L_p(xlk(T+T))—p(xlA(T))]

T

1 § x=R) A% | -A(THT) T
T x=R X

Para calcular B(R,T) basta calcular o va-

lor esperado do nimero de unidades na fila. Logo,

T+T
J El(th+£)dE

B (R,T) = ==& | (TIT.uu)

T

Substituindo (III.42) em (III.4y), obtemos:

T+T
B(R,T) = = T (x-R) p(x,AE)dE (ITT.45)
T x=R
T
4.4 - Custo de Posse
0 custo relativo a um ano é dado por
C3 = ICx (III.46)

onde X é o valor médio do estoque em maos

Seja
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D(R,T) = E(x) (IIL.u47)

Pela definicao da segao 2 de saldo do esto

que,

D(R,T) = E { :iggugoh f { numero de unidades (ITII.48)

Utilizando raciocinio analogo aquele usado
para definir El(th+E) na expressao (III.42) e B(R,T) na expres

sao (III.us5),

T+T o
saldo do 1 _
E Cectoque ? = - XZO (R-x) p(x>AE)dE (ITI.49)
T
+T »
[R Y op(x,AE) - ] Xp(x,AE)il dg
x=0 x=0
= T =
T
T+
R - X¢g dg
T RT - A (T24271T)/2
- - i} -
= (R - 240 (III.50)

?

Por (III.yg) e (III. 50,

D(R,T) = (R-2L + aty+ B(R,T) (IIT.51)
2
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Entao:
F(c3) = IC D(R,T) = TC(R- 2 + A1) + IC B(R,T) (III.52)
2
4.5 - Tuncao de Custo
Por (III.35), (ITI.40), (III.41) e (TIT.52)
“AT
K = F() = £+ 1¥C A¥ACHT_ E(R,T)+(T+IC) B (R,T) +
T T
v 1c(r- M- (III.53)
2

onde E(R,T) e B(R,T) sao dados por (III.43) e (III.44) respecti-

vamente.

Resta agora aplicar um algoritmo de minimi
zagao em (III.53) de forma a determinar quais os valores de R e

T que minimizam o custo.

5. TEMPOS DE .ENTREGA ESTOCASTICO

Nos modelos apresentados até agora, somen
te flutuacgoes na demanda foram consideradas. No entanto, varia-
¢coes no tempo de entrega também s3o observadas na pratica. Como
podemos constatar nos modelos aqui apresentados, a demanda duran
te o tempo de entrega & de importancia vital em praticamente qual
quer modelo de estoque. Consequentemente, variacoes no tempo de

entrega alteram diretamente o comportamento do modelo.
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Além das dificuldades praticas que normal-
mente se apresentam na obtencao de dados referentes a essas va-
riagoes,uma série de dificuldades tedricas tornam o problema de

dificil tratamento analitico.

Segue-se uma breve discussac sobre estas

dificuldades para as duas classes de modelos de estoque.

5.1 - Revisao Continua

A formulacao do modelo apresentado na se-
¢ao anterior, com demandas POISSON e tempo de entrega constante,
trazia em si a possibilidade de mais de um pedido estar pendente.
Em outras palavras, apos a emissao de um pedido e antes que este
seja entregue, o ponto de pedido pode ser novamente atingido inu
meras vezes com probabilidade positiva. Logo, nestes modelos nun
ca podemos garantir que um pedido nao seja emitido antes da en-
trega do pedido anterior. No maximo, podemos afirmar que a proba

bilidade disto ocorrer & pequena.

Quando no modelo € admitida a possibilida-
de de em um dado instante observar-se mais de uma demanda penden
te, encontramos sérias dificuldades em representar os tempos de
espera associados a emissao de cada um dos pedidos. como varia-
veis aleatorias. Por uﬁa lado, seria bastante conveniente que os
tempos de espera fossem independentes ou seja, o tempo de espera
associado a emissao de um pedido nao é influenciado pela emissao
de outro pedido. Ac admitirmos a independencia dos tempos de en-
trega, estaremos implicitamente admitindo que os pedidos nao ne-

cessariamente serao atendidos na mesma ordem que foram emitidos
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como mostra a figura abaixo.

DENSIDADE
DE PROBABILIDADE
No 1

DENSIDADE DE
PROBABILIDADE
N% 2

]

Pt U

At m =

> 1 t2 t
ggéi 520 do, grenclliiiong% PROBABILIDATE POSITIVA

DE UM CRUZAMENTO DE ENTREGAS

FIGURA TIIT.3

Na pratica, no entanto, o que normalmente
se observa e que os pedidos sao entregues na mesma ordem em que

foram emitidos o que € incompativel com a hipdtese de independen

cia.

Considerar a dependencia entre os tempos de
entrega associados ao diferentes pedidos nao parece ser uma tare
fa facil. Até onde podemos afirmar, nac hd nada na literatura es

pecifica que considere esta interdependéncia.

Em algumas situagoes reais, o tempo médio



.55.

entre dois pedidos & bastante grande. Neste caso, podemos consi-
derar simultaneamente que os tempos de entrega sao variaveis alea
torias independentes e que as entregas seguirao a mesma ordem de

emissao dos pedidos.

Logo, sob estas condigoes, para incluir a
variagdo o tempo de entrega de REVISAO CONTINUA, basta substituir
a distribuicao da demanda no tempo de entrega pela sua distribui
cao marginal. Ou seja, no lugar de p(x,At) utilizaremos h(x) on-

de

h(x) = p(x,AT) g(t)dr (III.54%)

onde g(t) & a densidade de probabilidade do tempo de entrega.

Pode-se afirmar intuitivamente que os mode
los que levam em conta as flutuagoes aleatorias do tempo de espe
ra apresentam niveis de estoque mais elevados do que aqueles es-
tabelecidos nos modelos com tempo de entrega constante e esta ele
vagao sera tanto maior quanto maior for a dispersao da distribui

cao do tempo de entrega.

5.2 - Revisao Periodica

Nos modelos de revisao periddica podemos
tratar rigorosamente as variacoes aleatorias no tempo de entrega.
Como a emissao dos pedidos se dia, no minimo, a cada T unidades de

tempo, podemos considerar simultaneamente que os tempos de entre
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ga associados a pedidos emitidos em t e t+T, respectivamente. Se
g(1) & a densidade do tempo de entrega,o valor esperado do nume

ro de unidades que entraram na fila entre t e t+T é dado por:

T T
max max

8

Vo =R)| DG, A (T24T) ) -plx,A(11)) | glt2) glT1) dradry (III.55)
x=R
T. 7T.
min  min
onde Tonin € Tpax S@C ©s limites inferior e superior de T. Se

T __.-T_._ < T, o tratamento seri rigoroso. Caso contrario era
max min — °° & > S
apenas aproximado. Logo, o valor esperado do nimero de unidades

que entraram na fila ao longo de um ano € dado por:

[o2]

E(R,T) = = J (x-R) { h(x,7+T) - h(x,T) (III.56)
T x=R
onde
T
max
n(x,t) = p(x,At) g(t) dt (ITI.57)
T .
min

Analogamente, o valor esperado o numero de

unidades.ano na fila € dado por:

T T To+T
max max 0o

B(R,T) = = ) (x-R) p(x,AE) g(t1) g(r2) dEdridry
T x=R

Tnin /'min /™ (III.58)

|_I
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Assim, o modelo <R,T> apresentado pode ser
rigorosamente adaptado para levar em conta flutuagdes aleatdrias

nos tempos de entrega.



IV. CONTROLE DE ESTOQUES DE ITENS DE ALTO CUSTO E BAIXA DEMANDA
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IV. CONTROLE DE ESTOQUES DE ITENS DE ALTO CUSTO E BAIXA DEMANDA

Conforme ja mencionamos anteriormente a for
mulagao de uma politica de estoques estd, em Ultima andlise, fun

damentada em duas questoes:

Quando efetuar um pedido

Quanto pedir

Tém-se verificado [ TAVARES®, J.D. CROSTON,

JOHN MUCKTADTS:] que na maioria dos sistemas de estoque de larga
escala e, em especial, em estoques de pecas de reposicao, a pro-
porgao de itens que apresentam uma baixa taxa de demanda & bas-
tante elevada. Verifica-se ainda que dentre estes itens encontram
se aqueles cujo prego unitario e, em alguns casos, o custo de ma

nutencao sao extremamente elevados.

Para esta classe de itens, a politica oti-
ma consiste em manter o nivel do estoque constante. Para isto,um
pedido € emitido sempre que & observada uma demanda ou, para oS
modelos de revisao periddica, ao final do periodo em que foi ob-
servada a demanda. Esta politica de estoque entao € caracteriza-

da por uma Unica variivel de decisdo, qual seja, o nivel de refe

rencia s do estoque.

A constatagao de que uma parte significati
va dos investimentos em estoque estd destinada a esta classe de
itens tem motivado crescente interesse no desenvolvimento de mo-
delos especificos tanto de controle quanto de previsio de deman-

da.
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Neste capitulo apresentaremos um estudomais
detalhado do modelo probabilistico da demanda e, a seguir, al-

guns modelos de otimizagao para determinar s.

1. MODELO PROBABILISTICO DA DEMANDA

Nos modelos estocasticos <r,Q> e <R,T> a-
presentados no capitulo anterior, a demanda era descrita por um
processo POISSON. Nesta secao, apresentaremos um processo de ca-
racteristicas mais gerais que mantém as principais caracteristi-

cas do processo de POISSON.

Um processo de POISSON é caracterizado pe-
la ocorrencia de demandas unitarias com o tempo entre elas dis-

tribuido exponencialmente.

Um processo POISSON-COMPOSTO é uma exten-
sdao natural deste conceito onde as demandas ocorrem nao mais iso
ladamente mas em lotes de tamanho aleatdrio mantendo-se o tempo

entre as observagoes distribuido exponencialmente.

Assim, um processo POISSON-COMPOSTO pode
ser encarado como uma série de usudrios com chegadas POISSON que
demandam, cada um, quantidades positivas de um item. Estas quan-
tidades sao independente e indenticamente distribuidas segundo fj

onde fj & a probabilidade do tamanho da demanda associada a uma

chegada qualquer ser j.

A figura abaixo ilustra graficamente a di
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ferenca entre um processo de POISSON e um processo POISSON-COMPOSTO.

POTISSON

* * * *

‘ 'y
DEMANDAS UNITARIAS

POISSON COMPOSTO

o% ¥ *
* F % %k

T L4
DEMANDAS NAQ TUNITARIAS T

-

FIGURA 1IV.1

1.1 - Definicao de um Processo POISSON-COMPOSTO

Um processo estocastico pode ser definido,
segundo PARZENg, como uma familia de varidveis aleatorias
{x(t),t} indexadas por um parametro teT, onde T & um conjunto de

indices.

Um processo estocdstico inteiro{N(t),t> 0}
onde N(t) e I,¥t> 0 & um processo de POISSON com parametro .\ se

as seguintes hipdteses sdao satisfeitas:
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(i) As variaveis N(s) e [ N(t+s)-N(t) | sdo inde-
pendentes e igualmente distribuidas para
qualquer t>s>0 ou seja, a distribuigao do
numero de observagdes em um dado intervalo
depende apenas do seu comprimento e, ainda,
as distribuicoes do numero de observagoes
em intervalos nao sobrepostos constituem

varidveis aleatdrias independentes.

(ii) Para quaisquer valores de s e t tais que
t>s>0, o numero de observagdes no interva-
lo (s,t) tem distribuicaoc com média A(t-g).

Assim, para k=0,1,2,...

e M(t-s) [ A (t-s) :[k

P [N(t) - N(s) = k] = (IV.1)
k!

para o qual
E CNCt) = N(s) ] = A(t-s)
Var [ N(t) - N(s) ] = A(t-s)

Um processo estocastico {x(t), t>0} €& cha-

mado PROCESSO POISSON COMPOSTO se pode ser expresso por
(
x(t) = ) W, para t>0 (IV.2)

onde {N(t), t>0} & um processo de POISSON e {Wy, Y=1,2, 4 ceet é
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uma familia de variidveis aleatdrias independentes e identicamen-
te distribuidas. Supoe-se, ainda, que o processo {N(t),t>0} e a

sequencia {Wy}séo independentes.
Assim, um processo POISSON COMPOSTO &€ a so
ma de um nimero aleatorio de variaveis aleatorias independente e

identicamente distribuidas.

1.2 - Propriedades de um Processo POISSON-COMPOSTO

Dado o objetivo deste trabalho e por moti-
vo de maior clareza, vamos analisar as propriedades de um proces

so POISSON-COMPOSTO relacionando-o com um problema de estoque.

Suponha usudrios chegando segundo um pro-
cesso de POISSON, ou seja, com o tempo entre as chegadas distri-
buido exponencialmente e cada usuario podendo requisitar uma quan
tidade w, inteira e positiva, de unidades do estoque, quantida-

des estas independente e identicamente distribuidas segundo fw.

Desta forma, o total de unidades requisita
das num dado periodo de tempo tem distribuigao POISSON-COMPOSTO,
ja que é a soma de um nimero aleatdrioc de termos (o numero  de
usuarios que tem distribuigdo POISSON) distribuidos independente
mente segundo fw (a quantidade requisitada por cada usuario).Pos
teriormente, sera analisado o caso em que cada‘usuério pode re-
quisitar uma quantidade nao-negativa de unidades e verificaremos
que a suposigao acima (w>0) nao implica,em absoluto em perda de

generalidade.
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Logo, se os usuarios chegam & uma taxa X,
a probabilidade de x unidades serem requisitadas durante um pe-

riodo t de tempo &€ dada por:

()Y AT

y!

p(x) = J Y7 (%) x=0,1,... , (IV.3)
=0

y
A>0

onde Y & a probabilidade de y usudrios requisitarem um total de

x unidades

Note-se que (IV.3)se reduz a uma distribui-
cao de POISSON quando cada usuario s6 pode requisitar uma unida

de, ou seja, quando fw:1 para w=1l e fW:O para w#l.

Como cada usuidrio, por hipotese, deve re-
quisitar pelo menos uma unidade e fw & definido somente para va-
lores discretos e positivos de w temos:

7 (x) = 0 para y>X (Iv.4)

Entao, podemos escrever (IV.3)na forma abaixo.

X y -\t %
p(x) = ) Q)7 e £ (x)
y=0 y!
1.3 - Tres Propriedades Importantes
(i) PARZEN9 mostra que qualquer processo POISSON

COMPOSTO tem uma fungdo caracteristica:
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wx(t) (W E(eiux(t) : z b (x) eiux : ekt(F(u)—l) (1V.5)

x=0

onde F(u) & a funcio caracteristica de (£},

Quando t € fixado, a equagdo (IV.5) nos for

nece a fungao caracteristica de uma distribuigdo POISSON COMPOSTA.

Prova—se(FELLERu)que para qualquer varia-
vel aleatdria Y temos:

2
E(y) = ?w (w) (-1) e F(y?) = 0 wy(u) (-1

9u u=0 au u=0

(IV.6)

Entao,

como F(0)=1 e F'(0)=1i F(w) onde w & distribuido segundo fw e se

m=F(x(t)), temos:
m=(-DAt(DEw) = AtE(w)

m = At (w) (IV.7)
Por (IV.6),
E(x(t)?) = A2t?E2(w)+ AtF(w?)
entao,

Var [%(t):] = Ex()?) - [E&x(t))]?% = rAtEw?) (IV.8)
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Um dado que usaremos adiante & a razao da

variancia para a média. Por (IV.7) e (IV.8),

- Ew®
E(w)
(IV.9)

fl + 4 fq + 9 f3 +

£f1 + 2 £, + 3 £f3 +

Logo,

"Qualquer distribuigao POISSON COMPOSTO com distribuicdo compos-
ta discreta, e positiva tem uma variancia que iguala ou excede a

sua media".

Note-se que quando q=1, temos uma distri-

buigao de POISSON pois fw=0 para w#l.

(ii) A funcao caracteristica de uma soma de va-
ridveis independentes & igual ao produto de
suas fungoes caracteristicas, sendo a fun-
cao caracteristica de uma distribuicao POIS
SON COMPOSTO para um periodo ti+ t2  dada

por:

Attt (F(w-1) | At (F(w)-1) . At (F(u)-1)_

wX(tl'l'-tz)(u)

(u)

= byt Vs, (W)
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Logo, as distribuicoes POISSON COMPOSTO sao
distribuicoes sem memoria isto &€, o numero de observagoes num
intervalo de tempo & independente do nimero de observacoes de

qualquer outro periodo de tempo nao sobreposto.

"As distribuicoes POISSON COMPOSTO formam

a classe mais geral de distribuicoes discretas sem meméria."

(iii) Somemos dois processos POISSON COMPOSTO que
ocorram simultaneamente. O primeiro e o se
gundo processo tem, respectivamente taxas
de chegada de usudrios A\; e Az, distribui-
coes compostas { fi } e { fi } e funcoes
caracteristicas Fl e FZ' Usando novamente
o fato que a funcao caracteristica de uma
soma de variaveis independentes, & o produ

to das fungdes caracteristicas destas va-

riaveis temos da eq.(IV.7).

ek1t(F1(u)—l) . eth(Fz)u)—l)

wx(t)(u) = =
- o #A2)t [ 1-F(u)] (IV.10)
onde
Flu) =2 F (u) + —22 P (u)
A1+As A1+Ag

a expressao & facilmente generalizdvel para N processos simulta-

neos.
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"Logo, a soma de N processos POISSON COMPOSTO
com taxa de chegada dos usuarios iguais A1, 2,... kn é equivalen

te a um processo POISSON COMPOSTO cuja taxa é:
n
TR (IV.11)
e cuja distribuigao composta tem funcao caracteristica'.

F(u) = (

. Ai F(u)) (IV.12)
1

no~12

>

Vamos agora verificar que a imposicao ini-
cial de que a quantidade requisitada por cada usuario seja posi-
tiva, isto €, que £,=0, nao implica em nenhum restriciao ao con-

junto de processo POTSSON-COMPOSTO.

Considere uma distribuigdo composta { g, }
com g =k onde 0<k<1l, e uma taxa A* de chegada dos usudrios. A

fungao caracteristica de { g, } € dada por:

s iux _ ° iux
G(u) = Z e g, =k + Z e g, (IV.13)
x=0 x=1
Define-se fX = gx/(l-k) para x=1,2,...
G(u) = k + (1-k) § e f  mk+(1-k)F(u) (IV.1h)

x=1

A eq.(IV.5) torna-se entao,

b (W = AFE(E(W-1) | AFt(1-k) [ F(u)-I] (1V.15)
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Fazendo A=1%*(1l-k) define-se um novo proces
so POISSON-COMPOSTO com taxa de chegada A e fo=0 cuja funcao ca-
racteristica permanece a mesma, o que implica na igualdade dos

dois conjuntos de PROCESSOS POISSON-COMPOSTO.

1.4 - Processo Geométrico-POISSON

Num processo POISSON-COMPOSTO, por hipdote-
se, o tempo entre os usuarios tem distribuigao exponencial. Logo,
a distribuicao do tempo entre os usuarios & independente do tem-

po entre chegadas de usuarios anteriores.

Suponha agora que desejamos um PROCESSO POIS
SON-COMPOSTO no qual a distribuigao de probabilidades do tempo en
tre unidades requisitadas seja independente do tempo em gque uni-
dades anteriores foram requisitadas. Note-se que cada usuario po
de requisitar uma ou mais unidades do estoque, ou seja, a cada
usuario corresponde um nimero positivo w de requisigoes ou ainda,

(w-1) intervalos nulos de tempo entre unidades requisitadas.

0 que desejamos, entao, € um processo POIS
SON-COMPOSTO no qual a probabilidade de um intervalo nulo de tem
po entre unidades requisitadas seja independente da ocorrencia de

intervalos nulos ja observados.

Observar-se pelo menos (x-1) intervalos
pe = P| X intervalos nulos de nulos consecuti- ja C, para x=1,2,..
tempo consecutivos vos ja foram ob-
servados

onde C € uma constante 0<C<1
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Logo, p,=p,_17C para x=2,3,... (IV.16)
£ + f + ... f,o+f o
+ 2
b, = xX+1 X+ e p,_; X x+1 (IV.17)
fx fX-l

Apbs alguns artificios algébricos com (IV.16)

e (IV.17) temos:

f
X - L (1V.18)
fx—l 1+C
Tazendo p = L em (IV.18) temos:
1+C
Ty
= = p para x=2,3,... (IV.19)
x=-1
Resolvende (IV.19) recursivamente
£, = ofy
- - 2
f3 = pf, = p fl (IV.20)
. _ k-1
L =0 7 5y
Logo, f, tem uma distribuigdo geométrica:
f = (1-p) pw_l s wW=l,2,...
W
Ew) = 1/(1-p) (IV.21)

Ew?) = 1/1+p)
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Como a probabilidade de um intervalo de tem
po positivo entre unidades requisitadas deve também ser indepen-
dente de requisigoes anteriores estes devem ser distribuidos ex-
ponencialmente (que num processo POISSON-COMPOSTO caracteriza Jus
tamente o tempo entre a chegada de usudrios). Logo, o processo
GEOMETRICO POISSON & um um processo POISSON COMPOSTO em que a re
quisigao por uma unidade & independente de requisicoes .anterio-

res sejam elas do mesmo lote (intervalo nulo de tempo) ou nao.

Das equacgoes (IV.3), (IV.8) e (IV.21)

m = At/(1l-p)
(IV.22)
1+
q= =%
1-po

Podemos concluir ainda que apds a ocorren
cia de uma unidade requisitada, existe uma probabilidade p de o-
correr uma requisigaoc simultanea e uma probabilidade (1-p) que se
inicie um processo POISSON com taxa A. Podemos escrever entao,que

a distribuigao do tempo entre as requisigoes & dada por:

At

g(t) = p 8(t) + (1-p) A e (IV.23)

onde §(t) &€ a funcao impulso em t=0.
Para escrevermos a expressao da distribui-

cd@o GEOMETRICO-POISSON, observemos que quando f, & geométrico,

fyn(x), fixado y, tem uma distribuigao binomial negativa.
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£ a VP 0¥V (1-p)Y (IV.24)

Logo, por (IV.3) e (IV.21), para t>0:

-\t

X y - 1 _
p(x) = ¥ (At) = co{x=1) oY (1-0)Y , x=1,2,3 (IV.25)
y=1 y! (y-1) N (x-y)! '
para x=0
p(x) = e Mt
(x-1) ! x-j j
Fazendo Cx' = 0 (1-p) (IV.26)
] (3-1) 1 (x-3)!
Logo, (IV.25) pode ser reegcrito como -
X y =it
p(x) = § 87 e C. ., x=1,2,... (IV.27)
= 1 Xy
y Yy
p(x) = e At ,  x=0
2. MODELOS PARA DETERMINACAO DE s

Apresentamos o desenvolvimento dos modelos
gerais de REVISAO CONTINUA e REVISAQ PERIODICA quando a demanda
€ descrita por'um PROCESSO GEOMETRICO-POISSON com média e varian
cia dados por (IV.22). A distribuicao de probabilidade da deman-

da sera denotada por

p(x,At) = p {ocorrerem x demandas durante um intervalo de tempo

t }
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A excessao do resultado obtido na secao
2.1.3, que coincide com o obtido por VALLADARES E ALMEIDA6, o)
trabalho aqui apresentado até onde tenhamos conhecimento, nao cons

ta da literatura existente.

2.1 - Modelos de Revisao Continua

2.1.1 - Formula Exata

Seja um estoque cuja politica consiste em
emitir um pedido sempre que observada uma demanda de forma a man
ter constante o nivel do estoque (estoque em m3os + pedidos pen-
dentes-unidades na fila). Qualquer demanda de tamanho maior que
o estoque em maos no instante da sua ocorrencia sera atendida ape-
nas em parte. A parte excedente sera colocada numa fila de espe-
ra e sera atendida preferencialmente assim que houver estoque dis

-«
ponivel.

Calculemos

¥(x) = { probabilidade do saldo do estoque ser igual a X num ins

tante qualquer t } .

Considere o instante t-t. Como todos os pe
didos emitidos antes de t-T deverao ser entregues até t e nenhum
pedido emitido depois de t-T terda sido entregue em t, ¥(x) se
iguala a probabilidade de terem ocorrido demandas por s-x unida-

des durante o tempo de entrega T, isto &,

¥(x) = p(s-x, A1) (IV.28)
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Para calcularmos

E(s) = valor esperado do numero de unidades que entraram na fila

ao fim de um ano, dados s

Observemos que num intervalo de tempo At pe
quenc, a probabilidade de ocorréencia de uma demanda por um nume
ro aleatorio de unidades é dada por AAt, pois os usuarios (as de

mandas) ocorrem segundo um processo de POISSON.

Para cada usuario, o valor esperado do nu-

mero de unidades que entram na fila & dado por.
FGw) = ) wplw) (1V.29)

onde w e o numero de unidades que entram na fila e p(w) e a pro-

babilidade de exatamente w unidades entrarem na fila.

Portanto, contabilizando as chegadas de usu

arios ao longo de um ano.

E(s) = A wp(w) (IV.30)

Hhoe~18

Resta-nos especificar p(w). Para isto, ob-
servemos que a probabilidade de w unidades entrarem na fila e a
probabilidade de ocorrer uma demanda por W unidades se o saldo do
estoque & menor ou igual a zero ou, a probabilidade de ocorrer uma

demanda por w+x unidades e o estoque em maos ser x. Ou seja, se
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Py = p { saldo do estoque <eodemanda de tamanho w }

entao,

py = £, I pls=x, A1) = £ P(xX,AT) (IV.31)

He~18

E, sendo:

P, = P { saldo do estoque = x e demanda de tamanho w+x, %=1,2,..s}

entao,
S
P, = ) (p(s=3,A1) ., ) (IV.32)
x=1
onde
£ = (1-p) oL, w=l,2,... (IV.33)

W

& a probabilidade de uma demanda ter tamanho w.

Consequentemente:
© S
pw) = p1tp, = £, Y p(x,At)+ ) p(s-x,AT) frex (IV.34)
X=s x=1 :
e
E(s) = A ) W Ty Y p(x,AT)+ ) forx p(s-x,AT) (IV.35)
w=1 X=5 x=1
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Desenvolvendo
)= ] I 1v ]
E(s) = A w f P(X,AT)+A w f P(x,AT)
w=1 W ox=s ’ w=1l x=0 W+s-X ?
I I 1
= A p(x,AT). w f o+ A w f P(x,AT) (IV.36)
X=5 ’ W3 w x=0 w=1 wHs—x ’
L1
(1-p)
_ s-X
Como, fw+s—x = fw ) 5
%) S—l S—x o0
E(s) =m ) p(x,AT)+)x ) p(x,AT) p ) £
X=3 x=0 W=
1
(1-p)
e s-1 S —x
=m ) p(xX,AT) + m ) p(x,AT) p (IV.37)
X=8 x=0

Podemos observar como a expressao acima se

reduz aquela encontrada quando da anilise de estoques sob deman-

da POISSON (CAP.III, secao 3.2). O processo GEOMETRICO-POISSON se

reduz a um processo POISSON quando p=0. Logo, como

m= — + gse p=0 , m=A (IV.38)

A
1-p
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temos.
E(s) = 2 ) plx,A1) (IV.39)
X=s
Outra grandeza relevante na funcao de cus-
to e:
B(s) = valor esperado do numero de unidades.ano na fila ou, o va
lor esperado do tamanho da fila.
O [o]
B(s) = ) [x] ¥(x) = 7} (v=-38) p(v,AT) (IV.40)
= v=g+l
- 00

lembrando que |x| & o tamanho da fila quando o saldo do estoque,

X e negativo.

De maneira analoga, podemos calcular

s s
D(s) = J x¥(x) = ) x p(s-x,At1) (IV.u1)
x=0 x=0
Desenvolvendo,
S (o] o]
D(s) = ) (s=vIp(v,At) = J (s-v) plv,\1) - ) (g=vIp(v,AT) =
v=0 v=0 v=s+1l

= s - mt + B(s) (IV.u2)

Logo, o valor esperado dos custos anuais & dado por
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K(s) = I E(s) + (IC+T) B(s) + IC(s-mT) (IV.u43)

observando-se que os custos de encomenda foram emitidos da fun-

cdo de custc por nioc variarem com a politica adotada.

Sejam AK(s) = K(s+1l) - K(s)

Logo,
A K(s) = T A E(s) + (IC+MA B(s) + IC (Iv.uy)
onde
A E(s) = E(s+1l) - E(s) =
5ol s+1-x =X
= m [j-p(s,AT)+ Y (o - )p(x,AT)+0 pls,AT)
x=0

s-1
-m [:(l—p) p(s, A1)+ (1-p) § 057 p(x,kr):}

x=0

S
== ) 0%F p(x,at), ££0 (IV.45)

A B(s) = B(s+l) - B(s) = -} p(x,A 1)  (IV.u48)
X=s+1

Entao,
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g (o]
AK(s) = | =x ] p°7F p(x,AT)_1H+(IC+ﬁ) - p(x,AT) | +IC (IV.47)
X | X=s+1l

Seja s* ¢ I', o valor de s que minimiza a

fungao K(s). Logo, temos como condigdo necessiria que:
A K(s*) >0 e A K(s#*-1) <0 (IV.u8)

Portanto, s* € o menor valor de s>0 tal que:

[ee]

S
ITx ) o7 plx,A1) + (IC+M) §  p(x,A1) < IC (IV.49)
=0 X=g+l

2.1.2 -Modelo com Pedido Especial

Vamos examinar o caso em que as demandas
que nao podem ser atendidas com o estoque em mi3os sdo satisfei-
tas através de um "pedido especial" ao fornecedor que, a um cus-
to adicional I, entrega o pedido rapidamente, num tempo desprezi

vel.

Para considerar este caso especial, basta
fazer =0 em (IV.49).

[ee]

057 plx,A1)< IC (1~ ) p(x,A1)) (IV.50)
0 xX=g+1

=
>
1 ~10

ou, rescrevendo,



. 80.

>

N~ H~1n

< = (IV.51)

>

2.1.3 -Modelo Bindrio para Itens com Demanda

Extremamente Baixa

Em estoques de pegas de reposigao verifica
se normalmente que grande quantidade de itens cuja demanda & ex-
tremamente baixa, da ordem de uma unidade por ano ou menos, apre

sentam custo bastante elevado.

Para estes itens a decisao consiste em man
ter ou nao uma unidade em estbque, utilizando um pedido especial,
a um custo adicional I, para satisfazer uma demanda ocorrida quan
do o estoque em maos for nulo como no item ( 2.1.2 ). VALLADARES
E ALMEIDA6 obtiveram resultado semelhante ao que ora obtemos pa-

ra demandas POISSON. Fazendo s=0 em (IV.51) , temos:

A< = (IV.52)

A expressdao acima nos diz que o estoque Oti
mo e zero caso esta condigdo se verifique e de uma unidade caso
contrario. Este modelo foi aplicado nos estoques da LISNAVE, um
estaleiro de reparos cujo investimento total em estoques & da
ordem de 3 milhoes de dolares com 15.000 itens. Espera-se um eco
nomia de até 50% nos investimentos em estoque nos itens de baixa

demanda. A politica anteriormente adotada era de estocar pelo me
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nos uma unidade destes itens.

2.2 - Modelos de Revisdo Periodica

2.2.1 - Formula Exata

Seja um estoque cujo nivel é verificado a
cada T unidades de tempo e cuja politica consiste em emitir  um
pedido apos a revisdao do estoque de forma a restabelecer o nivel
de referencia s. Qualquer demanda por um item cujo estoque em maos
seja nulo, serad colocada numa fila de espera e atendida preferen

cialmente quando houver estoque disponivel.

Rescrevendo a fungdo de custo ja obtida:

K(s) = % + 1" 4 mRGs,T) + 0B(s,T)+ICD(s,TXTV.53)

Os métodos utilizados para obter as expressoes de E(s,T), B(s,T)
e D(s,T) sao analogos aos métodos utilizados na analise do mode-
lo de REVISAC PERIODICA com demanda POISSON apresentados no capl

tulo anterior.

Por (ITT.42 e IIT.43)

E(s,T) = El(s,T+t+T) - El(s,t+T) =

(x-s) [ p(x, A (T+T))-p(x,A1) ] (IV.5u)

He-18

It
=

ou, apos algumas manipulacgoes
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S
- ) (x,8) [ p(x,A(1+T))-p(x, 1) ]

E(s,T) = m
x=0
Por (IIT.Uu5)
T+T
_1 % | _1 5
B(s,T) = = z (x-g) p(x,AE) dE = = Z (x-5) &(x)
X=8 T T x=g
ou,apés algumas manipulacoes:
m 1 3
B(s,T) = = (T+21) - s - = ) (x-s) &(x)
2 T x=0
onde
T+71 T+t .
X Mine)d
o(x) = p(x,\E)dE = [ = : i at =
r 3=0 J
== 1o A (5-10
j=o ™ k=0 LI

onde ij e dado por (IV.26).

Por (III.51),

(IV.55)

(IV.56)

(IV.57)

(IV.58)
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D(s,T)

z (s=-x) p(x,1g)dg + B(s,T)

3 |
"
"
o

s- B (T+271) + B(s,T) (IV.59)
2

Logo, a fungdo de custo sera dada por.

| 1-e7M

. A+T E(s,T)+(IC+MB(s,D+(8- 2 (T+271))TIC (1V.60)
T 2

K(g) =

= |G

onde foram excluidos os custos relativos a compra das unidades por

nao variarem nem com s nem com T.
Seja A K(s) = K(s+1) - K(s) (Iv.61)

Dado T, s* & o valor s>0 que minimiza K(s)

Ent3o, s* & o menor valor de s para o qual A K(s) > 0.
Logo, s¥ é o menor valor de s para o qual

I A E(s,T)+(TW+IC) AB(s,T) + IC 3 0 (IV.62)

onde
1 S
AE(s,T) = E(s+1,T) - E(s,T) = = ) [ pGOA(T+D)-plx,At) ] (IV.63)
T x=0
1 S
AB(s,T) = B(s+1,T)-B(s,T) = = E d(x) - 1 (IV.64)
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2.2.2 - Modelo com Pedido Especial

Como nos modelos de revisdo continua,vamos
examinar o caso em que as demandas que nao puderem ser atendidas
com o estoque em maos sac satisfeitas através de um "pedido espe
cial" que, por um custo adicional II, & entregue em um tempo des-

.
prezivel.

Como =0 em (IV.61), temos que s* & dado pe

lo menor s>0 tal que
I AE(s,T) > -(AB(s,T)+1) IC (IV.65)
ou, de outra forma:

- A E(s,T) IC

<

=~ (IV.66)
AB(s,T)+ 1 i

onde AE(s,T) e AB(s,T) sao dados por (IV.64) e (IV.65).

2.2.3 -Modelo Binario para Itens com Demanda

Extremamente Baixa

Apresentamos aqui uma extensao dos resulta
dos obtidos para a decisao de armazenar uma unidade ounenhuma quan
do do estudo dos modelos de revisao continua. Como no caso ante-

rior, basta fazer s=0 em (IV.67). Obtém-se ent3o:
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- A E(0,T)  _ IC

< = (IV.67)
AB(O,T) +1 i
Por (IV.84) e (IV.65)
o~ AMTH+T)_ -AtT
AECO,T) = (IV.68)
T
T+T
e g
aBo,T) = 20 _ 4 o T -1
T T
e—X(T+T) _ e—k(T)
- -1 = TAECO (IV.69)
AT A
Logo,
ZRECOL,D) IC (TV.70)
~AE(0,T) I
A< I8 (IV.71)
11

Quando (IV.72) se verifica, o estoque oti-

mo &€ zero. Caso contrario, mantém-se uma unidade em estoque.
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V. O MODELO BEF DE PREVISAQ APLICADO A ESTIMACAQ DE PARAMETROS

Como se verifica através das expressdes ob
tidas nos capitulos anteriores, quando da analise dos modelos es
tocasticos e, particularmente, nos modelos para itens de alto cus
to e baixa demanda, uma componente de importancia fundamental pa
ra a formulagao de qualquer politica de estoques & a descricgao

probabilistica da demanda.

De fato, € quase impossivel se pensar em
controle de estoques sem, paralelamente, se pensar no problema da
previsao da demanda €, mais especificamente, da DISTRIBUICAO DA

DEMANDA.

Neste capitulo, serdo apresentados os méto

dos de previsao ja existentes para o nosso problema, a formula-
¢io geral do método BEF (BAYESTAN ENTROPY FORECASTING) de SOUZA ™’

e sua aplicacao na estimacao da demanda de itens de demanda bai-

11

xa e alto custo (SOUZA™7).

1. NOCAO DE INFERENCIA BAYESIANA

1.1 - Introdugao

Os métodos classicos, ou amostrais, de infe
rencia, ao estimar os valores dos parametros de uma distribuicao
de uma dada variavel aleatdria, se valem unicamente de dados amos
trais e fornecem como resultados uma estimativa pontual do para-

metro de interesse.
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A inferencia BAYESIANA difere da inferen

cia classica em método e objetivo:

(1)

(ii)

(iii)

Como dados, pode utilizar, além de valo-
res amostrais, informacoes anteriores ou,
até mesmo, dados subjetivos, representados
na forma de uma distribuicao de probabili-

dades —— chamada DISTRIBUICAO A PRIORI.

Como resultado, fornece, ao inves delma es
timativa pontual, uma distribuicao de pro-
babilidades, que representa a incerteza que
temos a respeito do valor verdadeiro do pa
rametro de interesse. Esta distribuicdo, &

chamada DISTRIBUICAO POSTERIOR.

A medida que novos dados surgem, sao incor
porados ao processo através de uma modifi
cagao conveniente da distribuigdo de proba

bilidades do parametro.

-~ -« . . . .
As tres caracteristicas acima 1mplicam num

processo dinamico onde cada ciclo é caracterizado pela incorpora

cao de uma nova informagao a distribuicdoc & priori resultando uma

nova distribuigao posterior, através da aplicacio do TEOREMA DE

BAYES, apresentado na proxima secio. Em cada ciclo, a distribui-

gao a priori € representada pela distribuicgdo posterior do ciclo

anterior que, de fato, "contém" todas as informacoes anteriores

(dados amostrais e fatores subjetivos) sobre o parametro de in-

teresse.
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1.2 - Teorema de BAYES

O teorema de BAYES é o teorema no qual es-

t3d fundada toda a filosofia da estatistica BAYESIANA.

Suponha que y seja uma observagao do siste
ma e sua distribuigao de probabilidade, p(y/8), dependa do valor
de um parametro 6 com distribuigdo p(6). Entdo, das propriedades

das distribuigoes condicionais, temos que,

ply/6).p(8) = p(o/y).p(y) (V.1)

Logo, a distribuicac condicional de 6 dado y é&:

p(y/8) p(8)

p(B/y) (V.2)
p(y)
onde
J p{y/8) p(6) db se 6 € continuo
p(y) mE { p(y/0) } = { (V.3)
) P& /8) p(8) se & discreto

e a soma ou a integral é tomada sobre o conjunto de valores ad-

missiveis de 6.

Na expressao (V.2), p(8) descreve as infor
magoes que temos sobre 6 antes de y ser observado —— o que cha-

mamos de distribuicao a priori de 6. Por outro lado, p(6/y) des-
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Suponha agora que observamos Yoo distribui

do independentemente de yq- Logo,

p(e/yz) < 2(8/y,) 2(8/y4) p(8) (v.6)

ou

p(8/y,) = 2(8/y,) p(8/yq) (v.7)

Comparando (V.5) e (V.7) veprificamos que
p(e/yl), a distribuicao posterior de 6 dado y;» desempenha o pa-
pel de distribuigao a priori para a segunda observagdo. 0 proces

so pode ser repetido indefinidamente, a cada nova observacao.

A inferéncia bayesiana, dadas suas carac

-* . - - . .
teristicas, e especlalmente indicada para:

(a) Casos em que ha pouco ou nenhum dado visto
sua capacidade de considerar fatores subje
tivos e de "aprender'" sobre o sistemas a

medida que novas informagoes sao obtidas.

(b) Processos dindmicos Jja que a distribuicdo do
parametro se modifica a cada nova informa-

¢ao incorporada.



.91.

creve as informagoes anteriores sobre 6 acrescidas de observa

gao y e & a chamada DISTRIBUICAO POSTERIOR de 8.

Na expressao (V.2) p(y/8) pode ser encara-
do como uma fungao de 6 e nao de y Se assim procedermos p(y/8)
e chamada FUNGCAO DE VEROSSIMILHANCA DE 6 dado y e é denotada por
2(6/y). Sobre (V.2), verificamos ainda que p(Y) € apenas uma cons
tante 'normalizante', que faz com que p(8/y) seja de fato uma dis
tribuigao de probabilidade (ou uma funcdo densidade de probabili

dade no caso continuo). Podemos ent3o rescrever a expressao (V.2).
p(6/y) = -2(68/y) p(6) (V.u)

A fungao de verossimilhanca desempenha um
papel importante na formula de BAYES ja que representa a informa

cao sobre 8 gue estad contida na observacao y.

0O TEOREMA DE BAYES, fornece uma formulacgao
matemdatica que descreve como o conhecimento prévio a respeito de
O pode ser combinado com novos conhecimentos. De fato, o teorema
nos permite atualizar a informacac sobre 6 a medida que novos va
lores de y vao sendo observados. (formulacao sequencial do Teore

ma de BAYES).

suponha que dispomos de uma observagao ini

cial y,- Por (V.u),

p(6/yy)= 2(8/y;) p(8) (V.5)
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(c) Problemas de decisao sob riscos, isto &,
casos que uma ou outra decisdao sera tomada
dependendo do valor do parametro. Como a
inferencia bayesiana fornece uma distribui

gao de probabilidades para o parametro (ao

. - - -
inves de apenas um valor) e possivel ponde
rar as consequencias de cada decisao segun

do p(6).

2. DESCRICAO DO PROBLEMA

No capitulo IV foram apresentados varios mo
delos para a avaliacdo do nivel de referencia, s, do estoque que,
como vimos, e a unica decisdo a ser tomada quando os <itens em

questao tem alto custo e baixa demanda.

Vale acrescentar que muitas das pegas repa
raveis de avides, que apresentam custo bastante elevado, s3o de-
mandadas apenas algumas vezes por ano numa base aerea em particu

lar.

Nos modelos de estoque apresentados no ca-
pitulo IV se fazia presente a necessidade do conhecimento da dis
tribuicio da demanda, ou, mais precisamente, dos parametros da
distribuigdo GEOMETRICO-POISSON a partir da qual as quantidades
relevantes tais como valor esperado do estoque em maos, valor es

perado do nimero de unidades na fila,etc. s3o calculadas.
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2.1 - Descricdo Paramétrica do Problema

2.1.1 - NGmero de Demandas por Periodo -
Ye [0,1,2,... ]

Y ~ POTSSON (A); A e RT

_.}\ y
p(Y2y/A) = e A (V.8)
y!
E{Y/x} =2
(V.9)
Var { Y/A } = X

Y: Variavel aleatdoria que representa o numero de chegadas ao es-
toque. Cada chegada representa uma demanda por uma ou mais uni
dades.

2.1.2 - Nimero de Unidades por Demanda

Ze [1,2,... ]

7 ~ Geométrica (p); p e [ 0,0 ]

z=-1

p(Z=2z/p) = (1-plp (v.10)

E{ Z/p} = 1/(1-p)
(v.11)

Var { Z/p } = p(1-p)?2
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2.1.3 - NUmero de Unidades Demandadas por Periodo -

X e [0,1,2, «.. |

Obtida atraveés da convolugao de Y e Z

(X/X,0) v GP(A,p), AeR™ 5 pe[ 0,47

onde GP(A,p) & uma distribuicdo GEOMETRICO POISSON dada por:

,

X 03 A . .
z A° e (x=1)" o3 (1-0)3 se x > 1
j=1 It G-D M=
p(X/A,0) = A (v.12)
e~ ,se x=20
E(X/A,p) = X/ (1-p)
4 (V.13)

Var { X/x,p } = A (1+p)/(1-p)?

Observe-se que estas sao as unicas informa

cSes disponiveis a cada periodo.

2.1.4 -Distribuicao do Tempo entre Demandas -

ty e R
Pela equacgao (IV.23)

gt /h,p)=p § (t)+(1-p) A e T (V.14)
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E{ t/A,p} = 12
A
. (V.15)
N2
Var { t;/A,p } = {d-p)”
)\2
)
2.2 - Caracteristicas Particulares

Para estimarmos os parametros A e p alguma

relacao deve ser estabelecida entre E(x) e Var(x).

De fato, tém-se verificado [BURGIN &VﬂlD%]

que é possivel ajustar uma curva quadratica na forma:
— 2
Var(X) = q EX) + q, [EX) ] (V.16)

Utilizando as equagoes (V.16) e (V.13)

q.-1  q
p:l+2>\

ql+l q2+1

Neste texto, inclusive para efeito de com-
~ 14 .
paragao com outros modelos como Sheerbroke™ , vamos considerar

que g,=0. Logo,

- Yar(X) (V.17)
ECX)

onde q, € um valor conhecido (geralmente avaliado a partir de da
dos e/ou conhecimentos anteriores). Por (V.13) e (V.17)
ql_l

o = (V.18)
ql+l
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Uma vez estabelecido o valor de qq, sG nos
resta estimar o valor de ) j& que, por (V.18), p & calculado di
retamente. Por outro lado, por (V.13), uma vez conhecido p basta

determinar A ou EX).

O problema pode, entao, ser colocado na se

guinte forma:

"Conhecido q,, estimar o valor de X ou 8".

onde 8 = E(x)

Observemos que para x>1, podemos escrever:

4 X ] .
p(X/Ah,0) = e h 7 AT LX) (V.19)
j=1 3t
onde
Cxy = (x-1)1 0% (1-p)3 (V.20)
(5-1) 1 (x=3)1

- . R - .
¢ conhecido para cada x e jel , Ja que p e conhecido.

3. SOLUCOES EXISTENTES

0 problema de estimagao dos parametros de
um processo GEOMETRICO POISSON foi pouco abordado até hoje tal-
vez devido a sua forma analitica pouco tratavel. Além dos méto-
dos que apresentamos a seguir, podemos citar uma proposta de D.J.

CROSTON16 que utiliza tecnicas de amortecimento exponencial e es
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tima separadamente a taxa de chegada e o n? de demandas associa-
do a cada chegada. Este meétodo ndo seria apresentado neste texto
por pressupor o conhecimento de Y e Z (vide segoes 2.1.1 e2.1.2)
a cada periodo. 0Os métodos que apresentamos utilizam apenas ob-

servagoes sobre o valor de X m Y. Z.

3.1 - Metodo Classico - "Item's issuerate".

Utiliza uma série histdrica de demandas pa

ra t periodos de tempo:
X = (xl,x2,...,xt) (v.21)

e o estimador pontual para 6 & dado por:

t
Z x5
5. = XL 0 ti1,2,.... (V.22)
t

assumindo que a demanda futura sera dada por uma variagdo aleato

ria em torno deste nivel.

Este enfoque produz resultados confiaveis
na medida em que exista uma série historica de demandas relativa
mente longa e que a demanda seja relativamente alta. O nosso pro
blema, infelizmente, n3o apresenta estas caracteristicas e o de-
sempenho do modelo classico, de fato, apresenta um baixo rendi-
mento, como veremos nas tabelas comparativas, quando utilizado pa
ra estimar 0 para itens cuja demanda €& baixa e, em especial,quan

do a demanda € esparsa.
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3.2 - Objective Bayes Approach

Sherbrooke e Feeney numa série de artigos
publicados a partir de 1964 (C.G. Feeney e Sherbrooke (13), (14)
e (15)) apresentaram o OBJECTIVE BAYES APPROACH demonstrando a
vantagem da analise bayesiana sobre os métodos clissicos quando
aplicada a estimagdo dos pardmetros da demanda por itens repara-

vels em uma base aerea.

Como foi entao reforgado, apesar do método

. * 3 . .
em princilpio poder ser aplicado a qualquer grupo de itens, espe-
ra-se uma vantagem mais significativa se utilizado na analise de
itens de demanda esparsa, isto €, no qual s3o observados varios

periodos com demanda nula.

3.2.1 - A Distribuicdo a Priori

0 método assume, inicialmente, uma distri-

buigao LOG-NORMAL para o parametro 6.

( 2n 68 -u)?) (V.23)

p(8) = 1 exp ( -1
6 v/ 2 ¢ 2 o2

cujos parametros ¢ e u s3o estimados a partir de dados histori-
cos referentes ao sistema ou do conhecimento sobre sistemas simi

lares e, eventualmente, de conhecimentos subjetivos.

3.2.2 -Estimacdo de o2 e u

Sejam m e s? as estimativas de 0% e u res-
pectivamente. PORTILLA17 executou alguns testes utilizando va-

rias formas de realizar tal estimativa tendo optado pelo "método
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dos monumentos+ql" que utiliza a expressao que relaciona ojésimo

momento de uma log-normal com os parametros u e o? da distribui-

gao normal correspondente.

22 .2

. . jco
E l:x]_] = Ut T (V.24)
—

e a relagao dos momentos do processo GEOMETRICO-POISSON estabele

cida na secao 2.2 em (V.17).

E [ x*] = q8 + 62 (V.25)

De (V.24) e (V.25), obtemos

n
m = n }- 2 X - ']—_ S2 (V.26)
n j=1 J 2
n g, n n
s2=an |2V x2-2 7 x|-2wm |17 x (V.27)
nij=1 J  n 421 nj<1
onde x = (X{,X,5...,X_) sao as observacoes anteriores do sistema.
o 1272 n
3.2.3 -Discretizagdo da Distribuicao LOG-NORMAL
Uma vez avaliados os parametros de p(e),
define-se p*(®) —— uma aproximagao discretizada de p(8). Esta

aproximagdo € efetuada a partir da selecdo de N valores de 6.
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01<02<....<6 (v.28)

A distribuicdo aproximada e dada por:

,  i=1,2,... N-1 (V.29)

Numa tentativa de representar o melhor pos

sivel a distribuigdo p(8) na parte esquerda (valores baixos de

0) sem desprezar os valores da direita (valores altos),PORTﬂiAl7

selecionou os pontos de discretizacao segundo a expressao abaixo.
.1

6, = 0, 4 = . i = 2,N (V.30)

onde h=1 faz com que a distancia entre dois pontos consecutivos

seja uma progressao aritmética. Se h>1l estas distancias formamuma

17

progressao geométrica. Em seus testes, PORTILLA utilizou h=1.

3.2.4 - Distribuicao Posterior

Para calcular a distribuicao posterior de

6, q(8/x), utiliza-se a versao discreta do TEOREMA DE BAYES.

p(x/X;,0) . p*(8,)
Q(8;/x) = F— (V.31)

L

1i=1

p(g/ki,p)p*(ei)

onde Ai £ ei (1-p)
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T e (g/xi,p) n  GEOMETRICO POISSON (A;50)

3.2.5 - Comentarios

A distribuigao discretizada & utilizada se
quencialmente de forma a obter as posteriores a medida que novos

valores de X sao observados.

A dificuldade do método reside na perda de
informagdo inerente a representagdo discreta de uma varidvel alea
toria continua, isto &, 6. PORTTLLAT’ observou a ocorréncia de

distribuicao fortemente bimodais quando da utilizacdo do método

para demandas extremamente baixas.

4. BAYESIAN ENTROPY FORECASTING(BEF)SOUZAlO

Antes de apresentar o método de estimacdo
de A (ou 8) propriamente dito, apresentamos a formulacdo geral do
L0

BAYESIAN ENTROPY FORECASTING de SQUZ 0 leitor interessado ape-

nas na aplicacdo do método, deve se dirigir 3 segao U4.u.

4.1 - Introducao

A utilizacao de um novo enfoque para meto-
dos de previsao utilizando conceitos da estatistica  bayesiana,
resultou nos chamados METODOS BAYESIANOS DE PREVISAO ( Bayesian

Forecasting Methods) de HARISSON & STEVEN818.

Estes métodos apre
sentam algumas importantes caracteristicas que os diferenciam dos

modelos de previsao convencionais tais como:
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- 0 processo ndo precisa ser estacionario.

- Utiliza um critério de otimalidade diferen

te da minimizacdo do erro médio quadratico;

Algumas limitacoes, contudo, permaneceram.

(1) A linearidade do modelo, isto &€, as equa-
coes de observagdao e do sistema sao linea-

res.
(ii)  Eficiencia somente para processos NORMAIS.

Valendo-se do conceito de entropia de SHANNON,
o BEF (BAYESIAN ENTROPY FORECASTING) de SOUZA'" propde uma exten
sao dos modelos Bayesianos de previsao onde as restrigoes de NOR

MALIDADE e LINEARIDADE citadas acima nao sao necessarias.

4.2 - Conceitos Basicos da Teoria da Informacao

Apresentamos alguns conceitos que seraouti

lizados mais adiante, na formulacao do BEF.
. 19
4.2.1 - Entropia de Shannon — [Shannon e Weaver]
4.2,1.1-Definigdo - Seja Sn o conjunto de todas a

distribuicao discretas de pro-

babilidades.
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n
Sn={ P=(py,Pys-+-+>b,)> ;205 i71,2,...,n , ) p.=11} (V.32)

des PeSn & dada por:

n
H(P)=H(pysPg5 -+ -5p, )= - g {&¢np}=-1] p; np, (V.33)
l:

onde, se p. =0, p,4np,. =0. H(P) & chamada a FUNCAO DE ENTROPTIA.

Se encararmos P como um experimento para o
qual os resultados possiveis sao X1 sXpseseyX  COM probabilidades
respectivamente iguais a DysPps-++sPp H(P) mede a incerteza que

temos a respeito do resultado do experimento.

4.2.1.2-Propriedades de H(P)

0 "teorema fundamental da teoria de infor-

macao" de Shannon e Weaver19 diz, resumidamente que:

"A fungdo de entropia (definida em 4.2.1) € a Gnica fungdo que
satisfaz as treés exigencias para ser uma medida de incerteza de
uma distribuicao de probabilidades P".

(1) Continuidade em P

(ii) Ser uma funcdo mondotona crescente de n  se

pi=l/n s 1=1,2,...40.

(iii) Consistencia
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' P1 P2
H(Pl’pZ”"’pn):H(Pl+p2’P3""’pn)+(P1+P2) H R V.3u)

P1tPy  P1*Py

isto €, se um evento € subdividido em dois outros eventos, a en-
tropia original deve ser uma soma ponderada dos valores individu

ais de H.

4.2.1.3-Medida de Entropia para Variaveis

Continuas

Se X ¢ X & uma variavel aleatdria conti-
nua e p(x) sua p.d.f entdo, a entropia de Shannon & definida co-

mo

H = -E &n p(x) = - | p(x).2nx.dx
p(x)

Esta definigao apresenta, no entanto, algu

mas dificuldades.

(1) H nido € invariavel em relacdo a uma troca

de variaveis isto e, se x=g(x), Hy#HX
(1ii) HX pode ser negativa.

Definimos, entao, uma medida positiva de

incerteza
S, = exp { H, ' (V.35)

onde H e dado por (V.33).
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L.2.2 - Medida de Divergencia

Seja p(x) a verdadeira p.d.f de uma varia-
vel aleatoria continua X € YK e f(x) uma aproximacdo de p(x). A
medida de divergencia entre as duas densidades é dada, segundo

Kullback e Leiber (Kullback20), por

I(p,f) = J 4n
K

l:Eiﬁl J . p(x) dx (V.36)
f(x)

I[ p,f | € uma medida invariante e ndo negativa da '"proximidade"

de £(x) e p(x) (observe-se que se £(x)A p(x) , I[ p,f | = 0).

4.2.3 - Eficiencia de Predigao

Define-se a "eficiencia de predicao" de uma

densidade f(x), em relagao a uma densidade p(x) como:
E{f,p}t oexp { -I(p,f) } (V.37)
onde T(p,f) € definido em 4.2.2.

0 leitor interessado deve referir-se A SouU

ZA10 para maiores detalhes sobre os fundamentos desta definigao.

4.3 - BEF - Formulacao Geral

Apresentamos primeiramente o Modelo, BAYE-

STANO NORMAL de Harrison & Stevens.
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4.3.1 - Normal Steady State Model

Harrison & Stevensl8
Sejam

Vit observacao do processo

et: nivel do processo

As equagoes do modelo linear dinamico (abre
viadamente DLM-Dynamic Linear Model) como foi proposto sao  da-

das por:

Ve = 0t ve - equacgao de observagao (v.38)
- equacaoc do sistema (V.39)

onde

vy v N(O,V) & o ruido da observagdo

Wy v N(0O,W) & o ruido do sistema

As equagoes de atualizagao sao dadas pelo

filtro de Kalmann:

Se Di = (yi,yQ,...,yi) e

et_l/Dt_ vON (m_y o, Cpp) (V.u0)

entao,
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onde me = om 4 o+ At e, e Ct = At.V

sendo e, = yt—§t
At = Rt/(Rt+V) |
RJC = Ct—1+w )

ey, € uma estimativa de Vi

Neste modelo, e facil ver que se

[et/Dt v N (m,CL) ]

= p.d.f de (et/D )

Py ¢ .

= p.d.f de (8 )

Pry1,t t+1/D

pelas equacoes (V.39) do sistema, temos:

(o ) v (m,Co, )

t+l/Dt

Se expressarmos este resultado em

das p.d.f, verifica-se facilmente que:

4

Pry1,+ % Pt -
t+w

(V.41)

(V.43)

Equacgoes
de atua-
lizacao

FILTRO DE

KALMAN

(V.uy)

(V.u5)

(C.48)

termos

(V.47)
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Observemos que se uma variavel aleatoria Z

tem distribuigdo normal de parametros u e o2, ent@o, por (V.35).

S, =V 2lle o© (V.u8)

X

Logo, denotando a entropia de b, 4 por St temos que:
2

T
C g2
h(t) = t - —;—u—— (V.49)
Ct+w St,t+2new

Podemos reescrever (V.47) em termos da en-

tropia de Py +
?

h(t)

Prs1,t % Pt,t (V.50

onde h(t) & dado por (V.ug)

FIGURA V.1 - Tlustragdo grafica de h(t) x'S_ |
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4.3.2 - Modelo "Steady State" Geral

4.3.2.1-Definicao
Sejam
vy € ¥: as observagoes do sistema

6, € 0: o parametro do processo

T
Dy = {y1,¥y5...,y,} o conjunto de observagoes até
o instante t
Onde:
(1) Ve é caracterizado pela sua distribuicgao

de probabilidade condicional (yt/et) conhe

cida para t=1,2,...

(ii) A distribuicao posterior para (et/Dt)é uma
conjugada de (Y, /6.) € sua p.d.f, Py, >tem

entropia dada por St,t'

(iii) A distribuicao a priori para (et+l/Dt) e
dada por tt+1,t e sua entropia, St+l,t e
uma funcao de S Alem disso, Pral,t e

t,t”
tal que a grandeza "EFICIENCIA DE PREDICAQ"

definida em 4.2.3 & maxima.
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Formulando o problema definido em (iii) te

mos:
Calcular pt_l_l’JC que maximlze
D ” D
t+1,t T+l ,t
E &n p pt+l,t . An T d Gt_l_l
Pt+l,t t,t t,t
o
sujeito a
®XP | T | Prar,t 0 M Pryr,e @01 | 7 Stent
o
Prep,t + 4 8¢4p =1

(V.51)

(V.52)

(V.53)

Resolvendo-se o problema, chega-se que

- g(s )
Pre1,t & Pr ¢ =~ Tot

4.3.2.2-Escolha de g(.)

(V.54)

O problema acima fica completamente especi .

ficado se definirmos g(.). Em analogia ao modelo NORMAL apresen-

tado na secgao 4.3.1, e mais especificamente, reproduzindo as ca-

racteristicas de h(t), escolheremos uma fungdo com as seguintes

propriedades:



mos.

L111.

(i) Se Sy € a entropia maxima
Lim g(s, ) =1
S¢,t 7 Sm

(ii)  g(.) & uma funcdo crescente e mondtona de
Sy ¢

(iii) g(.) tem satisfazer o modelo NORMAL.

Logo, por comparacao com h(t), escolhere-

onde C é uma constante real.

Observe-se que g(St t) atende as condigoes
b

(i) e (ii) como & facilmente verificavel. Para verificar a condi

gao (i1ii) basta fazer Sy =+ = e C=2IeW.

4.3.2.3-Conceito de Modelo Steady State

Dos resultados acima, um conceito um pou-

co diferente de modelo STEADY STATE pode ser enunciado, como se

segue:
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"Se a distribuigao do parametro & diferenciavel e unimodal, um
modelo Steady-State € aquele cuja moda permanece constante na tran

10, capitulo 4).

sicao (et/Dt) > (et+l/Dt)” (SOUZA
Desta forma, enquanto outros modelos man-

tem a média constante, no BEF é a moda gque se preserva.

4.3.3 - Formulagao do Modelo Geral

4.3.3.1-Informagao:

No instante t-1, as seguintes informacoes

estao disponiveis

(1) P(yt—l/et—l)’ conhecida em sua forma fun-

cional para todo t=1,2,...

(ii) = P(et-l/Dt—l) e sua entropia

dada por (V.35)

Peo1,t-1

Sto1,t-17

- _ -2 o=2y—4-1 .
(iii) g(Si,i) = [:1+c<si’i Sy ) ] T, i=0,1,2..

4.3.3.2-Atualizacao do Parametro:
(1) Distribuicdo a priori:

P(O./Dy 1) =P 4 43

t-1,t-1

Ptot-1 % Pe-1,t-1 (V.55)
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(ii)  Distribuicao posterior:
p(et/Dt) = Pet
o (v, /6.)
Pe,t % Prg-1 ¢ PPy
4.3.3.3-Predicao
(1) Distribuicao do parametro:
PUOLL5/Dy) = Pryy, ¢
805 45-1,¢°
pt+j,t = pt+j-l,t 5 3:152
(ii)  Distribuicao da observacao
P(yt+j/Dt)
p(Yt+j/Dt) = p(Yt+j’ et+j/Dt)'d et+j
f

P(yt+j

s 8ups/D) = PV 070, )

"Piy]

,t

(V.586)

(V.57)

(V.58)

(V.59)
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4.4 - Modelo BEF - GEOMETRICO - POISSON-GAMMA

Como foi visto anteriormente, com q, conhe
cido s6 nos resta estimar A. Segue agora uma aplicacao do BEF no
qual a observagao tem distribuicio GEOMETRICO-POISSON e o parame

tro tem distribuicao GAMMA.

4.4.1 - Distribuicaoc a Priori: (\)

A v Gamma (o, B)

b0« 1%L o8 (V.60)

4.4.2 - Distribuigao Posterior de A (A/X=x)

Dado X=x, a demanda observada, a distribui
cao posterior & obtida pela aplicagdo do TEOREMA DE BAVYES (secdo

1.2). Se denotarmos a p.d.f de (A/X=x) por p(A/X=x) temos
P(A/X=x) « p(X) . p(X=x/X,p) (v.61)

onde p(X=x/X,p) & uma distribuicao GEOMETRICO-POISSON, descrita

em 2.1.3.

Se X=0

p(A/X=0) « 3> 7L g7 (R+1IA (V.62)

isto &, (A/X=0) ~ GAMMA (o ,B+1)
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Se x>1

)« o-(BFLIA o a+l O +x-1
p(A/X=x) « e [A7Cy + A Copt wnov + A

Cxx] (V.63)
Denotando por p(a+i,B+1) a p.d.f de varia-
veis aleatorias com distribuigao GAMMA (a+1i,B+1) podemos reescre

ver a equagao (V.u45).

X
p(A/X=x) = ) C* . p(e+i, B+1) (V.64)
i=1
onde
C . <
. X1 -
C¥ o =/ 3 .21 cx s =1 (V.65)
l =
izl “xi

isto &, (A/X=x>1) é uma combinacao linear convexa de x varidveis
aleatorias com distribuicdo GAMMA de igual parametro de escala

(B+1) e com parametros de forma (a+1); i=1,2,...x

4.4.3 - Simplificacao da Posterior

Feeney e Sherbroke, quando da formulacao do
OBJECTIVE BAYES APPROACH (Feeney e Sherbrokelu) apresentado na se
cao (3.2), descartaram o uso da distribulicao GAMMA como distri-
buicao a priori para Apois a distribuigao posterior a ela associa -
da, quando o processo & GEOMETRICO-POISSON, nao € uma GAMMA. De
fato, se (V.u46) fosse utilizada no teorema de Bayes como distri-
buicdo a priori do periodo imediatamente posterior, a distribui-

cdo posterior entao obtida seria uma combinagao de x1.x GAMMAS,
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onde x, € a demanda no periodo em questao.

1
Para superarmos esta dificuldade e tornar-
mos o problema analiticamente tratdvel, langamos mdo do "PRINCI-

PIO DE MAXIMA ENTROPTA DE JAYNES" (JAYNES®!) que diz:

"A distribuicdo posterior simplificada para (A/X=x) € a distri-
buicdo de maxima entropia cujas estatisticas suficientes sao i-

guais as correspondentes estatisticas suficientes da mistura'.

A distribuigido GAMMA tem como estatisticas
suficientes, a média e a média geométrica. Podemos, portanto, es
crever a equagao da mistura na forma abaixo:

(A/X=x>1) p; (m; ,gm.) (V.66)

1"
[T e
)

onde

m = E { ¢ [a+i,+1 ] b=04E (V.67)
\ B+1

gm, = média geométrica de G [:a+i, B+l | =

=¥ [[a+i ] - an [ B+1 ] (V.68)

d 2n T(u)
du

sendo ¥(.) = FUNGCAO DIAGRAMA, ¥(u) = (V.69)
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rc.) FUNCAO GAMMA,

I'(u)

J 91 et at , u>o (v.70)
o)
e C*. e dado por (V.u7).

Assim, a GAMMA inicial aqual se refere JAY

NES sera a distribuicao GAMMA (m,gm) onde

X
m = E { A x } = ) C%, mi (V.71)

X
gm = E { 2n(A/X) } = ) C*, gmi (V.72)

4.4.4 - Calculo da Funcao g (s, )
2

Na secao 4.3.2.1, vimos que a distribuicgao
a priori do parametro em t+1, Diy] 42 € calculada a partirda dis
b

tribuicao posterior do parametro em t segundo a expressao:

g(St t)
o ’ (V.73)
Pty1,t Pt
onde
i “2 =2y —-1
g(Sy ) = [:1+C(St,t Sy ) (V.74)
onde C & uma constante real, S € a medida positiva de incerte

t,t

za de Pt .+ descrita pela equacgao (V.35) e Sy € o valor maximo

de St,t’
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Logo, se Dy € uma GAMMA (o ,BR),

o

_ B
r(a)

2oL o7BA (V.75)

Pt,t
e a entropia de Shannon é dada por
Hy = &n T(a) + o[ 1+¥(a-1)] + ¥(a) - B (V.76)
onde T(.) e ¥(.) sao dados, respectivamente por (V.69) e (V.70).
Como, por definicao,
Sy = exp {I{k } ' (Vv.77)

verifica-se facilmente que

SM o Lim S>\=+oo

x+1 (V.78)
B0

Logo, por (V.74) e (V.78)

- -1
g(s, ) = [1+C(s. ) ] (V.79)

3 b

onde C necessita ser estimado a partir dos dados.

Uma variagao da idéia de verossimilhanca a
gregada de um modelo bayesiano de AKAIKE22 nos fornece um crité-

rio para a escolha de C. Seja C esta escolha, entao,
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C o max L(c) onde

(v.80)
CeR +
L(c) = ' r(Y./c) (V.81)
i=1 *
r(Yi/c) = p(Yi/ei)q(ei/c) dei , 1=1,2,..t (V.82)

2

sendo q(8i/c) a distribuicao a priori Diy1 .+ obtida com um dado
2

valor de c.

4.4.5 - Formulacao Matematica do Modelo

GEOMETRICO-POISSON-GAMMA

4.4.5.1-Notacao

Xp o nimero de demandas observadas (observacdo do sistema)
Ay ot média de chegadas aleatdérias (parametros do sistema)
t-1 _ . .

X = (Xl’XQ""Xt-l) - posterior no instante t-1 para o pa-

rametro, com p.d.f Py_1 ¢-7 conheci-
b

da.
Ppoy,gop = GAMMA (@ 0.8 1) ,
“ps10 Bpoy >0
t-1 . . -
(A /X ) - priori em t para o parametro, com

p.d.f pJC,JC+l desconhecida.
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_ _ -245-1 +

g (st_l,t_l) = [].C(St_l,t_l) ] 7, cemRr

Stc1,t-1 &P U H 0

H : Entropia de Shannon de (A /xt_l)

t-1,t-1 ° P t-1"%
Hiq,4op =40 Tl o)+ [1-¥@ _ )]-en(B,_})
b.4.5.2-Modelo
Equagao de observacao: (Xt/kt,p) " GP(At,p) (vV.83)
Equagao do sistema: « | |g(st—l t—l) (V.84)
. Py t-1 Pto1,t-1 > .

4.4.5.3-Atualizacdo dos Parametros

(i) Distribuicdo a priori do parametro no tem-
po t: (At/§t_l)
t-1 % %
(/%) v GAMMA (o %,8, %) (V.85)

onde, por (V.73):

a¥ = g(st—l,t—l) (e 1 -1) + 1 (V.86)
BE = 808 1,¢-17 Bia (v.87)
(ii) Distribuicao posterior do parametro em t:

(A /x5
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Obtida pela aplicagao do teorema de Bayes confor

me apresentado na secido 4.4.2, isto €,

Se Xy >1

t
(A /%)~ GAMMA (o ,B.) (V.88)

onde @, e B sao obtidos a partir das estatisticas suficientes da

t t

mistura como vimos na secgao 4.4.3.

t
(A/xT) ~ GAMMA (=_,B.)

ot

o:_t = G_E ’ B.t = B:’E‘i‘l

onde «¥ e B¥ sao dados por (V.86) e (V.87).

t

4.4.5.4-Distribuicdo da Predigao da Demanda um

periodo a frente
Por definicao,

Ty - t
Plxp /%) = P(Xpyqs At+l/>§ » p) dXr, (V.89)

R+
onde

t _ t
P(Xpyqs Mgy /%75 00 = PO /A 1) PO /%) (V.90)

sendo
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X
-2 t+l .
T+l ]
p(x_ /X . ,) = e ) A C (V.91)
T+l Tt+l 551 t+1 Xt+lj
t “tel  Bryrten
p(kt+l/§ ) = Aegy e (V.92)
Resolvendo a integral (V.89)
X .
t+1 P o 4 )
p(x .. /x5 « § ¢ ., .——t*l s X, .. >1  (V.93)
t+:|_ ~ -___l X_t+lj (B* +l)0‘* t+l -
J t+1 t+1+1
ou
t )
plx,, ,/x7) = BE 1 o (V.94)
(g . ) o o0
t+1+1 > T+l
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VI. MEDIDAS DE PERFORMANCE DE FORNECIMENTO

No capitulo IV verificamos que a expressao
final do problema de btimizagéo dos custos variaveis do estoque,
fica perfeitamente determinada pela avaliagao de AE e AB dados
pelas equacgoes (IV.46) e (IV.47) para modelos de revisao conti-
nua e (IV.64) e (IV.65) para modelos de revisdo periddica consti
tuindo-se excessoes os MODELOS BINARIOS (segoes IV.2.1.3 e secdo
IV.2.2.3) para os quais a decisao depende apenas do valor do pa-
rametro A que representa a taxa de ocorrencia das demandas no pro

cesso GEOMETRICO-POISSON.

Como ja comentamos anteriormente, nem sem-

- - . - - . ~
pre e facil — ou ate mesmo possivel —— avaliar os parametros
N, I, I e C da funcao de custo. Dadas estas dificuldades, uma ten
dencia marcante na area de controle de estoques tem sido forne-
cer, ao invés do valor de s que minimiza a fungao de custo, al-
guns indices representativos da performance da politica de esto-

ques adotada.

Estes indices, na verdade, sao medidas es-
sencialmente semelhantes aquelas utilizadas no capitulo IV (E, B
e D) com a diferenga que tem, as vezes, uma interpretagaoc fisica
que fala mais de perto a sensibilidade daqueles envolvidos na ge

rencia do estoque.

Neste capitulo, apresentamos o calculo dos

indices propostos por Feeney e Sherbroke para modelos de revisao

13)

continua sob demanda GEOMETRICO-POISSON (Feeney Sherbroke e

uma extensao destes mesmos calculos para modelos de revisao pe-
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riocdica por nés desenvolvidos.

1. MODELOS DE REVISAQO CONTINUA

O teorema de Palm para teoria das filas apli
cado ao problema de estoques quando a demanda € unitaria e dis-
tribuida segundo um processo de POISSON € generalizado para de-
mandas nao-unitarias e distribuidas segundo um processo GEOMETRI
CO-POISSON nos fornecendo uma ferramenta para analisarmos o caso

em que o tempo de entrega & também uma varidvel aleatoria.

Seja X(t) o numero de unidades encomenda-
das ao fornecedor e que ainda nao foram entregues ao estoque as
gquais chamaremos de "unidades em atendimento" ja que este enfo-
que se presta muito bem a estoques de pegas reparaveis. Nosso ob
jetivo serd calcular X (t) medido em um instante aleatdrio t. Co-

mo a analise & desenvolvida apenas para estoques com formacao de

fila, toda a demanda sera eventualmente atendida e, portanto,

0 < X(t) < o,

Neste ponto, € importante reforgar que, co
mo o nivel do estoque & constante e igual a s (pois a cada deman
da corresponde um pedido de mesmo tamanho), se existem x wunida-

des em atendimento, temos:

(i) se x < s, s-x € o estoque em maos;

(ii) se x > s, |s-x| € o nimero de unidades na

fila e o estoque em maos & zero.
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A figura abaixo ilustra o que foi dito.

UNIDADES EM ATENDIMENTO

Sr—-—-——-—-?- —————— T: —————— e NIVELDOESTOQUE
X<S
estoque X>3
em maos
/ .
|s-x| UNTDADES NA FILA
[7
FIGURA VI.1
1.1 - Teorema de Palm

TEOREMA 1: Seja s o estoque de referencia de um item para o qual
a demanda € POISSON com taxa A e tempo de entrega com
uma distribuicdo arbitraria ¥(t) com mé&dia 1. As pro-
babilidades a longo termo de x unidades em atendimen-

to tem distribuigac POISSON com média At:

Probabilidade de ()X e—)\T

h(x) = | x unidades em = , 0 < x < », xel (VI.1)
atendimento x!

PROVA:

Antes de provar o teorema, observemos a seguinte propriedade dos

processos de POISSON:
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"Dado que foram observados n ocorrencias POISSONIANAS num inter-

valo t, a probabilidade de uma delas ter ocorrido entre ts e
dt.

t+dt, & dada por —= , independentemente de n" [:Felleru:].
t

Seja S(t-ti) a probabilidade de um pedido

emitido em t. ser entregue até t, t > t;. Logo,

S(t-ti) = v(g) dg (VI.2)
onde ¥(.) & a fungdo de densidade de probabilidade do tempo de
entrega.

Se pelo menos uma demanda fol observada en-
tre 0 e t, a probabilidade que o pedido correspondente seja en-

tregue em t & dado por:

S(t-t.) dt.
1 1

(VI.3)

Segue-se que a probabilidade de um pedido

em particular ser entregue até o instante t e:

t
c =1 S(t-t.)dt. = (VI.u)
t 1 1

o
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Se foram observadas n demandas entre (0 e t
e existem x unidades em atendimento entdo, n-x unidades ja foram
entregues. A probabilidade disto ocorrer € dada pela distribui-

¢ao binomial:

p(n-x unidades entregues)=(§) ¢ ¥ (1-0)* (VI.S)

onde G € dado por (VI.4),.

Logo, h(x) & dado pela probabilidade de n

demandas entre 0 e t e (n-x) unidades entregues, isto &,

h(x) n=x

I op(n,at) (Y og (1-¢)% =
n=x X

e M) ¥ (1-0)% § ()X g%

x! n

(VI.6)
X (n-x)!

u
como 2 — = e , temos

x PN -At(1-G)
n(x) = MBI (1-6) e - p(x,At(1-G)) (VI.7)

x!

Fazendo o calculo a longo termo,

t
L = Lim At(1-G) =-) [ 1-S(t-t,) Jdt. + Xt
1 1

T >0
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= A Lim y-|  [1-8(t-t;) Jdt; + t (VI.8)

Por (VI.2) temos que:

_ = - ‘P(ti) (VI.9)

dt.
1

Logo, integrando (VI.8) por partes temos,

T
L mA Lim t. ¥(t.)dt., = AT (VI.10)
i 1 i

T 00

Portanto, por (VI.7) e (VI.1l0).

h(x) = p(x,AT) (VI.11)

C.Q.D.
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1.2 - Teorema de Palm Generalizado

TEOREMA 2: Seja s o estoque de referencia para um item cuja de-
manda tem distribuicao GEOMETRICO-POISSON com taxa A
e o tempo de entrega com uma distribuigao arbitraria,
¥(t) com média T. Suponha que os pedidos sao entregues
integralmente, isto &, o tempo de entrega € o© mesmo
para as unidades em atendimento referentes ao mesmope
dido. As probabilidades a longo termo de x unidades em
atendimento sdo dadas pela distribuigao GEOMETRICO -

POISSON com taxa AT, isto é&:

p(x, AT) (VI.12)

PROVA:

Forneceremos uma prova simplificada, valida apenas para estoques

com formacao de fila.

Num processo POISSON-COMPOSTO as chegadas
(ocorrencia de demandas) ocorrem segundo um processo POISSON. As
sim, o teorema de Palm nos fornece a probabilidade de y pedidos
pendentes em um dado instante, lembrando que a cada demanda cor-

responde a emissao de um pedido.

A probabilidade de x unidades em atendimen
to € dada pela probabilidade de y pedidos pendentes e que estes

y pedidos totalizem x unidades, x > y.
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Como assuminos que as unidades referentes
a um mesmo pedido sa@o entregues simultaneamente e como o proces-
so de atendimento é independente do tamanho do pedido, a probabi
lidade de y pedidos totalizarem x unidades & dada, como em (IV.3)

por Y7 (x), isto &,

h(x) = p(x, A1) (VI.13)
C.Q.D.
1.3 - Medidas de Performance de Fornecimento

Tendo em maos a expressao da distribuicgao
de probabilidades de X(t), o nimero de unidades em atendimento,

« . . .
estamos aptos a calcular os 1ndices aos qualis nos referimos.

Todos os indices dependem apenas do nivel
de referencia, s, dos parametros da distribuigdao GEOMETRICO-POIS

SON e da média do tempo de entrega T. Sao eles:

R(s): A probabilidade de um item observado num instante qual-

quer nao possuir unidades na fila. Chamaremos TAXA DE GA-

RANTTA.

F(s): O valor esperado do numero de demandas por unidade de tem
po que podem ser atendidas prontamente, com o estoque em

maos. Chamada NUMERO DE ATENDIMENTQS IMEDIATOS.
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S(s): Valor esperado do numero de unidades em atendimento de ro
tina (isto €, o numero de unidades em atendimento nao des
tinadas a suprir as unidades na fila). Chamaremos NOMERO

DE UNIDADES EM SERVICO.

1.3.1 -R(s) - TAXA DE GARANTIA

E a medida mais simples. Distingue duas si
tuagoes - haver ou nao unidades na fila. Definida desta forma,
R(s) nao leva em conta o numero de unidades na fila considerando

apenas a sua existencia ou nao.

Pelo teorema 2, a distribuicao de probabi-

lidades de x unidades em atendimento € dada por:

h(x) = p(x,A1) (VI.1u)

R(s) & a probabilidade de s ou menos unidades em atendimento. Lo

£0>

R(s)

S
Y p(x,AT) (VI.15)
X= .

c

ou

R(s)

R(s=1) + p(s,At) (VI.16)
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1.3.2 -F(s) - ATENDIMENTOS IMEDIATOS

Mede, indiretamente, o valor esperado do
nimero de unidades que entraram na fila que ja foi calculado na
secao IV.2.1.1. E facil ver que como toda demanda que nao & ime-
diatamente atendida é colocada na fila, a soma de F(s) com o va
lor esperado do numero de unidades que entraram na fila num dado
periodo (E(s) dado por IV.38) & a demanda média neste mesmo pe-
riodo. Poderiamos calcular F(s) a partir dos resultados da secao

IV.2.1.1, através da expressio:
F(s) = m - E(s) (VI.17)

No entanto, preferimos calcula-la direta-
mente obtendo uma expressao mais conveniente. 0 valor esperado do
numero de atendimentos imediatos pode ser calculado da seguinte

forma.

Primeiramente sabe-se que como a chegada de
usuarios & POISSON, a probabilidade de um usuirio chegar em num
intervalo de tempo At pequeno € dada por AAt. Para cada usuario,
o valor esperado do nimero de atendimentos imediatos, w, e dado
por:

E(w) = wp (w) (VI.18)

(1 ~10n

onde p(w) € a probabilidade de ocorrerem exatamente w atendimen-
tos imediatos o que € a probabilidade de um usuario efetuar uma
demanda por w unidades e o numero de unidades em atendimento ser

s-w ou menos, ou de existirem exatamente s-w unidades em atendi-
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mento e o usuario efetuar uma demanda por mais de w unidades.

Logo,
S—W o
p(w) = £ ) h(x) + his-w) ) f +i (VI.19)
© x=0 i=1 @
Portanto.
S
F(s) = & ) wplw) =
w=1
S S—=W 0
=x ) ow | £ ] h(x) +hi(s-w) ] f +i (VI.20)
w=1 x=0 i=1 v

Apos uma série de manipulagoes, demasiada-

mente longas, obtemos a expressao.

s-1

F(s) = x ) (1-£,,f,=...~f;) R(s-k-1) (VI.21)
k=0

onde £ = (1-p) pk'l (VI.22)

E f3cil ver também que, por (VI.21)e (VI.22)

F(s) = X R(s-1) + p F(s-1) (VI.23)



.135.

1.3.3-S8(s) - UNIDADES EM SERVICO

Mede, indiretamente, o nimero e o tempo de
permanencia das unidades na fila. Segundo a definicado, S(s) € a
diferenca entre o valor esperado do numero de unidades em atendi
mento e o valor esperado do numero de unidades na fila. Na secdo
( IV.2.1), definimos B(s) como o numero de unidades.ano na fila
que se iguala numericamente ao valor esperado do tamanho da fila

se observada em um instante qualquer do tempo. Logo,

S(s) = E(s) - B(s)
=mT - B(s)
S [e 0]
= ) x p(x,AT) + s ) P(x,AT) (VI.24%)
x=1 X=s+1
De (VI.2u4) €& facil ver que:
S(s) = S(s-1) - R(s-1) + 1 (VI.25)
2. REVISAO PERIODICA

Nesta secao, apresentamos as expressoes de
R(s) e F(s), definidos na secao 1.3 gquando aplicados & estoques
de revisdao periddica. A medida "UNIDADES EM SERVICO" nao tem sen
tido ém estoques de revisdo periodica ji que os pedidos sdo emi-
tidos apenas a intervalos regulares de tempo T. Observemos tam-

bém que nesta secao o tempo de entrega T € fixo e conhecido.
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2.1 - R(s) TAXA DE GARANTIA

Consideremos que houve uma revisao no ins-
tante t. Repetindo a argumentagdo utilizada na segao IV.2.2.1 se
ja x o saldo do estoque num instante qualquer entre t+t e tT+t1. A
razao de considerar este intervalo, como ja foi dito, € que to-
dos os pedidos emitidos antes de t, chegaram ao estoque até t+T
e nenhum pedido emitido depois de t (isto &, em t+T) chegou ao

estoque antes de t+T+T.

Logo, se Y(x,t+f) &€ a distribuiciao de pro-
babilidades do saldo do estoque x medido num instante t+f ,T<g<T+T,

temos:
Y(x,t+8) = p(x,AE) (VI.26)

A distribuicao marginal de x, medido  num

instante qualquer é&:

T+
¥ (x) = 2 p(x,AE)dE (VI.27)
T
T
R(s) & a probabilidade de x>0, logo:
R(s) = ) (VI.28)
x=0 T
onde )
T+1
®(x) = p(x,A8)dE dado em (IV.59).
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2.2. - F(s) - ATENDIMENTOS IMEDIATOS

Conforme comentado na secao (1.3.3) F(s) &
dado pela diferenga entre a demanda média e o nimero de unidades

que entraram na fila. Portanto,

F(s) = 6 - E(s,T) (VI.29)

onde E(s,T) é o valor esperado do nimero de unidades que entra-

ram na fila, dado em (IV.56)

Consequentemente,

F(s)

1o~ 8

(x-8) {jp(x,A(T+T)) - p(X,XT):]

1]

=i

(
1 j

1 ~10

1
H

(x=8) [ p(x,A(T+T)) - p(x,AT) ] (VI.30)
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VII. TESTES E CONCLUSOES

Neste capitulo apresentamos. alguns exemplos de
utilizacao do BET para a estimacao da media de um processo GEO-
METRICO-POISSON, de determinagao do nivel otimo de estoques e do

calculo dos indices de performance.

Para efeito de teste foram geradas séries sinte-
ticas de 250 observagoes geométrico-poissonianas para varios va
lores de p e A. Em nossos testes, no entanto, nos concentramos
nas séries com razao da variancia para a média igual a 2 ( isto
e, p=1/3) e com © @ (0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 1.25, 1.5, 1.75, 2,
2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5). Estas séries pretendem cobrir o que
consideramos a regiao de interesse para a aplicagao do nosso es

tudo.

1. 0 METODO BEF APLICADO A ESTIMACAO DE O

0 método BET para sua utilizacao pressupoe o co-
nhecimento da constante C comentada na segao V.4.3.2.2. Normal
mente, este valor seria avaliado a partir de dados anteriores ou
de sistemas analogos utilizando o critério da maximizagao da ve
rossimilhanca agregada citado na segao V.4.4.4. No nosso caso em
especial, como a média do processo & constante o valor otimo de

C e

De fato, como
2
St,t
2 +C

St,t

&t,t
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o aumento de incerteza sobre o valor do parametro no tempo que
decorre entre um instante e outro sera tanto maior quanto maior
for C ja que, por (V.73):
g
o t,t

Pevr,t @ Pr,t 5

Por outroc lado, C=0 significa que nenhuma incer-
teza serda incorporada a Pi_ entre t e t+1. No nosso caso, nao

3

hd nenhuma razdo para incorporarmos incerteza ao processo ja que
estamos estimando um parametro que sabemos constante e sobre o
qual temos mais certeza a cada novo valor observado. Devemos dei

xar claro, no entanto, que se o parametro apresentasse dependég

cia serial, C deveria ser, certamente,nao-nulo.

A nao ser quando dito o contrario, todos os tes-
tes foram feitos utilizando uma GAMMA com parametros a = 2.0 e
B = 1.666 que tem média igual a 1.2 e variancia igual a 0.72 pa
ra distribuigac a priori de 0.

1.1 - Comportamento Assintotico

A tabela VII.1l, mostra os valores obtidos para o
erro relativol médio computado a partir das Ultimas 50 observa-
goes de uma série de 250 utilizando os valores da média e da mo
da da distribuigido posterior como estimativas pontuais da média
do processo. Nesta mesma tabela podemos observar como o método
reage a uma estimativa erronea para q; (razao da variancia para
a média) ja que pressupor o seu conhecimento talvez seja uma i-
déia um tanto otimista. Para melhor visualizagao, estes mesmos

dados foram plotados (GRAFICO VII.1) de forma a caracterizar as

1. 0 erro relativo médio & dado pela média dos desvios dividida
pelo valor do parametro.
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regicoes em que ha tendencia a sub-estimar ou a sobre-estimar.

ERRO(%)

Scbre-estimativa

sub-estimativa

Grafico VII.1

COMENTARIOS

Pouca diferenca houve, em termos de erro relati-

vo, entre a utilizagao da média ou da moda da distribuicaoc pos-

terior como estimativa pontual da média do processo. Esta dife-
renca se situou num nivel maximo de 3% e mostrou ser tanto me-
nor quanto maior for ©. Como veremos mais adiante, esta diferen

ga se mostrou mais marcante e quase sempre desfavoravel a moda

quando o nimero de observagoes & pequeno.

0 modelo apresentou uma clara tendencia a sobre-
estimar os valores pequenos de O o que fez com que o modelo fun
cionasse melhor com q1=1.5 para ©=0.25, 0.5 e 0.75 como podemos
verificar no grafico VII.1l. No mesmo grafico, notamos que o mo-

delo € mais sensivel a variagdes em q, quando 0O & pequeno (<1).
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ERROS RELATIVOS
250 OBSERVACOES

R=1.5 R=2.0 R
MELD M0Or MELD 40D AED
.108  .083 .223 .192 494
.073  .066 172 158 434
L0211 .027 .063  .054 274
L061  .066 .015.  .016 .119
.063  .057 011 .007 . 188
.073  .077 .018  .022 .151
.074  .078 .023  .027 .137
.096  .099 .050 .05 .100
.136  .139 L1009 L112 .012
L1917 .193 L1710 L 17n 064
.188 . 190 177 U179 .083
.213  .215 L2100 .212 .129
.249  .250Q .251  .253  .182
.267  .258 L264  .266 .201

R - RAZAO DA VARIANCIA PARA A MEDIA

TABELA VII.?1

3.0

MOD
. 453
414
.262
.179
. 180
144
. 131
. 094
.009
.068
.086
.132
. 184

. 203
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1.2 - Comportamento com Poucas Observacoes

A tabela VII.2, analoga a tabela VII.1l, nos mos-
tra o valor do erro medido a partir das Ultimas 10 observagoes de
uma série de 20. Este teste se aproxima mais de uma aplicagao . re
al. As 10 primeiras observagoes foram utilizadas para estimar a
distribuigao a priori e representariam alguma informacao ante-
rior sobre o sistema. Na mesma tabela apresentamos os resulta-

dos obtidos pela estatistica classica (Item's Issue Rate).

Conforme ja haviamos comentado, a média da dis-
tribuigao posterior se mostrou mais adequada que a moda para es
timar 0 quando dispomos de poucas observacoes. Para valores de
O acima de 1 houve uma tendencia a sub-estimar, o que explica um
melhor desempenho do modelo quando qq=3. Além disso, confirman-
do o observado na secao anterior, o modelo parece mais sensivel

a variagoes de qq quando O € pequeno.

Na tabela VII.3, apresentamcs duas das simula
goes da tabela VII.2 como exemplo de como o BEF reage quando

0=0.5 e ©0=2.0 para ql:(l.S, 2.0, 3.0).

1.3 - Comparagao do BEF com o "Objective Bayes Approach"

N3o ficou claro em PORTILLA'’ como e com quantos
dados foi obtida a distribuicao a priori em seus testes. Assim,
na falta de outra informagao utilizamos apenas o ponto inicial
utilizado nas outras simulagoes utilizando, ao contrario dos ou
tros exemplos, a moda da distribuicao GAMMA como estimativa pa-

ra a media.



R

Como podemos observar na tabela VII.4, o BEF foi
levemente superior apresentando um erro relativo médio da ordem
de 46% contra um erro de 48% do Bayes Objective Approach. Evi-
dentemente este & apenas um exemplo, para inferirmos algo sobre
o comportamento dos dois métodos necessitariamos naturalmente

de testes com um grande nimero de séries.
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ERRCS RELATIVOsS

10 OBSERVACOES

R=1.5 R=2.0 R=3.0

ISSUE

MEDIA HED MOD MED %00 MED MOD RATS
0.25 L4115 707 .298  .649 L1U5 532 1.000
0.50 .386  .531 .198  L473 .156 . 342 .527
0.75 .200  .308 L1730 .250 .186  .183 .536
1.00 <159 .235 115,198 .086  .097 .838
1.25 219 .281 -179 L2438 .108 . 148 .612
1.50 .292 344 L2460 .310 .133  .200 .896
1.75 .296  .3081 .251  .306 119 L192 .650
2.00 .293  .334 . 256 .307 L1420 207 .405
2.50 .276 .31 .248 L2971 L1840 0197 .423
3.00 .286  .315 .268  .304 W17 ,222 .716
3.50 ;266 £292 .250 .282 L1600 .203 L 191
4.00 .303  .326 .294  .323 .217  .255 .125
4.50 .322  .343 .316 .34z L2043 .278 <164

5.00 .361 . 381 . 362 . 387 .302 . 335 .205

R - RAZAO DA VARIANCIA PARA MEDIA

TABELA VII.2
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------- HEDIA = ,5

PERIODO O0OBS BEF IS50E RATE
11 2 . 389 2.000
12 0 .360 1.000
13 0 .335 0.667
14 0 L3114 0.500
15 0 .295 0.400
16 0 .278 0.333
17 1 . 344 0.428
18 2 L4419 0.625
19 0 L419 0.556
20 1 L4711 0.600
ERROC RELATIVD .2398 0.527

------- H4EDIA = 2.0

PERIODO OB? BEF ISSUE RATE
11 1 1.522 1.000
12 0 1.394 0.500
13 1 1.402 0.661
14 0 - 1.301 0.500
15 1 1.314 0.600
16 7 1.528 1.667
17 2 1.573 1.714

18 4 1.682 2.000
19 5 1.810 2.333
20 2 1.835 2.300
ERRO RELATIVO 0.256 0.u405

TABELA VII.3
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wXEMPLO COHMPARATIVO

PEEKIODO 0BS BEF (MOLDA)
j 0 . 428
2 0 <333
3 0 .272
4 0 .231
5 0 . 200
6 3 . 493
7 2 .688
8 0 .613
9 1 -.700

10 1 - 771
ERRO- RELATIVO - 464

TABELA VII.4

0BA

. 742

.501

. 784

. 487
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2. INDICES DE PERFORMANCE E CALCULO DO NIVEL OTIMO DE ESTOQUE

Foram criados dois programas (PROGRAMA 3 e PRO-
GRAMA 4) que dados os valores dos parametros A e p da distribui
gao GEOMETRICO-POISSON, efetuam o calculo dos indices de perfor
mance comentados no capitulo VI e, quando requerido, calcular
o valor otimo do nivel de referéncia s do estoque segundos os
modelos das segoes IV.2.1.1 e IV.2.2.1 para estoques de REVISAQ

CONTINUA e REVISAO PERIODICA respectivamente.

Quanto aos modelos de otimizacao acima citados,
deve ser ressaltado que nao foi provado na literatura que a fun
gao de custo seja unimodal. Em nossos testes no entanto nao en-
contramos nenhuma evidencia de que isto seja falso. Os 1Indices
e os custos calculados para as duas classes de estoques ( REVI-
SAO CONTINUA e REVISAO PERICDICA), como era previsto, se igua -

lam quando o periodo de revisdao se aproxima de zero.

Cabe lembrar que o calculo do valor 6timo do ni-
vel de referencia s para os modelos com "pedido especial" (se-
goes IV.2.1.2 e IV.2.2.2) também podem ser calculados bastando

para isto fazer f=0.

Exemplos de execucao de ambos os programas se en

contram nos apendices C e D respectivamente.
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3. CONCLUSOES E SUGESTOES

A falta de um caso real para analise impossibili
tou uma avaliacao critica do comportamento dos modelos de esto-
que. Devemos ressaltar no entanto, que a sua formulagao vem acres
centar a literatura existente na medida em que constituem uma ge
neralizacao para demandas GEOMETRICO-PCISSON de conhecidos mode
los para demandas POISSON. O mesmo podemos dizer dos Indices de
performance que, a exemplo do que fizeram Feeney e Sheerbroke13
para modelos de REVISAO CONTINUA, foram calculados para esto-

ques com REVISAO PERIODICA.

Quanto ao método aplicado a estimagao da média de
um processo GEOMETRICO-POISSON, mostrou-se bastante robusto na
medida em que naoc apresentou os problemas comentados emPORTH1$}7

sobre o método. Objective Bayes Approach, tais como distribuigao

posterior bimodal ou degenerada.

De uma forma geral, o modelo subestima valores
da média maiores que a unidade e apresentou uma maior sensibili
dade a precisao do valor de q; quando da estimacao de pequenos

valores da media.

Concluimos este trabalho com algumas sugestoes de

forma a acrescentar os resultados aqui obtidos.

- Utilizar a equacao (V.16) que relaciona Var(x) e E(x) na sua
forma completa, isto €, com q2¢0 de forma que a cada valor do
parametro A (ou 0) corresponda um valor do parametro p segun-

do a equacgao abaixo.
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e nao supor p conhecido (consequencia de q,=0).

- Estimar os parametros A e p separadamente sendo que para isto
& necessario o conhecimento do valor de cada demanda e nao ape

nas da demanda total ao final do periodo como neste trabalho.

- Testar os modelos para situacgdes em que a média O varie com o

tempo apresentando dependencia serial.



APENDICE A

DESCRICAO DO PROGRAMA 1
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APENDICE A

DESCRICAO DO PROGRAMA 1

Gera uma série sintética de observacoes segundo
um processo GEOMETRICO-POISSON. O programa foi basicamente de-

senvolvido por PORTILLAL’

ao qual incluimos apenas modificagoes
circunstanciais tais como o armazenamento das séries geradas em

arquivo em disco, entrada de dados, etc.

A.1 - PROCESSO DE GERACAO DAS OBSERVACOES

As observacoes sao geradas baseadas na densidade do tempo entre

demandas

At

g(t) p 8(t) + (1-p) X e

onde

s(t)

0, caso contrario

isto €, apos a ocorrencia de cada demanda existe uma probabili-
dade p de outra observagao simultanea e uma probabilidade (1-p)

que um processo POISSON de taxa A se inicie.

Assim, o programa primeiramente extrai uma obser

vagdo X de uma distribuigdo exponencial de média 1/X, dado por

X = (l/>\) Sln (E)
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Uma vez determinado o instante da proxima obser-
vagao POISSONIANA, o numero de observagoes simultaneas é  dado

por um mais o numeroc de vezes consecutivas em que

onde, novamente, & v U(0,1).

Assim que observamos um & tal que & > p, um pro-

cesso POISSON se inicia e retomamos © processo.

A.2 - SUMARIO DA SIMULACAOQ

0 programa imprime um sumario com as principais
- . . ~ ~ . .
estatisticas da simulacao. As mensagens sao auto-explicativas e

fornecem uma visao geral das propriedades dos dados gerados.

A.3 - REPRESENTACAO PICTORIA DA DEMANDA E ESTATISTICAS COMPLETAS

O programa pode também apresentar uma representa

gao pictoria da demanda.

A rotina de plotagens nao diferencia demandas por
7 unidades ou mais nem quando duas demandas ocorrem no mesmo dé

cimo de periodo.

Uma outra opgao do programa & imprimir todas as
informagoes geradas ao longo do processo quais sejam: o tempo
entre duas demandas (distribuicao exponencial), o nimero de uni
dades por demanda (distribuicao geométrica), o instante em que
se deu a demanda e o numero de demandas correspondente a cada

periodo.
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ENTRADA DE DADOS

NREG ..... veevev... Nimero do registro do arquivo de sé-
ries no qual deve ser gravada a sé

rie gerada

IKEY tivviivnnenns Indica se o arquivo esta sendo usado

do pela primeira vez(YKEY=0) ou nao

(YKEY=1)
TETA iveinnnnnn. Média do processo GEOMETRICO-POISSON
RATIO vevevneennnn vazao da variancia para a média
NUMBER +.vvvvnnnnn Nimero de periodos a serem gerados
SEED ...... R Numero de amostras de £ v v(0,1l)a se

rem desprezadas antes que a simula

cao tenha inicio.

OPTION ©'vvvnnnn.. OPCAO DE IMPRESSAQ

1 Sumario, Grafico e Estatisticas
2  Sumario e Grafico
3 Sumario e Estatisticas

4 Sumario
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APENDICE B

PROGRAMA/ 2

Executa uma analise Bayesiana dos dados segundo

ll)

o método BEF - GEOMETRICO-POISSON-GAMMA (SOUZA na estimacgao

do parametro A (ou ©)do processo GEOMETRICO-POISSON.

0 programa deve ser utilizado primeiramente para
estimar o valor da constante. C e, utilizando este resultado, no
vamente utilizado para fornecer os valores das distribuigoes a
priori e da distribuigéo posterior dos parametros X e . Quando
desejado e no caso de possuir as informagoes sobre o verdadeiro
valor de A e/ou 0, o programa pode fornecer o valor do erro ab-
soluto para estimativas pontuais de XA e 0 e, ao final da simula
gao, os valores médios e médios relativos destes erros. O pro-
grama possibilita a andlise de mais de uma série de cada vez des

de que, porém, com a mesma razao da variancia para a média.

B.1 - ENTRADA DE DADOS

RAT . .iviiennnonnn razao da variancia para a média a ser
utilizada na estimagao. (o mesmo pa
ra todas as séries a serem analisa-
das) .

ALPST ..vvvvnnnnn. Valor inicial do. parametro o da dis-
tribuigao GAMMA.

BLPST teveevenenns Valor inicial do parametro B da dis-
tribuicao GAMMA.

e Numero de observagoes. antes da Ultima

a serem utilizadas no. calculo do erro.
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TPRINT toeevevnenannn Nimero de observagdes antes da Ul
tima cujas respectivas distri -
buigdes & priori e posterior se

raoc impressas.

NO veeerieinnnnennn. Nimero total de observagdes.

CTM vevniiein s, Valor minimo de C. Se CTM=CT se-
ra feita apenas a estimagado com
C=CT.

DELT efvivninennnnnn. Intervalo de variagao na procura

do valor de c.
51 Valor inicial (e maximo) de c.

ICPR .tveivrennnennnns Imprime os valores de C e da veros
‘similhancga agregada (LINKL) se
ICPR=1. Nao imprime se ICPR=0

TCR veetieieieennnnn Escolhe critério de estimacgao de
C. (De uso academico. Faga
ICR=2).

TCPRL vvvvvvnnnennnns Imprime os valores das entropias
se ICPRl=1l. Nao imprime caso con
trario (ICPR1=0)

TPLOT v et e et wseenens Plota os wvalores de C x LINKL

ISTMUL vuvvvvreeennns Imprime valor dos erros apds o pe

riodo correspondente a N.

NREG t'vvnnevnnnennens Nimero do registro do arquivo de
dados gerado pelo programa 1 da

série a ser analisada.

IFIM vevennnn veevess. Indica se &€ a Ultima série a ser
analisada (IFIM=1)
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APENDICE C

PROGRAMA/ 3

Calcula os indices de performance do CAP.VI para
um estoque de REVISAO continua e calcula o nivel otimo de arma-

zenamento segundo o modelo da segao IV.2.1.1.

0 programa imprime os Indices de performance se

IPER=1 e calcula o nivel otimo de armazenamento se ICUS=1.

De resto, a listagem &€ auto explicativa, forne-

cendo todas as informacoes necessarias para a entrada de dados.
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APENDICE D

PROGRAMA/4

Analogamente ao programa 3, calcula os Indices
de performance para um estoque de REVISAO PERIODICA e/ou o ni-

vel 6timo de armazenamento segundo o modelo da segao IV.3.1.1.

0 programa imprime os Indices de performance se

IPER=1 e o nivel otimo de armazenamento se ICUS=1.

De resto, o programa traz em seus comentarios to

das as informacgoes .necessarias a sua. eXecugao.
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