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A p o l l t i c a  Ótima de e s t o q u e s  p a r a  i t e n s  de 

a l t o  c u s t o  e  b a i x a  demanda c o n s i s t e  em e m i t i r  os  pedidos  de f o r -  

ma que o  n í v e l  do e s t o q u e  permaneça c o n s t a n t e .  Nes te  caso ,sÕ r e s  

t a  uma v a r i á v e l  de d e c i s ã o :  o  n í v e l  de r e f e r ê n c i a  s do e s t o q u e .  

E s t e  t r a b a l h o  s e  propõe a  uma a n á l i s e  do 

problema da d e t e r m i n a ~ ã o  de s quando a demanda é gerada  p o r  um 

p r o c e s s o  GEOMETRICO-POISSON em t r ê s  n í v e i s :  E s t a b e l e c e  a  expres -  

s ã o  do c u s t o  a s s o c i a d o  a  cada  d e c i s ã o  ( o  n z v e l  de r e f e r ê n c i a )  ,um 

e s t u d o  e s t a t z s t i c o  da demanda i d e n t i f i c a n d o  s u a s  c a r a c t e r í s t i c a s  

e  comparando os  métodos de es t imacão  e x i s t e n t e s  com o  método p r o  - 

p o s t o  que s e  c o n s t i t u i  na  a p l i c a ç ã o  do BEF (Bayes ian  Entropy Fo- 

r e c a s t i n g )  ao  problema e ,  f i n a l m e n t e ,  a  a v a l i a ç ã o  do desempenho 

do e s t o q u e  dada uma d e c i s ã o  a t r a v é s  de uma s é r i e  de í n d i c e s  c a l -  

c u l a d o s  independentemente dos c u s t o s .  



In inventory systems, t he  optimal police f o r  high 

cos t  and/or l o w  demand items i s  such t h a t  the  orders  a r e  pla-  

cedi SLI as t o  keep constant  the  stocB l e v e l .  In  t h i s  c.ase thene 

e x i s t  only one decision var iab le ,  t h a t  i s ,  the  spare stock "s1I. 

In t h i s  viork it i s  s t u d i e a  t he  problem o f  f inding 

the  spare s t ~ c k  "s" when the  demand i s  modelled 'oy a Geome- 

t r i c .  Poisson process.  It i s  f i rs t  s tab l i shed  an expression of 

t he  cos t  associa ted with each decision followed by s t a t i s t i c a l  

study of the  demand, i . e . ,  a  c:omparision o f  t he  e x i s t i n g  e s t i -  

mation procedures Cor t he  problem with the  Bayesian Entropy 

Forecast ing method ( BEF f-oi: shoet ) used here .  F ina l ly ,  the  

performance of t he  stock f o r  a given decision i s  obtained by 

us ing various ind ices  ca lcu la ted  independently of the  cos t s .  
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Frequentemente, sistemas que visam o aten- 

dimento da procura por um determinado bem, se deparam com o pro- 

blema causado pelo descompasso normalmente observado entre esta 

procura e a capacidade do sistema de se reabastecer deste mesmo 

bem. 

De forma a minimizar os efeitos advindos des - 

ta diferença, é conveniente acumular uma certa quantidade deste 

bem,. criando-se um estoque e fazendo com que a procura pos 

sa ser total ou parcialmente atendida assim que observada e opro - 

cesso de reabastecimento passe a ter a função de manter os níveis 

de estoques adequados e não de atender diretamente a procura. 

Sendo assim, um estoque é uma maneira de 

adaptar a procura ao longo do tempo capacidade de reabasteci- 

mento do sistema. 

O acúmulo de bens em estoque visa melhorar a 

capacidade de atendimento da procura e este será tanto melhor quan 

to maiores forem os níveis de estoque. No entanto, imobilizar bens 

em estoque significa também imobilizar capital e arcar com os cus - 

tos relativos operação do estoque (administração, informação,es - 

paço físico etc.). 

Uma polltica de estoques visa estabelecer 

um equillbrio entre estes dois fatores concorrentes: atender a 

procura sem, porém, gastar mais em estoques do que o lucro pro- 



porcionado pela melhor qualidade de atendimento ( 6  importante ob - 

servar que neste caso, "gasto" e "lucrot' não tem uma interpreta- 

ção exclusivamente financeira podendo incluir fatores como sa- 

tisfação do cliente, garantia de atendimento etc.). 

Uma classe especial de estoque, que se cons - 

titui o alvo deste trabalho, se refere àqueles itens cuja procu- 

ra é pequena mas cujo custo é bastante elevado, consumindo boa 

parte dos investimentos totais em estoque. Para estes itens, ve- 

rifica-se que a política Ótima é manter um nívelde estoque cons- 

tante, isto é, uma vez observada uma procura, um pedido de rea- 

bastecimento suficiente para restaurar o nível do estoque é emi- 

tido (em alguns casos, isto só é possível intervalos regulares 

de tempo). Nesta classe de itens se encontram, geralmente, peças 

de reposição para navios e aviões. A Única decisão a ser tomada 

para estes itens é a escolha de qual o nível de estoque compatí- 

vel com as necessidades do sistema. 

Um elemento básico para a escolha do nível 

apropriado do estoque é, sem dúvida, o conhecimento do valor da 

procura. Naturalmente, raros são os casos em que o seu nlvel po- 

de ser determinado precisamente. Assim, a procura deve, necessa- 

riamente, ser estudada a luz de métodos estatísticos cujos resul - 

tados serão considerados no processo de tomada de decisão. 

Os métodos estatísticos clássicos se mos- 

tram frágeis quando aplicados ao problema de estimação dos parâ- 

metros da distribuição da procura quando esta se mostra pequena 

e/ou esparsa no tempo. A estatística Bayesiana, p o ~  sua maleabi- 

lidade e capacidade de considerar fatores subjetivos se mostramais 



adequada para este caso. 

Este trabalho, se propõe a uma análise do 

problema de estocar itens de baixa procura e alto custo em vários 

níveis: 

(i) Estabelecer a expressão do custo associado 

a cada decisão (o nível de armazenamento ) 

A 

baseados no conhecimento dos vários para- 

metros da distribuição da procura e dos cus - 

tos associados. A partir desta expressão, 

é possível estabelecer qual o nível Ótimo 

de armazenamento. 

(ii) Estudo estatTstico da procura, identifican - 
a 

do suas características e comparando os me - 

todos existentes com o método proposto que 

se constitui na aplicação do método BEF 

(Bayesian Entropy Forecasting) ao problema. 

(iii) Avaliação da performance do estoque dado o 

nível de armazenamento. Para isso, nos va- 

lemos de hdices calculados a partir da dis - 

tribui~ão da procura e independente dos cus - 

tos, em geral de difzcil avaliação. 

O trabalho está organizado da seguinte for - 

ma: nos cap~tulos I1 e I11 apresentamos os modelos de estoque de - 

terminísticos e estocásticos já existentes e no capítulo IV uma 



extensão destes modelos ao nosso problema onde se inclui uma anã - 

lise mais cuidadosa do processo de chegada das procuras e o estu 

do de algumas simplificações da função de custo aplicáveis em ca - 

sos particulares. O cap?tulo V é integralmente dedicado aos méto - 

dos de estimação dos parâmetros da procura e, em especial, ao mo - 

de10 BEF. No capítulo VI são apresentados os índices de perfor- 

mance da pol?tica de estoque ao qual nos referimos no item (iii) 

acima e no capítulo VI1 apresentamos todos os testes comparati- 

vos com dados simulados. Os programas utilizados neste cap?tulo 

são apresentados nos apêndices A, B, C e D. 



11. CONTROLE DE ESTOQUES 



Um s i s t e m a  de e s t o q u e s ,  na  s u a  e s t r u t u r a  

b á s i c a  pode s e r  d e s c r i t o  p e l a  f i g u r a  aba ixo :  

i tens 
demandas 

onde s ã o  r e p r e s e n t a d o s  o s  s e u s  p r i n c i p a i s  e lementos :  

O ESTOQUE: onde e s t á  armazenada uma q u a n t i d a d e ,  chamada "es toque  
- 

em maos", de um i t e m  e  a o  q u a l  comparecem c l i e n t e s  e s  

t a b e l e c e n d o  cada  um uma demanda por  e s t e  i t em.  A não 

s e r  quando d i t o  o c o n t r á r i o ,  cada  demanda corresponde 

a  uma unidade  do i tem.  

O FORNECEDOR: Abastece  o  ESTOQUE mediante  a  emissão de um "pedi -  

do" p o r  p a r t e  da a d m i n i s t r a ç ã o  do e s t o q u e .  

Ao tempo d e c o r r i d o  e n t r e  a  emissão do p e d i  

do e  a  chegadas das  unidades  encomendadas chamaremos de "tempo de - 
e n t r e g a " .  

2 .  P O L ~ T I C A S  DE CONTROLE 

Qualquer p o l l t i c a  de c o n t r o l e  de e s t o q u e  es  - 

t á ,  em Últ ima a n á l i s e ,  fundamentada em duas Quando emi - 

t ir  um pedido e Quanto p e d i r .  



E s t a s ,  em g e r a l ,  s ã o  a s  Únicas variáveis so-  

b r e  a s  q u a i s  s e  tem c o n t r o l e  j á  que t a n t o  a  demanda como o  tempo 

de e n t r e g a  não dependem de nenhuma ação  por  p a r t e  da a d m i n i s t r a -  

ção  do e s t o q u e .  

Como c r i t é r i o  de o t i m i z a ç ã o  s e r á  u t i l i z a d o  

a minimização dos c u s t o s  v a r i á v e i s  com a  p o l í t i c a  ado tada  o  que ,  

conforme s e r á  v i s t o  a d i a n t e ,  é e q u i v a l e n t e  a  maximizar o  l u c r o  

bas tando  p a r a  i s t o  que se jam apropr iadamente  d e f i n i d o s  cada  um 

dos termos que compõe a  função  de c u s t o .  

A minimização da função  de c u s t o s  pode, 

even tua lmente ,  e s t a r  s u j e i t a  a  r e s t r i ç õ e s  t a i s  como: Limi tação de 

espaço ,  p e r e s s i b i l i d a d e  do m a t e r i a l  e s t o c a d o ,  i n v e s t i m e n t o  máxi- 

mo, . . .  e t c .  ~ l é m  d i s s o ,  pode-se d e s e j a r  que o  e s t o q u e  a t i n j a  n í  

v e i s  mhimos  de performance ,  n í v e i s  e s t e s  medidos a t r a v é s  de h- 

d i c e s  como: f r a ç ã o  da demanda a t e n d i d a ,  f r a ç ã o  do tempo em que o  

e s t o q u e  e s t á  v a z i o ,  e t c .  

Somente o s  c u s t o s  que variam com a  p o l í t i -  

c a  a d o t a d a  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s .  Nes te  e s t u d o  a  unidade de tempo 

u t i l i z a d a  s e r á  o  ano e  o s  s i s t e m a s  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  e s t á t i c o s ,  

ou s e j a ,  os  s e u s  parâmetros  s ã o  c o n s t a n t e s  no tempo. E s t e s  cus-  

t o s  são ,bas icamente ,  t r ê s :  

3 . 1  - Custos de Abastecimento 

Ã cada  pedido e m i t i d o  es tá  a s s o c i a d o  m c u s  - 



t o  f i x o  "A" dev ido  a  operações  de ordem a d m i n i s t r a t i v a  t a i s  como: 

preenchimento de f o r m u l á r i o s ,  g a s t o s  em comunicaç6es ( t e l e x ,  t e -  

l e f o n e ,  e t c . )  e ,  em c e r t o s  c a s o s ,  t r a n s p o r t e  e / o u  inspeção  do ma - 
t e r i a 1  r e c e b i d o .  

A l é m  d i s s o ,  há o  c u s t o  dos i t e n s  encomenda - 
dos que v a r i a  com a  q u a n t i d a d e  "Q" de un idades .  Pa ra  e f e i t o  dees - 

t u d o s ,  " C " ,  o  c u s t o  da un idade ,  s e r á  cons ide rado  independente  de 

Q .  Logo, "CP", o  c u s t o  a s s o c i a d o  a  um ped ido ,  é dado por :  

O c u s t o  a n u a l  " C 1 "  é dado por :  

onde n  é o  número de pedidos  e m i t i d o s  no ano.  

- 
Logo, o  c u s t o  médio a n u a l  de fo rnec imento ,  C 1  é: 

- a 
onde n  e  o  número médio de pedidos  por  ano.  

3 . 2  - Custos  de Posse 

Neste  i t e m  s e r ã o  i n c l u z d o s  g a s t o s  r e f e r e n -  

t e s  a  s e g u r o s ,  impostos ,  a l u g u e l  do e s p a ç o ,  c u s t o s  do c a p i t a l i n m  - 

b i l i z a d o  e q u a l q u e r  o u t r o  c u s t o  a s s o c i a d o  manutenção e operação 

do e s t o q u e .  E s t e s  c u s t o s  var iam enormemente em t i p o  e importân-  



c i a  de um s i s t e m a  p a r a  o u t r o .  No e n t a n t o  é c o n s i d e r a d a ,  de umama - 
n e i r a  g e r a l ,  como uma boa aproximação a  s u p o s i ç ã o  que e s t e s  cus-  

t o s  s ã o  p r o p o r c i o n a i s  a o  i n v e s t i m e n t o  t o t a l  no e s t o q u e  p r o p r i a -  

mente d i t o .  Logo, s e  "1" é a  c o n s t a n t e  de p r o p o r c i o n a l i d a d e  e  

C 2 ( t V )  é o  c u s t o  a s s o c i a d o  2 um p e r í o d o  t '  tem-se: 

onde x ( t )  > O é o  e s t o q u e  em mãos no i n s t a n t e  t 

Quando t '  = 1, 

c u s t o  o p e r a c i o n a l  médio a n u a l  é dado por  

onde % é o  e s t o q u e  médio a n u a l  em mãos. 

3 . 3  - Custos por  F a l t a  de Es toques  

Neste  i t e m  s e r ã o  a n a l i s a d o s  d o i s  c a s o s  d i s  - 

t i n t o s :  

3 . 3 . 1  - Com ~ o r m a ç ã o  de F i l a :  

Quando um u s u á r i o  e s t a b e l e c e  uma demanda 

p o r  um i t e m  e  o  e s t o q u e  em mãos é z e r o ,  a  s u a  demanda é co locada  

numa " l i s t a  de e s p e r a "  ou " f i l a f 1 .  A s  demandas na f i l a  s e r ã o  a t e n  - 

d i d a s  p r e f e r e n c i a l m e n t e  a s s i m  que o  e s t o q u e  s e j a  r e a b a s t e c i d o .  



E s t e s  c u s t o s ,  normalmente, s ã o  de d i f T c i l  

a v a l i a ç ã o  e s p e c i a l m e n t e  no que t a n g e  a  uma e v e n t u a l  pe rda  de p r e  - 

f e r ê n c i a  de um c l i e n t e  que poderá ,  num c a s o  ex t remo,  a t é  t r a n s f e  - 

rir t o d o s  o s  s e u s  negóc ios  p a r a  o u t r o  e s t a b e l e c i m e n t o .  

Em c e r t o s  c a s o s ,  no e n t a n t o ,  é p o s s ~ v e l  ava 

l i a r  e s t e s  c u s t o s .  Um exemplo é o c a s o  em que uma l i n h a  de produ - 

çâo t e n h a  que p a r a r  por  f a l t a  de alguma peça  ou de m a t é r i a - p r i -  

m a .  Em ambos o s  c a s o s ,  o s  c u s t o s  s e r i a m  a q u e l e s  co r responden tes  

ao  c u s t o  de manter  e s t a s  máquinas p a r a d a s .  

Neste t r a b a l h o ,  p a r a  e f e i t o  de e s t u d o ,  con - 

s ideramos o  c u s t o  com duas componentes: uma, f i x a  a s s o c i a d a a  gas - 

t o s  a d m i n i s t r a t i v o s  e o u t r a ,  p r o p o r c i o n a l  a o  tempo em que uma uni - 

dade em f a l t a  permanece na  f i l a .  

Sejam: 

o  c u s t o  de c o l o c a r  uma demanda na  f i l a  e  

rr̂  o c u s t o  por  demanda e  por  unidade  de tempo que e s t a  unidade  

permanece na f i l a .  

A s s i m ,  p a r a  cada  demanda na  f i l a  e s t á  a s s o  - 

c i a d o  um c u s t o  "D": 

n = no + d ~ t  (11.71 

onde A t  é o tempo, em a n o s ,  que a demanda permaneceu n a  f i l a .  



S e j a  b '  o número de demandas que e n t r a r a m  

na f i l a  e m  um ano. ~ n t ã o ,  C 3 ( t f ) ,  o c u s t o  dev ido  5 f a l t a  de e s t o  - 

ques  no perTodo de tempo t l ,  é dado por :  

onde b ( t )  é o tamanho da f i l a  no i n s t a n t e  t .  

S e j a  b o tamanho médio da f i l a  a o  longo de 

um ano. Outra  vez ,  e l e  é numericamente i g u a l  a o  número de unida-  

des .  ano na  f i l a .  Logo, 

Logo, o c u s t o  médio a n u a l  por  f a l t a  de e s t o q u e  C3 é: 

1 onde br é o número médio de unidades  que e n t r a r a m  na  f i l a  por ano . 

P a r a  maior  c l a r e z a ,  cabe o b s e r v a r  que b s e  
A 

r e f e r e  a o  tamanho médio da f i l a  enquanto  6' s e  r e f e r e  a o  numero 

t o t a l  de unidades  que e n t r a r a m  n a  f i l a ,  não importando quantotem - 

po n e l a  permaneceram. 

1 Repare que bf L i m  
n- 

que e n t r a r a m  na f i l a  

b ' .  
i i=l 

onde b ' ,  é o número de  unidades  

d u r a n t e  ano i. 



3 . 3 . 2  - Sem Formação de  F i l a s  - Vendas P e r d i d a s  

Ocorre  quando um u s u á r i o  e s t a b e l e c e  uma de  - 

manda p o r  i t e m  em f a l t a  no e s t o q u e ,  não s e  d i s p õ e  a e n t r a r  numa 

f i l a  d e  e s p e r a ,  v a i  a  o u t r o  e s t a b e l e c i m e n t o  e  a venda é p e r d i d a .  

Outra  vez ,  é d i f l c i l  medir  a  i n s a t i s f a ç ã o  

do c l i e n t e  em termos mone tá r ios .  S e j a  Ií o  c u s t o  de  uma venda p e r  - 

d i d a ,  e n t ã o  

II c u s t o  d a  i n s a t i s f a ç ã o  do c l i e n t e  i l u c r o  p e r d i d o  (11.11) 

4 .  MODELOS DETERM~NIMISTICOS DE CONTROLE DE 

ESTOOUES 

Como já f o i  d i t o ,  o s  modelos a q u i  ap resen-  

t a d o s  s ã o  e s t á t i c o s  e  o  c r i t é r i o  de  o t i m i z a ç ã o  é a  minimizaçãoda 

média a n u a l  dos c u s t o s  v a r i á v e i s .  Logo "K" o  c u s t o  médio a n u a l  é 

dado p o r :  

- 
K = L i m  K ( A t )  

A t  -+.. 
A t  

onde K ( A ~ )  é o  c u s t o  v a r i á v e l  a s s o c i a d o  a  um p e r í o d o  A t ,  dado em 

a n o s .  



São poucos os  c a s o s  r e a i s  que ,  a  r i g o r ,  a  

demanda e  o  tempo de e n t r e g a  possam s e r  c o n s i d e r a d o s  d e t e r m í n i s -  

t i c o s .  E s t e s  modelos,  no e n t a n t o ,  s ã o  l a rgamente  u t i l i z a d o s  dado 

a  s u a  s i m p l i c i d a d e  e  fornecem, a i n d a ,  uma boa b a s e  de t r a b a l h o p a  - 

r a  o  e s t u d o  de modelos e s t o c & t i c o s  que s e r ã o  v i s t o s  mais ad ian-  

t e .  

4 . 1  - Lote ~conÔmico  

É o  modelo mais s i m p l e s .  Considera  t o d a s  a  

v a r i á v e i s  como sendo c o n t í n u a s  sendo a demanda e o tempo de 

e n t r e g a  p e r f e i t a m e n t e  conhecidos  e  c o n s t a n t e s  no tempo. A l é m  d i s  - 

s o ,  o  modelo não c o n s i d e r a  a  h i p ó t e s e  de h a v e r , f a l t a  de e s t o q u e  

ou s e j a ,  t o d a  a  demanda é a t e n d i d a .  

Sejam: 

X a  demanda em un idades /ano  

-c o  tempo de e n t r e g a  

- 
Q o  tamanho do pedido - cada  vez que um ped ido  é e m i t i d o ,  s a o  

encomendadas Q unidades  ao f o r n e c e d o r .  Como o  modelo é e s t á -  

t i c o ,  t o d o s  o s  pedidos  s e r ã o  i g u a i s .  

Como não há f a l t a  de e s t o q u e ,  somente o s  

c u s t o s  de a b a s t e c i m e n t o  (C11 e  o s  c u s t o s  o p e r a c i o n a i s  ( C 2 1  s e r ã o  

c o n s i d e r a d o s :  

Logo : 



4 . 1 . 1  - c á l c u l o  do Custo de Abastecimento 

Como a  demanda é c o n s i d e r a d a  c o n t h u a , c o n s  - 

t a n t e  e  i g u a l  a  X e  cada  pedido 6 de Q u n i d a d e s ,  o número médio 
( i': ) 

de pedidos  p o r  ano é dado p o r  : 

Logo, por  ( 1 1 . 3 )  

4.1.2 - c á l c u l o  dos Custos de Posse 

S e j a  S>O o  e s t o q u e  em mãos no i n s t a n t e  que - 

precede  a  chegada do pedido ( v i d e  f i g . I I . 1 )  

Q+s f ESTOQUE EM mOS 

1 
(i':) Um prova rigorosa deste fa to  é fornecida em Hadley & Whitin . 



Logo, como o  e s t o q u e  em mãos v a r i a  l i n e a r -  
- 

mente de Q+S a S,  x ,  o  e s t o q u e  médio a n u a l  é dado Por:  

Logo, por  ( 1 1 . 6 )  

4 .1 .3  - ~ i n i m i z a ç ã o  da  unção de Custo 

Por ( 1 1 . 1 5 )  e  ( 1 1 . 1 7 1 ,  temos 

A minimização de K em r e l a ç ã o  a S e  Q nos 

f o r n e c e r á  o s  v a l o r e s  ó t imos  do e s t o q u e  em mãos no i n s t a n t e  que 

p recede  a  chegada do pedido ( S & )  e  do tamanho do pedido ( Q " ) .  

P a r a  c a l c u l a r  S5,  b a s t a  v e r i f i c a r  que o  Úni - 

co termo que depende de S n a  equação ( 1 1 . 1 8 )  é I C S .  Logo, 

Pa ra  c a l c u l a r  Qf:, ca lculemos 



O estoque em mãos à cada instante está re- 

presentado na figura abaixo: 

onde estão-representados também: 

T . . . o tempo de entrega 

T . . . o período do sistema( tempo após o qual o sistema se repete) 

sendo T Q/X 

Rh .. O ponto de renovação; nível do estoque que quando atingi - 

do determina a emissão de um pedido. 

4.1.4 - cálculo de Rh, o ponto de renovação 

Primeiramente seja u a "demanda de espera" 

dada por: 



A demanda de  e s p e r a  é a  quan t idade  demanda - 

da  d u r a n t e  o  tempo d e  e n t r e g a .  Logo Rh tem que s e r  t a l  que ,  ao  

f i n a l  do tempo d e  e n t r e g a ,  o  e s t o q u e  em mãos s e j a  S&=O. 

S e j a  m ,  o  n? d e  c i c l o s  completos no p e r í o -  

do T ,  dado p o r :  

m 

Logo em T un idades  de  tempo o  s i s t e m a  r e c e  - 

b e  Qm unidades  e  e n t r e g a  u  un idades .  

Então ,  

ou s e j a ,  o  que s e  tem em mãos h o j e  ( R h )  mais o  que s e  v a i  r e c e -  

b e r  d u r a n t e  o  per?odo T ( ~ Q )  tem que s e r  i g u a l  a  p r o c u r a  t o t a l  du - 
r a n t e  o  tempo d e  e n t r e g a  -c ( i s t o  é, u )  

4 . 2  - Com ~ o r m a c ã o  d e  F i l a  

Neste c a s o ,  t o d a s  a s  demandas s e r ã o  e v e n t u  - 

a lmente  a t e n d i d a s  porém, a q u e l a s  o c o r r i d a s  quando o  e s t o q u e  em 

mãos f o r  z e r o  s e r ã o  c o l o c a d a s  em uma f i l a  ou l i s t a  de  e s p e r a  e  

a t e n d i d a s  p r e f e r e n c i a l m e n t e  assim que o  e s t o q u e  s e j a  r e a b a s t e c i -  

do .  O g r á f i c o  a b a i x o  r e p r e s e n t a  o  e s t o q u e  em mãos ao  longodo tem - 

PO 



ESTOQUE EM ?@,OS 

onde : 

P 

T q 
FILA I 

FIGURA 11.3 

T1 .... tempo durante o qual há estoque 

T 2  .... tempo durante o qual há fila (estoque em mãos igual a 

zero 1 

T = T + T  1 2 " duração de um ciclo 

b>O - .... tamanho da fila no momento que antecede a chegada deum 

pedido. 

4 . 2 , l  - Custo de Abastecimento 

Como no item anterior 



4.2 .2  - Custos de Posse  

a 

A cada  c i c l o ,  x ( t ) ,  o  e s t o q u e  em mãos, e  

dado por :  

S e j a  2 ,  o e s t o q u e  médio em um ano 

1; x ( t ) d t  - 
x = L i m  

A t - .  a 

Se n é o número de c i c l o s  completos em A t  

anos e  <<T é uma f r a ç ã o  de c i c l o  temos: 

- L i m  - 

A t + c o  

- Li rn  
X 

A t - ,  

Por  ( 1 1 . 1 4 )  podemos c o n c l u i r  que: 

L i m  n - X - - -  
n t + -  n t  Q 



já que L i m  n/At é, por  d e f i n i ç ã o ,  o n? médio de  c i c l o s  ( e p r  - 
at- 

t a n t o  de pedidos  por  a n o ) .  

- A Tl T1 
x t d t  = 1 (Q-b-At)dt = 

Q Q 

Logo : 

4.2.3 - Custos por  F a l t a  de Es toques  

A cada c i c l o ,  b  unidades  en t ram n a  f i l a  de 

e s p e r a .  Logo, como h/Q é o número médio de c i c l o s  por  ano ,  "b'" 

o número médio de unidades  que en t ram n a  f i l a  por  ano é: 

e ,  como b ( t ) ,  o  número de unidades  na  f i l a  no i n s t a n t e  t e dado 

por :  

b ( t )  = A t ,  

temos por  ( 1 1 . 9 ) .  



como 

S u b s t i t u i n d o  (11.311, (11.33) e  (11.34) em 

(11.10 temos : 

4.2.4 - ~ i n i m i z a ç ã o  da Função de Custo 

Por  (11.241, (11.30) e  (11.35) 

Como no i t e m  4.1.3, a minimização de K com 

r e l a ç ã o  a  Q e b nos  f o r n e c e r á  o  pedido Ótimo (Q") e  o  tamanho &i - 

mo da f i l a  no i n s t a n t e  que a n t e c e d e  a  chegada de um pedido (bf:). 



Resolvendo ( 1 1 . 3 7 )  e (11 .38)  temos: 

Antes de c a l c u l a r  b*, ana l i semos  ( 1 1 . 3 9 ) ;  supondo que 

A 

I í = O  : ~ n t ã o  por  ( 1 1 . 3 9 )  

( n o h ) 2  = 2 A A I C  

A equação (11.39 ) to rnou-se  independente  de 

bk. A s s i m ,  s e  o s  pa râmet ros  no,  A ,  A ,  I e  C não s ã o  t a i s  que 

( 1 1 . 4 0  s e j a  verdade  e n t ã o  não e x i s t e  O<bi':< a que satisfaça (11.37) 

e  ( 1 1 . 3 8 )  e  b2  deve s e  e n c o n t r a r  n a s  ex t remidades .  

Concluimos e n t ã o  que um e s t o q u e  p a r a  oqual  

o tempo em que uma unidade  permanece na  f i l a  não é p e n a l i z a d o  nos 

l e v a  a t r ê s  opções .  

a  1 A e q . ( I I . 4 0 )  não é s a t i s f e i t a  e  não v a l e  a  

pena c o l o c a r  uma unidade  s e q u e r  na  f i l a .  

Cb*=O). Neste c a s o ,  o modelo se reduz  ao  

LOTE ECONÔMICO.  



b A e q . ( I I . 4 0 )  não é s a t i s f e i t a  e  é v a n t a j o -  

sa a  criação de f i l a .  No e n t a n t o ,  como a  pe 

n a l i d a d e  e s t á  apenas  no número de unidades  

que ent ram n a  f i l a  e  não no número de uni -  

dades que e s t ã o  na f i l a  nada impede que e s  - 

t a  c r e s ç a  i n d e f i n i d a m e n t e .  Se é v a n t a j o s o  

c o l o c a r  uma unidade  n a  f i l a ,  quanto  mais 

un idades  não a t e n d i d a s  mais l u c r o !  Neste 

c a s o  b5 = w e  não há e s t o q u e .  

c  > A e q . ( I I . 4 0 )  é s a t i s f e i t a .  Logo q u a i s q u e r  

v a l o r e s  de Qfi e  b2 t a i s  que;  
no h 

Q:'; = b:" + - , o b t i d o  de 1 1 . 3 7  com Ii = O 

I C  

implicam num c u s t o  médio a n u a l  o b t i d o  da 

e x p r e s s ã o  11.36 e  dado por :  

K =. h ( C + I I o )  

Se 3 # O e n t ã o :  



4.2.5 - c á l c u l o  do Ponto de ~ e n o v a ~ ã o  

Analogamente a o  i t e m  4 . 1 . 4 ,  "Rh", o  ponto  

de renovação, tem que s e r  t a l  que no i n s t a n t e  que precede  a  chega - 

da de um ped ido ,  o  tamanho da f i l a  s e j a  bfi: Logo, 

onde u  e  m s ã o  dados por  (11 .21)  e  ( 1 1 . 2 2 )  r e s p e c t i v a m e n t e .  

4 . 3  - Sem ~ o r m a c ã o  de F i l a  

Neste  c a s o ,  q u a l q u e r  demanda d u r a n t e  o  pe- 

r í o d o  T 2  ( v i d e  f i g u r a  1 1 . 4 )  no q u a l  o e s t o q u e  e m  mãos, é z e r o  s e  - 
- rã  p e r d i d a .  Des ta  forma,  nao é mais verdade  que a  m i n i m i z a ~ ã o  

dos c u s t o s  s e j a  e q u i v a l e n t e  maximização dos l u c r o s  já que a  

q u a n t i d a d e  vendida  não é mais f i x a  ( i g u a l  5 demanda) e  depende da 

f r a ç ã o  do tempo no q u a l  o  e s t o q u e  e s t á  v a z i o .  

E s t e  problema pode s e r  r e s o l v i d o  s e  i n c o r -  

porarmos a o  c u s t o  da  venda p e r d i d a  o  l u c r o  p e r d i d o .  senão,  v e j a -  

mos: 

Sejam: 



s o preço de venda de uma unidade 

P o lucro anual 

C o custo de uma unidade 

fo parcela do tempo que o estoque está vazio (fo = T2/T) 

=o custo de uma venda perdida exclusive o lucro. 

p = h(s-c)(l-fo) - iloh fo - (custos de abastecimento e custos de 

 oss se) (11.45) 

+ p = h(s-c) - (~ots-c)h fo - (custos de abast. e posse)(II.46) 

Logo, verifica-se por (11.46) que o lucro é igual ao custo a me- 

nos uma constante (A(s-c)) e o sinal. Portanto se equivalem a mi - 

nimização dos custos e a maximização dos Lucros. 

A figura abaixo representa o estoque em re - 

lação ao tempo. 

ESTOQUE EM MÃOS QS 

FIGURA 11.4 



O perlodo T 6 dado por: 

4.3.1- Custos de Abastecimento 

O número médio de pedidos (ou ciclos) por 

para Q f O (não há pedidos por zero itens) 

Logo por (11.3) 

4.3.2 - Custos de Posse 

Analogamente ao item 4.2: 



Por (11.6) 

4.3.3 - Custos por Falta de Estoque 

A cada ciclo o custo é dado por 'CTf onde: 

Logo o custo médio anual devido falta de estoques é dado por: 

4.3.4 - ~inimização da  unção de Custo 

Por (11.491, (11.51) e (11.421, 

Para encontrar-mos Q5 e T2", os valores de 

Q e T2 que minimizam (II.54), temos: 



p a r a  Q e  T > O 

De 11.55 temos 

S e j a  A = A 2 ( I I - C 1 2  - 2 I C A A  

Por ( 1 1 . 5 7 )  temos que: 

- 
a )  Se A < O ,  as equações  (11 .55 ,  1 1 . 5 6 )  nao 

tem s o l u ç ã o  r e a l  t a l  que O < T$ < .  T e  

O < Qfi < e  a  s o l u ç ã o  s e  e n c o n t r a  em uma 

das  ex t remidades .  

(i) s e  Q k = O  e n t ã o  T? -; T p o i s  nenhum pedido se 

rá e f e t u a d o  e o  c u s t o s e r á  dado p o r  



(ii) Se T K  O então, por (11.561, 2 

que é a fórmula do lote econômico. 

(item 4.1) 

Logo, se A <  0, a solução 6tima será dada por 

(i) ou (ii) dependendo do valor de K2 em (11.59) e (11.60) res- 

pectivamente. 

b Se A>O, - por (11.58) 

Logo, temos duas opções: 

Considere o seguinte argumento: 



Sejam: 

Como 2ICXA>O, consequentemente. 

f2 >,g2 - I f  l >lgl 

1 C 1 > h2(l-I-~)2-2~~h~ 

A hipótese (11.63) pode ser reescrita na 

forma abaixo: 

l - I <  c 

pois I,C,A>O. 

- 
~ o g o ,  considerando (11.67) na expressa0 

(11.57) comahipótese de quelI<C(ou seja R-C<O), verificamos 

que o denominador é necessariamente negativo, isto é, Qk<O. 

Consequentemente, as equações (11.55) e 

(11.56) não tem solução tal que O<Q5<a e O<T&<T e recaimos na 2 

análise do item (a). 



Para a hipótese (11.621, podemos escrever: 

e, repetindo as considerações sobre a hipótese (11.67) e utili- 

zando a expressão (11.5 7 1, concluimos que Qf i  >O. 

Substituindo (11.57) em (11.56) e efetuan - 

do algumas manipulações, 

ICX 

O denominador da expressão acima tem a mes - 
.v. ,. 

ma forma de expressão de Q5.(II.57) a menos do sinal. Logo, T2 

tem sinal contrário a Q" e podemos afirmar que,para a hipótese 

(II.62), T$j < 0 .  

Em resumo, o que concluimos das expressões 

(11.61- 11.70) é que quando A > 0 ,  - ou Qfi<O ou Tk <O e,como no caso 2 

(a), a solução está numa das extremidades. 

As conclusÕes sobre estoques onde não há 

formação de filas são análogas àquelas sobre estoques com forma- 

ção de fila onde não há penalidade sobre o tempo em que uma de- 

manda nela permanece. 

De fato, só existem duas opGÕes: 



Neste  c a s o  o  melhor é não h a v e r  e s t o q u e s  

e  p e r d e r  t o d a s  a s  vendas com c u s t o  

Como nenhuma venda é p e r d i d a ,  recaimos no 

modelo do l o t e  econômico onde não h á  d e f i c i t  e  o  c u s t o  é 'dado 

por :  

O s  r e s u l t a d o s  acima coincidem q u a l i t a t i v a -  

1 mente com a q u e l e s  encon t rados  por  Hadley e  Whithin na s e ç ã o  2 . 6 .  

Nos p a r e c e ,  no e n t a n t o ,  que a o  formularem a e x p r e s s ã o  do c u s t o  

médio a n u a l  o s  a u t o r e s  cons ideram que o c u s t o  a n u a l  de a b a s t e c i -  

mento (no  que s e  r e f e r e  ao  g a s t o  d i r e t a m e n t e  l i g a d o  a o  n h e r o  de 

unidades  encomendadas) é independen te  de Q e  T2 o que ,  p a r a  e s t o  - 

ques  sem formação de f i l a ,  não é verdade .  

De f a t o ,  enquanto  que em e s t o q u e s  com f o r -  

mação de f i l a ' t o d a  a  demanda é eventualmente  a t e n d i d a  independen 

temente  da p o l í t i c a  ado tada ,  em e s t o q u e s  sem formação de f i l a  só 

s e r ã o  a t e n d i d a s  demandas com o e s t o q u e  em mãos. O c u s t o  de enco- 

menda n e s t e  Último c a s o  é, evidentemente,menor p o i s  só  s e r ã o  en- 

comendadas (1-T2) X unidades .  





Nos modelos estudados na seção anterior,ad - 

mitiu-se que a demanda era conhecida deterministicamente. Esta 

hipótese, no entanto, não é verificada para a maioria dos siste- 

mas de estoque. Nesta seção, serão desenvolvidos modelos para os 

quais a demanda é descrita probabilisticamente. 

Nos modelos determinísticos o nível do es- 

toque é conhecido em qualquer instante e, por isso, ao fixarmos 

o tempo entre pedidos estamos fixando também o tamanho do pedido. 

Ao introduzirmos flutuações aleatórias na 

demanda, no entanto, este vínculo (tempo entre pedidos - quanti- 
dade a encomendar) se desfaz já que o nível do estoque passa tam - 

bêm a ser uma variável aleatória. 

A partir deste fato, apresentam-se duas pos - 

sibilidades que determinam as duas principais classes de modelos 

estocásticos de estoque: 

(a) fixar o tamanho do pedido e emití-lo sempre que o estoque atin - 

gir um nível r pré-estabelecido. 

(b) fixar o tempo entre os pedidos dimensionando-os de forma a 

restabelecer um nível R pré-estabelecido. 

A primeira hipótese pressupõe o conhecimen - 

to permanente do nível do estoque. Para isto, o sistema deve es- 

tar completamente informado de qualquer modificação no nível do 



estoque (emissão de pedidos, ocorrência de demandas e recebimen- 

to de pedidos). Os mode,los que descrevem estoques com esta carac - 

teristicas são chamados de MODELOS DE REVISÃO CONT~NUA. 

Um estoque de revisão contínua requer toda 

uma estrutura que seja capaz de gerar as informações necessárias 

do monitoramento do nível do estoque. Isto nem sempre é desejá- 

vel ou economicamente viável. Um outro procedimento largamente 

utilizado é verificar o nível do estoque apenas periodicamente tor - 

nando mais simples o sistema de informações. Esta segunda classe 

de modelos que corresponde ã hipótese ( b )  acima, será chamda de 

MODELOS DE REVISÃO PERIÓDICA. 

Uma série de modelos foram desenvolvidos pa 

ra diversas situações particulares (~addor?, ~ a d l e ~ l ,  ~ r o w n ~  entre 

outros). Neste texto serão apresentados dois modelos de caráter 

geral na medida em que serão desenvolvidas somente as expressões 

das funções de custo omitindo o processo utilizado na determina- 

ção dos valores Ótimos que a minimizam. Na verdade, nos casos 

reais quase sempre é possível utilizar aproximações destes mode- 

los simplificando significativamente suas expressões de custo. 

Em ambos os modelos as demandas serão gera - 
4 

das segundo um processo de POISSON cujas características (Feller ) 

vem de encontro a este prop6sito. O tempo de entrega será consi- 

derado constante e conhecido. ~lutuaçÕes, aleatórias no tempo de 

entrega serão posteriormente discutidas. 

A notação utilizada é a mesma do capítulo 

anterior a não ser quando dito o contrário. 



1. cÁLcULO DA FUNCÃO DE CUSTO 

Nos modelos d e t e r m i n í s t i c o s ,  o  c r i t é r i o  de 

o t i m i z a ç ã o  e r a  a  minimização do c u s t o  médio a n u a l ,  dado por :  

o n d e x ( ~ t >  e r a  o c u s t o  a s s o c i a d o  a um p e r í o d o  de tempo A t .  

Com a i n t r o d u ç ã o  da a l e a t o r i e d a d e  n a  deman - 

d a ,  K ( A t )  p a s s a  também a s e r  uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a .  Logo, o c r i  - 

t é r i o  de o t i m i z a ç ã o  s e r á  dado p e l a  minimização do v a l o r  e spe rado  

do c u s t o  a n u a l .  

K = E ( K ( A ~ > >  onde A t  = 1 ano.  

Por s i m p l i c i d a d e  de n o t a ç ã o  sempre que A t  

f o r  i g u a l  a  1 ano ,  s e r á  omitido..  A s s i m ,  escrevemos:  

Neste  pon to ,  convém olharmos com mais a t e n  - 

ção p a r a  a s  d i v e r s a s  medidas de n í v e l  de e s t o q u e  que s e r ã o  u t i l i  - 

zadas  n e s t e  t e x t o .  



ESTOQUE EM MAOS: O número de unidades  e f e t i v a m e n t e  d i s p o n í v e i s  pa - 

r a  consumo imedia to .  O e s t o q u e  em mãos é, na tu -  

r a lmente ,maior  ou i g u a l  a  z e r o .  

SALDO DO ESTOQUE: Dado p e l o  e s t o q u e  em mãos menos o  número d e u n i  - 

dades na  f i l a .  O SALDO DO ESTOQUE pode se r  maior ,  

i g u a l  ou menor que z e r o .  

N ~ V E L  DO ESTOQUE 

POSIÇÃO DO ESTOQUE: I g u a l  ao  SALDO DO ESTOQUE mais a s  unidade en  - 

comendas e  a i n d a  não e n t r e g u e s .  

3 .  MODELO DE REVISÃO C O N T ~ N U A  <r ,Q> 

S e j a  um e s t o q u e  com as s e g u i n t e s  c a r a c t e -  

r í s t i c a s :  

. Sempre que o  n í v e l  do e s t o q u e  f o r  i g u a l  a r é e m i t i d o  um p e d i  - 

do por  Q un idades .  

. Se o c o r r e r  uma demanda quando o  e s t o q u e  em mãos f o r  n u l o ,  e s -  

t a  é co locada  numa " f i l a  de e s p e r a "  sendo a t e n d i d a  p r e f e r e n c i  

a lmente  quando houver  e s t o q u e  em mãos s u f i c i e n t e .  

. A demanda é Poisson  com média X e  o  tempo de e n t r e g a  é constan- 

t e  e  conhecido,  denotado por T .  



- -- - - - as  -.-.-.- NÍVEL DO ESTOQUE 

i 
i SALDO DO ESTOQUE 

I I - ESTOQUE EM MAOS 

FIGURA 111.1 - Mostra o estoque em mãos, o saldo do estoque e o nível do estoque 
ao longo do tem~o para um estoque de revisão contínua 

3.1 - Custos de Abastecimento 

Como já vimos, o custo de abastecimento ao 

longo de um ano é dado por: 

onde u é o número de pedidos do ano. 



já que a  demanda é POISSON com média A .  

En tão ,  

3 . 2  - Custos por  F a l t a  de  Es toque 

Conforme f o i  v i s t o  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r  o  cus  - 

t o  dev ido  2 f a l t a  de e s t o q u e s  tem duas componentes: uma propor-  

c i o n a l  a o  número t o t a l  de unidades  que e n t r a r a m  na f i l a  e  a  ou- 

(1) . - 
t r a ,  p r o p o r c i o n a l  a o  número de unidades.-ano na  f i l a  que ,  como ]a 

vimos, s e  i g u a l a  numericamente a o  número médio de unidades  na f i  - 

l a .  

Sejam: 

b '  o n h e r o  de un idades  que e n t r a r a m  na fi - 

la ao longo de um ano.  

b ( t )  o  número de unidades  n a  f i l a  no i n s t a n t e  t e  

b o  tamanho médio da f i l a .  

Como a  demanda é a l e a t ó r i a ,  b '  e  b s e r ã o  

também v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s .  

1-Uma unidade. ano na f i l a  corresponde 5 permanência de uma unidade na f i l a  du 
rante um ano. Assim uma unidade na f i l a  durante um ano corresponde 5 1 2  un? - 
dades na f i l a  durante 1 mês. 



O custo associado a um ano é 

Sejam 

E(r,Q) o valor esperado do número de unidades que entraram na 

fila em um ano, dador r e Q. 

B (r,Q) o valor esperado do número médio de unidades na filada - 

dor r e Q. 

Para calculá-los notemos primeiramente que 

sendo 

Po 
= probabilidade do estoque em mãos ser nulo numinstante qual - 

quer do tempo. 

e Y(x) = probabilidade do saldo do estoque ser x num instante qual - 

quer do tempo, 

o valor esperado do número de unidades que foram colocadas na fi - 

la se iguala 2 demanda durante o período em que o estoqueemmãos 

é nulo. Logo, 

E(r,Q) = h Po 

Temos ainda que o valor esperado do número 

de unidades-ano na fila se iguala numericamente do valor espera- 

do do número de unidades na fila durante o ano. Logo, 



Para  c a l c u l a r  Y(x) ( e  consequentemente P  ) 
O 

vamos a n a l i s a r  a  v a r i a ç ã o  do n í v e l  do e s t o q u e  como um p r o c e s s o  

markouiano c o n t í n u o  no tempo. Enunciamos, e n t ã o ,  o  s e g u i n t e  t e o -  

rema: 

TEOREMA: Num s i s t e m a  de e s t o q u e  com r e v i s ã o  c o n t h u a  c u j a  deman- 

da é POISSON com t a x a  A ,  s e  o  ponto  de renovação é dado 

por r ,  o  n í v e l  do e s t o q u e  ( d e f i n i d o  n a  s e ç ã o  2 )  é uni -  

formemente d i s t r i b u í d o  e n t r e  r+ l  e r+Q, i s t o  é, s e  

p ( r + j  é a  p r o b a b i l i d a d e  do n z v e l  do e s t o q u e  s e r  r + j  

num i n s t a n t e  q u a l q u e r ,  

PROVA: Observemos, p r ime i ramente ,  que sempre que o  n í v e l  do e s  - 

toque  a t i n g e  um v a l o r  r ,  um pedido por  Q unidades  é emi 

t i d o  fazendo com que o  n í v e l  do e s t o q u e  r e t o m e  a o  va- 

l o r  r+Q ( v i d e  f i g u r a  111.1). Logo, em q u a l q u e r  i n s t a n t e  

o  n í v e l  do e s t o q u e  e s t á  e n t r e  r+l e  r+Ç. 

A p r o b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c ~ a  de uma t r a n -  

s i ç ã o  de e s t a d o ,  i s t o  é, uma mudança no n í v e l  do e s t o q u e ,  em um 

i n t e r v a l o  de tempo d t  é i g u a l  5 p r o b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  de 

uma demanda n e s t e  i n t e r v a l o  que é dada por  Xdt. Como a  p r o b a b i l i  - 

dade de o c o r r ê n c i a  de duas ou mais  demandas d u r a n t e  d t  é n u l a ,  o  

s i s t e m a  s e  move sempre do e s t a d o  r+j  p a r a  r+j-1 a  não s e r  quan- 

do j = l .  Nes te  c a s o ,  há uma t r a n s i ç ã o  p a r a  o  e s t a d o  r+Q já que r 



é o  p o n t o  de  ped ido .  

Logo, se a é um e l e m e n t o  d a  m a t r i z  d e n s i  
i j - 

dade  de  t r a n s i ç ã o  d e s t e  p r o c e s s o  mz&ouviano, temos que :  

U t i l i z a n d o  uma p r o p r i e d a d e  d a s  c a d e i a s  de 

5  
h k o v  c o n t í n u a s  no  tempo [HOWARD ] dada  p o ~  

e n t ã o ,  de  ( 1 1 1 . 1 3 )  e ( I I I . L 4 ) ,  t emos :  

h p ( r + j + l )  h p ( r + j )  

h p ( r + Q )  = h p ( r + l )  

Como 

a s o l u ç ã o  do sistema ( 1 1 1 . 1 5 )  é 

C.Q.D. 



Considere  a g o r a  o  s i s t e m a  nos i n s t a n t e s  t 

e  t-T. Nenhum pedido e m i t i d o  depo i s  de t-T chegou no e s t o q u e  a t é  

o  i n s t a n t e  t e ,  p o r  o u t r o  l a d o ,  t o d o s  o s  pedidos  e m i t i d o s  a n t e s  

Z de t - r  t e r ã o  s i d o  a t e n d i d o s  a n t e s  do i n s t a n t e  t .  Logo, s e  o  n l -  

v e l  do e s t o q u e  em t-T é r+j  a  p r o b a b i l i d a d e  que o s a l d o  do e s t o -  

que s e j a  x  em t é a  p r o b a b i l i d a d e  de t e r e m  o c o r r i d o  r t j - x  deman- 

das  d u r a n t e  o  tempo de e n t r e g a  T .  E s t a  p r o b a b i l i d a d e  é dada p o r  

p ( r + j - x ,  X T ) .  Logo, 

segue-se e n t a o  que: 

Por  (111.11) e  ( 1 1 1 . 1 2 )  

onde E (r,Q) e  B ( r , Q )  s ã o  dados acima. 

3 . 3  - Custos  de Posse 

O c u s t o  a n u a l  é dado por :  



onde é 0 número de unidades.  ano em e s t o q u e  que ,  como no caso a n  - 

t e r i o r ,  s e  i g u a l a  numericamente a o  v a l o r  médio do estoqueemmãos. 

Uma o u t r a  forma,  mais i n t u i t i v a ,  de c a l c u -  

l a r  D ( r , Q )  é o b t i d a  p a r t i r  da d e f i n i ç ã o  de N ~ V E L  DE ESTOQUE da - 

da na  seção  2 .  O v a l o r  e s p e r a d o  do n í v e l  do e s t o q u e  é dado p e l o  

v a l o r  e s p e r a d o  do e s t o q u e  em mãos mais o  v a l o r  e s p e r a d o  do nÚme- 

r o  de unidades  encomendados mas não e n t r e g u e s  menos o  v a l o r  e s p e  - 

r a d o  do número de unidades  n a  f i l a .  

encomendas unidades 
E ( ~ í v e l 1  = EIemmãos) + E{ mas ) - E { na 1 ( 1 1 1 . 2 6 )  

não entregues f i l a  

O v a l o r  e s p e r a d o  do n l v e l  de e s t o q u e s  é dado por  

O v a l o r  e s p e r a d o  do número de unidades  encomendadas mas não en- 

t r e g u e s  é dado p e l a  d i f e r e n ç a  e n t r e  o  v a l o ~  esperado  do n í v e l  do 

e s t o q u e  e  o  v a l o r  e s p e r a d o  do s a l d o  do e s t o q u e .  Por  ( 1 1 1 . 1 8 )  e  

( 1 1 1 . 2 7 )  



unidades encomendadas r+Q 
E nas não entregues 1 = f t j + j  - 1 - p í r t j  - 

j=l x=-a Q j = l  

- x ,  X T )  ( 1 1 1 . 2 8 )  

Logo, p o r  ( 1 1 1 . 2 6 1 ,  ( I I I . 2 7 ) ,  ( 1 1 1 . 2 8 ) ~  

onde 

fazendo v = r i j - x  

S u b s t i t u i n d o  em ( 1 1 1 . 2 9  

D ( r , Q )  = * t r - Ar + B ( r , Q )  
2  

Então ,  



3 . 4  - -  unção de Custo 

Por ( 1 1 1 . 7 1 ,  ( 1 1 1 . 2 2 )  e  (111 .33)  

onde E ( r , Q )  e  B ( r , Q )  s ã o  dados p o r  ( 1 1 1 . 2 0  e  ( 1 1 1 . 2 1 )  r e s p e c t i -  

vame n t  e .  

Uma vez e s t a b e l e c i d a  a função de c u s t o  de - 

t e rmina-se  Q 2  e  r" , o s  v a l o r e s  de r e  Q que minimizam o c u s t o  m é  - 

d i o  anua1,dado p o r  ( 1 1 1 . 3 4 ) .  

4 .  MODELO DE REVISÃO PERIÓDICA < R , T  > 

S e j a  um e s t o q u e  com a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e -  

r í s t i c a s  : 

. O n l v e l  do e s t o q u e  é v e r i f i c a d o  a  cada  T unidades  de tempo 

quando então,; enitido um pedido de tamanho s u f i c i e n t e  p a r a  r e  s t a -  

- 
b e l e c e r  o  n í v e l  R do e s t o q u e  que ,  juntamente com T ,  s a o  a s  va - 

r i á v e i s  de d e c i s ã o  do problema. 

. Como no modelo de r e v i s ã o  c o n t í n u a ,  sempre que o c o r r e r  uma de - 

manda por  um i t e m  c u j o  e s t o q u e  em mãos é n u l o ,  e s t e  s e r á  c o l o  - 

cada em uma f i l a  de e s p e r a .  



FIGURA 111.2 

4 . 1  - Custo de Revisão 

Neste modelo devemos c o n s i d e r a r  mais uma com - 
ponente  na f u n ç ã o  de c u s t o  de f o r d a  a  c o n t a b i l i z a r  o s  g a s t o s  a s -  

s o c i a d o s  à r e v i s ã o  do nFvei  do e s t o q u e .  

S e j a  J o c u s t o  d e s t a  r e v i s ã o ,  independente  

Como o número médio de perzodos  por  ano e  

1 / T ,  m , o  v a l o r  e s p e r a d o  do c u s t o  a n u a l  a s s o c i a d o  r e v i s ã o  do e s  - 

toque ,  é dado por :  



4 . 2  - Custo de Abastecimento 

H cada pedido e s t á  a s s o c i a d o  um c u s t o  A i 

CQ onde Q é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  que r e p r e s e n t a  o  tamanho dope - 

dido .  A s s i m ,  o  c u s t o  a n u a l  é dado por :  

onde n é o  número de ped idos  no ano. 

S e j a  Por a  p r o b a b i l i d a d e  de emissão de um 

ped ido  a o  f i n a l  de um p e r í o d o .  En tão ,  é e v i d e n t e  que P é a p r o  o r  

habilidade de t e r  hav ido  p e l o  menos uma demanda no p e r í o d o ,  i s t o  

d 

e :  

O v a l o r  e s p e r a d o  de 11 é dado por :  

Por o u t r o  l a d o ,  o  v a l o r  e s p e r a d o  do tama- 

nho do pedido vezes  E(n> deverá  s e  i g u a l a r  5 X já que t o d a  a  de- 

manda s e r á  even tua lmente  a t e n d i d a .  A s s i m ,  



4 . 3  - Custos por  F a l t a  de Es toques  

Analogamente a o  modelo de r e v i s ã o  c o n t í n u a ,  

- 
C3 = " E ( R , T )  t 3 B ( R , T )  (111.41)  

onde 

E ( R , T )  v a l o r  e s p e r a d o  do número de unidades  que e n t r a r a m  na f i  - 

l a  a o  longo de um ano dados R e  T .  

B ( R , T )  = v a l o r  e s p e r a d o  do número de unidades  na f i l a  dados R e  

Consideremos que uma r e v i s ã o  o c o r r e u  em t .  

S e j a  x o  número de unidades  que e n t r a r a m  na  f i l a  e n t r e  t t -r e  

t + T t ~ .  A r a z ã o  de c o n s i d e r a r  e s t e  i n t e r v a l o  é que t o d o s  o s  ped i -  

dos e f e t u a d o s  a n t e s  de t foram e n t r e g u e s  ao estoque até t t r  

a o  p a s s o  que nenhum dos pedidos  e m i t i d o s  d e p o i s  de t chegou ao es  - 

que a n t e s  de t i T + ~ .  

Logo, o  v a l o r  e s p e r a d o  de x pode s e r  c a l c u  - 

l a d o  p e l a  d i f e r e n ç a  dos v a l o r e s  e s p e r a d o s  de unidades  na  f i l a  e m  

t t T t ~  e  t + ~  m u l t i p l i c a d o  p e l o  número de perTodos 1 /T.  

Se E 1 ( ~ , t t O  é O v a l o r  e spe rado  do número 

de unidades  na f i l a  em t t< onde ~ < < < T i - r .  En tão ,  



P a r a  c a l c u l a r  B ( R , T )  b a s t a  c a l c u l a r  o  va- 

l o r  e spe rado  do número de unidades  na f i l a .  Logo, 

S u b s t i t u i n d o  ( 1 1 1 . 4 2 )  em (111.44 1, obtemos: 

4 . 4  - Custo de Posse  

O c u s t o  r e l a t i v o  a  um ano é dado por  

C 3  = ICX ( 1 1 1 . 4 6 )  

onde é 0 v a l o r  médio do e s t o q u e  em mãos 

S e j a  



P e l a  d e f i n i ç ã o  da seção  2 de s a l d o  do e s t o  - 

que,  

n b r o  de unidades 
D ( R , T )  E { 1 

U t i l i z a n d o  r a c i o c í n i o  aná logo  à q u e l e  usado 

p a r a  d e f i n i r  E 1 ( ~ l t + ~ )  na  e x p r e s s ã o  ( 1 1 1 . 4 2 )  e  B ( R , T )  na e x p r e s  - 

s ã o  ( I I I . 4 5 ) ,  

Por  (111 .48)  e  (111. 501, 



Então: 

4.5 -  unção de Custo 

Por (III.35), (111.401, (111.41) e (111.52) 

onde E(R,T) e B(R,T) são dados por (111.43) e (111.44) respecti- 

vamente. 

Resta agora aplicar um algoritmo de minimi - 

zação em (111.53 de forma a determinar quais os valores de R e 

T que minimizam o custo. 

TEMPOS DE ENTREGA ESTOC~STICO 

Nos modelos apresentados até agora, somen 

te flutuações na demanda foram consideradas. No entanto, varia- 

ções no tempo de entrega também são observadas na prática. Como 

podemos constatar nos modelos aqui apresentados, a demanda duran - 
te o tempo de entrega é de importância vital em praticamente qual - 

quer modelo de estoque. Consequentemente, variações no tempo de 

entrega alteram diretamente o comportamento do modelo. 



~ l é m  das  d i f i c u l d a d e s  p r á t i c a s  que normal- 

mente s e  apresentam na ob tenção  de dados r e f e r e n t e s  a  e s s a s  va- 

r iaçÕes,uma s é r i e  de d i f i c u l d a d e s  t e ó r i c a s  tornam o  problema de 

d i f í c i l  t r a t a m e n t o  a n a l í t i c o .  

Segue-se uma b reve  d i s c u s s ã o  s o b r e  e s t a s  

d i f i c u l d a d e s  p a r a  a s  duas c l a s s e s  de modelos de e s t o q u e .  

A formulação do modelo a p r e s e n t a d o  na  s e -  

ção a n t e r i o r ,  com demandas POISSON e  tempo de e n t r e g a  c o n s t a n t e ,  

t r a z i a  em s i  a  p o s s i b i l i d a d e  de m a i s  de um pedido e s t a r  pendente.  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  após  a  emissão  de um pedido e  a n t e s  que e s t e  

s e j a  e n t r e g u e ,  o  ponto  de pedido pode s e r  novamente a t i n g i d o  inÚ - 

meras vezes  com p r o b a b i l i d a d e  p o s i t i v a .  Logo, n e s t e s  modelos nun - 

c a  podemos g a r a n t i r  que um ped ido  não s e j a  e m i t i d o  a n t e s  da en- 

t r e g a  do pedido a n t e r i o r .  No máximo, podemos a f i r m a r  que a  proba - 

b i l i d a d e  d i s t o  o c o r r e r  é pequena. 

Quando no modelo é a d m i t i d a  a p o s s i b i l i d a -  

de de em um dado i n s t a n t e  o b s e r v a r - s e  mais de uma demanda penden - 

t e ,  encontramos s é r i a s  d i f i c u l d a d e s  em r e p r e s e n t a r  os  tempos de 

e s p e r a  a s s o c i a d o s  2 emissão  de cada  um dos ped idos  como v a r i á -  

v e i s  a l e a t ó r i a s .  Por  uma l a d o ,  s e r i a  b a s t a n t e  conven ien te  que o s  

tempos de e s p e r a  fossem independen tes  ou s e j a ,  o  tempo de e s p e r a  

a s s o c i a d o  2 emissão  de um pedido não é i n f l u e n c i a d o  p e l a  emissão  

de o u t r o  pedido.  Ao admit i rmos  a  independênc ia  dos tempos de en- 

t r e g a ,  e s t a remos  i m p l i c i t a m e n t e  admi t indo  que o s  pedidos  não ne- 

c e s s a r i a m e n t e  s e r ã o  a t e n d i d o s  na  mesma ordem que foram e m i t i d o s  



como mos t ra  a f i g u r a  a b a i x o .  

DENSIDADE DE 
PROBABILIDADE 

1 I 

F ? t i  t 2  t 
Erriissão do Erniçção do 
pedido n? 1 Pedido n? 2 PROBABILIDADE POSITIVA 

DE UM CRUZAMENTO DE ENTREGAS 

FIGURA 111.3 

Na p r á t i c a ,  no e n t a n t o ,  o  que normalmente 

s e  obse rva  é que o s  pedidos  s ã o  e n t r e g u e s  na  mesma ordem em que 

foram e m i t i d o s  o  que é incompat;vel com a  h i p ó t e s e  de independên 

tia. 

Cons ide ra r  a  dependência  e n t r e  o s  tempos de 

e n t r e g a  a s s o c i a d o s  a o  d i f e r e n t e s  pedidos  não p a r e c e  s e r  uma t a p e  - 
fa  f á c i l .  ~ t é  onde podemos a f i r m a r ,  não há nada na  l i t e r a t u r a  e s  - 

p e c í f i c a  que c o n s i d e r e  e s t a  i n t e r d e p e n d ê n c i a .  

Em algumas s i t u a ç õ e s  r e a i s ,  o  tempo médio 



e n t r e  d o i s  pedidos  é b a s t a n t e  grban6e. Nes te  c a s o ,  podemos cons i -  

d e r a r  s imul taneamente  que o s  tempos de e n t r e g a  s ã o  v a r i á v e i s  alea - 

t ó r i a s  independen tes  e  que a s  e n t r e g a s  s e g u i r ã o  a  mesma ordem de 

emissão  dos pedidos .  

Logo, sob e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  p a r a  i n c l u i r  a  

v a r i a ç ã o  o  tempo de e n t r e g a  de REVISÃO CONTÍNUA, b a s t a  s u b s t i t u i r  

a  d i s t r i b u i ç ã o  da demanda no tempo de e n t r e g a  p e l a  s u a  d i s t r i b u i  - 

ção m a r g i n a l .  Ou s e j a ,  no l u g a r  de p ( x , X ~ )  u t i l i z a r e m o s  h ( x )  on- 

de 

onde g ( ~ )  é a  dens idade  de p r o b a b i l i d a d e  do tempo de e n t r e g a .  

Pode-se a f i r m a r  i n t u i t i v a m e n t e  que o s  mode - 

10s que levam em c o n t a  a s  f l u t u a ~ õ e s  a l e a t ó r i a s  do tempo de e s p e  - 

r a  apresentam n í v e i s  de e s t o q u e  mais e l e v a d o s  do que a q u e l e s  es- 

t a b e l e c i d o s  nos modelos com tempo de e n t r e g a  c o n s t a n t e  e es ta  e l e  - 

vação s e r á  t a n t o  maior  quanto  maior  f o r  a  d i s p e r s ã o  da d i s t r i b u i  - 

ção do tempo de e n t r e g a .  

5 . 2  - ~ e v i s ã o  p e r i ó d i c a  

Nos modelos de r e v i s ã o  podemos 

t r a t a r  r igorosamente  a s  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  no tempo de e n t r e g a .  

Como a emis s ã o  dos pedidos  s e  d á ,  no mínimo, 2 cada  T unidades  de 

tempo, podemos c o n s i d e r a r  s imul taneamente  que o s  tempos de e n t r e  - 



ga associados 5 pedidos emitidos em t e t+T, respectivamente. Se 

g(~) é a densidade do tempo de  entrega,^ valor esperado do nÚme - 

ro de unidades que entraram na fila entre t e t+T é dado por: 

'r max 

T min T 
min 

onde 'rmin e 'r max são os limites inferior e superior de T. Se 

'r -'C < T, o tratamento será rigoroso. Caso contrário, será 
max min - 

apenas aproximado. Logo, o valor esperado do número de unidades 

que entraram na fila ao longo de um ano é dado por: 

onde 

Analogamente, o valor esperado o número de 

unidades. ano na fila é dado por: 



Assim, o modelo <R,T> apresentado pode ser 

rigorosamente adaptado para levar em conta flutuações aleatórias 

nos tempos de entrega. 



I V .  - CONT-UES -- DE ITENS DE ALTO CUSTO E B A I X A  DEMANDA 



I V .  CONTROLE DE ESTOQUES DE ITENS DE ALTO CUSTO E BAIXA DEMANDA - - 

Conforme j mencionamos a n t e r i o r m e n t e  a  f o r  - 

mulação de uma p o l í t i c a  de e s t o q u e s  e s t á ,  em Úl t ima a n á l i s e ,  f u c  

damentada em duas q u e s t õ e s :  

. Quando e f e t u a r  um pedido 

. Quanto p e d i r  

6 7 Têm-se v e r i f i c a d o  [TAVARES , J .D .  CROSTON , 
8 J O H N  MUCKTADT ] que na m a i o r i a  dos s i s t e m a s  de e s t o q u e  de l a r g a  

e s c a l a  e ,  em e s p e c i a l ,  em e s t o q u e s  de peças  de r e p o s i ç ã o ,  a pro- 

porção de i t e n s  que apresen tam uma b a i x a  t a x a  de demanda é bas-  

t a n t e  e l e v a d a .  V e r i f i c a - s e  a i n d a  que d e n t r e  e s t e s  i t e n s  encontram - 

se a q u e l e s  c u j o  p r e ç o  u n i t á r i o  e ,  em a l g u n s  c a s o s ,  o  c u s t o  de m a  - 

nutenção  s ã o  extremamente e l e v a d o s .  

Pa ra  e s t a  c l a s s e  de i t e n s ,  a  p o l í t i c a  &i- 

ma c o n s i s t e  em manter  o  n í v e l  do e s t o q u e  c o n s t a n t e .  Pa ra  i s t o , u m  

pedido é e m i t i d o  sempre que é observada  uma demanda ou ,  p a r a  o s  

modelos de r e v i s ã o  ao  f i n a l  do p e r í o d o  e m  que f o i  ob- 

s e r v a d a  a  demanda. E s t a  p o l í t i c a  de e s t o q u e  e n t ã o  é c a r a c t e r i z a -  

da p o r  uma Única v a r i á v e l  de d e c i s ã o ,  q u a l  s e j a ,  o  n í v e l  de r e f e  

r ê n c i a  s do e s t o q u e .  

A c o n s t a t a ç ã o  de que uma p a r t e  s i g n i f i c a t i  - 

va dos i n v e s t i m e n t o s  em e s t o q u e  e s t á  d e s t i n a d a  2 e s t a  c l a s s e  de 

i t e n s  tem motivado c r e s c e n t e  i n t e r e s s e  no desenvolvimento  de mo- 

d e l o s  e s p e c í f i c o s  t a n t o  de c o n t r o l e  quan to  de p r e v i s ã o  de deman- 

da .  



Neste  c a p í t u l o  apresen ta remos  um estudo mais 

d e t a l h a d o  do modelo p r o b a b i l í s t i c o .  da demanda e ,  a  s e g u i r ,  a l -  

guns modelos de o t i m i z a ç ã o  p a r a  d e t e r m i n a r  S .  

1. MODELO P R O B A B I L ~ S T I C O  DA DEMANDA 

Nos modelos e s t o c á s t i c o s  <r,Q> e <R,T> a- 

p r e s e n t a d o s  no c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  a  demanda e r a  d e s c r i t a  por  um 

p r o c e s s o  POISSON. Nesta  s e ç ã o ,  ap resen ta remos  um p r o c e s s o  de ca- 

r a c t e r í s t i c a s  mais g e r a i s  que mantém a s  p r i n c i p a i s  c a r a c t e r í s t i -  

c a s  do p r o c e s s o  de POISSON. 

Um p r o c e s s o  de POISSON é c a r a c t e r i z a d o  pe- 

l a  o c o r r ê n c i a  de demandas u n i t á r i a s  com o tempo e n t r e  e l a s  d i s -  

t r i b u í d o  exponencia lmente .  

Um p r o c e s s o  POISSON-COMPOSTO é uma ex ten-  

s ã o  n a t u r a l  d e s t e  c o n c e i t o  onde a s  demandas ocorrem não mais  i s o  - 

ladamente mas em l o t e s  de tamanho a l e a t ó r i o  mantendo-se o  tempo 

e n t r e  a s  obse rvações  d i s t r i b u í d o  exponencia lmente .  

A s s i m ,  um p r o c e s s o  POISSON-COMPOSTO pode 

s e r  enca rado  como uma s é r i e  de u s u á r i o s  com chegadas POISSON que 

demandam, cada  um, q u a n t i d a d e s  p o s i t i v a s  de um i t em.  E s t a s  quan- 

t i d a d e s  s ã o  independen te  e  inden t i camente  d i s t r i b u í d a s  segundo f 
j 

onde f  é a  p r o b a b i l i d a d e  do tamanho da  demanda a s s o c i a d a  5 uma 
j 

chegada q u a l q u e r  s e r  j .  

A f i g u r a  aba ixo  i l u s t r a  g r a f i c a m e n t e  a  d i  - 



ferença entre um processo de POISSON e um processo POISSON-COMPOSTO. 

p. 

POiSSON 

* * * * 
Z i f 

v 

VEWDAS UNIT.~RIAS 
t 

* P O I  SSON COMPOSTO * 
* * 
* * * 
* * * * 
* * * :i. 

1' P Z 
* 

DEMANDAS NÃO TJN ITÁRIAS 
T 

F I G U R A  I V . 1  

1.1 - ~efinição de um Processo POISSON-COMPOSTO 

Um processo estocástico pode ser definido, 

segundo PARZEN', como uma família de variáveis aleatórias 

{~(t),t} indexadas por um parâmetro t & T ,  onde T é um conjunto de 

índices. 

Um processo estocástico inteiro {N(t) ,t> O ) 

onde N(t) E I,Ut> - O é um processo de POISSON com parâmetro.X se 

as seguintes hipóteses são satisfeitas: 



(i) As variáveis N(s) e [~(ttsl-~(t)] sâo inde- 

pendentes e igualmente distribuídas para 

qualquer t >s - >O ou seja, a distribuição do 

número de observações em um dado intervalo 

depende apenas do seu comprimento e, ainda, 

as distribuições do número de observações 

em intervalos não sobrepostos constituem 

variáveis aleatórias independentes. 

(ii) Para quaisquer valores de s e t tais que 

t >s - > O ,  o número de observações no interva- 

10 (s,t) tem distribuição com média h(t-s). 

Assim, para k=0,1,2, ... 

para o qual 

Um processo estocástico {x(t), t>O) é cha- 

mado PROCESSO POISSON COMPOSTO se pode ser expresso por 

x(t) = 1 Wy para t>O - 
y=l 

onde {N(t), t>O) é um processo de POISSON e {W 2 ,  e - Y' 



uma f a m í l i a  de v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  independen tes  e  ident icamen-  

t e  d i s t r i b u T d a s .  supõe-se ,  a i n d a ,  que o  p r o c e s s o  { N ( t )  ,t - >O} e  a  

s e q u ê n c i a  { Wy} s ã o  independen tes .  

A s s i m ,  um p r o c e s s o  POISSON COMPOSTO é a  s o  - 

ma de um número a l e a t ó r i o  de v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  independente  e  

i d e n t i c a m e n t e  d i s t r i b u í d a s .  

P r o p r i e d a d e s  de um Processo  POISSON-COMPOSTO 

Dado o  o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  e  por  moti- 

vo de  maior  c l a r e z a ,  vamos a n a l i s a r  a s  p r o p r i e d a d e s  de um proces  - 

s o  POISSON-COMPOSTO re lac ionando-o  com um problema de e s t o q u e .  

Suponha u s u á r i o s  chegando segundo um pro-  

c e s s o  de POISSON, ou s e j a ,  com o  tempo e n t r e  a s  chegadas d i s t r i -  

b u l d o  exponencia lmente  e  cada u s u á r i o  podendo r e q u i s i t a r  umaquan - 

t i d a d e  w ,  i n t e i r a  e  p o s i t i v a ,  de unidades  do e s t o q u e ,  quan t ida -  

des  e s t a s  independen te  e  i d e n t i c a m e n t e  d i s t r i b u í d a s  segundo f w .  

Desta  forma,  o  t o t a l  de unidades  r e q u i s i t a  - 

d a s  num dado p e r í o d o  de tempo tem d i s t r i b u i ç ã o  POISSON-COMPOSTO, 

a já que e  a  soma de um número a l e a t ó r i o  de te rmos  ( o  número de 

u s u á r i o s  que tem d i s t r i b u i s ã o  POISSON) d i s t r i b u I d o s  independente  

mente segundo fw ( a  q u a n t i d a d e  r e q u i s i t a d a  p o r  cada  u s u á r i o ) . P o s  - 

t e r i o m e n t e ,  s e r á  a n a l i s a d o  o  c a s o  em que c a d a - u s u á r i o  pode r e -  

q u i s i t a r  uma q u a n t i d a d e  não-nega t iva  de unidades  e  v e r i f i c a r e m o s  

que a  supos ição  acima ( w > O )  não impl ica ,em a b s o l u t o  em perda  de 

g e n e r a l i d a d e .  



Logo, s e  o s  u s u á r i o s  chegam 2 uma t a x a  A ,  

a p r o b a b i l i d a d e  de x  unidades  serem r e q u i s i t a d a s  d u r a n t e  um pe- 

r í o d o  t de tempo é dada por :  

A 
onde f é a  p r o b a b i l i d a d e  de y  u s u á r i o s  r e q u i s i t a r e m  um t o t a l  de 

x  unidades  

Note-se que (IV.3)se reduz  2 uma d i s t r i b u i -  

ção  de POISSON quando cada  ~ s u á r i o  s; pode r e q u i s i t a r  uma un ida  - 

d e ,  ou s e j a ,  quando f =1 p a r a  w = l  e  f = O  p a r a  w f l .  
W W 

Como cada  u s u á r i o ,  p o r  h i p ó t e s e ,  deve r e -  

q u i s i t a r  p e l o  menos uma unidade e  f w  é d e f i n i d o  somente p a r a  va- 

l o r e s  d i s c r e t o s  e  p o s i t i v o s  de w temos: 

.ir 

f Y " ( x )  = O p a r a  y>x  

En tão ,  podemos e s c r e v e r  (IV.3)na forma aba ixo .  

( i)  
9 

PARZEN mos t ra  que q u a l q u e r  processo POISSON 

COMPOSTO tem uma função c a r a c t e r í s t i c a :  



onde F(u) é a função característica de {fwl . 

Quando t é fixado, a equação (IV. 5) nos for - 

nece a função caracterlstica de uma distribuição POISSON COMPOSTA. 

4 Prova-se( FELLER que para qualquer variá- 

vel aleatória Y temos: 

Então, 

como F(Ol.1 e Ff(0)=i E(w> onde w é distribuldo segundo fw e se 

m=E(x(t>>, temos: 

Por (IV.61, 

então, 



Um dado que usaremos adiante é a razão da 

variância para a média. Por (1v.7) e (IV.81, 

"Qualquer distribuição POISSON COMPOSTO com distribuição compos- 

ta discreta, e positiva tem uma variância que iguala ou excede a 

sua média". 

Note-se que quando q=l, temos uma distri- 

buição de POISSON pois fw=O para wfl. 

(ii) A função característica de uma soma de va- 

riáveis independentes é igual ao produto de 

suas funções características, sendo a fun- 

ção característica de uma distribuição POIS - 

SON COMPOSTO para um período ti+ t2 dada 

por: 



- 
Logo, as distribuições POISSON COMPOSTO sao 

distribuições sem memória isto é, o número de observações num 

intervalo de tempo é independente do número de observações de 

qualquer outro período de tempo não sobreposto. 

''As distribuições POISSON COMPOSTO formam 

a classe mais geral de distribuições discretas sem memória." 

(iii Somemos dois processos POISSON COMPOSTO que 

ocorram simultaneamente. O primeiro e o se - 

gundo processo tem, respectivamente taxas 

de chegada de usuários h, e X2, distribui- 

2 çGes compostas 1 f:} e 1 fx} e funções 

características Fl e F2. Usando novamente 

o fato que a função característica de uma 

soma de variáveis independentes, é o produ - 

to das funções características destas va- 

riáveis temos da eq.(IV.7). 

a expressão é facilmente generalizável para N processos simultâ- 

neos. 



Logo, a  soma de N processos POISSON COMPOSTO 

com t a x a  de chegada dos u s u á r i o s  i g u a i s  h i , X 2 , .  . . X é e q u i v a l e n  n  - 

t e  a  um p r o c e s s o  POISSON COMPOSTO c u j a  t a x a  é: 

e  c u j a  d i s t r i b u i ç ã o  composta tem função  c a r a c t e r í s t i c a " .  

Vamos a g o r a  v e r i f i c a r  que a  imposição i n i -  

c i a l  de que a  q u a n t i d a d e  r e q u i s i t a d a  p o r  cada  u s u á r i o  s e j a  p o s i -  

t i v a ,  i s t o  é, que f o = O ,  não i m p l i c a  em nenhum r e s t r i ç ã o  a o  con- 

j u n t o  de p r o c e s s o  POISSON-COMPOSTO. 

Considere  uma d i s t r i b u i ç ã o  composta gx 1 
com go=k onde O<]<< 1, e  uma t a x a  X f i  de chegada dos u s u ã r i o s .  A 

função c a r a c t e r i s t i c a  de { g 1 é dada por :  
X 

w w 

G(u) = 1 e  i u x  g x = k +  1 eiuxgx ( I V . 1 3 )  

x=o x = l  

Define-se f x  p a r a  

i u x  
G ( U )  = IC + ( i - k )  1 e f x  k i ( l - k ) ~ ( u )  (1v .14 )  

x=l 

A e q . ( I V . 5 )  t o r n a - s e  e n t ã o ,  



Fazendo X=hf:(l-k) d e f i n e - s e  um novo p roces  - 

s o  POISSON-COMPOSTO com t a x a  de chegada X e  f = O  c u j a  função ca- 
o  

r a c t e r z s t i c a  permanece a  mesma, o  que i m p l i c a  na  i g u a l d a d e  dos 

d o i s  c o n j u n t o s  de FROCESSOS POISSON-COMPOSTO. 

1 . 4  - Processo  ~eométr ico-POISSON 

Num p r o c e s s o  POISSON-COMPOSTO, por  h i p 6 t e -  

s e ,  o  tempo e n t r e  o s  u s u á r i o s  tem d i s t r i b u i ç ã o  e x p o n e n c i a l .  Logo, 

a  d i s t r i b u i ç ã o  do tempo e n t r e  o s  u s u á r i o s  é independen te  do tem- 

po e n t r e  chegadas de u s u á r i o s  a n t e r i o r e s .  

Suponha a g o r a  que desejamos um PROCESSO POIS - 

SON-COMPOSTO no q u a l  a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e s  do tempo en  - 

t r e  unidades  r e q u i s i t a d a s  s e j a  independen te  do tempo em que uni -  

dades a n t e r i o r e s  foram r e q u i s i t a d a s .  Note-se que cada  u s u á r i o  po - 

de r e q u i s i t a r  uma ou mais unidades  do e s t o q u e ,  ou s e j a ,  a  cada  

u s u á r i o  cor responde  um número p o s i t i v o  w de r e q u i s i ç õ e s  ou a inda ,  

( w - 1 )  i n t e r v a l o s  n u l o s  de tempo e n t r e  unidades  r e q u i s i t a d a s .  

O que dese jamos,  e n t ã o ,  é um p r o c e s s o  POIS - 

SON-COMPOSTO no q u a l  a  p r o b a b i l i d a d e  de um i n t e r v a l o  n u l o  de tem - 

po e n t r e  unidades  r e q u i s i t a d a s  s e j a  independen te  da o c o r r ê n c i a  de 

i n t e r v a l o s  n u l o s  j observados .  

Observar-se pelo menos (x-1) intervalos 

px x  intervalos nulos de 

= .( nulos consecuti- C ,  p a r a  x = 1 , 2 , .  . 
tempo consecutivos vos ja foram ob- / servaios ) 

onde C é uma c o n s t a n t e  O < C < 1  
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Como a  p r o b a b i l i d a d e  de um i n t e r v a l o  de tem - 
po p o s i t i v o  e n t r e  unidades  r e q u i s i t a d a s  deve também s e r  indepen- 

d e n t e  de r e q u i s i ç õ e s  a n t e r i o r e s  e s t e s  devem s e r  d i s t r i b u í d o s  ex- 

ponencia lmente  (que num p r o c e s s o  POISSON-COMPOSTO c a r a c t e r i z a  jus - 
tamente  o  tempo e n t r e  a  chegada de u s u á r i o s ) .  Logo, o  p rocesso  

GEOMETRICO POISSON é um um p l o c e s s o  POISSON COMPOSTO em que a  r e  - 
q u i s i ç ã o  por  uma unidade  é independen te  de r e q u i s i ç õ e s  a n t e r i o -  

res sejam e l a s  do niesno l o t e  ( i n t e r v a l o  n u l o  de tempo) ou não. 

Das equações ( I V . 3 1 ,  ( I V . 8 )  e  ( I V . 2 1 )  

A 

Podemos c o n c l u i r  a i n d a  que após a  o c o r r e n  - 

tia de uma unidade  r e q u i s i t a d a ,  e x i s t e  uma p r o b a b i l i d a d e  p de o- 

c o r r e r  uma r e q u i s i ç ã o  s i m u l t â n e a  e  uma p r o b a b i l i d a d e  (1-pique s e  

i n i c i e  um p r o c e s s o  POISSON com t a x a  A .  Podemos e s c r e v e r  então ,que  

a  d i s t r i b u i ç ã o  do tempo e n t r e  a s  r e q u i s i ç õ e s  é dada por :  

onde B ( t )  é a  função impulso em t = O .  

Pa ra  escrevermos a  e x p r e s s ã o  da d i s t r i b u i -  
a 

ção  G E O M ~ T R I C O - P O I S S O N ,  observemos que quando f x  e  geomét r i co ,  

f y " ( x )  , f i x a d o  y ,  tem uma d i s t r i b u i ç ã o  b inomia l  n e g a t i v a .  



Y"' 
y+l pX-Y(l-,)Y f (x) CXV1 (IV. 24) 

Logo, por (IV.3) e (IV.21), par& t>O: 

para x-O 

Logo, (IV.25) pode ser reescrito como 

Apresentamos o desenvolvimento dos modelos 

gerais de REVISÃO CONTÍNUA e REVISÃO PERIÓDICA quando a demanda 

é descrita por um PROCESSO GEOMÉTRICO-POISSON com média e variân - 

tia dados por (IV.22). A distribuição de probabilidade da deman- 

da será denotada por 

p(x,Xt) = p (ocorrerem x demandas durante um intervalo de tempo 

t l  



- A excessao do resultado obtido na seção 

6 2.1.3, que coincide com o obtido por VALLADARES E ALMEIDA , o 

trabalho aqui apresentado até onde tenhamos conhecimento, não cons - 

ta da literatura existente. 

Modelos de Revisão contínua 

2.1.1- ~Órmula Exata 

Seja um estoque cuja política consiste em 

emitir um pedido sempre que observada uma demanda de forma a man - 

ter constante o nível do estoque (estoque em mãos + pedidos pen- 

dentes-unidades na fila). Qualquer demanda de tamanho maior que 

o estoque em mãos no instante da sua ocorrência seráatendida ape- 

nas em parte. A parte excedente será colocada numa fila de espe- 

ra e será atendida preferencialmente assim que houver estoque dis - 

ponível. 

Calculemos 

Y(x) = { probabilidade do saldo do estoque ser igual a x num ins - 

tante qualquer t 1 

Considere o instante t-T. Como todos os pe - 

didos emitidos antes de t-T deverão ser entregues até t e nenhum 

pedido emitido depois de t--r terá sido entregue em t, Y(x) se 

iguala ã probabilidade de terem ocorrido demandas por s-x unida- 

des durante o tempo de entrega T, isto é, 



Para calcularmos 

E(s) = valor esperado do número de unidades que entraram na fila 

ao fim de um ano, dados s 
. . 

Observemos que num intervalo de tempo Atpe - 

H 

queno, a probabilidade de ocorrência de uma demanda por um nume 

ro aleatório de unidades é dada por XAt, pois os usuários (as de - 

mandas) ocorrem segundo um processo de POISSON. 

Para cada usuário, o valor esperado do nÚ- 

mero de unidades que entram na fila é dado por. 

onde w é o número de unidades que entram na fila e p(w) é a pro- 

babilidade de exatamente w unidades entrarem na fila. 

Portanto, contabilizando as chegadas de usu - 

ários ao longo de um ano. 

Resta-nos especificar p(w). Para isto, ob- 

servemos que a probabilidade de w unidades entrarem na fila é a 

probabilidade de ocorrer uma demanda por w unidades se o saldo do 

estoque é menor ou igual a zero - ou, a probabilidade de ocorreruma 

demanda por wçx unidades e o estoque em mãos ser x. Ou seja, se 



p1 = p { saldo do estoque <eodemanda de tamanho w 

então, 

E, sendo: 

p2 = p C saldo do estoque = x e demanda de tamanho wtx, x=1,2,..sl 

então, 

onde 

é a probabilidade de uma demanda ter tamanho w. 

Consequentemente: 



Desenvolvendo 

Como, f - S-X 
w+s-X - f w P  , 

Podemos observar como a expressão acima se 

reduz aquela encontrada quando da análise de estoques sob deman- 

da POISSON (CAP.111, seção 3.2). O processo GEOMÉTRICO-POISSONS~ 

reduz a um processo POISSON quando p=O. Logo, como 



temos. 

Outra grandeza relevante na função de cus- 

B(s) = valor esperado do número de unidades.ano na fila ou, o va - 

lar esperado do tamanho da fila. 

lembrando que 1x1 é o tamanho da fila quando o saldo do estoque, 

x é negativo. 

De maneira análoga, podemos calcular 

Desenvolvendo, 

= s - m-c + B(s) 

Logo, o valor esperado dos custos anuais é dado por 



observando-se que os custos de encomenda foram emitidos da fun- 

ção de custo por não variarem com a polltica adotada. 

Sejam AK(s) = ~(sil) - K(S) 

onde 

Então, 



Seja s" E I', O valor de s que minimiza a 

função K(s). Logo, temos como condição necessária que: 

Portanto, sf: é o menor valor de s>O tal que: - 

2.1.2 -Modelo com Pedido Especial 

Vamos examinar o caso em que as demandas 

que não podem ser atendidas com o estoque em mãos são satisfei- 
L 

tas através de um "pedido especial1' ao fornecedor que, a um cus- 

to adicional lT, entrega o pedido rapidamente, num tempo desprezI -. 

vel. 

Para considerar este caso especial, basta 

fazer R = O  em (IV.49). 

OU, rescrevendo, 



2.1.3 -Modelo ~inário para Itens com Demanda 

Extremamente Baixa 

Em estoques de peças de reposição verifica - 

se normalmente que grande quantidade de itens cuja demanda é ex- 

tremamente baixa, da ordem de uma unidade por ano ou menos, apre - 

sentam custo bastante elevado. 

Para estes itens a decisão consiste em man - 

ter ou não uma unidade em estoque, utilizando um pedido especial, 

a um custo adicional Ti, para satisfazer uma demanda ocorridaquan - 

do o estoque em mãos for nulo como no item ( 2.1.2 1. VALLADARES 

b E ALMEIDA obtiveram resultado semelhante ao que ora obtemos pa- 

ra demandas POISSON. Fazendo s=O em (IV.51) , temos: 

A expressão acima nos diz que o estoque Óti - 

mo é zero caso esta condição se verifique e de uma unidade caso 

contrário. Este modelo foi aplicado nos estoques da LISNAVE, um 
4 

estaleiro de reparos cujo investimento total em estoques e da 

ordem de 3 milhões de dólares com 15.000 itens. Espera-se u m  eco - 

nomia de até 50% nos investimentos em estoque nos itens de baixa 

demanda. A política anteriormente adotada era de estocar pelo me 



nos uma unidade destes itens. 

2.2 - Modelos de ~evisão periódica 

2.2.1- ~Órmula Exata 

Seja um estoque cujo nível é verificado a 

cada T unidades de tempo e cuja política consiste em emitir úm 

pedido após a revisão do estoque de forma a restabelecer o nível 

de referência S. Qualquer demanda por um item cujo estoque em mãos 

seja nulo, será colocada numa fila de espera e atendida preferen - 

cialmente quando houver estoque dispon?vel. 

Rescrevendo a função de custo já obtida: 

Os métodos utilizados para obter as expressões de E(s,T), B(s,T) 

e D(s,T) são análogos aos métodos utilizados na análise do mode- 

lo de REVISÃO PERIÓDICA com demanda POISSON apresentados no capí - 

tu10 anterior. 

Por (111.42 e 111.43) 

ou, após algumas manipulações 



Por (111.45) 

ou,apÓs algumas manipulações: 

onde 

onde C é dado por (IV.26). 
x j 



Logo, a função de custo será dada por. 

onde foram exc1u;dos os custos relativos 2 compra das unidades por 

não variarem nem com s nem com T. 

Seja A K(s> = K(s4-1) - K(s) (IV.61) 

Dado T, sfi é o valor s >O que minimiza K(s) - 

~ntão, s9: é o menor valor de s para o qual A ~ ( s )  > 0. - 

Logo, s9: é o menor valor de s para o qual 

onde 



2.2.2 -Modelo com Pedido Especial 

Como nos modelos de revisão cont?nua,vamos 

examinar o caso em que as demandas que não puderem ser atendidas 

com o estoque em mãos são satisfeitas através de um "pedido espe - 

cial" que, por um custo adicional Ii, é entregue em um tempo des- 

prezlvel. 

Como n-O em (IV.611, temos que S.: é dado pe - 

10 menor s>O tal que - 

ou, de outra forma: 

onde AE(s,T) e AB(s,T) são dados por (IV.64) e (IV.65). 

2.2.3 -Modelo ~inário para Itens com Demanda 

Extremamente Baixa 

Apresentamos aqui uma extensão dos resulta - 

dos obtidos para a decisão de armazenar uma unidade ounenhuma quan - 

do do estudo dos m~delos de revisão contínua. Como no caso ante- 

rior, basta fazer s=O em (IV.67). obtém-se então: 



Por  (IV.64) e  (IV.65) 

Quando (IV.72) s e  v e r i f i c a ,  o  e s t o q u e  Ó t i -  

mo é z e r o .  Caso c o n t r & i o ,  mantém-se uma unidade  em e s t o q u e .  





Como se verifica através das expressões ob - 

tidas nos capítulos anteriores, quando da análise dos modelos es - 

tocásticos e, particularmente, nos modelos para itens de alto cus - 

to e baixa demanda, uma componente de importância fundamental pa - 

ra a formulação de qualquer polltica de estoques é a descrição 

probabilística da demanda. 

De fato, é quase impossível se pensar em 

controle de estoques sem, paralelamente, se pensar no problemada 

previsão da demanda é, mais especificamente, da DISTRIBUIÇÃO DA 

DEMANDA. 

Neste capítulo, serão apresentados os méto - 

dos de previsão já existentes para o nosso problema, a formula- 

ção geral do método BEF (BAYESIAN ENTROPY FORECASTING ) de SOUZA 10' 

e sua aplicação na estimação da demanda de itens de demanda bai- 

11 xa e alto custo (SOUZA ) .  

1. NOÇÃO DE INFERENCIA BAYESIANA 

1.1 - Introdução 

Os métodos cl&sicos, ou amostrais, de infe - 

rência, ao estimar os valores dos parâmetros de uma distribuição 

de uma dada variável aleatória, se valem unicamente de dadosamos - 

trais e fornecem como resultados uma estimativa pontual do par;- 

metro de interesse. 



A inferência BAYESIANA difere da inferên - 

tia clássica em método e objetivo: 

(i) Como dados, pode utilizar, além de valo- 

res amostrais, informações anteriores ou, 

até mesmo, dados subjetivos, representados 

na forma de uma distribuição de probabili- 

dades - chamada DISTRIBUIÇÃO Ã PRIORI. 

(ii) Como resultado, fornece, ao invés de uma es - 

timativa pontual, uma distribuição de pro- 

babilidades, que representa a incerteza que 

temos a respeito do valor verdadeiro do pa - 
L 

râmetro de interesse. Esta distribuição, e 

chamada DISTRIBUICÃO POSTERIOR. 

(iii) A medida que novos dados surgem, são incor - 

porados ao processo através de uma modifi - 

cação conveniente da distribuição de proba - 
bilidades do parâmetro. 

AS três características acima implicam num 

processo dinâmico onde cada ciclo é caracterizado pela incorpora - 

ção de uma nova informação 5 distribuição priori resultando uma 

nova distribuição posterior, através da aplicação do TEOREMA DE 

BAYES, apresentado na seção. Em cada ciclo, a distribui- 

ção 2 priori é representada pela distribuição posterior do ciclo 

anterior que, de fato, "contém" todas as informações anteriores 

(dados amostrais e fatores subjetivos) sobre o parâmetro de in- 

teresse. 



1.2 - Teorema de BAYES 

O teorema de BAYES é o teorema no qual es- 

tá fundada toda a filosofia da estatlstica BAYESIANA. 

Suponha que y seja uma observação do siste - 
ma e sua distribuição de probabilidade, p(y/0), dependa do valor 

de um parâmetro 0 com distribuição p(0). Então, das propriedades 

das distribuições condicionais, temos que, 

Logo, a distribuição condicional de 0 dado y é: 

onde 

p(y/0) p(0) de se 0 é contínuo 

p(y) E p(y/O) 1 = 

I 1 p Q  /e) p(8) se é discreto 

e a soma ou a integral é tomada sobre o conjunto de valores ad- 

missíveis de 0. 

Na expressão (V.21, p(0) descreve as infor - 

mações que temos sobre 0 antes de y ser observado - o que cha- 
mamos de distribuição priori de 0. Por outro lado, p(8/y) des- 



Suponha agora que observamos y2, distribuí - 

do independentemente de yl. Logo, 

Comparando ( V . 5 )  e (V.7) verificamos que 

p(O/yl), a distribuição posterior de 8 dado yl, desempenha o pa- 

pel de distribuição priori para a segunda observação. O proces - 

so pode ser repetido indefinidamente, a cada nova observação. 

A inferência bayesiana, dadas suas carac - 

terísticas, é especialmente indicada para: 

(a) Casos em que há pouco ou nenhum dado visto 

sua capacidade de considerar fatores subje - 

tivos e de "aprenderft sobre o sistemas a 

medida que novas informações são obtidas. 

(b) Processos dinscos já que a distribuição do 

parâmetro se modifica a cada nova informa- 

ção incorporada. 



creve as informações anteriores sobre 8 acrescidas de observa - 

ção y e é a chamada DISTRIBUIÇÃO POSTERIOR de 0. 

Na expressão (V.2) p(y/0) pode ser encara- 

do como uma função de 8 e não de y Se assim procedermos p(y/0) 

é chamada FUNÇÃO DE VEROSSIMILHANÇA DE 0 dado y e é denotada por 

R (8/y 1. Sobre (V. 2 1, verificamos ainda que p(Y é apenas uma cons - 
tante 'normalizantel, que faz com que ~ ( 0 / ~ )  seja de fato uma dis 

tribuição de probabilidade (ou uma função densidade de probabili - 

dade no caso contínuo). Podemos então re screver a expressão (V.2). 

A função de verossimilhança desempenha um 

papel importante na fórmula de BAYES já que representa a informa - 
ção sobre 8 que está contida na observação y. 

O TEOREMA DE BAYES, fornece uma formulação 

matemática que descreve como o conhecimento prévio a respeito de 

8 pode ser combinado com novos conhecimentos. De fato, o teorema 

nos permite atualizar a informação sobre 0 a medida que novos va - 

lores de y vão sendo observados. (formulação sequencial do Teore - 

ma de BAYES). 

suponha que dispomos de'uma observação ini -- 

cialyl. Por (V.41, 

(v. 5) 



( c )  
A 

Problemas de decisão sob riscos, isto e, 

casos que uma ou autra decisão será tomada 

dependendo do valor do parâmetro. Como a 

inferência bayesiana fornece uma distribui 

ção de probabilidades para o parâmetro (ao 

invés de apenas um valor) é possível ponde - 

rar as consequências de cada decisão segun - 

do p(0). 

2. DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

No capítulo IV foram apresentados vários m - 

delos para a avaliação do nível de referência, s, do estoque que, 

como vimos, é a Única decisão a ser tomada quando os itens em 

questão tem alto custo e baixa demanda. 

Vale acrescentar que muitas das peças repa - 

ráveis de aviões, que apresentam custo bastante elevado, são de- 

mandadas apenas algumas vezes por ano numa base aérea em particu - 

lar. 

Nos modelos de estoque apresentados no ca- 

p?tulo IV se fazia presente a necessidade do conhecimento da dis - 

tribuição da demanda, ou, mais precisamente, dos parâmetros da 

distribuição GEOM~TRICO-POISSON a partir da qual as quantidades 

relevantes tais como valor esperado do estoque em mãos, valor es - 

perado do número de unidades na fila,etc. são calculadas. 



2.1 - ~escri~ão paramétrica do Problema 

2.1.1 -~Úmero de Demandas por período - 

Y E [0,1,2, ...I 

Var Y/X 1 = 1 i 
Y: variável aleatória que representa o número de chegadas ao es- 

toque. Cada chegada representa uma demanda por uma oumais uni - 

dades . 
2 .l. 2 - ~Úmero de Unidades por Demanda 



2.1.3 - ~Úmero de Unidades Demandadas por período - 

X E [0,1,2, . . .  -J 

Obtida através da convolução de Y e Z 

onde GP(X,p) é uma distribuição GEOMETRICO POISSON dada por: 

Observe-se que estas são as Únicas informa - 

ções disponíveis a cada período. 

2.1.4 -~istribuição do Tempo entre Demandas - 

Pela equação (IV.23) 



2.2 - características Particulares 

Para estimarmos os parâmetros X e p alguma 

relação deve ser estabelecida entre E ( x )  e Var(x). 

2 
De fato, têm-se verificado ~ U R G I N  & WILD ] 

que é posslvel ajustar uma curva quadrática na forma: 

Utilizando as equações (V.16) e (V.13) 

Neste texto, inclusive para efeito de com- 

14 paração com outros modelos como Sheerbroke , vamos considerar 

que q2=0. Logo, 

onde ql é um valor conhecido (geralmente avaliado a partir de da - 

dos e/ou conhecimentos anteriores). Por (V.13) e (V.17) 



a 

Uma vez estabelecido o valor de ql, so nos 

resta estimar o valor de h já que, por (V.181, p é calculado di 

retamente. Por outro lado, por (V.131, uma vez conhecido p basta 

determinar h ou E (X . 

O problema pode, então, ser colocado na se - 

guinte forma: 

"Conhecido ql, estimar o valor de h ou 0 " .  

onde 0 = E(x) 

Observemos que para x>l, podemos escrever: - 

onde 

+ é conhecido para cada x e jsI , já que p é conhecido. 

3. SOLUGÕES EXISTENTES 

O problema de estimação dos parâmetros de 

um processo GEOMETRICO POISSON foi pouco abordado até hoje tal- 

vez devido sua forma analítica pouco tratável. ~ l é m  dos méto- 

dos que apresentamos a seguir, podemos citar uma proposta de D.J. 

CROSI'ON~~ que utiliza técnicas de amortecimento exponencial e es - 



tima separadamente a taxa de chegada e o n? de demandas associa- 

do a cada chegada. Este método não será apresentado neste texto 

por pressupor o conhecimento de Y e Z (vide seções 2.1.1 e2.1.2) 

a cada período. Os métodos que apresentamos utilizam apenas ob- 

servações sobre o valor de X Y. Z. 

3.1 - ~étodo clássico - "Item's issue rate" . 

Utiliza uma série histórica de demandas pa - 

ra t períodos de tempo: 

e o estimador pontual para 8 é dado por: 

assumindo que a demanda futura será dada por uma variação aleató - 

ria em torno deste nível. 

Este enfoque produz resultados confiáveis 

na medida em que exista uma série histórica de demandas relativa - 

mente longa e que a demanda seja relativamente alta. O nosso pro - 

blema, infelizmente, não apresenta estas características e o de- 

sempenho do modelo clássico, de fato, apresenta um baixo rendi- 

mento, como veremos nas tabelas comparativas, quando utilizadopa - 

ra estimar 8 para itens cuja demanda é baixa e, em especia1,quap 

do a demanda é esparsa. 



3.2 - Objective Bayes Approach 

Sherbrooke e Feeney numa série de artigos 

publicados a partir de 1964 (C.G. Feeney e Sherbrooke (131, (14) 

e (15)) apresentaram o OBJECTIVE BAYES APPROACH demonstrando a 

vantagem da análise bayesiana sobre os métodos clássicos quando 

aplicada 2 estimação dos parâmetros da demanda por itens repará- 

veis em uma base áerea. 

Como foi então reforçado, apesar do método 

em poder ser aplicado a qualquer grupo de itens, espe- 

ra-se uma vantagem mais significativa se utilizado na análise de 

itens de demanda esparsa, isto é, no qual são observados vários 

períodos com demanda nula. 

O método assume, inicialmente, uma distri- 

buição LOG-NORMAL para o parâmetro 8. 

p(8) = 1 -1 
exp ( - ( Rn 8 -uI2) 

e m o  2 02 

cujos parâmetros o e u são estimados a partir de dados históri- 

cos referentes ao sistema ou do conhecimento sobre sistemas simi - 

lares e, eventualmente, de conhecimentos subjetivos. 

Sejam m e s2 as estimativas de o2 e u res- 
4 

pectivamente. PORTILLA'~ executou alguns testes utilizando va- 

rias formas de realizar tal estimativa tendo optado pelo "método 



dos monumentos+qll' que utiliza a expressão que relaciona ojésimo 

momento de uma log-normal com os parâmetros u e a 2  da distribui- 

Ç ~ O  normal correspondente. 

e a relação dos momentos do processo GEOM~TRICO-POISSON estabele - 

cida na seção 2.2 em (V.17). 

De (V.24) e (V.251, obtemos 

onde x = (x - 1,~2,...,~ n ) são as observações anteriores do sistema. 

3.2.3 - ~iscretiza~ão da Distribuição LOG-NORMAL 

Uma vez avaliados os parâmetros de ~ ( 0 1 ,  

define-se p5(8) - uma aproximação discretizada de ~ ( 8 ) .  Esta 

aproximação é efetuada a partir da seleção de N valores de 0. 



Oi<82<. . . . <ON (V.28) 

A distribuição aproximada é dada por: 

Numa tentativa de representar o melhor pos - 

sível a distribuição p(8) na parte esquerda (valores baixos de 

8) sem desprezar os valores da direita (valores altos),POiiTILLA 17 

selecionou os pontos de discretização segundo a expressão abaixo. 

onde h=l faz com que a distância entre dois pontos consecutivos 

seja uma progressão aritmética. Se h>l estas distâncias formamuma 

progressão geométrica. Em seus testes, PORTILLA~~ utilizou h-1. 

3.2.4 -Distribuição Posterior 

Para calcular a distribuição posterior de 

8, q(8/x), utiliza-se a versão discreta do TEOREMA DE BAYES. - 

onde A i  8; (i-p) 



e X - GEOMETRICO POISSON (hi,p) 

A distribuição discretizada é utilizada se - 

quencialmente de forma a obter as posteriores a medida que novos 

valores de X são observados. 

A dificuldade do método reside na perda de 

informação inerente representação discreta de uma variávelalea - 

tÔria conthua, isto é, 8. PORTILLA~~ observou a ocorrência de 

distribuição fortemente bimodais quando da utilização do método 

para demandas extremamente baixas. 

4. BAYESIAN ENTROPY FORECASTING( BEF) S O U Z A ~ O  

Antes de apresentar o método de estimação 

de h (OU 8 )  propriamente dito, apresentamos a formulação geral do 

BAYESIAN ENTROPY FORECASTING de SOUZAIO O leitor interessado ape- 

nas na aplicação do método, deve se dirigir 5 seção 4.4. 

A utilização de um novo enfoque para méto- 

dos de previsão utilizando conceitos da estatística bayesiana, 

resultou nos chamados METODOS BAYESIANOS DE PREVISÃO ( Bayesian 

Forecasting Methods ) de HARISSON & STEVENS'~. Estes métodos apre - 

sentam algumas importantes características que os diferenciam dos 

modelos de previsão convencionais tais como: 



- O processo não precisa ser estacionário. 

- Utiliza um critério de otimalidade diferen - 

te da minimização do erro médio quadrático, 

Algumas limitações, contudo, permaneceram. 

(i) A linearidade do modelo, isto 6 ,  as equa- 

ções de observa~ão e do sistema são linea- 

res. 

(ii) ~ficiência somente para processos NORMAIS. 

Valendo-se do conceito de entropia de SHANNON, 

o BEF (BAYESIAN ENTROPY FORECASTING) de S O U Z A ~ ~  propõe uma exten - 

são dos modelos Bayesianos de previsão onde as restrições de NOR - 

MALIDADE e LINEARIDADE citadas acima não são necessárias. 

4.2 - Conceitos ~ásicos da Teoria da ~nformacão 

Apresentamos alguns conceitos que serãouti - 

lizados mais adiante, na formulação do BEF. 

4 .2 .1 - Entropia de Shannon - ~hannon e weaver] 
19 

4.2.1.1-Definição - Seja Sn o conjunto de todas a 

distribuição discretas de pro- 

babilidades. 



A entropia da distribuição de probabilida- 

des P&Sn é dada por: 

H ( p ) = ~ ( ~ ~ , p ~  ,..., pn)= - E {en P 1 = - L' pi "'i 
P i=1 

onde, se pi=O, p.2np. =O. H(P) é chamada a FUNÇAO DE ENTROPIA. 
1 1 

Se encararmos P como um experimento para o 

qual os resultados possíveis são x ~ , x ~ ~ . . . ~ x ~  com probabilidades 

respectivamente iguais a p 1,p2 , . . . ,pn, H(P) mede a incerteza que 

temos a respeito do resultado do experimento. 

O "teorema fundamental da teoria de infor- 

19 
mação" de Shannon e Weaver diz, resumidamente que: 

"A função de entropia (definida em 4.2.1) é a Única função que 

satisfaz as três exigências para ser uma medida de incerteza de 

uma distribuição de probabilidades P". 

(i) Continuidade em pi 

(ii) Ser uma função monótona crescente de n se 

pi=l/n , i=ly2,...,n. 

(iii) consistência 



i s t o  é, s e  um e v e n t o  é s u b d i v i d i d o  em d o i s  o u t r o s  e v e n t o s ,  a  en- 

t r o p i a  o r i g i n a l  deve s e r  uma soma ponderada dos v a l o r e s  i n d i v i d u  - 

a i s  de H .  

4.2.1.3-Medida de  E n t r o p i a  p a r a  v a r i á v e i s  

c o n t í n u a s  

Se X E X é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  c o n t l -  

nua e  p ( x )  s u a  p . d . f  e n t ã o ,  a  e n t r o p i a  de Shannon é d e f i n i d a  co- 

mo 

mas d i f i c u l d a d e s .  

( i)  

i n c e r t e z a  

E s t a  d e f i n i ç ã o  a p r e s e n t a ,  no e n t a n t o ,  a l g u  

H não é i n v a r i á v e l  em r e l a ç ã o  a  uma t r o c a  
X 

d e  v a r i á v e i s  i s t o  é, s e  x = g ( x ) ,  H #Hx 
Y 

H pode s e r  n e g a t i v a .  
X 

Definimos, e n t ã o ,  uma medida p o s i t i v a  de 

S  = exp { Hx 1 
X 

onde H é dado por  (V .33) .  
X 



Seja p(x) a verdadeira p.d.f de uma variá- 

vel aleatória contínua X E Y/C e f(x> uma aproximação de p(x). A 

medida de divergência entre as duas densidades é dada, segundo 

2 o 
Kullback e Leiber (Kullback ) ,  por 

1Lp,f] é uma medida invariante e não negativa da "proximidade" 

de f(x) e p(x) (observe-se que se f(x)A - p(x) , 1[p,f] = 0). 

Define-se a "eficiência de predição" de uma 

densidade f(x), em relação a uma densidade p(x) como: 

E { f,p 1 exp C -I(p,f) 

onde I(p,f) é definido em 4.2.2. 

O leitor interessado deve referir-se Ã SOU - 

ZA" para maiores detalhes sobre os fundamentos desta definição. 

4.3 - BEF - ~ormulacão G e m l  

Apresentamos primeiramente o Modelo, BAYE- 

SIANO NORMAL de Harrison & Stevens. 



4.3.1- Normal Steady State Model 

Harrison & Stevens 18 

Sejam 

Yt : observação do processo 

Bt: nível do processo 

As equações do modelo linear dinâmico(abre - 

viadamente DLM-Dynamic Linear Model) como foi proposto são da- 

das por: 

yt = et + V t - equação de observação (V.38) 

ot Ot-l+wt - equação do sistema (V.39) 

onde 

v Q, N(0,V) é o ruído da observação t 

wt Q, N(O,W) é o ruído do sistema 

As equações de atualização são dadas pelo 

filtro de Kalmann: 

entao, 





Observemos que se uma variável aleatória Z 

tem distribuisão normal de parâmetros u e 02 ,  então, por (V.35). 

Logo, denotando a entropia de p t,t por temos que: 
t¶t 

Podemos reescrever (V.47) em termos da en- 

tropia de p 
t,t 

onde h(t) é dado por (V.49) 

FIGURA V. 1 - ~lustração gráfica de h ( t  x ' St 



4.3.2 - Modelo "Steady State" Geral 

4.3.2.1-~efinição 

Sejam 

yt E Y: as observações do sistema 

Bt E n: o parâmetro do processo 

- Dt - {y1,y2, ...,y t) O conjunto de observações até 

o instante t 

Onde : 

(i) Yt é caracterizado pela sua distribuição 

de probabilidade condicional (yt/Ot) conhe - 

cida para t=1,2, . . .  

(ii) A distribuição posterior para (Bt/Dt)é uma 

conjugada de (Yt/Bt) é sua p.d.f,  tem 
entropia dada por St,t. 

a > e (iii) A distribuição 2 priori para (8t+l/Dt 
4 

dada Por tttl,t e sua entropia, St+l,t e 
4 

uma função de St,t. ~ l é m  disso, pt+l,t e 

tal que a grandeza "EFICIÊNCIA DE PREDIÇÃO" 

definida em 4.2.3 é máxima. 



Formulando o problema definido em (iii) te 

mos : 

Calcular pt+l,t que maximize 

sujeito a 

Resolvendo-se o problema, chega-se que 

( v .  54) 

O problema acima fica completamente especi - 

ficado se definirmos g ( . ) .  Em analogia ao modelo NORMAL apresen- 

tado na seção 4.3.1, e mais especificamente, reproduzindo as ca- 

racterTsticas de h(t), escolheremos uma função com as seguintes 

propriedades: 



Se S é a entropia máxima M 

Lim g(St& 1 

St,t -+ S~ 

g( . ) é uma funSão crescente e monótona de 

g(.) tem satisfazer o modelo NORMAL. 

Logo, por comparação com h(t), escolhere- 

mos : 

onde C é uma constante real. 

Observe-se que g(S atende 5s condições 
t,t 

(i) e (ii) como é facilmente verificável. Para verificar a condi - 

4.3.2.3- Conceito de Modelo Steady State 

Dos resultados acima, um conceito um pou- 

co diferente de modelo STEADY STATE pode ser enunciado, como se 

segue: 



"Se a distribuição do parâmetro é diferenciável e unimodal, um 

modelo Steady-State é aquele cuja moda permanece constante natran - 

sição (Ot/Dt) + (8 /D 1" (SOUZA'' , capítulo 4). til t 

Desta forma, enquanto outros modelos man- 

tém a média constante, no BEF é a moda que se preserva. 

4.3.3 -Formulação do Modelo Geral 

4.3.3.1- ~nformação: 

No instante t-1, as seguintes informações 

estão disponíveis 

(i) p ( ~ ~ - ~ / f 3 ~ - ~ ) ,  conhecida em sua forma fun- 

cional para todo t=1,2, ... 

4.3.3.2-Atualização do ~arâmetro: 

(i) Distribuição priori: 

= P,t,t-1 
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4.4 - Modelo BEF - GEOMÉTRICO - POISSON-GAMMA 

Como foi visto anteriormente, com ql conhe - 

tido só nos resta estimar h. Segue agora uma aplicação doBEF no 

qual a observação tem distribuição GEOMÉTRICO-POISSON e o parâme - 

tro tem distribuição GAMMA. 

4.4.1-Distribuição Priori: (1) 

4.4.2 -Distribuição Posterior de X (X/X=x) 

Dado X=x, a demanda observada, a distribui - 

ção posterior é obtida pela aplicação do TEOREMA DE BAYES (seção 

1.2). Se denotarmos a p.d.f de (h/X=x) por p(A/X=x) temos 

onde p(X=x/A,p) é uma distribuição GEOMÉTRICO-POISSON, descrita 

em 2.1.3. 

p(X/X=O> a f-1 e -(B+l)h 

isto é, (X/X=O) % GAMMA (a,B+l) 



Denotando por p(a+i,B+l) a p.d.f de variá- 

veis aleatórias com distribuição GAMMA (a+i,~+l) podemos reescre - 

ver a equação (V.45). 

onde 

isto é, (X/X=x>l) - é uma combinação linear convexa de x variáveis 

aleatórias com distribuição GAMMA de igual parâmetro de escala 

(8+1) e com parâmetros de forma (a+l); i=1,2, . . .  x 

4.4.3 - simplificação da Posterior 

Feeney e Sherbroke, quando da formulação do 

OBJECTIVE BAYES APPROACH (Feeney e sherbroke14 apresentado na se - 

ção (3.21, descartaram o uso da distribuição GAMMA como distri- 

buição 5 priorli para Xpois a distribuição posterior a ela associa 

da, quando o processo é GEOMÉTRICO-POISSON, não é uma GAMMA. De 

fato, se (V.46) fosse utilizada no teorema de Bayes como distri- 

buição priori do período imediatamente posterior, a distribui- 

ção posterior então obtida seria uma combinação de x 1 . x  GAMMAS, 



onde xl é a demanda no período em questão. 

Para superarmos esta dificuldade e tornar- 

mos o problema analiticamente tratável, lançamos mão do "PRINCÍ- 

31 PIO DE MÁXIMA ENTROPIA DE JAYNES" (JAYNES ) que diz: 

11  A distribuição posterior simplificada para (A/X=x) é a distri- 

buição de máxima entropia cujas estatlsticas suficientes são i- 

guais às correspondentes estatísticas suficientes da mistura". 

A distribuição GAMMA tem como estatlsticas 

suficientes, a média e a média geométrica. Podemos, portanto, es 

crever a equação da mistura na forma abaixo: 

onde 

(V. 67) 

gmi média geométrica de G [a+i, 8+ll - = 

sendo Y(.) = FUNÇÃO DIAGRAMA, Y(u) = d Rn r(u) 

du 



e  C:: é dado p o r  (V .47) .  xi 

A s s i m ,  a  GAMMA i n i c i a l  aqual  s e  r e f e r e  JAY 

NES s e r á  a d i s t r i b u i ç ã o  GAMMA (m,gm) onde 

Na s e ç ã o  4 . 3 . 2 . 1 ,  vimos que a  d i s t r i b u i ç ã o  

a p r i o r i  do par&netro  em t t l ,  p t + l , t ,  é c a l c u l a d a  a p a r t i r  da d i s  

t r i b u i ç ã o  p o s t e r i o r  do parâmetro  em t segundo a  e x p r e s s ã o :  

onde 

( V .  7 4 )  

onde C é uma c o n s t a n t e  r e a l ,  S é a  medida p o s i t i v a  de i n c e r t e  
t Y t  

- 
a 

za  de pt d e s c r i t a  p e l a  equação (V.35) e  SM e  o  v a l o r  máximo , t 



(V. 75 

e a entropia de Shannon é dada por 

onde r(.) e Y(.) são dados, respectivamente por (V.69) e (V.70). 

Como, por definição, 

SA = exp { H A  1 

verifica-se facilmente que 

s~ Lim S =+a X 
a- t l  

P +o 

Logo, por (V.74) e (V.78) 

(V. 78) 

onde C necessita ser estimado a partir dos dados. 

Uma variação da idéia de verossimilhança - a 

gregada de um modelo bayesiano de A K A I K E ~ ~  nos fornece um crité- 

rio para a escolha de C. Seja 6 esta escolha, então, 



A 

C max L(c) onde 

C &IR + 

sendo q(€Ii/c) a distribuição 5 priori pt+l,t obtida com um dado 

valor de c. 

4 . 4 . 5  -Formulação ~atemática do Modelo 

GEOMETRICO-POISSON-GAMNA 

. Xt : número de demandas observadas (observação do sistema) 

. ht : média de chegadas aleatórias (~arâmetros do sistema) 

Xt-l - - ( x ~ ~ x ~ , - . - X ~ - ~  - posterior no instante t-1 para o pa- 

râmetro, com p.d.f pt-l,t-l conheci- 

da. 

Pt-l,t-l I GAMMA ("t-19Bt-l) > 

priori em t para o parâmetro, com 

p.d.f p 
t,t+l desconhecida. 



4.4.5.2-Modelo 

~quação de observação: (Xt/At, p ) % GP( A t ,  

Equação do sistema: a Pt , t-1 1%-l,t-1 p t - l , t - 1  (V.84) 

4.4.5.3-Atualização dos ~arâmetros 

( i ~istribui~ão priori do parâmetro no tem- 

t-1) po t: (At/x - 

onde, por (V.73): 

(ii) ~istribui~ão posterior do ~arârnetro em t: 



Obtida pela aplicação do teorema de Bayes confor - 

me apresentado na seção 4.4.2, isto é, 

onde at e Bt são obtidos a partir das estatlsticas suficientes da 

mistura como vimos na seção 4.4.3. 

4.4.5.4-~istribuição da Predição da Demanda um 

perTodo 2 frente 

Por definição, 



Resolvendo a i n t e g r a l  ( V .  89 1 



VI. MEDIDAS DE PERFORMANCE DE FORNECIMENTO 



VI. MEDIDAS DE PERFORMANCE - DE FORNECIMENTO -- -- -- 

No capítulo TV verificamos que a expressão 

final do problema de otimização dos custos variáveis do estoque, 

fica perfeitamente determinada pela avaliação de AE e AB dados 

pelas equações (IV.46) e (IV.47) para modelos de revisão contí- 

nua e (IV.64) e (IV.65) para modelos de revisão consti - 

tuindo-se excessões os MODELOS BIN~RIOS (seções IV.2.1.3 e seção 

IV.2.2.3) para os quais a decisão depende apenas do valor do pa- 

râmetro X que representa a taxa de ocorrência das demandas nopro 

cesso GEOM~TRICO-PQISSON. 

Como já comentamos anteriormente, nem sem- 

pre é fácil - ou até mesmo poss?vel - avaliar os parâmetros 

R, 3, I e C da função de custo. Dadas estas dificuldades, umaten - 

dência marcante na área de controle de estoques têm sido forne- 

cer, ao invés do valox7 de s que minimiza a função de custo, al- 

guns índices representativos da performance da política de esto- 

ques adotada. 

Estes índices, na verdade, são medidas es- 

sencialmente semelhantes àquelas utilizadas no capitulo IV (E, B 

e D) com a diferença que têm, 5s vezes, uma interpretação física 

que fala mais de perto 5 sensibilidade daqueles envolvidos na ge - 

rência do estoque. 

Neste cap~tulo, apresentamos o cálculo dos 

índices propostos por Feeney e Sherbroke para modelos de revisão 

contínua sob demanda GEOMETRICO-POISSON (Feeney sherbroke13 ) e 

uma extensão destes mesmos cálculos para modelos de revisão pe- 
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riódica por nós desenvolvidos. 

1. MODELOS DE REVISÃO CONTÍNUA 

O teorema de Palm para teoria das filas apli 
7 

cada ao problema de estoques quando a demanda é unitária e dis- 

tribulda segundo um processo de POISSON é generalizado para de- 

mandas não-unitárias e distribuídas segundo um processo GEOMÉTRI - 

CO-POISSON nos fornecendo uma ferramenta para analisarmos o caso 

em que o tempo de entrega é também uma variável aleatória. 

Seja X (t o número de unidades encomenda- 

das ao fornecedor e que ainda não foram entregues ao estoque as 

quais chamaremos de "unidades em atendimento" já que este enfo- 

que se presta muito bem a estoques de peças reparáveis. Nosso ob - 

jetivo será calcular X(t) medido em um instante aleatório t. Co- 

mo a análise é desenvolvida apenas para estoques com formação de 

fila, toda a demanda será eventualmente atendida e, portanto, 

o 5 X(t> < 

Neste ponto, é importante reforçar que, co - 

mo o nível do estoque é constante e igual a s (pois a cada deman - 

da corresponde um pedido de mesmo tamanho), se existem x unida- 

des em atendimento, temos: 

(i) se x 5 s, s-x é o estoque em mãos; 

(ii) se x > s, 1s-xl é o número de unidades na 

fila e o estoque em mãos é zero. 
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A figura abaixo ilustra o que foi dito. 

FIGURA VI.l 

Teorema de PaLm 

ESTOQUE 

TEOREMA 1: Seja s o estoque de referência de um :tem parao qual 

a demanda é POISSON com taxa X e tempo de entrega com 

uma distribuição arbitrária Y(t) com média T. As pro- 

babilidades a longo termo de x unidades em atendimen- 

to tem distribuição POISSON com média XT: 

-XT 

, O - < X ( XEI (VI. 1) 
x! 

PROVA: 

Antes de provar o teorema, observemos a seguinte propriedade dos 

processos de POISSON: 



"Dado que foram observados n ocorrências POISSONIANAS num inter- 

valo t, a probabilidade de uma delas ter ocorrido entre t; e 

Seja S(t-ti) a p~obabilidade de um pedido 

emitido em ti ser entregue até t, t > ti. Logo, 

onde Y ( .  é a função de densidade de probabilidade do tempo de 

entrega. 

Se pelo menos uma demanda foi observada en- 

tre O e t, a probabilidade que o pedido correspondente seja en- 

tregue em t é dado por: 

Segue-se que a probabilidade de um pedido 

em particular ser entregue até o instante t é: 



Se foram observadas n demandas entre O e t 

e existem x unidades em atendimento então, n-x unidades já foram 

entregues. A probabilidade disto ocorrer é dada pela distribui- 

ção binomial: 

n n-x p(n-x unidades entregues)=( ) G 
X 

C L - G ) ~  

onde G é dado por (VI.4). 

Logo, hCx) é dado pela probabilidade de n 

demandas entre O e t e (n-x) unidades entregues, isto é, 

Fazendo o cálculo a longo termo, 



( V I .  8) 

Por ( V I . 2 )  temos que: 

Logo, i n t e g r a n d o  ( V I . 8 )  p o r  p a r t e s  temos,  

L X L i m  ti Y ( t i ) d t i  = Ar ( V I . 1 0 )  
t- 

P o r t a n t o ,  por  ( V I . 7 )  e  ( V I . 1 0 ) .  

C . Q . D .  



1.2 - Teorema de Palm Generalizado 

TEOREMA 2: Seja s o estoque de referência para um item cuja de- 

manda tem distribuição GEOMÉTRICO-POISSON com taxa h 

e o tempo de entrega com uma distribuição arbitrária, 

Y (t) com média - r .  Suponha que os pedidos são entregues 

integralmente, isto é, o tempo de entrega é o mesmo 

para as unidades em atendimento referentes ao mesmope - 

dido. As probabilidades a longo termo de x unidadesem 

atendimento são dadas pela distribuição GEOMÉTRICO - 

POISSON com taxa XT, isto é: 

PROVA: 

Forneceremos uma prova simplificada, válida apenas para estoques 

com formação de fila. 

Num processo POISSON-COMPOSTO as chegadas 

(ocorrência de demandas) ocorrem segundo um processo POISSON. As - 

sim, o teorema de Palm nos fornece a probabilidade de y pedidos 

pendentes em um dado instante, lembrando que a cada demanda cor- 

responde a emissão de um pedido. 

A probabilidade de x unidades em atendimen - 

to é dada pela probabilidade de y pedidos pendentes e que estes 

y pedidos totalizem x unidades, x - > y. 



Como assuminos que as unidades referentes 

a um mesmo pedido sao entregues simultaneamente e como o proces- 

so de atendimento é independente do tamanho do pedido, a probabi - 

lidade de y pedidos totalizarem x unidades é dada, como em (IV.3) 
.L 

por fYd'(x), isto é, 

h(x) = p(x, XT) 

C.Q.D. 

1.3 - Medidas de Performance de Fornecimento 

Tendo em mãos a expressão da distribuição 

de probabilidades de X(t), o número de unidades em atendimento, 

estarnos aptos a calcular os índices aos quais nos referimos. 

Todos os índices dependem apenas do nlvel 

de referência, s, dos parâmetros da distribuição GEOMÉTRICO-POIS - 

SON e da média do tempo de entrega T. São eles: 

R(s): A probabilidade de um item observado num instante qual- 

quer não possuir unidades na fila. Chamaremos TAXA DE GA- 

RANTIA. 

F(s): O valor esperado do número de demandas por unidade de tem - 

po que podem ser atendidas prontamente, com o estoque em 
- 

maos. Chamada NUMERO DE ATENDIMENTOS IMEDIATOS. 



S(s): Valor esperado do número de unidades em atendimento de ro - 

tina (isto é, o número de unidades em atendimento não des - 

tinadas suprir as unidades na fila). Chamaremos NUMERO 

DE UNIDADES EM SERVICO. 

1.3.1-R(s) - TAXA DE GARANTIA 

É a medida mais simples. Distingue duas si - 

tuações - haver ou não unidades na fila. Definida desta forma, 

R(s) não leva em conta o número de unidades na fila considerando 

apenas a sua existência ou não. 

Pelo teorema 2, a distribuição de probabi- 

lidades de x unidades em atendimento é dada por: 

R(s) é a probabilidade de s ou menos unidades em atendimento. Lo - 

go 3 



1 . 3 . 2  - F ( s )  - ATENDIMENTOS IMEDIATOS 

Mede, i n d i r e t a m e n t e ,  o  v a l o r  e spe rado  do 

número de unidades  que e n t r a r a m  n a  f i l a  que já f o i  c a l c u l a d o  n a  

s e G ã o  I V . 2 . 1 . 1 .  É f á c i l  v e r  que como t o d a  demanda que não é ime- 

d i a t a m e n t e  a t e n d i d a  é co locada  n a  f i l a ,  a  soma de F ( s )  com o  va - 

lar e s p e r a d o  do número de unidades  que e n t r a r a m  n a  f i l a  num dado 

p e r í o d o  ( E ( s )  dado p o r  IV.38) é a  demanda média n e s t e  mesmo pe- 

r l o d o .  poderíamos c a l c u l a r  F ( s )  a  p a r t i r  dos r e s u l t a d o s  da  s e ç ã o  

I V . 2 . 1 . 1 ,  a t r a v é s  da e x p r e s s ã o :  

No e n t a n t o ,  p r e f e r i m o s  c a l c u l á - l a  d i r e t a -  

mente obtendo uma e x p r e s s ã o  mais c o n v e n i e n t e .  O v a l o r  esperado do 

número de a tend imentos  i m e d i a t o s  pode s e r  c a l c u l a d o  da s e g u i n t e  

forma. 

Pr imeiramente  sabe-se  que como a  chegada de 

u s u á r i o s  é POISSON, a  p r o b a b i l i d a d e  de um u s u á r i o  chegar  em num 

i n t e r v a l o  de tempo A t  pequeno é dada por  X A t .  Papa cada  u s u á r i o ,  
d 

o  v a l o r  e s p e r a d o  do número de a tend imentos  i m e d i a t o s ,  w ,  e  dado 

por :  

onde p(w)  é a  p r o b a b i l i d a d e  de ocorrerem exatamente  w atendimen- 

t o s  i m e d i a t o s  o  que é a  p r o b a b i l i d a d e  de um u s u á r i o  e f e t u a r  uma 

demanda por  w unidades  e  o  número de unidades  em a tendimento  s e r  

s-w ou menos, - ou de e x i s t i r e m  exatamente  s - w  unidades  em a t e n d i -  



mento e o usuário efetuar uma demanda por mais de w unidades. 

S-W c0 

Portanto. 

Após uma série de manipulações, demasiada- 

mente longas, obtemos a expressão. 

onde fk = ( 1 - p )  p 
k-1 

(VI.22) 

2 fácil ver também que, por (VI.21)e(VI.22) 



1.3.3 - S(S) - UNIDADES EM SERVIÇO 

Mede, indiretamente, o número e o tempo de 

permanência das unidades na fila. Segundo a definição, S(s) é a 

diferença entre o valor esperado do número de unidades em atendi 

mento e o valor esperado do número de unidades na fila. Na seção 

( IV.2.11, definimos B(s) como o número de unidades.ano na fila 

que se iguala numericamente ao valor esperado do tamanho da fila 

se observada em um instante qualquer do tempo. Logo, 

De (VI.24) é fácil ver que: 

S(s) = S(s-1) - R(s-1) + 1 

Nesta seção, apresentamos as expressões de 

R(s) e F(s), definidos na seção 1.3 quando aplicados a estoques 

de revisão A medida "UNIDADES EM SERVIÇO" não tem sen - 

tido em estoques de revisão já que os pedidos são emi- 

tidos apenas a intervalos regulares de tempo T. Observemos tam- 

bém que nesta seção o tempo de entrega T é fixo e conhecido. 



2 . 1  - R ( s )  TAXA DE GARANTIA 

Consideremos que houve uma r e v i s ã o  no i n s -  

t a n t e  t .  Repet indo a  argumentação u t i l i z a d a  n a  s e ç ã o  I V . 2 . 2 . 1  s e  

j a  x  o  s a l d o  do e s t o q u e  num i n s t a n t e  q u a l q u e r  e n t r e  t t ~  e t t T t - r .  A 

r a z ã o  de c o n s i d e r a r  e s t e  i n t e r v a l o ,  como já f o i  d i t o ,  e  que t o -  

dos o s  pedidos  e m i t i d o s  a n t e s  de t ,  chegaram ao  e s t o q u e  a t é  t + ~  

e  nenhum pedido e m i t i d o  d e p o i s  de t ( i s t o  é, em t+T) chegou ao  

e s t o q u e  a n t e s  de t t T i ~ .  

Logo, s e  Y ( x , t t < )  é a  d i s t r i b u i ç ã o  de pro- 

b a b i l i d a d e s  do s a l d o  do e s t o q u e  x  medido num i n s t a n t e t + S  , T ~ ~ + T ,  

temos : 

( V I .  2 6  Y ( x , t + S >  = p ( x , h S )  

A d i s t r i b u i ç ã o  m a r g i n a l  de x ,  medido num 

i n s t a n t e  q u a l q u e r  é: 

R ( s )  é a  p r o b a b i l i d a d e  de x>O, - logo :  

onde 

Q(x) = p(x,XS)dS dado em ( I V .  5 9 ) . 



2.2. - F(s) - ATENDIMENTOS IMEDIATOS 

Conforme comentado na seção ( 1 . 3 . 3 )  F(s) é 

dado pela diferença entre a demanda média e o número de unidades 

que entraram na fila. Portanto, 

onde E(s,T) é o valor esperado do número de unidades que entra- 

ram na fila, dado em (IV.56) 

Consequentemente, 





VII. TESTES E CONCLUSÕES 

Neste capítulo apresentamos alguns exemplos de 

utilização do BEF para a estimação da média de um processo GEO- 

METRICO-POISSON, de determinação do nível Ótimo de estoques e do 

cálculo dos índices de performance. 

Para efeito de teste foram geradas séries sinté- 

ticas de 250 observações geom~trico-poissonlanaâ para vários va - 

lares de p e h. Em nossos testes, no entanto, nos concentramos 

nas séries com razão da variância para a média igual a 2 ( isto 

4 

e, p=1/3) e com O (0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 1.25, 1.5, 1.75, 2, 

2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5). Estas séries pretendem cobrir o que 

consideramos a região de interesse para a aplicação do nosso es - 

tudo. 

1. O METODO BEF APLICADO A ESTIMACÃO DE O 

O método BEF para sua utilização o co- 

nhecimento da constante C comentada na seção V.4.3.2.2. Normal - 

mente, este valor seria avaliado a partir de dados anteriores ou 

de sistemas análogos utilizando o critério da maximização da ve - 

rossimilhança agregada citado na seção V.4.4.4. No nosso caso em 

especial, como a média do processo é constante o valor Ótimo de 

c é 

De fato, como 



o  aumento de i n c e r t e z a  s o b r e  o  v a l o r  do parâmetro  no tempo que 

d e c o r r e  e n t r e  um i n s t a n t e  e  o u t r o  s e r á  t a n t o  maior  quanto  maior 

f o r  C já que ,  por  ( V . 7 3 ) :  

Por  o u t r o  l a d o ,  C = O  s i g n i f i c a  que nenhuma i n c e r -  
- 

t e z a  s e r á  i n c o r p o r a d a  a  p  e n t r e  t e  til. No nosso  c a s o ,  nao 
t , t  

h á  nenhuma r a z ã o  p a r a  incorporarmos i n c e r t e z a  ao  p r o c e s s o j á q u e  

estamos es t imando um parâmetro  que sabemos c o n s t a n t e  e  s o b r e  o  

q u a l  temos mais c e r t e z a  a  cada  novo v a l o r  observado.  Devemos dei 

x a r  c l a r o ,  no e n t a n t o ,  que s e  o  pa râmet ro  a p r e s e n t a s s e  dependên - 

tia s e r i a l ,  C d e v e r i a  s e r ,  ce r t amente ,não-nu lo .  

A não s e r  quando d i t o  o  c o n t r á r i o ,  todos  o s  t e s -  

t e s  foram f e i t o s  u t i l i z a n d o  uma GAMMA com parâmet ros  a = 2 . 0  e  

B = 1 . 6 6 6  que tem média i g u a l  a  1 . 2  e  v a r i â n c i a  i g u a l  a  0 . 7 2  pa - 

r a  d i s t r i b u i ç ã o  2 p r i o r i  de O .  

1.1- Comportamento ~ s s i n t ó t i c o  

A t a b e l a  V I I . l ,  mos t ra  o s  v a l o r e s  o b t i d o s  p a r a  o  

e r r o  r e l a t i v o 1  médio computado a  p a r t i r  das  Úl t imas  50 observa-  

ções  de uma s é r i e  de 250 u t i l i z a n d o  os  v a l o r e s  da  média e  da mo - 

da da d i s t r i b u i ç ã o  p o s t e r i o r  como e s t i m a t i v a s  p o n t u a i s  da média 

do p rocesso .  Nes ta  mesma t a b e l a  podemos o b s e r v a r  como o  método 

r e a g e  a  uma e s t i m a t i v a  e r r ô n e a  p a r a  ql ( r a z ã o  da v a r i â n c i a  p a r a  

a  média) já que p r e s s u p o r  o  s e u  conhecimento t a l v e z  s e j a  uma i- 

d é i a  um t a n t o  o t i m i s t a .  P a r a  melhor v i s u a l i z a ç ã o ,  e s t e s  mesmos 

dados foram p l o t a d o s  (GRAFICO V I I . 1 )  de forma a  c a r a c t e r i z a r  a s  

1. O e r r o  r e l a t i v o  médio é dado p e l a  média dos d e s v i o s  d i v i d i d a  
p e l o  v a l o r  do parâmetro .  



r e g i õ e s  em que há t e n d ê n c i a  a  s u b - e s t i m a r  ou a s o b r e - e s t i m a r .  

6 
b ERRO(%) 

4 0  " 

Sobre-estimativa 
3 0  
" 

4 

2 0  .. sub-estimativa 
6 

Pouca d i f e r e n ç a  houve, em termos de e r r o  r e l a t i -  

vo, e n t r e  a  u t i l i z a ç ã o  da média ou da moda da d i s t r i b u i ç ã o  pos- 

t e r i o r  como e s t i m a t i v a  p o n t u a l  da média do p rocesso .  E s t a  d i f e -  

r e n ç a  s e  s i t u o u  num n l v e l  máximo de 3% e  mostrou s e r  t a n t o  me- 

n o r  quanto  maior  f o r  0. Como veremos mais a d i a n t e ,  e s t a  d i f e r e n  - 

ç a  s e  mostrou mais marcante  e  quase  sempre d e s f a v o r á v e l  5 moda 

quando o  número de observações  é pequeno. 

O modelo a p r e s e n t o u  uma c l a r a  t e n d ê n c i a  a  sobre -  

e s t i m a r  os  v a l o r e s  pequenos de O o  que f e z  com que o  modelo fun  - 

c i o n a s s e  melhor com q l=1 .5  p a r a  0=0 .25 ,  0.5 e 0 . 7 5  como podemos 

v e r i f i c a r  no g r á f i c o  V I I . l .  No mesmo g r á f i c o ,  notamos que o  mo- 

d e l o  é mais s e n s í v e l  a  v a r i a ç õ e s  em q ,  quando O é pequeno (<1). 



YBROS R E L A T I V O S  
250 o s s e i w a e s  

R - R A Z B O  DA V A R I A N C I A  PARA A MEDIA 

TABELA VII. 1 



1 . 2  - Compo~tamento com Poucas Observações 

A t a b e l a  V I I . 2 ,  aná loga  t a b e l a  V I I . l ,  nos mos- 

t r a  o v a l o r  do e r r o  medido a p a r t i r  das  Últ imas 1 0  observações de 

uma s é r i e  de 2 0 .  E s t e  t e s t e  s e  aproxima mais de uma aplicação r e  - 

a l .  A s  1 0  p r i m e i r a s  observações  foram u t i l i z a d a s  p a r a  e s t i m a r  a 

d i s t r i b u i ç ã o  5 p r i o r i  e r e p r e s e n t a r i a m  alguma informação an te -  

r i o r  s o b r e  o s i s t e m a .  Na mesma t a b e l a  apresentamos os  r e s u l t a -  

dos o b t i d o s  p e l a  e s t a t í s t i c a  c l á s s i c a  ( I t e m ' s  I s s u e  R a t e ) .  

Conforme já h a v h m o s  comentado, a média da d i s -  

t r i b u i ç ã o  p o s t e r i o r  s e  mostrou mais adequada que a moda p a r a  e s  - 

t i m a r  O quando dispomos de  poucas obse rvações .  P a r a  v a l o r e s  de 

O acima de 1 houve uma t e n d ê n c i a  a sub-es t imar ,  o que e x p l i c a  um 

melhor desempenho do modelo quando q 1 = 3  ~ l é m  d i s s o ,  confirman- 

do o observado na  s e ç ã o  a n t e r i o r ,  o modelo p a r e c e  mais s e n s l v e l  

a v a r i a ç õ e s  de ql quando O é pequeno. 

Na t a b e l a  V I I . 3 ,  apresentamos duas das  s i m u l a  - 

<Ões da  t a b e l a  V I I . 2  como exemplo de como o BEF r e a g e  quando 

0.0.5 e 0.2.0 p a r a  q1=(1 .5 ,  2 . 0 ,  3 . 0 ) .  

1 . 3  - Comparação do BEF com o "Ob jec tLve  Bayes Approach" 

Não f i c o u  c l a r o  em P O R T I L L A ~ '  como e com quan tos  

dados f o i  o b t i d a  a d i s t r i b u i ç ã o  à p r i o r i  em s e u s  t e s t e s .  A s s i m ,  

n a  f a l t a  de o u t r a  informação u t i l i z a m o s  apenas o ponto i n i c i a l  

u t i l i z a d o  nas  o u t r a s  s imulações  u t i l i z a n d o ,  ao  c o n t r á r i o  dos ou 

t r o s  exemplos, a moda da  d i s t r i b u i ç ã o  GAMMA como e s t i m a t i v a  pa- 

r a  a média. 



Como podemos o b s e r v a r  n a  t a b e l a  VII.4, o  BEF f o i  

levemente s u p e r i o r  a p r e s e n t a n d o  um e r r o  r e l a t i v o  médio da  ordem 

de 46% c o n t r a  um e r r o  de 4 8 %  do Bayes O b j e c t i v e  Approach. Evi- 

dentemente e s t e  é apenas um exemplo, p a r a  i n f e r i r m o s  a l g o  s o b r e  

o  comportamento dos d o i s  métodos n e c e s s i t a r í a m o s  n a t u r a l m e n t e  

de t e s t e s  com um g*ande número de s é r i e s .  
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B - XAZBO 3 A  V A R I A N C I A  P A R A  N d D I A  

T A B Z L A  VII. 2 



------- MEDIA = .5 

PXRIODO 08s  B Zl! 

11 2 . 3 8 9  

E R R O  RELAT X V 3  ,298 

B E D I A  = 2.0 

P E R I O D O  O B Ç  B EE 
! 

? 6  7 1.528 

1 7  2  7.573 

1 8  4 1.682 

1 9  5 1.810 

2  O 2 1.835 

ERRO RELATIVO o*. 256 

ISSUE RATE 

1,000 

O, 500  

0 .661 

O. 500  

0 .600 

1.667 

1 . 7 1 4  

2,000 

2 . 3 3 3  

2.300 

O. 405 

TABELA VI1.3 



LXEM PLO C O K P A 2 A T I V O  

O B B  

. 7 4 2  

.501  

. 3 9 0  

. 3 2 4  

- 2 7 9  

,504 

-692 

. 6 0 6  

,705  

.784 

T A B E L A  VII.4 



2. ~ N D I C E S  DE PERFORMANCE E CALCULO DO N ~ V E L  ÕTIMO DE ESTOQUE 

Foram c r i a d o s  d o i s  programas (PROGRAMA 3 e PRO- 

GRAMA 4 )  que dados o s  v a l o r e s  dos p a r â m e t r o s  X e  p d a  d i s t r i b u i  - 

ç ã o  GEOMI~TRICO-POISSON,  e f e t u a m  o  c á l c u l o  dos í n d i c e s  de p e r f o r  - 

mance comentados no capitulo V I  e ,  quando r e q u e r i d o ,  c a l c u l a r  

o  v a l o r  Ótimo do n í v e l  de r e f e r ê n c i a  s do e s t o q u e  segundos o s  

modelos d a s  s e ç õ e s  I V . 2 . 1 . 1  e I V . 2 . 2 . 1  p a r a  e s t o q u e s  de REVISÃO 

C O N T ~ N U A  e REVISÃO P E R I ~ D I C A  r e s p e c t i v a m e n t e .  

Quanto a o s  modelos de o t i m i z a ç ã o  acima c i t a d o s ,  

deve  ser  r e s s a l t a d o  que não  f o i  p rovado n a  l i t e r a t u r a  que a f u n  - 

de  c u s t o  s e j a  un imodal .  Em n o s s o s  t e s t e s  no e n t a n t o  não en-  

cont ramos  nenhuma e v i d ê n c i a  de que i s t o  s e j a  f a l s o .  O s  í n d i c e s  

e  o s  c u s t o s  c a l c u l a d o s  p a r a  as duas  c l a s s e s  de  e s t o q u e s  ( R E V I -  

SÃO C O N T ~ N U A  e REVISÃO P E R I Ó D I C A ) ,  como era  p r e v i s t o ,  se i g u a  - 

l a m  quando o  pe rzodo  d e  r e v i s ã o  se aproxima de  z e r o .  

Cabe l e m b r a r  que o  c á l c u l o  do v a l o r  Ótimo do n í -  

v e l  de  r e f e r ê n c i a  s p a r a  o s  modelos com " p e d i d o  e s p e c i a l "  ( s e -  

ç õ e s  I V . 2 . 1 . 2  e I V . 2 . 2 . 2 )  também podem ser  c a l c u l a d o s  b a s t a n d o  

p a r a  i s t o  f a z e r  n=0. 

Exemplos d e  execução  de ambos o s  programas se en  - 

con t ram nos a p ê n d i c e s  C e D r e s p e c t i v a m e n t e .  



A f a l t a  de um c a s o  r e a l  p a r a  a n á l i s e  i m p o s s i b i l i  

t o u  uma a v a l i a ç ã o  c r í t i c a  do comportamento dos modelos de e s t o -  

que .  Devemos r e s s a l t a r  no e n t a n t o ,  que a s u a  formulação vem acres - 

c e n t a r  a l i t e r a t u r a  e x i s t e n t e  na  medida em que c o n s t i t u e m  uma ge - 

n e r a l i z a ç ã o  p a r a  demandas GEOMÉTRICO-PCISSON de  conhecidos  mode - 

10s p a r a  demandas POISSON. O mesmo podemos d i z e r  dos í n d i c e s  de 

performance que ,  a exemplo do que f i z e r a m  Feeney e Sheerbroke 1 3  

p a r a  modelos de REVISÃO C O N T Í N U A ,  foram c a l c u l a d o s  p a r a  e s t o -  

ques com REVISÃO PERIÓDICA.  

Quanto ao  método a p l i c a d o  5 es t imação  da &dia de 

um p r o c e s s o  GEOMETRICO-POISSON, mostrou-se b a s t a n t e  r o b u s t o  na  

17 
medida em que não a p r e s e n t o u  o s  problemas comentados emPORTIU 

s o b r e  o método O b j e c t i v e  Bayes Approach, t a i s  como d i s t r i b u i ç ã o  

p o s t e r i o r  bimodal ou degenerada .  

De uma forma g e r a l ,  o modelo subes t ima  v a l o r e s  

da média maiores  que a unidade  e a p r e s e n t o u  uma maior  s e n s i b i l i  - 

dade ã p r e c i s ã o  do v a l o r  de ql quando da  es t imação  de pequenos 

v a l o r e s  da média. 

Concluimos e s t e  t r a b a l h o  com algumas sugestões de 

forma a a c r e s c e n t a r  o s  r e s u l t a d o s  a q u i  o b t i d o s .  

- U t i l i z a r  a equação ( V . 1 6 )  que r e l a c i o n a  Var (x )  e E ( x )  na  s u a  

forma comple ta ,  i s t o  é, com q 2 # 0  de forma que 2 cada  v a l o r  do 

parâmetro  A ( o u  0) cor responda  um v a l o r  do parâmetro  p segun- 

do a equação a b a i x o .  



e não supor p conhecido (consequência de q2=0). 

- Estimar os parâmetros h e p separadamente sendo que para isto 

é necessário o conhecimento do valor de cada demanda e não ape - 

nas da demanda total ao final do período como neste trabalho. 

- Testm os modelos para situaqÕes em que a média O varie com o 

tempo apresentando dependência serial. 





SRIÇÃO DO PROGRAMA 1 - 

Gera uma série sintética de observações segundo 

um processo GEOMÉTRICO-POISSON. O programa foi basicamente de- 

17 senvolvido por PORTILLA ao qual incluimos apenas modificações 

circunstanciais tais como o armazenamento das séries geradas em 

arquivo em disco, entrada de dados, etc. 

A . l  - PROCESSO DE GERAÇÃO DAS OBSERVAÇÕES 

As observações são geradas baseadas na densidade do tempoentre 

demandas 

onde 

I 1, t=O 

s(t> = 

0, caso contrário 

isto é, após a ocorrência de cada demanda existe uma probabili- 

dade p de outra observação simultânea e uma probabilidade (1-p) 

que um processo POISSON de taxa X se inicie. 

Assim, o programa primeiramente extrai uma obser - 

vação X de uma distribuição exponencial de média 1/X, dado por 



Uma vez determinado o  i n s t a n t e  da obse r -  

vação POISSONIANA, o  número de obse rvações  s i m u l t â n e a s  é dado 

p o r  um mais o  número de vezes  c o n s e c u t i v a s  em que 

onde, novamente, 5 Q U ( 0 , l ) .  

A s s i m  que observamos um 5 t a l  que 6 - > p ,  um pro-  

c e s s o  POISSON s e  inicia e retomamos o p r o c e s s o .  

O programa imprime um sumár io  com a s  p r i n c i p a i s  

e s t a t T s t i c a s  da s imulação .  A s  mensagens s ã o  a u t o - e x p l i c a t i v a s  e  

fornecem uma v i s ã o  g e r a l  das  p r o p r i e d a d e s  dos dados ge rados .  

A.  3 - REPRESENTAÇÃO PICTÓRIA DA DEMANDA E ESTATÍ  STICAS COMPLETAS 

O programa pode também a p r e s e n t a r  uma r e p r e s e n t a  - 

ção p i c t 6 r i a  da demanda. 

A r o t i n a  de p l o t a g e n s  não d i f e r e n c i a  demandas por 

7 unidades  ou mais nem quando duas demandas ocorrem no mesmo dê - 

cimo de p e r l o d o .  

Uma o u t r a  opção do programa é impr imi r  t o d a s  a s  

informações  ge radas  ao  longo do p r o c e s s o  q u a i s  sejam: o  tempo 

e n t r e  duas demandas ( d i s t r i b u i ç ã o  e x p o n e n c i a l ) ,  o  número de u n i  - 

dades p o r  demanda ( d i s t r i b u i ç ã o  g e o m é t r i c a ) ,  o  i n s t a n t e  em que 

s e  deu a  demanda e  o  número de demandas cor responden te  a  cada  

p e r í o d o .  



A.4 - ENTRADA DE DADOS 

NREG . . . . . . . . . . . . .  Número do r e g i s t r o  do a r q u i v o  de sé- 
r i e s  no q u a l  deve se r  g r a v a d a  a sé 
r i e  g e r a d a  

I K E Y  . . . . . . . . . . . . .  I n d i c a  se o a r q u i v o  e s t á  sendo usado  

do p e l a  p r i m e i r a  vez(YKEY=O) o u n ã o  

( Y K E Y = l )  

TETA . . . . . . . . . . . . .  Média do p r o c e s s o  GEOMÉTRICO-POISSON 

RATIO ............ vazão  d a  v a r i â n c i a  p a r a  a média 

NUMBER ........... Número de per?odos  a serem ge rados  

SEED ............. ~ Ú m e r o  de a m o s t r a s  de 5 % u ( O , l ) a  se - 

rem d e s p r e z a d a s  a n t e s  que a s i m u l a  - 

ção  t e n h a  i n í c i o .  

OPTION ........... OPÇÃO DE IMPRESSÃO 

1 sumár io ,  G r á f i c o  e ~ s t a t í s t i c a s  

2 sumár io  e G r á f i c o  

3 sumár io  e ~ s t a t í s t i c a s  

4 Sumário 
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Executa  uma a n á l i s e  Bayesiana dos dados segundo 

11 o método BEF - GEOMÉTRICO-POISSON-GAMMA (SOUZA 1 n a  es t imação 

do parâmetro  X (ou O )do processo  GEOMÉTRICO-POISSON. 

O programa deve s e r  u t i l i z a d o .  pr imetramente  p a r a  

est imar o v a l o r  da  c o n s t a n t e  C e ,  u t i l i z a n d o  e s t e  r e s u l t a d o ,  no - 
L 

vamente u t i l i z a d o  p a r a  f o r n e c e r  os  v a l o r e s  das  d i s t r i b u i ç õ e s  a 

p r i o r i  e da  d i s t r i b u i ç ã o  p o s t e r i o r  dos parâmetros  X e O .  Quando 

dese jado  e no caso  de p o s s u i r  a s  informações s o b r e  o ve rdade i ro  

v a l o r  de X e / o u  0 ,  o programa pode f o r n e c e r  o v a l o r  do e r r o  ab- 

s o l u t o  p a r a  e s t i m a t i v a s  p o n t u a i s  de X e O e ,  ao f i n a l  da s imula  - 

ção,  o s  v a l o r e s  médios e médios r e l a t i v o s  d e s t e s  e r r o s .  O pro-  

grama p o s s i b i l i t a  a a n á l i s e  de mais de uma série de cada  vez de s  

de  que,  porém, com a mesma r a z ã o  da  v a r i â n c i a  p a r a  a média. 

B . l  - ENTRADA DE DADOS 

RAT .............. r a z ã o  da v a r i â n c i a  p a r a  a média a s e r  

u t i l i z a d a  na  es t imação .  ( o  mesmo pa 

ra  t o d a s  a s  s é r i e s  a serem a n a l i s a -  

d a s )  . 
. . . . . . . . . . . .  I ALPSI Valor  i n i c i a l  do parâmetro  a da dTs- 

............ 
t r i b u i ç ã o  GAMMA. 

BLPSI Valor  i n i c i a l  do parâmetro  P da d i s -  

t r i b u i ç ã o  GAMMA. 

N ................ Número de observações  a n t e s  da  Últ ima 

a serem u t i l i z a d a s  no cálculo da e r r o .  



.............. IPRINT ~Úmero  de o b s e w a ç õ e s  a n t e s  d a  Ú 1  - 
t ima  c u j a ç  r e s p e c t i v a s  d i s t r i  - 
buições  2 p r i o r i  e p o s t e r i o r  se - 
r ã o  impressas .  

NO .................. Número t o t a l  de obse rvações .  

CTM ................. Valor mhimo de C .  S e  CTM=CT se- 

r á  f e i t a  apenas a  estimação com 

C=CT. 

DELT ................ I n t e r v a l o  de v a ~ i a ç ã o  na  p rocura  

do v a l o r  de c .  

CT .................. Valor i n i c i a l  (e máximo) d e  c .  

ICPR ................ Imprime os  v a l o r e s  de C e  da  verios 
7 

s imi lhança  agregada ( L I N K L )  se 

ICPR=l. Não Lmprime s e  ICPR=O 

I C R  ................. Escolhe  c r i t é r i o  de es t imação de 

C .  (De uso  acadêmico. Faça 

I C R = 2 ) .  

............... ICPR1 Imprime o s  v a l o ~ e s  das  ent rapi .as  

se ICPRl=l .  Não imprime caso con - 
t r á r i o  (ICPRl=O) 

IPLOT ............... P l o t a  o s  v a l o r e s  de C x LINKL 

ISIMUL .............. Imprime v a l o r  dos e r r o s  ap6s o pe - 
r í o d o  cor responden te  a N. 

NREG ................ ~Úmero  do r e g i s t r o  do a rqu ivo  de 

dados gerado p e l o  programa I da 

s é r i e  a  ser a n a l i s a d a .  

IFIM ................ I n d i c a  s e  é a Gltima s&ie a ser 

a n a l i s a d a  (IFIM=1) 
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C a l c u l a  o s  í n d i c e s  de performance do CAP.VI p a r a  

um e s t o q u e  de REVISÃO c o n t í n u a  e c a l c u l a  o n í v e l  Ótimo de arma- 

zenamento segundo o modelo da  s e ç ã o  I V . 2 . 1 . 1 .  

O programa imprime o s  í n d i c e s  de performance s e  

IPER=l e c a l c u l a  o d v e l  Ótimo de armazenamento s e  ICUS=l. 

De r e s t o ,  a l i s t a g e m  é a u t o  e x p l i c a t i v a ,  fo rne -  

cendo t o d a s  a s  informações  n e c e s s á r i a s  p a r a  a e n t r a d a  de dados. 
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Analogamente ao programa 3, calcula os hdices 

de performance para um estoque de REVISÃO PERÍoDICA e/ou o ní- 

vel Ótimo de armazenamento segundo o modelo da seção IV.3.1.1. 

O programa imprime os hdices de performance se 

IPER=l e o n F v e ~  Ótimo de armazenamento se ICUS=l. 

De resto, o programa traz em seus coment&ios to - 

das as informações necessárias 5 sua execução. 
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