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.i 

O a lgo r i tmo  apresenta.do n e s t e  t r a b a l h o  p e r t e n c e  a  

f a m r l i a  dos m6todos d'as p e n a l i d a d e s  e  combina c a r a c t e r i s t i c a s  t a n  - 

t o  dos  métodos das  pena l idades  . . e x t e r í o r e s  'como dos  métodos das  

pena l idades  i n t e r i o r e s .  Tem como r e s o l v e r  o  problema 

g e r a l  de programação n ã o - l i n e a r  s u j e i t o  a  r e s t r i ç õ e s  de d e s i g u a l  - 

dade. O método t r ans fo rma  a  so lução  d e s t e  problema na  sol i icão de 

uma sequênc ia  de problemas de minimTzação sem r e s t r i s õ e s ,  c u j o s  

v a l o r e s  convergem p a r a  o  Ótimo do problema o r i g i n a l ,  desde que 
C 

c e r t a s  condições  sejam a t e n d i d a s .  A .ques tão  da  i n v i a b i l i d a d e  e  

t e s t a d a  a t r a v é s  da  so lução  de um problema a u x i l i a r .  E s p e c i f j c a d a  

uma t o l e r â n c . i a ,  é p o s s f v e l  a  obtencão de uma so lução  aproximada 

em uma Única i t e r a ç ã o .  Ao f i n a l  de cada i t e r a ç ã o  s e  obtem uma 

c o t a  i n f e r i o r  e  uma s u p e r i o r  que l im i t am o  v a l o r  d a s  s o l u ç õ e s  

do:problema. Para  o  caso  convexo, o  método g e r a  pon tos  d u a i s  v i a  - 

v e i s  e  a  cor respondente  sequênc ia  de v a l o r e s ' o b t i d o s  p a r a  a f u n -  

ção d u a l  converge pa r2  o  v a l o r  Ótimo do p r ima l .  São a p r e s e n t a d o s  

o s  r e s u l t a d o s  computacionais  p a r a  d o i s  pequenos problemas.  O mé- 

todo  p ropos to  p o s s u i  a impor tan te  c a r a c t e r í s t i c a  de  s e r  c o g p l e t a  - 

mente cont  h u o  . 



The a l g o r i t h m  p r e s e n t e d  i n  t h i s  work be longs  t o  

t h e  f a m i l y  of p e n a l t y  methods and combines f ea t . u r e s  o f  botli  o u t e r  

and i n n e r  pena.l ty methods. I t  p u r p o r t s  t o  s o l v e  t h e  g e n e r a l  non- 

1in;ar programming problem s u b j e c t  t o  u n e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s . . ~ h e  

method t r ans fo rms  t h e  so lu t . ion  of t h i s  problem i n t o  t h e  s o l u t i o n  

o f  a  sequence of uncons t r a ined  min imiza t ion  problems,  whose va-  

l u e s  converge t o  t h e  op-timum of  t h e  o r i g i n a l  problem, p rov ided  

t h a t  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  a r e  f u l f i l l e d .  The i s s u e  of  i n f e a s i b i l i -  

t y  is t e s t e d  through t h e  s o l u t i o n  o f  an  a u x i l i a r y  probl-em. 3nce 

a t o l e r a n c e  i s  s p e c i f i e d ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  an approxima- 

t e  s o l u t i o n  i n  one s i n g l e  i t e r a t i o n . .  A t  t l ie  end of each  i t e r a -  

t i o n  b r a c k e t s  a r e  o b t a i n e d  which a r e  bounds t o  t h e  va lue  o f  t i ie  

s 8 l u t i o n ,  both  lower and upper .  For t h e  convex c a s e ,  t l ie  metliod 

g e n e r a t e s  dua l  f e a s i b l e  p o i n t s  and t h e  cor respondent  sequence of  

v a l u e s  ob t a ined  f o r  t h e  dua l  f u n c t i o n  converges  t o  t h e  o p t i m ~ m  

v a l u e  of  t h e  prima1 problem. Computational  r e s u l t s  a r e  p r e ç e n t e d  

f o r  two smal l  problems.  The proposed method has  t h e  impor t an t  

f e a t u r e  of be ing  comple te ly  con t inuous .  
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- ~ ç ~ ~ ~ o  Euc l id i ano  n  d imens iona l  

n - Dimensão do espaço E u c l i d i a n o  

n  x Var i áve l  no espaço R 

f (x)  - Função ob j e t i vo '  

F (x ,  a ,  d) - Função ob j  e t  ivo  modif icada 

- l ' e tor  r e s t r i ç õ e s  de des igua ldade  

- E-es t r i ção  de des igua ldade  e s p e c í f i c a  

e - i n d i c e  especi.fic.ando r e s t r i çZ .9  de des igua ldade  

- ~Úmero de r e s t r i ç õ e s  .de des igua ldade  

- Vetor  r e s t r i ç õ e s  de i gua ldade  

- R e s t r i ç ã o  de igua ldade  e s p e c í f i c a  

- f n d i c e  e s p e c i f i c a n d o  r e s t r i c ã o  de i gua ldade  

- ~Úmero  de r e s t r i ç õ e s  de i gua ldade  

- b d i c e  p a r a  r e s t r i ç ã o  s a t i s f a z e n d o  condição e s p e c í f i  - 

P(x, a ,  d)  - Função penal  idade  

a - ~ a r â m e t r o  da função pena l  idade  (ângulo) 



v i i i  

d - Parâmetro da função p e n a l i d a d e  ( d i s t â n c i a )  

x* - Ponto ótimo do problema de programação 

m* - Número de r e s t r i ç õ e s  de des igua ldade  a t i v a s  no ponto  

, X* 

z - Ponto v i á v e l  

v - P m t o  na f r o n t e i r a  da. r e g i ã o  v i á v e l  

S - Região v i ã v e l  

A - Conjunto de r e s t r i c õ e s  v i o l a d a s  

V - Gradien te  

H - Matr iz  h e s s i a n a  

u - M u l t i p l i c a d o r  de Lagrange 

E - Quantidade a r b i t r a r i a m e n t e  pequena 

- E s c a l a r  

- I t e r a ç ã o  



X k - Ponto ótimo da função o b j e t i v o  modi f icada  n a  i t e r a ç ã o  

k 

b - Semi-eixo maior de h i p g ~ b o l e  

a - Sem?-eixo menor de hipérbo. le  

P # - Refe rênc i a  a p rop r i edade  da  função pena l idade  (# r e -  

p r e s e n t a  o  número de p rop r i edade )  

c # - Refe rênc i a  a  condição e x i g i d a . d o  problema (# r e p r e -  

s e n t a  o  número da condição) 
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Consideremos o problema g e r a l  de programação não 

1 i n e  a r  

min f  (x) 

S .  a -  E#) L O 9 i = 1 ,  ... , m 

Grande p a r t e  dos métodos que obtem com ê x i t o  a 

so lução  d e s t e  problema p e r t e n c e  5 f a m í l i a  dos  métodos das  pena- 

l i d a d e s .  Graças > prop r i edade  de sua  r e l a t i v a  ' c o n f i a b i l i d a d e ,  

a c r e s c i d a  da grande f a c i l i d a d e  de sua programação,  e s t e s  méto- 

dos s ão  cons iderados  uma das melhores  f e r r amen ta s  p a r a  a s o l u -  

ção de problemas de minimização com r e s t r i ç õ e s .  

A c a r a c t e r í s t i c a  comum aos  métodos das  p e n a l i d a -  

des  é a t ransformação do problema de minimização com r e s t r i ~ õ e s  

no problema sem r e s t r i ç õ e s  

min F(x)  = f  (x)  + P(x) 

onde P (x)  , chamada função pena l  i dade ,  i:ncorpora convenient  emen - 



A i d é i a  i n t u i t i v a  a t r á s  de t odos  os métodos das  

pena l idades  é que a  função pena l idade  possua  o  poder  de aumen- 

t a r  fo r t emen te  os  v a l o r e s  f o r a  da r e g i ã o  v i á v e l  e  simultaneamen- 

t e  t enha  a  s u a  i n f l u ê n c i a  d e s p r e z í v e l  ou mesmo n u l a  d e n t r o  d e s t a  

r e g i ã o ,  de modo t a l  que o  ponto  ótimo do problema modi f icado  

(2 )  e s t e j a  ace i t ave lmen te  próximo do ponto  Otimo do problema . o r i  - 

g i n a l .  

A grande m a i o r i a  dos métodos das  pena l idades  obtém 

o  ponto  Ótimo a t r a v é s  da so lução  de :ima sequênc i a  de problemas 

de minimizacão o b t i d a  p e l a  v a r i a ç ã o  c o n t r o l a d a  de um parâmet ro  

' e x t e r n o ,  que f a z  com que s e  aumente g rada t ivamente  o  g rau  em que 

o  problema sem r e s t r i ç õ e s  s e  aproxima do o r i g i n a l .  Atendidas  c e r  - 

t a s  h i p ó t e s e s ,  a  cor respondente  s equênc i a  'de pontos  de mínimo con - 

verge p a r a  um ponto v i á v e l  do problema com r e s t r i ç õ e s  que s a t i r -  

f a z  s s  cortdiçõcs dz o t i ~ c ~ l i d z d c .  

E s t e s  métodos,  amplamente u t i l i z a d o s  n a  p r á t i c a ,  

s ão  c l a s s i f i c a d o s ,  considerando-se  e s senc i a lmen te  a s  maneiras  em 

que a s  funções pena l idades  s ão  c o n s t r u í d a s ,  em d o i s  grandes  e  

d i s t i n t o s  grupos b á s i c o s :  das  pena l idades  e x t e r i o r e s  e  das  pena- 

l i d a d e s  i n t e r i o r e s .  

Um h i s t ó r i c o  completo da  evo lução  d e s t e s  métodos é 

dada po r  Fiacco/Mc Cormich I I . Conforme c i t a d o  n e s t a  r e f e r ê n -  

c i a ,  bem como em A v r i e l  1 ' 1 ,  Polak 1 1 4 1  e  Luenberger 1131 ,  O 

t r a b a l h o  p i o n e i r o  nos métodos das p e n a l i d a d e s  e x t e r i o r e s  f o i .  p r o  - 

pos to  po r  Courant em 1 9 4 3 ,  'enquanto no caso  das pena l idades  i n t e  



r i o r e s  o s  pr ime, i ros  t r a b a l h o s  s ão  dev idos  a  F r i s h  em 1955 e  

Carro1 em 1959. En t r e  o s  t r a b a l h o s  p o s t e r i o r e s  nos at ivemos ba-  

s icamente  aos  desenvolv idos  p o r  t r ê s  a u t o r e s :  Fiacco/Mc Cormich 

1 "  ' " . I ,  Zangwili  1 1 5 1  e  ~ o o s t m a  1 ' '  9 3  
' O 3  

l 2  1 embora 

cons t i t uem um pequeno subconjun to  do que tem s i d o  p u b l i c a d o ,  e s  - 

t e s  t r a b a l h o s  s ã o  de grande i m p o r t â n c i a ,  j á  que s ão  quase  sempre 

c i t a d o s  em a r t i g o s  sob re  p e n a l i z a ç ã o .  

Nos métodos das  p e n a l i d a d e s  e x t e r i o r e s  a s  fungões  

pena l idades  P ( n )  prescrevem um a l t o  c u s t o  p a r a  v i o l a ç õ e s  a  r e s -  

t r i ç õ e s .  A medida o  -parâm;tro extexno aumenta, a  s e v e r i d a d e  

d e s t e  e f e i t o  aumenta. Consequenterne~~te  s e  t o r n a  progress ivamefi te  

mais e  mais p r o i b i t i v o  s e  a f a s t a r  da' r e g i ã o  v i á v e l .  A f i g u r a  1 

dá uma i d é i a  v i s u a l  d e s t e  mecanismo p a r a  o  caso  un id imens iona l .  

S: conjunto v i á v e l  

PENALIZAÇÃO EXTERIOR 

~ i g u r a  1 



Nestes  metodos,  a  p r i m e i r a  so lução  v i á v e l  é també'm 

ót ima p a r a  o  problema de programação (1) . Como quase nenhum p ro -  

blema s u r g i d o  n a  p r á t i c a  tem s e u  mínimo no i n t e r i o r  da  r e g i ã o  

v i á v e l ,  em g e r a l  a  s equênc i a  de pontos  de mikimo sem r e s t r i ç õ e s  

vá5 grada t ivamente  s e  aproximando da f r o n t e i r a  da r e g i ã o  v i á v e l  

a t é  a t i n g i - l a .  A s s i m  o s  métodos das. p e n a l i d a d e s  e x t e r i o r e s  tem a 

marcante c a r a c t e r í s t i c a  de s e u s  pontos  seguirem uma t r a j e t ó r i a  

de f o r a  p a r a  den t ro -  da  r e g i ã o  v i á v e l .  

Nos métodos das  p e n a l i d a d e s  i n t e r i o r e s  todo  o  , ~ r o -  

ce s so  s e  desenvolve t r aba lhando- se  exclusivamente com pon tos  

v i á v e i s .  A s  funções  pena l idades  .tem a  c a r a c t e r í s t i c a  de f a v u r e -  

c e r  pon tos  i n t e r i o r e s  5 r e g i ã o  v i á v e l  em re la .ção àque l e s  da f r o n  - 

t e e i r a ,  possuindo ass im um poder  de r e p u l s ã o  â f r o n t e i r a .  Por 

causa  d e s t a  ú l t i m a  propr iedade  e s t e s  métodos s ão  também conhec i -  

dos como método. das  b a r r e i r a s ,  desde qu.e, e x i s t e  um al . to  deses t :  - 

mula ã proximidade da  f r o n t e i r a .  A medida que o p a r â m e t r o  e x t e r -  

no aumenta, g rada t ivamente  .d iminui  o  c u s t o  de. proximidade à f r o n  - 

t e i r a .  A f i g u r a  2 i l u s t r a  o  funcionamento do método. 

I S :  Con jun to  v i á v e l  

PENALIZAÇÃO - INTERIOR 

Figura 2 



Na sequênc i a  d.os prob1ema.s sem r e s t r i ç õ e s  ( 2 )  , e i  
- 

g e r a l  , a  cada i t e r a ç ã o  o  ponto de mínimo v a i  g rada t ivamente  s e  

aproximando da f r o n t e i r a  da r e g i ã o  v i á v e l  a te ' ,  no l i m i t e ,  a t i r i -  

g i - l a .  Assim e s t e s  métodos tem a  marcante  c a r a c t e r í s t i c a  : de 

~ e u s ' ~ o n t o s  de mínimo seguirem uma t r a j e t o r i a  de d e n t r o  p a r a  f o  - 

ra da r e g i ã o  v i á v e l ,  sem sa i rem d e l a .  

Podemos a inda  c o n s i d e r a r  o  grupos dos métodos das  

pena l idades  m i s t a s ,  obbido p e l a  combinação s imu l t ânea  das  duas  

t é c n i c a s  acimu ap re sen t adas .  Nestes  métodos,  o  con jun to  das  r e s  

t r i ç õ e s  é p a r t i c i o n a d o  em duas p a r t e s ,  sendo,  en t ão ,  uma t r a t a d a  

por  funções  pena l idades  e x t e r i o r e s  e  a  o u t r a  po r  p e n a l i d a d e s  i n  - 

t e r i o r e s .  

Um o u t r o  grupo de métodos é o  dos  métodos das  pe-  

n a l i d a d e s  l i v r e s  de parámetros .  E s t e s ,  da mesma Iornia que u s  

a n t e r i o r e s ,  obtem o  mznimo a t r a v é s  da  so lução  de uma sequênc i a  

de problemas de minimização sem r e s t r i ç õ e s  mas com a  c a r a c t e r í s  - 

t ' i c a s  de que os  .parâmetro's são -automaticamente determinados  no 

d e s e n r o l a r  do processo .  

1 1  Como mostrado por Lootsma 1 9 ,  1, t a n t o  o s  méto- 

dos das  pena l idades  i n t e r i o r e s  como o s  das  pena l  idades  e x t e r i o -  

r e s  podem s e r  modifichdos de maneira  a  s e r  t ransformarem em mé- 

todos  l i v r e s  de parâmet ros .  Assim, por  exemplo, o  muito conhec i  - 

do metodo dos c e n t r o s  de Huard e e q u i v a l e n t e  ?i programação l o g a  - 

r í t m i c a  Cpen'alidade i n t e r i o r )  p ropos t a  por  F r i s h  e  poster iormeri  - 

t e  desenvolvida  por Lootsma 1 ' 1 .  E n t r e t a n t o ,  não apresentam 



qua lquer  vantagem sob re  o s  métodos a n t e r i o r m e n t e  a p r e s e n t a d o s  

p o i s  a  s u a  t a x a  de conv.ergência é muito  b a i x a  1 "  1 .  

Em todos  o s  metodos a t é  a q u i  r e f e r i d o s ,  a  so lução  

do problema f o i  o b t i d a  a t r a v é s  de uma sequênc ia  d.e problemas.  de 

minimização sem r e s t r i ç õ e s .  E x i s t e  um o u t r o  grupo de  métodos 
. . 

que tem a  p rop r i edade  de o b t e r  e s t a  so lução  a t r a v é s  de uma ú n i -  

ca  minimizaçao.  são o s  chamados métodos d a ~ . ~ e n a l i d a d e s  e x a t a s .  

Um dos p r i m e i r o s  d e s t e s  métodos é devido a  

Zangwill  1 ' 1 , usando uma função p e n a l i d a d e  e x t e r i o r  l i n e a r .  Pos - 

t e r i o r m e n t e  Evans, Gould e  T o l l e  (conforme exposto  em A v r i e l  

I 1 )  desenvolveram uma t e o r i a  g e r a l  completa  sob re  p e n a l i z a q ã o  

e y a t a  p a r a  uma ampla c l a s s e  de funções  p e n a l i d a d e s  d i f e r e n c i á -  

v e i s  por  par tes . .  En t r e  a s  funcões  e spec i f i camen te  e s tudadas  d e s  - 

t a c a - s e  uma função pena l idade  e x t e r i o r  exponenc ia l .  

A a p a r e n t e  vantagem d e s t e s  métodos desaparece  quan - 

do consideramos que a  função pena l idade  não é d i f e r e n c i á v e l  no 

ponto de Ótimo. Consequentemente a s  t é c n i c a s  mais e f i c i e n t e s  de 

minimização não podem s e r  u t i l i z a d a s  e a  u t i l i d a d e  d e s t e s  méto- 

dos é ,  no mh imo ,  duvidosa .  

I n i c i a l m e n t e ,  considerando problemas s ó  com r e s -  

t r i ç õ e s  de i gua ldade ,  F l e t c h e  r (conforme expos to  em A v r i e l  1 ' 1 ) , 
desenvolveu um e l e g a n t e  método p a r a  t r a n s f o r m á - l o s  na  minimizn- 

ção de funções  - p e n a l i d a d e s  e x a t a s  d i f e r e n c i á v e i s ,  em que a  Úni- 

- c a  d i f i - c u l d a d e ,  embora não s imp le s ,  s e  resume na determinação 



P o s t e r i o r m e n t e ,  e s t e  mgtodo f o i  extend. ido p a r a  

p rob lemas  com r e s t r i ç õ e s  d e  d e s i g u a l d a d e .  E n t r e t a n t o ,  a s  d i f i -  

c u l d a d e s  c o m p u t a c i o n a i s  s ã o  a g o r a  bem m a i o r e s  j á  que p a r a  c a d a  

a . v a l i a ç ã o  d a  função  é n e c e s s á r i o  a ,  s o l u ç ã o  de  uni problema q u a -  
. . 

d r á t  i c o  a u x i l i a r  . 

F i n a l m e n t e  f a l t a  a  r e f e r ê n c i a  ao5  métodos l a g r a n  - 
A 

geanos .  N e s t e  grupo de  mé todos ,  a  s o l u ç ã o  do problema tambér.1 e  

o b t i d a  v i a  s o l u ç ã o  d e  uma s e q u ê n c i a  d e  min imização  sem r e s t r i -  
L 

ç õ e s .  A f u n ç ã o  minimizada  é i g u a l  2 soma do l a g r a n g i a n o  m a i s  um 

te rmo  que tem a  f i n a l i d a d e  d e  g a r a n t i r  que  a  f u n ç ã o  t e n h a  um 

mznimo e  não  um p o n t o  e s t a c i o n á r i o  q u a l q u e r .  O s  . m u l t i p l . i c a d o r e s  

d e  Lagrange ,  a  p r i o r i  d e s c o n h e c i d o s ,  s ã o  a t u a l i z a d o s  a p ó s  c a d a  

min imização .  O s  métodos d e  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  Hes tenes ,de  Powel l  

e  de Rockafellar ( d e s c r i t o s  em A v r i e l  1 ' 1 )  p e r t e n c e m  a e s t . e  g r u p o .  

O método que  a q u i  d e s e n v o l v e r e m o s ,  a r i g o r ,  n ã o  

pode s e r  c l a s s i f i c a d o  em q u a l q u e r  d o s  g r u p o s  a n t e r i o r m e n t e  r e f e  - 

r i d o s .  E n t r e t a n t o  tem características'bastapte comuns com r* o  s 

d a s  p e n a l i d a d e s  e x t e r i o r e s ,  já que  t r a t a  p o n t o  f o r a  d a  r e g i a o  

v i á v e l  com uma ação  i d ê n t i c a  a e s t e s  mé todos .  Da mesma m a n e i r a ,  

tem alguma semelhança  a o s  métodos  d a s  p e n a l i d a d e s  i n t e r i o r e s  j á 

que a função  p e n a l i d a d e  u s a d a  p o s s u i  um e f e i t o  d e  r e p u l s ã o  a  

f r o n t e i r a ,  embora não  sendo p r o p r i a m e ~ h e  uma b a r r e i r a .  De o u t r o  

l a d o ,  e s t a b e l e c i d a  uma t o l . e r â n c i a ,  é p o s s ~ v e l  o b t e r  unia boa  

,aproximação p a r a  o  mínimo em uma Única  i t e r a ç ã o .  E s t a  p r o p r i e d a  - 

de de c e r t a  forma o  aproxima dos métodos d a s  p e n a l i d a d e s  e x a t a s .  



O problema 6 r e s o l v i d o  a t r a v g s  da  so lução  de uma 

çequênc ia  de minimizações sem r e s t . r i j õ e s .  A o  c o n t r á r i o  dos ou- 

t r o s  métodos,  que t ê m  um Único parân ie t ro ,  a s equênc i a  de minimi- 

zações é o b t i d a  p e l a  v a r i a ç ã o  de d o i s  p a r â m e t r o s ,  a  s a b e r :  um 

ângulo a e uma d . i s t â n c i a  d .  É n a t u r a l  s e  s u p o r ,  que a  e x i s t ê n c i a  

d e  d o i s  pa râme t ros ,  além de complicar  f o r t e h e n t e  a  o p e r a c i o n a l i -  

zação do metodo, d e v e r i a  co.mprometer o  s e u  desempenho. E n t r e t a n -  

t o ,  como s e r á  v i s t o ,  e s t a  c o e x i s t ê n c i a  não t r á z  maiores  p r o b l e -  

mas, uma vez que ,  os  parâmet ros  s ã o  manipulados separadamente em 

duas d i f e r e n t e s  f a s e s  do a lgo r i tmo .  

O. método t r a b a l h a  com  ma função pena l idade  que 

a p r e s e n t a  a  d e s t a c á v e l  c a r a c t e r í s t i c a  de s e r  completamente d i f e -  

r e n c i ã v e l .  Out ra  c a r a c t e r í s t i c a  impor tan te , ,  é que qua lque r  pon- 

t o  pode s e r  tomado como ponto  i n i c i a l ,  a ss im como, não s e  f a z  ne - 

cessCÍ,rio qualo'iier c o n t r o l e  sob re  a  l o c a l  i z a c ã o  dos non t o s  i n t e r -  

mediá r ios  d e n t r o  de cada minimiza.ção sem r e s t r i ç õ e s .  O método 

a p r e s e n t a  a  vantagem de o b t e r  ao f i n a l  de cada i t e r a ç ã o  na  segun - 

da f a s e  do a lgo r i tmo  d u a s . c o t a s  que l imi tam o  v a l o r  da s o l u ç ã o  

f i n a l  do problema e  q u e ,  por  i s s o ,  s e  cons t i t uem num e x c e l e n t e  

4 

c r i t é r i o  .para  parada  do p roces so  de minimizações .  A l é m  d i s s o ,  e  
P 

p o s s í v e l  o b t e r  uma so lução  aproximada,  mas com uma p r é - e s t a b e l e -  

c i d a  p r e c i s ã o ,  em uma Única i t e r a ç ã o  no parâmetro d. Finalmen- 

t e ,  p a r a  problemas convexos,  o  método obtém pontos  d u a i s  v i  á- 

v e i s .  0 s  cor respondentes  v a l o r e s  da função dua l  convergem p a r a  

o  ótimo do p r i m a l .  



A ques t ão  da & v i a b i l i d a d e  é t r a t a d a  a t r a v é s  da 

s o l u ç ã o  de um problema a u x i l i a r  int imamente i n t e g r a d o  ao método 

u t i l i z a d o  p a r a  a r e s o l u ç ã o  do problema o r i g i n a l .  

A s equênc i a  de pontos  de minimo das  minimizações 

sem r e s t r i ç õ e s  tem em g e r a l  a  seguint .e  t r a j e t ó r i a .  I n i c i a l m e n t e  

s e  aproxima da  r e g i ã ò  vi .ável  a t é  p e n e t r á - l a .  Em s e g u i d a ,  segue-  

se. o  movimento i n v e r s o  no s e n t i d o  da f r o n t e i - r a  a t é ,  no l i m i t e ,  

a t i n g i - l a .  Ou s e j a ,  o  método p ropos to  t e m . a  c a r a c t e r í s t i c a  de 

s eus  pontos  de mTnimo seguirem uma t r a j e t ó r i a  "de f o r a  p a r a  den- 

t r o "  numa p r i m e i r a  f a s e  ( i g u a l  aos  métodos das  pena l idades  e x t e -  

r i o r e s )  e  "de d e n t r o  p a r a  f o r a "  na  segunda f a s e  ( i g u a l  aos méto- 

dos das  pena l idades  i n t e r i o r e s ) .  

A f im de i l u s t r a r  todo  o  mecanismo de funcionamen- 
d .  - 

t o  d ~  método e algumas dc s u a s  c ~ r ~ c t e r i s t i c z ç ,  s zo  3prcsentaSoç 

os  r e s u l t a d o s  computacionais  p a r a  d o i s  problemas.  

Como ú l t i m a  observação ,  deve s e r  d i t o  que ,  quando 

o  parâmetro  d  s e  i g u a l a  a  z e r o ,  o  método p ropos to  s e  confunde 

com o  método de pena l i zação  e x a t a  de Zangwill  1 ' 5 1 ,  que s e  u t i l i  

za da  s e g u i n t e  função p e n a l i d a d e :  

com a r e s s a l v a  de que a  b i b l i o g r a f i a  c o n s u l t a d a  

não t enha  s i d o  completa ,  em p a r t i c u l a r ,  em v i s t a  de s u a  enorme 

.cxtensã.o, v a l e  r e g i s t r a r  que não nos f o i  p o s s í v e l  obse rva r  q u a l -  



quer  o u t r a  semelhança mais próxima,  além da acima r e f e r i d a ,  en- 

t r e  o  método p ropos to  e .  os inúmeros o u t r o s  métodos a i  d e s c r i t o s .  



O a lgo r i tmo  a  s e g u i r  ap re sen t ado  s e  propõe a  r e -  

s o l v e r  o  s e g u i n t e  problema: 

min f  (x) ( 3 )  

s u j e i t o  às condições  g .  1 (x) - > O ,  i = l ,  . . . ,m. 

sendo "f" e  "g"  funções qua i sque r  de  x E R". .Ou s e j a , t r a t a - s e  da 

obtenção de so lução  do Problema Geral  de Programação Não L i n e a r  

s u j  e i t o  un i canen te  a R e s t r i ç õ e s  de Desigualdade.  

A so lução  é o b t i d a  a t r a v é s  da s o ~ u ç ã o  de uma s e -  

quência  de minimizações sem r e s t r i ç õ e s  da função obj  e t  i v c  o r i g i  - 

L na1  f  (x) a c r e s c i d a  de um termo P(g(x) , a ,  d)  cor respondente  a  

pena l idade .  A função minimizada é,  e n t ã o ,  d e f i n i d a  como : 

onde P  6 uma' fung%o pena l idade  a p r o p r i a d a .  



O método p ropos to  no p r e s e n t e  t r a b a l h o  s e  i n s p i -  

rou  na funfão  h i p e r b ó l i c a  aba ixo  d e f i n i d a .  Como f i c a r á  c l a r o  a . 

s e g u i r ,  o  método é v á l i d o  p a r a  uma c l a s s e  bem mais ampla de fun-  

ções  de pena l idade .  

a e d va r i ando  nos i n t e r v a l o s :  

Na ap re sen t ação  do t r a b a l h o ,  é convenien te  a p r e s e n  - 

t a r  e s t a  h i p é r b o l e  numa forma mais compacta: 

Quando co locada  em termos de s eus  d o i s  semi-e ixos  

a e  b a  h i p é r b o l e  a p r e s e n t a  a  exp re s são i  





O método p ropos to  e s t á  baseado em funções  de pena- 

l í z a ç ã o  que apresentem a s  p rop r i edades  aba ixo  : 

P 0 ' -  P ( y ,  a ,  d) é uma função c o n t í n u a ,  bem como; continuamente d i  - 

f e r e n c i á u e l .  em y  p a r a  v a l o r e s  O < a < 7r/2 e  

d > 0 .  

P 1  - P ( y ,  a ,  d)  é a s s i n t o t i c a m e n t e  t z n g e n t e  às r e t a s  rl(y)=-t.tgol 

e  r2 (y) = O p a r a  d  > 0 .  

P2 - lim P ( y ,  a ,  d )  = O p a r a  d  - > O e  O < a 7 r / 2  
y++m 

P 3  - P ( O , . a ,  d) = d p a r a  d  - > O e '  O < a < n / 2  

P5 - P ( y ,  ak+ ' ,  d) é uma função convexa e  d e c r e s c e n t e  em y  p a r a  

d > O e  O a < 7r/2 e  é uma função convexa e 

não c r e s c e n t e  em y  p a r a  d  = O e  O < a ~ / 2 .  



' k  P6 - P ( y ,  a ,  dk") < P(y ,  a ,  d ) p a r a  vy, O < a < n /2  

O . p a r a  y  > O - 
p7 - l i m  P ( y ,  a ,  d)  = O < a n/2 

d+O -y tga  p a r a  y O 

P10 - P(g (x) , a ;  d) é uma função convexa em x  s e  g (x) f o r  uma 

função côncava. 

P11 - Max (P (y ,  a , d O )  - P ( y ,  a ,  d l ) )  = dG - d' . e  oco r r e  em y=O 
, Y 

3 o  p a r a  O a 7 r / 2  e 8 - < d 1  < a 

E 1 2  - A d e r i v a d a  da função pena l idade  em r e l a ç ã o  a  y ,  ou s e j a ,  

~ ; ( y ,  a ,  d) é uma função d e c r e s c e n t e  com d  p a r a  pontos  

y > O (e é uma função crescent .e  com d  p a r a  pontos  y  < 0) . 

P 

A função de p e n a l i d a d e  P l y ,  a ,  d) d e f i n i d a  e m  ( 5 )  

s a t i s f a z  a s  1 3  p rop r i edades  acima enunc i adas .  As 4 ú l t i m a s  p ro -  

p r i e d a d e s  po r  serem menos e v i d e n t e s  vão demonstradas no anexo l .  

Objet ivando-se  s i m p l i f i c a r  a linguagem e  cons ide -  

rando-se  o  &e f o i  d i t o  ac ima ,  chamaremos de ' p e n a ~ i z a F ã o  h i p e k -  

bõLLca" .$' a q u a l q u e r , f u n ç ã o  que s a t i s f a ~ a  à s  1 3  p rop r i edades  a n t e -  



riormente enunciadas. 

A idéia geométrica que fundamenta o algoritmo a 

seguir apresentado, é a seguinte: 

- Inicialmente como mostra a figura 4.a, aumenta-se o ângulo a 

da assintota a função penalidade, provocando, com isto, sig- 

nificativo aumento da penalização fora da-região viável, en- 

quanto que, simultaneamente reduz-se a penalização para pon- 

tos dentro da região'viável. O processo continua até que se 

consiga um ponto viável. 

-  aí para a'frente mantém-se a constante e diminui-se sequen- 

cialmentc o valor de d .  Desta maneira, consegue-se que a pena - 

lização interior torne-se cada vez mais irrelevante, manten- 

. - do-se o mesmo nível de proibj tividade fora da T e ç l a r )  V? á v ? I .  

A figura'4.b ilustra a segunda fase do processo. 



PRIMEIRA FASE' DO ALGORI T M O  : 
Variacão de dk mantenda d k  constan t.e 

Figura 4 . A  

SEGUNDA FASE DO ALGORITMO : 
VariacQõ de d k  mantendo dkconstante  

F igu ra  4.B 



ALGORITMO 

1) Faça k = O ,  a' = a o ,  d1 = d o  sendo O < a o  < ~ / 2  e  d o  > 0 .  

Tome ponto i n i c i a l  x O .  

2.) Faça k = k + 1 

3) Resolva problema de minimização sem r e s t r i ç õ e s  da função :  

k a  p a r t i r  do ponto i n i c i a l  xk- I  achando * o  ponto ótimo x . 

4 )  T e s t e  s e  xk 6 v i á v e l  

s i m  + vá pa ra  o  passo 6 

vá p a r a  o  passo 2 .  

6 )  Regra de Parada - T e s t e  s e  xk é a c e i t á v e l  

s i m  + vá p a r a  o  passo 8 



vá p a r a  o  passo  2 

8) xk é a so lução .  Fim 

A l t e r n a t i v a m e n t e  podemos t r a t a r  d i r e t a m e n t e  com r 

e d e  o  a l go r i tmo  s e r i a  modif icado nos  p a s s o s  1 e  5 ,  s u b s t i t u i n  - 

do-se a po r  r ,  p o r  exemplo,  da  s e g u i n t e  forma:  



a A f i m  de s e  p rova r  a  convergênc ia  do a l g o r i t m o ,  e 

necessá.ri .o que s e  e s t a b e l e ~ a m  algumas condições  sob re  o  p r o b l e -  

m a .  

C 1  - O con jun to  v i á v e l  S  e fecl1ado.e tem i n t e r i o r  não v a z i o .  

C 2  - f (x) e  gi (x) , i = 1 ,  . .. , m s ã o  funções  con t ínuas  

C3 - Existem ao &(O, ~ / 2 )  e  O ; do t a i s  que :  

C 4  - E x i s t e  um E > O t a l  que o  con jun to  SE = {x lg i (x )  2 - E ,  

i = 1 ,  ..., m) é l i m i t a d o .  

C 5  - Na f r o n t e i r a ,  em qua lque r  d i r e ç ã o  p a r a  f o r a  de S ,  a s  r e s -  

t r i ç õ e s  a t i v a s  decrescem de v a l o r  e  a  funç.ão o b j e t i v o ,  bem 
ii 

como, a s  r e s t r i ç õ e s  sZo de v a r i a ç ã o  l i m i t a d a ,  ou s e j a :  

Se x  E F ron t  S ,  

X E R ' ,  w E R* s ã o  t a i s  que :  (x  + Xw) S  e  

L é t a l  que:  g e ( x )  = o ,  

e n t ã o ,  

3 6 z O t a l  que:  



ge(x + Xw) O . ,  O < X < 6 

e 

3 6 '  > O e M > O t a i s  que:  

I f ( x  + XW) - f ( x )  1 < M . l X w l  , O < X < 6' 

e 

Igi(x + AW) - g i ( x ) (  < M . ~ x w ~ ,  i. = l , . . . , m  , 

E s t a b e l e c i d a s  a s  condições  b á s i c a s  p a r a  o  p r o b l e -  

ma, vamos primeiramente t o r n a r  mais amplo o  campo de v a l i d a d e  

da condiçãc C 3 .  

LEMA 1 : ( E x i s t ê n c i a  de ~ í n i m o )  

Se a  condição C3 f o r  obedec ida ,  ou s e j a ,  s e  e x i s -  

O t i r  algum a e  algum do t a l  que 

i n f  O 
~ ( x ,  a , do) = FO > - m 

X E R ~  

e s e  alem' d i s s o ,  também as  condições C1, C 2  e  C 4  forem obedeci  - 

o 
d a s ,  e n t ã o ,  e x i s t i r á  um v a l o r  ã0 - > a  t a l  que 

Min F ( x ,  a ,  d) = i n f  F ( x ,  a ,  d) 
X E R ~  X E R ~  

p a r a  todo a  no i n t e r v a l o  'ÜO - < a < n/Z e  p a r a  todo d  no i n t e r v a  - 

10 O - < d - < do. 



Vamos c a l c u l a r  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  a s  funções  o b j e -  

t i v o s  modif icadas  p a r a  d o i s  v a l o r e s  de d ,  sendo d o  - > ' d l :  

p e l a  p ropr iedade  P l 1  da função p e n a l i d a d e .  

Sendo FO, p o r  d e f i n i ç ã o ,  o  v a l o r . í n f i m o  da fun-  

gão o b j e t i v o  niodifica+a F ( x ,  uO ,  d o ) ,  e s t a b e i e c i d o  p e l a  coiidi- 

ção C3, podemos e s c r e v e r  a  des igua ldade  acima na  s e g u i n t e  f o r -  

ma: 

que 6 v á l i d a  p a r a  todo d  mo i n t e r v a l o  O - < d - do e todo x E R". 

Vamos a'gora e s t u d a r  a  v a r i a ç ã o  do parâmetro  a .  

Primeiramente vamos nos a t e r  aos  pontos  v i á v e i s .  

S e j a  Z um po.nto v i á v e l  qua lque r .  Como o con jun to  v i á v e l  S é .com - 

fJ pac to  (condições C 1  e  C4) e a  função f (x)  é con t ínua  (condição 



C 2 )  , cer tamente  teremos um v a l o r  máximo p a r a  f  (x)  n e s t e  conjun-  

t o .  A s s i m  p a r a  todo O - < d  - c do e  O a < n / Z ,  te.remos: 

M onde f ( Z  ) r e p r e s e n t a  o  v a l o r  máximo de f (x)  no con jun to  S .  

Ficam, e n t ã o ,  e s t a b e l e c i d o s  o s  l i m i t e s  i l u s t r a -  

dos p e l a  f i g u r a  aba ixo :  



Consideremos ago ra  o s  pontos  i n v i á v e i s  não p e r t e n  - 

tentes ao con jun to  S da  condição C 4 .  S e j a  w um ponto i n v i á v e l  
E 

qua lque r  não p e r t e n c e n t e  a e s t e  con jun to .  P e l a s  p rop r i edades  P6 

e P 7 ,  podemos e s c r e v e r :  

E s t a  de s igua ldade  pode a i n d a  s e r  e s c r i t a  como: 

v á l i d a  p a r a  todo d  no intervalo. u - < d - < do.  

D e ' o u t r o  l a d o ,  p e l a s  p rop r i edades  P 1 ,  P4  e  p 5 ,  

podemos e s c r e v e r :  

que também é v á l i d o  p a r a  d  n,o i n t e r v a l o  O - < d - < do.  



Somando mdo a  ambos membros da des igua ldade  (10) 

e usando os  r e s u l t a d o s  acima o b t i d o s ,  temos:  

Donde : 

Usando o  r e s u l t a d o  ( 8 )  , obtemos : 

que é v á l i d o  p a r a  todo ao  - a < n / 2 ,  sendo ge(w) - < gi(w) p a r a  

i E I  1 ' 

Como por  h i p ó t e s e  w é i n v i á v e l  e  não p e r t e n c e  a  
C 

S E ,  imp l i ca  que gL(w) -. E e  por  i s t o ,  a  des igua ldade  acima po  - 

de s e r  e s c r i t a  na  forma: 

Analisando a  expressão  a  d i r e i t a  da des igua ldade  

s' 
acima,  vemos que e l a  é uma função i l im i t adamen te  c r e s c e n t e  com 



a no i n t e r v a l o .  O < a < r / 2 .  A s s i m  ce r t amen te  h a v e r s  um v a l o r  

-0 M a t a l  que e s t a  exp re s são  s e r á  maior  que f (Z ) + mdo p a r a  t pdo  

a no i n t e r v a l o  ã0 - < a < ? / 2  e  O - c d - do. O v a l o r  de &O, que 
A s a t i s f a ç a  a  e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  pode s e r  f a c i l m e n t e  c a l c u l a d o  e  e  

dado p o r :  

F ina lmente ,  levando em cons ide ração  ( 9 )  temos:  

M 
~ ( w ,  a ,  d) > f ( ~  ) + md" - > ~ ( z ,  a ,  d)  

p a r a  qua i sque r  G0 - a < r / 2  e  O - d. - < do .  

Desta  mane i ra :  

i n f  F  ( x ,  a ,  d) = min {inf F ( x ,  a ,  d)  , i n f  F ( x , a , d )  3 =  
XE R* XES& &SE 

Como SE 6 compacto p e l a  condição C.4 podemos subs -  

t i t u i r  o  inf imo p e l o  mínimo: 

i n f  ~ ( x ,  a ,  d) = min FCx, a ,  d )  
X E R ~  S~ 

p a r a  a e d nos i n t e r v a l o s :  ã0 - < a < r / ~  e O - < d - do.  

C . Q . D .  



0 s  teoremos b á s i c o s  da  e x i s t ê n c i a  de ponto  de m i -  

nimo do problema modif icado ( 4 )  p e r t e n c e n t e  ao i n t e r i o r  da  r e -  

g ião  v i á v e l  sO = {x lg i  (x)  > O ,  i = 1, . .'. , m} e  de s u a  conver-  

gênc i a  p a r a  o  ponto  Ôtimo do problema o r i g i n a l  podem agora  s e r  

mostrados .  

TEOREMA 1: ( E x i s t ê n c i a  de Mínimo Viáve l )  

Se a s  c i n c o  condições  forem obedec idas ,  e x i s t e  

=o a  (do) t a l  que ,  p a r a  todo a  no i n t e r v a l o  z0 - ;O a  a -irn/ 2 p a r a  t o  

do d  no i n t e r v a l o  O - < d  - < d o ,  o  ponto  de mínimo da função o b j e -  

t i v o  modi f icada  F (x ,  a ,  d ) ,  ou s e j a ,  x ( a ,  d) é v i á v e l .  

Demonstração: 

Vamos l i g a r  e s t e  ponto  w a  um ponto  v  n a  f r o n t e i -  

r a  de S  = {x lg i (x )  - > O ,  i = 1 ,  ...., m l  de uma maneira t a l  que 

a  r e t a  que os  une s e j a  s e c a n t e  a  S ,  como i l u s t r a  a  f i g u r a  a b a i -  
C 

Sem pe rda  de g e n e r a l i d a d e ,  vamos o rdena r  a s  r e s -  

t r i c õ e s  de t a l  s o r t e  que s e  



e n t ã o  i - j p a r a  todo  i E I e todo  j E I ,  onde I = ( 1  ,... ,m}. 

Deste modo, e n t ã o  temos: 

g1(v1 = 0 

Vamos- c o n s i d e r a r  a f u - k ã o  o b j e t i v o  e a s  . funs8es  

r e s t r i ç õ e s  r e s t r i t a s  ao segmento qu3 une w a v .  Convencionemos 

que X = O corresponde ao ponto  v e X = 1 ao ponto  w .  Deste modo, 

vamos d e f i n i r :  

f (X)  = f ( (1 -A)  v + Xw) 

gi(h)  = g i ( ( l - h )  v + Xw), i = 1 ,  . . . ,  m 

F i g u r a  6 



Uma maneira  n a t u r a l  de s e  p r o v a r  o  teorema 6 de- 

mons t ra r  a  e x i s t ê n c i a  de ~im ; t a l  que ,  p a r a  todo. a no i n t e r v a l o  
- - 
a - a < r12 e  p a r a  todo  O < d  < do ,  s e j a .  v e r d a d e i r a  a  r e l a ç ã o  - - 

Vamos pre l iminarmente  f a z e r  uma r eo rgan ização  das  

r e t a  de I: a  w .  r e s t r i ç õ e s  ao longo do segmento de 

S e j a ,  por  d e f i n i ç ã o  : 

minl gi ( A )  1 i 

S e j a  também, por  def i n i ç ã u  : 

r l ( h )  = { m i n l i  E 1 [ g i ( h )  = g l ( h ) l l  

Definamos 

- 
g2(A) = minlgi(h)  li E I - I1(X)},  O - h - < 1 

onde 



No caso  g e r a l ,  temos a d e f i n i ç ã o :  

onde 

P e l a  d e f i n i ç õ e s  de g i f h ) ,  i .  = 1 ,  . . . , m é f i c i i  

v e r  que : 

Como, p e l a  condição C 2 ,  t odas  a s  r e s t r i ç õ e s  g; (x )  

i = 1 ,  . . . , m são  c o n t í n u a s ,  t odas  a s  funções  gi(X), i = 1 , .  . ,m 
também s e r ã o  c o n t í n u a s .  

~ l é m  d i s s o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  de gi (h) , i = I , . . . ,  m 

e  p e l a  ordenação dada às r e s t r i ç õ e s  gi (x)  em função dos s e u s  v a  - 

lares no ponto  v ,  temos: 



Tomemos ago ra  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  v a l o r e s  da 

função o b j e t i v o  modi f icada  assumidos num ponto do segmento e  

no ponto  v .  

S imp l i f i cando  a  no t ação  e  levando em cons ide ração  

a  cons t rução  das  funções  E. (A) , i = 1, . . . , m ,  temos : 
1 

Figura 7 



Como o segmento que une os  pontos  v e w é Por  

h i p ó t e s e  s e c a n t e  a  S ,  p e l a  condição C5, temos um decréscimo de 
- 
gl(A) quando aumentamos A a  p a r t i r  do ponto  h = 0 .  

De o u t i o  l a d o ,  levando em cons ide racão  que todos  

os  pontos  no segmento s ã o  i n v i á v e i s ,  temos 

Deste modo é p o s s í v e l  a c h a r  uma função l i n e a r  de - 

cres .cente  em A que . s e j a  sempre s u p e r i o r  a ( h j  no segmento v  
1 

a w; ou s e j a :  . 

- 
t g  B1 . A g l (h )  , O < A - < 1, 

R1 per tencendo ,  a o  j n t e r v a l  o 0 . R > - ~ / 2 ,  1 

P e l a  con t inu idade  das  .funções r e s t r i ç õ e s ,  e  p e l a  

condição C 5 ,  tamb'gm 6 possi 've l  c o n s t r u i r  funções  l i n e a r e s  que 

sempre se jam s u p e r i o r e s  à s  funções  gi (A) , i = 2 ,  . . . , m, ou s e -  

j a :  
+ 

Bi, i = 2 ,  . . . ,  m ,  podendo  assumi^ qua lque r  s i n a l .  

S imi la rmente ,  . pe l a  cont inui-dade de f  (x) e  pe 1 a  

condição C 5 ,  podemos c o n s t r u i r  uma função l i n e a r  que sempre s e -  
$ 

j a  i n f e r i o r  a f (A) no segmexto : 



Usando t o d a s  a s  funções  l i n e a r e s  acima d e f i n i d a s ,  

e em v i s t a  da  p rop r i edade  P5, podemos e s c r e v e r :  

Usando a  p rop r i edade  ?9 da  função pena l - idade ,  de 

p a r a  vy, v t ,  \J O a < n/2 e  v O - < d  - < do e  levando em cons ide  - 
- 

r a s = i p  que g I A )  < c. (v1 = C ) ,  que p e l a  nropri.ed.ade Y5 i m p l . i c a .  e m  
1 ' L. 1 -- . -' A - 

teinos : 





que é v á l i d a  p a r a  .qua lquer  O - c d  - < do .  

S u b s t i t u i n d o  a  des igua ldade  acima em (11) e  f a -  

zendo 

m 
F(X, a ,  d) - F ( v ,  a ,  d) > ( t g  6,-tg f3 1 ' t g  a  - 1 ' KitgBi) . h  

i = 2  

L 

Anal isando a  exp re s são  a  d i r e i t a  da des igua ldade  

acima,  vemos que e l a  é i - l imi tadamente  c r e s c e n t e  com a no i n t e r -  
-- 

~ a l o  O < a < n /2 .  Assim ce r t amen te .have rg  um v a l o r  ã t a l  que 

e s t a  expressão  s e r 5  p o s i t i v a  p a r a  todo  a no 
- - 
- 
a c a n/2 e  O - c d  - < do .  E s t e  dado po r  

i n t e r v a l o  
P 

- - i = 2  
a = a rc  t g (  -4 

- t g  B1 

F ina lmente ,  fazendo : 



=o a  = max(E, .zO) 

onde <no é o v a l o r  l i m i t e  e s t a b e l e c i d o  no Lema 1 ,  provamos que :  

j n f  ' F ( x ,  a ,  d)  = min F ( x ,  a , d )  
X E R ~  

, S 

p a r a  a  e  d  nos i n t e r v a l o s  .ao < a < 7 r / 2  e O < d - : d.'. 

C . Q . D .  

TEOREMA 2 : (convergência)  

k  Se a s e q u ê n c i a  {d 1 é monotonamente d e c r e s c e n t e  

k  tendendo a  z e r o ,  ou s e j a ,  l i m  d = O ,  e  s e  xk f o r  sempre v i á v e l  
k- k k - I< k  k  p a r a  a  = a ( c o n s t a n t e )  sendo x  pon te  t a l  que F(x , a , d ) = 

k k  
= minx F (x ,  a  , d ) ,  e n t ã o  e x i s t i r á  uma subsequênc ia  convergen- 

k  t e  {x  1 -t Z e  o  l i m i t e  de qua lque r  d e s s a s  subsequênc ias  6 iiin 

" k  ponto  6i imo.  (A l t e rna t ivamen te ,  a  s equênc i a  x  converge p a r a  o  

con jun to  de so luções  Ótimas do problema com r e s t r i ç õ e s ) .  

A s .  condições  C1, C 2  e  C 4  garantem que o  prol!'lema 

de programação (3) t enha  p e l o  menos unia so lução  ót ima desde que 

f ( x )  uma função c o n t í n u a  é d e f i n i d a  numa r e g i ã o  v i á v e l  S compac - 

t a .  

S e j a  X* o  con jun to  de pontos  ót imos do problema 

Para  qual.quer ponto  x* e X* é observada  a  , r e l a ç ã o :  

f ( x * )  - < f  (xk) (12) 



3 7 

j á  que  xk p o r  h i p ó t e s e  é - v i á v e l .  

De o u t r o  l a d o ,  como xk 6 o t imo  do problema n i o d i i i  - 

cada (4 )  na  i t e r a ç ã o  k ,  t emos :  

Tomando o  l i m i t e  quando k-- 

- 
l i m  F(x  -, a ,  dk)  - < l i k  F ( x * ,  5 ,  dk) 
k-t k-f m 

k m 
i i m  ( f ( x  + p ( g i ( x k ) ,  G ,  d k ) ) z  
k->-O= i=l 

k k Como p o r  h i p ó t e s e  { d  ;+O quando k+= E d e v i d o  a 

p r o p r i e d a d e  P7 d a  função  p e n a l i d a d e ,  temos : 

Comparando ( 1 2 )  e  (13)  conc lu imos  que :  

k  l i m  f ( x  ) = f ( x * )  
L03 

Como, p e l a s  c o n d i ç õ e s  C 1  e  C4, o  c o n j u n t o  v i á v e l  

k1 6 con1pact.0, e x i s t i r á  uma s u b - s e q u ê n c i a  {x 1 c o n v e r g e n t e  a  um 

pon to  x l ,  onde t e r e m o s :  

C . Q . D .  



Deriionstradoç o s  d o i s  t e o r e m a s  b â s i c o s  , I podemos 

a g o r a  f a c i l m e n t e  p r o v a r  q u e ,  o b e d e c i d a s  a s  c o n d i ç õ e s  previainen - 

t e  e s t a h e l e c i d a s ,  o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  c o n v e r g e .  

TEOREMA 3 (Convergênc ia  do A l g o r i t m o )  

Obedec idas  3s c o n d i ç õ e s  ~ l , C 2 , C 3 , C 4  e  C5,o  a l g o r i t  - 

mo a p r e s e n t a d o  no c a p í t u l o  I1 c o n v e r g e  p a r a  o  v a l o r  ó t imo do 

problema d e  programasão  ( 3 ) .  

Sempre que  ria i t e r a ç á o  k o  p o n t o  ó t imo  xk não f o r  

v i á v e l ,  o  ângu lo  a k'l é aumentado p o r  uma q u a n t i d a d e  f i n i t a  na 

s e n t i d o  d e  n/Z. 

D e s t e  modo c e r t a m e n t e  i i ave ra  uma i t e r a ç ã o  K t a l  

que o  â n g u l o  da  proxima i t e r a ç ã o  a K-c- l s e r g  m ã i o r , o u  i g u a l  que 

=a I(+1 o  v a l o r  do ângu lo  u . ( d  ) conforme e s p e c i f i c a d o  no  'Teoreina 1 ,  

ou s e j a ,  

k Em f u n ç ã o  d i s s o ,  o s  p o n t o s  x  s e r ã o  sempre v i s - .  

v e i s  p a r a  t o d a s  a s  i t e r a ç õ e s  k - > K + l .  



Tenlo~ ,  e n t ã o ,  a  p a r t i r  da i t e r a ç a o  K + l ,  o  rnovimeiz - 

t o  de decrgscinio c o n s t a n t e  do parâ i~ ie t ro  d no s e n t i d o  de O ( ze -  

r o ) .  

Como provado no Teorema 2 ,  o v a l o r  da função o b j e  

t i v o  modif icada c o n v e r g i r á  p a r a  o  v a l o r  6timo da problema de 

programação o r i g i n a l ,  ou s e j a ,  

e .da mesma forma 

A s s i m ,  qua lque r  r e g r a  de parada  r a z o z v e l ,  que t e s  
- 

.- t a  a - v ~ r i a s a u  & k j a di ié re i l sa  (x" '- k .k. , W , u . J  e 
k 

f ) ,  s e r á  a t e n d i d a  mesmo quando houver mais de um ponto ótiiiio. 

C . Q . D .  

Neste Gltimo c a s o ,  o  p roces so  obviamente poderá  

não c o n v e r g i r  s e  n a  r e g r a  de parada usarmos qua lquer  c r i t é + r i o  

k testa-ndo a  convergência  do ponto x . 

Se quizermos por  acaso u s a r  e s t e  c r i t é r i o  na  r e -  

g r a  de p a r a d a ,  deveremos, e n t ã o ,  e s t a b e l e c e r  uma condição a d i -  

c i o n a l  p a r a  ga ran t i rmos  a  converg6ncia  do a lgo r i tmo  p a r a  um &i 

co poilto. ~ s ' t a  condição p o d e r i a ,  po r  exemplo, s e r :  



C 0  - O pont.0 Otirno do problema de programação é Único. 

Vale o b s e r v a r  que ,  na s equênc i a  de minimizações ,  

enquanto o  parâmetro  a e s t i v e r  sendo a l t e r a d o ,  o  ponto  de míni-  

I< no x  bas icamente  segue uma t r a j e t ó r i a  de f o r a  p a r a  d e n t r o  da  

r e g i ã o  v i á v e l .  Ao pas so  que ,  enquanto  o  parâmetro  d  e s t i v e r  s e n  - 

do d iminuido ,  em g e r a l  a  t r a j e t . ó r i a  de xl< é no sent i -do de den- 

. t r o  p a r a  f o r a  da r e g i ã o  v i á v e l ,  a t é  no l in i i - te ,  a t i n g i - l a .  

Al.6111 d.as . q u e s t õ e s  t e 6 r i c a . s  r e l a c i o n a d a s  com a  

convergênc ia  do a lgo r i tmo  p r o p o s t o ,  a lguns  o u t r o s  a s p e c t o s ,  p r g  

t iScos  e  t e ó r i c o s ,  merecem s e r  d i s c i r t iGas .  

A s s i m  6 q t ? ~  examinamos o t r a t amen to  de even tua l  

i n v i a b i l i d a d e  no problema o r i g i n a l  ( 3 )  . 

Examinamos, o u t r o s s i m ,  a  p o s s i b i l i d a d e  de a l c a n -  

ç a r  a  so lução  (aproximada) em uma Unica i t e r a ç ã o .  

F ina lmente ,  r e s t r i n g i n d o - n o s  ao Problema Convexo, 

mostramos que o  a lgo r i tmo  p ropos to  ge,ra pontos  v i á v e i s  do p r o -  
P 

blema d u a l ,  que converge ,  p o r  seu  t u r n o ,  p a r a  a s o l u ~ ã o  Otima 

do problema p r i m a l .  

A t ' 6  o p r e s e n t e  moiiien.to nada f o i  t r a t a d o  de i n v i a - -  

b i l i d a d e .  Sempre Zoi s u p o s t a  a existência de uma r e g i ã o  v i á v e l .  



Entretanto, como a seguir veremos, a questão de 

inviabilidade pode ser facilmente verificada através da aplica- 

ção repetitiva do mesmo método na solução do problema de minimi- 

zação da parcela correspondente à função penalidade, ou seja: 

k k  m 
minX P (x, a , d ) = min 1 P (gi (x) , ak, dk) X i=l 

TEOREMA - 4: (Inviabilidade) 

O problema de program; ção (3) ser5 inviável se e 

k somente se na sequência de minimizacóes de' P (x, a', d ) existir 

k um valor a tal que: 

Demonstração: 

Vamos primeiramente demonstrar a suficiência des- 

ta condição. Deste modo vamos supor que a desigualdade (14) se- 

j a verdadeira. 

Se existe uma região viave1 S, para qualquer pon- 

to Z pertencente a S, teríamos: 



Decor ren te  das  des igua ldades  (14) e  (15) obtemos :. 

que c o n t r a r i a  a  h i p ó t e s e  de o t ima l idade  de xl'. Donde podemos con - 

c l u i r  que não e x i s t e  Região Viáve l  S ,  ou s e j a ,  o  Problema 6 In-  

v i  á v e l  . 

.A 

Vamos ago ra  demonstrar  que a des igua ldade  (14) e  

uma condição n e c e s s á r i a .  

Se o  problema é i n v i á v e l  s i e n i f i c a  que p a r a  \ J w c ~ ~  

p e l o  menos uma r e s t r i ç ã o  é v i o l a d a .  S e j a  h(w) = {i lgi (w)  < O}. 

sendo & E A .  

k como ge(u) .< O ,  p ( g e ( x ) ,  ak, d é uma função 

c r e s c e n t e .  i l i m i t a d a  com crk .  Ass.im. ce r tamente  haverá  um K t a l  

que p a r a  V k > K 

e  consequentemente 



Como w f o i  tomado como um ponto  qua lquer  do R" a  

des  igua.ldade acima v a l e .  p a r a  qua lque r  ponto  i n c l u s i v e  p a r a  o  

ponto  de Õtimo do problema de minirnização da p a r c e l a  cor respon-  

den t e  2 função p e n a l i d a d e ,  

C . Q . D .  

Devemos o b s e r v a r  que s e ,  p o r  a c a s o ,  o  con jun to  

v i á v e l  não t i v e r  i ~ i t e r i o r ,  s ó  quando k--, é que podemos garan-  

t i r  a  obtenção de ponto  v i á v e l .  

Deve s e r  s a l i e n t a d o  qde a  s o l u ~ ã o  do problema Au- 

x i l i a r  não r e p r e s e n t a  um t r a b a l h o  d e s i n t e g r a d o  ou d i s s o c i a d o  da - 

q u e l e  que normalmente s e r i a  r e a l i z a d o  p e l o  a l g o r i t m o .  I s t o ,  po r  

exemplo, acontece  nas  p r o p o s t a s  ap re sen t adas  por  Fiacco (confor  - 

me d e s c r i t o  em 1 3 1 )  e  p o r  Lootsma 1 ' 1 .  N O  p r e s e n t e  c a s o ,  além 

de não r e p r e s e n t a r  qua lque r  acrescimo adi.c.ional , diminui  em ge- 

r a l  o  t r a b a l h o  de processamento.  E s t a  p rop r i edade  6 b a s t a n t e  ób - 

v i a ,  j á  que de qua lque r  maneira  teri 'amos que.  aumentar s u c e s s i v a  - 

mente cr, a t é  que obt iv6ssemos um ponto v i á v e l .  Fazendo e s t a  t a . -  

r e f a ,  a t r a v e s  da so lução  de um problema que é uma pa rce l a .  do 

o r i g i n a l ,  o  t r a b a l h o  na tu ra lmen te  é menor. 

MINIMIZACÃG APROXIMADA EM UMA ONICA ITERAÇÃG DE d  -----. - 

Uma i n t e r e s s a n t e  pr 'opr iedade do método p ropos to  e  

que ,  f o r n e c i d a  uma c e r t a  p r e c i s ã o  com que s e  a c e i t a  a  so1uçã.0, 

6 ' p o s s í v e l  e n c o n t r á - l a  em uma Única i t e r a ç ã o  de d .  

A maneira  de s e  consegu i r  e s t e  o b j e t i v o  s e r 5  mos- 

t r a d a  p a r a  duas d i f e r e n t e s  r e g r a s  do pa rada .  



O p r i ~ i i e i r a  caso. e p a r a  qua.ndo d e s e j  arriios camo r e -  

g r a  de  pa rada :  

Como xk é ó t i m o ,  temos : 

Supondo que a'' s e j a  s u f i c i e n t e m e n t e  a l t o ,  ou s e -  

k > a ~ ( ~ k - l  j a ,  a, 
.- ) (do Teorema I ) ,  p e l a  comparação de (16) com 

(17) vemos que p a r a  f a z e r m o s  a  minimização aproximada em uma 

Única i t e r a ç ã o  de  d b a s t a  tomar :  

O segundo c a s o  6 p a r a  a  r e g r a  de p a r a d a :  

k =o S e j  a x k - I  um pon to  v i á v e l  e  s e  j  a  a > a ( c I " - ~ ) .  



Devido des igua ldade  (-17) e  deyido a. x* s e r  pon- 

t o  6tiino temos: 

Se o s  termos extremos das  des igua ldades  acima 

(19) f (x k-1) e  f ( x k - l )  - m d  k-1  , t i v e r e m  o  mesmo s i n a l ,  com c e r t e  - 

z a  podemos e s c r e v e r :  

De (18) t i r a m o s :  

a  minimização aproximada s e r á  e f e t u a d a  em uma Única i t e r a ç ã o  de 

d. 

Vale d -e s t aca r  agora  que ao f i n a l  de cada i t e r a -  

~ ã 6 ,  s e  xl' f o r  v i á v e l ,  sempre temos duas c o t a s  que liniitani i n i c  - 

r i o r '  e super io rmente  a  so lução  f i n a l  do v a l o r  do problema f (x")  . 
Es te  r e s u l t a d o  6 de grand.e  impor tânc ia  p r a t i c a  desde que c1 a 

um e x c e l e n t e  c r i t e r i o  de término do método. Para. e s t a  f i n a l i d a d e  



chamaiiios a.atenção que a  c o t a  i n f e i i o l -  pode sei: c a l c u l a d a  d e  urna 

m a n e i r a  ma i s  p r e c i s a  que  a  dada em (-19). P a r a  i s t o  b a s t a  c o n s i -  

derarmos  o  t e r m o L  d e s p r e z a d o  na passagero' e f e t u a d a  p a r a  o b t e n ç ã o  

de ( 1 7 ) .  A s s i m  f ( x * )  f i c a  l i m i t a d o  e n t r e :  

que a i n d a  pode s e r  c o l o c a d o  na. forma 

PROBLEMA DE PROGRPJIACÃO CONVEXO 

A t é  a q u i ,  t r a t a m o s  do problema g e r a l .  d e  progrerna- 

ção l i n e a r  un icamente  com r e s t r i ç õ e s  de d e s i g u a l d a d e s .  Cons ide -  

ra remos  a g o r a  um s e u  c a s o  p a r t i c u l a r ,  aLue e n t r e t a n t o  é o c a s o  

mais  i m p o r t a n t e ,  q u e r  c o n s i d e r a n d o  que a  ma io r  p a r t e  d a  b i b l i o -  

g r a f i a  tem s i d o  d i r i g i d a  p a r a  o  s e u  e s t u d o ,  .quer  c o n s i d e r a n d o  a 

s u a  f r e q u ê n c i a  r e l a t i v a  em te rmos  de p rob lemas  p r á t i c o s .  T r a t a -  

s e  do problema de  programação convexo un icamente  com r e s t r i ç õ e s  

de  d e s i g u h l d a d e .  E s t e  problema é o problema g e r a l  d e f i n i d o  em 

(3)  com duas  c o n d i c õ e s  a d i c i o n a - s  de  convex idade :  

C 6  - f (x) é uma funçao  convexa.  

C 7  - g i ( x ) ,  i = 1, . . . ,m s ã o  f u n ç õ e s  côncavas .  



Uma pr0pr iedad.e  impor t an t e  do método o r a  propos-  

t o  é que t rans forma o problema de programação convexo na  s o l u -  

ção  de uma sequênc i a  de minimizações s e m ' r e s t r i ç õ e s  de uma fun-  

ção o b j e t i v o  também convexa. A imyor t ânc i a  d i s t o  deco r r e  das  co - 

nhec idas  vantagens  ,que r  sob o ponto  de v i s t a  p r á t i c o  como t e ó r i -  

c o ,  em s e  e s t a r  minimizando uma funç2o convexa. 

E s t a  c a r a . c t e r í s t i c a  do método- deve-se unicamente 

h 

a p rop r i edade  P l 0  de s u a  função p e n a l i d a d e ,  j a  que a soma de 

funções  conv3xas é ,  p o r  s u a  v e z ,  uma 'funcão convexa. 

PROBLEMA DUAL 

O problema de programação ' o r i g i n a l  C.3) , que daqui 

p a r a  a f r e n t e  s e r á  r e f e r i d o  como. problema p r i m a l ,  tem a s soc i ado  

com e l e  um problema d u a l ,  que p a r a  o caso  convexo. pode ser f o r -  

mulado, segundo Wolfe (conforme r e f e r ê n c i a s  1 ' ' 1 ) , como maxi- 

mizar  a funcão o b j e t i v c  dual  

s u j e i t o  à s  r e s t r i ç õ e s  

vx G(x , u )  = Vf (x) - ui v&Ji (x) = 0 
i=l 



onde V f ( x ) ,  Vgi(x) ,  i = 1, . . . , m e  V, G(x ,  u )  r e p r e s e n t a m  r e s -  

p e c t i v a m e n t e  o s  g r a d i e n t e s  em r e l a ç ã o  a  x  de f ( x ) ,  de g i ( x ) ,  i = 

1 ,  . . . , m e  d a  funçao  o b j e t i v o  d u a l  G(x ,  u ) .  

Veremos, a g o r a ,  que a d u a l i d a d e  nos  problemas  de 

prograniação convexos a p r e s e n t a  'uma i m p o r t a n t e '  p r o p r i e d a d e .  

TEOREMA 5 : (Des igua ldade  B á s i c a )  - 

O v a l o r  d a  função  o b j e t i v o  d u a l  p a r a  q u a l q u e r  pon - 

t o  ( x D ,  uD) d u a l  v i á v e l  6 sempre menor ou i g u a l  ao da  função  p r i  - 

mal p a r a  q u a l q u e r  p o n t o  x  p r ima1  v i ã v e l .  
P  

A s  r e s t r i ç õ e s  u .  > O, i = 1, . . . , m p a r a  t o d o  pon 
1 - - 

tcj d u a l  v i á v e l  e .  as c o n d i ç õ e s  C 6  e  C 7  impl icam que G ( x ,  u) s e j a  

convexa em x .  

De o u t r o  l a d o ,  p a r a  t o d o  p o n t o  d u a l  v i á v e l  a  r e s -  

t r i ç ã o  (23)  deve  s e r  o b e d e c i d a .  I s t o  i m p l i c a  que p a r a  dado v e -  

t o r  u  - > O ,  o  p o n t o  dua'l v i á v e l  s e j a  o  p o n t o  de mínimo da  f u n ç ã o  

G(x, u )  , já  que  e l a  6 c.onvexa. 



S e j a  (x,,, u,,) um pon to  d u a l  v i á v e l  qua lquer .  Em 

v i s t a  d i s t o  

A 

Considerando,  e n t ã o ,  'ZS), (26) e  que (xD,  uD) e  

o  - ponto  de inínimo em x de G(x, u,,) , temos : 

Como x p  e  (x,,, u ) foram tomados . gene r i camen te ,  a  D 

des igua ldade  acima e valida p a r a  q u a i s q u e r  pon tos  p r i m a i s  e 

d u a i s  v i á v e i s .  

C . Q . D .  

a 

Uin a s p e c t o  i n t e r e s s a n t e  do a l g o r i t m o  p ropos to  e 

que 5 medida que o  problema pr ima1 é r e s o l v i d o ,  a t r a v é s  de +urna 

s equênc i a  de minimizações  sem r e s t r i ç õ e s ,  é pa ra l e l amen te  g e r a -  

da uma s equênc i a  de pon to s  que s ão  d u a i s  v i á v e i s  e  que a p r o x i -  

inani do ótimo dua l  no ' l i m i t e  quando dk+O. 

Unia so lução  dua l  6 o b t i d a  da s e g u i n t e  maneira .  Se - 
k lc k  k k  

j a  x . = x(oi , d  ) o  pon to  que minimiza F ( x ,  a , d ) rio R ~ .  Ncs te  

.ponto,  e n t ã o ,  devercmos n e c e s s a r i a m e n t e  t e r :  



onde P )  r e p r e s e n t a  a  deri-vada. da função  penal idad-e  P (y ,  a ,  d) 

e m  r e l a ç ã o  a  y.  

Se f i z e r m o s  ' 

a s  duas  r e s ~ r i ç õ e s  d u a i s  serão a t e n d i d a s  . ~ u , b s t i t u i n d o  ( 2 8 )  em 

(271,  obtemos a p r i m e i r a  r e s t r i ç ã o  ( 2 3 ) .  Como a  função p e n a l i d a  - 

de é não c r e s c e n t e  em re laç ,ão  a  y ,  i m p l i c a  que P '  < O e  conse -  Y - 
.A 

quentemente a segunda r e s t r i ç ã o ,  u .  > O ,  i = 1 ,  . . . ,  m , e  t ani- 
1 - 

bem a t e n d i d a .  

k k k A s  s  iin, achamos o  par (x (a , d  ) , u ( a  , dk) ) que 

s a t i s f a z  à s  r e s t r i ç õ e s  d u a i s  e  que é gerado a  cada  i t e r a ç ã o  do 

a lgo r i t i no .  

No caso  p a r t i c u l a r  da  função p e n a l i d a d e  h ipe r l põ l i  - 

ca d e f i n i d a  em ( 5 )  t.enos .a s e g u i n t e  e x p r e s s ã o  p a r a  o s  m u l t i p l i -  

c ado re s  u i :  



TEOREMA .6 (Convergência Dual) 

k Se sequênc i a  { d  } monotonamente d e c r e s c e n t e  pa-  

r a  k - > K tendeiido a z e r o ,  ou s e j a ,  l i n i  dk  = O e  s e  xk f o r  sem- 
k - . ~  

p r e  v i á v e l  p a r a  ak = E ( c o n s t a n t e )  , e n t ã o ,  p a r a  o  caso convexo 

o v a l o r  da função d u a l  c o n v e r g i r á  p a r a  o  v a l o r  Ótimo da função 

p r i m a l ,  ou s e j a :  

Vamos t r a b a l h a r  .com uma subsequênc ia  convergen te  

pa ra  um ,ponto Ótimo x* 

Mesmo que h a j a  mais de um ponto Ótimo, o s  r e s u l t a  - 

dos não s e  a l t e r a m .  Sabemos pe lo  reorema 2 que.  

r e s t a  en t ão  p rova r  que 



Usando a  equação C 2 8 )  , temos : 

E s t e s  ] . imi tes  ex i s t em  j á que estamos t r a b a l h a n d o  

com uma subsequênc ia  conve rg en t e .  

Vamos a n a l i s a r  o  v a l o r  do pr imei- ro  l i m i t e  em (SI - )  

segundo a s  duas a l t e r n a t i v a s  p o s s í v e i s  p a r a  o  segundo l i m i t e ,  

k Na p r i m e i r a  a l t e r n a t i v a ,  g . (x ) converge  
3. 

p a r a  

K > O .  P e l a  p r o p r i e d a d e  P7 da fungão p e n a l i d a d e ,  podemos, e n t ã o  

c o n c l u i r .  que : . 

k k k  k l i m  - P f ( g . ( x  ) ,  a , d  ) = O s e  l i ingi (x  ) + K .  
k-3-03 Y k- 

k Na segunda a l t e r n a t i v a ,  g i ( x  ) converge p a r a  O 

( z e ro )  . 

P e l a s  p r o p r i e d a d e s  P1 e  P5 podemos e s t a b e l e c e r  o  

i n t e r v a l o  de v a r i a ç ã o  d e  P '  : 

Tomando o  l i m i t e  p a r a  O < ak < n / 2 ,  temos:  



ou s e j a ,  o l i m i t e  e f i n i t o .  

Observe q u e ,  no  l i m i t e ,  o pon to  g -  (x*)  = 0 
I 

não 

tem d e r i v a d a ,  no e n t a n t o ,  a s  der i .vadas  5 e sque rda  e d i r e i t a  

continuam a s a t i s f a z e r  a d e s i g u a l d a d e  ( 32).  

Des t a  forma f i c o u  provado que:  

p o i s  s e  

Devida a ( 33) e a (3.0) p a r a  YE > O h ave rá  um k ( ~ )  

t a l  que p a r a  todo k > k ( ~ )  a s  desi.gua.ldades aba ixo  s e r ã o  v a l i -  

d a s  
F 

f (x*)  < 
k 

f ( x  ) < f ( x * )  + E 



Somando, obtemos : 

E s t a s  des igua ldades  acima s i g n i f i c a m  que 

Como o  r e s u l t a d o  é v á l i d o  p a r a  qua lquer  que s e j a  

a  subsequênc ia  conve rgen te ,  e l e  6 v á l i d o  sempre. 

C . Q . D .  

Vale a  pena obse rva r  que a  equação (33)  e  niais 

a s .  r e s t r i ç õ e s .  prima1 e  d u a i s  cons t i t uem a s  conhecidas  r e l a ç õ e s  

de Kuhn-Tucker, expressando que V£ (x") é uma combinação l i n e a r  

não n e g a t i v a  dos g r a d i e n t e s  Vgi (x*) cor respondente  à s  r e s t r i ç õ e s  

que s ã o  a t i v a s  em x * .  Pa ra  o  caso  de programação convexa,  e s t a s  

s ã o  a s  condições neces sá r i a ' s  e  s u f i c i e n t e s  de - 0 t i m a l i d a d e  1 1 . 
Como e r a  de s e  e s p e r a r  t o d a s  a s  q u a t r o  condições  de ~Ghn-l 'ucker  

s ão  s a t i s f e i t a s  no ponto  ( x * ,  u*) . 



Descrever-enios duas  e x p e r i ê n c i a s  p r á t i c a s  r e a l i z a -  

das  u t i l i z a n d o  o  a l g o r ~ i t i n o  p r o p o s t o .  

A min imização  sem r e s t r i ç õ e s  f o i  f e i t a  u t i l i z a n -  

do-se  a  r o t i n a  G I M I N  I I que b a s i c a m e n t e  s e  c o n s t i t u i  em um dos 

métodos das s e c a n t e s .  0 s  s e u s  p a r â m e t r o s  C r i t é r i o  de Converi.ên- 

c i a  e Passo  de D i s c r e t i z a - ç ã o  foram Zomados c o n s t a n t e s ,  r e s p e c t i  - 
-9 -20 vamente com o s  v a l o r e s  1 . 1 0  e.  1 . 1 0  Ressalvamos que não  

e s t i v e m o s  c e n t r a d o s  no s e n t i d o  d e  o b t e r  o s  máximos b e n e  - 

f í c i o s  d e c o r r e n t e s  do u s o  a t i i n i z a d o  d e s t e s  pa rân ie t ros .  

O p r i i l i e i ~ o  piobleiiiu e m i t o  s i i i l p i e s ,  p o i s  G c u r l v e  - 

xo com somente duas  v a r i á v e i s  e  duas  r e s t r i ç õ e s .  T r a t a - s e  de  um 

problema t e s t e  a p r e s e n t a d o ,  p o r  Iiimmelblau -1 1 o r i g i n a l m e n t e  

p r o p o s t o  p o r  J .  Bracken e  G .  P. Mc Corinick, com o  s e g u i n t e  enun -- 

c i a d o  : 

s u j e i t o  a  g  (x) = 1 -x; + X Z L O  

g 2 ( x )  = - xl- XZ + 2 > 0 .  - 

que tem como s o l u ç ã o  8 t i m a  t e ó r i c a :  



Foram adotados  os s e g u i n t e s  val .ores i n i c i a i s  no 

passo 1 do a l g o r i t m o :  

Para  a  v a r i a ç ã o  dos parâmetros  a  e  c l ,  r e s p e c t i v a -  

mente nos  passos  5 e  7 ,  foram adotadas  a s  s e g u i n t e s  r e g r a s :  

tga1'+' = 2 t g a  k 

P o r t a n t o ,  a . v a r i a ç ã o  de a  f o i  f e i t a  de uma manei- 

r a  d i f e r e n t e ,  porém e q u i v a l e n t e ,  da  o r ig ina lmen te  e s t a b e l e c i d a  

na  ap re sen t ação  do a lgo r i tmo  no c a p í t u l o  11. 

O s  r e s u l t a d o s  apresentaclgs na  Tabela 1 e  a f i g u -  

r a  8 wostrarn a  mecânica de funcionamento do a lgor i tq lo .  
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. A t é  a  i n t e r a ç ã o .  5 ,  p r i m e i r a  f a s e  do a l g o r i t m o ;  

o c o r r e  o  aumento r e p e t i t i v o  do â n g u l o  'a ( v i d e  f i g u r a  4 . 2 ) .  I s t o  

tem o  e f e i t o  de f a z e r  com que o  p o n t o  de ó t imo  do problema inodi- 

f i c a d o  xk s e j a  g r a d a t i v a m e n t e  jogado p a r a  o  i n t e r i o r  da  r e g i ã o  

v i ã v e l .  

Nas i t e r a ç õ e s  s e g u i n t e s ,  s egunda  f a s e  do a l g o r i t -  

mo, s e  dá  a  d i m i n u i ç ã o  do p a r â m e t r o  d  ( v i d e  f i g u r a  4 .  b) . 1s t o  

bas icamente  tem o  e f e i t o  de d i m i n u i r  a p e n a l i z a ç ã o  em termos  ab-  

s o l u t o s ,  porém mantendo o  mesmo n í v e l  de p r o i b i t i v i d a d e  (dado 

k p o r  a )  f o r a  d a  r e g i ã o  v i á v e l .  A s s i m  o p o n t o  s pode s e  mover com 

.mais l i b e r d - d e  d e n t r o  da  r e g i ã o  v i á v 5 l  n a  d i r e ç ã o  do p o n t o  Opti- 

mo do problema o r i g i n a l .  

RESULTADOS DO PROBLEMA 1 

Flgurri 8 



A c o n v e r g ê n c i a  do p r o c e s s o  pode s e r  v i s t a  n a s  co- 

k  l i a k  k  a k , d k )  ,xk e  g ( x  k  ) .  i u n â s  f ( x  ) , F ( x  , , d  ) , P ( x  , 

Prel in i inarmente . ,  e s c l a r e c e m o s  que o  v a l o r  assumido 

k p o r  g l ( x  ) n a  i t e r a ç á o  14  é explicado p e l a  e s c o l h a  dos p a r â m e t r o s  

d a  G I M I N .  Ha ja  v i s t o  q u e ,  o p a r â m e t r o  P a s s o  de D i s c r e t i z a ç ã o  e  

d a  mesma ordem de g r a n d e z a  dos e r r o s  r e l a t i v o s  do p o n t o  de m í n i -  

mo, enquan to  o  p a r â m e t r o  c r i t é r i o  de C o n v e ~ g ê n c i a  6 de ordem de 

g r a n d e z a  s u p e r i o r  ao  e r r o  r e l a t i v o  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  

Como pode s e r  f a c i l m e n t e  observado. e n t r e  a s  i t e r a -  

ç õ e s  5 e  1 3 ,  o s  v a l o r e s  d a  função  o b j e t i v o ,  dos p o n t o s  de mínimo 

e  d a s  r e s t r i ç õ e s  ganham um d í g i t o  s i g n i f i c a t i v o  a  cada  i . t e r a ç ã o .  

.Consequentemente,  o  e r r o  r e l a t i v o  de ,_ ; t e s  v a l o r e s  s e  a p r e s e n t a  l i  - 

n e a r  com o  p a r â m e t r o  d  n e s t a  segunda  f a s e . d o  a l g o r i t m o .  

Observamos que e s t e  ~ o ~ x p o r t a m e n t o  da  função o b j o -  

t i v o  j á  p o d e r i a  s e r  t o t a l m e n t e  e s p e r a d o  v i s t o  a  v a r i a c ã o  e ç t a b e -  

1 e c i d a  p a r a  o  pa râmet ro  a: e  dadas  p o r  (2.1) : 

k k k  
F(x  , a ,  d )  - 

Uni o u t r o  a s p e c t o  i m p o r t a n t e  a p r e s e n t a d o  p e l a  con-  

v e r g ê n c i a  dos r e s u l t a d o s  e  que e s t á  in t imamente  l i g a d o  com o  

comportamento do e r r o ,  é a  c l a r a  i n d i c a ç ã o  d a  p o s s i b i l i d a d e  + do 

desenvo lv imen to  t a n t o  t e ó r i c o  como p r â t i c o  de p roced imen tos  a c e -  

l e r a d o r e s  de c o n v e r g ê n c i a  a t r a v é s  do uso  de mecanismos de e x t r a -  

p o l a ç ã o .  P roced imen tos  d e s t e  t i p o  s ã o  a p r e s e n t a d o s  p o r  F i a c c o /  

McCormick 1 4 1  e p o r  Loostma 1 ' 1 ,  



A coluna Numero de Passos  e s p e c i f i c a  o  n h e r o  i n -  

t e r n o  de i t e r a ç õ e s  d e n t r o  da r o t i n a  G I k I I N  n e c e s s á r i o s  p a r a  s e  

enc0ntra . r  o  mín.imo do problema s e i  r e s t r i ç õ e s .  

Como também r e g i s t r a d o  por  Lootsma 1 '  1 , a  co luna  

k k k I Q ~ F ( X  , n , d  ) I ,  moda e u c l i d i a n a  do g r a d i e n t e  da função o b j e -  

t i v o  mod i f i cada ,  a  p a r t i r  da i t e r a ç ã o  1 2  i n d i c a  c laramente  o  au- 

mento da  d i f i c u l d a d e  de s e  achar  um mínimo p r e c i s o  p a r a  v a l o r e s  

muito pequenos de d .  A s  o s c i l a ç õ e s  d e s t e  v a l o r  nas  i t e r a ç õ e s  a n t e  - 

r i o r e s  poderiam s e r  exp l i cados  não s5 p e l a  i n f l u ê n c i a  dos p a r â -  

m e t r o s  de G'MIN, bem como p e l a  a l e a t i ~ r i e d a d e  i n t r í n s e c a  ao p ro -  

. ces so  de min i r i , zação .  

A a n a l i s e  da s  co lunas  dos m u l t i p l i c a d o r e s  de La- 

k grange u  , mostra  em p r i m e i r o  l u g a r  que e s t a s  v a r i á v e i s  n ã o  a p r e  - 

sen ta ram a  mesma e s t a b i l i d a d e  das  demais.  

E n t r e t a n t o ,  os  grandes  desv ios  observados nas  i t e -  

r ações  13  e  1 4  em r e l a ç ã o .  aos v a l o r e s  de u * ,  podem s e r  e x p l i c a -  

dos p e l o s  . v a l o r e s  r e l a t i v a m e n t e  a l t o s  dos g r a d i e n t e s ,  ou s e j a ,  

os  pontos  Ótimos na  verdade  e s t i v e r a m  r e l a t i v a m e n t e  longe de s e  - 
(i 

rem a t i n g i d o s .  

Se alem, d i s t o ,  nos d e t a l h a r ~ ~ ~ o s  na a n á l i s e  da f ó r -  

mula a t r a v é s  da qua l  os  m u l t i p l i c a d o r e s  são  ca l cu l ados  



f i c a  c l a r o  a  a l t a  i n f l u ê n c i a  de qua lque r  p e r t u r b a ç ã o  no va- 

k '  l o r  de x . A í  vemos. que e s t á  p r e s e n t e  a  d i v i s ã o  de &das q u a n t i d a -  

des  quase  i n f i n i t e s i m a i s , .  sob o  ponto  de v i s t a  p r á t i c o ,  c u j o  

r e s u l t a d o  i n f l u e n c i a  decididamente  o  r e s u l t á d o  f i n a l .  

Em segundo l u g a r ,  a  a n á l i s e  das  colunas  dos M u l t i -  

p l i c a d o r e s ,  mos t ra  que ,  e n t r e  a s  i t e r a ç õ e s  6 e  1 1 ,  e s t e s  v a l ú r e s  

ganharam um d í g i t o  s i g n i f i c a t i v o  a  cada i t e r a ç ã o .  A s s i m ,  o  e r r o  

r e l a t i v o  d e s t a s  v a r i á v e i s  s e  a p r e s e n t a  l i n e a r  com o  parâmet ro  

d ,  f a t o  que i n d i c a  a s  mesmas p o s s i b i l i d a d e s  de e x t r a p o l a c ã o .  

A a n a l i s e  da  coluna dos valere? da funçáo d u a l  

k k 1c G(x , a , d ) ,  m o s t r a ,  de uma maneira  d i v e r s a  dos m u l t i p l i c a d o -  

r e s ,  uma a l t í s s i m a  e s t a b i l i d a d e  e  p r e c i s ã o .  E n t r e t a n t o  e s t a  apa- 

r e n t e  c o n t r a d i ç ã o  é e x p l i c a d a  d i r e t amen te  p e l a  p r ó p r i a  fó rmula  

com que foram c a l c u l a d o s :  

k 
Ai' podemos ' en t ende r  q u e ,  como os  g .  1 (x ) , i = l ,  2 ,  . 

s ã o  muito pequenos ,  a  i n f l u ê n c i a  r e s u l t a n t e  dos e r r o s  dos 

m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange s c r á c o n s e q u e n t e m e n t e  d e s p r e z í v e l .  



Um r e s u l t a d o  que merece des t aque  é o  comportamento 

k k  do e r r o  r e l a t i v o  de G(x. , u  ) que e n t r e  a s  i t e r a ç õ e s  6 e 11 s e  

a p r e s e n t a  como uma função q u a d r á t i c a  do parâmetro  d. 

F ina lmen te ,  vamos c o n s i d e r a r  a  co luna  

k k k 
F(x , zk, d  ) - rnd . Aí podemos ver, que o s  s eus  v a l o r e s  e f e t i v a -  

mente t i ve ram um bom comportamento como c o t a  i n f e r i o r  p a r a  o va- 

l o r  de f (x*) , conforme e s t a b e l e c i d o  p e l a s  de s igua ldades  ( 2 1 ) .  

Apesar de ap re sen t a r em,  como teor icamente  st r i a  

e s p e r a d o ,  um n í v e l  de p r e c i s ã o  bem i n f e r i o r  ao demonstrado p e l o s  

v a l o r e s  da função d u a l ,  têm como. v i r t u d e  a  s u a  enorme e s t a b i l i d a  
- 

de .  

O -  segundo problema é a. niinimização de uma função 

convexa. E s t e  problema f o i  i n i c i a l m e n t e  d i s c u t i d o  por  Fiacco e  

Mc Cormick e  pos t e r io rn i en t e  t r a b a l h a d o  po r  Lootsma em q u a t r o  a r -  

tigOs 1 8 ,  9 ,  1 0 ,  l 1  I .  Se c o n s t i t u i  em: 

min f ( x )  = - x 3  - 6x2 + l l x l  + x3 1 1 

s u j e i t o  a  g.. (x) = - 
1 

* - x 2 + x 2 > o  Xi 2 3 - 



que  tem como s o l u ç ã o  t e ó r i c a :  

g,(x*) = g2  (x*) = g4 (x*) =- o 
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Foram a d o t a d o s  o s  s e g u i n t e s  v a l o r e s  i n i c i a i s :  

A r e g r a  de v a r i a ç ã o  do p a r â m e t r o  d  f o i  a  mesma do 

exemplo a n t e r i o r ,  e n q u a n t o  a não v a r i o u .  F o i  e s c o l h i d o  um v a l o r  

s u f i c i e n t e m e n t e  a l t o  p a r a  ao p a r a  e v i t a r  o  probleina de v i o l a ç ? e s  

a  r e s t r i ç õ e s  não  se rem s u f i c i e n t e m e n t e  p e n a l i z a d a s  l o c a l m e n t e  p a  - 

r a  compensar o  dec résc imo  d a  f u n ç ã o . o b j e t i . v o  f o r a  da r e g i ã o  v i ã -  

v e l ,  que  t e n d e  a  - quando xl  t e n d e  a  + a. 

Bas icamente  os  mesmos c o m e n t ã r i o s  f e i t o s  p a r a  o  

problema 1 p0de.m s e r  r e p e t i d o s  p a r a  e s t e  problema.  

A s  h i c a s  o b s e r v a ~ . õ e s  a d i c i o n a i s  s e  refererir a o  

comportamento do e r r o  r e l a t i v o  dos M u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange a s  

saciados 5s r e s t r i ç õ e s  não  a t i v a s  no  p o n t o  de ó t imo do problema 

que s e  a p r e s e n t a  como uma Punção q u a d r á t i c r i  do p a r â m e t r o  d .  

A s  componentes x 1 e x - ~  têm um comportamento i g u a l  

ao  r e g i s t r a d o  no c a s o  do probl'enia 1. ~ i v e r i a m e n t e ,  o  e r r o  da com - 



ponente  x2  tem uma v a r i a ç ã o  q u a d r á t i c a  com o  parâinetro d .  

Vamos comparar os  p r e s e n t e s  r e s u l t a d o s  com os  ob- 

t i d o s  p o r  Loostma 1 1 .  Ele  r e s o l v e u  o  problema a  p a r t i r  do mesmo 

ponto  i n i c i a l  a t r a v é s  de um metodo de pena l i zação  i n t e r i o r  em 

que a  função o b j e t i v o  modi f icada  a p r e s e n t a  a s e g u i n t e  forma: 

A ininimização se111 rest.:içÕes f o i  f e i t a  usasido-se 

um.método quz c a l c u l a  a s  de r ivadas  p c r c i a i ç  de segunda ordem de 

.P (x ,  1) a  cada i t e r a . ç ã o  i n t e r n a .  

A ú n i c a  comparação p o s s í v e l  de s e r  f e i t a  é a q ~ i e l . ~  

e n t r e  a  p r e c i s a 0  ap re sen t ada  p e l o s  d o i s  métodos~. Para  e s t e  e f e i -  

t o  vamos s e l e c i o n a r  a  i t e r a ç ã o  com p r e c i s ã o  máxima em 1 / e  a  

i t e r a ç ã o  7 do p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  A t a b e l a  3 mostra  os  r e s u l t a d o s  

r e l a t i v o s  às p r i n c i p a i s  v a r i á v e i s .  A í  é p o s s í v e l  comparar o  núme - 

r o  de dfgi . , tos s i g n i f i c a t i v o s . ,  bem como, o s  e r r o s  r e l a t i v o s  p a r a  

o s  d o i s  a l g o r i t m o s .  



TABELA 3 - Comparação e n t r e  A lgo r i  tnios 

__KE_SULTADO ALGOKITMF- 
- CORRETO --- LÜOSTMA i B l  

1 , 4 1 4 2 1 3 5 6 2 3  r i Y 4 i 4 2 2  

-- 
ALGORI'I%~O 
PROPOSTO 



Ao f i n a l  do t r a b a l h o ,  julgamos c o n v e n i e n t e  f a z e r  

unia r e c a p i t u l a ç ã o  s u c i n t a  do que f o i  a p r e s e n t a d o .  

No C a p í t u l o  I ,  ap resen tamos  uma b r e v e  rev - i s5o  b i -  

b l i o g r á f i c a  dos  d i v e r s o s  métodos e x i s t e n t e s  e  uma d e s c r i ç ã o  r e -  

sumida d a s  ~ ~ r i n c i p a i s  c a r a c t e r í s t i c a s  do método p s o p o s t o .  

No C a p í t u l o  1 1 ,  d e f i n i m o s  p r e c i s a m e n t e  o  problema 

o b j e t o  d e  n o s s o  e s t u d o ,  o  problema g e r a l  de  programação não li- 

h 

n e a r  s u j e i t o  unicanieilte a  r e s t r i ç õ e s  de d e s i g u a l d a d e .  = 

y c i t C i  i ; t o ,  ~ ~ I ~ S ~ ~ L ~ I I I O S  a  noss'a p r o p o s t a  de  solu.  
- 

ção do problenia c o n s t i t u i d a  p e l o  a l g o r i t i n o  e  por  seu i n g r e d i e n t e .  

mais  impor tan t . e ,  a  função  p e n a l i d a d e .  

Na c a p ? t u l o  111 ,  p rovanos  que o  a l g o r i t m o  c o n v e r -  

ge d e s d e  que c i n c o  c o n d i ç õ e s  sejani a t e n d i d a s  p e l o  problemai  

A s e g u i r ,  equaci.onamos a  q u e s t ã o  de i n v i a b i l i d a d e ,  

a t r a v é s  da  s o l u ç ã o  de  um probleina auxi1i.a.r  que p o s s i b i l i t a  a  

o b t e n ç ã o  de um p o n t o  v i á v e l  ou  a  i d e n t i f i c a ç ã o  da i n v i a b i l i d a d e .  

Denionst ramos ,  e n t ã o ,  a  p o s s i b i l i d a d e  de s e  o b t e r  

unia s o l u ç ã o  a c e i t a v e l n i e n t e  prõxinia da  Ótiina. a t r a v é s  de  uma ú n i -  



ca rninirnizaç3o no .  pa râ ine t ro  d .  

A ' p a r t i r  d e s t e  p o n t o ,  n o s  r e s t r i n g i m o s  ao problema 

convexo.  I\IIostra:nos que a. f u n ç ã o  o b j e t i v o  m o d i f i c a d a  pe rmanenc ia  

convexa .  

Apresentamos o  problema d u a l ,  demonstramos que o  

a l g o r i t m o  g e r a  p o n t o s  d u a i s  v i á v e i s  e  que a  c o r r e s p o n d e n t e  s e -  

q u ê n c i a .  dos v a l o r e s  da  função  d u a l  convergem p a r a  o  v a l o r  ó t imo  

d a  f u n ç s o  p r i m a 1  

No ~ a p F t u i o  I V ,  a p r e s ~ ; l t ~ i m o s  os  r e s u l t a d o s  c o m ~ u t a  - 

c i o n a i s  o b t i d o s .  Apesar  de  t e r  s i d o  t e s t a d . 0  somente com d o i s  pe- 

quenos  p r o b l e k s  , o  desempenho p r á t i c o  do método,  marcado p e l a  

e f i c a c i a ,  p r e c i s ã o  e  r a p i d e z ,  l h e  c r e d i t a  um minimo de c o n f i a b i -  

É n a t u r a l  que n e s t e  p o n t o  façmnos uma a v a l i  açno 

g l o b a l  do me'todc. ' N e s t e  s e n t i d o  d e s t a c a r e m o s  a s  s u a s  p r i n c i p a i s  

c a r a c t e r í s t i c a s  e  sempre procura-remos f a z e r  uma a n á l i s e  compara- 

t i v a  com o  p r o p 8 s i t o  de o f e r e c e r  s u b s í d i o s  p a r a  s i t u á - l o  d e n t r e  
P 

o s  métodos e x i s t e n t e s .  N e s t a  a n á l i s e  c o m p a r a t i v a ,  concen t ra remos  

n o s s a  a t e n ç ã o  a o s  métodos d a s  p e n a l i d a d e s  e x t e r i o r e s  e  i n t e r i o -  

r e s ,  q u e ,  além de serem o s  mais  e s t u d a d o s ,  des tacadamente  s ã o  

o s  'mais u t i l i z a d o s  n a  so1uç"a de problemas  de programação não li - 

n e a r .  O s  métodos m i s t o s  embora sendo  os  mais  recomendados n a  

b i b l i o g r a f i a ,  não foram c o n s i d e r a d o s ,  p o i s  além de serem combina - 

ção  dos  d o i s  p r i i n e i r o s ,  também podem s e r  c o n s t r u í d o s  usando-se  o  



método p r o p o s t o  íio p r e s e n t e  t r a b a l h o .  

DIFERENCIRBILIDADE -- 

D i v e r s a . ~ e n t e  d a  imensa  m a i o r i a  dos m6tod .o~  d a s  pe -  

n a l i d a d e s ,  e s t e  método a p r e s e n t a  a u s ê n c i a  de q u a l q u e r  t i p o  de 

d e s - c o n t i n u i d a d e  , j á  que  a f ~ r i ~ ã o  p e n a l i d a d e  u s a d a  6 contl 'nua e  

cont inuaniente  d i  f e r e n c i á v e l  . 

Sob ~ o n t o '  de v í s t a  c o m p u t a c i o n a l ,  e s t a  é unia t:xce 
- 

l e n t e  p r o p r i e d a d e .  O bom coniportame~!to d a  função  o b j e t i v o  m o a i f i  

c a d a  a p r e s e n t a  a g rande  vantagem de p e r m i t i r  o  uso  e f i c i :  n t e  

d a s  inelliores t g c n i c a s  de rninimi zação' seln r e s  t r i s õ e s  que s e  U - t i l i  -- 

z ani de d e r i v a - d a s  segundzs  . 

Conforme mos t rado  no  C a p í t u l o '  111, p a r a  d e s e j a d a  

p r e c i s ã o  enl r e l a ç ã o  a.o v a l o r  ó t imo  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  a n ~ f t o d o  

a p r e s e ~ t a .  a  i n t e r e s s a n t e  p r o p r i e d a d e  de pod.er r e s o l v e r  o  p r o b l e -  

ma em uma ú n i c a  i t e r a ç ã o  de d .  

Apesar  d e s t a  f a c i l i d a d e ,  ac red i t a rnos  que cont inuam 

v á l i d a s  a s  reconiendaçoes f e i t a s  p o r  Davis e Swann 1 1 p a r a  o c a -  

s o  e s p e c í f i c o  do método d a s  p e n a l i d a d e s  i n t e r i o r e s  de C a r r o l .  E s  
- 

t e s  a u t o r e s ,  b a s e a d o s  no c r i t é r i o  de que  o  p o n t o  ó.tinio de u m a  

i t e r a ç ã o  deva se r  um bom p o n t o  i n i c i a l  p a r a  a  prõxima i t e r a ç ã o ,  

desaconse lham um d ~ c r 6 s c i m o  mui to  r â p i d o  do pariiriletro de co i l t ro -  



l e  p a r a  e v i t a r  d i f i c u l d a d e s  m a i o r e s  n a  e t a p a  de minimização sem 

r e s t r i ç õ e s .  I d ê n t i c a s  recomendações s ã o  também f e i t a s  p o r  P o l a k  

1 1 4 1 e  

REGRA DE PARADA - - 

O ni6todo p ~ o p o s t o  o f e r e c e  duas a l t e r n a t i v a s  p a r a  

r e g r a  de p a r a d a .  O v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  p r ima1  tem a s  c o t a s  

.A. i n f e r i o r e s  dadas  p e l o  v a l o r  d a  função  d u a l  como p e l a  e x p r e s s ã o  a  

e s q u e r d a  das  desigualdades; 

O p r i n i e i r o  c r i t e r i o  dado pel'o v a l o r  d a  função  Gual 

e' coinuin 5 grande  numero de métodos d a s  p e n a l i d a d e s .  E n t r e t a n t o  a 

que l i m i t a  s o b r e m a n e i r a  a  s u a  u t t l i z a j ã o  p r a t i c a .  

# 

O segundo c r i t é r i o ,  em c o n t r a p a r t i d a ,  e g e r a l  e 

a p r e s e n t a  'uma n a t u r a l  r o b u s t e z  . Desta. forma s e  c o n . s t i t u i  numa 

in1portant.e c a r a c t e r < s t i c a  o f e r e c i d a  p e l o  método. 
C 

E s t a  p r o p r i e d a d e  e  a p o s s i b i l i d a d e  de minimização 

aproximada eni unia h i e a  i t e r a ç ã o  de c1 s ã o  c a r a c t e r í s t i c a s  pouco 

frequentes e n t r e  o s  métodos d a s  p e n a l i  dades  . E n t r e  os  inétodos v i s  - 

t o s  nu  b i b l i o g r a f i a  c o n s u l t a d a ,  soinentc o  método de p c n a l i z a ç ã o  

l o g a r i t m i c a ,  p a r a  o  c a s o  e s p e c í f i c o  do problcnia convexo,  p o s s u i  

e s t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  I C ' 1 . 



A q u e s t ã o  d a  i n v i a b i l i d a d e - f o i  equac ionada  a t r a v é s  

da  s o l u ç ã o  de um problema a u x i l i a r  in t imamente  i n t e g r a d o  3 p r o -  

p o s t a  o r i g i n a l  do a l g o r i t m o .  

A s  s o l u ç õ e s  v i s t n s  n a  b i b l i o g r a f i a  1 3 5  I p a r a  

t r a t a r  d e s t a  q u e s t ã o  também reso lvem problemas  a u x i l i a r e s .  En- 

t r e t a n t o ,  e s s e s  cuidam un icamente  de  o b t e r  um p o n t o  v i á v e l  i n i -  

c i a l  sem coir i s t o  co l i segu i r  q u a l q u e r  avanço no p r o c e s s o  de s o l u -  

çao  do probiema de programação p r o p r i a m e n t e  d i t o .  E s t a  q u e s t i o  s e  

f a z  mais i m p o r t a n t e  quando s e  c o n s i d e r z  que a  ob tenção  de c3 

p o n t o  v i a v e 1  i n i c i a l  pode l e v a r -  mais  tempo que a  s u b s e q u e n t e  s c -  

l u ç ã o  do p r o b l e m a .  

PONTO INICIAL .. . ..-. -. 

Uma grande  f a c i l i d a d e  a p r e s e n t a d a  p e l o  niétodo 6 em 

re1açã.o ao  p o n t o  i n i c i a l ,  Não e x i s t e  n e c e s s i d a d e  dc q u a l q u e r  pon - 

t o  e s p e c i a l  p a r a  i n l c i - o  do p rocessamento  do a l g o r i t m o ,  como acon 

t e c e  no  c a s o  dos métodos d a s  p e n a l i d a d e s  i n t e r i o r e s .  

Da mesma f o r m a ,  d e n t r o  do p r o c e s s o  i n t e r n o  de m i n i  - 

niização sem r e s  t r i ç õ c s  , n ã o  s e  f a z  n e c e s s 5 r i o  q u a l q u e r  c o n t r o l e  

sob  a  l o c a l i z a ç ã o  dos p o n t o s  i n t e r m e d i á r i o s .  



PONTOS DE ÓTIMO DOS PKOGLEMflS MODIFICADOS 

O s  métodcs das  pena l idades  e x t e r i o r e s  em g e r a l  

constroem pontos  que não s ã o  v i á v e i s .  ~ s s i m  somente no l i m i t e  f i  - 

na1  do p roces so  6 que obtemos u m  ponto  v i a v e l ,  sendo ,  por  s u a  

v e z ,  o  Ótimo do pi-oblema. 

0 s  metodos das  pena l idades  i n t e r i o r e s ,  de o u t r o  l a  .- 

do tem a  vantagem de c o n s t r u i r  s equênc i a s  unicamente de pon tos  

v i S v e i s .  

Na f a s e  i n i c i a l  do iné~ddd p r o p o s t o ,  c a r a c t e r i . . a d a  

p e l o  aumento s i s t e m ã t i c o  do parâmetro  a ,  o  a lgor i tmo padece tem- 

po ra r i amen te  das mesmas desvantagens  dos m6todos das p e n a l i d ~ d e s  

e x t e r i o r e s .  Enquanto n a  f a s e  f i n a l  , c a r a c t e r i z a d a  p e l a  d iminui -  

r30  d o  p a r â m r t r n  d ,  o f e r e c e  as iTesma5 v a n t a F e n s  do5 m6todos da5 

p e n a l i d a d e s '  i n t e r i o r e s .  

CONVEXIDADE ------ 

Embora. sendo cornu-m à. muitos  dos métodos das p e n a l i  - 
k 

da-deç, e s t e  metodo também apresen- ta  a  convenien te  propri-edade da.  

função o b j e t i v o  modif icada de um-problema de programação convexo 

s e r  também convexa. 



DUAL I DADE - 

O método p ropos to  p o s s u i  a u s u a l  p ropr iedade  dos 

métodos das pena l idades  de g e r a r  pontos  dua i s  v i á v e i s  p a r a  o ca-  

s o  do problema de programação convexo. 

A s equênc i a  dos v a l o r e s  das v a r i á v e i s  u d e f i n i -  
i '  

das  p e l a  equação ( 2 8 )  converge p a r a  o s  M u l t i p l i c a d o r e s  de Lagran - 

ge.  A d e s p e i t o  de s u a  a l t a  s e n s i b i l i d a d e  em terrilos computacio- 

n a i s ,  coino : 5 expos to  no c a p í t u l o  4, e s t e s  v a l o r e s  s ã o ,  ass im 

mesma, sempre U t e i s ,  p o i s  revelam c a ~ a c t e r i s t i c a s  sob re  a e s t r u -  

t u r a  do proklema. 

A cor respondente  s equênc i a  d.e va lores '  d.a - função 

d u a l  converge p a r  a. o v a l o r  6 t i m o  do problema prima1 . Divers  aiiien- 

a s u a  u t i l i z a ç ã o  como um bom c r i t é r i o  de parada  do a lgo r i tmo .  

FACILIDADE DE P.ROGRAMAÇÃ0 

Como todos  O S  métodos das pena l idades  ex-I;e.rioTeç e 

interi-o?es , apresen ta .  a p-iropriedade de s e r  fac ' i lmente programá- 

v e l ,  o que f a c i l i t a  enormemente a sua  u t i l i z a ç ã o .  



RESTRICÕES DE IGUALDADE 
"-- 

Da mesma maneira  que os  métodos das pena l idades  i n  - 

t e r i o r e s ,  o metodo p ropos to  não r e s o l v e  problemas com r e s t r i ç õ e s  

de i g u a l d a d e ,  p o i s  ex ige  que o con jun to  v i á v e l  t enha  i n t e r i o r  não 

v a z i o .  

Sem duv ida ,  e s t a '  6 uma c e r t a  deçvantagein que 

ap re senza  em r e l a ç ã o  aos métodos das pena l idades  e x t e r i o r e s .  En - 

t r e t a n t o  esquemas mi s to s  podem s e r  adotados  p a r a  supera?  e s t a  de - 

f i c i ê n c i a .  ~!u. tra a l t e r n a t i v a ,  6 e l e v a r  a a t é  próximo de n / 2 .  

CONDICIONAMENTO DA MATRIZ HESSIANA 
---. - 

A grande d e f i c i ê n c i a  de todos  os métodos das pena- 

l idad.es  e x t & y i o y e s  e ; i l c L - l ; O I G s  ; e c o l . ~ - ~  G â  c ~ . ; y u - & ; ~  ;; > c -  , : 
I . lL1.LL I L. 

~ e s s i a n a . t ; o r n a r - s e  c rescen tementé  des f avo rave l  a cada i t e r a ç ã o .  

Ã medida que o -parâmetro de c o n t r o l e  d e s t e s  métodos tende a i n f i  - 

n i t o  , m" va lo re s .  prGpri.os. d e s t a  m a t r i z  tendem a i n f i n i t o ,  sendo 

me i g u a l  ao número de r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  no ponto de 6tirno do p r o  - 

blema (conforme expos to  em ( 1  , 1 / e 1 1 ) .  

E s t e  mau cond-icionamento da  Mat r iz  Hess iana como 

é s a b i d o ,  pode ' d i f i c u l t a r ,  ou . a t é  mesmo imped i r ,  o suces so  d a  

minimização sein r e s t r i ç õ e s .  Como r e g i s t r a d o  por  A v r i e l  1 ' 1 ,  os 

mais e f i c i e n t e s  métodos p a r a  minimizaçGcs sem r e s t r i ç õ e s ,  que 

perte~?.cern ao grupo dos métodos t i p o  Newton, Grad ien tes  Conjuga- 
- 

dos e Met r ica  V a r i á v e l ,  i ron icamente  sã-o os mais v u l n e r á v e i s  a 



p r i n c i p a l  desvantagem a p r e s e n t a d a  p e l o s  métodos das pena l idades  

e x t e r i o r e s  e  i n t e r i o r e s .  Ou como colocado p o r  Luenbcrger 1 1 3  1 :  
a exp lo ração  e f e t i v a  d e s s e s  métodos r eque r  que sejam inven tados  

esquemas e s p e c i a i s  que el iminem o e f e i t o  provocado p e l o s  v a l o r e s  

p r ó p r i o s  i n f i n i t o s  . 

Para  o a l g o r i t m o  p ropos to  n e s t e  t r a b a l h o ,  embora. 

não t e n h a  s i d o  formalinente demonstrado,  a hlatri z E!essiana da  fun  -- 

ção  ob j  e t i v o  modi f icada  tem m* v a l o r e s  p rÓpr ios  i n f i n i t o s  quando 

d  t ende  a  z e r o ,  p o r t a n t o  sendo mal conclicionada, como todos  o s  

metodos das  p e n a l i d a d e s  e x t e r i o r e s  e i n t e r i o r e s .  Entre ta .n to  , acha  - 

mos que v a l e  a  pena. e x p l o r a r  a s  . c a r a c t e r í s t i c a s  de d i f e r e n c i i i i l i  - 

dade da  função pena l idade  p a r a  p r o c u r a r  con to rna r  e s t e  problema. 

EXTRAPOLAÇÃO --.-. 

Para  o  metodo p r o p o s t o ,  como acontece  com os meto- 

dos das  pena l idades  e x t e r i o r e s  e  i n t e r i o r e s ,  achamos que s e j a  

p o s s í v e l  a u t i l i z a ç ã o  de mecanismos de ex t r apo lação  p a r a  e s t i m a r  

o  ponto  6timo x" .  E s t a  c o n j e c t u r a  é a l t amen te  p rováve l  em p a r t i -  

c u l a r  levando-se  em cons ide ração  a  r e p e t i d a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  da  

função pena l idade  e  os c l a r o s  i n d i c i o s  d e s t a  p o s s i b i l i d a d e  C ap re -  

s en t ados  p e l o s  r e s u l t a d o s  coniputacionais  mostrados no c a p i t u l o  

I V .  

NOVAS LINHAS DE ESTUDO - 

T-anto quan to  sabemos, p r e s e n t e  tra.ballio 6 o p r i -  

meiro  usando a  p e n a l i z a ç ã o  h i p e r b ó l i c a  a-presentada no ~ a p í t i l 1 . 0  



A s  v a n t a g e n s  jii ã.pl*esen-tadas p e l o  método,  bem co-  

mo, a s  s u a s  p o t e n c i a l i d a d e s  apontam p a r a  a c o n v e n i ê n c i a  d a  r e a -  

l i z a ç ã o  de novos e s t u d o s .  

Mui ta s  s ã o  a s  á r e a s  em que e l e s  podem s e r  ap ro fun-  

d a d o s .  Al6m das  con j e c t u r a s  l a n ç a d a s  s o b r e  o- comportamento d a  

M a t r i z  H e s s i a n a  e  s o b r e  a  p o s s i b i l i d a d e  de mecanismos de e x t r a p o  

l a ç ã o ,  o u t r c  s e s t u d o s  devem s e r  f e i t o s .  Nes te  s e n t i -  

do enumeramos: Tra tamento  de Problemas com R e s t r i ç õ e s  de IguaLda - 

d e s ,  ~ o n v e r g ê n c i a  d.o Algor i tmo  Problema Dual e  L i g a ç õ e s  c o i ~  o 

Lagrange ano ,  

H e x p e r i ê n c i a  c ~ n i ~ u t a c i o l r a l  r e a l i z a d a  s e  r e sumiu  5 

r e s o l u ç ã o  de do%s problemas  de i ~ ~ u i t o  pequeno p o r t e .  Acha.nios n e -  
" .  . - 

cczrzr:s quz s c  zx tendu  e s t a  e ; z ~ e ~ ~ e ~ . c i a  2 ? r n h l i m . ? ~  L -'- - - -  m y i ~ y e c  r 

mais  complexos ,  p a r a  e f e t i v a m e n t e  s e  t e s t a r  o  a - lgor i tn io ,  bem co-  

mo, p a r a  com i s s o  s u b s i d i a s  o  p r o c e s s o  de um melljor e n t e n d i m e n t o  

e  c o n s e q u e n t e  apr imoramento  do método,  Achamos tambgm o p o r t u n o  

que  s e  promova .uni c o n f r o n t o  do a lgor i t i l io  p r o p o s t o  com r e s p e i t o  

aos  p r i n c i p a i s  a l g o r i t m o s  d i s p o n l v e i s .  N e s t a  comparação,  a lem 
+ 

dos  a s p e c t o s  T o b u s t e z  e  p r e c i s z o ,  d e v e r ã o  s e r  c o n s i d e r a d o s  a  ve- 

l o c i d a d e  de c o n v e r g ê n c i a  e  a  r a p i d e z  dos  mesmos. 

E s t e s  s ã o  a l g u n s  dos caminhos que n a t u ~ a l m e n t e  de - 

v e r ã o  s e g u i r  e s t e  t r a b a l h o .  
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ANEXO 1 



PROPOSICAO '1 : 

P r o p r i e d a d e  P9 - (Con t ração  da  Função P e n a l i d a d e )  

S e j a n  y  e t d o i s  p o n t o s  q u a i s q u e r .  Façamos 
. k + l  - ak = a  = a 

Y a € ( O ,  . r r / 23  e  ~ < d  < dk ~ 1 1 -  

t ã o  6 o b s e r v a d a  a  seguin t .e .  propr ied .ade  d a  função  p e n a l i d a d e  : 

Sem p e r d a  de g e n e r a l i d a d e  vamos c o n s i d e r a r  y < I, 
- 

que p e l a  p r o p r i e d a d e  P5 i m p l i c a  em que P ( y ,  a ,  d) > P ( t ,  a ,  d ) .  

Vamos e n t ã o  c a l c u l a r  a  d i f e r e n c a  e n t r e  os  v a l o r e s  

de  f u n ç ã o  p e n a l i d a d e  nos  p o n t o s  "y" e "t" usando p a r a  i s s o  a  

s u a  e x p r e s s ã o  ( 6 )  em termos  dos p a r â m e t r o s  r e d ;  

A s s i m :  

- - 
I P ( ~ ,  a ,  d) - P ( t ,  a ,  d ) l  = P ( y ,  a ,  d) - P ( t ,  a ,  d) = 

P e l a  e x p r e s s ã o  ( 7 ) ,  como E p o r  h i p ó t e s e  6 consta11 - 

t e ,  r tambgm é c o n s t a n t e .  P e l a  s i m p l i c i d a d e  vamos, e n t ã o ,  f a z e r :  



S u b s t i t u i n d o  (35)  em (34)Yemos:  

Pa ra  ana l iza rmos  o  comportamento da função (36) 

em r e l a ç ã o  ao parâmet rc  d ,  vamos ca l - cu l a r  a  s u a  de r ivada  em r e -  

laç,ão. a d .  

como a v a r i a  no i n t e r v a l o  O < a < ~ / 2  i m p l i c a  que 

r > 1 e  consequentemente que K > 0. 

Então ,  como "K" e  "d" s ã o  p o s i t i v o s  e  por  h i p õ t e -  

s e s  y < t ,  podemos f a c i l m e n t e  obse rva r  que sempre 

- A I P ( ~ ,  ã, d) - ~ ( t ,  a ,  d )  I > O 
a d. 

Ou s e j a ,  é uma função monotonamente c r e s c e n t e  



com d o que imp l i ca  que con O < d k+1- < cl I< . 
- 

C . Q . D .  

.P ropr iedade  - P10 -- - (Preservação  de Convexidade) 

Se g (x) é' uma função cÔncava, en t ão  P (g (x) , a  ,d' s e  - 

r2 unia função convexa p a r a  a no intervalo O < a < ~ r / 2  e .  d > C ' .  

Demonstração: - 

Sejam xl e x2 d o i s  pontos  q u a i s q u e r .  

Devemos demonstrar  que : 

Como g(x)  p o r  h i p ó t e s e  é uma função côncava,  t e -  

mos : 

Devfdo à des igua ldade  -(37) e levando e m  cons ide ra -  



ção a  pr .opriedade P5 que P ( y ,  a ,  d) é uma função,sernpre não c r e s  - 

tente com y ,  temos : 

Como .tambGm p e l a  p rop r i edade  P5, P (y , a ,  d) é uma 

função convexa em y :  

Pe l a s  de s igua ldades  (38) e  ( 3 9 ) ,  e n t ã o ,  temos: 

P(g(Axl + ( i - ? . ) x 2 ) ,  e , d )  - XP(g(xi) , ~ , d ] .  + 1 )  P(g(x2)  , a , d ) ,  

C . Q . D .  

FROPOSIÇÃO 3 ---- 

Propr iedade  P 1 1 :  (Diferença.  Máxima) 

A d i f e r e n ç a  máxima e n t r e  duas funções p e n a l i d a d e s ,  

p a r a  d o i s  d i f e r e n t e s  v a l o r e s  do parâ-metro d. e  com inesmo pafâme- 

t r o  a, -  s e  dá no ponto y = 0. 

Sejam do e  d1  os  do i s  v a l o r e s  do p a r â n e t r o  d ,  se11 



 amos tomar a  d i f e r e n ç a  e n t r e  a s  duas funções :  

Derivando eni r e l a ç ã o  a  y ,  temos: 

Anal isando a  expressão  acima,  vemos que a  d i f e r e n -  

ç a  e n t r e  a s  duas funções  assume um v a l o r  extremo no ponto  y = 0 .  

A l é m  d i s t o ,  e s t e  extremo 6 ' c laramente  um mãximo, que por  sua  vez 

é u n i c o .  A s s i - m :  

max ( P ( y , a , d O )  - P ( y , a , d l ) )  = P(O,a,do') - P(.O,a ,dl )  = do - b .  
Y 

C . Q . D .  



Propriedade P12 : (Variação da Inc l inaçao)  

A der ivada  da função penal idade em r e l a ç ã o  a  y ,  ou 

s e j a ,  P;(y, a ,  d) é uma função decrescente  com d  pa ra  pontos 

y > O (e é inversamente uma função c r e s c e n t e  com c1 pa ra  pontos  

~ e m o n s  t r a ç ã o  : - 

- 
Primeiramente vamos ca lc f i la r  a  der ivada  da furigau 

penal idade  em r e l a ç ã o  a  y ,  usando p a r a  i s t o  a  equação ( 6 )  : 

a~ r P;(y, a ,  d )  = - = - (- 1 + ---- Y 
ay '  r2-1 

1 

r2 . 

Para a n a l i s a r  o  comportamento de P ' - (y ,  a ,  d) e  m 
Y 

função do parâmetro d  vamos c a l c u l a r  a  sua der ivada em r e l a ç ã o  a  

d :  

A expressão acima assume o  s i n a l  c o n t r á r i o  de y .  

Deste mbdo , a. der ivada  P ' (y , a ,  d) 6 decrescente  com o  parâmet-ro Y 
d p a r a  pontos y > 0 .  




