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'SUMARIO

0 algoritmo apresentado neste trabalho pertence a
familia dos métodos das penalidades e combina caracterIsticas tan
to dos métodos das penalidades exteriores como dos métodos das
penalidades interiores. Tem como proposito resolver o problema
geral de programagéo nao-linear sujeito a réstrigSes de desigual
dade. O método transforma a solucao deste probiema na Solugﬁo de
uma sequéncia de problemas de minimizagdo sem restrigbes, cujos
valores convé;gem para o otimo do proBlema original, desde que
certas cohdiQGes sejam atendidas. A questao da inviabilidade e
testada através da solucgdo de um problema auxiliar. BEspecifjicada
uma tolerﬁncia, é possivel»a obtencdo de uma solucao aproximada
em uma Unica itéracdo. Ao final de cada iteracdo se obtem uma
cota .inferior e uma supérior que limitam o valor das soluglOes
do:probleﬁa. Para o caso convexo, o método gera pontos duais via
veis e a correspondente sequéncia de valores obtidos para a fun-
cao dual converge para o valor 6timp do primal. Sao apresentados
os resultados computacionais para dois pequenos problemas. O mé-

todo proposto possui a importante caracteristica de ser completa

mente continuo.



ABSTRACT

The algorithm presented in this work belongs to
the family of penalty methods -and combines features of both outer
and inner penalty methods. It purports to solve the general non-
linear programming prbblem subject to unequality constraints.The
method transforms the solution of this prdblem into the éblution
of a sequence of uncdnstrained minimizationfproblems, whose va-
lues converge to the optimum of the original problem, | provided
that certain conditions are fulfilled. The issﬁe of infeasibili-
ty is tested through the solution of an auxiliary problem. OJnce
a tolerance is specified, it is possible to obtain an approxima-
fe solutidn in one single iteration. At the end of each itera-
tion brackets are obtained which are bounds to the value of the
s6lution, both lower and upper. For the convex case, the method
generates dualifeasible points and the correspondent sequence of
values obtainea for the aual function converges to the optimum
value of the primal problem. Computational’results are presented
for two small problems. Thé proposed method has the important

feature of being completely continuogus.
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NOTACAO

R® . - Espaco EBuclidiano n dimensional
n - Dimensdo do espago Euclidiano
X * Varidvel no espaco R

A
~
”
—
1

Funcao objetivo
f(x,a,d) - Funcao objetivo modificada
rg(x) - Vetor restricgoes de desigpaldade-
g; (%) - Lestrigip de deéigualdade:especifica
i | - Indice especificando restrigao de desigualdade
m - Nﬁmero_dg restrigoes de desigualdade
h(x) - Vetbr restricoes de.igualdade
hj(x) - Restricao de igualdade especifica
J - Indice ‘especificando restricao de igualdade
p - Numero de festrigaes de igualdade
£ - - Indice para restrigao Satisfazendo>condi§50 especifi
ca
P(x,a,d) ; Fungdo penalidade

o - Parametro da funcao penalidade (angulo)
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Parametro da funcgao penaiidade (distancia)
Ponto 6timo do problema de programacao .

Nimero de restricdes de desigualdade ativas no

. xX*

Ponto viavel

Ponto inviavel

Ponto na fronteira da regiéo vidvel
Regido vidvel

Conjunto de restrigﬁes violadas
Gradiente

Matriz hessiana

Multiplicador de Lag?ange
Quantidade arbitrariamente pequena

Escalar

" Iteragio

ponto
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Ponto otimo da fungdo objetive modificada na iteracio

k

Semi-eixo maior de hipérbole

~Semi-eixo menor de hipérbole

Referéncia a prépriedade da fungﬁq penalidade (# re-

presenta o nimero de propriedade)

Referéncia a condigdo exigida-do problema (# repre-

senta o numero da condigio)
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CAPITULO I .

Consideremos o problema geral de programagao nao

linear

min f(x)
S.a. , gi(x) >0 ,1=1, ..., m
_ (1)
hj(x)_= 0 , j =1y ..., p
Grande parte.dos métodos que obtem com éxito a

" solucao deste problema pertence a familia dos métodos das pena-
lidades. Gracas a propriedade de sua relativa confiabilidade,
acrescida da grande facilidade de sua programacao, estes méto;
~dos sdo considerados uma das melﬁores ferramentas para a solu-

¢ao de problemas de minimizacao com restricoes.

A caracteristica comum aos métodos das penalida-
des € a transformacdao do problema de minimizacdo com restrigoes

no problema sem restricdes
min F(xj = f(x) + P(x) (2)

onde P(x), chamada funcao penalidade, incorpora convenientemen

te as-restricoes g(x) e h(x).



Avidéié intuitiva atras de todos os métodos das
penalidades € que a funcao penalidadé ﬁossua o poder de aumen-
tar fortemente bs valores fora da regido viavel e simultaneamen-
te tenha a sua influéncia desprezivel ou mesmo nula dentro desta
regiao, de modo tal que o ponto O0timo do problema modificado
(2) esteja aceitavelmente proximo do ponto otimo do broblema ori

ginal.

A grande maioria dos métodos das penalidades obtém
o ponto Otimo através da solugdo de -mma sequéncia de problemas
.de_minimizagﬁo oBtida pela variagéorcontrolada de um parametro
‘externo, que faz com que se aumente‘gradafivaﬁente 0 grau em que
o problema sem restricGes se aproxima do original. Atendidas cer
_tas hipoOteses, a cdrrespondente sequencia de pontos de minimo con
verge para um ponto viivel do problema com restricles que satis-

faz as condicoOcs de otimalidadce.

Estes métodos, amplamente utilizados na pratica,
sao classificados, considerandofse essencialmente as maneiras em
que as funcgdes penalidades 550 construidas, em dois grandes e
distintos grupos basicos: das penalidades exteriores e das pena-

lidades interiores.

Um histérico completo da evolucado destes métodos &

|°]. Conforme citado nesta referen-

dada por Fiacco/Mc Cormich
cia, bem como em Avriel |!'|, Polak |'*| e Luenberger |'?], 0
trabalho pioneiro nos métodos das penalidades exteriores foi. pro

posto por Courant em 1943, enquanto no caso das penalidades inte



riores os priméiros trabalhos sao devidos a Frish em 1955 e
Carrol em 1959. Entre os trabalhos posterioreé nos ativemos. ba-
sicamente aos desenvolvidos ﬁor trés autores: Fiacco/Mc Cormich
|3 “’-5[, Zangwill |'°| e Loostma |[%® ®* 10» 11» 12| . onmbora
constituem um pequeno subconjunto do que tem sido publicado, es

tes trabalhos sao de grande importancia, ja que sdo quase sempre

citados em artigos sobre penalizacido.

Nos métodos das penalidades exteriores as fungdes
penalidades P(x) prescrevem um alto custo para Violagées a ves-
trigoes. A medida que o pardmetro exﬁerno aumenta, a severidade
deéte-efeito»aumenta. Consequentemente se torna progressivamcente
mais e mais proibitivo se afastar da regiao viavel. A figura 1

da uma idéia visual deste mecanismo para o caso unidimensional.

®

P(X) : P(X) Six) FIX) PIX)

s s v - — — g f— — w—— —tm

S. Conjunfo Vidvel

PENALIZACAO EXTERIOR

Figura 1



Nestes métodos, a primeira solucdo viiavel & também
otima para o problemé de programacao (1). Como quase nenhum pro-
blemé surgido na pratica tem seu minimo no interior da . regiao
viavel, em gerél a sequencia de pontos de minimo sem restrigdes
vai gradativamente se aproximando da fronteira da regido viavel
até atingi;la. Assim os métodos das penalidades exteriores tem &
marcante caracteristica de seus pontos seguirem uma trajetoria

'de fora para dentro da regido vidvel.

Nos métodos das'penalidades interiores todo o Jro-
cesso se¢ desenvolve trabalhando-se exclusivamente com pontos
vidveis. As fuhgées penalidades tem a caracteristica de favofe—
cer pontos interiores i regido viévei em relagao dqueles da fron
teira, possuindo assim um poder de repulsdo 2 fronteira. Por
causa desta Gltima propriedade estes mé€todos sdo também conheci-
dos como método das barreiras, desde que, existe um alto desesti
mulo a prokimidade da fronteira. A medida que o.parametro exter-
no aumenta, gradativamente - -diminui o custo de.proximidade a fron

teira. A figura 2 ilustra o funcionamento do método.

P(X)

B

S: Conjunto Vidvel

PENALIZACAO INTERIOR

Figura 2



Na sequéncia dos problemas sem restrigdes (2), em
geral ,a cada iteragéo o ponto de minimo vai'gradativamente se
aproximando da fronteira da regido viavel até, no limite, atin-
gi-la. Assim estes métodos tem a marcante caracteristica  de
seus pontos de minimo seguirem uma trajetoria de dentro para fo

ra da regido viavel, sem sairem dela.

Podemos ainda considerar o grupos dos metodos das
penalidades mistas, obbido pela combinagao simultanea das duas
técnicas acima apresehtadas. Nestes métodos, o conjunto das res
‘trig6es e particionado em duas pértes, sepdo,entéo,uma tratada
'por‘fungaes penalidades exteriores ¢ a outra.por penalidades in

teriores.

Um outro grupo de métodos & o dos métodos das pe-
nalidadés livres de parametros. Estes, da mesma forma que Us
anteriores, obtem o minimo através da solucao de uma sequencia
de problemas de minimizacdo sem restrigoes mas com a caracteris
ticas de que os parametros sdo automaticamente determinados no

desenrolar do processo.

Como mostrado por Lootsma |°: '!'|, tanto os méto-

dos das penalidades interiores como os das penalidades exterio-
res podem ser modificados de maneira a ser transformarem em me-
todos livres de parametros. Assim, por exemplo, o muito conheci
do método dos centros de Huard € equivalente a programagao loga
ritmica (penalidade interior) proposta por Frish e posteriormen

te desenvolvida por Lootsma |®|. Entretanto, nao apresentam



qualquer vantagem sobre os métodos anteriormente apresentados

pois a sua taxa de convergéncia & muito baixa [1%].

Em todos os métodos até aqui referidos, a solucgao
do problema foi obtida através de uma sequencia de problemas.de
minimizacao sem restricoes. Existe um outro grupo de métodos
que tem a propriedade de obter esta solugdo atraves de uma uni-

ca minimizacdo. Sdo os chamados métodos das penalidades exatas.

Um dos primeiros destes métodos & devido a
Zangwill |'®|, usando uma funcdo penalidade exterior linear.Pos
teriormente Evans, Gould e Tolle (conforme exposto em Avriel

|*|) desenvolveram uma teoria geral completa sobre penalizacao
exata para uma ampla classe de fungoes penalidades diferencia-
veis por partes. Entre as funcoes especificamente estudadas des

taca-se uma fungao penalidade exterior exponencial.

A aparente vantagem destes métodos desaparece quan
do consideramos que a funcao penalidade ndo € diferenciavel no
ponto de otimo. Consequentemente as'técnicas mals eficientes de
minimizacdao nao podem ser utilizadas e a utilidade destes m§to—

dos €, no minimo, duyidosa.

Inicialmente, considerando problemas s6 com res-
tricdes de igualdade, Fletcher (conforme exposto em Avriel |!|),
desenvolveu um elegante método para transformi-los na minimiza-
cao de fungdes-penalidades exatas diferenciiveis, em que a Gni-

‘ca dificuldade, embora nao simples, se resume na determinacao



de um parametro auxiliar.

Posteriormente, este método foi extendido  para
problemas com restricoes de desigualdade. Entretanto, as difi-
culdades computacionais sao agora bem malores ja que para cada
avaliacao da funcao & necessario a.solucdo de um problema qua-

dratico auxiliar.

Finalmente falta a referéncia aos métodes lagran
geanos. Neste grupo de métodés,.a solucao de problema tambén &
obtiﬂa via solucgdo de uma sequéncia de minimizacdo sem. restri-
coes. A fungéd minimizada & igual a soma do lagrangiano mais um
termo que tem a finalidade de garantir que a funcao tenha um
minimo e néo;um ponto estacionario qualquer. Os multiplicadores
de Lagrénge, a-priofi desconhecidos, sao atualizados apos cada

minimizacao. 0$ métodos de multiplicadores de Hestenes,de Powell

e de Rockafellar (descritos em Avriel |!|) pertencem a este grupo.

0 método que aqui desenvolveremos, a rigor, nao
pode ser classificado em qualquer dés grupos anteriormente refe
ridos. Entretanto tem caracteristicas‘bastante comuns com = 0S
das penalidades exteriores, ja que trata ponto fora da regido
viavel com uma acao idéntica a estes métodos. Da mesma ﬁaneira,
tem alguma semelhanca aos métodos das penalidades interiores ja
que a fun¢do penalidade usada possui um efeito’de repulsao a
.fronteira, embora nao sendo propriamenfe uma barreira. De outro
lado, estabelecida uma tolerancia, & possivel obter uma boa

aproximagdo para o minimo em uma Unica iteracio. Esta proprieda

de de certa forma o aproxima dos métodos das penalidades exatas.



O problema & resolvido através da solugdo de uma
sequéncia de minimizagdes sem restrig6és. Ao contrario dos ou-
tros métodos, qﬁe tém um Unico parametro, a sequencia de minimi-
zagdes € obtida pela fariagéo de dois parametros, a saber: um
angulo o e uma distancia d. E natural se supor, que a existéncia
de dois parametros, além de complicar fortemente a operacionali-
zagao do método, devéria‘cqmprdmgtér 0 séu desempenho. Entretan-
to, como sera visto, esta coexisténcia nio tréz.maioreé proble-
mas, uma vez que, OS parﬁmetros sao manipulades separadamente em

duas diferentes fases do algoritmo.

0. método trabalha com ima fﬁngéb penalidade que
apresenta a destacdvel caracteristica de ser completamente dife-
‘rencidvel. Outra caracteristica importénteg € que qualquer pon-
to pode ser tomado como ponto inicial, assim como, nao se faz ne
cessario qualquer controle sobre a localizacgdo dos pontos inter-
mediarios dentro de cada minimizac@o sem restrigGes. 0 método
apresenta a vantagem de obter ao final de cada iteracao na segun
da fase do algoritmo duas cotas que limitam o valor da solugao
final do'problema e que, por isso, se constituem num excelente
critério_para parada do processo de minimizacgbes. Além disso, &
possivel obter uma solugdo aproximada, mas com uma pré—estaﬁ%le—
cida precisdo, em uma Unica iteragao no parametro d. Finalmen-
te, para problemas convexos, o método obtém pontos duais via-

veis. Os correspondentes valores da funcao dual convergem para

o 0timo do primal.



A questdo da inviabilidade & tratada através da
solucao de um problema auxiliar intimamente integrado ao método

utilizado para a resolugao do problema original.

A sequéncia de pontos de minimo das  minimizacgodes
sem restricOes tem em geralla seguinte.trajetéria. Inicialmente
se aproxima-da regido viavel até penetra-la. Em seguida, segue-
se. o movimento inverso no sentido da fronteira até, no limite,
atingi-la. Ou seja, o método proposto tem-a caracteristica de
seus pontos de minimo seguirem uma trajetoria 'de fora para den-
tro" numa primeifa fase (igual aos métodos das penalidades exte-
riores) e ”de.dentrd para fora' na éegundé fase (igual aos meto-

dos das penalidades interiores).

A fim de ilustrar todo o mecanismo de funcionamen-
to dq método e algumas de suas caracteristicas, s2o aprcsentados

os resultados computacionais para dois problemas.

Como Ultima observacgao, deve ser dito que, quando
o parametro d se iguala a zero, o método proposto se confunde
com o método de penalizagdo exata de Zangwill |'®|, que se utili

za da seguinte fungao penalidade:

m
P(x, A) .= x ) -min(0, g; (x)).

i=1
Com a ressalva de que a bibliografia consultada

nao tenha sido completa, em particular, em vista de sua enorme

extensdo, vale registrar que ndo nos foi possivel observar qual-
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quer outra semelhanga mais proxima, além da acima referida, en-

tre o método proposto e.os inumeros outros métodos ai descritos.
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CAPITULO 11

APRESENTACAO DO ALGORITMO

O algoritmo a seguir apresentado se propoe a re-

solver o seguinte problema:

min £(x) (3)

sujeito as condigdes g;(x) >0, i=1,....,m.

séndo "f'" e 'g" funcbes quaisquer de x e R". Ou seja,trata-seda
obtencao de solucdao do Problema Geral de Programacdao Nio Linear

sujeito unicamente a Restricoes de Desigualdade.

A solugao & obtida através da solucgdo de uma se-
quéncia de minimizagdes sem restrigoes da funcdao objetivo origi
nal f(x) acrescida de um termo P(g(x), a, d) correspondente 2

penalidade. A funcao minimizada &, entao, definida como:

o ' m
F(x, o, d) = £(x) + P(g(x), o, d) = £(x) + 'Zl P(gi(x), a, d)
. 1=.
A (4)

onde P & uma fungao penalidade apropriada.
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0 método proposto no presente trabalho se inspi-
rou na fungdo hiperbdlica abaixo definida. Como ficara claro a
seguir, o método & valido para uma classe bem mais ampla de fun-

coes de penalidade,

tg (3’—;—“-) / (tg® (F=5)-1)?
2
P(y,a,d) = —————— (-y + /y* +d* . ) (5)
tg? (=) -1 tg? ()
2 2

o e d variando nos intervalos:

o€ (0; m/2)

Na apresentacao do trabalho, & conveniente apresen

tar esta hipérbole numa forma mais compacta:

Py, o, d) = P(y, r, d) = —= (-y + /yz v gz (22-DF (6)
r?-1 r? »
'r=tg(“f;—“), re (1, ) (7)

Quando colocada em termos de seus dols semi-eiXos

a e b a hipérbole apresenta a expressao:
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ab

P(Yi o, d) = P(Y$ a, b) = (—y + /yz * (bz_a2))

onde:

o
1

d /tgz(f—;—o—‘) -1, be |0, ),

]
]

d / 2 (M=0 _ m=0
tg (*E“) l/tg(—;—), ae |0, ) e b>a

A figura 3 ilustra a fungao hiperbolica definida pe

la equagao (5).

Ply, o di

[
'\‘\ \JM/Z y

PENALIZACAO HIPERBOLICA

Figura 3
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PROPRIEDADES DA’FUNQAOiPENALIDADE

0 método proposto estd baseado em fungdes de pena-

lizacao que apresentem as propriedades abaixo:

PO - P(y, o, d) € uma funcao continua, bem éomo,'continuamente di
ferencidvel-em y para valores 0 < a < 1/2 e
d > 0.

—-

Pl - P(y, o, d) € assintoticamente te¢ngente as retas rq(y)=-t.tga

e 1,(y) = 0 para d > 0,

P2 - 1lim P(y, a, d)
. y—)-}-oo

0 para d >0 e 0 < a < 7/2

+ opara d >0 e 0 < a.,< w/2

1im P(y, a, d)

yr-o

P3 - P(0, o, d) d parad >0 e 0 <a < m/2

P4 - P(y, ak+1, d) < P(y,-ak, d) paray > 0 )
k+1 k 0<ak<ak+1<w/2
P(y, o , d) = P(y, o, d) = d paray = 0p
d >0
k+1 k
P(y, o ~, d) > P(y, o, d) para y < 0
P5 - P(y, ak+1, d) é uma funcao convexa e decrescente em y para

d>0e0 <a< /2 e & uma funcao convexa e

ndo crescente em y para d = 0 e 0 < a < 7w/2.
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P6 - P(y, o, A1) < P(y, o, d5) para Wy, 0 < o < 7/2 e
0 < dk+1 <‘dk ‘
o - para y > 0
p7 - lim P(y, o, d) = , 0 <o < m/2
d-+0 -ytga para y < 0

P8 - P(y, o, d) > —yfgu para V&, 0 <'q <w/2,d >0

P9 - |P(y, 0,a") - p(t, o, &N < [Py, w, ) - Pt o, a9
para V@, V%, 0 <a<w/2el < dk+1 < dk.
PlO - P(g(x), o, d) € uma funcao convexa em x se g(x) for uma

fungao concava.

G

P11 - Maxy(P(y, a,do) - P(y, a, d*)) = a7 - d'.e ocorre em y=0

. .0
ara 0 < a < 7/2 e 0 < 4! < d
par =

P12 - A derivada da funcao penalidade em relagao a y, ou seja,
P;(y, a, d) € uma fdngéo decrescente com d para pontos
y > b (e € uma funcao crescente com d para pontos y < 0).
P
A funcao de penalidade P(y, a, d) definida em (5)
satisfaz as 13 propriedades acima enunciadas. As 4 {ltimas pro-

priedades por serem menos evidentes vdo demonstradas no anexo 1.

Objetivando-se simplificar a linguagem e conside-
rando-se o que foi dito acima, chamaremos de "penalizag¢ao hipen-

boLica" a qualquer, fungao que satisfaca as 13 propriedades antc-
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riormente enunciadas.

A idéia geométrica que fundamenta o algoritmo a

seguir apresentado, € a seguinte:

- Iniciélmente como mostra a figura 4.a, aumenta-se o angulo «a
da assintota a funcio penali&adel provocando, com isto, sig-
nificativo aumento da penalizacgdo fora da regido viavel, en-
quanto que, simultaneamente reduz-se a penalizagado para pon-
tos dentro da regido viavel. O processo continua até que se

consiga um ponto viavel.

- Dai para a frente mantém-se o constante e diminui-se sequen-
cialmente o valor de d. Desta maneira, consegue-se que a pena
lizacao interior torne-se cada vez mais irrelevante, manten-

do-se o mesmo nivel de proibitividade fora da regiflo viavel.

A figura 4.b ilustra a segunda fase do processo.



P Eﬁ}ﬁ,
y
PRIMEIRA FASE" DO ALGORITMO :
variacdo de " mantendo d° constante
Figura 4.A
% Ply,o¢,d)
dK
K+1
d
K
, .
y

SEGUNDA FASE DO ALGORITMO:
Variacdo de d* mantendo o constante
Figura 4.B
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ALGORITMO

1) Faca k = 0, o' = o, d! = d° sendo 0 < a® < 1w/2 e 4° > O.
G

2)

3)

5)

6)

Tome ponto inicial x°.
Faca k = k + 1
Resolva problema de minimizacao sem reétrigées da funcgao:

_ o ' k -k
F(X‘: a -, d) - f(X) + 'Zl P(gi(x)s a . d )
. i=

a partir do ponto inicial Xk—l achando o0 ponto otimo xk.
: k - .-
Teste se x e viavel

sim - va para o passo 6

]

o e®T 2 e aenw2 L 0 < <1
Faca dk+1

k

1l

d

va para o passo 2.

k

Regra de Parada - Teste se x & aceitavel

sim ~ va para o passo 8
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a1 - qdk, 0 <q=x1

7) Facga K+ 1 X

va para o passo 2

o
—t

ke

[¢]

¢ a solucgao. Fim

Alternativamente podemos tratar diretamente com T

e d e o algoritmo seria modificado nos passos 1 e 5, substituin

do-se a por r , por exemplo, da seguinte forma:

5 > rk+1 ='§ vk, A > 1,
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CAPITULO TII

DESENVOLVIMENTO TEORICO

A fim de se provar a convergéncia do algoritmo, &
necessario que se estabelegam algumas condic¢Ses sobre o proble-~

ma.
Cl - O conjunto viavel S € fechado.e tem interior ndo vazio.

c2 - £f(x) e gi(x), i=1, ..., m sao fungdes continuas

(o)

C3 - Existem o~ e€(0, ©/2) e O < a° < » tais que :

C4 - Existe um e > 0 tal que o conjunto S_ = {x|g;(x) > - ¢,

i=1, ..., m} & limitado.

C5 - Na fronteira, em qualquer diregao para fora de S, as res-
tricdoes ativas decrescem de valor e a funcdo objetivo, bem

~
como, as restrigoes sao de variagao limitada, ou seja:

Se x € Front S,
A e R!, w ¢ R" ééé tais que: (x + Aw) ¢ S e
£ € tal que: gﬁ(x)'= 0,

entdo,

g6 > 0 tal que:
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gﬂ(x + Aw) < 0, 0 < A< 6

4 6' >0 e M >0 tais que:
|£(x + Aw) - £(x)] < M ]Aw| , 0 < A < §&°
lg;(x + 2w) - g ()] <M awl, i=1,.0.,m
0‘< X< 8 -

Estabelecidas as condig¢Oes basicas para o proble-
ma, vamos primeiramente tornar mais amplo o campo de validade

da condicac C3.
LEMA 1: (Existéncia de Minimo)

Se a condicgao C3 for obedecida, ou seja, se exis-

tir algum a® e algum a° tal que

inf F(x, a
XERn

e se além disso, também as condigles Cl, C2 e C4 forem obedeci

- . e —0 o}
das, entao, existira um valor o > o tal que’

it

Min n F(x, a, d)
xeR xeR

inf n F(x, a, d)

para todo a no intervalo a® < a < 1/2 e para todo d no interva

1o 0 < d < a°.
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Demonstracao:

Vamos calcular a diferenca entre as fungoes obje-

tivos modificadas para dois valores de d, sendo d° > di;

F(X, a®, do) f(x) + P(x, ao, a%

O-

© £(x) + P(x, o) d")

E(x, o, d')

o} o 0

E(x, a , d°9 - F(x, o, d') = P(x, ao, a°y- p(x, a°, d{) <

m(a® - d') < md°
pela propriedade P11 da fungdo penalidade.-

Sendo Fo, por definicdo, o valor.infimo da fun-

- T - - - o} 0 - . A .
cdo objetivo modificada F(x, o , d ), estabeiecido pela condi-
gﬁo’CS, podemos escrever a desigualdade acima na seguinte for-

ma:

FC-ma° < F(x%.ao, d) = £(x) + P(x, ao, d) (8)
que € valida para todo d mo intervalo 0 < d < d® e todo x € R",

Vamos agora estudar a variacao do parametro a.

Primeiramente vamos nos ater aos pontos viaveis.

Seja Z um pdnto viavel qualquer. Como o conjunto viavel S €-com

,pacto (condigoes Cl e C4) e a fungdao f(x) € continua (condicao
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CZ), certamente teremos um valor maximo para f£(x) neste conjun-

to. Assim para todo 0 < d < a° e 0 < a < m/2, teremos:

£(z) + Pz, o, d) = £(z) + £ P(g;(2), @, d) < £(2') + md <
1

£+ ma®, (9)
onde f(ZM) representa o valor maximo de £(x) no conjunto S,

Ficam, entdao, estabelecidos os limites ilustra-

dos pela figura abaixo:

. M 0
F-md flz)+md
; i
‘q—F (X,00.d) Flz,£,d)—®
ocd<d O<et< 7/2
(o]
Xe&R O< d< d

Z&ES

Figura 5
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Consideremos agora os pontos invidveis nfo perten
centes ao conjunto Sé da condicao C4. Seja w um ponto inviavel
qualquer ndo pertencente a este conjunto. Pelas propriedades P6

e P7, ﬁodemos escrever:
F(w, o, d) > £w) + ] (-tg o) g; (W)
ieIl ’

para V 0 < d < do,.sendo Il = {ilgi(w) < 0}

Esta desigualdade pode ainda ser escrita como:

F(w, o, d) > £(w) + ]

1o (tgo-tga)g; (W) + ] -tga’g, (W)
i€ : :

iel
1 1 o (10)

vadlida para todo d no intervalo. 0 < d < a°.

De outro lado, pelas propriedades P1l, P4 e PS5,

podemos escrever:

F(w, o”, d) < £(w) + ]  (-tgo® gy(w)+d) + ] d<

iel, | iFT,
£w) + § (-tga® g, (n+d%) + [ d° =
1811 1¢I1
f(w) + 7§ - tga® gi(W) + md®
ieIl

que também é valido para d no intervalo 0 < d < a°.
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Somando md® a ambos membros da desigualdade (10)

e usando os resultados acima obtidos, temos:

F(w, a, d) + mnd° > f(w) + ] (tga-tga)g; (w) + ] -tgag. (w)+

1811 1811
o o) 0

md® F(w, o®, d) + ] -(tgo-tga®) g, (w)

iel

1

Donde:
Fw, a, d) > F(w, o, @) + [ -(tga-tga®)g, (W) - md"
: ieI1

Usando o resultado (8), obtemos:

0

F(w, a, d) > F~ - 2md® + ) —(tga—tgao)gi(w) >

ieI1

PO - 2md® + (-(tga-tga®))g, (W)

que € valido para todo o° < o < 7w/2, sendo gz(w) < gi(w) para

i I .
iely
Como por hipotese w € invidvel e n3o pertence a
A
Se» implica que gﬂ(w) < - € e por 1sto, a desigualdade acima po
de ser escrita na forma:

F(w, o, d) > E® - 2ma° + (tga—tgao) €

Analisando a expressao a direita da desigualdade

,acima, vemos que ela € uma funcao ilimitadamente crescente com
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o no intervalo. 0 < a < w/2, Assim certamente havera um valor

-0 el = . M L0

o~ tal que esta expressao sera mailor que f£(Z ) + md  para todo
- —0 ls) —_

o no intervalo o <o < w/2 e 0 <d < d”. O valor de a®, que

satisfaca a estas condigdes, pode ser facilmente calculado e &

dado por:

£zMy +3ma®-F°

€

0

o~ = arctg( +tg a?).

Finalmente, levando em consideragao (9) temos:

Fv, o, d) > £(2') + ma® > F(z, o, d)

para quaisquer a0 <a<mw/2e0<dc=< a°.

. Desta maneira:
inf 0 F(x, a, d) = min {inf F(x, a, d), infx¢S F(x,a,d) }=
xeR xeS€ e
inf g F(x, a, d)

£

Como S_ € compacto pela condigdo C4 podemos subs-

tituir o iInfimo pelo minimo:

inf F(x, a, d) = min
n
xeR €

para o e d nos intervalos: a’ <a<w/2e0<dcx< a°.

C.Q.D.
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Os teoremos bdsicos da existéncia de ponto de mi-
nimo do problema modificado (4) pertencente ao interior da Te-
giao viavel s° = {x!gi(x) >0, 1 =1, ..l, m} e de sua conver-
généia para o ponto Otimo do probiema original podem agora serv

mostrados.
TEOREMA 1: (Existéncia de Minimo Viavel)

Se as cinco condicoes forem obedecidas, existe
Eo(do) tal que, para todo a no intervalo a° < o < /2 e para to
do d no intervalo 0 < d < do, o ponto de minimo da funcdo otje-

tivo modificada F(x, a, d), ou seja, x(oa, d) € viavel.

Demonstracao:
Seja w um ponto .invidvel qualquer pertencente a
S
€
Vamos ligar este ponto w a um ponto v na frontei-
ra de S = {Xlgi(x) >0, i=1, ..., m} de uma maneira tal que

a reta que os une seja secante a S, como ilustra a figura abai-
F

X0,

Sem perda de generalidade, vamos ordenar as res-

tricées de tal sorte que se
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entdo i < j para todo i € I e todo j € I, onde I = {1,...,m}.

Deste modo, entdo temos:

g;v) =0
e
gi(v) >0 , 1= 2, ., m
Vamos considerar a fuﬂgéo objetivo e as . fung¢oes

restrigdes restritas ao segmento qu2 une w a v. Convencionemos
que A = 0 corresponde ao ponto v e X = 1 ao ponto w. Deste modo,
vamos definir:

f('x) = £((1-2) v + Aw)

g;(A) = gi((}~X) v o+ Aw), i FV}, ce., M

m
F(ka a’) d ) = f(}\) + .zl P(gi()\)a OL, d)
1=

Figura 6
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Uma maneira natural de se provar o teorema & de-

monstrar a existéncia de um o tal que, para todo o no intervalo

a <o <T/2 e

restricoes ao

onde

para todo 0 < d < d°, seja verdadeira a relacao
F(v, a, d ) < F(A, o, d) , 0 <A < 1.

Vamos preliminarmente fazer uma reorganizacdo das

longo do segmento de reta de v a w.
Seja, por definigao:

El(k) = min{gi(k)li e I} , 0 <Ar<1
Seja também, por definicio:

Ii(x) = {min{i e Ifg; (V) = gy (A}
Definamos

gz(x) = min{gi(x)li e I - Il(x)}, 0 <x<1

g = minfg; Wi e - ;00 U 1,001,

0 < A<l
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I,(0) = {min{iel-T3(A) g (M) = gz(M)})

No caso geral, temos a definicao:

j-1

g.(A) = min{g. (M) ]|i-e I - U 1 (M)}, 0 <A <1

j i k=1 k — -
onde

Pela definicSes de g, (A), i.= 1, ..., m & ficil
ver que:

Eltk) < EZ(A) < vl < gm(x) , 0 <A< 1,

Como, pela condigdo C2, todas as restrigdes g, (x)
i=1, ..., m sao continuas, todas as funcoes gi(x), i=1,..,m

também serdo continuas.

Além disso, pela definigao de Ei(k), i=1,...,m
e pela ordenacdo dada as restrigdes gi(x) em fungao dos seus va

- lores no ponto v, temos:

1l

Ei(O) gigv)-, i=1, ..., m

g1(0) = g, (v) =0

v
o

g(0) >
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Tomemos agora a diferenca entre os valores da
fung@o objetivo modificada assumidos num ponto do segmento e

no ponto v.

F((1-M)Vv + Aw,a,d) - F(v,a,d)

i

1
£((1-M)v + Aw)+ .21 P(g; ((1-2)v+
1=

aw), o, d) - £(v) - _
1

N~

; Plg;(v), o, d)

Simplificando a notagao e levando em consideracao

a construcao das funcgoes gi(x), i=1, ..., m, temos:

. m
F(A,a,d) - F(v,a,d) = £(2) - £(v) + ) (P(g; (M) ,a,d)
i=1

' m
Plg;(v), a,d)) = £(0) - £(v) + ,Zl(P(Ei(k),u,d)

1___

P(g; (v), o, d))

$0o

A
9

[ E\J ¥ N“//‘\/

Figura 7
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Como o segmento que une 0S pontos v e w € por
hipotese secante a S, pela condigao C5, temos um decréscimo de

gl(x) quando aumentamos X a partir do ponto A = 0.

De outro lado, levando em consideracao que todos

os pontos no segmento s&o inviaveis, temos

El(A) <0, 0 <X < 1.

Deste modo € possivel achar uma funcgao linear de
crescente em A que seja sempre superior a §1(A} no segmento v

a w, ou seja: -

tg By . A > El(k) , 0 <X <1,

81 nertencendo ao intervalo 0 > Bl > - /2,

Pela continqidade das funcoes restricoes, e pela
condicdo C5, também é possivel construir fungdes lineares que
sempre sejam superiores as fungoes Ei(x), i=2, ..., m, ou se-
ja:

a
§i(0) + tg Bi A > gi(x), i=2, ..., me 0<A<1,
Bi; i =2, ..., m, podendo assumir qualquer sinal.
Similarmente, pela continuidade de f(x) e pela

condicao C5, podemos construir uma fungao linear que sempre se-
#

ja inferior a f(A) no segmento:
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F(v) + tg B, « A < £(A) , 0 <A < 1.

Usando todas as fung¢does linecares acima definidas,

e em vista da propriedade P5, podemos escrever:
F(X,0,d) - F(v,a,d) > tg B, A+

(P(E,(0) + tg B;.A,0,d) ~-P(g; (v).0,d))

N~

Usando a propriedade M9 da fungao penalidade, de

que
|P(y,o,d?) - P(t,a,d")| < |P(y,e,d®) - P(t,0,d”)]

para.¥§5 V%, Vo<acx m/2 e Y o <d < d° ¢ levando em conside

racan que 51(x) < gl(v) = 0, aue pela propriedade P5 implica em

P(g, (M), a, d%) > P(g;(v), o, d°) ,

temos:

Fy

m
+ .Z (P(Ei(ol + tg Bi-K,@,d) - P(gi(v),a,d))=

m
= tg B .A-tg B .A.tg o ¥ .22 (P(gi(O) + tg Bi.k,u,d) -
. 1=

#

- P(g;(v), o, d)) | (11)
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valido para todo 0 < d < a°

Vamos agora nos ater aos termos correspondentes
ao somatorio da desigualdade (11) logo acima. Vamos supor o

plor caso em que

Devido a convexidade da funcao penalidade (pro-

priedade P5) podemos escrever:
P(g; (0) * tg B8;.4,0,d) > P(g;(0), o d) + P/ (g;(0),0,d).tg Bi_'X

Em vista disto, temos:

m _ Jn
I (P(g;(0) + tg 8;.h,0,d) - Plg;(v),0,d)) 2 ] Prle;(v).a,d).

1=2 i=2

tg B; .2

Levando em consideracao a propriedade P12 que a
derivada P&(y, o, d) € decrescente com d para pontos y > 0, ou
seja:

P}',(glcv)a OL, d) > P)',(gi(v)a U‘a do) 3 1 = 2’ LA 2 ] m

para qualquer 0 < d < do, e como gi(o)

|
0
(=N
~
<
~—
\4
o
et
Il
[N
=)

obtemos:
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m : o
izz (P(gi(O) + tg Bfk,a,d) - P(gi(v),a,d)) > iZz_P§(gi(V)’a’do)'

tg Bi.k
que & valida para .qualquer 0 < d < a°.

Substituindo a desigualdade acima em (11) e fa-

zendo
P&(gi(V), a,-do) = - K. ,1 =2, ..., nm

Ki > 0, obtemos:

F(A, o, d) - F(v, o, d) > (tg B_-tg B,. tg o -

-y - \ - - 10
vaiida para Y 0 <a <doe

]
/

>J
| A
foud

Analisando a expressao a direita da desigualdade
acima, vemos que ela € ilimitadamente crescente com o no inter-
valo 0 < a < w/2. Assim certamente haverd um valor o tal que

esta expressdo sera positiva para todo a no intervalo
P

o <o <m/2e0<dc< d°. Bste & & dado por

-tg By * ? K,.tg B

i=2 )
-tg Bl

arc tg(

=4
n

Finalmente, fazendo:
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o = max(a, o )
—0 - . . .
onde o € o valor limite estabelecido no Lema 1, provamos que:

inf - F(x, a, d) = min_ F(x, a,d)
n s
xeR :

. -0
para o e d nos intervalos.a < o < 7/2 e 0 < d < da°.

C.Q.D.

TEOREMA 2: f{Convergéncia)

N
Se a sequencia {d"} € monotonamente decrescente

tendendo a zero, ou seja, 1lim dk =0, e se xk for sempre viavel
K foyee | Kk
para a = o (constante) sendo x pontc tal que F(xf, a

k
o

k

, d7)
S . k ~ C = - :

= ming F(x, , d)}, entdo exlstira uma subsequencia convergen-
k, ' .

“te {x} » Z e o limite de qualquer dessas subsequéncias & um

- . - ) ~ - uk
ponto otimo. (Alternativamente, a sSequéncia X converge para o

conjunto de solucbes Otimas do problema com restrigdes).

Demonstracao:

As- condigdes Cl, C2 e C4 garantem que o proBlema
de programagdo (3) tenha pelo menos uma solugao Otima desde que
f(x) uma fungao continua € definida numa regido viavel S compac

ta.

Seja X* o conjunto de pontos Otimos do problema

Para qualquer ponto x* € X* € observada a relacgio:

£(x*) < £(x) - | (12)
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.- k . PO,
ja que x por hipotese € viavel.

De outro lado, como xX & Stimo do problema modifi

cado (4) na iteracdo k, temos:

FxX, 3, a5 < Fx*, @, a5

Tomando o limite quando koo

lim F(X ‘, a, dk) < 11m P(X*5 (_}i’ dk

koo T koo

)

m C s
Lim (£05) + ] Pg, (x), &, d)s
koo i=1 .

_ o R
Lim (£(x*) + } P(g; (x*), a, d7))
k-—)oo i=1 i

Como por hipdtese fak-0 quando k> e devido a
prdpriedéde P7 da funcao penalidade, temos:
P * .
lim £(x7) < £(x*) (13)

k-—)oo

Comparando (12) e (13) concluimos que:

Lim £(x5) = f(x*)

Como, pelas condigoes Cl e C4, o conjunto viavel
- . . - k 1
e compacto, existira uma sub-sequencia {x~ } convergente a um

ponto x', onde teremos:

f(x!) = £(x*) C.Q.D.
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Demonstrados os dois teoremas basicos, . podemos
agora facilmente provar que, obedecidas as condigoes previamen

te estabelecidas, o algoritmo proposto converge.
TEOREMA 3 (Convergencia do Algoritmo)

Obedecidas as condigoes C1,C2,C3,04 e C5,0 algorit
mo apresentado no Capitulo II converge para o valor Otimo do

problema de programacao (3).

Demonstracao

., ~ - k -
Sempre que mna iteracao k o ponto otimo X nao for

k+1

viavel, o angulo « & aumentado por uma quantidade finita no

sentido de w/2.

Deste modo certamente havera uma iteracfdo K tal
~ - . ~ K+1 - . .
que o angulo da proxima iteragao « sera maior ou igual que
- =q, . K+1 Lo , )
o valor do angulo d-(d =) conforme especificado no Teorema 1,
ou seja,
K+l =0, K+1
o T > o (dT )
P ) k ~ -
Em fungao disso, os pontos X serao sempre via-

veis para todas as iteragoes k > K+1.
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Temos, entda, a partir da iteracao K+1, o movimen
to de decré€scimo constante do paridmetro d no sentido de 0 (ze-

ro).

Como provado no Teorema 2, o valor da funcao obje
tivo modificada convergira para o valor o6timo do problema de

programacao original, ou seja,

k k

FxS, of, a9+ fx) 0 ks Kel,
e da mesma forma
k *
f(x™) » £(x*), - k > K+1 .

Assim, qualquer regra de parada razoavel, que tes
. e g ko e U k .k,
ta a.variagao de f(x7) ovu a diferveunga entre F(x ', o, 4 ) e

k - . : . .
f(x7), sera atendida mesmo quandé houver mais de um ponto Gtimo.

C.Q.D.
Neste Gltimo caso, o processo obviamente podera
nao convergir se na regra de parada usarmos qualquer critégio

-~ . k
testando a convergencia do ponto x .

Se quizermos por acaso usar este critério na re-
gra de parada, deveremos, entao, estabelecer uma condigao adi-

cional para garantirmos a convergcncia do algoritmo para um Uni

co ponto. Esta condicao poderia, por exemplo, ser:
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CO - O ponto Gfimo do problema de programacao € Unico.

Vale observar que, na sequéncia de minimizacoes,
eanaﬁto o parametro o estiver sendo alterado, o ponto de mini-
mo xk basicamente segue uma trajetdria de fora para dentro da
regiao Viével. Ao passo que, enquanto o parametro d estiver éeg
do-diminuido, em geral a trajetérié ae xk ¢ no sentido de den-

tro para fora da regido vidvel, até no limite, atingi-la.

Além das questdes tedricas relaclonadas com a
convergéncia do algoritmo proposto, alguns outros aspectos, pra

ticos e tedricos, merecem ser discutidos.

Assim & que examinamos o tratamento de eventual

inviabilidade no problema original (3).

Examinamos, outrossim, a possibilidade de alcan-

car a soluclo (aproximada) em uma Onica iteracao,

Finalmente, restringindo-nos ao Problema Convexo,

mostramos que o algoritmo proposto gera poentos viaveis do pro-
. ~

blema dual, que converge, por seu turno, para a solugao 6tima

do problema primal.

INVIABILIDADE

Até o presente momento nada foi tratado de invia-

bilidade. Sempre foi suposta a existéncia de uma regido viavel.
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Entretanto, como a seguir veremos, a questdo de
inviabilidade pode ser facilmente verificada através da aplica-
cdo repetitiva do mesmo método na solugao do problema de minimi-
zacdo da parcela correspondente a funcao penalidade, ou seja:

) ook Sk v ko Kk
min, P(x, a, d°) = min_ Zl Plg;(x), a7, d7)

TEOREMA 4: (Inviabilidade)

O problema de programacdo (3) serd inviavel se e

: . ... - . k k . .
somente se na sequencia de minimizacoes de P(x, o, d7) existir

um valor ak tal que:

k .k m k X k

min_ POx, of, a% = ] Pg;00, of a9 > mp, of, den

(14)

Demonstracao:

Vamos primeiramente demonstrar a suficiéncia des-
ta condig¢do. Deste modo vamos supor que a desigualdade (14) se-

ja verdadeira.

Se existe uma regiao viavel S, para qualquer pon-

to Z pertencente a S, teriamos:

m
I Pley(2), of, & <m P, o a9 = m (15)
1 |

1
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Decorrente das desigualdades (14) e (15) obtemos:.

k

a9 < 7 PeE®, o, a9

o k
z P(gl(z)$ a >
=1 i=1

que contraria a hipOtese de otimalidade de x*. Donde podemos con

cluir que nao existe Regiao Viavel S, ou seja, o Problema & In-

viavel.

-

Vamos agora demonstrar que a desigualdade (14) e

uma condig¢ao necessaria.
Se o problema & inviavel significa que para VweR

.pelo menos uma restricdo & violada. Seja A(w)

k k

o k .k Kk k
E P(g-(“\’), Q [ d ) > z P(g'(“’)s o4 3 d\) > P(g ("\T)a cl s d )
iz * Tiga* -t
sendo £ & A.
Como gﬁ(w) < 0, P(gﬂ(w), ak, dk) ¢ uma funcao
tal

crescente-ilimitada com ak.'Assim, certamente havera um K
que para_V/k > K

Plg,(w), o, af > m o
¢ consequentemente

k k - Lk
Pl(gl(w)’ a -, d ) > m d .

I'ME
et
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Como w foi tomado como um ponto qualquer do R a
desigualdade acima Véle_para qualquer ponto inclusive para o
ponto de O6timo do problema de minimizacdo da parcela correspon-
dente a fungao penalidade.

C.QPD.

Devemos observar que se, Por acaso, o conjunto
viavel ndo tiver interior, s0 quando k»», & que podemos garan-

tir a obtencao de ponto viavel.

Deve ser salientado que a sclucao do Problema Au-
xiliar ndo representa um trabalho desintegrado ou dissociado.dg
quele que ndrmalmente seria realizado pelo algoritmo. Isto, por
exemplo, acontece nas propostas apresentadas por Fiacco (confor
me descfito em 1®]) e por Lootsma |®|. No presente caso, além
de ndo representar qualquer acréscimo adicional, diminui em ge-
ral o trabalho dé processamento. Esta propriedade & bastante 6b
via, ja que de qualquer maneira teriamos qﬁe.aumentar sucessiva
mente o até que obtivéssemos um ponto vidvel. Fazendo esta ta-
refa, através da solucgao de um proBlema que € uma parcela do

original, o trabalho naturalmente € menor,

MINTMIZACAG APROXIMADA EM UMA UNICA ITERACAC DE d

Uma interessante propriedade do método proposto e
que, fornecida uma certa precisao com que se aceita a solugao,

&€ possivel encontra-la em uma Unica iteraclo de d.

A maneira de se conseguir este objetivo sera mos-

trada para duas diferentes regras de parada.



gra de parada:

f(xk) +

II.ME

i=1

£(x5) - £(x*)

ia, ak_iao(dk

-1
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0 primeira caso € para quando desejarmos como re-

£(x™) - £(x*) <eq (16)
Como xk ¢ Ootimo, temos:

m .
KoaYy <fxem) « 7 plgxn), oF, df
’ i=1

P(g; (x), o

k .k m k

P(g(x*), of, a9 - Xl P(g. (x K

), of, a9

e

<

i~

i=1

£(xX) - £(x*) < af (17)

k . .
Supondo que o seja suficientemente alto, ou se-

), (do Teorema 1), pela compa:agéo de (16) com

(17) vemos que para fazermos a minimizacao aproximada em uma

unica iteracdo de d basta tomar:

€
dk 1 .

mA
O segundo caso & para a regra de parada:

£(x5) - £(x*)

< €. 18
txn . 2 ()

Seja <1 um ponto viavel e seja & iﬁo(dk_l

).
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Devido a desigualdade (17) e deyido a x* ser pon-

to 6timo temos:

fETY - ma Tt <o) < £KTh (19)
Se os termos extremos das desigualdades acima
(19) f(xk-l) e f(xk“l) - m dk_l,tiverem o mesmo sinal,com certe

za podemos escrever:

1

[£(x*)| > min(Wf(xk“l)l, |f(xk_ ) - m dk—ll)n
De (18) tiramos:
£ - £(x*) < e, |£(x) ] (20)

-

Comparando (17) e (20) vemos que fazendo

K £ min([f(xk_l k—l) - m.dk_1|

)L £ (x

m

) B

a minimizacao aproximada sera efetuada em uma Unica iteracao de

d.

Vale destacar agora que ao final de cada itera-

~. k . - . .. .
¢ao, se x for viavel, sempre temos duas cotas que limitam infc
rior e superiormente a solucao final do valor do problema f(x*).

Este resultado & de grande importancia pratica desde que da

um excelente critério de término do método.Para esta finalidade
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chamamos a.atencao que a  cota inferior pode ser calculada de uma
maneira ﬁais precisa que a dada em (19). Para isto basta consi-
derarmos o termo- desprezado na passagem efetuada para obtencao
de (17). Assim f(x*) fica limitado entre:

k

oom- '
FO) = md v T (e, M, o, dY < osee) < £,
L :

l:
que ainda pode ser colocado na forma:
k

k k

FxS, of, a9 - mdf <) < £ (21)

PROBLEMA DE PROGRAMACAO CONVEXO

Até aqui, tratamos do probléma geral- de programa-
c¢ad linear unicamente com restrigoes de desigualdades. Conside-
raremos agora um seu caso particular, aque entretanto € o caso
mais importante,quer considerando que a maior parte da biblio-
grafia tem sido dirigida para o seu estudo,,quer_éonsiderando a
sua frequéncia relativa em termos de problemas praticos. Trata-
se do problema de programacao convexo unicamente com restrigoes
de desigualdade. Este problema € o problema geral definido em

(3) com duas condigoes adicionais de convexidade:

C6 - £f(x) & uma fungéo convexa.

i

c7 - gi(x), i 1, ...,m sao funcoes concavas.
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Uma propriedade importante do método ora propos-
to € que transforma o probiema de programacao convexo na solu-
cdo de uma sequéncia de minimizacOes sem‘restrig6es.de uma fun-
gdo objetivo também convexa. A importancia disto decorre das co
nhecidas vantagens,quer sob o ponto de vista pratico como tedri-

co, em se .estar minimizando uma funcgdo convexa.
Esta caracteristica do método. deve-se unicamente
a propriedade P10 de sua fungZo penalidade, ja que a soma de

fungoes convsxas &, por sua vez, uma funcido convexa.

PROBLEMA DUAL

0 problema de programagado original (3), que daqui
para a frente sera referido como,probléma primal, tem associado
com ele um problema dual, que para o caso conyexo. pode ser for-
mulado, segundo Wolfe (conforme referéncias |3 *!%]), como maxi-

mizar a funcao objetive dual

m .
max G(x, u) = £(x) - ) u, g.(x) (22)
- : =
sujeito as restrigoes
- m
Vo G(x,u) = VE(x) - Z u, Vg (x) =0 (23)
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u, >0, 1=1, ..., m (24)

onde VE(x), Vgi(x), i=1, ..., me Vx G(x, u) representam res-

pectivamente os gradientes em relacao a x de f(x), de gi(x), i

1, ..., m e da fungao objetivo dual G(x, u).

Veremos, agora, que a dualidade nos problemas de

programagao convexos apresenta uma importanté propriedade.
TEOREMA 5: (Desigualdade Basica)

0 valor da fungao objetivo dual para qualquer pon
to (XD, uD) dual viavel & sempre menor ou igual ao da fungéd pri

mal para qualquer ponto Xp primal viavel.

Denonstragio:

As restrigoes u; >0, 1 =1, ..., m para todo pon
to dual viavel e-as condigdes C6 e C7 implicam que G(x, u) seja

convexa em X.

De outro lado, para todo ponto dual viavel a res-
trigdo (23) deve ser obedecida. Isto implica que para dado  ve-
tor u > 0, o ponto dual viavel seja o ponto de minimo da funcgao

G(x, u), ja que ela € convexa.
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Seja Xp um ponto primal qualquer.Ep yista disto

gi(xp)'z_o , i= l? ce., Mm (25)
Seja (xp, up) um ponto dual viavel qualquer. Em
vista disto
up >0, i=1, ..., m (26)
i

-

Considerando, entao, “25), (26) e que (XD, uD) é

o.-ponto de minimo em x de G(x, uD),_temogz

: m m
f(XP) Z f(XP) - Z UD. gl(xp) i f(XD) - 2 uD- gl(XD)
=1 i 1=1 1

Como Xp € (XD, uD) foram tomados.genericamente, a
desigualdade acima € valida para quaisquer pontos primais e
duais viaveis.

C.Q.D.
Um aspecto interessante do algoritmo proposto e

que a medida que o problema primal €& resolvido, através de ,uma
sequéncia de minimizagoes sem restrigoes, € paralelamente gera-
da uma sequéncia de pontos que sao duais viaveis e que aproxi-

- . s k
mam do otimo dual no limite quando d 0.

Uma solucao dual € obtida da seguintc maneira. Se
ja Xk;= x(ak, dk) o ponto que minimiza F(x, uk, dk)no R, Neste

.ponto, entdo, deveremos necessariamente ter:
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k’ ak).vgi(xkl =0

(27)

v F(xk, o, d%) = VE() + If .P’(g-CXk), o

onde P&.representa a derivada da funcao penalidade P(y, a, d)

em relacdo a y.

Se fizermos -

- : k k k ,
g = - Plgi(x), at, %) ¢28)

as duas restricdes duais serao afendidaS.Substituindo (28) em
(27), obtemos a primeira restrigdo-(23). Como a funcao penalida

de € ndo crescente em relacdo a y, implica que P& < 0 e conse-

- quentemente a segunda restricao, u. >0, 1= 1, ..., m, e tam-

1

bém atendida.

Assim, achamos o par (x(ak, dk), u(ak, dk)) que

satisfaz as restrigoes duais e que € gerado a cada iteragao do

algoritmo.

No caso particular da funcao penalidade hiperpoli
ca definida em (5) temos-a seguinte expressao para os multipli-

cadores uj

_ K g; 9
u; = (14— ) (29)
-l 2.k k? fk2~l
g2(x ) + a2
T
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TEOREMA -6 (Convergencia Dual)

b S N 1( -t
Se sequencia {d"} € monotonamente decrescente pa-

. . k k
ra k > K tendendo a zero, ou seja, lim d° = 0 e se x for sem-
k ko
pre viavel para o = o (constante) ,entdo, para 0 €aso  CONvexo

0. valor da funcao dual convergira para o valor otimo da funcao

primal, ou seja:

lim G(X(uk, dk), u(ak, dk)) = f(x*).
](—)-oo
Demonstracao
m
Glx(e®, a9, ueX, %) = £k, - T u ek d9
i=1.
k -
g (x(aX, a*))

Vamos trabalhar com uma subsequencia convergente

para um -ponto otimo x*

Mesmo que haja mais de um ponto otimo, os resulta

dos nao se alteram. Sabemos pelo teorema 2 que.

1im f(xk) = f(x*) ( 30)
k-roo

resta entao provar que

m
lim ) uk g.(xk
k»e i=1 * 15

)= 0
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Usando a equacao (28), temos:

. ke ... = Xy 'k .k ky
lim ) u. g;(x7) = lim ) “Pl(gy;(x7), an, dT) L ogi(x) =
' kro i=1 Y % _ '
it k
1im-P! (g. (x7), «
izl-k+w yREL

k

i

, dk) lim gi(xk)

k—)—oo

(31)
Estes limites existem ja que estamos trabalhando

com uma subsequencia convergente.

Vamos analisar o valor do primeiro limite em (31)

segundo as duas alternativas possiveis para o segundo limite,

Na primeira alternativa, g{(xk) convefge para
K > 0. Pela propriedade P7 da funcgao peﬁalidade, podemos, entao

concluir que:

lim -~ P'(g.(xk), ak, dk) = 0 se lhngi(xk)+K.
k—)- o] y 1 . k+oo

Na segunda alternativa, gi(xk) converge para 0
(zero).

Pelas propriedades Pl e P5 podemos estabelecer o
intervalo de variacao de P':
ko kg

o k
- tga < PU(gy (x7), o7, d7)

[ A
o

Tomando o limite para 0 < ok < w/2, temos:
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0 < 1lim —P‘(gi(Xk),dk,dk) < tgoa

< i (32)
ou seja, o limite & finito.
Observe que, no limite, o ponto gi(x*) = 0 nao

tem derivada, no entanto, as derivadas a esquerda e a direita

continuam a satisfazer a desigualdade (32).
Desta forma ficou provado que:

iim u? gi(xk) = 0 ‘para\Vi (33)
= ..

pois se

g'i(X*) £ 0 - UE =0

g;(x*) =0 >0 <ut < tgo

Devido a (33 e a (30) para Ve > 0 havera um k(e)
tal que para todo k > k(e) as desigualdades abaixo serdo vali-

das
&

- & < -

‘m
k
Loy

u. gi(xk) <0
i=1 .

£(x*) <) < f(x*) +oe
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‘Somando, obtemos:

k vk K
f(x*) - e < £f(x) - ) usegs () < £(x*) e

Estas desigualdades acima significam que

lim ‘G(xk, uk)'= f(x*)

koo

Como o resultado € valido para qualquer que seja

a subsequéncia convergente, ele € valido sempre.

C.Q.D.

Vale a pena observar que a equacao (33) e mais

as.restricgoes, primal e duais constituem as conhecidas relagoes
de Kuhn-Tucker, expressando que Vf(x*) & uma combinagao linear

nao negativa dos gradientes Vgi(x*) correspondente as restrigoes
que sao ativas em x*. Para o caso de programagao convexa, estas
sdo as condigbes necessarias e suficientes de otimalidade 5],
Como era de se esperar todas as quatro condigbes de Kuhn-Tucker

sao satisfeitas no ponto (x*, u*).
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CAPITULO 1V

EXPERTENCIA COMPUTACIONAL

Descreveremos duas experiéncias praticas realiza-

das utilizando o algoritmo proposto.

A minimizacao sem restricoes foi feita wutilizan-
do-se a rotina GIMIN fsl que basicamente se constitui em um dos
métodos das secantes. Os seus pardmetros Critério de Converjén-
cia e Passo de Discretizacao foram tomados constantes, respecti
vamente com 0s valores 1.10—9 e_l.lO—iO Ressalvamos que ﬁéo

estivemos  centrados no sentido de obter os maximos bene

ficios decorrentes do uso atimizado destes parametros.

O primeiro proviema € muito simples, pois € conve
xo com somente duas variaveis e duas restricoes. Trata-se de um
problema teste apresentado por Himmelblau |7] originalmente
proposto por J. Bracken e G. P. Mc Cormick, com o seguinte cnun

ciado:
min f(x) = (x1—2)2 + (x2—1)2
sujeito a gl(x) = - x] tx, >0

gz(x) = - XyT Xy, v 2 >0,

que tem como solugao Otima tedrica:
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a, 1)

fx*) =1

g (") = g, (x*) = 0

u*- =

(273, 2/3)

Foram adotados ¢s seguintes valores iniciais no

passo 1 do algoritmo:

Q-
l

Para

mente nos passos 5

k+

tga

dk+1

(2, 2)

= 3,14159258/32

a variacao dos parametros o e d, respectiva-

e 7, foram adotadas as seguintes regras:

1 k

= 2 tgo

- a¥/10.

Portanto, a variacao de a foi feita de uma manei-

ra diferente, porém equivalente, da originalmente estabelecida

na apresentacao do algoritmo no Capitulo II.

Os

resultados apresentados na Tabela 1 e a figu-

ra 8 mostram a mecanica de funcionamento do algoritmo.
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“Até a interacgdo 5, primeira fase -do algoritmo,
ocorre O aumento repetitiyo do éngulo.a (vide figura 4.2). Isto
tem o efeito de fazer com que o pdnto de O0timo do problema modi-
ficado xk seja gradativamente jogado para o interior da regiao

viavel.

Nas iteracgoes seguintes, segunda fase do algorit-
mo, se da a diminuicdo do parametro d (Vide;figﬁré 4.bj. Isto
basicamente tem o efeito de diminuir a penalizagao em termos ab-
solutos, porém mantendq o mesmo nivel de proibitividade - (dado
por o) fora da régiﬁo viavel. Assim o ponto xk pode se mover com
mais liberdide dentro da regifo viavel na.éirégéo do ponto oOti-

‘mo do problema original.

RESULTADOS DO PROBLEMA 1

Figura &
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A convergéncia do procésso pode ser vista nas co-

1un;s f(xk),F(xk,uk,dk),P(Xk,ak,dk),xk e g(xk).

Preliminarmenfa, esclarecemos que o valor assumido
por gl(xk) na iteragdo 14 € explicado pela escolha dos paradmetros
da GIMIN. Haja visto que, o parametro Passo de Discretizacio é
da mesma ordem de grandeza dos erros relativos do ponto de mini-
>mo, enquanto o parametro Critério de Conveigéncia é de ordem de

grandeza superior ao erro relativo da funcao objetivo.

Como pode ser facilmente obseryadd entre as itera-
g6és 5 e 13, os valores da funcao objetivo, dos pontos de minimo
e das restrigoes ganham um digito significativo a cada iteracgido.
Consequentemente, o erro relativo destes valores se apresenta 11

near com o parametro d nesta segunda fase-do algoritmo.

Observamos que este comportamento da funcgdo obje-
tivo ja poderia ser totalmente esperado visto a variacgao estabe-
lecida para o parametro o e dadas por (2.1):

FxC, o, a%) - md¥ < £y < £

Um outro aspeéto importante apresentado pela con-
Vergéncia dos resultados e que esta intimamente ligado com o)
comportaménto do erro, € a clara indicacao da possibilidade * do
desénvolvimento tanto te6fico como pratico de procedimentos ace-
leradoreé de-convergéncia através do uso de mecanismos de extra-
polagao. Procedimentos deste tipo sao apresentados por Fiacco/
?

McCormick |"| e por Loostma |
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A coluna Namero de Passos especifica o nimero in-
terno de iteracgdes dentro da rotina GIMIN necessarios para se

encontrar o minimo do problema sem restrigodes.

Como também registrado por Lootsma |®|, a  coluna

ak, dk)]3 moda euclidiana do gradiente da fungdo obje-

|7, P (xS,
tivo modificada, a partir da iteracao. 12 indica claramente o au-
mento da dificuldade de se achar um minimo pxecisé paré valores
muito pequenos ded. As oscilagdes deste valor nas iteragdes ante
riores poderiam ser explicados nao s5 pela influéncia dos para-

‘metros de G'MIN, bem como pela aleatoriedade intrinseca ao pro-

.cesso de minimizacao.

A andlise das colunas dos multiplicadores de La-

k . e -
grange u , mostra em primeiro lugar que estas variaveis nao apre

sentaram a mesma estabilidade das demais.

Entretanto, os grandes desvios observados nas ite-’
ragoes 13 e 14 em relagéo:aos valores de u*, podem ser explica-
dos pelos-valores relativaménteAaltos.dos gradientes, ou seja,
0s pontos Stimos na verdade estiveram relativamente longe de se

A
rem atingidos.

Se além disto, nos detalharmos na andlise da for-

mula através da qual os multiplicadores sao calculados
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k
...1"k . . gi(x )
u. T e—— (_1 + - )
’ X 1 // k - 1 k*
) gi(x") + ()% d
i T
fica claro a alta influéncia de qualquer perturbacdo no va-

k ’ Pl - - - — -
lor de x~. Al vemos que esta presente a divisao de duas quantida-

des quase infinitesimais, sob o ponto de vista pratico, cujo

resultado influencia decididameﬁte 0 resultédo final.

Em segundo lugar, a andlise das colunas dos Multi-
pliéadores, mostra que, entre as ite}agées 6 e 11, estes valores
ganharam um digito significativo a cada iteragéo. Assim, 0 erro
relativo destas varidveis se apresenta linear com o parametro

d, fato que indica as mesmas possibilidades de extrapolacao.

A analise da éoluna dos valores da funcéo dual
G(Xk, ak, dk), mostra, de uma maneira diversa dos multiplicado-
res, uma altissima estabilidade e precisao. Entretanto esté apa- .
" rente contradicao € explicada diretamente pela propria  formula
com que foram calculados: |
k

k
us gi(x.).

G(xk, uk)'= f(xk) -

n~—8
= .

i

AL podemos entender que, como 0s gi(xk),i=l, 2, .

sao muito pequenos, a influéncia resultante dos erros dos

multiplicadores de Lagrange sera ‘consequentemente desprezivel.
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Um resultado que merece destaque € o comportamento
do erro relativo de G(xk, uk) que entre as iteracoes 6 e 11 se

apresenta como uma funcdo quadratica do parametro d.

Finalmente, vamos considerar a coluna

k k k k - .
E(x™, a©, d7) - md" . ALl podemos ver que os seus valores efetiva-
mente tiveram um bom comportamento como cota inferior para o va-

‘lor de f(x*), conforme estabelecido pelas de%igualdades (21).

Apesar de apresentarem, como teoricamente seria
esperado, um nivel de precisdo bem inferior ao demonstrado pelos
valores da fungdo dual, tém como. virtude a sua enorme estabilida

de..

0  segundo problema € a minimizagdo de uma funcao
cibica, por isto, n8o convexa, em uma regido viavel também nao
convexa. Este problema foi inicialmente discutido por Fiacco e

Mc Cormick e posteriormente trabalhado por Lootsma em quatro ar-

tigos |®> ®°» 19> 11]  Ge constitui em:
: = - x3 . 2 )
min £(x) Xy 6x1 + 11x1 * X
s R 2
sujeito a gl(x) X3 X5 *+ Xz > 0

»gz(x) = xi + x% + x% - 4'3 0

gs(x).=- - x3 + 4 3_0

v
o

g, = x4
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1
”
v
o

g (x)

I
el
1
A\
[en

g6 (X) - 3 -

que tem como solugdo tedrica:

x* = (0, V2 v 2)
f(x*) = V2
gy (x*) = gy (x¥) = gy (x¥) = 0

u* = (/—_2—/85 ‘/7/8’ 03 11: O) O)
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Foram adotados os seguintes valores iniciais:

x° = (0,378964, 1,68076, 2,3472)
o® =.3,14159258/2,05
a =1

A regra de variacao do parametro d foi a mesma do
exemplo anterior, enquanto o nao variou. Foi escolhido um valor
suficlentemente alto para 0 para evitar o problema de violagdes
a restrigOes nao serem suficientemente penalizadas localmente pa
ra compensar o de;réscimo da fu5950'objetivo fora da regiao via-
vel, que tende a - « guando Xq tende a +.w.

0s resultados computacionais $&0 aprescutados lia

Tabela 2.

Basicamente os mesmos comentarios feitos para 0

problema 1 podem ser repetidos para este problema.

As Unicas observagdes adicionais se referem ao
comportamento do erro relativo dos Multiplicadores de Lagrange as
sociados as restrigOcs nido ativas no ponto de Stimo do problema

que se apresenta como uma fun¢ao quadratica do parametro d.

As componentes Xy € Xq tém um comportamento igual

ao registrado no caso do problema 1. Diversamente, o erro da com
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ponente X, tem uma variagao quadriatica com o parametro d.

Vamos comparar os presentes resultados com os ob-
tidos por Loostma |®|. Ele resolveu o problema a partir do mesmo
ponto inicial através de um método de penalizacdo interior em

que a fungao objetivo modificada apresenta a seguinte forma:

‘ -
P(x, M) = £(x) ~= ) Ln(g;(x)).
A i=1

A minimizacao sem rest:igoes foi feita usando-se
um método que calcula as derivadas parciais de segunda ordem de

‘P(x, A) a cada iteracao interna.

A Unica comparacdo possivel de ser feita é aquela
entre a precisdo apresentada pelos dois métodos. Para este efei-
to véﬁos selecionar a iteragao com precisdo maxima em |°] e a
iteragéo-7 do presente trabalho. A tabela 3 mostra os resultados
relativos as principais variaveis. AI & possivel comparar o nime
ro de digitos significativos, bem como, os erros relativos para

os dois algoritmos.
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TABELA 3 - Comparacao entre Algoritmos

ALGORTTMO |

VARIAVEL Rgggﬁgﬁgo LOOSTMA | | --’gﬁgggé%gﬁw——ﬂ
£(x) 1,4142135623 | 1,41422 1,414213858
) X, o 0,92.1077 | 0,12.1077
X, 1,4142135623 S 1,41421 1,414213562
x5 1,4142135623._ 1.,41422 1,414213725
g, (x) 0 | 0.s7.107° | 0.,46.10°0
g, (x) 0 0,67.107° | 0,46.107°
g, () 0 0,92.10°/ | 0,12.1077
u, 0,176776695 1 0,176664° | 0.176777
u, 0,176776695 0,176890 0,176777
ug 11 10,8687 11,0088
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CAPITULO V

CONCLUSOES.

Ao final do trabalho, julgamos conveniente fazer

uma recapitulagao sucinta do que foi apresentado.

No Capitulo I, apresentamos uma breve revisiao bi-
bliografica dos diversos métodos existentes e uma descricao re-

sumida das wvrincipais caracteristicas do método proposto.

No Capitulo II, definimos precisamente o problema
objeto de nosso estudo, o problema geral de programacao nao li-
near sujeito unicamente a restricoes de desigualdade.

vcito isto, apresentanos a nossa proposta de solu
cao do problema constituida pelo algoritmo e por seu ingrediente

mais importante, a funcao penalidade.

No Capitulo III, provamos que o algoritmo conver-

ge desde que C€inco  condigoes sejam atendidas pelo problema,

A segulr, equacionamos a questao de inviabilidade,
através da solugao de um problema auxiliar que possibilita a

obtencao de um ponto viavel ou a identificagao da inviabilidade.

Demonstramos, entao, a possibilidade de se obter

uma solugdao aceitavelmente proxima da O0tima através de uma Gni-
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ca minimizacido no.parametro d.

A partir deste ponto, nos restringimos ao problema
convexo. Mostramos que a funcfo objetivo modificada permanencia

convexa.

Apresentamos o problema dual, demonstramos que 0
algoritmo gera pontos duais viavels e que a correspondente se-
quéncia  dos valores da func@o dual convergem para o valor otimo

da funcao primal.

No Capitulo IV, apresentamos os resultados computa
cionais obtidos. Apesar de ter sido testado somente com dois pe
quenos problemas, o desempenho pratico do método, marcado nela

eficacia, precisao e rapidez, lhe credita um minimo de confiabi-

Tidade.

E natural que neste ponto facamos uma avaliacao
global do métode. Neste sentido destacaremos aé suas principais
caracteristicas e sempre procuraremos fazer uma analise compara-
tiva com o propdsito de oferecer subsidios para situa-lo dentre
"0s métodos existentes. Nesta andlise comparativa, concentraremos
nossa atengao aos métédos das penalidades exteriores e interio-
res, que, alem de serem os mais estqdados, destacadamente sao
os mais utilizados na solugdo de problemas de programagdo ndo 1i
near. Os métodos mistos embora sendo os mais recomendados na

bibliografia, nao foram considerados, pois além de serem combina

cao dos dois primeiros, também podem ser construidos usando-se o
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método proposto no presente trabalho.

DIFERENCIABILIDADE

Diversamente da imensa maioria dos métodos das pe-
nalidades, este método apresenta auséncia de qualquer tipo de
descontinuidade, ja que a funcdo penalidade usada &é continua e

continuamente diferenciavel.

Sob ponto de vista computacional, esta & uma ¢xce
lente propriedade. O bom comportamerto da funcadao objetivVo mogifi
cada apresenta a grande vantagem de permitir o uso eficiente

das melhores técnicas de minimizacdo sem restrigoes que se utili

zam de derivadas segundas.

.

MINTMTZACKN ADPROYTMADA EM TIMA TINTOA Tov
R I R RN W A e £ —als PR Y e e b e o

Conforme mostrado no Capitulo III, para desejada
precisio em relagio ao valor Stimo da funcio objetivo, o método
apresenta a interessante propriedade de poder resolver o proble-

ma em uma Unica iteracao de d.

Apesar desta facilidade, acreditamos que continuam
validas as recomendagbes feitas por Davis e Swann |2%| para o ca-
S0 éSpecifico do método das penalidades interiores de Carrol. Es
tes autores, baseados no critério de que o ponto Stimo de uma
iteragao deva ser um bom ponto inicial para a proxima iteracao,

desaconselham um decréscimo muito rapido do parametro de contro-
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le para evitar dificuldades maiores na etapa de minimizacdo sem

restrigdes. Idénticas recomendacoes sao também feitas por Polak

ll%l.

REGRA DE PARADA

0 método proposto oferece duas alternativas para
regra de parada. O valor da funcao objetivo -primal tem as cotas
inferiores dadas pelo valor da funcdao dual como pela expressao a

esquerda das desigualdades:

k & k

p(xS, of, a9 omd® < £t < £

0 primeiro critério dsdo pelo valor da fungdo dual

€ comum a grande numero de métodos das penalidades. Entretanto a

~ -
~ ~ ~ - ~ T o~ N AT e T ~
22 C tCO caiclmac Cvral v o w

e -~
— e v

Ta -~ —-n—:C"\'ﬂ/‘_'\—.~4—_/\ —w(\c-t—m1 4o, am
B et 3 . wrairisan A = D P S - LJL\./ 5

que limita sobremaneira a sua utilizacgao pratica.

0 segundo critério, em contrapartida, € geral e
apresenta uma natural robustez. Desta forma se constitui numa

importante caracteristica oferecida pelo método.

Esta propriedade e a possibilidade de minimizacao
aproximada em uma Unica iteracdo de d s@o caracteristicas pouco
frequentes entre os métodos das penalidades. Entre os métodos vis
tos na bibliografia consultada, somente o método de penalizacao

logaritmica, para o caso especifico do problema convexo, possui

s & ,
estas caracteristicas |%® 2|
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INVIABILIDADE

A questao da inviabilidade foi equacionada através
da solugao de um problema auxiliar intimamente integrado a pro-
posta original do algoritmo.

As solucdes vistas na bibliografia |®° ¢

para
tratar desta questao também resolvem problemas auxiliares. En-
tretanto, esses cuidam unicamente de obter um ponto vié?el ini-
cial sem cowr 1sto conseguir qualquer avanco no processo de solu-
g¢ao do probiema de programacgao propriamente dito. Esta questio se
faz mais importante quando se considera que a dbtengéo de un
ponto viavel inicial podellevar'mais tempo que a subsequente so-
lucao do problema.

PONTO INICTAL

Uma grande facilidade apresentada pelo método € em
relacao ao ponto inicial. Nao existe necessidade de qualquer pon
tc especial para inicio do processamento do algoritmo, como acon

tece no caso dos métodos das penalidades interiores.

Da mesma forma, dentro do processo interno de mini
mizacao sem restricoOes, ndo se faz necessario qualquer controle

sob a localizagdo dos pontos intermediarios.
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PONTOS DE OTIMO DOS PROBLEMAS MODIFICADOS

Os métodcs das penalidades exteriores em . geral
constroem pontos que nao sao viaveis. Assim somente no limite fi
nal do processo & que obtemos um ponto viavel, sendo, por sua

vez, o otimo do problema.

Os métodos das penalidades interiores, de outro 1la
do tem a vantagem de construir sequéncias unicamente de pontos

viaveis.

Na fase inicial do méiodu proposto, caracteri.ada
pelo aumento sistematico do parémetrb a, o>a1goritmo padece tem-
porariamente das mesmas desvantagens dos métodos das penalidades
ex%eriores. Enquanto na fase final, caracterizadé pela diminui-

~a0 dn pavﬁmetro d, oferece as mesmas vantagens dos métodos das

penalidades interiores.

CONVEXIDADE

Embora sendo comum @ muitos dos métodos das penali

- »
dades, este método também apresenta a conveniente propriedade da
funcgdo objetivo modificada de um problema de programacao convexo

ser também convexa.



77

DUALTDADE

0 método proposto possui a usual propriedade dos
métodos das penalidades de gerar pontos duals viaveis para o ca-

so do problema de programagdo convexo.

A sequéncia dos valores das variaveis u;, defini-
das pela equacao (28) ébnverge para 65 Multiplicadores de Lagran
ge. A despeito de sua alta sensibilidade em termos computacio-
nais, como ‘a exposto no capitulo 4,-estes valores sio, assim
mesmo, sempre uUteis, pois revelam caracteristicas sobre a estru-

tura do protlema.

A correspondente sequéncia de valores da funcao

dual converge para o valor otimo do problema primal. Diversamen-

. Voo BT el i S R A - - . g a1, . T o JUSREN p
1Te wo3 il LA pPialaldlbiTs ad LdSLS.h‘s‘u, CoS O VaAL0TEE Ga
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apresentaram altissima precisao e estabilidade, o que recomenda

a sua utilizacao como um bom critério de parada do algoritmo.

FACILIDADE DE PROGRAMACAO

Como todos os métodos das penalidades exteriores e
interiores, apresenta a propriedade de ser facilmente programa-

vel, o que facilita enormemente a Sua utilizacgao.
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RESTRICOES DE TGUALDADE

Da mesma maneira que os métodos das penalidades in
teriores, o método proposto nao resolve problemas com restricdes
de igualdade, pois exige que o conjunto viavel tenha interior nao

vazio.

Sem davida, esta & uma certa desvantagem que
apresenta em relagdo aos métodos das penalidades exteriores. En

tretanto esquemas mistos podem ser adotados para superar esta de

ficiéncia. Nutra alternativa, € elevar o até proximo de m/2.

- CONDICIONAMENTO DA MATRIZ HESSIANA

A grande deficiéncia de todos os métodos das pena-
lidades extériores e iMic110ics decurTe da esirutura da  Mailciw
Hessiana tornar-se crescentemente desfavoravel a cada iteracdo.
A medida que o parametro de controle destes métodos tende a infi
nito, m* valores proprios desta matriz tendem a infinito, sendo
m* igual ao nimero de restrigBes ativas no ponto de o6timo do pro

blema (conforme exposto em |'3|, ['] e |'2]).

Este mau condicionamento da Matriz Hessiana como

& sabido, pode dificultar, ou até mesmo impedir, 0 Sucesso da
minimizacdo sem restrigdes. Como registrado por Avriel |'|, os
mais eficientes métodos para minimizagbes sem restrigdes, que

pertencem ao grupo dos métodos tipo Newton, Gradientes Conjuga-

dos e Métrica Variavel, ironicamente sao os mais vulneraveis a
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principal desvantagem apresentada pelos métodos das penalidades
exteriores e interiores. Ou como colocado por Luenberger [13]:
a exploragao efetiva desses mé€todos requer que sejam inventados

esquemas especials que eliminem o efeito provocado pelos valores

proprios infinitos.

Para o algoritmo proposto neste trabalho, embora
‘ndo tenha sido formalmente demonstrado, a Matriz Hessiana da fun
cao objétivo modificada-tem m* valores préprios_infinitos quando
d teﬁde a zero, portanto sendq mal condicionada, como todos 0s
métodos das penalidades exteriores e interiores. Entreténto,achg
mos Que vale a'pena explorar as caracteristicas de diferencibili
dade da fungio penalidade para procurar contornar este problema.

EXTRAPOLAGAG

Para o método proposto, cOmo acontece com 0S MEto-
dos das pehalidades ekteriores e interiores, achamos que seja
possivel a utilizacao de mecanismos de extrépolagﬁo para estimar
o ponto Otimo x*. Esta conjectura € altamente provavel em parti-
cular levando-se em consideragao a fepetida diferenciabilidade da
funcao penalidade e os claros indicios desta possibilidade apre-
sentados pelos resultados computacionéis mostrados no Capitulo

IV.

NOVAS LINHAS DE ESTUDO

Tanto quanto sabemos, o0 presente trabalho & o pri-

meiro usando a penalizacgdo hiperbdlica apresentada no  Capitulo
IT.
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As vantagens ja apresentadas pelo método, bem co-
mo, as suas potencialidades apontam para a conveniéncia da Trea-

lizacao de novos estudos.

Muitas sdo as areas em que eles podem ser aprofun-
dados. Além das conjectﬁras 1angadas>sobfe o-comportamento da
Matriz Hessiana e sobre a possibilidade de mecanismos de extrapo
lacdao, outrcs estudos devem ser feitos. Neste senti-
do enumeramos: Tratamento de Problemas com Restrigoes de Igualda
des, Convergéncia do Algoritmo Problema Dual e Ligagoes com o
Lagrangeano.

A ekperiéncia computacionai realizadd se resumiu a

resolucao de dois problemas de muito pequeno porte. Achamos ne-

)

- . .
Acchva N 1~ c avtend [ A AT
CTesarie uge s¢ zsxtenda esta exrer:

ncia 2 nrohlemne majorec o

(

mais complexos, para efetivamente se testar o algoritmo, bem co-

mo, para com isso subsidiar o processo de um melhof entendimento

e consequente aprimoramento do método. Achamos também oportuno

que se promova um confronto do algoritmo proposto com respeito

aos principais algoriimos disponiveis. Nesta comparagao, aléem
a

dos aspectos robustez e precisao, deverao ser considerados a ve-

locidade de convergéncia e a rapidez dos mesmos.

Estes sdo alguns dos caminhos que naturalmente de

verdo seguir este trabalho.
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ANEXO 1



85

PROPOSICKO '1:

Propriedade P9 - (Contracao da Fungao Penalidade)

Sejam y e t dois pontos quaisquer. Fagamos
o (0, w/2) e 0 < a*l dk. En-

Y T

tao € observada a seguinte propriedade da funcdo penalidade:

&Yy - bt w, Y <lpey, §@, d - Pt @, d9 .

IP(y, «,

Demonstracac:

Sem perda de generalidade vamos considerar y < t,

que pela propriedade P5 implica em que P(y, o, d) > P(t, o, d)

Vamos entao calcular a diferenca entre os valores

"y" e "t'" usando para isso a

de funcgao penalidade nos pontos

sua expressao (6) em termos dos parametros T e d.

Assim:

|P(y, @, d) - P(t, o, d)| = P(y, @, d) - P(t, @, d) =

T ((-y * //yz + éiiﬁi;lli)— (-t + //tz + éiiﬁf:ili)) (34)
1«2_1 . ._ry_ .r?_

Pela expressao (7), como o por hipGtese & constan

te, r também & constante. Pela simplicidade vamos, entao, fazer:
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K== (35
r?-1

Substituindo (35) em (34) “temos:

|P(y; @, d) - P(t, a, d)| = K((~y + V y? + El—;)—(—1: + t2+ éz))
K K

(36)

Para analizarmos o comportamento da funcao (36)

em relacao ao parametro d, vamos calcular a sua derivada em re-

lacao a d.
9 o V - l 42 72
“Ip(y, @, dy - P(t, @, d)] = K( a/k*  d/K )
5d - | Sy & S, &
. y p” -
:é( 1_ . j )
K. //&é + éi /[£2 + éi
K? K2

Como o varia no intervalo 0 < o < 7w/2 implica que

r > 1 e consequentemente que K > 0.

Entdo, eomo "K' e "d" sao positivos e por hipote-

ses y < t, podemos facilmente observar que sempre

2 Ip(y, @, d) - P(t, &, d)] >0
od ’

Ou seja, & uma funcdo monotonamente crescente
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k+1 < dk'

com d o que implica que com 0 < d

k+1

lP(Ys aa d ) ” P(t:aa dk+1)l < lp()’, —&'-9 dk) - P(ts a) dk)l

C.Q.D.

PROPOSTGAO 2

.Propriedade P10 - (Preservacido de Convexidade)

Se g(x) & uma funcdo concava, entao P(g(x),a,d> se

ra uma fungdo convexa para o no intefvalo 0 <a<w/2ed> 0.
Qggggstragéo:
Sejam Xy € X, dois pontos quaisquef.
Devemos demonstrar que:
P(g(kx1+(l—A)x2),d,d) < KP&g(xl),a,d) + (1~A)f(g(x2),a,d)
onde A esta compreendido no interv;lo.O < A < 1.

Como g(x) por hipdtese €& uma funcdo concava, te-

mos:
gOxy + (1-0xy) > Aglxy) + (1-Mglx,) (37)

Devido a desigualdade (37) e levando em considera-
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cao a propriedade P5 que P(y, a, d) € uma fungdo sempre nao cres

cente com y, temos:
P(g(kxl * (1">‘)X2)7 o, d) < P(Ag(xl) v (1-2) g(xz), o, d) (38)

Como ‘também pela propriedade P5, P(y, o, d) € uma

funcdo cOnvexa em y:
P(Xg(xl)-{_(l—)\)g(xz)ad”d) _<_AP(g(Xl),Ot,d)+(1~>\)P(g(X2) 70"1d) (39)
Pelas desigualdades (38) e (39), entao, temos:

P(g()\xl + (1"))}(2)3 O‘",d) i )‘P(g(xl)’:'ad) + (1">\) P(g(xz)7a’5d)
"~ C.Q.D.

PROPOSICAO 3

Propriedade P11: (Diferenga Maxima)

A diferenca maxima entre duas fungoes penalidades,
para dois diferentes valores do pardmetro d e com mesmo parame-

tro a, se da no ponto y = 0.

Demonstracgao:

. o g -
Sejam d° e d' os dois valores do parametro d, sen

do d° > d' > 0.
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Vamos tomar a diferenca entre as duas fungdes:

2
d® (r?2-1)% _
2

P(y,o,d®) - P(y,a,d!) = —— (/ y2 =+
: i re-1 T

_ /yz . dlg'(l“z—l)z)

.r2

Derivando em relacao a y, temos:

2 (P(y,0,d%) - P(y,0,d))) = L (
8}7 r°-1 / doz(rz—l)z

7 gl (r’-1)

Analisando a expressao acima, vemos que a diferen-
ca entre as duas fungOes assume um valor extremo no ponto y = 0.
Além disto, este extremo € claramente um maximo, que por sua vez

€ Unico. Assim:

max, (P(y,,d%) - P(y,a,d')) = P(0,0,d%) - P(0,a,d") = a° - ai.
C.Q.D.
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PROPOSICAO .4

Propriedade P12: (Variagao da Inclinacao)

A derivada da funcao penalidade em relagdo a y, ou
seja, P}(y, a, d) € uma funcgao decrescente com d para pontos
y > 0 (e & inversamente uma fungdo crescente com d para pontos

y < 0).

Demonstracao:

Primeiramente vamos calcular a derivada da funcgao

'penalidade em relacdo a y, usando para 1isto a equacao (6):

’ A 9
P)‘,(Y7 G, d) = ——P" = zr - 1 + — Y )
oy r°-1
R b4 yz N Qf—(rZ__l)Z
r?
Para analisar o comportamento de P&(y, o, d) em

“fungdo do parametro d vamos calcular a sua derivada em relagao a

d:

32p . r*-1 ' . d

3v 9 ' . '
oy d r (yz N d2 (r2;1)2)3/2
' r

A expressao acima assume o sinal contrario de y.
Deste modo, a derivada P&(y,'a, d) € decrescente com o parametro

d para pontos y > 0.
ClQlDﬁ





