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RESUMO 

Neste t r a b a l h o  apresentamos um a lgor i tmo baseado 

no método "Branch and Bound" p a r a  obtenção da solução Ótima exa - 

t a  de problemas de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o s ,  com r e s t r i ç õ e s  l i n e a  - 

r e s  e funções de c u s t o  concavas ou do t i p o  escada.  As funções  

concavas normalmente aparecem em problemas onde temos a p r e sença  

de economias de e s c a l a .  As do t i p o  escada ,  quando temos por  exem - 

p l o  f á b r i c a s  ou ari,iazéns c o n s t i t u í d o s  de mÓdulos, onde cada mÓdu - 
10 tem cus to  f i x o .  

Desenvolvemos a p a r t e  t e ó r i c a ,  onde mostramos a 

f i l o s o f i a  do método Branch and Bound e a sua  a p l i c a ç ã o  a p rob l e -  

mas de l o c a l i z a ç ã o  capac i t ados  com funções  cõncavas ou do t i p o  

escada .  Em s e g u i d a ,  na  p a r t e  p n á t i c a  do t r a b a l h o ,  detalhamos o 

so f tware  que implementamos no computador Burroughs B-6700 . da 

UFRJ e  apresentamos o s  r e s u l t a d o s  dos t e s t e s  r e a l i z a d o s ,  t e s t e s  

è s t e s  baseados em dados r e a i s  r e f e r e n t e s  l o c a l i z a ç ã o  de arma- 

zéns pa ra  estocagem de a r r o z .  



We p r e s e n t  an a lgo r i t hm based on t h e  Branch and 

Bound method, t o  o b t a i n  t h e  exac t  opt imal  s o l u t i o n  of . cgpa&i ta -  

t e d  l o c a t i o n  problems,  w i th  l i n e a r  r e s t r i c t i o n s  and concave o r  

s t a i r c a s e  c o s t  f u n c t i o n s .  Concave c o s t  f u n c t i o n s  normaly apea r  

i n  problems invo lv ing  economies of  s c a l e .  S t a i r c a s e  f u n c t  i ons  

a r e  p r e s e n t  i n  problems were t h e  f a c i l i t i e s  a r e  c o n s t r u c t e d  a s  

modules, were each module has  f i x e d  c o s t s .  

We formula te  t h e  principies of t h e  Branch and 

Bound method. Then we examine t h e  a p p l i c a t i o n  of  t h i s  ne thod  t o  

t h e  c a p a c i t a t e d  p l a n t  l o c a t i o n  problem w i t h  concave o r  s t a i r c a s e  

c o s t  f u n c t i o n s .  We a l s o  develop t h e  sof tware  wnich was implemen- 

t e d  on a  Burroughs B-6700 and we p r e s e n t  t h e  r e s u l t s  o f  t e s t s  

based on a  r e a l  warehouse l o c a t i o n  problem. 
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INTRODUCÃO 

Dentre os inúmeros problemas que podem s e r  encon- 

t r a d o s  na p r á t i c a ,  quando lidamos com s i s t emas  de d i s t r i b u i ç ã o  , 

des t aca - se  um, que é o da l o c a l i z a ç ã o  de f á b r i c a s ,  armazéns,  s i  -- 

10s , e t c . .  . onde os c u s t o s  de produção,  armazenamento e  d i s  t r i -  

buição s ão  funções côncavas das quan t idades  f a b r i c a d a s ,  armaze- 

nadas e  d i s t r i b u í d a s ,  devido presença  de economias de e s c a l a .  

Em a lguns  casos  também, a s  funções  de cus to  podem s e r  do t i p o  

escada ,  o  que normalmente oco r r e  quando temos por  exemplo arma- 

zéns c o n s t i t u í d o s  de mÕdulos, onde cada módulo tem c u s t o  f i x o .  

O o b j e t i v o  desse  t r a b a l h o  é o desenvolvimento de 

um a lgo r i tmo  baseado no método Branch and Bound, que nos l e v e  a  

uma so lução  Õtima e x a t a  de um problema de l o c a l i z a ç ã o  com l i m i -  

t a ções  de capacidade na r e d e ,  r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  e  funções  de 

c u s t o  contavas, ou do t i p o  escada.  

Ob j et ivamos também o desenvolvimento de um s o f t -  

ware que p o s s a s e r  usado com f a c i l i d a d e  por  u n i v e r s i d a d e s ,  empre - 

s a s  p ú b l i c a s  ou p r ivadas  ou por  qua lque r  pessoa que s e  i n t e r e s -  

s e  em r e s o l v e r  problemas dessa  n a t u r e z a .  

A metodologia desenvolvida  nessa  d i s s e r t a ç ã o  pa ra  

minimizações de funções  de c u s t o  côncavas ,  com r e s t r i ç õ e s  l i n e a  - 

r e s ,  s e  b a s e i a  em t r a b a l h o  de Soland 1 2 * 1 ,  tendo s i d o  desenvol-  



v i d a  uma e x t e n s ã o  do método p a r a  t r a t a m e n t o  de problemas  com 

funções  do t i p o  e s c a d a .  

P a r a  t o r n a r  mais  c l a r a  a a p l i c a ç ã o  do metodo aos  

a 

n o s s o s  p rob lemas ,  fazemos uma a p r e s e n t a ç ã o  formal  do método 

Branch and Bound, v i s a n d o  um en tend imen to  da s u a  f i l o s o f i a  b & - i  -- 

c a .  

Apresentamos e n t ã o  a p a r t e  t é 8 r i c a  do Branch and 

Bound e s u a  a p l i c a ç ã o  a o s  problemas c i t a d o s  a n t e r i o r m e n t e , e n v o l  - 

vendo c á l c u l o  dos l i m i t e s ,  r e g r a s  de s e p a r a ç ã o  do problema e 

p rovas  d e  c o n v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o .  Detalhamos o s o f t w a r e  de-  

s e n v o l v i d o ,  de modo a t o r n á - l o  o mais  a b e r t o  p o s s í v e l  e de  f á -  

c i l  u t i l i z a ç ã o .  Mostramos os r e s u l t a d o s  computac iona i s  a l c a n ç a -  

d o s ,  nos t e s t e s  com dados r e a i s ,  o b t i d o s  a p a r t i r  de  um t r a b a -  

l h o  da CIBRAZEM. Den t re  o s  t e s t e s  r e a l i z a d o s  um d e l e s  f o i  con- 

f r o n t a d o  com r e s u l t a d o s  a n t e r i o r e s  o b t i d o s  por  r e c u r s o s  h e u r í s -  

t i c o s ,  t endo  s i d o  c o n s t a t a d o  que Q nosso  programa,  além de a l -  

c a n ç a r  a s o l u ç ã o  ó t i m a ,  o f e z  num tempo de  processamento  i n f e -  

r i o r .  

A o r g a n i z a ç ã o  d a  n o s s a  d i s s e r t a ç ã o  é e n t ã o  a s e -  

g u i n t e  : 

No C a p í t u l o  2 apresentamos  a b i b l i o g r a f i a  usada  na 

n o s s a  p e s q u i s a ;  no c a p í t u l o  3 descrevemos um problema de l o c a l i  - 

zação c a p a c i t a d o  como mot ivação p a r a  o nosso  t r a b a l h o  e fazemos 

a modelagem c o r r e s p o n d e n t e ;  o C a p í t u l o  4 f o r m a l i z a  o ' método 



Branch and Bound, sendo que,  pa ra  uma melhor compreensão, apre  - 

sentamos um exemplo de uma a p l i c a ç ã o  programação i n z e i r a ;  o  

Capí tu lo  5 r e f e r e - s e  à a p l i c a ç ã o  do método a  problemas de loca-  

l i z a ç ã o  com funções côncavas;  no c a p í t u l o  6 é ap re sen t ada  a  

adaptação do a lgor i tmo pa ra  problemas de l o c a l i z a ç ã o  com fun- 

ções  do t i p o  e scada ;  no c a p í t u l o  7 detalhamos o  a lgo r i tmo  compu - 

t a c i o n a l  desenvolvido,  dando uma d e s c r i ç ã o  de t a lhada  das  r o t i -  

nas  e  v a r i á v e i s  de programa, bem como a  forma de s e  e n t r a r  com 

os  dados e  a  ap re sen t ação  dos r e l a t ó r i o s  impressos ; no c a p í t u l o  

8  fazemos uma a n á l i s e  dos t e s t e s  r e a l i z a d o s ;  f i na lmen te  no Capí - 

tu10 9 ,  apresentamos a s  conclusões  a  que chegamos. 

Ao f i n a l  da d i s s e r t a ç ã o  apresentamos t r ê s .  anexos 

a  s a b e r :  

Anexo I ,  contendo a  l i s t a g e m  do programa f o n t e  

desenvolvido;  Anexo 11, constando de fo rmu lá r io s  p a r a  e n t r a d a  de 

dados,  f a c i l i t a n d o  a  t r a n s c r i ç ã o  de dados que s e r ã o  processados  

p e l o  programa e  Anexo 111 que é um t e s t e  completo do problema 

8.4 .1  apresen tado  no Capí tu lo  8. 



REVISÃO DA LITERATURA 

Fazendo uma r e v i s ã o  da l i t e r a t u r a  r e l a c i o n a d a  com 

o  a s s u n t o ,  constatamos que j a  em 1958 Baumol e  Wolfe 1 3 1 ,  pro-  

puseram uma t é c n i c a  h e u r í s t i c a  p a r a  r e so lução  de problemas de 

l o c a l i z a ç ã o  de armazéns, com funções de c u s t o  côncavas,  O méto- 

do envolve a  r e so lução  de um problema de t r a n s p o r t e  a  cada i t e -  

raçao .  

A ~ O S  e s t e  a r t i g o  v á r i o s  o u t r o s  foram e d i t a d o s ,  

dos qua i s  c i t a remos  em ordem c rono lóg ica  a lguns  que s e  d e s t a -  

cam. 

Em 1966 Lawler e  Wood escreveram um a r t i g o  

c i t a n d o  d i v e r s a s  a p l i c a ç õ e s  do método Branch and Bound, i n c l u i n  - 

do problemas com funções  não-convexas e  suger indo  o  uso de en- 

v o l t ó r i a s  convexas das funções em s u b s t i t u i ç ã o  à s  funções  o r i g i  - 
n a i s .  Como veremos, e s t a  é a  base  do nosso método propos to  pa ra  

o  caso das funções contavas. 

Em 1969, Graciano sã I 2 O  1 ,  propõe um a l g o r i  tmo 

Branch and Bound (exa to)  pa ra  r e so lução  de um problema de l o c a -  

l i z a ç ã o  capac i t ado  com funções côncavas;  pa ra  r e so lução  de pro-  

blemas grandes e l e  propõe um a lgor i tmo não exa to .  Ainda no mes- 

mo ano,  do i s  a r t i g o s  merecem s e r  c i t a d o s :  No p r ime i ro  Fa lk  e 

Soland 1 6 1  propõem um a lgo r i tmo  Branch and Bound p a r a  r e so lução  



de problemas de l o c a l i z a ç ã o  capac i t ados  com funções semi-cont í -  

nuas i n f e r i o r m e n t e ,  poss ivelmente  não convexas. Resolvem en t ão  

uma s é r i e  de problemas cada qua l  com função o b j e t i v a  convexa, 

fazendo s u c e s s i v a s  p a r t i q õ e s  do con jun to  de so luções  v i á v e i s  

a t é  a obtenção da so lução  f i n a l  do problema o r i g i n a l .  No segun- 

do a r t i g o ,  Jones  e  Soland I " ] ,  apresentam um a lgo r i tmo  também 

baseado no Branch and Bound p a r a  obtenção do ótimo g l o b a l  de 

problemas onde a  p a r t e  s epa ráve l  da função o b j e t i v o  s e  c o n s t i -  

t u i  na soma de funções  con t ínuas  por  p a r t e s  a  uma v a r i á v e l .  O 

a lgor i tmo tem a  c a r a c t e r í s t i c a  de g e r a r  uma so lução  i n i c i a l  v i s  

v e l  boa,  gerando a  cada passo uma nova solução v i á v e l  que é com - 

parada com a  melhor o b t i d a  a t é  en t ão .  

Em 1970 Rech e  Bar ton 1 apresentam um a l g o r i t -  

mo pa ra  a  r e so lução  de problemas de l o c a l i z a ç ã o  capac i t ados  on- 

de a s  funções  de c u s t o  podem s e r  l i n e a r e s  por p a r t e s ,  não conve - 

xas .  s ã o  f e i t a s  aproximações das funções  a t r a v é s  de funções  li- 

neares  po r  p a r t e s  convexas, A so lução  é o b t i d a  a t r a v é s  ,, do 

Branch and Bound fazendo-se desdobramento do problema o r i g i n a l  

sucess ivamente  a t é  a  obtenção da so lução  Õtima. 

Outro a r t i g o  f o i  pub l icado  por Soland em 

1 9 7 1  dando so lução  aná loga  p a r a  problemas com funções l i n e a r e s  

por  p a r t e  convexas. 

E s t e s  d o i s  a r t i g o s  são  p a r t i c u l a r m e n t e  i n t e r e s s a n  - 
t e s ,  p o i s  apresentam so luções  pa ra  problemas semelhantes  aos 

nossos onde a s  funções de cus to  são  do t i p o  "escada". 



Falk e  Horowitz 1 5 1  e Soland 1 2 2 1  apresentaram 

respec t ivamente  em 1972 e  1974 a lgor i tmos  pa ra  r e so lução  de pro  - 

blemas de l o c a l i z a ç ã o  capac i t ados  com funções o b j e t i v a s  conta- 

vas .  Ambos usaram métodos Branch and Bound p a r a  obtenção da so-  

lução .  Pa r t i cu l a rmen te  o  a r t i g o  de Soland 1 2 2 1  s e r v i u  como base  

pa ra  todo o  nosso t r a b a l h o .  

Mais recentemente  foram publ icados  t r a b a l h o s  i m -  

p o r t a n t e s  de Johanshahlou 1 l 0  1 (1978) com problemas de l o c a l i z a  - 

ção não capac i t ados  e  funções côncavas ,  F l o r i a n  e  R o b i l l a r d  

1 7 1  (1978) com problemas de l o c a l i z a ç ã o  capac i t ados  e  funções 

côncavas onde uma so lução  Õtima é encontrada p e l a  enumeração i m  - 

p l í c i t a  do conjunto  de f l u x o s  extremos na r e d e ,  Gal lo ,  Sandi e  

Sodin i  l 8  1 (1980) ,  resolvendo um problema aná logo ,  também usan- 

do o  Branch and Bound no qua l  o  esquema de enumeração 6 baseado 

na c a r a c t e r i z a ç ã o  do con jun to  de so luções  v i á v e i s  e  em 1982 

com Gomes 1 ' 1  apresen tando  um t r a b a l h o  de t e s e  p a r a  r e so lução  

de problemas de l o c a l i z a ç ã o  de armazéns onde o  c u s t o  de armaze- 

nagem pode s e r  expresso por  funções côncavas,  usando também um 

a lgor i tmo baseado no Branch and Bound. 



MOTIVAÇÃO 
P 

Considere-se um conjun to  de armazéns j á  e x i s t e n -  

t e s  ou a  c o n s t r u i r  em um determinado número de c idades .  Um c e r -  

60 número de c e n t r o s  p rodu to re s  fabr icam um determinado produto  

e  de se j a - se  que toda a  produção s e j a  encaminhada aos  armazéns 

que por sua  vez a  d i s t r i b u i r ã o  aos c e n t r o s  consumidores, sendo 

que toda a  demanda deve s e r  s a t i s f e i t a .  O pe r íodo  T a  s e r  c o n s i  - 

derado é t a l  que todas  a s  v a r i a ç õ e s  s azona i s  e s t ã o  n e l e  c o n t i -  

d a s ,  r epe t indo - se  en t ão  no per íodo s e g u i n t e .  

Sabe-se que os  c u s t o s  de t r a n s p o r t e  s ão  funções da 

quan t idade  d i s t r i b u i d a  e  que os cus to s  de armazenagem s ã o  fun- 

ção da quan t idade  e s tocada ,  Como e s t a  Última pode s e r  e x p r e s s a ,  

a t r a v é s  do í n d i c e  de r o t a ç ã o ,  como uma função do f l u x o  a t r a v é s  

dos armazéns, podemos en t ão  cons ide ra r  os  c u s t o s  de armazenagem 

como uma função do f l uxo .  

Vamos c o n s i d e r a r  a inda  que a  o f e r t a  é i g u a l  a  de- 

manda den t ro  do pe r íodo ,  sendo que e s s a  condição pode sempre 

s e r  o b t i d a ,  in t roduz indo-se  c e n t r o s  p r o d u t o r e s ,  armazéns e  cen- 

t r o s  de consumo f i c t í c i o s  no nosso modelo. 

Para  tornarmos o  nosso problema mais ab rangen te ,  

vamos c o n s i d e r a r  que t a n t o  os  armazéns como a s  v i a s  de escoamen - 
t o  tenham l i m i t e s  i n f e r i o r e s  e  s u p e r i o r e s  de capacidade.  



O problema anterior pode então ser formulado mate - 

maticamente da seguinte forma: 

Modelo 3.1 



onde 

= fluxo do centro de produção i ao armazém j 

= fluxo do armazém j ao centro de consumo k 

Yj 
= fluxo no armazém j no período T 

f. - (x. - )  
J-J J-J 

= custo da distribuição de xij unidades do produ- 

to do centro de produção i ao armazém j no pe- 

ríodo T 

= custo da construção, manutenção e armazenagem 

do armazém j no per:odo T 

hjk(zj k) = custo da distribuição de z unidades do produ- 
jk 

to, do armazém j ao centro de consumo k 

= produção do centro i 

dk = demanda do centro k 

LX 
ij ' "r. e;, = limites inferiores para as variáveis x ij, Yj e 

'j k '  respectivamente 

X 
u i *  Uj9 Ujk = limites superiores para as variáveis xij, 

Yj 
e 

'jk9 respectivamente 



= número de c e n t r o s  p rodu to re s ,  l o c a i s  cand ida tos  

p a r a  armazéns e  c e n t r o s  consumidores, r e s p e c t i -  

vamente 



O "BRANCH AND BOUND" 
-- --- - -. 

4.1 - INTRODUÇÃO 
- . - . --- - - 

Desde 1960, quando Land e Doig 1121 apresentaram 

um algoritmo computacional denominado "Branch and Bound", para 

a resolução de problemas de programação inteira mixta, uma gran - 

de variedade de algoritmos baseados nessa técnica vêm sendo de- 

senvolvidos e aperfeiçoados em diversas aplicações da Pesquisa 

Operacional, como por exemplo: em programação inteira e mista 

e seus casos particulares, no problema do caixeiro viaj ante, 

nos problemas de localização e atribuição, como também em pro- 

blemas de programação não linear e outros. 

Como cada autor normalmente aborda o "Branch and 

Bound" sob um ponto de vista restrito à sua aplicação particu- 

lar, foram feitas várias tentativas de se dar uma descrição ge- 

ral do método,destacando-se Egon Balas 1 1 ,  Norman Agin 

Mitten , B. Roy 1 191, Lawler 1 131 e outros. 

Neste capitulo objetivamos fazer um resumo 

todo, visando a um entendimento da filosofia básica nele 

I I I ,  

do mé- 

conti- 

da, tentando na medida do possivel evitar a generalização ou a 

particularização excessivas, ambas prejudiciais ao nosso inten- 

to. 



4.2 - DEFINICÕES B~SICAS 

Vamos considerar o seguinte problema geral P: 

Min f (x) 

s.a. x E S 

onde S é um conjunto compacto. 

Vamos assumir que o problema não possa ser equa- 

cionado por um método direto de resolução de problemas de pro- 

gramação matemática, tais como: o simplex, o out-of-kilter, o 

algoritmo de transportes, etc... Mais particularmente podemos 

considerar que a função objetivo seja não-linear, ou que S ou 

parte dele seja um conjunto discreto, que são os casos mais co- 

muns para aplicação do método. 

Então : 

a) Chamaremos de Problema Relaxado ou Simplificado ao problema 

PO  obtido a partir do problema P e com as seguintes caracte- 

rzsticas gerais: 

- P0 deve ser uma "extensão" do problema original, de modo 

a conter todas as soluções viáveis de P. 

- P0 deve ser de resolução mais fácil do que P. 



b) A partir do problema P O  geramos novos problemas p l ,  p2. . .que 
conterão subconjuntos do conjunto de soluções viáveis de pO. 

Estes problemas darão por sua vez origem a novos problemas 

até que o algoritmo chegue à solução Ótima. Tal processo re- 

cebe o nome de separação (branching) observando-se o seguin- 

te: 

- Ao longo do processo não se deve eliminar nenhuma solução 

viável do problema original que tenha condições de ser so- 

lução ótima de P. 

- A solução dos novos problemas deverá nos aproximar da solu - 
ção do problema P. 

c) Cada problema pj é avaliado em termos de seu potencial, isto 
a 

e, suas, possibilidades de fornecer a solução ótima do proble - 

ma dado P. Tal etapa 5 denominada de Avaliação (bounding). 

Embora existam diversas formas de se fazer a Avaliação, nor - 
malmente, para um problema de minimização, procede-se da se- 

guinte maneira: 

- Calculo de um Limite Superior LS para a função objetivo do 
problema dado P, correspondente a uma solução viável de P. 

Na prática todo xi s S fornece um limite superior f (xi). 

- cálculo de Limites Inferiores LI (P') para a função obj eti - 
vo de cada problema pj. Na medida que LI (pj) > LS, o pro- 



blema pj ser eliminado, não precisando ser separan 

do, pois certamente não contribuirá para encontrar a solu- 

ção Ótima de P. 

d) O processo de separações e avaliações sucessivas pode ser 

visualizado como uma árvore, onde a raiz [nó No) representa 

o problema P O  e os demas nos Nj representam os problemas pj 

gerados sucessivamente a partir de PO. 

Assim, 

Ramificaqáo de um nÔ NJ, consideraremos como sendo a gera~áo 

de dois novos nós a partir de Nj, em função da separagão do 

problema pj. Na realidade, Nós e Problemas se confundem, sen - 
do que em alguns casos usaremos por comodidade, Nj ou pj pa- 

ra representar o problema pj ou o nó Nj respectivamente. 

e) Denominamos de nós abertos aqueles que ainda não foram rami- 

ficados, (como vemos são as folhas da árvore correspondendo a 

problemas ainda não separados). 0s demais serão considerados 

nós fechados . 

k Daremos o nome de A ao conjunto de nós abertos em uma deter - 
minada etapa k do algoritmo, Gomputacionalme-nt-e -falando, e 



necessário mantermos a cada etapa k uma lista de n5s aber- 

tos, pois entre esses escolheremos o nó a ser ramifi - 

cada. 

f) A escolha do próximo nó a ser ramificado pode ser feito de 

várias maneiras, dentre as quais podemos citar como exemplos: 

- O critério LIFO (Last-in-first-out), onde o Último a en- 

trar na lista de abertos 6 o primeiro a ser ramificado . 
Esse critério 6 conveniente quando queremos aproveitar a 

inversa da base, B-I, do Tableaux Simplex do Último está- 

g i o .  

- O critério de se escolher o nó Nj, tal que a solusão de pj 

seja a melhor da lista de abertos. Por exemplo: esse crité - 

rio 6 o preferido quando o processo de branching vai suces 

sivamente aproximando a função ob j etivo dos problemas pj 

da função objetivo f(x) de P. (Usaremos esse critério no 

algoritmo para resolução dos nossos problemas de localiza- 

ção). 

4.3 - O "BRANCH AND BOUND" - -  APLICADO - A PROGRAMAÇÃO LINEAR - - INTEI- 

Seja o problema de programação linear inteira: 



Min f (x)  r 
s . a .  X E  S  

Xi i n t e i r o  

O método "Branch and Bound", denominado em f r a n -  

c ê s ,  com m u i t a  p r o p r i e d a d e ,  d e  "Methode de S é p a r a t i o n  e t  Éva- 

l u a t i o n  P r o g r e s s i v e "  (S.E.P.) , a p l i c a d o  ao  problema P ,  pode s e r  

r e p r e s e n t a d o  p e l o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o :  (Maculan 1 151,  S a l k i n  

1211 OU Taha 1 2 4 1 ) .  

Passo  O 

r Min f  (x)  

0 . 2  Reso lva  o  problema P O  d e f i n i d o  p o r :  s . a .  x  E S  

( r e p a r e  que re laxamos a  c o n d i ç ã o  de xi s e r  i n t e i r o )  

0 . 3  Se o problema t i v e r  s o l u ç ã o ,  co loque  P O  na  l i s t a  de nós 

a b e r t o s .  

Passo  1 

há n8 a b e r t o ,  p a r e  C =+ o problema P não tem s o l u ç ã o  

k*  1 . 2  S e l e c i o n e  d a  l i s t a  de  a b e r t o s  o  no N t a l  que :  

f ( x k * )  - c f ( x i )  N~ E A k  



k* 1 . 3  Se xk*,  so lução  Õtima de P , t i v e r  todas  a s  componentes 

i n t e i r a s ,  p a r e  ! - xk* é a so luqão  Õtima de P 

Passo 2 

2 . 1  Faça k  = k + l ;  

k* 2 . 2  Faça a separação  do problema P , i s t o  é, d e f i n a  os  p r o b l e -  

mas 

Min f  (x) r 

Min f (x)  r 

onde xk* é uma componente não i n t e i r a  de xk* e  1xk*_l é o 
g g 

maior i n t e i r o  menor ou i g u a l  a  xk*.O que fizemos f o i  mera- 
g 

mente " fo rça r "  x a  assumir  um v a l o r  i n t e i r o  imediatamente 
g 

i n f e r i o r  ou s u p e r i o r  a  e l e  na so lução  dos problemas P 2k-1 e 

pZk 



Passo 3 

3.1 Faça a avaliação dos novos problemas gerados, isto é :  

Calcule as soluções de P 2k-1 e 2k 

k 3.2 Guarde na lista de nós abertos A , os problemas que tive- 

rem solução 

3.3 Vá para o passo 1 

4.4 - EXEMPLO EXPLICATIVO 
- - --- 

Daremos um exemplo simples de uma aplicação à pro - 

gramação linear interna, acompanhando passo a passo o desenvol 
7 

vimento do algoritmo até a obtenção da solução ótima. 

Seja o problema: (MacuLan 1151)  

Min f(x) = 4x1 + 5x2 

0, inteiro 

0,  inteiro J 

Vamos então definir o problema simplificado 



f  (x)  = 4x1 + 5x 

> 5 X1 + 4xZ - 

3x1+ 2x2 , 7 

> o X1 ' X 2  - 

E s t e  problema como vemos é uma s i m p l i f i c a ç ã o  do 

problema P,  podendo s e r  r e s o l v i d o  p e l o  método Simplex ,  c o n t e n -  

do t o d a s  a s  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  de P ,  podendo even tua lmen te  nos 

f o r n e c e r  uma s o l u ç ã o  que s e j a  também s o l u ç ã o  ó t ima  de  P. 

Vamos e n t ã o  a p l i c a r  o  a l g o r i t m o  a o  nosso  p r o b l e -  

ma. P a r a  melhor  v i s u a l i z a ç ã o  d a  evo lução  do a l g o r i t m o ,  s u b s t i -  

tuimos a  l i s t a  de  a b e r t o s  p e l a  á r v o r e  g e r a d a ,  onde como j á  v i -  

mos as f o l h a s  r e p r e s e n t a m  os  nós  a b e r t o s .  

I t e r a ç ã o  - O 

Passo  O 

f ( x 0 )  = 112/10 
0 . 2  So lução  de  P O  

= (18/10,  8/10) 

03 .  Arvore  g e r a d a :  @ f  ( xO)  = 112/10 

xo = (18/10,  8/10] 



Passo 1 

1.1 AO $ 4 

1 . 2  Nk*  = N O  

1 . 3  As componentes de x0 não são i n t e i r a s  -+ x0 não é solução de 

Passo 2 

2 . 2  v a r i á v e l  e sco lh ida :  xi = 1 8 / 1 0  

Passo 3 

i f (xl) = 1 4  
3 .1  Solução de p1 solução de p 2  

x1 = ( 1 7 Z )  ( 2 ,  3/41 

3.2 Arvore gerada: 



Passo 1 

1.3 x2 tem componentes não inteiras -+ x2 não 6 solução de P. 

Passo 2 

2.1 K = 2 

2.2 Variável escolhida: xi = 3/4 



Passo 3 

f (x3)  = 20 f ( x 4 )  = 1 3  
3 . 1  So lução  de P "  

f.3 = ( 5 . 0 )  
s o l u ç ã o  de Pq  

x 4  = ( 2 , l )  

3 . 2  Arvore gerada :  



1 . 3  Como vemos x4  tem as  componentes i n t e i r a s .  Então p a r e !  + So- 

lução  ótima 

( 2 ,  1 3  

O método pode s e r  a p l i c a d o  a  uma grande gama de 

problemas de programação l i n e a r ,  não l i n e a r ,  dinâmica ou o u t r o s .  

Para  cada a p l i c a ç ã o  t e r ã o  que s e r  f e i t a s  as  adptações  necessá-  

r i a s ,  tomando-se o  cuidado de d e f i n i r  os  d i v e r s o s  procedimentos 

de forma a  g a r a n t i r  a  convergência  do a lgor i tmo e  também dimi- 

n u i r  ao  máximo o número de i t e r a ç õ e s  e  o  t r a b a l h o  computacional  

g a s t o  em cada i t e r a ç ã o .  

Egon Balas  1 1 ,  f a z  uma prova da convergência  do 

a lgo r i tmo  em condições  b a s t a n t e  p a r t i c u l a r e s .  De uma maneira ge- 

r a l  teremos que f a z e r  uma prova de convergência  e s p e c í f i c a  pa ra  

cada c a s o ,  de acordo com a  d e f i n i ç ã o  dada aos problemas p j ,  as  

r e g r a s  de separação  e  a v a l i a ç ã o ,  a s  r e g r a s  de pa rada ,  a  e sco lha  

do nó a  s e r  r ami f i cado ,  e t c . . .  

E f á c i l  v e r i f i c a r  também que em problemas de gran-  

de p o r t e  a  t endênc ia  n a t u r a l  é a a rbo re scênc i a  s e  e s t e n d e r  mui- 

t o ,  implicando na r e so lução  de uma quant idade  grande de p rob le -  

mas p j  e na  ocupação de um espaço muito grande em memória p a r a  

s e  guardar  os nós a b e r t o s .  É e s s e  en t ão  o  "termÔmetro" que nor-  

malmente i n d i c a  a  conveniência  ou não de s e  a p l i c a r  o  método a  



um determinado tipo de problema. 



CAPACITADA COM F.O. CONCAVA 
- -  - - 

5 . 1  - INTRODUCÃO 

Seja  a  general ização do nosso modelo 3 .1 :  

Min. f ( x )  = f i (xi)  
i=l 

Problema P { s e a .  

onde : 

x = (xl, x 2 ,  . xn) + ve to r  que representa  os f luxos ao longo 

dos n  arcos 

G -+ r e s t r i ç õ e s  de atendimento à o f e r t a ,  demanda, coerência  en- 

t r e  os f l u x o s ,  condições p a r t i c u l a r e s ,  e t c . . .  

C -+ r e s t r i ç õ e s  r e l a t i v a s  ao problema capaci tado,  i s t o  é, impon- 

do l i m i t e s  super iores  e  i n f e r i o r e s  para o  f luxo ,  (o conjun- 

t o  C s e r á  por nós denominado de re t ângu lo ) ;  

f i  + cus to  ao longo do arco i .  As funções f i  são côncavas sobre 

o  i n t e r v a l o  IRi, - ui7 - 



Para  o  problema acima, f  assume o  s eu  v a l o r  mínimo 

em um ponto extremo ou v é r t i c e  do p o l i t o p o  l i n e a r  G A C .  I s s o  po - 

de s e r  g a r a n t i d o  p e l o  Teorema 5.2.1 que veremos a  s e g u i r .  

Soland 1 2 2 1  propõe um a lgo r i tmo ,  que s e r á  apresen-  

t ado  a  s e g u i r ,  baseado no Branch and Bound p a r a  r e s o l v e r  o  p ro-  

blema P .  O a lgor i tmo r e s u l t a  em uma sequênc ia  f i n i t a  de p rog ra -  

mas l i n e a r e s ,  todos com o  mesmo espaço de r e s t r i ç õ e s  G (1 C .  O 

f a t o  de não s e  mod i f i ca r  o  espaço de so luções  v i á v e i s  é como ve- 

remos muito van t a jo so  j á  que cada novo problema s e r á  uma s imples  

paramet r ização  do problema a n t e r i o r ,  

D E F I N I Ç ~ E S ,  LEMAS E TEOREMAS B ~ S I C O S  
- -- - - - - -- - 

Em p r ime i ro  l u g a r  vamos d a r  algumas d e f i n i ç õ e s  e  

um lema n e c e s s á r i o s  à demonstração do Teorema 5.2.1.  

Def in ição  - 5 .2 .1  - 

Uma função f  d e f i n i d a  sob re  um conjun to  convexo S  

é d i t a  côncava s e ,  p a r a  todo xl e  xs E S  e  todo a E p, - , t e -  

mos : 

Def in icão  5 . 2 . 2  

H é d i t o  um h ige rp l ano  de s u p o r t e  p a r a  um conjunto  



convexo S, quando um de seus semi-espaços fechados contém S e 

além disso contém um ponto da fronteira de S. 

Definição - .-- 5.2.3 

Um ponto x E S conve-xo é dito ponto extremo desse 

conjunto S se não existem dois pontos distintos xl e x2 E S tal 

que x = axl + (1 - a) x2 para algum a E ( 0 ,  1).  

Por exemplo: 

Em OS pontos extremos de um quadrado são OS 

seus vértices. 

Lema 5.2.1 
-. - 

Seja S um conjunto convexo, H um hiperplano de su- 

porte para S e T a interseção de H e S. Então, todo ponto extre- 

mo de T é um ponto extremo de S. 

Prova: Seja xo E T. Então cabe demonstrar que: 

xo é ponto extremo de T -+ xo é ponto extremo de S. 

Para isso usaremos a proposição equivalente: 

xo não é ponto extremo de S -t xo não é ponto extremo de T. 

Suponhamos então que xo E T não seja um ponto extremo de S. 



Então  xo = axl  + ( 1  - a )  x 2  p a r a  algum xl e x 2  E S ,  

x1 + x S  e o E (O, 1 ) .  

S e j a  H d e f i n i d o  p o r :  H - $x: a x  = S I  de modo que 

o subespaço  a x  - > s contém S .  

S e j a  e n t ã o :  axl  = s + O1 e a x 2  = s + os com O > O e o 2  2 O (1)  1 - 

Logo: ax0 = a ( a x l  + (1 -a )x2)  = aaxl  + (1-a)  ax2  = s (2) 

S u b s t i t u i n d o  (1)  em (2 )  temos:  

d a í :  ao1 + (1-a)  o 2  = O 

Como a > O ,  (1 -a)  > O ,  ol - > O e os 2 O s e g u e :  

O1 = G 2  = O 

Logo: axl  = s e a x 2  = s 

e p o r t a n t o  xl e x2  E H e consequentemente  xl e x 2  E T e xO não 

é pon to  ext remo de  T .  ml .... _ .............. _ ... . 

Podemos a g o r a  e n u n c i a r  e demons t ra r  o teorema que 

g a r a n t e  que a s o l u ç ã o  Õtima do problema P s e  e n c o n t r a  em um dos 

v é r t i c e s  do p o l i t o p o  l i n e a r  G n C que é compacto j á  que  o con jun  - 



t o  C é fechado e  l im i t ado .  

5 .2 .1  : (Luenberger 1 1 )  

S e j a  f  uma função côncava d e f i n i d a  no con jun to  com - 

pac to  S ,  Se f tem um mínimo sob re  S ,  e s t e  s e  encont ra  s o b r e  um 

ponto extremo ( v é r t i c e )  de S .  

Prova : 

Suponhamos que f a t i n j a  o  s eu  mínimo em x* E S.  

a )  Vamos mos t ra r  p r ime i ro  que e s t e  mínimo s e  encont ra  em um pon- 

t o  da f r o n t e i r a  de S. 

Se x* já é um ponto da f r o n t e i r a  en t ão  não há nada 

a  p rova r .  Vamos en t ão  assumir que x* não é um ponto da f r o n t e i r a .  

S e j a  L uma r e t a  passando p e l o  ponto x*.  

A i n t e r s e ç ã o  dessa  r e t a  com S 6 um i n t e r v a l o  des-  

s a  r e t a  L ,  tendo por  pontos  extremos yl  e  y 2  que s ã o  pontos  da 

f r o n t e i r a  de S ,  e  t a i s  que x* = ayl  + (1-a)y2 pa ra  um dado 

a  E ( O ,  1 ) .  P e l a  concavidade de f temos: 



e n t ã o  f  (yl) ou f ( y 2 )  tem que  s e r  menor ou i g u a l  a  f (x*) . P o r t a n -  

t o  s e  x*  é um p o n t o  de  mínimo, também o  s e r á  y l  ou y 2  que  s ã o  

pon tos  da f r o n t e i r a  de  S .  

b)  Vamos a g o r a  m o s t r a r  que  o  mÉnimo, s e  e n c o n t r a  em um p o n t o  ex-  

t remo de  S ,  onde S  6 d e f i n i d o  em um espaço  de dimensão n .  

Se x* j á  6 um pon to  extremo de  S  e n t ã o  não  h á  nada  

a  p r o v a r .  Vamos a s s u m i r  e n t ã o  que x* não é pon to  extremo de  S .  

Consideremos e n t ã o  a  i n t e r s e ç ã o  de S  com um h i p e r -  

p l a n o  d e  s u p o r t e  H con tendo  x* .  Essa  i n t e r s e ç á o  T1, tem dimen- 

s ã o  menor ou i g u a l  a  n - 1  e  o  mínimo g l o b a l  de f  s o b r e  TI  é i g u a l  

a  f ( x * )  e  de a c o r d o  com (a) tem que s e  e n c o n t r a r  em um p o n t o  xl  

da f r o n t e i r a  de  T1. 

Se  e s s e  p o n t o  é um pon to  extremo de  TI ,  p e l o  Lema 

5 .2 .1 ,  também s e r á  um p o n t o  extremo de  S  e  o  Teorema e s t á  p r o v a  - 
do.  Caso c o n t r á r i o ,  nós  tomaremos T e ,  de  dimensão menor ou  i g u a l  

a  n-2, i n t e r s e ç ã o  d e  T1 com um h - i p e r p l a n o  de  s u p o r t e  contendo 

x l .  E s s e  p r o c e s s o  pode c o n t i n u a r  no máximo n  vezes  quando um con  - 
j u n t o  Tn de dimensão z e r o ,  c o n s i s t i n d o  de  um Único p o n t o  é o b t i -  

do.  Esse  p o n t o  ext remo de  Tn é p o r t a n t o  também um p o n t o  extremo 

de S. 1- 
.:.:.x~:.:.:.x.:.:.:.x.:. ....... . .... . . . . . . . . . 



5.3 - O ALGORITMO PROPOSTO 

Seja o problema P, proposto no item 5.1. 

O algoritmo se desenvolve baseado no seguinte ra- 

Inicialmente nós linearizamos todas as funções 

f. (xi) da seguinte forma: 
1 

Então como vemos $;(xi) - < f i  (xi) vxi E Lli, u d  

I Min iO(xo) = J: $p(xi) 
i=l 

Resolvemos então o problema linear P O  E s.a. Ax = b 

Denominando de x0 a solução do problema linear P O ,  

podemos verificar facilmente baseados em (1) que: q0(x0) - < f (xO) 

Escolhemos então um dos arcos onde xp # Li e 

x? f u i ,  digamos o arco g, e definimos para ele duas novas fun- 
1 

ções lineares: 



Podemos en t ão  d e f i n i r  a  p a r t i r  de P O  d o i s  novos 

problemas s u b s t i t u i n d o  a função q O ( x  ) p e l a s  funções  $ l ( x  ) e 
g g g g 

$ 2 ( ~  ) respec t ivamente ,  desejando com i s s o  "aproximar" as fun-  e kz 
j  ções $ (x) da função f ( x )  de modo a obtermos uma so lução  "me- 

l h o r "  p a r a  o problema l i n e a r i z a d o .  Esse p rocesso  de "separação" 

do problema em d o i s  c o n s t i t u i  o "branching" do a lgor i tmo e o 

c á l c u l o  da so lução  de cada problema l i n e a r  $ j ( % ) ,  c o n s t i t u i  a  

"ava l iação"  ou "bounding", p o i s  como vemos, achamos p a r a  cada 

um d e l e s  um l i m i t e  i n f e r i o r  ("lower bound"), 

Repetimos en t ão  os  p roces sos  de separação  e ava- 

l i a ç ã o  a t é  que a so lução  Ótima s e j a  encont rada  (a menos de um 

v a l o r  E ) .  

O grande t r u n f o  que temos é o f a t o  de que cada no - 

vo problema l i n e a r  s e  resume na paramet r ização  da função o b j e t i  - 

vo do problema a n t e r i o r ,  j ã  que usamos um a r t í f i c i o  p a r a  c o n t i -  

nuarmos com o mesmo conjun to  de r e s t r i ç õ e s  a cada i t e r a ç ã o .  

Daremos agora  algumas d e f i n i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  ao 

entendimento do a l g o r  itmo : 



a) Separar um problema pJ corresponde a particionar o subretân- 

gulo ~j C C em dois subretângulos ~j(')e ~j(') onde 

~j ('I u cj = ~j , definindo duas novas fun~ões ob j etivo 

conforme vimos anteriormente. 

b) A avaliação para um problema pj consiste em calcular o va- 

lor 6timo para a fun~ão objetivo linearizada de pj que nos 

fornecerá como veremos um limite inferior para f(x) no subre - 

tângulo ~j que chamaremos de LI (Nj) . 

c) Consideramos que : 

No, N\ N2 ... são os nós da árvore gerada pelo algori tmo 

onde NO é o nó inicial. Correspondem aos problemas PO, p1 , 

p2 ... obtidos pela divisão do retângulo C em subretângulos 

cl, c2 ... de acordo com o que foi especificado em a) 

Os nós NZk-l e NZk são criados no estágio k do algoritmo. 

d) LS$ é o melhor valor encontrado para f (x) considerando-se os 

nós NO, N', N2 ... NJ, isto é,  se xO, xl, x2 ... x j forem 

as soluções Ótimas encontradas para os problemas lineares cor - 

respondentes a estes nós, então: 

Podemos considerg-10 com sendo um limite superior para o va- 

lor Ótimo da função objetivo do problema P, j á  que 

xO, x',  ..., Xj E G n c. 



L S ~  é a  solugão v i á v e l  que corresponde a  LS:, i s t o  
X 

LS$ = f ( L S j ) .  X 

e)  6 o  conjunto de nós abe r tos  na e t apa  k .  

Vamos então e l abora r  o  a lgor i tmo:  

Passo O 

Calcule L I  ( N O )  , LS f ,  L S ~  

Se não t i v e r  solução + i n f a c t í v e l  

Coloque o  problema P O  na l i s t a  de abe r tos  caso e l e  tenha so lu-  

ção 

Passo 1 

Selecione da l i s t a  de a b e r t ~ s ,  ( r e t i r a n d o  da l i s t a ) ,  um nÕ ?dk * 

tal que: 

k" LI(N ) = min ~ L I ( N ~ )  1 
N~ E ~ k  

Então: . 



Se LI(N~*) > L S ~ ~  - E + Pare ! L S X ~  é a solução ótima. - f 

Passo 2 (separação) 

k* Parta do nó N para criar os nós N ~ ~ - ~  e NZk, de tal maneira 

que C Zk-1" CZk = C 
k* 

Passo 3 (Avaliação) 

Calcule LI(N 2k 2k-1) e LI(N ) e atualize LS;~ e LS;~, se necessá- 

rio, colocando os problemas na lista de abertos. 

Vá para o passo 1. 

5.4 - DETALHAMENTO DO ALGORITMO 
. . 

Passo O 

É o passo de inicialização d~ algoritmo. 

Nele é feita a primeira avaliação do problema P, 

isto é, é calculado um limite inferior para a solução do pro- 

blema P que 6 o L1(NO). 

~ l é m  disso são calculados os valores L S ~  e L S ~ .  

Esses cálculos são feitos da seguinte forma: 



Linearizamos a função objetivo do problema P para 

podermos usar técnicas de programação linear para resolvê-1o.E~ 

sa IinearizaçZo pode ser vista pelo gráfico: 

~ ) ~ ( x ~ )  corresponde a linearização de fi(xi), sendo que, como ve - 

mos : 

Resolvido o problema linearizado, encontramos uma 

solução Ótima xO, que no entanto é somente uma solução viável 

do problema P dado. 

Como fi(xi) é côncava p/i=1,2 ... n,tesos pela de- 

finição de função côncava no intervalo [xi, ui1 

Para a reta definida em - p i ,  UJ temos : 



b' a  E [O, 11 -+ qi(a(Li)  + ( i - a )  (u i ) )  = a  $i ( l i )  + ( i - a )  ~ ~ ( u ~ )  

(2) 

Como p e l a  cons t rução  da  nossa r e t a  ( 3 )  

Temos de ( I ) ,  (2) e  (3) 

Então concluimos que:  

O que podemos c o n s t a t a r  p e l o  g r á f i c o  das  funções .  

Logo : 

Ora, como x0 6 a  so lução  Ôtima do problema l i n e a r i z a d o :  



Temos então um limite inferior para o problema P, que é :  

Além disso como x0 E G A C, f(xO) fornece um limi - ' 

te superior para o valor Ótimo (mínimo) da função objetivo em 

NO. 

Temos. então: 

Passo 1 

Nesse passo escolhemos o nÕ (problema) a ser rami - 

ficado (separado), bem como verificamos se já é possível identi - 

ficar a solução Ótima. 

LL(N~*) = Min LI(N~) nos dá um limite inferior 

N ~ ~ A ~  
para s v a l m  Otlmo da função objetivo do problema P. Isso pode 

ser garantido pelo fato de ao fazermos a ramificação (passo 2) 

nós dividimos o problema pk em dois (duas folhas) calculando 

para cada um o valor LI (NJ) de forma a não eliminar nenhuma so - 

lução viável do espaço G n  C. 



Como até a etapa k nós geramos N O ,  N ~ ,  . . . , N~~ 

e L S ~ ~  é por definição a melhor solução (menor valor) encontra - 

da para f (x) nesta etapa, então, se tivermos : 

2k nós estamos de posse da solução Ótima 2 = LSx , a menos de uma 

tolerância E. 

Fica então provada a otimalidade do algoritmo, ou seja, o fato 

da regra de parada implicar na determinação da solução Ótima do 

problema. 

Passo 2 

Essa é a etapa de ramificação do algoritmo. 

Primeiro fazemos k = k + 1, contando mais um ci- 

clo. 

A ramificação 6 feita, utilizando-se o nó Nk* que 

como vimos corresponde ao menor limite inferior das folhas. 

A ramificação 6 feita então em um determinado ar- 

co g como mostra a figura: 



Precisamos então sabes qual vai ser o arco g que 

vai originar a ramificação do problema. Essa escolha é feita de 

tal maneira que: 

k* Ramificamos o nó N em dois outros nós, N Zk-1 e 

N'~, tais que: 

Para os demais arcos manteremos os mesmos interva 

10s do nó Nk*. Isto &,chamando de C 2k-1 e C 2k respectivamente 

2k-1 e os intervalos correspondentes aos nós N 2k temos: 



k* (ezk i = ei - < X, L ui k* = u  i 2k . d i # g  

~oderZamos supor então que de posse de dois novos 

2k-1 e G I\ cZk para os nós N 2k-1 e conjuntos de restrições G A C 

N~~ passaríamos ao passo 3 para fazer a avaliafão. Na verdade, 

como veremos, manteremos para todos os problemas o mesmo espaço 

de soluções viáveis G r\ C .  

A ramificação então s6 servirá para determinar as 

funções objetivo + 2k-1(xg) e y2k(x ) para resolução dos proble- 
g g g 

mas P 2k-1 e pZk linearizados. 

Justificaremos os procedimentos acima mais adian- 

t e .  

Passo 3 

Esse é o passo de avaliação do algoritmo. 

A avaliação é feita analogamente ao procedimento 

do passo O com a seguinte ressalva: 



j Digamos que queiramos achar LI(N ) (no nosso caso 

j = 2k - 1 ou j - 2k). 
Então : 

LI(Nj) = Minl+j(x) Ix E G c ~ I  seria um limite inferior para 

Min{f(x) Ix E G A C'} 

porém cj E C e então G A ~j S G A C .  

Logo : 

~ a z  nós poderemos usar o conjunto de restrições 

G C para cálculo de LI (NJ) e o problema linearizado será : 

n 
j Min +j (x) = 1 +i (xi) 

i=l 

Evidentemente, podemos assim obter um limite infe - 
rior "pior", isto é, menor do que se usassemos G 17 Cj . A vanta- 
gem no entanto é que o conjunto G A C independe do nó Nj consi- 

derado e portanto teremos o mesmo conjunto de soluções viáveis 

para todos os nós. Isso vai permitir que para a resolução de um 

problema nós partamos da solução do problema anterior. Podemos 

então obter uma redução substancial no número de iterações para 



a  reso lução  dos problemas l i n e a r e s .  

O f a t o  de usarmos o  conjunto de r e s t r i ç õ e s  G fl C 

pode ocasionar  que a  solução do problema p j  l i n e a r ,  c a i a  f o r a  

do i n t e r v a l o  p j  , u j j .  Digamos que em alguma i t e r a ç ã o  p o s t e r i o r  

k  do algori tmo o  nó Nj s e j a  o  de menor l i m i t e  i n f e r i o r ,  i s t o  
4 

e ,  que no passo 1 tenhamos N ~ *  = Nj. E óbvio que pa ra  fazermos 

k  * k *  k*  a  ramif icação num a rco  g do nó,  é necessá r io  que x  E (eg , u g  ) ,  g 
o  que como vimos não e s t a  ga ran t ido  para  todos os a rcos .  

Vamos então enunciar  o  seguin te  lema: 

Lema 5.4.1  - 

Suponhamos que em uma c e r t a  e tapa  k  o  nó Nk* é t a l  

k" 2k que LI(N ) c LSf . 

k* k *  k *  Então para  o  a rco  g t a l  que: f (x ) - Q g  (xg ) = g  g  

k* k *  $*) temos: x E ( e g ,  
g 

Prova 

Como a  função côncava e  p e l a  construção 

$i (xi) temos : 



cxi) 2 f i  (xi)  p a r a  x  i i [.tk* ,k*, i '  L 

mas : 

k  * 
1 

k *  J*)  $i ( x . )  < f i ( x i )  somente s e  xi E (e i  , 

Então  b a s t a  demons t ra r  que e x i s t e  

k*  k* 
f i ( x i  ) - (x:") > O p a r a  algum i .  

k*  
Mas p e l a  e s c o l h a  do nó N (no p a s s o  1 ) '  temos que 

k*  2k $ k * ( ~ k * )  = LI(N ) < LSf = min 

 aí vemos que e x i s t e  a o  menos um a r c o  i t a l  que 

k" k*  k*  k*  k *  
f (x ) - $g (xg ) = max g  g  

I f i ( x i  ) - $ i  (X;*) I > o 
i=l.. .n  

L 4 

e  i s s o  s o  e  p o s s z v e l  s e  x k*  k* Uk*) 
g 

E (Lg 9 g  



Garantimos então que com a escolha apropriada do 

a rco  g a s e r  ramif icado no passo 2 ,  xk* não e s t a r á  f o r a  do i n -  
5 

t e r v a l o  (R k* k* 
g Ug 

) e então sempre s e r á  possZve1 f a z e r  a r ami f i -  

cação.  

2k Resta então no passo 3 calcularmos L S ~ ~  e LS . 
X 

k Pela  d e f i n i ç ã o  de LSf sabemos que: 

k 
L S ~  = min ~f ( x j )  I 

j = 0 , 1 . .  .2k 

k que corresponde 5 solução LSx, i s t o  <:  

Chamamos atenção pa ra  o f a t o  de que p e l a  ~ r ó p r i a  

d e f i n i ç ã o  de LS: nós s ó  precisamos c a l c u l a r  L S ~ ~  e LsXk e não 

2k-1 e LS;~-'. I s t o  6 ÓHvio, levando-se em c o n s i d e r a ~ ã o  que 

pr imei ro  calculamos a solução de P 2k-1 e em seguida P 2k . 

A convergência do algori tmo Branch and Bound a p l i  - 
cada a funções côncavas pode s e r  provada,  Aconselhamos o l e i t o r  

i n t e r e s s a d o  na demonstração da convergência a c o n s u l t a r  Soland 



APLICAÇÃO DO BUB A UMA REDE DE FLUXO 
- -  - 

CAPACITADA COM F.O. -- DO . . TIPO "ESCADA" 
- .  

6. L - INTRODUÇÃO 

Consideremos a mesma generalização proposta no 

item 5.1. 

n 
Min f (x) = 1 fi (xi) 

i=l 

Problema P x E G ~'{xlAx = b l  

sendo que consideraremos fi como sendo 

da". Isto ocorre quando temos armazéns 

funções do tipo " esca- 

modulares e as funções 

assumem o formato: 

fit 

Cada patamar se refere a um módulo do armazém. Poderemos ter um 

caso analogo para os custos de transporte, se considerarmos o 

custo da aquisição de uma frota de caminhões por exemplo. 



A linearização das funções fi(xi) será feita da seguinte forma: 

Resolvemos então o problema linear PO  E Ax = ,, i 
Denominando de x0 a solução do problema linear P O ,  com algum 

componente R < x0 < u 
g g 9  

podemos fazer a separação do problema 
g 

em dois : 



Veremos mais ad ian te  uma def in ição  mais p rec i sa  das funções 

f i  (xi) , visando basicamente g a r a n t i r  que em cada i t e r a ç ã o  j ,  

- j  j +;(xi) < f i (x i )  vxi E [li,ui]. ~ l é m  d i s s o  veremos também com pre  - 

cisão  como é f e i t a  a  d iv i são  do re tângulo  C .  

No Capítulo 5 ,  trabalhamos com funções f i ( x i )  cÔn - 

cavas o  que nos permi t iu  g a r a n t i r  que a  solução Ótima do problema se en - 

contrava num v é r t i c e  de GnC. ~ l é m  d i s s o  trabalhamos a  cada i t e  - 
k r a ç ã ~  com x  E GA C ao invés de x E G f l  C . Assim, tinhamos o  

mesmo conjunto de r e s t r i ç õ e s  para todos os problemas, variando 

somente a s  l inea r i aações  f e i t a s  pa ra  a  função-objet ivo,  impli-  

cando em um estudo de a n á l i s e  de s e n s i b i l i d a d e  ou pós-st ini 'za  - 
são.  De uma maneira g e r a l  podemos d i z e r  que no problema a q u i e x a  - 
minado, relaxamos a  condição de concavidade de f i ( x i ) ,  exigindo 

meramente a  condição mais f r a c a  de f i (x i )  s e r  côncava por par -  

t e s  ou mais par t icularniente  f i (x i )  s e r  l i n e a r  por p a r t e s .  Neste 

caso não podemos mais g a r a n t i r  que a  solução Ótima s e j a  v é r t i c e  

k de G n C .  ~ambém em cada problema P precisamos t r a b a l h a r  com o 

k conjunto C , o  que geometricamente equivale  ã c r i ação  de novos 

v é r t i c e s .  Temos por tan to  agora para  cada problema não s ó  a  a l t e  - 
ração dos coe f i c i en tes  das v a r i á v e i s  da função o b j e t i v o ,  mas 

também alteramos os termos independentes das r e s t r i ç õ e s .  I s t o  

no entanto não nos causa maiores problemas pe lo  f a t o  de t r aba -  

lharmos em cada problema pk com um algoritmo primal-dual como 

é o  caso do o u t - o f - k i l t e r .  



6 . 2  - ADAPTAÇAO DO - ALGORITMO PARA FIJNÇ- 
- -- - - - - - - - - 

S e j a  a função escada f i ( x i )  d e f i n i d a  da s e g u i n t e  

maneira p a r a  R < x < u i - i - i 

t a l  que: 

i s t o  é, o quoc ien te  da " a l t u r a "  p e l a  " l a rgu ra"  do degrau ou pa- 

tamar i ,  dec re sce  a medida que aumenta i .  

Es t a  condicão f a z  com que a funcão escada tenhaum . . 

"ac l ive"  d e c r e s c e n t e ,  l h e  dando uma "aparênc ia  de concavidade". 
t 

Podemos v e r i f i c a r  que unindo os pontos  f (h!), f ( h ; ) ,  . . . , f   com 
1 

segmentos de r e t a ,  obteremos uma função concava. 

Para  e f e i t o  de s i m p l i f i c a r  o nosso r a c i o c í n i o ,  a s -  

sumiremos que todas  a s  funções f i (x i )  tem o mesmo número t de 

patamares,  uma genera l ização  que não nos t r a r á  maiores problemas. 

Fazendo a l i n e a r i  zação das funções fi(xi)atrav6s das 



funções qi(xi)  t a i s  que ~ ~ ( 1 ~ )  = f i ( l i )  e  $ i ( ~ i )  = f i ( u i )  é f á -  

c i l  v e r i f i c a r  que $i (xi )  - C f i (x i )  vxi E [li, ui]. Teremos en t ão  

a s  e t a p a s  de I n i c i a l i z a ç ã o  e  de Aval iação analogas  ao a lgo r i tmo  

pa ra  funções  côncavas.  Res ta  precisarmos um pouco mais a  e t apa  

k  de separação  (Bsanching) e  mostrarmos como c a l c u l a r  i i ( x i ) .  

Como j á  vimos no cap:tulo 5 ,  de acordo com o pas -  

s o  2 do a lgo r i tmo ,  quando um problema N ~ *  6 esco lh ido  p a r a  s e r  

k* k* k*  r ami f i cado ,  temos L I  ( N  ) = $ (x ) < L S ; ~  = min(f ( x l )  , f  (x2)  

. . . v  
k* 2k k* k*  f ( x  , ... f ( x  . ~ o g o  temos qk*cx 1 f ( x  1, o que 

k* nos pe rmi t e  g a r a n t i r  que e x i s t e  algum v a l o r  i t a l  que f i ( x .  ) - 
1 

k* k*  k*  S e j a  f (x ) - $ [x  ) = máx ( f i  b:*) - 
g g  g  g  i=l.. .n 

k*  k * ) .  Então o  i n t e r v a l o  pk*, u k 3  s e r á  subd iv id ido  - $i (xi g g 
em 

d o i s  i n t e r v a l o s  p2k-1, u z k - 9  e  p i k ,  ~~~l onde L Zk-1 - - tk* 
g  g  g -  g  g  

1 

k* uZk = U* e e < u 2k-1 = L2k c k*  
g  g  g - g  g - g '  

Na p r á t i c a ,  como veremos, u  2k-1 d i f i n i r á  de 
g  

de um v a l o r  E co r respondente  5 p r e c i s ã o  do computador, o  que 

nos g a r a n t e  não termos e l iminado nenhuma so lução  v i á v e l ,  de ma- 

n e i r a  que C k* 2k-1 U cZk = C , p o i s ,  p a r a  os demais v a l o r e s  i $  g ,  

2k k* 2k - k* ''-1 = L = li e manteremos Li 2k-1 
= U i i i - Ui . 

É impor tan te  r e s s a l t a r  que nos problemas com fun- 

ção côncava a s  subd iv i sões  dos i n t e r v a l o s  p a r a  e f e i t o  de  r e s t r i  - 
ç õ e s n ã o p r e c i s a m  s e r  e fe t ivamente  r e a l i z a d o s .  Agora porém, i s t o  

t e r á  que s e r  f e i t o ,  de modo que um dos problemas P 2k-1 ou pZk 



gerados poderá não ter solução por ter o espaço de soluções vi2 - 

veis vazio, mas certamente um deles pelo menos terá solução, 

k*  pois não eliminamos nenhuma solução viável do problema P . 

k *  k *  A subdivisão do intervalo @ , ug 1, pode g 
feita de várias maneiras, cabendo ressaltar que: 

1) Deve permitir uma fácil definição das funções $ 
2k-1 
g (xg) 

2k 
J i g  bg) 

ser 

e 

2) Deve ser tal que geremos um número mínimo de subdivisões, is - 

to 6 ,  um &mero mínimo de problemas. 

3) Deve ser tal que geremos sempre problemas distintos, o que é 

importante para garantir a convergência do algoritmo. 

Veremos a seguir como fizemos a subdivisão do in- 

tervalo k*  k *  . 0s três casos (a), (b) e (c), discriminam 
g , 

o ncmero de patamares contidos no intervalo. 

Para cada caso, apresentamos exemplos ilustrati- 

vos, indicando com uma linha tracejada as linearizações efetua- 

k *  das. Nos casos (a) e (b) não indicamos x , pois a maneira de 
g 

k*  realizar a subdivisão independe de onde cai x . Para os exem- 
g 

pios sempre estamos supondo que k1 = O para x = h 1  = R = 0. 
g g g g 

k *  r SejaR = A  + e & < A  q m l + e c < x  k *  < A q c 
g g - g - g - g - g  

= U 
k*  
g ' 

onde e = min (1, r-1) e E é um valor muito pequeno cor- 



respondente a precisão do computador.  través de E podemos ge- 

rar intervalos fechados e evitar a superposição dos intervalos. 

Evidentemente temos 1 - r < q - < s - < t onde t é o número de pata - 

mares. ~travéç de q podemos determinar qual o patamar de f [x ) 
g g 

k *  que corresponde a x . 
g 

Temos os seguintes casos: 

Para este caso, basta considerarmos r = 1. Se ti- 

vessemos r > l, estariamos de posse de um patamar somente onde 

não nos interessa subdividir o arco. 

Então : 





2. com r 

Calcule h = min(q-r, r-1] . m á ~ ( 2 - ~  + r,O) assim 

como i = min(s-q, 1) e j = min(s-q, 2). 

k* A subdivisão de r ~ ~ * ,  u dá origem aos seguin- 
- g g 

tes nós : 



Exemplo : 

1. Com r = 1 



2 .  Comr $ L 

Como vimos no i n í c i o  do i t em 6 . l ,  dado um nó N ~ ,  
k k k  o que nos g a r a n t e  a obtenção do l i m i t e  i n f e r i o r  LI(N ) = $ (x  ) 

- k  k é o f a t o  de ( x - )  C f i ( x i )  p a r a  xi  E , u Ago- 
1 1 - 

k r a ,  uma vez tendo d e f i n i d o  precisamente  a função q i (x i ) ,  e s t e  

f a t o  pode s e r  demonstrado. É o que faremos a t r a v é s  do Teorema a 

s e g u i r .  



Teorema 6 . 2 . 1  

Dadas a s  funções f  i (xi) , def in idas  segundo (1) e  

k ( 2 )  e  dado um problema Nk e  f u n ~ ó e s  $i(xi) def in idos  s egundo 

k k < as  regras  ( a ) ,  (b) e  (c) temos qi(xi) - c f i (x i )  para  li 5 xi - 

uk V i .  i ' 

- k  k Se ja  um problema Nk e  s e j a  o  i n t e r v a l o  Lei , uiJon - 

Pelo t i p o  de subdiv isão  f e i t a  em ( a ) ,  (b) e  (c) vemos que sem- 

k 
p re  que s-r = 1 e r # 1, ou en tão ,  s = r = l ,  temos Qi(xi) = f i (x i ) , ,  

estando por t an to  demonstrado o  teorema. 

Vejamos agora os casos  em que s - r  - > 2 ou então 

s-r  = S e  r = 1. Para e s t e s  casos temos, general izando e cons i -  

derando E = O (na p r á t i c a  podemos f a z e r  E t ã o  pequeno quanto s e  

k r r k s que i ra )  $i(hi)  = ki e  $i(hi)  = kg. Ut i l izando a  equagão da r e t a  

que passa por do i s  pontos ,  e  considerando sem perda da g e n e r a l i  - 

dade um v a l o r  Xi t a l  que: 

temos que: 



k o que nos permite determinar $.[z. ] .  Evidentemente de ( 1 0 )  e 
1 1  

(i.) segue fi(Xi) = kq. i 

Por outro lado, de acordo com (21 temos: 

A C A . Basta Sabemos que se - > - então temos - > - 
B - D  

- 
AD A+- B B+D 

A+C 
- 

- A . Aplicando este raciocinio a (12) ver que - < - - - 
B+D B+D B 

Generalizando, podemos escrever: 

- - 4 para r < q c S. Aplicando (13) em (11) e lembrando que Xi c A i  

temos : 

k de onde segue $i(%i) - c kq = fi(fi)' 



6.3 - CONVERGENCIA p p  p -  E COMPLEXIDADE DO ALGORITMO - - 

Se j a f i (xi) definido segundo (1) . Imaginando que o 
ponto fi(xi) = ki é um patamar de "largura" nula, podemos dizer 

J que fi (xi) 6 tons ti tuido de t patamares. Denominemos fi (xi) =ki 

de patamar j da função f i (xi) . 

r +  Dado um problema NP, a cada intervalo L: = hi 

S 
~ E I X  - i L Ai = u! podemos associar um conjunto F: = r ,  r+Z, 

..., S I  constituido pelos patamares correspondentes a este in- 

tervalo. 

Sinteticamente podemos então dizer que, o que o 

algoritmo faz é, partindo de um problema No, onde FP = 11, 2 ,  

. . . , t), subdividir os diversos intervalos, de maneira que, nu- 

ma etapa k do algoritmo, se for separado o problema NP nos sub- 

problemas NZk e N Zk-l, através da subdivisão do intervalo 

[lf, u!j, temos F: = F S ~  U F S ~ - ~ ~  0 máximo de subdivisões do 

intervalo [.e!, - u!] que pode ser feito, é tal que tenhamos, no 

final conjuntos F! com um único patamar, isto é, I F ~ I  = 1. O má 

ximo número de subdivisões feitas para um intervalo r q ,  - ui] , 
que corresponde ao máximo número de problemas gerados através 

da subdivisão deste intervalo, é ilustrado sem perda de genera- 

lidade, pela Figura 6.3.1 onde constam os conjuntos F!: 



Figu ra  6 . 3 . 1  

Por i n d u ~ ã o  f i n i t a  é p o s s í v e l  mos t r a r  que s e  

1 FJ 1 = k ,  i s t o  é ,  F! contém k  elementos (ex i s tem k  patamares)  , 
1 

en tão  o  máximo número de s u b d i v i s õ e s  dá origem a  (2k-1) p rob l e -  

j  mas. O passo i n i c i a l  da indução é p a r a  IFi l  = 2 (caso do conjun- 

t o  { p ,  q l  da  F igura  6.3.1)  . Neste caso damos origem a  t r ê s  p ro-  

blemas. S e j a  agora  I F: I = s , e  suponhamos v e r d a d e i r a  a  h i p ó t e s e  

p a r a  con jun tos  que contenham g  < s elementos .  Suponhamos ago ra ,  

sem perda  de gene ra l i dade ,  o  con jun to  ~ j  subd iv id ido  em do i s  sub i - 

conjuntos  respec t ivamente  de r e  s-r  e lementos .  Pe l a  h i p ó t e s e  da 

indução cada um d e s t e s  subproblemas dá origem respec t ivamente  a  

(2r-1) e  (2s-2r-1) problemas.  Num t o t a l  temos p o r t a n t o  2 s - 2  p ro -  

blemas. Levando a inda  em con ta  ~ j  que evidentemente e s t á  a s s o c i a  i - 

do ao problema Nj temos um t o t a l  de 2 s - 1  problemas,  o  que prova 

a  h i p ó t e s e .  



Assim, o i n t e r v a l o  [l!, u!] assoc iado  ao problema 

N O ,  p a r a  o q u a l  f .  (xi) tem t pa tamares ,  dá origem. f e i t a  a  subd i  
1 

v i s ã o  do i n t e r v a l o  segundo as  r e g r a s  ( a ) ,  (b) e  

- 

( c )  no máximo a 

(2t -1)  problemas d i s t i n t o s .  Supondo n v a r i á v e i s  

as  qua i s  e s t ã o  a s soc i adas  funções escada  f i (x i )  

temos um t o t a l  d e ,  no máximo, (2 t -1)"  problemas 

x l ,  x 2 ,  - *  * ,  X n 

com t patamares 

d i s t i n t o s .  

Assim, f i c a  provada a convergência  do a lgor i tmo em 

um máximo de (2t -1)"  r e s o l u ç õ e s ,  p o i s ,  ao gerarmos os  ( 2 t - l ) n  p ro  - 

blemas ob r iga to r i amen te  o a lgor i tmo pá ra .  Bas t a  lembrar que no 

f i n a l  do processo  ter íamos p a r a  todos os  problemas N~ não s e p a r a  - 
k dos ( todos  os  problemas i n t e r m e d i á r i o s )  f - ( x . )  = $ .  ( x . )  , o que 

1 1  1 1  

ga ran t e  o atendimento à r e g r a  de parada .  

O es tudo  da convergência  do a lgo r i tmo ,  permi te  tam - 

bém f a z e r  uma a f i r m a t i v a  sobre  a s u a  complexidade com base  na  

consideração do p i o r  caso p o s s ~ v e l .  A complexidade é da ordem 

( ~ t - 1 ) "  onde n são  o número de v a r i á v e i s  as  qua i s  e s t ã o  a s s o c i a -  

das funções e scada  com t patamares .  É f á c i l  v e r ,  que e s t e  número 

é b a s t a n t e  e levado .  Para  n = 5 e t = 3 temos 3,125 problemas.  Fa - 

zendo n = 1 0  e  t = 3 temos 9 , 7  x 1 0 6  problemas gerados .  

Cabe no e n t a n t o  lembrar  que e s t e s  números referem- 

s e  ao p i o r  caso p o s s í v e l ,  nada permi t indo  d i z e r  sob re  os  tempos 

realmente g a s t o s  p e l o  a lgor i tmo (também o Simplex,  numa a n á l i s e  

do p i o r  caso p o s s í v e l ,  tem um comportamento muito ruim; na  p r á t i  - 

c a ,  no e n t a n t o ,  e l e  tem demonstrado grande e f i c i ê n c i a ) .  



Na p r á t i c a  d i f i c i l m e n t e  o  a lgor i tmo g e r a r á  todos 

os  problemas p o s s í v e i s ,  i s t o  é ,  f a r á  todas  a s  subd iv i sões  dos 

i n t e r v a l o s ,  p r inc ipa lmen te  s e  consideramos a  t o l e r â n c i a  E do a l -  

gori tmo. I s t o  a inda  é acentuado p e l o  f a t o  dos cus to s  de t r a n s p o r  - 

t e  num problema de l o c a l i z a ç ã o  r e a l  poderem s e r  assumidos como 

l i n e a r e s ,  sendo somente os  cus to s  de armazenagem expressos  po r  

funções escada .  Assim, o  e r r o  r e l a t i v o  à l i n e a r i z a ç ã o  d e s t a s  Ú 1 -  

t imas é pequeno considerando-se  a massa dos c u s t o s  de t r a n s p o r -  

t e .  



O PROGRAMA 

7 . 1  - INTRODUCÃO 

Para r e s o l v e r  os problemas apresentados a n t e r i o r -  

mente, desenvolvemos um programa em ALGOL (vide Anexo I )  , fazen-  

do uma s é r i e  de t e s t e s  pa ra  v e r i f i c a r  a  sua  conf i ab i l idade  e  e f i  - 

c i ê n c i a .  

GOS taríamos de r e s s a l t a r  que tivemos e  cont inuare-  

mos tendo a  preocupação de t o r n a r  o  programa o mais aber to  p o s s í  - 

v e l ,  f icando o nosso i n t e n t o  f r u s t a d o  s e  o  mesmo f o r  usado como 

um "pacote" ou "caixa p r e t a " ,  podento t a l  a t i t u d e  l e v a r  a  e r r o s  

e  imperfeições .  A l é m  d i s so  colocamos dessa forma o nosso t r a b a -  

lho  ao d i spor  dos pesquisadores ,  que poderão com prec i são  e  s e -  

gurança f a z e r  modificações nas r o t i n a s ,  nas v a r i á v e i s  e  na e n t r a  - 

da e  s a í d a  de dados,  caso s intam necessidade.  

Uma grande preocupação nossa f o i  também a de colo- 

c a r  comentários nos pontos chave do programa de modo a  que o seu  

entendimento f i c a s s e  mais c l a r o .  

Fazemos então a  s e g u i r ,  uma descr ição  do programa 

dando de t a l h e s  de linguagem, equipamento usado, r o t i n a s ,  formato 

de v a r i á v e i s ,  e t c . .  . Mostramos com de ta lhes  como é f e i t a  a  e n t r a  - 

da de dados e  como são os r e l a t ó r i o s  impressos.  Nos c a p í t u l o s  s e  - 



g u i n t e s  falamos sob re  os t e s t e s  e f e tuados  e  a  performance.  

É importante  f r i z a r  também, que o  programa f o i  de- 

senvolv ido  p a r a  r e s o l v e r  o s  problemas apresen tados  nos Cap í tu lo s  

5 e  6 ,  sendo que cer tamente  o u t r o s  problemas que s e  cons t i t u i am 

numa combinação dos do i s  ou que sigam as  mesmas r e g r a s  de s e p a r a  - 

ção e  a v a l i a ç ã o ,  poder,ão s e r  r e s o l v i d o s ,  com nenhuma ou quase 

nenhuma modif icação . 

A Única l i m i t a ç ã o  ap re sen t ada  no programa 6 quanto 

ao número de i t e r a ç õ e s  que não pode u l t r a p a s s a r  8000, i s t o  dev i -  

do a  a lguns  a r r a y s  que depois  de s se  número de i t e r a ç õ e s  u l t r a p a s -  

sam o  tamanho máximo permi t ido  p e l o  Algol .  

7 . 2  - DESCRIÇÃO GERAL DO PROGRAMA 

7 . 2 . 1  - P r i n c i ~ a i s  C a r a c t e r í s t i c a s  

O programa f o i  e s c r i t o  em Algol ,  tendo s i d o  compi- 

l a d o ,  t e s t a d o  e  implementado no computador B-6  700 do Núcleo de 

Computação ~ l e t r ô n i c a  da U F R J .  

Todas a s  v a r i á v e i s  foram d e f i n i d a s  com p r e c i s ã o  

s imples .  

p a r a  as  l i s t a s  mais l ongas ,  a  e s t r u t u r a  de dados 

usada f o i  a  de l i s t a s  l i n k a d a s .  A p r i n c i p a l  razão s e  deve ao f a -  

t o  de que com e s t e  t i p o  de l i s t a  consegue-se um bom aproveitamen - 



4 t o  do espaço da memória. Um f a t o  marcante do nosso a lgor i tmo e 

o crescimento da á rvore  gerada p e l o  Branch and Bound, c r i ando- se  

- 
novos nós na e t a p a  de b ranch ing ,  a medida em que s e  v a i  fechando 

E s t e s  nós f echados ,  tem seu  espaço reocupado g raças  ao t i p o  

de l i s t a s  que usamos, 

O programa tem ao todo c inco versões  que r ep re sen -  

tam a evolução na  s u a  confecção,  Em cada e t a p a  des sa  evolução 

procuramos d a r  ê n f a s e  a um determinado d e t a l h e  e cada versão  en- 

t ã o  tem uma c a r a c t e r í s t i c a  marcante como veremos a s e g u i r :  

A ve r são  1 é a ve r são  b á s i c a  onde t ão  somente t i v e  - 

mos a preocupação de r e s o l v e r  problemas com funções côncavas. 

Não tivemos a preocupação de economizar tempo ou memória, de f a  - 

z e r  comentários no programa f o n t e ,  e t c .  . . 

Na ve r são  2 tivemos a p ~ e o c u p a ç ã o  de d iminui r  O 

tempo de execução,  usando comandos p o t e n t e s  do A í g o i ,  como 

o L i s t l ookup ,  o t imizando a s  r o t i n a s ,  u t i l i z a n d o  mais v a r i á v e i s  

g l o b a i s ,  v a r i á v e i s  r e a i s ,  a r r a y s  de somente uma dimensão e t c . .  . 
o que nos r eduz iu  o tempo de execução p a r a  aproximadamente 1 /5  

do tempo usado p e l a  versão  1. 

Na ve r são  3 tivemos a preocupação de poder  r e s o l -  

v e r  problemas ma io re s ,  de grande p o r t e ,  e  p a r a  i s s o  tivemos que 

guardar  determinadas l i s t a s  em memória a u x i l i a r  ( d i s c o ) ,  não s e  

tendo em consequência nenhuma l i m i t a ç ã o  com r e l a ç ã o  ao número de 

v a r i á v e i s  e  de r e s t r i ç õ e s  do problema a s e r  r e s o l v i d o .  



A versão  4 tem como c a r a c t e r í s t i c a  p r i n c i p a l  a  r e -  

so lução  de problemas com funções do t i p o  "escadat t  e  a  a c e i t a ç ã o  

de Í n d i c e s  de Rotação p a r a  os  armazéns. 

A ve r são  5 é a ve r são  f i n a l ,  onde nós tivemos a 

preocupação de melhorar  o aspec to  das s a í d a s  impres sa s ,  r ac iona  - 

l i z a r  a  e n t r a d a  de dados ,  co loca r  comentários e melhorar  a apre -  

s en t ação  do programa f o n t e .  

O número da ve r são  aparece  impresso nos cabeçalhos  

dos r e l a t ó r i o s ,  devendo s e r  modificado na  r o t i n a  de impressão ,ca  - 

s o  s e  façam modif icações  na  versão  5 ,  

Blocos e Procedures - 

A e s t r u t u r a  dos b locos  e procedures  usados no p r g  

grama é a s e g u i n t e :  

1. Bloco MESTRE 

1.1 Rot ina  de L e i t u r a  do Car tão Mestre 

1 . 2  Bloco P r i n c i p a l  

1 . 2 . 1  Procedure LER 

1 . 2 . 1 . 1  Procedure C R I A  

1 . 2 . 1 . 2  Rot ina  de L e i t u r a  dos Dados 

1 . 2 , 2  Procedure KILTER 

1 . 2 . 2 . 1  Procedure STACALC 

1 . 2 . 2 . 2  Procedure ROTULAT 

1 .2 .2 .3  Rot ina  Corpo do Ou t -o f -Ki l t e r  



1 . 2 . 3  Procedure CUSTO 

1 , 2 . 4  Procedure CALCLIM 

1 .2 .5  Procedure OBTER 

1 , 2 . 6  Procedure GUARDAR 

1 . 2 . 7  Procedure I N I C I A L I Z A R  

1 .2 .8  Procedure SEPARAR 

1 .2 .9  Procedure AVALIAR 

1.2.10Procedure I M P R I M I R  

1.2.11Rotina P r i n c i p a l  

Na r e a l i d a d e  b loco  e  procedure  tem aqui  s i g n i f i c a -  

do quase i d ê n t i c o  e  s ó  fizemos a  d i s t i n ç ã o  p a r a  que f o s s e  f á c i l  

a  sua  l o c a l i z a ç ã o  d e n t r o  do programa. A s  procedures  s ão  encabeça 

das p e l o  verbo PROCEDURE e s e u  nome e  na ma io r i a  das vezes come - 

~ a m  em uma nova pág ina .  0s  d o i s  b locos  são f á c e i s  de l o c a l i z a r  

p o i s  o  bloco Mestre é por  assim d i z e r  o  p r ó p r i o  programa e  o  b l o  - 

co P r i n c i p a l  tem um comentário des t acado ,  i d e n t i f i c a n d o - o .  

Daremos a  s e g u i r  uma desc r i ção  de cada b loco  e  p ro  - 

cedure ,  r e s s a l t a n d o  que não s e  p re t ende  que a  p a r t i r  de s sa  des-  

c r i ç ã o  s e  entenda o  funcionamento do programa, mas t ã o  somente,  

que a pessoa  que f o r  s e  aprofundar  nos d e t a l h e s  de p rocedure s , co  - 

mandos, e t c .  t enha  uma a juda  no s e u  t r a b a l h o .  

1. BLOCO MESTRE 

AS v a r i á v e i s  d e f i n i d a s  no i n í c i o  do b loco  servem 

somente p a r a  guardar  dados l i d o s  do c a r t ã o  m e s t r e ,  os  v a l o r e s  



ca l cu l ados  a  p a r t i r  d e s t e s  dados e  as  horas  de i n í c i o  e  término 

que nos i n t e r e s sam p a r a  c á l c u l o  dos tempos de execução.  

A s e g u i r  temos a  r o t i n a  de l e i t u r a  do c a r t ã o  Mes- 

t r e ,  c u j a  f i n a l i d a d e  é l e r  o  c a r t à o  Mes t re ,  c r i t i c a n d o  os  seus  

dados,  Caso h a j  a  alguma i n c o n s i s t ê n c i a  imprimimos uma mensagem 

de e r r o ,  não executando o  Bloco P r i n c i p a l .  

2 .  BLOCO PRINCIPAL 
- -  

Uma vez l i d o s  os  parâmetros  de execução do c a r t ã o  

Mes t re ,  que nos dão uma s é r i e  de dados p a r a  dimensionamento dos 

a r r a y s ,  podemos e x e c u t a r  o  Bloco P r i n c i p a l .  

No i n í c i o  do Bloco são  d e f i n i d a s  todas  a s  v a r i á -  

v e i s  e  a r r a y s  comuns procedures  i n t e r n a s .  

Aparecem depois  t odas  a s  suas  procedures  i n t e r n a s  

que s e r ã o  d e s c r i t a s  a d i a n t e .  

Por Último vem a  Rot ina  P r i n c i p a l  que execu ta  a s  

procedures  LER que 16 os  c a r t õ e s  de dados I N I C I A L I Z A R  que cons- 

t i t u i  o  Passo O do nosso a l g o r i t m o ,  o  Passo 1 v e r i f i c a n d o  s e  a  

so lução  que temos é Õtima -e as  p rocedures  SEPARAR e  AVALIAR que 

correspondem respec t ivamente  aos Passos  2 e  3 do a lgo r i tmo .  A l é m  

d i s s o  execu ta  a  procedure  IMPRIMIR, que ao f i n a l ,  imprime os  

r e l a t ó r i o s  com a  so lução  do problema. Essa  r o t i n a  como vemos , 

c o n s t i t u i - s e  na  e sp inha  d o r s a l  do programa, 



3. PROCEDURE LER 

Tem como f i n a l i d a d e  b á s i c a  l e r  e  c r i t i c a r  os c a r -  

t õ e s  de dados ( c a r t õ e s  t i p o  0 ,  1 ,  2 e  3 ) .  Tem i n t e r n a  a  e l a  a  

 roced dure CRIA que c r i a  as  l i s t a s  ARCO e  NPO impor t an t e s  p a r a  o  

OUT-OF-KILTER e  a  r o t i n a  de l e i t u r a  de dados. Nessa r o t i n a ,  os  

c a r t õ e s  s ão  l i d o s  e  c r i t i c a d o s ,  sendo que a  quan t idade  de c a r -  

t õ e s  0 ,  1 ,  2 e  3 6 determinada p e l o s  parâmetros  do c a r t ã o  MES- 

TRE. Havendo alguma i n c o n s i s t ê n c i a  nos c a r t õ e s ,  é impressa  uma 

mensagem de a d v e r t ê n c i a ,  cancelando-se o  programa. 

4 .  PROCEDURE C R I A  

I n t e r n a  à Procedure LER, e l a  tem a  f i n a l i d a d e  como 

j á  vimos, de c r i a r  as l i s t a s  ARCO e  NPO usadas no OUT-OF-KILTER. 

5 .  PROCEDURE KILTER 

C o n s t i t u i - s e  no a lgor i tmo OUT-OF-KILTER usado p a r a  

r e s o l v e r  nossos problemas de programação l i n e a r .  Fizemos uma 

da r o t i n a  usada po r  Monterosso 1 1 no s e u  programa. 

Tem duas procedures  i n t e r n a s  STACALC e ROTULAT e  

um corpo p r i n c i p a l  no qua l  são  chamadas e s s a s  p rocedures  p a r a  

c á l c u l o  do e s t a d o  dos a r cos  e  a s u a  colocação em K I L T E R ,  



6 .  PROCEDURE STACALC 

I n t e r i o r  2 procedure  K i l t e r ,  tem a  f i n a l i d a d e  de 

v e r i f i c a r  o  e s t a d o  do a rco  K .  (Como o  a r c o ,  e s t á  pos ic ionado  na  

f i g u r a  de K i l t e r ) .  

7 ,  PROCEDURE ROTULAT 

~ambém i n t e r i o r  a  p rocedure  K i l t e r  f a z  a  r o t u l a ç ã o  

dos nós da rede .  Tem p o r  f i n a l i d a d e  co loca r  os  a rcos  em K i l t e r .  

8 ,  PROCEDURE CUSTO 

Calcu la  o  v a l o r  da f u n ~ ã o  o b j e t i v o  f i (x i )  num pon- 

t o  xi d-ado. 

9 ,  PROCEDURE CALCLIM 

Tem p o r  f i n a l i d a d e  p r i n c i p a l  c a l c u l a r  os  v a l o r e s  de 

L I ,  LSF e  LSX do problema. 

a 

~ l é m  d i s s o  descobre qua l  o  "pior"  a r c o ,  i s t o  e ,  

qua l  o que t e m  maior d i f e r e n ç a  e n t r e  $ i (x r*)  e  f i (x2*)  e  nos dá 

o f l u x o  nes se  a r co .  

1 0 ,  PROCEDURE OBTER 

obtém os  v a l o r e s  das v a r i á v e i s  p r ima i s  e  dua i s  do 



"primeiro" nó,  da l i s t a  de nós a b e r t o s .  Es tes  va lo res  poden; e s -  

t a r  armazenados em memória ou em d i s  c ~ ,  i s t o  sendo v e r i f i c a d o  

a t r avés  do v a l o r  do indexador INAB que aponta para  o  " i n í c i o "  da 

l i s t a  de nós abe r tos .  

Nós guardamos os va lo res  das v a r i á v e i s  pr imais  e  

duais  p a r a  cada f o l h a  da árvore  p a r a  que ,  ao r ami f i ca r  a  f o l h a ,  

possamos e n t r e g a r  2 r o t i n a  KILTER numa solução i n i c i a l  pr imal-  

dual v i á v e l  do problema a n t e r i o r .  Como normalmente s ó  t iramos 

um arco  do es tado  KILTER, nós levamos bem menos tempo p a r a  r e s o l  - 

ver  o  nosso problema do que s e  entrarmos com uma solução i n i c i a l  

qualquer .  I s s o  f i c o u  demonstrado na p r á t i c a  onde s e  pode v e r i f i -  

c a r  a  enorme d i f e rença  de tempo e n t r e  a  pr imei ra  chamada da pro-  

cedure K I L T E R  quando entramos com uma solução i n i c i a l  X = O e  

W = O e  as  demais chamadas. 

11,  PROCEDURE GUARDAR 

Guarda os va lo res  das v a r i á v e i s  pr imais  X i e  

duais  Wi na  l i s t a  de nós abe r tos .  E s t a  l i s t a  tem seus 6 5 0 0 0  p r i -  

meiros campos na memória e  os demais armazenados em d i s c o .  I s t o  

s e  deve a  uma l imi tação  do computador que não armazena a r r ays  

que ocupem mais do que 6 5 5 3 6  p a l a v r a s .  Então s e  o indexador I  

(aponta pa ra  o  nó que estamos querendo i n s e r i r ) ,  contém um v a l o r  

que nos f a ç a  c a i r  f o r a  das 6 5 0 0 0  p a l a v r a s ,  armazenamos os dados 

do nó em d i s c o ,  caso c o n t r á r i o  armazenamos os dados do nó em 

memória. 



1 2 .  PROCEDURE INICIALIZAR - 

c o n s t i t u i  o Passo O do nosso algoritmo; n e l a  i n i -  

cializamos v a r i á v e i s ,  calculamos os  coe f i c i en tes  angular  e li- 

near  de cada função côncava l i n e a r i  zada, calculamos o problema 

P O  l i n e a r i z a d o ,  e in ic ia l izamos  as l i s t a s  de nós aber tos  e nós 

fechados. 

13. PROCEDURE SEPARAR 

Corresponde ao Passo 2 do algoritmo. Nela fechamos 

O "menor" nó da arborencência  e abrimos dois novos nós. F i s i ca -  

mente um desses novos nós v a i  ocupar o mesmo espaço na l i s t a ,  

do nó que f o i  fechado. I s t o  pode s e r  f e i t o  graças a e s t r u t u r a  de 

l i s t a s  l inkadas que usamos, j á  que precisamos manter a l i s t a  em 

ordem, i s t o  é ,  o primeiro nó da l i s t a  nós queremos que s e j a  O 

ttmenortt. 

A p a r t e  mais i n t e r e s s a n t e  da procedure s e  r e f e r e  à 

subida na arborecência  par t indo da f o l h a  que v a i  s e r  fechada a t é  

a r a i z  da á rvore ,  para  a obtenção dos dados da f o l h a .  I s t o  s e  de - 

ve ao f a t o  de não guardarmos n a l i s t a  de nós abertos  todos os da- 

dos das f o l h a s ,  só  os que mudaram ao s e  fechar  o nó. Maiores 

de ta lhes  da construção das l i s t a s  de nós abertos  e fechados s e -  

rão v i s t o s  no i tem 7.2.3,  



1 4 .  PROCEDURE AVALIAR 
- -  

Se r e f e r e  ao Passo 3 do a lgo r i tmo .  Nela calculamos 

os  d o i s  novos problemas gerados e  incluimos os dados na  l i s t a  de 

nós a b e r t o s .  

15.  PROCEDURE IMPRIMIR - 

Tem a  f i n a l i d a d e  de imprimir  os r e s u l t a d o s  do p ro -  

blema. São impressos o  Resumo do Process.amento, os dados dos 

Centros Produtores  e  Centros  Consumidores e  os dados de Trans-  

p o r t e  e  Armazenagem com os r e s p e c t i v o s  c u s t o s .  Maiores d e t a l h e s  

de cada r e l a t ó r i o  nós veremos no i t em 7 . 4 .  

7 , 2 , 3  - - v a r i á v e i s  e  L i s t a s  

Todas as  nossas  v a r i á v e i s  foram d e f i n i d a s  com p r g  

c i s ã o  s imp le s .  

Não usamos a r r a y s  com mais do que uma dimensão. A s  

ma t r i ze s  foram guardadas em l i s t a s  com uma dimensão e  a  l o c a l i z a  - 

ção dos i t e n s  das m a t r i z e s  f o i  sempre c a l c u l a d a  usando-se os co- 

mandos DEFINE. I s t o  s e  deve ao f a t o  de que o  ALGOL não 6 e f i c i e n  - 

t e  no manuseio de m a t r i z e s .  Todas a s  v a r i á v e i s  e  a r r a y s  ( l i s t a s )  

do programa tem um comentário ao l a d o ,  dando a  sua  d e s c r i ç ã o ,  

que acredi tamos s e r  s u f i c i e n t e  p a r a  o  entendimento de s e u s  s i g n i  

f i c a d o s .  Daremos porém exp l i cações  mais de t a lhadas  a  r e s p e i t o  de 

alguns a r r a y s  e s p e c i a i s  : 



1. PRIPAT , PAT , NUMFUN e PRIPATAR 

PRIPAT é um a r r a y  que contém os  p o n t e i r o s  p a r a  o 

p r ime i ro  patamar de cada função no a r r a y  PAT. 

PAT contém os  dados de todos os patamares de t o -  

das as  funções .  Pa ra  cada patamar contém os  v a l o r e s  de U ( l i m i t e  

s u p e r i o r  do ga tamar)e  o s  v a l o r e s  a ,  b ,  c ,  d ,  e ,  considerando-se  

que todas  a s  funções devem t e r  a forma a + bxC + dxe. (Ver maio - 

r e s  d e t a l h e s  no i t em 7 . 3  - Ent rada  dos Dados). 

NUMFUN contém o número das funções patamar;  cada 

função deve s e r  a s soc i ada  a um número p a r a  f a c i l i t a r  a s u a  iden-  

t i f i c a ç ã o  nos c a r t õ e s  de dados e nos r e l a t ó r i o s  de s a í d a .  

PRIPATAR contém os p o n t e i r o s  p a r a  o p r i m e i r o  p a t a -  

mar de cada a r co  no a r r a y  PAT. 

Esquematicamente podemos r e p r e s e n t a r  PRIPAT, PAT, 

NUNFUM e PRIPATAR da s e g u i n t e  forma: 



A R C O  i A R C O 2  A R C O 3  

2, -XAB e  WAB 

XAB contém o  v a l o r  do f luxo  nos nos abe r tos  ( fo-  

l h a s ) .  

WAB contém o  v a l o r  das v a r i á v e i s  duais  dos nós 

aber tos  ( f o l h a s ) .  

A e x i s t ê n c i a  dos dois  a r r a y s  s e  deve ao f a t o  de 

que no 0 u t - 0 f - ~ i l t e r  nós j á  entramos com uma solução T n i c i a l ,  Em 



exper iênc ias  p r á t i c a s  vimos que,  entrando com uma solução i n i -  

c i a l  qualquer  do t i p o  X=O e  E=O, nós levamos muito tempo pa ra  

chegarmos 2 so lução .  Como no nosso caso nós s ó  t iramos um arco 

de K i l t e r ,  quando separamos o  problema em d o i s ,  o  tempo gas to  f i  - 

ca muito menor po i s  b a s t a  que o  a lgori tmo Out-0f -Ki l te r  coloque 

e s s e  arco em K i l t e r .  

a 

Outro de ta lhe  importante  é' que como a  tendência  e  

nós ficarmos com um número extremamente grande de fo lhas  na nos- 

z,a a rborescênc ia  ,número e s s e  dire tamente  proporc iona l  ao número 

de i t e r a ç õ e s .  0 s  do is  a r r ays  podem não s e r  s u f i c i e n t e s  p a r a  arma - 

zenar os v a l o r e s  de X e  W de todas as f o l h a s ,  Então,  quando ex- 

cedemos a s  6 5 0 0 0  pa lav ras  p r e v i s t a s ,  gravamos o  r e s t o  em disco  

num arquivo de acesso d i r e t o .  

Esquematicamente podemos r e p r e s e n t a r  os d o i s  a r -  

rays  da s e g u i n t e  forma: 

Folha I FOI ha 2 Folha 3 

X A B  
X X X  
i I 2 3 --- - - -  X X X X  

1 2 3 - - -  n n 
X X X X  X  

2 3 - - -  n 



3. AB. FE E LISTAB 

PIOR 

XP I 

ARC 

AB contém dados dos nós  a b e r t o s  ( f o l h a s ) .  

Cada "segmento" da  l i s t a  contém o s  v a l o r e s :  

- p i o r  a r c o  ( j á  r e s o l v i d o  o  novo problema) 

- f l u x o  no p i o r  a r c o  ( j á  r e s o l v i d o  o  novo problema)  

- a r c o  que f o i  d i v i d i d o  (gerando d o i s  "novos a rcos" )  

- l i m i t e  i n f e r i o r  de f l u x o  no novo a r c o  

- L i m i t e  s u p e r i o r  de f l u x o  no novo a r c o  

C - c o e f i c i e n t e  l i n e a r  de qi(x)  do novo a r c o  

B - c o e f i c i e n t e  a n g u l a r  de q i  (x) do novo a r c o  

PONT P /PAI  - p o n t e i r o  p a r a  o  "segmento" de FE que é n a  a r b o r e s  

c ê n c i a  o  p a i  da f o l h a  

FE contém dados dos nós f e c h a d o s .  

Cada "segmento" da  l i s t a  contém os  v a l o r e s :  



ARCO - l i m i t e  i n f e r i o r  de f luxo  no arco 

- l i m i t e  s u p e r i o r  de f luxo  no arco 

- c o e f i c i e n t e  l i n e a r  de Qi(x) do arco 

B - c o e f i c i e n t e  angular  de Qi(x) do arco 

PONT P/PAI - pon te i ro  p a r a  o  "segmento" de FE que é o p a i  do nó 

na arbore.scência 

O s  campos de FE correspondem aos campos ARC, L, U, 

C, B e  PONT'P/PAI de AB. Quando s e  fecha um no ,  s ó  s e  t r a n s f e r e  

os dados de uma l i s t a  pa ra  o u t r a ,  sendo que o espaço correspon- 

dente da l i s t a  AB é reaprovei tado  para  guardar uma nova f o l h a .  

LISTAB é uma l i s t a  dire tamente  r e l ac ionada  com AB 

( a  posição r e l a t i v a  dos "segmentos" é a mesma) contendo os va lo-  

r e s  L I  ( l i m i t e  i n f e r i o r  p / a  f . O  .) e o pon te i ro  pa ra  o  próximo 

nó a b e r t o ,  

Cada "segmento" do LISTAB contém 2 campos e  e s t á  

contido em uma Única pa lav ra .  

VALAB - Contém o v a l o r  de LI ( b i t s  : 47: 28) 

pROXAB - Contem o poneeiro p a r a  o  próximo nó aber to  ( b i t s : 1 9  :20) 



A c l a s s i f i c a ç ã o  da l i s t a  é mantida em ordem ascen- 

dente pe los  va lores  de LI. 

A razão de s e  t e r  colocado a  l i s t a  nes te  formato é 

que s e  pôde usa r  o  comando LISTLOOKUP, própr io  pa ra  pesquisa  e  

inserção em l i s t a s  l inkadas ordenadas. 

Digamos então que em uma dada i t e r a ç ã o  nós tenha- 

mos gerado a  seguin te  arborescência:  

O esquema das l i s t a s  A B ,  FE e  LISTAB após a  gera- 

ção da f o l h a  N~ e s t a r i a  assim: 

( Supondo que LI- LI'L  LI^ ) , 
L I STAB 



Essa  e s t r u t u r a  nos pe rmi t e  s u b i r  n a  a r b o r e s c ê n c i a  

k a p a r t i r  de um nó N qualquer  obtendo os  v a l o r e s  mais r e c e n t e s  

de cada a r co  modif icado nas  e t a p a s  de separação .  Não é neces sá -  

r i o  en t ão  que s e  guarde todos 0s dados de todas  as f o l h a s ,  o que 

r e p r e s e n t a  enorme economia de espaço em memória. 

Seguindo o nosso exemplo, s e  nós fossemoç ago ra ,  

p roceder  a mais uma e t a p a  de s e p a r a ç ã o ,  o nó e sco lh ido  s e r i a  o 

N~ ( i n í c i o  da l i s t a  de abe r to s  LISTAB), fechariamos e s s e  nó ,  

p a r t i n d o  de um problema 

N~ e  N O .  N o  logicamente  

4 .  ARCO E NPO 

A s  l i s t a s  

t i r  no o u t - o f - k i l t e r  i r  

cu jos  dados s e r i am compostos dos nós N ~ ,  

r e p r e s e n t a  o nosso problema o r i g i n a l  P O .  

ARCO e NPO tem a f i n a l i d a d e  de nos permi - 
percor rendo  os a r cos  da rede p a r a  r o t u -  

l a r  os nós. Podemos com as  l i s t a s ,  dado um no,  sabermos q u a i s  são 

o s  a r c s s  que n e l e  incidem e q u a i s  as  que d e l e  emergem. Daremos 

um exenplo e l u c i d a t i v o  que a nosso  v e r  é a melhor forma de s e  

en t ende r  as  duas l i s t a s .  S e j a  a r e d e :  



Colocamos nos a r c o s  uma numeração de 1 a  7 que c o r  - 
responde  a  ordem de e n t r a d a  d e l e s  n a  l i s t a  ARCO. (Conforme vão 

sendo l i d o s  os  c a r t õ e s ) .  

Então  f icamos  com a s  l i s t a s :  

Nó d é  . 
dest ino d o  arco 

Assim, s e  queremos v a r r e r  todos  o s  a r c o s  emergen- 

t e s  do nó 3 p o r  exemplo fazemos o  s e g u i n t e :  

Em NPO vemos que o p r i m e i r o  a r c o  c u j o  nó de or igem 

I é o  nÕ 3 é o  a r c o  4. Vamos e n t ã o  à l i s t a  ARCO e  v i s i t a m o s  o  

a r c o  4 ,  f e i t o  i s s o  vemos que o  próximo a r c o  emergente  de 3 é o  

a i c o  6 ,  v i s i t a m o s  e n t ã o  o  a r c o  6 .  Vemos que o  próximo a r c o  emer- 

g e n t e  de 3 é o  a r c o  0 ,  i s t o  é ,  não  há  mais  a r c o  a s e r  v i s i t a d o .  



A nossa  v a r r e d u r a  v i s i t o u  en t ão  o s  a r cos  4  e  6 que 

s ão  como queríamos os a rcos  emergentes do nó 3. O mesmo p o d e r i a  

s e r  f e i t o  p a r a  os  a r cos  i n c i d e n t e s  em um determinado n ó ,  Por  

exemplo, o  nó 4 ,  quando en t ão  v i s i t a r í a m o s  o  p r ime i ro  ( v e r  em 

NPO) que é o 5 e  em segu ida  ( v e r  em ARCO) o  nó 6 .  

7.3 - ENTRADA DOS DADOS 

7.3 .1  - Int roducão 

A e n t r a d a  de dados s e r  f e i t a  u t i l i z a n d o - s e  

o s  c a r t õ e s  do t i p o  M ,  O, -1, 2 e  3  d e s c r i t o s  nos i t e n s  a  s e g u i r .  

O s  c a r t õ e s  devem v i r  na s e g u i n t e  ordem: p r ime i ro  

deverá  v i r  o  c a r t ã o  t i p o  M (Mes t r e ) ,  em segu id2  os c a r t õ e s  t i p o  

O (Descr ição das f u n ç õ e s ) ,  Tipo 1 (Centros P r o d u t o r e s ) ,  Tipo 2 

( ~ r m a z é n s  e  Transpor te )  e  f i na lmen te  os  c a r t õ e s  Tipo 3  (Centros  

~ o n s u m i d o r e s )  . 

NÕS proje tamos p a r a  cada t i p o  de Car tão um formulá  - 

r i o  de e n t r a d a .  0 s  f o r m u l ~ r i o s  (v ide  anexo 11) podem s e r  reprodu - 

zidoç e  visam f a c i l i t a r  a  informação dos dados que deverão s e r  

d i g i t a d o s .  

7.3.2 - c a r t ã o  tkpo M (Mestre)  

A f i n a l i d a d e  desse  c a r t ã o  é f o r n e c e r  o s  dados b á s i  - 

tos p a r a  a  execução do programa. Deve s e r  o  p r ime i ro  da massa de 

c a r t õ e s  de dados. 



Seus campos s ã o :  

Col. 1 :  TIPO 

D i g i t a r  M 

Col. 2 :  LISTA 

Se r e f e r e  a opção de l i s t a g e m :  

Resumo do processamento 

Resultado do problema (contendo dados de produção,  t r a n s p o r -  

t e ,  armazenagem e consumo) 

Listagem dos c a r t õ e s  de dados 

Listagem passo  a passo (contendo a cada i t e r a ç ã o  o conteúdo 

das p r i n c i p a i s  v a r i á v e i s  p a r a  a n á l i s e  do p rog re s so  do a l g o r i t  - 

mo ) . 

A combinação dessas  l i s t a g e n s  pode s e r  o b t i d a  a t s a  - 

vês da informação da soma dos v a l o r e s .  Por exemplo p a r a  s e  o b t e r  

o resumo do processamento,  o r e s u l t a d o  do problema e a l i s t a g e m  

passo  a p a s s o ,  o v a l o r  informado deverá  s e r  5 ( O  + 1 + 4 ) .  A l i á s ,  

o resumo do processamento como s e  v e r i f i c a  sempre s e r á  impresso.  

Maiores d e t a l h e s  sob re  as  l i s t a g e n s  s e r ã o  v i s t o s  

no i t em 7 . 4  - ~ e l a t ó r i o s .  



Cal. 3 a 6 - PROBLEMA 

I n f o r m a r  um número que i d e n t i f i q u e  o problema a p r e  - 

s e n t a d o ,  E s s e  número s e r á  impresso  nos c a b e ç a l h o s  do resumo do 

p rocessamento  e  do r e s u l t a d o  do problema.  

Se r e f e r e  ao número de nós da  r e d e .  A e s s e s  nós  s e  - 

r20  automat icamente  a c r e s c e n t a d o s  d o i s  nós a r t i f i c i a i s  que s e r ã o  

l i g a d o s  p o r  um a r c o  a r t i f i c i a l  de r e t o r n o ,  p e r m i t i n d o  a r e s o l u -  

ção dos problemas  l i n e a r i z a d o s  p e l o  Out-0f - K i l t e r  . 

Col. 11 a 1 4  - NUMERO DE CENTROS PRODUTORES 

In fo rmar  o número de c e n t r o s  p r o d u t o r e s  d a  r e d e .  

Cal, 1 5  a 18  - NUMERO DE ARCOS 

I n f o r m a r  o número de a r c o s  da  r e d e ,  

Devemos l embra r  que como o problema é de t r a n s b o r -  

d o ,  os  armazéns e  meios de t r a n s p o r t e  devem c o n s t i t u i r  a r c o s  c a -  

p a c i t a d o s ,  t endo  o s  nós  i n t e r m e d i á r i o s  d a  r e d e  produção e consu-  

mo n u l o s .  

Aos a r c o s  i n f o r m a d o s ,  s e r á  automat icamente  a c r e s  - 
cen tado  um a r c o  de r e t o r n o  p a r a  que s e  p o s s a  r e s o l v e r  o s  p r o b l e -  



mas l i n e a r e s  p e l o  Out-of - K i l t e r .  

Col. 1 9  a  2 2  - NUMERO DE CENTROS CONSUMIDORES 

Informar o  número de cent ros  consumidores da reide. 

Col, 2 3  a  26 - NUMERO DE ARCOS COM FUNÇÕES NÃO-LINEARES 

Colocar o  número de arcos da rede cu jas  funções de 

custo são côncavas, do t i p o  escada e/ou o u t r a s  não- l inea res .  

Informar a  t o l e r â n c i a  que s e  d e s e j a .  A t o l e r â n c i a é  

o b t i d a  a t r a v é s  da d i f e rença  e n t r e  os va lo res  de F(x) e  $(x). 

O v a l o r  da t o l e r â n c i a  pode s e r  dado em termos abso - 

l u t o s  ou em v a l o r  pe rcen tua l .  

No segundo caso é o b t i d a  p e l a  fórmula:  

Colocar o  símbolo % caso s e  tenha informado a  t o l e  

rânc ia  com um v a l o r  em pe rcen tua l .  



Col, 38 a 4 1  - NUMERO DE FUNÇÕES NÃO-LINEARES 

Colocar o número de funções de cus to  não 

l i n e a r e s .  (Definidas  nos ca r tões  t i p o  0 )  . 

7 . 3 . 3  - Cartão T i ~ o  0 (Funcõesl 

Para  cada função não- l inea r  6 necessá r io  um grupo 

de c a r t õ e s  t i p o  0 .  

O p r imei ro  deverá t e r :  

Col. 1 - TIPO 

D i g i t a r  O .  

2 a 6 - NUMERO DA FUNÇÃO 

D i g i t a r  um número que i d e n t i f i q u e  a função. Qual- 

quer r e f e r ê n c i a  f u t u r a  a e s s a  função s e r á  f e i t a  

a t r avés  desse número. 

Cole  7 a 8 - NUMERO DE PATAMARES . 

I n d i c a r  o número de "patamares" da função. Se a fun - 

ção f o r  côncava, informar 0 0 .  

~ o l ,  9 a 80 - Não d i g i t a r  nada nessas  colunas .  



0s  demais ca r tões  são  d e s c r i t o r e s  dos "patamares" 

da função. Cada "patamar" deve s e r  d e s c r i t o  por uma função do t i  - 
C 

po a  + b x + d xe que nos casos p r a t i c o s  que vimos, s e r v e  pa ra  

r e p r e s e n t a r  genericamente os t i p o s  de funções l i n e a r e s  e cônca- 

vas .  Vale r e s s a l t a r  que pa ra  funções côncavas s ó  teremos um c a r -  

t ão  do que s e r i a  um "patamar" concavo. 

O s  campos de cada c a r t ã o  então são :  

Cal. 1 - T I P O  

D i g i t a r  O 

~ 0 1 .  2 a  6 - NOMERO DA FUNÇÃO 

Deve s e r  i d ê n t i c o  ao do pr imeiro c a r t ã o  da função. 

c o l ,  7 a  8 - NOMERO DO PATAMAR 

Deve conter  o  número do patamar. Es te  número deve 

s e r  sequencia l  u n i t á r i o  a  p a r t i r  de 0 1  de t a l  manei -. 

r a  que s e  numere os patamares da esquerda p a r a  a  d i  - 
r e i t a  (ver  f i g u r a )  e  que o  número do Último patamar 

co inc ida  com o  número de patamares informado no p r i  

meiro c a r t ã o  da funsão.  Para funções cÔncavas deve 

conter  0 0 .  



Exemplo : 

Z 
PATAMAR O1 

Col.  11 a 20 - L I M I T E  SUPERIOR DO PATAMAR (com duas c a s a s  d e c i -  

mais)  

É o l i m i t e  s u p e r i o r  de f l u x o  p a r a  cada  patamar.Não 

informamos o l i m i t e  i n f e r i o r ,  p o i s  es tamos  cons ide rando  que a s  

funções  s ã o  "Lower-Semicontinous",  o que nos  i n d i c a  que o s  p a t a -  

mares s ã o  fechados  à d i r e i t a .  A l é m  d i s s o  nós  assumimos que 

f ( 0 )  = O p a r a  t o d a s  a s  funções  não  l i n e a r e s ,  l o g o ,  L do p r i m e i r o  

- 
pa tamar  é = 0 .  

~ 0 1 .  2 1  a 7 0  - PARÂMETROS DO PATAMAR (cada  campo com 10 p o s i ç õ e s ,  

t endo  duas c a s a s  d e c i m a i s )  

I n f o r m a r  o s  p a r â m e t r o s  a ,  b ,  c ,  d e e d a  função  

a + b x C  + d xe que d e s c r e v e  o p a t a m a r .  Se os  v a l o r e s  de c e e 

forem n u l o s  ou não  forem i n f o r m a d o s ,  s e r ã o  t r a n s f o r m a d o s  em 1. 



7.3 .4  - Car tão  Tipo 1 (Produção) 

A f i n a l i d a d e  dos c a r t õ e s  Tipo 1 é f o r n e c e r  o s  da-  

dos dos cent . ros  p r o d u t o r e s ,  P a r a  cada  c e n t r o  um c a r t ã o .  O s  c a r -  

t õ e s  Tipo  1 devem v i r  após os  c a r t õ e s  t i p o  0 .  O número de c a r -  

t õ e s  t i p o  1 tem que s e r  i g u a l  ao  informado no campo Número de 

Cen t ros  P r o d u t o r e s  ( C o l s .  11 a  14)  do Car tão  M e s t r e .  

O s  campos dos c a r t õ e s  s ã o :  

Col .  1 - TIPO 

D i g i t a r  1. 

Cal. 2 a  6 - NUMERO DO CARTÃO 

Coloca r  um número que i d e n t i f i q u e  o  c a r t ã o .  

cal. 7 a  10 - No PRODUTOR 

Coloca r  o número do nó p r o d u t o r ,  

c o l a  11 a 20 - VALOR DA PRODUÇAO (com duas c a s a s  d e c i m a i s )  

I n f o r m a r  a q u a n t i d a d e  p r o d u z i d a  p e l o  c e n t r o  produ-  

t o r .  



Col. 2 1  a  32 - NOME DO CENTRO PRODUTOR 

Informar  o  nome do c e n t r o  p rodu to r .  

7.3.5 - Cartão Tipo 2 (Transporte/Armazenagem) 

A f i n a l i d a d e  dos c a r t õ e s  t i p o  2 é f o r n e c e r  o s  da- 

dos dos armazéns e  meios de t r a n s p o r t e  da r ede .  P a r a  cada arco 

da rede  devemos t e r  um c a r t ã o .  

E s t e s  c a r t õ e s  devem v i r  em seguida  aos c a r t õ e s  ti- 

po l .  O número de c a r t õ e s  do t i p o  2 ,  deve s e r  i g u a l  ao informado 

no campo Número de a r c o s  (Cols .  1 5  a  18) do Car tão Mestre .  

: 0 s  a r cos  com funções não - l i nea re s  (côncavas ,  "esta- 

da" ou o u t r a s )  devem v i r  na  f r e n t e  dos demais. O nú- 

mero desses  c a r t õ e s  deve s e r  i g u a l  ao informado no 

campo ~Úmero  de a r cos  com funções não l i n e a r e s  (Cols.  

38 a  41) do Car tão Mestre .  

0 s  campos dos c a r t õ e s  t i p o  2 s ã o :  

Col. 1 - TIPO 

Digi  t a r  2 

Col , 2 a  6 - NÚMERO DO CARTÃO 

D i g i t a r  um número que i d e n t i f i q u e  o  c a r t ã o  



Co1.7 a 1 0  - NO D E  ORIGEM 

Informar o número do nó de origem do arco 

Col. 11 a 1 4  - NÓ DE DBSgINO 

Informar o número do nó de des t ino  do arco 

c o l a  1 5  - TIPO DO ARCO 

Informar : 

0 - s e  o arco s e  r e f e r e  a um meio de t r anspor te  

1 - s e  o arco s e  r e f e r e  a um armazém 

Col. 1 6  - TIPO - DE FUNÇAO 

Informar : 

O - s e  a função custo do arco 6 l i n e a r  

1 - s e  a função custo do arco é não- l inear  (côncava, 

"escada", ou ou t ras )  

cal. 2 1  a 30 - LIMITE INFERIOR (com duas casas decimais) 

Informar o l i m i t e  i n f e r i o r  de f luxo no arco.  Para 

arco com funções não-l ineares  não admitimos L f O .  

~ o l ,  31 a 40 - LIMITE SUPERIOR (com duas casas decimais) 

Informar o l i m i t e  s u p e r i o r  de f luxo no arco.  
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O número de c a r t õ e s  t i p o  3 deve s e r  i g u a l  ao i n f o r  - 

mado no campo número de c e n t r o s  consumidores ( C o l s .  19 a 2 2 )  do 

c a r t ã o  Mes t re .  O s  campos dos c a r t õ e s  s ã o :  

Col .  1 - TIPO 

Dig i  t a r  3 

Col . 2 a  6 - NOMERO DO CARTA0 

I n f o r m a r  um número que i d e n t i f i q u e  o  c a r t ã o  

~ 0 1 .  7 a 10 - NO CONSUMIDOR 

Coloca r  o  número do nó consumidor 

cal. 11 a  20  - 'VALOR DO CONSUMO (com duas c a s a s  d e c i m a i s )  

I n f o r m a r  a  q u a n t i d a d e  consumida no c e n t r o  consumi - 

Col.  2 1  a  32  - NOME DO CENTRO CONSUMIDOR 

I n f o r m a r  o  nome do c e n t r o  consumidor 

7 .4 .1  - I n t r o d u ç ã o  

O programa imprime o s  s e g u i n t e s  r e l a t ó r i o s  : 

1 ,  Lis tagem dos c a r t õ e s  de dados - É um "espelho"dos c a r t õ e s  de 

dados de e n t r a d a  



2 .  L i s t agem p a s s o  a  p a s s o  - Contendo a  cada  i t e r a ç ã o  o  conteúdo 

das  p r i n c i p a i s  v a r i á v e i s  p a r a  a n á l i s e  do p r o g r e s s o  do a l g o r i t  - 

mo. 

3. Resumo do p rocessamento  - Contendo dados resumidos s o b r e  o  r e  - 

s u l t a d o  do p rocessamento .  

4 .  R e s u l t a d o  do problema - Contendo dados de p r o d u ç ã o ,  t r a n s p o r -  

t e ,  armazenagem e  consumo. 

O resumo do p r o c e s s a m e n t o ,  sempre s a i r á  impresso  

ao f i n a l  da  execução do programa.  0 s  demais r e l a t ó r i o s  s ã o  op- 

c i o n a i s ,  podendo s e r  s e l e c i o n a d o s  p e l o  campo L i s t a  do C a r t ã o  Mes 

t r e  ( v e r  i t e m  7 . 3 ' 2 )  . Todos os  r e l a t ó r i o s  tem um c a b e ç a l h o  somen - 

t e  no i n í c i o ,  p o i s  achamos uma s o f i s t i c a ç ã o  d e s n e c e s s á r i a  i m p r i -  

m i r  c a b e ç a l h o  a  cada  p á g i n a  dos r e l a t ó r i o s .  

Dois campos aparecem em todos  o s  c a b e ç a l h o s ,  com 

exceção d a  l i s t a g e m  dos c a r t õ e s  de dados ,  que s ã o  VERSÃO e  PRO- 

BLEMA. 

O campo VERSAO i n d i c a  a  v e r s ã o  do programa.  No nos - 

s o  caço  é i g u a l  a  5 p o i s  como já  vimos no i t e m  7 . 2 . 1 ,  p e l a  e v o l u  - 
a  ção do programa nós  es tamos  n a  5 .  v e r s ã o .  E s t e  v a l o r  s ó  deve s e r  

a l t e r a d o  quando da  c r i a ç ã o  de uma nova v e r s ã o  do programa e  p a r a  

tando teremos que a l t e r a r  o  comando VERSAO: = 5 n a  r o t i n a  IMPRI- 

MIR. 



O campo PROBLEMA i d e n t i f i c a  o  problema r e s o l v i d o .  

E s t e  dado é copiado do C a r t ã o  M e s t r e .  

Nos i t e n s  a  s e g u i r  daremos uma d e s c r i ç ã o  do c o n t e ú  - 

do dos r e l a t ó r i o s ,  sendo que um t e s t e  completo com todos  o s  r e l a  - 

t ó r i o s  impressos  pode s e r  v i s t o  no Anexo 11. 

Vale r e s s a l t a r  que a s  mensagens i m p r e s s a s  dev ido  a  

algum e r r o  d e t e c t a d o  n a  l e i t u r a  dos c a r t õ e s  de d a d o s ,  s ã o  a u t o -  

e x p l i c a t i v a s  , não sendo  p o r t a n t o  d e s c r i t a s  n e s t e  c a p í t u l o .  

7 .4.2 - Lis tagem dos C a r t õ e s  de Dados 

Como vemos no exemplo 7.4 . l ,  contém um cabeça lho  

i n d i c a n d o  a s  co lunas  de 1 a  80 e  em s e g u i d a  em cada  l i n h a  o  " e s -  

pe lho"  de cada  c a r t ã o  de dados de e n t r a d a .  

Chamamos a t e n ç ã o  p a r a  o  f a t o  de que os  campos s ã o  

e d i t a d o s  n a  s a í d a ,  de modo que s e  p o r  exemplo,  um campo com 5 i n  - 

t e i r o s  e  2 dec ima i s  f o i  d i g i t a d o  com o  v a l o r  0123,  na  l i s t a g e m  

s a i r á  com 123,OO. 

7 .4 .3  - Lis tagem Passo  a P a s s o  

Uma i l u s t r a ç ã o  pode s e r  v i s  t a  no exemplo 7 . 4 . 2 .  A 
\ 

cada i t e r a ç ã o  do a l g o r i t m o  é impresso  um c o n j u n t o  de 2 l i n h a s .  



O cabeça lho  impresso  no i n í c i o  i n d i c a  a  p o s i ç ã o  dos 

campos K ,  N O ,  LS, L I ,  ERRO, TEMPO, PIOR, L (PIOR) e  CUSTO em 

L(PIOR), X(PI0R) e  CUSTO em X(PIOR), UIPIOR) e  CUSTO em U(PI0R) 

e  PTO, DIVISÃO e  CUSTO no PTO. DIVISÃO, campos e s s e s  c u j  a  des -  

c r i ç ã o  daremos a  s e g u i r :  

1, K 

I n d i c a  a  i t e r a ç ã o  do a l g o r i t m o  

2 .  NO 

I n d i c a  o  nó d a  l i s t a  de a b e r t o s  que e s t á  sendo s e p a r a d o ,  

3. LS 

contém o  v a l o r  do l i m i t e  s u p e r i o r  d a  f . 0 ,  

4 .  L I  

contém o  v a l o r  do l i m i t e  i n f e r i o r  d a  f , o .  

5 .  ERRO 

NOS d á  o  e r r o  máximo cometido a t é  a  i t e r a ç ã o  o b t i d a  p e l a  f ó r -  

mula 

0  e r r o ,  dependendo da  opção no c a r t ã o  Mes t re  pode s e r  dado em 

v a l o r  p e r c e n t u a l ,  (É e n t ã o  m u l t i p l i c a d o  p o r  100) 



6 .  TEMPO 

Tempo de CPU em segundos ,  g a s t o  a t é  a  i t e r a ç ã o  (não 6 contado 

o  tempo de l e i t u r a  dos c a r t õ e s  de dados)  

7 .  PIOR 

I n d i c a  o  p i o r  a r c o .  É o a r c o  que v a i  s e r  d t v i d i d o  em d o i s  n a  

i t e r a ç ã o .  O número que a p a r e c e  n e s s e  campo cor responde  ao n -  

ésimo a r c o  n ã o - l i n e a r  d e s c r i t o  a t r a v é s  dos c a r t õ e s  t i p o  2 n a  

e n t r a d a  de dados.  

8 .  L(PI0R) e  CUSTO em L(PI0R) 

correspondem r e s p e c t i v a m e n t e  ao l i m i t e  i n f e r i o r  de f l u x o  . no 

a r c o  a  s e r  d i v i d i d o  e  o  c u s t o  n e s t e  p o n t o .  

9 .  X(PI0R) e  CUSTO em X(FI0R) 

Se r e f e r e m  ao f l u x o  no a r c o  a  s e r  d i v i d i d o  e  ao c u s t o  no gon - 

t o  X(PI0R) 

10 .U[PIOR) e  CUSTO em U(PI0R) 

Se r e f e r e m  ao l i m i t e  s u p e r i o r  de f l u x o  no a r c o  a  s e r  d i v i d i d o  

e  ao c u s t o  n e s t e  p o n t o  

11 ,PTO. DIVISA0 e  CUSTO em PTO. DIVISA0 

Correspondem ao p o n t o  de d i v i s ã o  do a r c o  e  ao c u s t o  n e s t e  pon - 

t o .  É bom lembra r  que p a r a  funções  côncavas o  p o n t o  de d i v i -  

s ã o  é o p r ó p r i o  X(PI0R). P a r a  funções  pa tamar  os  d o i s  p o n t o s  

podem s e r  d i ç  t i n t o s .  



7 . 4 . 4  - Resumo do Processamento 

Um resumo do processamento pode ser visto no exem 

plo 7.4.3. 

São impressas as principais características como 

o número de nós da rede, número de centros produtores, número 

de arcos e número de centros consumidores, dados estes obtidos 

do cartão Mestre. Além disso são impressos: número de itera- 

ções, valor da função objetivo, tolerância (dada por cartão 

Mestre), erro máximo cometido em valor absoluto e um percen- 

tual, tempo total gasto, tempo do out-of-kilter e tempo do al- 

goritmo. 

Com relação aos tempos medidos, merece ser ressal - 

tado o seguinte: 

- 0s tempos são todos em segundos 

- 0s tempos foram medidos com o comando TIME (2) do Algo1 que 

nos dá o tempo de CPU 

- O tempo de out-of-Kilter se refere a soma dos tempos gastos 

nas diversas chamadas da procedure KILTER no programa 

Separamos o tempo da primeira chamada das demais pois ela nor - 

malmente leva mais tempo que as demais, pois partimos da solu - 

ção inicial X = O ;  como vimos, nas demais chamadas j á  entramos 

com uma solução inicial onde s; uma parte dos arcos estão fo- 

ra de KILTER. 



- O tempo do a l g o r i t m o  s e  r e f e r e  ao a l g o r i t m o  Branch and Bound 

sem c o n s i d e r a r  o  tempo g a s t o  com o  o u t - o f - k i l t e r .  

I m p o r t a n t e :  Caso o  número de i t e r a ç õ e s  n e c e s s á r i o  p a r a  a t i n g i r  a 

t o l e r â n c i a  d e s e j a d a  s e j a  de t a l  ordem que não s e j a  

mais poss i ' ve l  a rmazenar  o s  dados das f o l h a s  d a  a r b o -  

r e s c ê n c i a ,  nós  encerramos  o  programa imprimindo ao 

f i n a l  do resumo do p rocessamento  a  mensagem: 

Atenção :  Não f o i  p o s s í v e l  a t i n g i r  a  t o l e r â n c i a  dese-  

j  ada  

7 ,4 .5  - R e s u l t a d o  do Problema 

O r e s u l t a d o  do problema é impresso  em q u a t r o  p a r -  

t e s :  C e n t r o s  P r o d u t o r e s ,  T r a n s p o r t e ,  Armazenagem e  C e n t r o s  Con- 

sumidores .  

7 .4 .5 .1  - Cent ros  P r o d u t o r e s  

Como m o s t r a  o  exemplo 7 . 4 . 4 ,  contém os  v a l o r e s  d a  

produção dos nós  d a  rede,.  0s campos i m p r e s s o s  correspondem aos 

informados  nos  c a r t õ e s  t i p o  1 ( P r o d u ç ã o ) ,  além do t o t a l  d a  p rodu  - 

ção .  A e s q u e r d a  de cada  l i n h a  é impresso  um número de ordem. 

7 .4 .5 .2  - T r a n s p o r t e  - - 

Como pode s e r  v i s t o  no exemplo 7 . 4 . 5 ,  são impres -  

s o s :  um número de ordem, o  nome do meio de t r a n s p o r t e ,  o  a r c o ( r e  - 



p r e s e n t a d o  p e l o  nó de or igem e  nó de  d e s t i n o ) ,  o  l i m i t e  i n f e r i o r  

e  s u p e r i o r  de  f l u x o  no a r c o ,  o  c u s t o  u n i t a r i o  Cse a  f u n ç ã o  f o r  

ir 

l i n e a r ) ,  o  número d a  função  ( s e  2 funcão  f o r  não l i n e a r ) ,  o  i n -  

d i c e  de  r o t a ç ã o ,  a  capac idade  e s t a t í c a  do a r c o ,  o  f l u x o  no a r c o  

e  o  c u s t o  r e f e r e n t e  ao f l u x o .  

~ l é m  d i s s o  s ã o  impressos  ao  f i n a l  o  t o t a l  de f l u x o  

e  o  c u s t o  d e  t r a n s p o r t e .  

7 .4 .5 .3  - Armaz enagem 

Como vemos no exemplo 7 .4 .6 ,  é um r e l a t ó r i o  a n á l o -  

go ao  do T r a n s p o r t e ,  sendo que s e  r e f e r e  a o s  dados dos armazéns.  

7 .4 .5 .4  - C e n t r o s  Consumidores 

No exemplo 7 .4 .7  pode s e r  v e r i f i c a d o  que é Em r e l a  

t o r i o  a n ã l o g o  ao  d o s  C e n t r o s  P r o d u t o r e s ,  sendo que s e  r e f e r e  a o s  

dados dos C e n t r o s  Consumidores informados  n o s  c a r t õ e s  t i p o  3 

(consumo). 

















CAPITULO 8 

TESTES 

Foram r e a l i z a d o s  d o i s  t i p o s  de t e s t e s  no progra-  

ma: o p r imei ro  d e l e s ,  cu jos  r e s u l t a d o s  não achamos n e c e s s á r i o  

a p r e s e n t a r  n e s t e  t r a b a l h o ,  f o i  f e i t o  com um grupo de pequenos 

problemas com o s  r e s u l t a d o s  de todos  o s  passos  f a c i l m e n t e  c a l -  

c u l ~ v e i s  sem o a u x í l i o  de computador e que foram usados somen- 

t e  para  v e r i f i c a ç ã o  de poss?ve is  e r r o s  de l ó g i c a  e de  c o d i f i c a  - 

o segundo t i p o  de t e s t e  f o i  r e a l i z a d o  com problemas maio- 

r e s ,  apresen tados  n e s t e  c a p í t u l o ,  cu jo s  r e s u l t a d o s  servem p a r a  

medidas de performãnce,  comportamento em casos  r e a i s  e . pa ra  

comparações com o u t r o s  t r a b a l h o s .  

Apresentaremos en t ão  t r ê s  grupos de t e s t e s  a s a -  

b e r :  t e s t e s  com funções  contavas, t e s t e s  com funções  t i p o  e sca  - 

da e t e s t e s  comparat ivos .  

Fizemos en t ão  como veremos, t e s t e s  pa ra  v e r i f i -  

c a r  o ccmportamento do a lgor i tmo com d i f e r e n t e s  funções  e com 

menor ou maior número de funções não l i n e a r e s  usando basicamen v 

t e  dados dos t r a b a l h o s  da CIBRAZEM 1 1 e MONTEROSSO 1 l 1 . 

Todas a s  funções  de  c u s t o  foram expressas  em t e r  - 

mos da capacidade e s t á t i c a  de armazenagem v .  E s t a  capacidade e 



o b t i d a  d i v i d i n d o - s e  o  f l u x o  a n u a l  do armazém p e l o  Endice d e  r o  - 
t a ç ã o ,  f o r n e c i d o  p e l a  CIBRAZEM. 

Como r e s u l t a d o  de  c a d a  problema,  damos o  v a l o r e n  - 

c o n t r a d o  p a r a  a  função  o b j e t i v o  F(x )  do problema (.na r e a l i d a d e  

6 um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  v a l o r  Õtimo de F ( x ) )  , o  v a l o r  de 

L I  ( l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  v a l o r  ót imo de F . (x ) ) ,  o  e r r o  comet i  - 
d o ,  o  tempo de CPU e  o  numero de  i t e r ã ç u e s ,  além d i s s o , a p r e s e n  - 
tamos um g r a f i c o  I t e r a ç ã o  x E r r o  a t r a v é s  do q u a l  s e  pode t e r  

uma v i s u a l i z a ç ã o  da'  c o n v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o ,  v e r i f i c a n d o  a  

cada  i t e r a ç ã o  o  e r r o  aproximado comet ido  e  p e r m i t i n d o  uma pro-  

j e ç ã o  p a r a  que s e  t e n h a  i d é i a  do número de i t e r a ç õ e s  n e c e s s a -  

r i a s  p a r a  ob tenção  d e  uma d e t e r m i n a d a  t o l e r â n c i a .  

Todos o s  t e s t e s  com e x c e s s ã o  do 8 .4 .1  foram exe - 

c u t a d o s  no tempo d e  150 segundos .  

Um t e s t e  completo pode s e r  v i s t o  no Anexo I11 on - 
de apresentamos  t o d o s  o s  r e l a t ó r i o s  do problema 8 .4 .1 .  

Vale  l embra r  que em t o d o s  o s  problemas  assumimos 

que o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  de  c u s t o  d e  cada  armazém g ( v )  na o r i g e m 6  

i g u a l  a  z e r o ,  i s t o  6 ,  g ( 0 )  = 0. 

8.2 - TESTES COM FUNGUES CONCAVAS 

Usamos p a r a  e s t e s  t e s t e s  o s  dados da  r e d e  1 do 

t r a b a l h o  de  MONTEROSSO / I 7 [ .  



T r a t a - s e  bas icamente  de um problema de l o c a l i z a -  

ção de armazéns pa ra  estocagem de  a r r o z  nas mic ro - r eg i ãe s  34 

e  35 do Maranhão com dados o b t i d o s  da C I B R A Z E M  1 1 . 

Os c u s t o s  de t r a n s p o r t e  foram i n f e r i d o s  Por 

MONTEROSSO [ 1 7 1 ,  de dados da  Tabela  Nacional  de F r e t e s ,  e m i t i -  

da p e l o  S i n d i c a t o  de T ranspo r t e  de Carga do Rio de J a n e i r o .  

Como c e n t r o s  p rodu to re s ,  foram cons iderados  9 mu - 

n i c í p i o s  da micro- reg ião  34 e  1 4  municípios  da micro- reg ião  35 .  

Como o f e r t a  em cada m ~ n i c ? ~ i o ,  f o i  usada a  p r o j  eção pa ra  1976 

dos s a l d o s  comercializãveis,,obtida a  p a r t i r  de uma regressão '  

l i n e a r  com dados dos Últimos anos .  

A produção t o t a l  o f e r e c i d a  e de 317487 tone l adas /  

ano ,  que deve f l u i r  a t r a v é s  dos armazéns, pa ra  5  c e n t r o s  consu - 

midores f i xados  em São Luiz ( 3 5 % ) ,  Tinon ( 3 0 % ) ,  Candido Mendes 

( 2 0 % ) ,  Por to  Franco (10%) e  Impera t r i z  ( 5 % ) .  E s t a  d i s t r i b u i ç ã o  

de demanda f o i  a r b i t r a d a ,  por  não haver  informação p r e c i s a  d i s  - 

pon íve l .  

Foram esco lh idos  1 3  l o c a i s  considerados  poten-  

c i a lmen te  a t r a t i v o s  pa ra  a  l o c a l i z a ç ã o  de armaz6ns. SZo e l e s :  

Bom Ja rd im,  Lago da  Pedra ,  Monção, ~ i n d a r é  M i r i r i i ,  San ta  ~ n ê s ,  

Santa  Luz ia ,  V i t o r i n o  F r e i r e ,  Bacabal ,  Ip ixuna ,  Olho d  ' água 

das  Cunhas, P e d r e i r a s ,  Poção de Pedras  e  Santo Antonio dos Lo- 

pes .  A capacidade máxima de cada armazém 6 de 60.000 t o n e l a -  

d a s .  



0s  í n d i c e s  de r o t a ç ã o  dos a r m a z h s  são  1,l para  

a  micro-regi20 34 e  1 , 0 7  para  a micro-regi20 3 5 ,  

A r ede  de t r a n s p o r t e s  u t i l i z a d a  e c o n s t i t u í d a  de 

2 4 3  a r c o s .  

O s  t r ê s  t e s t e s  a  s e g u i r  foram f e i t o s  p a r a  que s e  

pudesse v e r i f i c a r  o  comportamento do programa com funções  de 

cus to  d i f e r e n t e s .  



P r o b l e m a  8 . 2 . 1  

F u n ç á o  d e  c u s t o :  gl(v) = 1 4 3 9 2 3 0 , 4 0  , 

R e s u l t a d o  : 

F ( x )  = 13628;1166. ,94  - 

L I  = 1 3 4 9 1 4 1 0 3 , O o  

E r r o  = 1 , 0 0 %  

N I h e r o  d e  i t e r a ç õ e s  = 1 3 1  



P r o b l e m a  8 . 2 . 2  

F u n ç ã o  d e  c u s t o :  g 2 ( v )  = 4 0 0 0 0 0  + 5 0 0 0 0  1'7, O v < 6 0 0 0 0  - 

R e s u l t a d o  : 

F ( x )  = 1 9 6 8 3 3 3 5 9 , 8 1  

L I  = 191303068 ,OO 

E r r o  = 2 , 8 1 %  

~ ú r n e r o  de i t e r a ç õ e s  = 6 6  



Problema 8.2.3 

Funçáo de custo: g3(v) = 400000 + 6000 fi, O < v - c 60000 

Resultado: 

Erro = 1i,!375 

Número de iteragões = 126 



Nos nQssos testes usamos em primeiro lugar ama 

função extremamente simples que 6 a funçao linear gl (v). Como 

era de se esperar o algoritmo se comportou extremamente bem, 

como pode ser visto pelo gráfico. 

No problema 8.2.2 usamos uma função contava do 

tipo a + b fi onde o parâmetro b era bastante elevado, tentan - 

do com isso criar uma situação bem desfavorável. O resultado 

como se pode verificar foi bem pior do que o do problema ante- 

rior. 

No problema 8.2.3, usamos uma função concava do 

mesmo tipo, com o parâmetro b bem menor. Essa funçzo 6 bastan- 

te semelhante às usadas por Monterosso I i 7 1  nos testes com da- 

dos reais. Obtivemos um comportamento intermediário em relação 

aos dois testes anteriores, 

Apesar do que foi visto com as três fungões usa- 

das, seria dificelimo chegarmos a alguma conclusão definitiva 

sobre o comportamento do algoritmo, baseados nas característi- 

cas das funções concavas usadas. 

Apresentamos a seguir mais dois problemas, nos 

quais usamos os dados do problema 8.2.3, transformando respec- 

tivamente os custos dos 13 e 26 primeiros arcos de transporte 

de fixos para concavos , usando a funçáo gj (-v) e Tentamos com is - 

so manter o tanto quanto possível as condições do problema 

8.2.3, com a finalidade de verificarmos o comportamento do al- 

goritmo com o aumento do ncmero de arcos com funções concavas. 



Problema 8.2.4 

Custo de  t r a n s p c r t e  dos 1 3  p r ime i ros  a r c o s  concavos e  cus to s  de 

armazenagem cÔncavos ( t o t a l :  26 a r c o s  com c u s t o s  concavos) 

~ u n ç á o  de  c u s t o :  gg (v )  = 400000 + 6000 fi , O < v - < 60000 

Resul tado : 

F ( x )  = 137371892,60 

L I  = 133340809,OQ 

Erro  = 2,93% 

~Úmero de  i t e r a ç o e s  = 151 

ERRO (O/o) 
A 

7 - 

6 - 

5 - 

4 - 

3 - 

2 - 

4 - 

. - e 

I I I I I I I I I t I 

10 20 30 40 5'0 60 i 0  80 9.0 100 li0 120  li^ f i o  150 i 0  b~~~~~~~~ 



Problema 8.2 .5  

Custo de t r a n s p o r t e  dos 26 p r ime i ros  a r c o s  c8ncavos e  c u s t o s d e  

armazenagem concavos ( t o t a l :  39 a r c o s  com funçQes côncavas) .  

Função do c u s t o :  g3(v) = 400000 + 6000 fi , O < v < 60000 - 

Resul tado :  

F ( x )  = 135383556,43 

L I  = 129042900,OO 

Erro  = 4 ,68% 

~ ú m e r o  de i t e r a ç õ e s  = 139 



Como e r a  de s e  e s p e r a r ,  comparados os  r e s u l t a d o s  

dos problemas 8 .2 .3 ,  8 .2 .4  e 8 .2 .5 ,  a medida em que o nfimero 

de a r cos  com funções  de c u s t o  concavas c r e s c e  p i o r a  a v e l o c i d a  

de de convergência  do a lgor i t ino ,  i s t o  é ,  a t a x a  de decréscimo 

médio do e r r o  por i t e r a g ã o  6 menor. Mão s e  pode d i z e r  que a r e  - 

l a ção  s e j a  d i r e t a .  NÕS duplicamos e t r i p l i c a m o s  o número de a r  - 

tos com funções  de  c u s t o  côncavas em r e l a ç ã o  ao problema 8.2 .3  

e a ve loc idade  não decresceu  na mesma proporcão,  

8.3 - TESTES COM FUNÇOES DO TIPO ESCADA 

Para  que t ivessemos  dados pa ra  comparações usa-  

mos como..-base o problema 8 .2 .3 .  

Transformamos a funçáo g3(v)  nas funçóes  g 4 ( v ) .  

g5(v) e g6(v)  com 1 . 3  e 10 patamares respec t ivamente .  A t r a n s -  

formação f o i  f e i t a  como mostra  a f i g u r a  abaixo 



Apesar da aproximação não ser muito boa, achamos 

que o comportamento dos testes deveria se assemelhar ao do pro - 

blema 8 , 2 . 3 .  

Pelo tipo de divisão que fazemos no caso das 

funções escada 6 de se esperar que para funções com maior ncme - 

ro de patamares a convergência piore. 

Apresentamos então a seguir os resultados dos 

testes com as três novas funções. 



 unção de custo g 4 ( v )  = 1 4 3 9 2 3 0 , 4 0  , 0  < v < 6 0 0 0 0  - 

F(x)  = 1 3 6 2 8 2 1 6 6 , 9 4  

L I  = 135371674 ,OO 

E r r o  = 0 , 6 7 %  

Número de  i t e r a ç õ e s  = 1 0 1  



P r o b l e m a  8 . 3 . 2  

8 2 4 2 6 4  ,O0 O < v - < 1 0 0 0 0  

F u n ç á o  d e  c u s t o  g 5 ( v )  = 1 2 4 8 5 2 8 , l O  1 0 0 0 0  < v - < 3 0 0 0 0  

1 6 7 2 7 9 2 , Z O  3 0 0 0 0  < v - 6 0 0 0 0  

R e s u l t a d o :  

F ( x )  = 1 3 7 7 3 6 1 4 4 , l S  

L I  = 1 3 4 9 2 5 7 0 7 , O O  

E r r o  = 2 , 0 4 %  

~ Ü m e r o  d e  i t e r a ç õ e s  = 9 7  



P r o b l e m a  8 . 3 . 3  

R e s u l t a d o  : 

F ( x )  = 1 3 7 9 1 7 3 7 5 , 4 0  

L I  = 1 3 4 0 2 8 5 7 8 , O O  

E r r o  = 2 , 8 2 %  

Número de i t e r a ç - Õ e s  = 80 



Como vemos, apesa r  de mais uma vez não podermos 

chegar a conclusões  d e f i n i t i v a s ,  o aumento do n6mero de patama - 

r e s  da função escada ,  t ende  a piomar a convergência  do a l g o r i t  - 

mo. I s s o  f i c a  b a s t a n t e  r e s s a l t a d o  quando s e  compara o problema 

8.3 .1  com o problema 8.3.2 quando aumentamos o número de p a t a -  

mares de 1 p a r a  3 .  J; não f i c o u  t ã o  evidenciado na comparação 

e n t r e  os  problemas 8.3.2 e 8 .3 .3  quando aumentamos o número de 

patamares de 3 pa ra  1 0 .  Neste segundo c a s o ,  poder ia  s e  e s p e r a r  

uma p i o r a  cons ide rave l  no comportamento do a lgo r i tmo ,  o qu e 

não aconteceu .  Acreditamos que a j u s t i f i c a t i v a  possa  e s t a r  no 
Li 

f a t o  de que,  da forma como conçtruimos a s  funçoes  escada ,  a  

medida em que aumentamos consideravelmente  o ncmero de  patama- 

r e s ,  a s  aproximações l i n e a r e s  f i ca r am melhores ,  i s t o  é ,  f i c a -  

ram menos "a f a s t adas"  da função escada.  

Um f a t o  que deve s e r  r e s s a l t a d o  nos nossos  t e s -  

t e s  6 que apesa r  de g4(v)  s e r  i g u a l  a  g l (v)  , a convergência  pa - 

r a  o problema 8.3 .1  f i c o u  bem melhor do que pa ra  o problema 

8 .2 .1 ,  mostrando que numa função escada com 1 patamar ,  deve s e r  

t r a t a d a  e f e t i vamen te  como uma função escada e não como uma f u n  v 

ção côncava. 

Analogamente ao que f o i  f e i t o  no i tem 8 . 2 ,  r e s o l  

vemos mais d o i s  problemas onde aumentamos o número de a r c o s  com 

funções escada p a r a  2 6  e  39 respec t ivamente  usando d e s t a  vez 

como funçáo de c u s t o  a g 5 ( v ) .  0 s  r e s u l t a d o s  foram os  que s e  

seguem: 



Problema 8 .3 .4  

Custo d e  t r a n s p o r t e  dos 13  p r i m e i r o s  a r c o s  e  c u s t o s  d e  armaze- 

nagem e x p r e s s o s  por  f u n ç õ e s  &o t i p o  escada  [ t o t a l ,  26 a r c o s  

com f u n ç õ e s  do t i p o  escada)  

Função d e  c u s t o  g 5 ( v )  = 1248528, lO 10000 v - < 30000 

1672792,ZO I 30000 < v < 60000 - 
R e s u l t a d o  : 

E r r o  = 2 , 8 4 %  



P r o b l e m a  8 . 3 . 5  

C u s t o  d e  t r a n s p o r t e  d o s  26  p r i m e i r o s  a r c o s  e  c u s t o  de  a r m a z e n a  v 

gem e x p r e s s o s  p o r  f u n ç õ e s  d o  t i p o  e s c a d a  ( t o t a l :  39  a r c o s  com 

f u n ç õ e s  do t i p o  e s c a d a )  

824264,OO O < v - FJ 10000  

 unção d e  c u s t o  g 5 ( v )  = 1 2 4 8 5 2 8 , l O  1 0 0 0 0  < v v < 30000  

1672792,ZO !I 30000 < v  - < 60000 

R e s u l t a d o  : 

F ( x )  = 1 3 4 6 7 4 6 8 7 , 6 7  

L I  = 128847550,OO 

E r r o  = 4 , 3 3 %  

~ Ú m e r o  d e  i t e r a ç õ e s  = 1 2 4  



Comparados o s  r e s u ~ . t a d o s  dos problemas 8 .3 .2 ,  

8.3.4 e  8 .3 .5 ,  ve r i f i camos  analogamente ao que vimos nos  t e s -  

L 

t e s  com funções  côncavas ,  que,  a  medida em que aumentamos o  nú - 

mero de a r c o s  com funções  de c u s t o  do t i p o  escada ,  p i o r a  a  ve-  

l oc idade  de convergência  do a lgo r i tmo .  

8.4 - TESTE COMPARATIVO 

Fizemos um t e s t e  comparativo com um dos p r o b l e -  

mas r e s o l v i d o s  por Monterosso 1 1 e cu jo  r e s u l t a d o  ,aompleto é 

apresen tado  em anexc ao seu t r a b a l h o .  T ra t a - se  da  mesma rede 

que u t i l i z a m o s  nos nossos  t e s t e s ,  com função côncava g(v)  = 

215250 + 6566,25 fi. Apresentamos a  s e g u i r  o  resumo do proces  - 

samento ana l i s ando  os r e s u l t a d o s  e no anexo 111 o r e s u l t a d o  

completo do t e s t e  por nós r e a l i z a d o .  



F u n ç á o  g7 (v )  = 2 1 5 2 5 0  + 6 5 6 6 , 2 5  6 

R e s u l t a d o :  

F(x) = 1 3 6 8 7 4 9 0 8 , 9 5  

L I  = 1 3 5 0 8 9 6 5 6 , Q O  

E r r o  = 1 , 3 0 %  

Número d e  i t e rações  = 1 1 0  

ERRO 

7 - 

6 - 

5 - 

4 - i  

3 - 

2 - 

1 - 

I I I I I I I I I I 
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Comparando o s ~ r e s u l t a d o s  com o s  d e  Monterosso  

117 (  podemos v e r i f i c a r  que o  n o s s o  a l g o r i t m o  o b t e v e  um v a & o r  

melhor  p a r a  F(x)  com urii e r r o  máximo de  1 , 3 0 % ,  com menor tempo 

de CPU. 

A c o n f i g u r a ç ã o  f i n a l  d e  armazenagem , e n c o n t r a d a  

f o i  quase  a  mesma, No nosso  r e s u l t a d o  f o i  a c r e s c e n t a d o  um arma - 
zém em P e d r e i r a s ,  t endo  s i d o  d iminu ido  o  f l u x o  em V i t o r i n o F r e i  - 

r e ,  Bacabal  e  S a n t o  Antonio dos  Lopes.  Houve tanbêm um pequeno 

acrésc imo no f l u x o  em Lago d a  P e d r a .  

8 . 5  - COMENTARIOS ADICIONAIS 

A l é m  do que j á  f o i  d i t o  nos i t e n s  a n t e r i o r e s ,  

g o s t a r í a m o s  a i n d a  de r e s s a l t a r  o  s e g u i n t e :  

1. E x i s t e  uma t e n d ê n c i a  mui to  f o r t e  de  obtermos pe r fo rmances  

p i o r e s  quando o  número d e  a r c o s  com f u n ç õ e s  de c u s t o  não li - 
n e a r e s  aumenta.  

2 .  O t i p o  d e  f u n ç ã o  de c u s t o  u s a d a  i n f l u i  no comportamento do 

a l g o r i t m o ,  e m b o r a n ã o  s e  p o s s a  a f i r m a r  a  p r i o r i  que t i p o s  

de função dão melhores  ou p i o r e s  r e s u l t a d o s ,  

3 .  F o i  i m p o r t a n t ~ s s i m o  termos  e s c o l h i d o  um a l g o r i t m o  p a r a  a 

r e s o l u ç ã o  dos problemas  l i n e a r e s  com uma performance  boa. 

Como pode s e r  v i s t o  no resumo do processamento  do t e s t e  

8 . 4 . 1  ( v i d e  anexo 1111, nós  chamamos 2 2 1  v e z e s  o  a l g o r i t m o  



OUT-OF-KILTER, gas tando com i s s o  c e r c a  de 9 0 %  do tempo t o -  

t a l .  

I n t e r e s s a n t e  também é 2 d i f e r e n ç a  de tempo e n t r e  a  p r ime i r a  

chamada do OUI-OF-KILTER com c e r c a  de 1 2  segundos e  a  média 

das  demais chamadas que f o i  de  aproximadamente 0 . 5  segun- 

dos ,  comprovando o  que tinhamos p r e v i s t o  na  p a r t e  t e ó r i c a  

d e s t e  t r a b a l h o .  

4. Em a lguns  t e s t e s  o  tempo m&lio por i t e r a ç ã o  f o i  bem menor 

dc  que em o u t r o s  o  que pode t e r  s i d o  ocasionado por  condi-  

~ Õ e s  p a r t i c u l a r e s  d e s t e s  t e s t e s  que pioraram o  tempo médio 

u t  i1 izado p e l o  OUT-OF-KILTER. 

5. Comparando o s  t e s t e s  com funções  d o  t i p o  escada  com aque les  

f e i t o s  com funções  concavas vemos que a  performance é e m ' a l  - 
guns casos  a t é  melhcr pa ra  a s  f u n ç 6 . e ~  t i p o  escada.  

6 .  O s  t e s t e s  com f u n ~ õ e s  do t i p o  escada foram r e a l i z a d o s  com 

um número de i t e r a ç õ e s  bem menor do que s e  pode r i a  supo r ,  

j á  que teor icamente  o  numero de i t e r a ç õ e s  pode r i a  no p i o r  

caso  s e r  bem maior.  

Apesar de não termos f e i t o  t e s t e s  comparat ivos ,  i s t o  nos 

dá  a  c e r t e z a  de termos desenvolvido um bom a lgo r i tmo  pa ra  a  

r e so lução  de problemas com funções  do t i p o  escada .  



CONCLUSÕES FINAIS 

O o b j e t i v o  b á s i c o  do nosso t r aba lho  f o i  o desenvol - 
vimento de um a lgor i tmo baseado no método Branch and Bound, que 

nos l e v a s s e  a uma solução Õtiiiia e x a t a  de um problema de l o c a l i z a  - 
ção ,  com l i m i t a ç õ e s  de capacidade n a  r ede ,  r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  e 

funções  de c u s t o  concavas ou do t i p o  escada ,  além de desenvolver  - 

mos um sof tware  implementado em computador de f á c i l  manuseio. 

Para  a t i ng i rmos  e s s e  o n j e t i v o ,  uma das  n o s s a s p r e o  - 

cupações f o i  a de a p r e s e n t a r  em pr imei ro  l u g a r  um resumo do 

Branch and Bound, v i sando  um entendimento da f i l o s o f i a  b g s i c a  ne  - 

l e  con t ida .  Apresentamos como i l u s t r a ç ã o  um exemplo s imples  de 

uma ap l i cação  à programã.ção l i n e a r  i n t e i r a ,  acompanhando passo a 

passo o desenvolvimento do a lgor i tmo a t é  a obtenção da  so lução  

Otima. Apresentamos em seguida  o Branch and Bound em a p l i c a ç õ e s  

a r e d e s  de f l uxo  c a p a c i t a d a s  com função o b j e t i v a  concava. Nesta 

p a r t e ,  f izemos um detalhamento do t r a b a l h o  de Soland 1 2 2 1 ,  ap re -  

sentando d e f i n i ç õ e s ,  lemas e teoremas b á s i c o s  e de ta lhando  o s  

passos  do a lgor i tmo proposto .  Fizemos em seguida  uma adaptação 

do a lgor i tmo a problemas de l o c a l i z a ç ã o  capac i t ados  com função 

o b j e t i v o  do t i p o  escada.  Es t a  f o i  uma p a r t e  inovadora  do nosso 

t r a b a l h o  onde,  além da  apresen tação  d e t a l h a d a  do a l g o r i t m o ,  f i z e  - 

mos a prova de o t ima l idáde  e convergência ,  alem de um es tudo  da 

complexidade do a lgor i tmo.  Apresentamos então o programa desen- 

vo lv ido ,  dando d e t a l h e s  de  l inguagem, equipamento usado,  r o t i -  



n a s ,  formato das  v a r i á v e i s  e t c . . .  Mostramos como s e  f a z  a  e n t r a -  

da de dados e  como são o s  r e l a t ó r i o s  impressos.  Podemos d i z e r  

que o programa, da forma como f o i  desenvolvido e  e s t á  ap re sen t a -  

do, c o n s t i t u i - s e  num "paco te  abe r to" ,  p o s s i b i l i t a n d o  em caso 

de neces s idade ,  que s e j a  modi f icado ,  e  que novos desenvolvimen- 

t o s  possam s e r  f e i t o s ,  u t i l i z a n d o - s e  o  seu " fon te" .  Fizemos com 

o  programa v á r i o s  t e s t e s  com o  i n t u i t o  de v e r i f i c a r  o  comporta- 

mento do a lgor i tmo com d i f e r e n t e s  funções  e  com menor ou maior 

número de funções  não l i n e a r e s ,  usando basicamente  dados do s 

t r a b a l h o s  da CIBRAZEN 1 4 1  e  Monterosso 1 1 7 1 .  

Apesar da  u t i l i z a ç ã o  do Branch and Bound mu i t a s  ve - 

z e s  c o n s t i t u i r - s e  num dksafj io,havendo d i f i c u l d a d e  de s e  r e s o l v e r  

problemas maiores ,  j á  que o  tempo ou a  memória g a s t o s  podem t o r  - 

n a r  a  t a r e f a  i n v i á v e l ,  conseguimos mos t ra r  que ,  usando-se t o l e -  

r â n c i a s  mui tas  da s  vezes  pe r f e i t amen te  a c e i t á v e i s ,  conseggem3se 

r e s u l t a d o s  e x c e l e n t e s  e  acima de tudo c o n f i á v e i s .  Comparados o s  

tempos dos  nossos  t e s t e s  da seção 8 .1  e  da seção 8 . 4  com o s  de 

Monterosso 1 1 , ve r i f i camos  que estamos obtendo r e s u l t a d o s  com 

tempos de r e s p o s t a  b a s t a n t e  bons .  

No nosso t r a b a l h o  usamos o  a lgor i tmo p a r a  t r a t a -  

mento de funções  concavas com base  pa ra  o s  problemas com funções  

do t i p o  escada.  

d 

Achamos que a  evolução n a t u r a l  de s se  t r a b a l h o  e  

em pr imei ro  l u g a r  o  t ra tamento  de funções  t i p o  escada com o s  de- 

g r aus  não ob r iga to r i amen te  d e c r e s c e n t e s ,  como mos t ra  a  F igura :  



Mais i n t e r e s s a n t e  a i n d a  e  pe r f e i t amen te  a c e i t a -  

v e l  s e r i a  e v o l u i r - s e  para  funções  côncavas por  p a r t e s  como mos - 

t r a  a  f i g u r a :  

- 

E s t e s  t i p o s  de flinções poderiam s e r  a p l i c a d o s  quan - 

do s e  t r a t a s s e  d a  cons t rução  de s i l o s  onde cada um t i v e s s e  um 

c u s t o  i n i c i a l  e  t ivessemos que c o n s i d e r a r  economia de e s c a l a  pa - 

ra.a a o n ~ t r u ç ã o  i n d i v i d u a l  de cada um d e l e  S .  

De qualquer  forma, s e j a  qua l  f o r  o  caminho ado ta  - 

do a  p a r t i r  d a q u i ,  consideramos que a p e s a r  da  quant idade gran-  

de de t r a b a l h o s  publ icados  a  r e s p e i t o  do a s sun to  e l e  não e s t á  

esgotado,  havendo a inda  um v a s t o  campo a b e r t o  pa ra  e s t u d o s .  
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ANEXO I 

LISTAGEM DO PROGRAMA FONTE 
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ANEXO I1 

FORMULARIOS PARA ENTRADA DE DADOS 
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ANEXO 111 

TESTE COMPLETO DO PROBLEMA 8 . 4 . 1  



ANEXO 111.1 - CARTÕES DE DADOS 





48 
49  
50 
5 l 
52 
5 6 
54 
55 
!i& 
57 
58 
59  
BC! 
6 1 
62 
6 5  
64 
65 
66 
h7 

$9 
7 O 
7 I 
7 2  
7 5 
'1 4 
7 5  
7 6  
1 9  
7 8  
7 9  
60 
8 l 
W 2 
R3 
84 
Y 5 
8 $  
r37 
8 8  
8 9  
90  
9 1 
9 2  
9.5 
94 
9s 
Sb 
97 
9 a 
99  

1 Q U  
101  
202 
$ 0 5  
104 
105 
106 
a o 7  
106 
$ 0 9  
a i o  
2 11 
162 

257 ,&r! 
w ã o u  

17 1 stlti 
25.3,.35 
S!'l ,Yo 
l a , a o  
1954, o 0  
115, á o  

7'0,,QP 
$30 , gcl 
h2 * l Iq 
b 5 O r t  

1 Y l . t s Q  
1'1âe2u 
1 j ' ~ 1 . 3 ~ ~  
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ANEXO 111.2 - LISTAGEM PASSO A PASSO 













ANEXO 111.3 - RESUMO DO PROCESSAMENTO 





ANEXO 1 1 1 . 4  - C E N T R O S  PRODUTORES 





ANEXO I11 . 5  - TRANSPORTE 

























ANEXO 1 1 1 . 6  - ARMAZENAGEM 





A N E X O  1 1 1 . 7  - C E N T R O S  C O N S U M I D O R E S  






