
E VENDA D E  INSUMOS NUMA COOPERATIVA  

A G R ~ C O L A :  UMA APLICAÇÃO DO PROBLEMA DA 

M O C H I L A  0 -1  

P a u l o  R o b e r t o  de C a s t r o  V i l l e l a  

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇÃO DOS PROGRAMAS DE 

PUS-GRADUAÇÃO DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO R I O  DE JANEIRO COMO PARTE 

DOS REQUISITOS PARA OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE EM CIÊNCIAS (M. S c . )  

 provada p o r :  

R I O  DE JANEIRO, R J  - BRASIL  

OUTUBRO DE 1 9 8 3  



AGRADECIMENTOS 

Ao s e  f indar  um trabalho como esse  nos lembramos imediatamente 

daqueles que participaram diretamente do mesmo. Se reflet irmos mais um pou - 

co veremos que demos mais um passo na caminhada pela vida, e nes te  contex - 
t o  muitos são aqueles que também participaram desse trabalho. A todos agra - 

deço pela contribuição que me deram. 

Em pa r t i cu la r ,  agradeço aos professores e funcionarios do Pro - 

grama de Sistemas e Computação da COPPE/UFRJ pela atenção e dedicação; aos 

meus c01 egas no curso de mestrado pela amizade; aos c01 egas da Faculdade de 

Engenharia da UFJF pelo apoio; aos par t ic ipantes  da banca de t e s e  pelas 

c r í t i c a s  a essa obra; à Rosana e Ana pelo excelente trabalho da t i lográ f i  - 

co; à COTREFAL e à ACARPA pelos dados fornecidos; ao CENTREINAR pelo apoio 

recebido; à Rita,  minha esposa, pela compreensão; ao Artur por s e r  meu f i  - 
1 ho; e aos meus pais por me criarem. 

Em especial gostar ia  de agradecer ao meu orientador, Prof. Cláu - 
dio Thomas Bornstein, pela dedicação que mostrou t e r  e principalmente pela 

amizade e honestidade sempre presente em todos os momentos de nossa convi - 

vência. 



i i i  

RESUMO 

Apresentamos uma modelagem para i n s t a l a ç ã o  de postos  de a tendi  - 

mente e venda de insumos (sementes,  f e r t i l i z a n t e s ,  e t c . )  à a g r i c u l t o r e s  de 

uma coopera t iva ,  onde são  anal isados:  1 ) o dimensionament~ de t a i s  pos tos ,  

e 2 )  a escolha  de qua is  d e s t e s  deverão s e r  cons t ru idos  considerando a l imi  - 

t ação  de recursos  f i n a n c e i r o s  e ob je t ivando o t imiza r  a1 gum c r i t é r i o  fixado. 

O segundo item des ta  a n á l i s e  conduziu ao Problema da Mochila 0-1, que é en - 

t ã o  estudado em de ta lhe ,  e para o qual desenvolve-se e implementa-se um a1 - 

gor i  tmo "branch-and-bound" . São mostrados t e s t e s  computacionai s que compro - 

vam a e f i c i ê n c i a  d e s t e  a lgor i tmo.  



ABSTRACT 

We 

for  a cooperat 

of the service 

present a 

ive of agr 

s ta t ions.  

mociel fo r  the establ ishment of service s tat ions 

icul tural production. F i rs t  we analyse the  dimensisns 

Then we choose which of them may be constructed, 

given a limited amount of f inant ial  recourse, so that  given c r i t e r i a  a re  

optimized. The second part sf  the analysis deals with the O - 1 Knapsack 

probl em. We examine the probl em w i t h .  some detail  and deve1 op a 

branch-and-bound a1 gorithm t o  solve i t .. Computational resul t s  a re  presented 

that  show the efficiency of the algorithm. 
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Quando começamos a t r a b a l h a r  nes ta  t e s e ,  a i d é i a  e r a  a p l i c a r  

t écn icas  de l o c a l  ização,  desenvolvidas na COPPE,  a uma s i  tuação concreta  

de armazenamento de grãos.  

Dentro d e s t e  o b j e t i v o  su rg iu  então a oportunidade de f a z e r  um 

t r aba lho  com o CENTREINAR (Órgão r e s u l t a n t e  de convênio e n t r e  a Universida 

de Federal de Viçosa e a CIBRAZEM, e sediado em Viçosa, MG) que vinha de 
- - -  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

senvolvendo um novo s i l o  secador  u t i l i z a n d o  energ ia  s o l a r  como f o n t e  térmi - 

ca - v e r  Sinicio-Roa 1 29 1 .  Dos con ta tos  com o CENTREINAR f i c o u  evidenciado 

o i n t e r e s s e  em s e  e s tuda r  um s is tema de armazenagem para uma cooperat iva - a 

grTcola,  visando ou não a u t i l i z a ç ã o  dos s i l o s  secadores  a energ ia  s o l a r .  

A p a r t i r  d e s t e  con ta to  com o CENTREINAR decidiu-se f a z e r  o e s  - 

tudo para uma cooperat iva s i t u a d a  no o e s t e  do e s t ado  do Paraná e que s e  en - 
contrava num bom grau de desenvolvimento agrycol a ,  tecnológico e comercial 

e que por tan to  t e r i a  todas a s  qua l idades  para p a r t i c i p a r  de um estudo des - 

s e  n?vel. Tratava-se da Cooperativa Três  F ron te i r a s  (COTREFAL) çediada em 

Medianeira, PR.  

Antes de v is i ta rmos  a COTREFAL para expor a i d é i a  a seus  d i r e  

t o r e s ,  conversamos, em Cur i t i  ba, com t écn icos  da ACARPA que nos adiantaram 

alguns dados sobre  a reg ião  em que s e  l oca l  i z a  a COTREFAL, sa l i en t ando  que 
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boa p a r t e  de suas  t e r r a s  seriam inundadas pelo lago  formado pela  barragem 

da Usina H i d r e l é t r i c a  de I t a i p u .  

Na COTREFAL constatamos que a mesma es tava  à s  v01 t a s  com o pro - 

blema do alagamento das t e r r a s ,  o que f a r i a  diminuir  sua produção a g r i c o l a  

tornando po r t an to  menos premente a ampliação do seu s is tema de armazenamen - 

t o  de grãos .  Além d i s so ,  a sua p r inc ipa l  p r io r idade ,  no momento, e r a  a i n  - 

d u s t r i  a1 ização da produção de grãos fabr icando ól eos vegetai  S .  Es tes  f a t o  - 

r e s  nos levaram a abandonar a i d é i a  o r i g i n a l .  

Ent re tan to ,  fo i -nos  apresentado um ou t ro  problema, r e l a t i v o  à 

i n s t a l ação  de novos postos de atendimento e venda de insumos ( f e r t i l i z a n  - 

t e s ,  sementes, e t c )  agrycolas .  Naquela época a COTREFAL contava com 8 des - 

se s  postos j á  i n s t a l ados  em d ive r sa s  r eg iões  e pre tendia  dobrar  o número 

des t e s .  A f i n a l  idade pr inc i  pal des t e s  novos postos  e r a  mel horar  o atendimen 

t o  aos assoc iados  à Cooperativa bem como conseguir  novas assoc iações  de pro L 

dutores  da r eg i ão .  

Tratava-se sem dúvida de um problema de loca l i zação .  Onde in s  - 

t a l a r  t a i s  postos  visando o t imiza r  a1 gum c r i t é r i o  pré-estabel  ecido ? 

Como, no en tan to ,  uma s é r i e  de condi c ionantes  do problema já t i  - 

nham s ido  bem de f in idas  res tou  pouco espaço para uma ot imização.  As l o c a l i  - 

dades onde ser iam ins t a l ados  os novos postos j á  estavam de f in idas  segundo 

i n t e r e s s e s  e c r i t é r i o s  aprendidos na p r á t i c a  do dia-a-dia .  As r eg iões  à s  

qua is  cada posto s e r v i r i a  também já estavam de1 imitadas . Restava dimensio - 



nar  cada posto para que a tendesse  s a t i s f a t o r i a m e n t e  sua reg ião  de  inf luên  - 

tia. Outro problema rea l  é que o s  recursos  f i n a n c e i r o s  d isponive is  não eram 

s u f i c i e n t e s  para c o n s t r u i r  de uma vez todos os  8 postos  pretendidos ( v e r  s e  - 

ções 2.3.3 e 2.3.4) .  

O problema do dimensionamento ( v e r  seção 2.3.2) dos postos  f o i  

f e i t o  de duas maneiras.  A pr imeira  de acordo com a praxe da Cooperativa, e 

a segunda dimensionando-os para s u p o r t a r  a demanda nos periodos c r i t i c o s  

(de p iques) .  

A ot imização do problema 1 evando em conta r e s t r i ç õ e s  devido a 

1 imitações de recursos  f o i  f e i t a  u t i l  izando-se t écn icas  de programacão ma - 

t emát ica ,  es tudada no cap7tulo 3. Para s e  poder escol her  qua is  dos 8 postos  

seriam i n s t a l a d o s  f o i  p rec iso  e s t a b e l e c e r  c r i t é r i o s .  Foram anal izados  3 c r i  - 

t é r i o ç :  1 )  Maximizar o número de produtores  associados ã COTREFAL que pas - 

sariam a t e r  um posto mais próximo da sua propriedade;  2 )  maximizar o n h e  - 

ro  de produtores  não-associados 2 COTREFAL que passariam a t e r  um posto 

mais próximo da sua propriedade; e 3)  maximizar 6 1 ucro (sobra lyqui  da) ob - 

t i d o  com a venda dos insumos. A comparação das s o l u ~ õ e s  obtidas:(seção 2 .6 )  

nos mostra o e f e i t o  de s e  p r i v i l e g i a r  compromissos o r a  s o c i a i s  o r a  comer - 

c i a i s .  A anã1 i s e  c r i t i c a  de t a i s  r e su l t ados  é deixada aos l e i t o r e s  desse  

t raba lho .  O segundo c r i t é r i o ,  especif icamente,  vai  de encontro ao i n t e r e s  - 

s e  imediato da COTREFAL de cont raba lançar  a perda de assoc iados ,  que t i v e  - 

ram suas  t e r r a s  a lagadas ,  com a en t r ada  de novos assoc iados ,  po is  o c r i t é  - 

r i o  em questão premia uma a t i t u d e  promocional qual s e j a  a i n s t a l a ç ã o  de pos - 

t o  per to  da propriedade de um não-associado, 



A modelagem do probl ema é f e i t a  no cap7tulo 2 ,  onde também são 

dados detalhes acerca da determinação dos parâmetros do modelo. Como resul - 

tado dessa modelagem chegou-se ao Problema da Mochila 0-1 (PMO1) que 6 exa - -- R 

minado em detalhe no cap7tulo 3. 

Evidentemente o interesse em estudar o PMO1 extrapola, em mui 

to ,  a necessidade de resolver o probl ema matemático resul tante  da modelagem 

f e i t a  no cap7tula 2 .  A estrutura de um 

t e  encontrada em casos práticas e além 

a1 gori tmos de programasão in te i ra  onde 

Problema da Mochila é freqdentemen - 

disso tem importância fundamental em 

aparece como um subprobl ema, 

Dos métodos uti l izados para seluci.onar o PMO1, os do t i  - 

po "branch and bound" tem se mostrado os mais promissores. Na seção 3,2 - a 

presentamos um exemplo numêrico de PMO1 com 3 vari,âveis onde visual izamos 

graficamente a solução do mesmo usando a têcnica "branch and bound". Em 3.3 

tentamos mostrar os procedimentos bzsicos para resolver um PMO1 através da 

têcnica "branch and bound", bem como apresentamos condições de convergência 

e atimaiidade dos mesmos, Em 3.4 analisa-se diversos algoritmos publicados, 

dando alguns detalhes. Esse breve "survey" será Útil na compreensão do a1 - 

gori tmo que desenvalvemos (seção 3.5) e cujos tes tes  computacionais são a 

presentados em 3.6. 

Sãs ainda apresentados 3 apendices: O primeiro jus t i f ica  o cá1 - 

culo da solução ótima de um PMO1 relaxado, i s to  é, sem as res t r içses  de in - 

tegral idade das variáveis; o segundo anal iça as diversas maneiras para se 

cal cul a r  1 imi tantes superiores do valor ótimo de u m  PMO1 e que inclui uma 

mel horia que desenvolvemos; e o ultimo contém a 1 istagem da implementacão 



em Basic do algoritmo desenvolvido em 3.5. 

Todos os a1 goritmos tratados nesta tese conduzem à solução exa - 

t a  do PMO1. Existem, entretanto,  atualmente a1 gori tmos aproximativos, ver 

1 21  1 e 1 28 1 , que conduzem a sol uções boas mas não necessariamente ótimas 

em tempo polinomial. E fato conhecido que o PMO1 é NP-completo. 

O objetivo do capitulo 3 foi  desenvolver um algoritmo eficien - 

t e .  Para medir a eficiência rodamos baterias de tes tes  padronizados encon - 
trados na 1 i teratura ,  u t i t  izando o a1 goritmo aqui desenvolvido e o de 

Horowitr-Sãhrii I "1 , que é frequentemente usado por outros autores como com - 

paração. 0s t e s t e s  computacionai s foram fe i tos  em microcomputador Schumec 

MIO0 em Basic Interpretado, sendo computados o número médio de operações 

e1 ementares (adições, comparações, atribuições,  mul t i p l  icações e buscas em 

vetor) para cada t ipo de problema. Os resultados obtidos foram bastante 

sat isfatór ios  como se acha apresentado em 3 .6 .  



CAPÍTULO 2 

I NSTALAÇÃO DE POSTOS DE ATENDIMENTO 

E VENDA DE INSUMOS NUMA 

COOPERATIVA AGRÍCOLA 

2.1 . -  INTRODUÇÃO 

Situada no extremo o e s t e  do es tado  do Paraná, a Cooperativa 

Três F ron te i r a s  (COTREFAL) dese ja  aumentar o seu número de assoc iados .  Com 

es se  aumento espera  cont raba lançar  os  associados perdi dos com o a1 agamento 

de p a r t e  de suas t e r r a s  pelo lago  da ~ i d r e l é t r i c a  de I t a i p u  e também a t e n  - 

der  a um aumento na demanda de grãos ocasionado pelo processo de  i n d u s t r i a  - 

1 i zasão  que por o r a  passa a COTREFAL. 

Fig. 2.1 - Si tuação  Geográfica da COTREFAL no Paraná. 

Para conseguir  t a l  i n t e n t o  a COTREFAL ins t a1  a r 2  "Postos de Aten 

dimento e Vendas de Insumos Agr7colas" (aos  qua i s  chamaremos de "POSTOS") 



em 1 oca1 idades que a t é  então não dispõem dessa comodi dade. 

Os Postos além de venderem aos agricultores (associados o u  não 
- 
a COTREFAL) insumos agr?col as ( f e r t i l  izantes, sementes, defensivos, e t c . )  

também terão um agrônomo residente e com isso ser ia  oferecido um serviço 

de assistência completo ao agricultor sem que e l e  precise se  deslocar lon - 

gas di s tânci as. 

Desta forma pretende-se beneficiar o associado da COTREFAL e 

tamb-èm a t r a i r  novos associados que sem dúvida virão, face às faci l  idades 

que I hes serão oferecidas pela COTREFAL.  

A COTREFAL definiu previamente 8 poçsiveis local idades onde se  

poderão ins ta la r  Postos. Mas apenas alguns dos 8 poss?veis Postos serão ins - 

talados, i s to  porque os recursos financeiros dispsniveis (próprios e emprés - 

timoç bancários) são 1 imitados. 

O objeto desse estudo decidir  quais dos 8 Postos deverão ser  

instalados, dentro das 1 imitações financeiras,  de tal  forma que se  otimize 

um determinado objetivo. 

Estudaremos 3 objetivos separadamente: 

l Q  Objetivo: Aumentar ao máximo o número de associados que t e  - 

rão um Posto mais perto (do que atualmente tem) de sua propriedade; 



20 Objet ivo:  Aumentar ao máximo o número de não-associados que 

t e r ã o  um Posto mais pe r to  (do que atualmente tem) de sua propriedade;  

30 Objet ivo:  Aumentar ao máximo os rendimentos ( sobra  1Tquida) 

au fe r idos  com a s  vendas dos Postos .  

Esses ob je t ivos  fóram se lec ionados  de modo a mostrar  3 aspec tos  

d iversos  para os qua is  os Postos poderão s e r  usados, O pr imeiro o b j e t i v o  va - 

l o r i  za o associado, o segundo 1 eva em conta o o b j e t i v o  da COTREFAL de a t r a i  r 

novos associados e o t e r c e i r o  mostrará  os e f e i t o s  de s e  cons ide ra r  a "maxi - 
mização do luc ro"  como meta. 

Um ponto importante  desse  estudo é a comparação das soluções 

ob t idas  levando-se em conta cada um desses  o b j e t i v o s .  

Atualmente a COTREFAL já  tem ins t a l ado  8 Postos .  Esses Postos 

não e n t r a r ã o  n e s t e  estudo, a não s e r  para mostrar  a s  c a r a c t e r l s t i c a s  de fun - 

cionamento do a tua l  s is tema de Postos ,  que cer tamente s e rão  parec idas  com 

a s  do novo s i s tema.  

2.2 - CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

2.2.1 - Técnica u t i l  izada na sol ucão do problema - - 

O problema que resolveremos s e r ã  solucionado a t r a v é s  de técni  - 



9 

cas de Programação Matemática, mais especificamente através do "Probl ema da 

Mochila 0-1 ". 

0s algoritmos utilizados na resolução do "Problema da Mochila 

0-1" são objeto de estudo no CapYtulo 3 desta tese.  

2 . 2 . 2  - Data base para tomada de preços e coeficientes --- A - 

0s preços bem como os coeficientes utilizados neste estudo tem 

por base dados colhidos junto à COTREFAL em setembro de 1981. 

2 .2 .3  - Metodologia - da coleta de dados -- 

Os dados em que se  baseou es te  estudo foram fornecidos direta - 

mente pela COTREFAL e refletem de forma relativamente adequada a atual con - 

juntura observada na região bem como 1 evam em conta as mudanças que se  efe - 

tuarão com o alagamento da te r ra  pela Hidrelétrica de Itaipu. 

Estes dados não foram obtidos através de pesquisa de campo, a r  - 

quivos, e tc .  

Deve-se 1 embrar que uma pesquisa de campo além de onerosa e de - 
morada, pode levar a distor@es e sempre deve ser  acompanhada de um bom es - 

tudo c r l  t i  co. 



O que se  fez,  foi  colher dados de forma indireta junto a pez 

soas que vivem o dia-a-dia da COTREFAL e a conhecem de forma relativamente 

global e precisa. 

Desta maneira foi  poss7vel prever a1 terações na região 1 evando 

em conta a inundação de grande parte de terras  cultiváveis pelo lago da Hi - 

drelétr i  ca de Itaipu. 

2.2.4 - Descrição de um Posto --- 

Um Posto de Atendimento e Venda de Insumos AgrTcol as G compos - 

t o  de um armazém para guarda do estoque de insumos, a serem vendidos aos 

produtores a medida que estes forem sol icitando, e um escr i  tõr io para admi - 

nistração e atendimento dos c1 ientes.  

De acordo com desejo da COTREFAL cada Posto deverá se r  capaz 

de estocar um mynimo de 300 t e um máximo de 500 t de insumos. Além disso 

considera-se como sendo de 20 anos a vida Útil de cada Posto. 

Considera-se que cada tonelada de insumos requer 1 m2 de ãrea 

construida no Posto, Desta forma a área de um Posto devera f i c a r  entre  

2 d O custo unitário (Cr$/m ) de construção varia conforme a area 

construída do Posto segundo a seguinte equação: 



c = 18.000 - 10 a para 3 0 0 4  a <  500 (2 .1 )  

2 2 onde - a é á rea  (m ) a s e r  cons t ru ida  e c é o custo u n i t á r i o  (Cr$/m ) da - 
construçao. 

2.2.5 - Est ru tura  a tua l  da armazenagem de insumos -- - 

Atualmente existem já  in s t a l ados  na COTREFAL 8 Postos de Aten - 

dimento e Venda de Insumos a g r í c o l a s ,  são e l e s :  Postos de Nova Roma, São 

Miguel do Iguaçu, Medianeira, Cafee i ra ,  Missal,  São Roque, Diamante d'Oes - 
t e  e Santa Helena. 

CAPACI DADE INSTALADA 

.......... 1 .  Nova Roma 2.1 60t  

......... 2. São Miguel 720t 

......... 3. Medi ane i ra  19 ,800t  

........... 4. Cafeeira  2.700t 

............. 5. Missal 1.260t 

6 .  Diamante d lOes te  ... 780t 

7. São Roque ......,... 60 t  

....... 8. Santa Helena 3.600t 

Fig. 2.2 - Postos atualmente in s t a l ados  na COTREFAL (Local ização 

e respec t iva  reg ião  de in f luênc ia )  



No mapa da Fig. 2 .2  tem-se a l oca l i zação  geográf ica  desses  8 

Postos  já i n s t a l a d o s ,  sua capacidade e s t á t i c a  de armazenagem de insumos e 

também sua r e spec t iva  reg ião  de i n f l  uência conforme dados da COTREFAL. A r e  - 

gião  de in f luênc ia  de um dado Posto sepa ra  geograficamente o s  a g r i c u l t o r e s  

que compram daqueles que não compram no Posto. 

Vários são os  motivos que 1 evam os agr icu l  t o r e s  a comprarem num 

ou nout ro  Posto, citamos por exemplo: 

a )  d i s t â n c i a  geográf ica da propriedade ao Posto; 

b )  topograf ia  e condições de t r á f e g o  da v ia  de acesso  e n t r e  a 

propriedade e o Posto; 

c )  comodi dades o fe rec idas  (banco, d iversão ,  ca sas  comerciais ,  

e t c . )  na loca l idade  onde s e  encontra  o Posto.  

A de l imi tação  de cada r eg ião  fo i  ob t ida  observando-seos a t u a i s  

hábi tos  dos ag r i  cul t o r e s  . 

2.3.1 - Local i zação dos 8 novos Postos  --- 

A COTREFAL se1 ec i  onou 8 1 oca1 idades que potenci a lmente compor - 

tam (econ6mi ca e socialmente f a l ando)  a instalaç'ão de um novo Posto de Aten - 

dimento e Venda de Inçumos Agr ico las ,  0s  c r i  t e r i o s  que a COTREFAL u t i l  izou 



para escol ha dessas 8 1 oca1 idades, potencial mente promi ssoras para a insta - 

lação de um Posto, não são objeto desse estudo. 

Da mesma forma como acontece com os atuais Postos, onde cada 

um tem sua região de influência, um novo Posto te rá  a sua região de infl  uên - 

tia. 

A de1 imitação geográfica dessas regi Ões de i nf 1 uênci a são bem 

mais complexas do que no caso dos Postos já instalados, pois para estes  bas - 

t a  pesquisar o comportamento atual do agricul tor ,  ao passo que para aque - 

l e s  o processo foi totalmente empirico. Assim o pessoal da COTREFAL de1 imi - 

tou cada uma das 8 regiões de influência correspondentes a cada um dos 8 

novos Postos potencialmente promissores. 

POSTOS POTENCIALMENTE PROMISSORES 

1 .  Santa Terezinha 
2 .  Pic Ocoy 

3. "Jardim da Serra" 

4 .  Marquezi ta  

5,  Mate1 ândi a 

6 .  Portão Ocoy 

7. Rami 1 ândi a 

8. Santa Cruz 

LEGENDA 

r Postos já instalados E1 
n postos prami ssores 

Fig. 2.3 - Local ização e respectivas regiões de influências dos 

8 Postos potencialmente promissores. 



Estarnos considerando, durante o estudo, que caso um Posto não 

seja efetivamente instalado, os agricultores de sua região de influência 

farão suas compras de insumoâ no Posto a t é  agora utilizado (veja Tabela 

2 . 1 ) .  Cabe esclarecer que os atuais Postos dão conta dos níveis a tuais  de 

demanda de insumos. 

Desta forma a não instalação de um novo Posto não sobrecarrega h 

rá um outro novo Posto que efetivamente venha ser  instalado. Este fato sim - 

pl i f icará  bastante o estudo no momento em que formos dimensionar os novos 

Postos. 

Região Segunda Opção 

Nova Roma 

São Mi guel 

Medi anei ra 

Medi anei ra 

Medi anei ra e Cafeei ra 

Medianei ra 

Cafeei ra 

Santa Helena 

Tab. 2.1 - Segunda opção na compra de insumos para 

os agricultores das regiões que não t i v e  - 

rem seus Postos instalados efetivamente. 



2.3.2 - Dimensionamento dos 8 novos Postos --- 

2.3.2.1 - Introducão 

Cada um dos 8 novos Postos gerará ao redor de s i  uma região de 

i nfl uência. Sabendo-se as necessidades de insumos dos agricultores de cada 

uma dessas regiões, pode-se prever qual a quantidade de insumos a ser  esto - 

cada em cada um dos novos Postos. 

De posse dessa demanda será possyvel calcular a capacidade que 

deverá t e r  cada um dos novos Postos. Essa capacidade nos permitirá calcu - 

l a r  o custo de construção de cada Posto. 

Como os recursos financeiros são 1 imitados, torna-se importan - 

t e  anal i sar  a1 ternativas de armazenamento que minimi zem a capacidade está - 

t i  ca de cada novo Posto, visando diminuir o custo de conskrução. 

Uma das a1 ternativas consiste em dimensionar cada P o s t o  para 

estocar toda a necessidade anual de insumos a serem uti 1 i zados nas cul t u  - 

ras de milho e soja. A outra a1 ternativa leva em conta o comportamento diá - 

r io  de consumo de insumos, o que define a dimensão dos novos Postos de 

acordo com os piques diários de consumo. 



2 . 3 . 2 . 2  - Dimensionamento p e l a  demanda -- anual  de insumos nas  c u l t u r a s  - de 

mi lho  e s o j a  --- 

2.3 .2 .2 .1  - Sazonal  i dade das  cul  t u r a s  : 

Na COTREFAL s ã o  p l a n t a d a s  bas icamente  3 c u l t u r a s :  s o j a ,  mi lho 

e t r i g o .  S o j a  e mi lho s ã o  semeados s imul t aneamente  e o t r i g o  em o u t r a  é p g  

ca  do ano .  Assim a s  t e r r a s  s ã o  a p r o v e i  t a d a s  duas vezes  anua lmen te .  

Essa  s a z o n a l i d a d e  do c u l t i v o  f a z  com que a demanda p o r  insumos 

a g r i c o l  a s  não s e j a  uniformemente d i s t r i b u i  da d u r a n t e  o ano .  E ,  p o r t a n t o ,  

i n t e r e s s a n t e  a p r o v e i t a r - s e  d e s s e  f a t o  no dimensionamento dos P o s t o s .  

2 . 3 . 2 . 2 . 2  - Forma de  r e a b a s t e c i m e n t o  dos e s t o q u e s  de insumos:  -- - 

A COTREFAL r e a b a s t e c e  seus a t u a i s  Pos tos  anua lmen te  com uma 

q u a n t i d a d e  d e  insumos i g u a l  a demanda t o t a l  ( p a r a  milho, s o j a  e t r i g o )  anual. 

Como a s  economias de  e s c a l a  p a r a  e s t e  c a s o  s ã o  d e s p r e z i v e i ç  con - 

s ide ramos  mais c o n v e n i e n t e  que ao  i n v é s  de armazenar  uma q u a n t i d a d e  d e  i n  - 
sumos que  s a t i s f a ç a  a demanda t o t a l  anua l  referente à s  cul  t u r a s  d e  s o j a ,  

mi 1 ho e t r i g o ,  consideramos i so ladamente  d o i s  peryodos . O p r i m e i r o  pe r iodo  

i m p l i c a  no a t end imen to  da demanda de  insumos nas  c u l t u r a s  de s o j a  e mi lho 

enquanto  no segundo per?odo consideramos somente  a t end imen to  à demanda de  

insumos p a r a  o t r i g o .  



Para o dimensionamento dos Postos entretanto, vemos que na prá - 

t i ca  basta considerarmos o per7odo mais crTtico, i s to  é, aquele onde a de - 

manda de insumos é maior. E e1 e que será determinante no dimensionamenta do 

Posto. No nosso estudo mostraremos que es te  petyodo é aquele que atende às 

culturas de milho e soja ,  

2.3.2.2.3 - Previsão - da demanda futura de insumos para cada cultura e por - -- - - 
região : 

Para se  calcular as necessidades anuais de insumos para cada 

cultura e em cada região de influência dos 8 novos Postos, faz-se uma pre - 

visão a pa r t i r  de dados reais  forneci dos pela COTREFAL. Essa previsão da de - 

manda futura se  baseia na esperança (da COTREFAL) de que os ni'veis de ven - 

da de insumos aumentarão de 50%, em relação aos atuais nrveis de venda aos 

associados, nas regiões onde efetivamente se  ins ta la r  um Posto. 

Portanto faremos primeiramente a previ,são do que atualmente se  

vende na COTREFAL para os associados provenientes das regiões de i.nfl uência 

dos novos Postos. Para fazer i s t o  nos baseamos no "Tndice de f i de1 i dade" 

(percentagem dos associados da COTREFAL que estão participando realmente 

da cooperativa) que é de 86%. Assim consideramos que 86% dos associados com - 

pram insumos na COTREFAL. . 

Consideremos então, para cada região de infl  uência dos 8 novos 

Postos (veja Tabela 2,2),  o número de associados (que de fato compram na 



coope ra t iva ) ,  sua á rea  média (ha)  cu l t i vada  anualmente, a á r ea  t o t a l  c u l t i  

vada anualmente de cada c u l t u r a .  

Número Area Média ( h a )  Area Total Anual ( h a )  

Regi ão de anual por 

Associados associado Milho Soja Trigo 

Tab. 2.2 - Area t o t a l  anual cu l t i vada  para cada t i p o  de c u l t u r a  em cada r e  - 

gião.  

Tomando por base os  dados da Tabela 2 .3 ,  peso dos insumos con - 

sumidos por unidade de á r e a ,  para cada t i p o  de c u l t u r a ,  poderemos c a l c u l a r  

a previsão da quant idade (em tone ladas )  de insumos anualmente comprados na 

COTREFAL em cada reg ião  e para cada t i p o  de c u l t u r a .  



- - 

Cul t ura  Rel a ç ã o  p e s o l ã r e a  (kg /ha )  

S o j a  182 ,2  

Milho 1  08,O 

T r i g o  * 216,O 

Tab. 2 . 3  - Relacão e n t r e  peso  de  insumos a p l i c a d o s  

em cada t i p o  d e  c u l t u r a  e a  á r e a  c u l t i  - 
vada.  

C a l c u l a - s e  e n t ã o  a  p r e v i s ã o  da q u a n t i  dade (em t o n e l  a d a s )  anual  

f u t u r a  de  insumos a  serem comprados nos  novos Pos tos  da COTREFAL, d i s c r i m i  - 

nado p o r  t i p o  de  c u l t u r a  ( T a b e l a  2 . 4 ) .  

Consumo a t u a l  ( t )  Consumo f u t u r o  ( t )  
Região 

Milho S o j a  T r i g o  Milho S o j a  T r i g o  

Tab. 2 .4  - Consumo a t u a l  e f u t u r o  (50% acima do a t u a l )  de  insumos em cada 

uma das  c u l t u r a s  e p o r  r e g i ã o .  



2.3.2.2.4 - Dimensionamento dos novos Postos pelo c r i t é r i o  da demanda anual -- - 

Conforme mostra a Tabela 2.4,  a s  c u l t u r a s  de milho e s o j a  é que 

requererão uma maior capacidade de estocagem de insumos dos Postos .  Como, s e  - 

gundo a COTREFAL, cada tonelada de armazenagem e s t á t i c a  r 
2 construyda de Posto e considerando os 1 imi tes  de 300 m e 

dos pela  COTREFAL, teremos (Tabela 2.5)  a s  s egu in t e s  prev 

menções dos Postos: 

2 equer  1 m d e á r e a  

2 5 0 0 m ,  de f in i  - 

i sões  para a s  di - 

Consumo f u t u r o  ( t )  
Reg i  ão 

para milho e s o j a  

Dimensão do 

2 Posto (m ) 

Tab. 2.5 - Consumo anual f u t u r o  de insumos nas c u l t u r a s  de milho e s o j a  e 

dimensões cal  cul adas dos Postos.  

2.3.2.3 - Dimensionamento pelo comportamento do consumo d i á r i o  de insumos - - 

O c r i t é r i o  do dimensionamento "pe la  demanda anual de insumos pa - 



ra milho e soja" não leva em conta como se dis t r ibui  no tempo as retiradas 

(-pelos compradores) dos insumos d ~ s  Postos. Essas retiradas são a1 eatõrias 

existindo certas Spocas de piques. 

Se tivermos uma previsão desses piques (P i ) .  para cada região 

( i ) ,  e também de tempo [T) que COTREFAL levaria para recarregar o estoque 

de um Posto com uma quantidade igual ao pique, poderemos dimensionar cada 

Posto para estocar uma quantidade de insumos igual ao produto (Pi x T )  e 

não teriamos, certamente, probl emas de fornecimento de i nsumos aos agri cul - 

tores. 

Foi pedida à COTREFAL que estimasse (Tabela 2 .6 )  esses piques 

para cada região. 

Regi.ão Piques de consumo ( t )  

( i  1 ( P i  

Tab. 2.6 - Previsão dos piques de consumo diãrio 

de insumos em cada um dos Postos das 8 

regi ões , 



Tendo em v i s t a  que o tempo de recarregamento (T )  f o r n e c i d o  pe - 

l a  COTREFAL f o i  de 2 d i a s  (T = 2 ) ,  temos na Tabela 2.7 a capacidade que de - 

2 v e r i a  p o s s u i r  cada Posto segundo esse c r i t é r i o ,  bem como a dimensão (emm ) 

que cada Posto deverá t e r  (considerando a equ i va lênc ia  1 t s 1 m2 e os 1 - i 

2 
m i tes  de 300 a 500 m para a área dos Postos) .  

Região 
2 Capacidade ( t )  ca lcu lada  Dimensáo (m ) 

( 2  X Pi) 

Tab. 2.7 - Capacidade que os Postos de cada uma das 

8 reg iões  dever iam apresen ta r  e as dimen - 

sões que rea lmente t e r ã o  face as l i m i t a  - 

ções de área constru7da. 

2.3.2.4 - Comparação dos do i s  c r i t é r i o s  -- 

O dimensionamento dos Postos a t ravés  do c r i t é r i o  da demanda 

anual de m i l h o  e s o j a  tem a seu f a v o r  o f a t o  de que se baseia numa praxe da 

COTREFAL, i s t o  é, p r o j e t a r  para  es toca r  toda a demanda (mi lho,  s o j a  e tri - 

go) anual . Por o u t r o  1 ado i sto_cnndLcLhPos tasma in res4que  o necessâr io  

quando comparamos com o dimensionamento a t ravés  do c r i t é r i o  dos pi,ques, Em - 



bora esperássemos que esse segundo c r i t é r i o  apresentasse uma redução maior 

nas dimensões calculadas para os Postos ta l  não ocorreu porque a limitação 
2 na área construida (300 a 500 m ) contribuiu para assemelhar os resultados 

apresentados pelos dois c r i t é r ios .  

2.3.3 - Custo de construção dos postos -- 

2 O custo de construção unitãrio (Cr$/m ) foi 

TREFAL e é estimado pela equação (2.1): 

c =18.000 - 10 a p/  3 0 0 4 a 4  500 

onde - a é área (em m') construída e - c ê o custo unit 

fornecido pela C0 - 

2 r io  (em Cr$/m ) .  

Com es te  dado o custo de construção de cada Posto foi calcula 

do e é apresentado na Tabela 2.8; como temos dois c r i t ê r ios  de dimensiona - 

mento, há então dois custos para cada Posto. 

Custo de constru~ão (Cr$) 
Região 

Critério demanda anual Critério dos piques 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

TOTAL 

Tab, 2 ,8  - Custo total  de construção dos Postos em cada região, segundo ca - 

da um dos dois c r i t é r ios  de dimensionamento. 



2.3.4 - Recursos f inance i ros  d i spon ive i s  

Os recursos  f i n a n c e i r o s  com os  qua is  conta  a COTREFAL para 

c o n s t r u i r  os  Postos são 1 imitados.  A COTREFAL dispõe e l a  própr ia  de 

Cr$ 5.000.000,00 e é capaz de c a p t a r  em empréstimos bancár ios  mais 

Cr$ 30.000.000,00. 

Por tan to  os  r ecu r sos  f i n a n c e i r o s  d isponive is  são da ordem de 

Cr$ 35.000.000,00. 

Consultando a Última l i n h a  da Tabela 2.8 vê-se que e s s e s  r ecu r  - 

sos  não dão para c o n s t r u i r  todos o s  8 novos Postos potencialmente promisso - 

r e s ,  consi derando qual quer um dos c r i t é r i o s  de armazenagem. 

2.3.5 - Sobra l í q u i d a  gerada com a venda de insumos ---- 

A venda de insumos p rop ic i a  à COTREFAL um percentual  de "sobra 

ITquida" que v a r i a  de 11% (no caso de venda para assoc iado)  a 18% (no caso 

de venda para não assoc iado)  sob re  o preço (do produto) ao consumidor. 

Entende-se par  sobra lyquida o preço de venda menos os  cus tos  

d i r e t o s  : 

Sobra lTquida = Preço de venda - cus tos  d i r e t o s  



Nos c u s t o s  d i r e t o s  i n c l u i - s e :  preço de  f á b r i c a  do p r o d u t o ,  c u s  - 

t o  de  f r e t e s ,  s e g u r o s ,  p e r d a s ,  d e s p e s a s  o p e r a c i o n a i s  de  manutenção dos Pos 

t o s .  Não se i n c l u i  nos c u s t o s  d i r e t o s  nenhuma p a r c e l a  r e l a t i v a  à a m o r t i z a  - 

ção do c a p i t a l  empregado na c o n s t r u ç ã o  dos P o s t o s .  

O pagamento da c o n s t r u ç ã o  deverá  s e r  e f e t u a d o  com r e c u r s o s  o r i  

undos da s o b r a  l y q u i d a  o b t i d a  na venda dos insumos nos novos P o s t o s  q u e e f e  - 

t i v a m e n t e  se i n s t a l a r e m .  É n e c e s s á r i o  e n t ã o  cons ta ta rmos  s e  e s s a  g e r a ç ã o  

de r e c u r s o s  é capaz  de  c o b r i r  o c u s t o  do f inanc iamento  da c o n s t r u ç ã o  dos 

Pos tos .  

2.3.5.1 . Cá1 c u l o  da s o b r a  l í q u i d a  g e r a d a  em cada Pos to  -- --- 

Adotaremos q u e  a s o b r a  l í q u i d a  ge rada  em cada Posto  é de  11% 

s o b r e  o preço de  venda dos insumos. Pa ra  se e s t i m a r  o montante  (em Cr$) da 

venda de  insumos nos novos P o s t o s  u t i l i z a r e m o s  o s  dados da Tabe la  2 . 4  (De - 

manda anual  d e  insumos - em t o n e l a d a s )  e tomando-se o c u s t o t l o s i n s u m o s  por  

peso (Tabel a 2 . 9 ) ,  podemos ca l  cul  a r  a s o b r a  1 í q u i  da ge rada  anua lmente  em 

cada um dos 8 P o s t o s  (Tabela  2 . 1 0 ) .  

C u l t u r a  Rel a ç ã o  preço/peso (Cr$/kg) 

Milho 

S o j a  

T r i g o  

Tab. 2 . 9  - Relação e n t r e  o peso dos i nsumos ap l  i cados em 

cada t i p o  d e  c u l t u r a  e o peso dos mesmos. 



Sobra l íquida anual (1.000 Cr$) - Níveis a t ua i s  
Região 

Mi 1 ho Soja Tri go Total 

TOTAL - - 28.31 2 

Tab. 2.10 - Sobra l íquida  anualmente gerada pela venda de insumos em cada 

Posto (nyveis a t u a i s )  . 

2.3.5.2 - Recursos gerados anualmente para pagamento - do financiamento 

Supõe-se que cada Posto que fo r  efetivamente instalado aumenta - 

rã em 50%, o nivel de vendas na sua região,  em relação ao a tual  nyvel de 

vendas para os agricul to res  daquel a região,  

Admitiremos então que esse aumento de 50% nas vendas, e conse - 

quentemente na sobra l iquida gerada, é que pagará os custos do financiamen - 

t o  da construção. Na Tabela 2.1 1 estão cal cul ados os recursos adi ci onai s 

gerados que pagarão o financiamento, i s t o  é, 50% dos a tua i s  n íveis  de so - 



bra l lqui da gerada anualmente pela venda ,de insumos. 

Região Recursos adicionais gerados (1.000 Cr$) 

1 4.358 

TOTAL 14.1 56 

Tab. 2.11 - Recursos adicionais gerados anualmente provenientes da sobra 

1 iqui da de venda de i nsumos. 

2.3.5.3 - Custo anual do financiamento da construção dos Postos --- - - 

Evidentemente que devemos considerar nesse estudo a taxa de j u  - 

ros pela qual o financiamento será fe i  t o .  Acontece porém que devemos consi - 

derar tambzm o aumento inflacionário da geração de recursos através da ven - 

da de insumos. Além disso, ao contrário das parcelas do financiamento, es - 

sa geração de recursos segue um fluxo de caixa itnprevisivel pois não sabe - 

mos a quantidade mensal de recursos que será gerada. 

Optamos então por uma ~~i~mplif icação do problema, qual seja a 



de cons ide ra r  nulas  a s  t axas  de ju ros  e i n f l ação .  

Desta maneira o cus to  anual da construção de cada Posto f i c a  

sendo seu  cus to  t o t a l  d iv id ido  por 20, que é a vida ú t i l  de c a i a  Posto.  Na 

Tabela 2.1 2, mostra-se o cus to  anual do financiamento de cada Posto.  

Custo anual de construção (1000 Cr$) 

Região 
C r i t é r i o  da demanda anual C r i t é r i o  dos piques 

-- -- - - 

Tab. 2.12 - Custo anual do financiamento da construção de cada um dos 8 no 
vos Postos .  

2.3.5.4 - Comparação -- cus to  da cons t rução  x geração - de recursos  

Comparando os recursos  gerados (Tabela 2.1 1 ) em cada reg ião  com 

os  cus tos  anuais  de construção dos Postos  (Tabela 2.12) v e r i f i c a - s e  que t o  - 

dos Postos são au to  f inanc iãve i s  (exce to  o Posto da r eg i ão  7 ) .  Apesar da 



construção do posto na região 7 não s e r  rentável, e le  será considerado no 

nosso estudo face a um c r i t é r io  social de atendimento desta região. Is to  é 

poçsivel pois comparando-se os custos to t a i s  com os recursos t o t a i s  adicio - 

nais gerados, verificamos que o sistema é globalmente auto-financiável. 

2.3.6 - Número de associados e não-associados por região -- - - 

A Tabel a 2.1 3 dá o número de associados e não-associ ados por 

região. Estes dados serão necessários na definição dos coeficientes das 

funções objetivos dos problemas a serem anal içados no próximo item. 

Região Associados Não-associ ados 

Tab. 2.1 3 - Número de agri cultores associados e não- 

associados COTREFAL por região. 



2.4 - FORMULAÇÃO MATEMAT ICA 

Esse es tudo  v i sa  f a z e r  uma comparação e n t r e  a s  soluções o b t i  - 

das dos segu in t e s  probl emas : 

Problema P 
A1 

Se lec iona r  den t r e  8 Postos  potencialmente promissores aqueles  

cu jo  cus to  t o t a l  de construção (ca lcu lado  pelo c r i t é r i o  da demanda anual de 

insumos nas c u l t u r a s  de milho e s o j a )  não u l t r a p a s s e  Cr$ 35 milhões e que 

maximize o número de associados que passarão a t e r  um Posto mais pe r to  de 

sua propriedade. 

Matematicamente: 

Max z = 1 80x1 + 1 2 0 ~ ~  + 2 7 0 ~ ~  + 35x4 + 40x5 + 30x6 + 35x7 + 2ox8 

s u j e i t o  a 

6 5 +6,5x2 -k 6,5x3 + 4 ¶ 5 x 4  + 4 y 5 ~ 5 + 4 ¶ 5 x 6  + 4 ~ 5 x 7 ç 6 , 5 x g  4 3590  , X1 

onde: a )  xi = O s i g n i f i c a  que o Posto i não s e r á  i n s t a l a d o ;  

b)  xi = 1 s i g n i f i c a  que o Posto i s e r á  i n s t a l a d o ;  

c )  os  c o e f i c i e n t e s  da função o b j e t i v o  são os números de assoc iados ,  

conforme dados da Tabela 2.1 3; e 

d)  os  c o e f i c i e n t e s  da r e s t r i ç ã o  são os  cus tos  de construção (em rni - 

1 hões Cr$) pelo c r i t é r i o  da demanda anual , conforme dados da Tabe - 
l a  2.8. 



Problema P 
*2 

Selecionar dentre 8 Postos potencialmente promissores aqueles 

cujo custo total  de constru~ão (calculado pelo c r i t é r io  dos piques, diár ios)  

não ultrapasse Cr$ 35 milhões e que maximize o número de associados que pas - 

sarão a t e r  um Posto mais perto de sua propriedade. 

Matematicamente: 

su je i to  a 

xi e {O,  I }  v i = 1 ,  ..., 8 

onde: a )  xi  = O s ignif ica Posto i não será instalado; 

b )  xi = 1 s ignif ica Posto i será instalado; 

c) os coeficientes da função objetivo são os números de associados, 

conforme dados da Tabela 2.1 3; e 

d )  os coeficientes da restr ição são os custos de cons t ru~ãs  (em mi - 

1 hões Cr$) pelo c r i t é r i o  dos piques, conforme dados da Tabela 2.8. 

Problema PB 
1 

Selecionar dentre 8 Postos potencialmente promissores aqueles 

cujo custo total  de construção (calculado pelo c r i t é r io  da demanda anual 

de i nsumos nas cul turas de mi 1 ho e so ja)  não ul trapasse Cr$ 35 mi 1 hões e 

que maximize o numero de não-associados que passarão a t e r  um Posto mais 



perto de sua propriedade. 

su je i to  a 

Matematicamente: 

onde: a )  xi = O s ignif ica Posto i não será instalado; 

b )  xi = 1 s ignif ica Posto i será instalado; 

c )  os coeficientes da função objetivo são o número de não associados, 

conforme Tabela 2.13; e 

d )  os coeficientes da r e s t r i ~ ã o  são os custos de construção (em mi 

1 hões Cr$) pelo c r i t é r i o  da demanda anual , conforme dados da Tabe - 

l a  2.8. 

Problema P 
2 

Selecionar dentre 8 Postos potencialmente promissores aqueles 

cujo custo total  de construção (calculado pelo c r i t é r io  dos piques .diár ios)  

não ultrapasse Cr$ 35 milhões e que maximize o número de não associados 

que passarão a t e r  um Posto mais perto de sua propriedade. 

Matematicamente: 

Max z = 1 300x1 + 200x2 -t 400x3 t 1 65x4 + 300x5 + 90x6 + 500x7 + 1 30x8 



s u j e i t o  a 

xi E {O,  1 )  Y i = 1 ,  ..., 8 

onde: a )  xi = O s i g n i f i c a  Pos to  i não . s e r á  i n s t a l a d o ;  

b)  xi = 1 s i g n i f i c a  Pos to  i s e r á  i n s t a l a d o ;  

c )  o s  c o e f i c i e n t e s  da função o b j e t i v o  s ã o  o s  números de  não a s s o c i a  - 

dos ,  conforme Tabela  2 .13;  e 

d)  o s  c o e f i c i e n t e s  da r e s t r i ç ã o  s ã o  o s  c u s t o s  de  c o n s t r u ç ã o  (em mi - 

I h õ e s  Cr$) p e l o  c r i t é r i o  dos p i q u e s ,  conforme dados da Tabe la  2 .8 .  

Problema P 
C1 

S e l e c i o n a r  d e n t r e  8 P o s t o s  p o t e n c i a l m e n t e  p romissores  a q u e l e s  

c u j o  c u s t o  t o t a l  de c o n s t r u ç ã o  ( c a l c u l a d o  p e l o  c r i t é r i o  da demanda anual  d e  

insumos n a s  c u l t u r a s  de  mi lho e s o j a )  não u l t r a p a s s e  Cr$ 35 mi lhões  e que 

maximize a s o b r a  l y q u i d a  a d i c i o n a l  g e r a d a  p e l a  venda de  insumos nos Pos tos  

que e f e t i v a m e n t e  forem i n s t a 1  ados .  

Matematicamente: 

Max z =4 ,36x1  t 2 . 0 2 ~ ~  t 4 , 4 8 x 3 i 0 , 3 3 x 4 + 0 . 2 9 x 5 t  0 ,24x6+OY20x7t  

t 2,26xg 

s u j e i t o  a 

6 ,5x -k 6,5x2 i 6 . 5 ~ ~  + 4 . 5 ~ ~  4 9 5 ~ ~  4 ~ 5 x 6  4,5x7 ,< 3590 1 

xi E {O,  1 1  V i = 1 ,  ..., 8 

onde: a )  xi = O s i g n i f i c a  Posto  i não s e r á  i n s t a l a d o ;  

b)  xi = 1 s i g n i f i c a  Posto  i s e r á  i n s t a l a d o ;  



c )  os coeficientes da função objetivo são as sobras ITquidas (em mi - 

lhões Cr$) adicionais (50% do nyvel a tua l ) ,  conforme Tabela 2 .11;  

e 

d) os coeficientes da restr ição são os custos de construção (em mi - 

1 hões Cr$) pelo c r i t é r io  da demanda anual, conforme dados da Tabe - 

l a  2.8. 

Problema PC 
2 

Selecionar dentre 8 Postos potencialmente promissores aqueles 

cujo custo total  de constru~ão (calculado pelo c r i t é r io  dos piques diários) 

não ultrapasse Cr$ 35 milhões e que maximize a sobra liquida adicional ge - 

rada pela venda de insumos nos Postos que efetivamente forem i,nçtal ados. 

Matematicamente: 

xi E {O,  1} w i = 1 ,  ..., 8 

onde: a )  xi = O s ignif ica Posto i não será instalado; 

b )  xi = 1 signif ica Posto i será instalado; 

c )  os coeficientes da função objetivo são as sobras liquidas (em mi - 

1 h6es Cr$) adicionais (50% do nivel atual ), conforme Tabela 2.1 1 ; e 

d) os coeficientes da restr icão são os custos de construção (em mi - 

1 hõeç Cr$) pelo c r i t é r i o  dos piques, conforme dados da Tabela 2.8. 



2.5. SOLUÇÕES OBTIDAS 

Cada um dos 6 problemas f o i  reso l  vido u t i l  izando-se a1 goritmos 

desenvolvidos para o Problema da Mochila 0-1 e foram encontradas a s  seguin - 

t e s  s o1 uções : 

Problema PA 
1 

Solução: x* = (1,1 ,1 ,1 ,I ,0,0,1 lT ; z* = 767 

Problema P 
A2 

Sol'ução : x* = (1 $1 $1 , I  , I  , 0 , l Y l  lT ; z *  = 802 

Problema P B ~  

Sol ução : x* = (1 $1 $1 , I  $1 ¶Oy1 ,0lT ; Z *  = 2865 

Problema PB2 

Problema P 
c1 

Sol ução : x* = ( I  $1 31 , I  $1 ¶0$0,1  lT z* = 13,74 

Problema P c 2  

Sol ução : x* = (1 $1 $1 , I  5~ $1 , o Y l  lT ; z* = 13,98 

2 - 6  .- CONCLUSÕES 

2.6-1 - Resumo - das soluçÕes ob t idas  

Para f a c i l  i t a r  e s t a  anã1 i s e  das sol uçQes o b t i  das para os  probl - e 

mas, construimos a Tabela 2.14. 



Postos Problemas 
(Região. Local ização)  

P ~ l  P ~ 2  P ~ l  P ~ 2  Pcl Pc2 

1 .  Santa  Terezinha S S S S S S 

2. P i c  Ocoy 

3. "Jardim da Se r r a"  

4. Marquezi t a  

5. Matelãndia 

6. Portão Ocoy 

7. Ramilândia 
8. Santa Cruz 

Tab. 2 . I 4  - Postos que se rão  e fe t ivamente  cons t ru idos  segundo a s  sol uções 

ob t idas  para os  probl emas propostos (S = Será  cons t ru ido ,  N = 

Não s e r á  cons t ru ido ) .  

A Tabela 2.1 5 resume o que quer  d i z e r  cada um dos problemas - a 

na1 içados . 

Objetivos 
Custo A .  Maximizar n? B .  Maximizar n'? C .  Maximizar 

de  
Construção associados não-associ ados sobra 

benef ic i  ados beneficiados l7quida 

1 .  C r i t é r i o  da deman - 

da anual de insu 

mos nas c u l t u r a s  

de milho e s o j a  

2.  C r i t é r i o  .dos pi - 

ques d i á r i o s  de 

consumo de i ns umos 

Tab. 2.1 5 - C r i t é r i o s  de cá l cu lo  de cus to  de construção e o b j e t i v o s  que f o  - 

ram pesqui sados em cada probl ema proposto. 



2.6.2 - Concl usões 

Ana1 içando as soluções obtidas constata-se que conforme o obje - 

t ivo a se r  maximizado, obtém-se sol uções diferentes. Isto pode ser  visto 

comparando entre  s i  as sol uções de probl emas com mesmo c r i t é r i o  de cá1 cul o 

de custo de construção, i s t o  é, PAI , PB1 e PC1 O u  P , PB2 e PC2 
A2 

Também verifica-se que comparando-se problemas com o mesmo ob - 

jetivo mas diferentes c r i té r ios  de cálculo de custo de construção, i s t o  é, 

P com P A ~  , ou PB1 com PB2 , ou  Pcl com P c 2  , obtém-se a instalação de 
AI 

mais um Posto quando se  passado c r i t z r io  da demanda anual para o c r i t é r i o  dos 

piques, Is to  acontece porque os custos calculados pelo c r i t é r i o  dos p i  

ques sao menores. 

As soluções aqui obtidas se  assemeTham bastante parque os re - 

cursos financeiros di spsnivei s quase são suf i cientes para construi r todos 

os 8 Postos potencialmente promissores. Numa situação onde os recursos f i  - 

nanceiros são mais "apertados" obteria-se certamente s o l u ~ õ e s  bem diferen - 

t es  para objetivos e c r i t é r ios  de cãl culo de construção como esses aqui em - 

pregados. 

Deve-se sa l ien tar  que na modelagem procuramos nos a t e r  ao mãxi - 

mo à metodologia vigente na cooperativa. O simples fato de s e  procurar o t i  - 

mizar matematicamente a apl icação dos recursos financeiros já constitui  um 

grande avanço em relação ao que constatamos. De qual quer forma f ica  para um 

trabal ho futuro introduzir conceitos novos, notadamente no que diz respei - 
t o  à localização e dimensionamento dos Postos. 



O PROBLEMA DA MOCHILA 0-1 

3.1 - PNTRODUÇÃO 

Suponhamos q lue s e  deseje encher uma mochila c om n obj etos ca - 
da um pesando pi e possuindo um valor relat ivo vi de tal  forma que não 

se ultrapasse um determinado peso to ta l  M e que se  maximize o vaqor total  -- -- 
dos objetos que encherão a mochila. 

Matematicamente o Problema da Mochila 0-1 (PMOI), como é conhe - 

tido o problema exposto acima, pode ser  expresso por: 

% Max vi xi 
i =l 

sujei to  a 

xi in te i ro  i = 1 ,  . . . , n 

Algumas considerações sobre as constantes (p i ,  v i  e M) são fe i  - 

tas  : 

M ,  v i  e pi são inteiros  positivos 

p . < M ,  i d i = 1 ,  ..., n 
1 



Se algum pi ou v i  ou M f o r  f racionár io ,  violando a condição 

(3 .5 ) ,  i s t o  pode s e r  contornado multiplicando-se (3.1 ) ou (3 .2)  por um f a  - 

t o r  conveniente. E ainda, s e  t a i s  constantes são negativas Glover 1 5 
presenta uma maneira de contornar o problema. 

A condição (3.6) assegura que não há objeto que possa s e r  ex - 

cluido,  a p r i o r i ,  da mochila por possuir peso maior que o peso t o t a l  permis - 

sivel  da mochila. 

Se a condição (3.7) é violada i s t o  s ign i f ica  que a solução ó t i  - 

ma do PMO1 será  t r i v i a l ,  i s t o  é, todos os objetos deverão s e r  colocados na 

mochila. Evita-se e s t e  t i po  de solução. 

Além disso estaremos sempre considerando que .as v a ~ i ã v e i s  do 

PMOl es tão ordenadas não crescentemente segundo a razão valor/peso (v. /p.) ,  
J J  

i s t o  é: 

v 1 1  / P  3 v2/p2 2 . * >, vn/pn (3.8) 

A j u s t i f i c a t i v a  para ta l  s e  deve ao fa to  de que a solução Óti - 
ma de um PMO1 relaxado, i s t o  é, um.PM07 sem a res t r i ção  de integrali~dade (3.4) 

(ver  Apêndice A ) ,  é obtida fazendo igual a 1 aquelas variáveis que apresen - 

tam maior razão val sr /peso,  sem que s e  ul t rapasse  o peso t o t a l  M da mochi - 



l a ;  a próxima var iável ,  segundo a ordenação pão crescente das razões 

valor/peso, assume um valor f rac ionár io ,  o bastante para completar o peso 

ainda não preenchido da mochila; as demais variáveis  assumem o valor 0,  

Desta forma, ordenando as variáveis  segundo a relação (3.8), achar a solu - 

ção de um PMOl relaxado f i c a  bastante t r i v i a l ,  e como precisaremos, nos a1 - 

goritmos aqui mostrados e desenvolvidos, resolver freqdentemente um PMO1 

relaxado, t a l  ordenação f a c i l  i t a r á  bas tante  essa t a r e f a .  

O que nos motivou estudar o problema da mochila f o i  a mode 

gem do problema de Instalação de Postos de Atendimento e Venda de Insum 

para a Cooperativa Três Fronteiras - COTREFAL. Kol esar  1 l6 1 c i t a  diversas 

aplicações onde aparece o PMO1 como modelo. Entre t a i s  apl icações podemos 

c i t a r :  

1 )  Operações de carregamento de navios; 

2 )  Investimentos de capi ta l  ; 

3) Problema do cor te ;  

4 )  Confiabil idade de redes;  e t c .  

Além disso o PMO1 surge como um subproblema em cer tos  a l g o r i t  - 

mos de programação i n t e i r a .  

A necessidade de s e  obter  mGtodos e f ic ien tes  de solucionar o 

PMO1 f i c a  jus t i f i cada  por essa gama de apl icações que o mesmo possui. 

O Problema da Mochila 0-1 é NP-completo 1 2 7 1 ,  i s t o  é, s e s e c o n  - 

segue um a1 gori tmo pol inomi a1 que o sol uci one então será  possTvel construi  r 



a1 goritmos pol inomiais para uma variedade bem grande de probl emas NP-com - 
pl e t o s .  Nenhum probl ema NP-compl e t o  pode s e r  r e so lv ido  por a1 gum a1 gor i  trno 

pol inomial a t é  hoje  conhecido. 

Diversas são a s  maneiras de s e  reso l  ver  o PMO1, por exemplo, po - 

de-se encará-1 o como um probl ema genérico de programação i n t e i r a  e reso l  vê- 

1 o como t a l  u t i  1 izando-se o método dos planos de c o r t e  de Gomory, ou o a1 - 

goritmo espec ia l  izado para v a r i á v e i s  0-1 de Balas ,  ou qualquer o u t r o  I l l I .  

A1 guns a u t o r e s ,  ve ja  Kol e s a r  1 161, resolveram o PMO1 como um 

probl ema de caminho mlnimo numa rede ,  Quando o peso. t o t a l  ( M )  da mochila é 

em programação di - pi ) , os  a1 gor i  tmos baseados 
n 

pequeno (comparado com 
i =I 

nâmica, como os  de Toth 1 31 I , Horowi tz-Sahni 1 14 1 , resolvem e f i c i en t emen te  

o problema. 

Ent re tan to ,  a maioria  dos t r aba lhos  publ icados exploram a t é c  - 

nica  "branch-and-bound", que produz a1 gor i  tmos cu ja  e f i c i ê n c i a  computacio - 

na1 (em termos de tempo de execução, memória u t i l i z a d a  e f l  ex ib i1  idade) tem 

s ido  a melhor que s e  obteve a t é  hoje ,  ve ja  Suhl 1 3 0 1 .  

Neste t r aba lho  nos deteremos na anã1 i s e  de a1 goritmos t i p o  

"branch-and-bound". Proporemos também um a1 gor i  trno "branch-and-baund" que 

incorpora a1 gumas mel ho r i a s  in t roduzi  das a t é  ho je  e sugerimos uma pequena 

cont r ibu ição  por nós desenvol vi  da. 

O r e s t a n t e  d e s t e  c a p i t u l o ,  dedicado ao PMO1, s e r á  d iv id ido  em 



6 segões e 3 apêndices. 

Na seção seguinte apresentaremos um exemplo numérico de um PMO1 

com 3 variáveis. Resolveremos es te  exemplo através de um esquema "branch- 

and-bound" no qual poderemos visualizar geometricamente os caminhos percor - 

ridos a t é  se  achar a solução ótima. 

Na seção 3.3 tentamos i n f e r i r  os principais procedimentos que 

devem apresentar um a1 gori tmo "branch-and-bound" para sol ucionar s PMO1, 

sem especificar nenhum a1 gori tmo em part icular ,  

Na seção 3.4 faremos um histõrico do desenvol v<mento dos a1 go - 

ritmos "branch-and-bound" para solucionar o PMO1 , desde o primero de1 es, s 

de Ksl esar 1 161 , até  os mais recentes. Nessa descrição não nos preocupare - 

mos com detalhes mas sim com as mel horias que cada um diz t e r  introduzido, 

Na seção 3.5 apresentamos o a1 gori tmo "branch-and-bound" por 

nás desenvol v i  do. 

E na Ú1 tima s e ç ã ~  faremos uma anã1 i se  computacional deste  a1 go - 

ritmo comparando-o com o "branch-and-bound" de Horowi tz-Sahni I 141 , que 

constitui  o algoritmo de partida e de referência para boa parte dos atuais 

a1 gori tmos existentes.  

Al& desças 6 secões, desenvolveremos t r ê s  apêndices. No Apên - 



4 3 

di ce A mostramos como calcular  a solução Ótima de um PMOl relaxado, i s t o  é, 

sem as res t r i ções  de in tegral  idade (3 .4 ) .  No Apêndice & damos alguns exem - 

pl os de como calcular  1 imitantes superiores do valor Ótimo de um PMOl , e su - 

gerimos um novo método que conduz a l imi tantes  melhores que os a t é  então 

ex i s ten tes .  E no Apêndice C apresentamos a listagem do algoritmo por nós 

desenvolvi do. 

3.2 - UM EXEMPLO NUMERICO DO PMO1 

3.2.1 - Introdução 

Com a f inal  idade de dar uma visão global da aplicação de um a1 - 

goritmo t i p o  "branch-and-bound" na solução do Problema da Mochila 0-1 r e  - 
solveremos um exemplo com 3 var iáveis .  Alem de nos mostrar ~ s , a s p e c t o s  mais 

gera is  e importantes dos "branch-and-bound", i s t o  nos permitirá a v isual i  - 

zação gráfica do metodo, fortalecendo assim nossa intuição para me3 hor apl - i 

car  e explorar as vantagens que t a l  mêtods oferece,  

Após o desenvolvimento do "branch-and-bound" na sol ução do exem - 

plo,  passaremos a uma apresentação mais formal e mais geral de um a1 g o r i t  - 

mo "branch-and-bound" para resolver  o Problema da Mochila 0-1 

3.2.2. - Exemplo 

Resolver o seguinte Problema da Mochila 0-1 : 



I Po I Max z = 5x + 6x2 + 7x3 1 

ta l  que xl + 2x2 + 3x ,i 4 3 

xi in te i ro  v i  = l ,  2, 3 

So 1 ução 

Se no problema Po abandonarmos as restrições de , integral ida - 

de (3.12) formaremos um novo problema que denominaremos de Po relaxado e 
- 

que denotaremos por Po : 

Max z = 5x + 6x2 + 7x3 1 

Todas as soTuc$es .viáveis de Po são também viáveis de , 

porém a rec7proca não é verdadeira, i s t o  é, nem todas as soluções viáveis 

de são viáveis de Po . Na figura 3.1 mostramos a região de sol uç6es 

viáveis de % enquanto que na figura 3.2 mostramos as soluçóes viáveis 

de P, . 



/i Fig. 3.1 - Soluçoes viáveis de c. 

c(0,OJ)  --- -'* 
#' ,. '* 

' 6  ' .  ' . 

e 
X2 

Fig. 3.2 - Soluções viáveis de Po.  

- - 
O problema Po e um problema de programação 1 inear (PPL) e 

portanto a sua solução ótima ( I * ~ )  estará  num dos vértices da região de so - 
- 

1 uções viáveis de Po . Podemos verif icar  então que Y * ~  = (1,  1 ,  1 /31T cu - 



jo valor é z*" 13,33. 

Se a solução ótima de (Y*') fosse in te i ra  então ela ser ia  

a solução ótima de Po (xXO) também, e terminaria assim a resolução do pro - 

bl ema proposto. 

-*O Mas mesmo não sendo in te i ra  a sol ução x , tomaremos a sol ução 
T 

correspondente ao vértice vizinho de ?O, i s t o  é, (1,1.,0) que corresponde 
- 

a anular a variável fracionãria da solução p0 e Tal solução, (1,1 , O ) ,  e 

viável de Po e passaremos a chamá-la de melhor solução viãvel (de Po)  
L a t é  então encontrada e a denotaremos por xL = (1 ,1 ,0 fe  seu valor z = 11. -- 

L 
A sol uçáo xL fornece um 1 imi tante  infer ior  (z ) para o valor 

(z*o) da solução ótima (x*o) de Po : 

zL 4 z*o 

# 

Nosso próximo passo na busca da solução ótima de P, e expan- 

d i r  Po , i s to  é, particionar a região de soluçóes viáveis de P, em duas - 

e promover a busca separadamente nessas duas regiões. Uma maneira simples 

de particionar a região de soluções viáveis de Po é f ixa r  uma das variá 

veis em O e em 1 .  Assim, fazendo xl = O geramos o problema P1 e fazendo 
d 

x1 = 1 geramos P2 . Essa expansão (branching) de P, em P, e P2 e costu - 

meiramente representada (veja Fig, 3.3) na forma de uma árvore. Às variá - 

veis não fixadas (x2  e x3) chamaremos de variáveis 1 ivres.  



F ig .  3.3 - Arvore do "branch-and-bound". 

Max z = 5x + 6x2 + 7x3 1 

t a l  que xl + 2x2 + 3x3 a 4 

xi i n t e i r o  V i  = I ,  2, 3 (3.12) 

I P2 I Max z = 5x1 + 6x2 + 7x3 

t a l  que x1 + 2x2 + 3x3 4 4 

xi i n t e i r o  V i  = I ,  2, 3 (3.12) 

Nas f igu ras  3.4 e 3.5 mostramos graf icamente as reg iões  de so - 

luções v i á v e i s  de P1 e P2 r e s u l t a n t e s  da d i v i s ã o  da r e g i ã o  dè sol y õ e s  v i á  - 

v e i s  

- 
F i g .  3.4 - Soluções v i á v e i s  de P1 e P1 .  



Jx1 
- 

Fi g. 3.5 - Sol uções viáveis de P 2  e P 2  . 

Pode-se observar que cada sol ucão viável de Po ou ê sol ução 

viável de P1 ou de P2 , portanto a solução Ótima de Po ou será a solu - 

ção Ótima de P1 ou de P 2 .  

- - 
Relaxando os problemas P1 e P 2  obtemos P1 e P2  cujas re - 

giões de soluções viáveis são as áreas hachuradas nas figuras 3.4 .e 3.5, 

respectivamente. A solur$io desses dois PPL's nos dá: 

Da teoria  de Programação l inear  sabemos que as soluções Ótimas 

de P1 e P2 são t a i s  que seus valores ótimos (z*l e z * ~ ,  respectivamente) 

não ul trapassam os valores ótimos de e 3 , respectivamente: 



Por tanto ,  o va lor  da sol  ução Ótima dos probl emas relaxados cons - 

tftuem um l i m i t a n t e  supe r io r  para o va lo r  da solução Ótima dos problemas 

não-rel axados . 

- 
Pela re lação  (3.1 3)  sabemos que a sol  ução Ótima (z*o) de Po e 

t a l  que seu va lo r  é mel hor que zL , que no momento val e 11 , logo zM 2 11 . 

A re lação  (3.18) nos d i z  que a solução ótima de P1 tem va lo r  

menor ou igual  a 10,66, logo essa  solução não pode s e r  Ótima de Po pois  

e s t a  é maior que 11 .  

Por tan to  sabemos que a solução Ótima de Po não pode e s t a r  en 

t r e  a s  sol  uções v i áve i s  de P1 , i s t o  é, provamos a não-otimal idade (para  P,) 

das sol  uções v i áve i s  de P1 . Desta forma a s  sol uções v i áve i s  de P1 se rão  

abandonadas na busca da solução Ótima de Po , i s t o  é, o problema P1 não 

mais s e r á  expandido. 

Fazendo e s s e  mesmo r a c i o c i n i o  em re lação  ao problema P 2  não 

conseguiremos provar a não-otimal idade das soluções v i áve i s  de P2 , i s t o  

porque p2 = 13,33 é maior que zL = 11 . 

A comparação do 1 i m i t a n t e  supe r io r  ( z * ~  ) do va lor  ótimo de ca - 

da problema ( P i )  com o va lo r  da melhor soluçáo a t é  então encontrada (zL)  



- 
nos p e r m i t e  podar a á r v o r e  r e p r e s e n t a t i v a  do "branch-and-bound", i s t o  e ,  

se a á r v o r e  é podada no nó c o r r e s p o n d e n t e  ao  problema Pi , e s t e  não será 

mais expandido;  ( o  c o n j u n t o  de  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  de Pi não s e r á  mais p a 1  

t i c i o n a d o ) .  Essa poda s ó  o c o r r e r á  s e  o 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  ( z* i )  do v a l o r  
- L ot imo de  Pi f o r  menor que o v a l o r  ( z  ) da melhor s o l  uçáo a t é  e n t ã o  en - 

L c o n t r a d a  ( x  ) .  

- 
A s o l u ç ã o  ó t ima  de  Po e a s o l u ç ã o  Ótima de  P2 . Como a s o l u  

- 
ção ótima de e não i n t e i r a ,  p a r t i c i o n a r e m o s  a r e g i ã o  de  s o l  uções v i á  - 

v e i s  de  P2 em duas  ( f i x a n d o  x2 em O e em 1 ) e promoveremos a busca da 

s o l u ç ã o  ót ima n e s s a s  duas r e g i õ e s ,  o que  c o n s t i t u i ,  na verdade,  na s o l u ç ã o  

dos problemas P3 e P4 ge rados  a p a r t i r  de P2 fazendo  x2 = O e x2 = I ,  

r e spec t ivamente .  

F i g .  3 .6  - Arvore  do "branch-and-bound" 

t a l  que  xl + 2x2 t 3x3 < 4 

x l = l ,  x 2 = 0 ,  0 , < X 3 < 1  

xi  i n t e i r o  V i  = 1 ,  2, 3 



m Max z = 5x1 + 6x2 + 7x3 

t a l  que x1 + 2x2 + 3x3 \< 4 

xi in te i ro  V i  = 1, 2, 3 (3.12) 

Nas figuras 3.7 e 3.8 mostramos graficamente as 

1 uções viáveis de P3 e P4 , respectivamente. 

Fig. 3.7 - Soluções viáveis de P3 e 5. 

regiões 



Novamente observa-se que as soluções viáveis de P 2  ou são so 

luções viáveis de P3 ou de P4 . 

Relaxando os probl emas P3  e P4 obteremos os PPL's 5 e 

cujas regiões de soluções viáveis são as 1 inhas cheias nas figuras 3.7 e 

3.8, respectivamente. Resol vendo-os teremos : 

Para 5: ?*3 = (1 ,  O ,  I ) ~ ,  T * ~  = 1 2  (3.22) 

Para P4 : x*4 = (1 ,  1 ,  1/3)' Y * ~  = 13,33 (3.23) 

- 
Tomando por base a sol uçáo do problema P3 vemos que ela é in - 

t e i r a  e portanto a solução ótima de P3 será x*3 = (1 , O ,  1 lT cujo valor 

é z*3 = 12. Como esta  sol uçáo é mel hor que xL , atual izaremos a melhor 
L solução viável -- a t é  então encontrada., i s t o  é, xL = (1, O ,  e z = 12 .  

Notemos também que não precisaremos mais expandir Pg pois - a 

lução ótima dele. Portanto, uma outra situação onde se  deve - po- 

dar a árvore é quando se obtém uma soluqão in te i ra  para o problema relaxa - - 
do, pois neste caso ta l  solução é a solução do problema não relaxado. 

- 
Tomando por base a solução de P4 vemos que a sua :solução é não 

in te i ra  e que o valor da solução ótima de P4 e limitada superiormente em 

13,33 que é maior que o zL ( =  1 2 )  a tua l .  Devemos portanto expandi r P4 . 

Fixando x3 , no problema P4 , em O e em 1 obtemos os probl e - 

mas P5 e P 6 ,  respectivamente. 



Fig .  3.9 - Arvore do "branch-and-bound" 

t a l  que  x1 + 2x2 + 3x3 4 4 

X1 = l ,  x 2 = l ,  X3 = O 

xi i n t e i r o  Y i = 1 ,  2 ,  3 

Max z = 5x1 + 6x2 + 7x3 

t a l  que xl c 2x2 + 3x3 s 4 

X, = 1 ,  x 2 = 1 ,  X3 = 1 

xi i n t e i r o  tl i = 1 ,  2 ,  3 

+ 

A s o l u ç ã o  de P5 e obviamente  x*5 = ( 1 ,  1 ,  cujo v a l o r  é 



z*5 = 11.  Como e s t a  solução é p io r  que xL então a solução ótima de Po não 

pode e s t a r em P5 e e s t e  é podado. 

0 problema P6 não apresenta  nenhuma sol ução viável  e i ogo a 

sol  ução ótima de Po não pode e s t a r  e n t r e  a s  sol  uções v i áve i s  de P6 , l g  
- 

go P6 e podado também. Por tan to ,  o f a t o  de um problema não a p r e s e n t a r  ne - 

nhuma solução viável  j u s t i f i c a  podá-1 o. 

Não havendo mais nenhum problema a s e r  expandido, como nos mos - 
A 

t r a  a f i gu ra  3.10, a solução ótima de Po e x*O = xL = ( 1 ,  O ,  l lT  de va - 
L l o r  z*o = z  = 1 2 .  

0 

Podado Podado 

Fi g .  3.10 - Arvore do "branch-and-bound" (Fi na1 ) . 



Uma observação acerca deste exemplo é necessária, Se em deter - 

minado momento contássemos com mais de um problema possTvel de ser  expandi - 

do, o que não ocorreu neste exemplo, escol hèriamos um de1 es e o expandiria - 
mos. 

3.3 - PROCEDIMENTOS BÃSICOS DE UM 

"BRANCH-AND-BOUND" PARA SOLUÇÃO DO PMO1 

3.3.1 - Introdução 

Um algoritmo "branch-and-bound" para s o l u ~ ã o  do PMO1 consiste 

na u t i l  ização racional de dois tipos de procedimentos: particionamento e 

poda. Ver Breu-Burdet 10 3 1 . 

E comum se associar ao desenvoTvimento de um "branch-and-bound" 

uma árvore onde cada - nó está  associado a um problema. A r a i z  da árvore cor - 
responde ao problema originalmente dado Po e que se quer solucionar. A1 - 

guns termos t ipicos de algor-itmos "branchiand~bound" vem dessa assoc,4aç2o com 

Teoria dos Grafos. 

Nos a1 gsri tmos "br-anch-and-bound" , primeiramente tenta-s.2 achar 

a solução ótima x*o de Po pesquisando de uma vez todo o conjunto So de 

sol uções viáveis de Po . Se a tarefa  torna-se d i f í c i l  , parti ciona-se S, 

em subconjuntos Si  . A i  então a busca tem lugar em cada um desses subcon - 



juntos. Se em algum ou em alguns deles, novamente, a tarefa torna-se d i f í  - 

ci 1 ,  parti  ciona-se aqueles onde i s t o  ocorre. Na figura 3.11 mostramos, i 1 uâ - 

trativamente, como se processa o particionamento sucessivo de So . 

Fig. 3.11 - Particionamento sucessivo de So . 

Buscar a solução Ótima em um subconjunto S i  de So s ignif ica 

resolver o problema P i  cujo conjunto de soluções viáveis é Si e cuja 

função objetivo é a mesma de Po . Evidentemente acharemos a solução Ótima 
- 

de Pi e não de Po . A solução ótima de Po e a maior das soluções ó t i  - 

mas dos problemas Pi . Desta forma na figura 3.11, a solução Ótima x*O de 

Po será  ta l  que: 

z*O = max {z*l, z*2} = max {z*l, z*3, z * ~ }  = . . . (3.26) 

O particionamento, quando se t r a t a  de problemas com variáveis 

0-1, se  faz de maneira simples, basta f ixa r  uma ou  mais variáveis em O ou 

em 1 .  

Como a cada Si se  associa um específico problema Pi , e a c a  - 

da Pi um específico nó na árvore do "branch-and-bound" é comum se  confun - 

di r  os termos particionar - Si , com expandir - Pi , e problema - Pi com -- nó Pi . 

€ fác i l  ver que ut i l  izando-se somente a técnica do particiona - 



mento poderíamos achar a solução ótima de Po , para isso bastaria formar 

uma parti cão de So contendo apenas conjuntos unitários,  neste caso a so - 

lução ótima de cada problema correspondente será o próprio e1 emento do con - 

junto; tirando a maior valor dessas sol uções obteriamos a sol ução Ôtima x*o 

de Po. Evidentemente i s t o  é imprati cãvel, mesmo para problemas pequenos, 

pois o número máximo de t a i s  conjuntos unitários é 2n onde n é o núme - 
ro de variáveis de Po . 

O procedimento da poda C que então tentará determinar os sub - 

conjuntos Si (Problemas Pi ) que não serão mais particionados (expandi - 

dos), permitindo assim reduzi r enormemente o número de probl emas gerados 

no "branch-and-bound". 

Embora a poda seja efetivamente o procecimenta que diretamente 

parece governar a eficiência dos "branch-and-bound", não se deve esquecer 

que o particionamento determina uma estratégia  de geração de subconjuntos 

Si que poderão ser  menos ou mais facilmente podados. 

Um subconjunto Si (ou problema P i )  :.deve ser  podado, i s to  é, 

não deve se r  mais particionado (expandido) quando uma das 3 situações acon - 

tece: 

a )  - O subconjunto _I-- S. é vazio 

Is to acontece quando com a fixação de variável's é violada a res - 

t r ição (3.2) do PMO1 , i s to  é, ultrapassado o peso total  M da mochila. 



b )  Conhece-se - a solução ótima - 2  x*i de P. 

Ora se  j á  conhecemos a solução x*i de P i  não tem sentido 

particionar Si para encontrar x*i . 

c )  Prova-se -- que a solução Ótima x*' de P i  não pode ser  solução ótima - - -  --- 

Chamaremos esta prova de Teste de não-otimalidade, Este t e s t e  -- 
constitui-se do cálculo de um 1 imitante superior ( z U i )  para o valor 6 t i m  

(z*i)  de Pi e de uma comparação de zUi com zL (valor de uma solucão 

conhecida de Po). Se zUi zL então a solução ótima x * ~  não pode ser  

solução ótima de Po pois z * ~  s z u i < z  L 4 z * O ,  i s t o é ,  z*j <z*o e ES - 

t e  t e s t e  tem sentido prático pois zUi deve poder ser  facilmente calcula - 

do (ver Apêndice B)  . 

3.3.2 - Fluxograma geral 

A figura 3.12 mostra um fluxograma bastante geral de um algo - 

ritmo "branch-and-bound" para sol ucionar o PMO1 . 



PASSO 1 

,pG+q 

-=FIM1 

Expanda P j  e co  - 

l oque  o s  problemas  

ge rados  em L 

'ASSO 4 

Escolha  um p r o b l e  - 
ma Pi e r e t i r e - o  

d e  L 

I 

Fig .  3.12 - Fluxograma g e r a l  p a r a  r e s o l v e r  um PMB1 . 



Passo 1 - I n i c i a l i z a ç ã o  da l i s t a  L de problemas a serem expandidos -- ---- -- 

A l i s t a  L simboliza o conjunto de  todos os problemas que devem 

s e r  expandidos. 

In ic ia lmente  e l a  con te rá  apenas o problenia o r i g i n a l  Po . 

L L Passo 2 - I n i c i a l  ização de 5, -- A 

Deve-se i n i c i a l  i z a r  com uma sol  ução viável de Po , t a l  sol  ução 

e ,  por tan to ,  a melhor solução -- a t é  então encontrada designada por xL cujo  

L va lo r  é z . 

L T L Uma solução viável  t r i v i a l  é f a z e r  x = ( 0 ,  O ,  . . . , O), e z = O .  

Passo 3 - T e s t e  de f i n a l i z a ç ã o  -- -- 

O a lgori tmo e n t r a  na f i n a l i z a ç ã o  (passo 8) quando não há mais 

nenhum problema a s e r  expandido. 

Passo 4 - Escolha do problema P j  a s e r  expandido -- - --- 

Escol he-se,  segundo um determinado c r i t é r i o  que v a r i a  de a1 go - 

ri tmo para a1 goritmo, qual o problema a s e r  expandido. Ret i re-o .da 1 i s t a  L. 



Passo 5 - Testes  de poda. Pi deve s e r  podado ? -- -- --- 

Caso a f i rma t ivo ,  vá para o passo 7 .  

Ver i f ica-se  s e  P i  deve ou não s e r  expandido. Cada algori tmo 

f a z  alguns ou todos os t e s t e s  de poda an ter iormente  c i t ados .  

Passo 6 - Expansão de Pj (Part ic ionamento de S i )  -- -v  -- 

- 
O par t ic ionamento de Si e f e i t o  segundo os  mais ' d ive r sos  c r i  - 

t é r i o s .  Cada problema gerado é colocado em L .  Vá para o passo 3. 

L L Passo 7 - Atual ização de L, 4 -- v 

Caso s e  conheça uma solução v iáve l  cujo va lo r  é maior que z L 

L L então a t u a l i z a - s e  x e z . 

Passo 8 - Final ização -- 

- L L 
A solução ótima x*o de Po e então igual a x e z*o = z , 

FIM. 

3 . 3 . 3  - Exemplo 

Para exempl i f i c a r  essa  seção ,  faremos um acompanhamento do exem - 



plo numérico desenvolvido na seção 3.2 com a u x i l i o  do fluxograma geral  da 

seção a n t e r i o r .  

Passo 1 : L = {Po} 

L Passo 2: xL = (1 ,  I ,  o)T e z = 11 

Passo 3: L # Q 

Passo 4: Problema escolh ido:  Po.  L = (I 

Passo 5: Po não deve s e r  podado (Os 3 t e s t e s  de poda falham).  

Passo 6: P1 = {Po I xl = O}. P 2  = {Po I xl = 1 L = {P1,  p2]- 

Passo 3: L # 

Passo 4: Problema escolh ido:  P1 . L = {P2} 

L Passo 5: P1 deve s e r  podado porque zU1 = z*l = 10,66 < z = 11.  

Passo 7: Sem e f e i t o  (Não s e  conhece nenhuma nova sol ução viável ) . 
Passo 3: L # Q 

Passo 4: Problema escolh ido:  P2 . L = (I 

Passo 5: P2 não deve s e r  podado (Os 3 t e s t e s  de poda falham).  

Passo 6: Pg = {P2 I x2 = O}. P4 = {P2  I x2 = 11.  L = {Pg. P4} 

Passo 3: L # (I 

Passo 4: Problema escolh ido:  P3 . L = {P4} 

Passo 5: P3 deve s e r  podado pois  x*3 = ~ * 3  = (1 , O ,  z*3 = 12 

Passo 7: Atual ização de xL e zL :  zL = 11 12 = z * ~  - z L = 1 2 ,  x L = ( 1 , 0 , 1 ) ~  

Passo 3: L # $4 

Passo 4: Problema escolh ido:  P 4 .  L = @ 



Passo 5: P4 não deve ser  podado (Os 3 testes  de poda falham) . 

Passo 6: P5 = {P4 I x3 = 01. P6 = {P4 I xg = 1 .  L = {P5,  P6} 

Passo 3: L # QI 

Passo 4: Problema escolhido: P5 . L = {P6} 

Passo 5: P5 deve ser  podado pois x*5 = ( 1 ,  1 ,  o ) ~ ,  z*5 = 11 

L Passo 7: zL = 1 2  > 11 = z*5 =+ x = (1,  O ,  I ) ~ ,  zL = 12 

Passo 3: L # @ 

Passo 4:  Problema escolhido: P6 . L = (J 

Passo 5: P6 deve ser  podado pois S6 = @ 

Passo 7: Sem efe i to  (Não se conhece nenhuma nova solução 

Passo 3: L = QI 

Passo 8: x*o = ( 1 ,  O ,  z*o = 12 . FIM 

viável ) 

3.3.4 - Convergência - e otimal idade 

Final izando devemos sa l ien tar  que um algoritmo que siga o f l  - u 

xograma da seção 3.3.2 convergirá se  garantirmos que no passo 6 -- não gerare- 

mos subconjuntos de So que já foram gerados anteriormente, Como só exis - - - --- - 

t e  um número f i n i t o  de subconjuntos Si , dist intos  entre s i ,  formados a 

pa r t i r  do conjunto f in i to  So , a 1 i s t a  L não poderá crescer indefinida - 

mente. Por outro lado, se o processo de expansão ou partição dos problemas 

(Passo 6) for  apl icado um número suficiente  de vezes, o algoritmo acabará 

fazendo com que no pior dos casos a l i s t a  L contenha somente problemas 

Pi cujos conjuntos Si contém um Único elemento. Ora, t a i s  problemas se  
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enquadram na s i t uação  (b )  dos c r i t é r i o s  de poda, po i s  a solução ó t ima x* i  

(de Pi ) é determinada t r i v i a l m e n t e .  Assim, e1 iminando es tes  problemas da 

1 i s t a ,  tornamos L vaz io ,  o que 1 eva ao té rmino  do procedimento. 

Para p rovar  a o t ima l i dade  temos que g a r a n t i r  que -- todo o conjun- 

t o  S, e s t á  sendo pesquisado, - -- 

Uma maneira s imples de g a r a n t i r  a convergência e a o t i m a l  idade 
d - 
e p a r t i c i o n a r  cada Si em subconjuntos d i s j u n t o s  e n t r e  s i  e c u j a  un ião e 

i g u a l  a Si , desta forma garant i remos que não geraremos subconjuntos an - 

t e r i o r m e n t e  gerados e também que todo con jun to  So es tá  sendo pesquisado. 

3.4 - DESENVOLVIMENTO DOS ALGORITMOS 

"BRANCH-AND-BOUND" PARA SOLUÇÃO DO PMOl 

3.4.1 - In t rodução  

O p r i m e i r o  a1 g o r i  tmo "branch-and-bound" para s o l  ução do PMOl 

f o i  apresentado p o r  Kol esar  116 1 em 1967, e1 e tem a grande desvantagem de 

e x i g i r  m u i t a  memória computacional . Em 1970, Greemberg - Heger ich 1 l 3  1 ap re  - 

sentam um a1 gor i tmo que d im inu iu  bas tan te  os r e q u i s i t o s  de mernória,,Em 1 974, 

Horowi t z  - Sahni I I e Ahrens - F inke  1'' 1 ,  em 1975, apresentam independen - 

temente do i s  a l go r i tmos  bas tan te  semelhantes e que v ieram i n f l u e n c i a r  de 

forma marcante o desenvolvimento a t u a l  dos a1 g o r i  tmos "branch-and-bound" 



para solução do PMO1. 

Abordaremos nessa secão, de forma detal hada, os a1 gori tmos de 

Kol esar,  Greemberg - Hegeri ch e Horowi t z  - Sahni ; a1 ém di sço mencionaremos as 

principais caracter is t icas  dos a1 gori tmos mais recentes. 

Também dedicaremos a1 gumas consi derações aos a1 gori tmos de - re- 

dução que permitem reduzir o número de variáveis de um dado PMO1 através da 

determinação, a pr ior i ,  do valor que algumas dessas variáveis teriam na so - 

1 ução Ótima do referido problema. 

Para s e  t e r  uma idGia comparativa dos t r ê s  algoritmos que apre - 

sentaremos a seguir,  utilizaremos o fluxograma geral apresentado na seção 

3.3. Sendo assim em cada algoritmo detalharemos cada passo do mesmo, de - a 

cordo com o f l  uxograma geral . Essa maneira de descrever t a i s  algori tmos faz 

com que os mesmos tenham um aspecto descritivo diferente dos originalmente 

propostos mas não a1 teramos em nada a lógica dos mesmos. 

3.4.2 - Algoritmo - de Kolesar 

3.4.2.1 - Descrição - do algoritmo 

O algoritmo apresentado por Kolesar em I tem a seguinte for - 

mul ação : 



Passo 1 - Inicialização da l i s t a  L de problemas a serem expandidos. -- ---- -- 

L = X P  I .  Alem disso, deve-se calcular o l imitante superior o 
U - 

z o = (maior inteiro menor que o valor Ótimo de Po ) do valor z*b 

da solução Ótima xM de Po , armazenando-se zUO pois o mesmo será neces - 

sár io no passo 4. Se a sol uçáo ótima F*o de Po for  in t e i r a ,  es ta  também 

deverá ser  armazenada pois será necessária nos passos 5 e 7. 

L L Passo 2 - Inicial  ização da melhor solução c, c -- - 

Impl ic i  tamente, o a1 gori tmo de Kol esar se  inicia  com a sol ução 

T L viãvei xL = ( O ,  O ,  ..., O )  , z = O .  

Passo 3 - Teste de final ização -- -- 

Se L = @ vá para o passo 8, 

Passo 4 - Escolha do problema P i  a ser  expandido -- - - -- 

Deve-se escolher o problema Pi que apresentar o maior zUi . 
F a ~ a  então L = L - { P i j  

Passo 5 - O problema b. deverá ser  podado ? -- - 

Caso afirmativo vã para o passo 7. Um problema deverá se r  poda - 



do s e  conhecemos a sua solução ótima x*i , s e  z U i  = v i l  < zL ou ainda 

s e  o conjunto de soluções v i á v e i s  de Pi  

Passo 6 - Expansão de P i  -- -- 

O problema Pi é expandido em dois  problemas f ixando a u a r i á  - 

vel 1 i v r e  de maior razão va lor /peso  em O e em 1 . I s so  g a r a n t e  que o 

conjunto Si de soluções v i á v e i s  de Pi s e r á  par t ic ionado em d o i s  conjun 

t o s  d i s j u n t o s  cu ja  união é igual a Si , logo essa  regra  de particionamen - 

t o  ga ran te  a convergência e otimal idade do a lgor i tmo,  como exposto na sub - 

seção 3.3.4. Além d i s s o ,  para cada um dos do i s  problemas gerados deve-se 

c a l c u l a r  o 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  z U i  = Lz*i~ (o maior i n t e i r o  menor que o va - 
- 

l o r  ótimo do problema relaxado Pi ) para o va lo r  de sua sol uçáo ót ima.  O 

va lo r  desse l i m i t a n t e  supe r io r  deve s e r  armazenado para s e r  usado no passo 

5, e s e  a solução ótima x*l do problema relaxado f o r  i n t e i r a  e s t a  também 

deve s e r  armazenada, pois  n e s t e  caso e l a  s e r á  solução Ótima do problema ge - 

rado, i s t o  é, x*i = T*i , podendo s e r  usada poster iormente nos passos 5 e 

7 .  

Se um dos problemas gerados f o r  impossivel então deve-se f a z e r  

negat ivo o 1 imi t a n t e  s u p e r i o r  associado a e1 e .  

Vá para o passo 3 

Passo 7 - Atual ização de xL e z L 
-- ---- 

L Se é conhecida uma nova solução viável  x*i e s e  z*i > z en - 



t ão  faz-se:  zL = z* i  e xL = x* i  . Vá para  o passo 3. 

Passo 8 - F i n a l  ização 
p- 

L L 
X* = x , z*O = z . FIM. 

3.4.2.2 - Ap l i cação  numérica 

Resolver  o segu in te  p rob l  ema a p l  icando o a1 g o r i  tmo de Kol esar.  

xi i n t e i r o  V i  = 1, ..., 7 (3.30) 

Sol ução : 

U Passo 1: L = {P,}. z 0 = 1-1 = 140 

T L 
Passo2 :  xL = (O, O, O, O, O, O, O)  , z = O  

Passo 3: L # Q 

Passo 4: Esco lh ido  Po. L = @ 

Passo 5: Po náo se rá  podado. 

Passo 6: P1 = {Po I x ,  = O } .  P2 = {Po I xl = 11. L = {P1, P2} 

zU1 = LP'J = 110. zu2 = [Z *~J  = 140 



Passo 3: L # 0 

Passo 4: Escolhido P2 (zU2 > zU1) .  L = IP1 1 

Passo 5: P2  não s e r á  podado. 

Passo 6: P3 = {P2 I x2 = O ) .  P4 = [P2  I x2 = 11. L = {P1, P3, p4} 

~~3 = p 3 j  = 120. ~~4 = 1 ~ 4 1  = 140 

Passo 3: L # @ 

Passo 4: Escolhido P 4 .  L = { P , ,  Pg)  

Passo 5: P4 não s e r á  podado. 

Passo 6: P 5  = [p4 ( x3 = 01. P6 = {P4 ( x 3 = 1 1 L = {P1 , P3, P 5 ,  P61 

zu5 = LZ*~] = 135. Z U 6  = -1 pois s6 = 0. 

Passo 3: L # 0 

Passo 4: Esc01 hido P5 .  L = {P1 . P3, P6} 

Passo 5: P5 não s e r á  podado. 

Passo 3: L # @ 

Passo 4: Escolhido P8. L = {P 1 ,  P 3 y  p6Y p7) 

Passo 5: P8 não s e r á  podado. 

Passo 3: L # 0 

Passo 4: Escolhido Pg.  L = {P1,  P3. p6, p7, plO} 

Passo 5: Pg não s e r á  podado. 



Passo 3: L # @ 

Passo 4: Esco lh ido  Pll. L = {pl, P3, P6, P7, PIO, P 12 1 

Passo 5: Pll não será podado. 

Passo 6: P 1 3 = { P l l ~ x 7 = O ~ ~ P 1 4 = ~ P 1 1 ~ ~ 7 = 1 1 . L = ~ P  1' P 3' P 6' P 7' P 1 0 ~ ~ 1 2 ~  P 13 ,P 14 I 
- 

zU13 = 130. zU14 = 133 ( s o l .  i n t e i r a  P14 ) 

xk14 = (1,  1, o, 1, o, o, 1 )  T 

Passo 3: L # ld 

Passo 4: Esco lh ido  P 1 4  L = {P1, P3, P6, P7, PIO, P12, P13} 

Passo 5: P14 deverá se r  podado: x*14 é conhecida. 

Passo 3: L # @ 

Passo 4: Esco lh ido  PlY L = [ P ~ .  P3, P6Y P7, PIO, P12} 

Passo 5: P13 deverá se r  podado p o i s  zU13 = 130 < zL = 133. 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # (i7 

Passo 4: Esco lh ido  P7. L = {P1. P3, P6y PIO. P12} 

Passo 5: P7 deverá s e r  podado p o i s  zU7 = 130 < zL = 133. 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # 

Passo 4: Esco lh ido  P3. L = {P1, P6, PlO, p1 



Passo 5: P3 deverá s e r  podado pois  zU3  = 120 < zL = 133. 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # V 

Passo 4: Escolhido P1. L = {P6, P1 P1 2} 

Passo 5: P deverá s e r  podado pois  zU1 = 110 < zL = 130 
1 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # 

Passo 4: Escolhido P6. L = {PIO.  P I E )  

Passo 5: P6 deverá s e r  podado pois  zU6 = -1 < zL = 133 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # (2 

Passo 4: Escolhido P I O .  L = {P12} 

Passo 5: P I O  deverá s e r  podado pois  zU1O = -1 c zL = 133 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # (2 

Passo 4: Escolhido P12.  L = @ 

Passo 5: P12 deverá s e r  podado pois  zU1? = -1 < zL = 133 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L = @ 

z*O = zL  = 133. FIM. Passo 8: x*O = xL = (1 ,  1 ,  0,  1 ,  0 ,  0 ,  1 )  . 

A árvore  correspondente a e s t e  exemplo é dada na f i g u r a  3.13. 



Fig. 3.13 - Arvore correspondente 

3.4.2.3 - Observacões 

ao exemplo do a1 goritmo de Kolesar 

Na verdade o a1 goritmo o r i g i n a l  de Kol e s a r  pula todos os passos 



compreendidos e n t r e  a s  duas l i n h a s  t r a c e j a d a s  do exemplo, pois  como podemos 
- 

ve r  a poda de todos os problemas cont idos  em L ,  naquele t r echo ,  e automáti - 

ca porque todos t e r ã o  seus  zUi menores que zL v i s t o  que e s t e  f o i  o b t i  - 

do do problema que possuia o maior l i m i t a n t e  supe r io r .  Portanto no a l g o r i t  - 

mo or ig ina lmente  proposto por Kolesar ,  o passo 7 não tem a ordem "vá para 

o passo 3",  i s t o  é, após o passo 7 é executado o passo 8. 

O motivo de escrevermos uma modificação do a1 gor i  tmo de,Kol e s a r  
- 
e mostrar  como e1 e s e  encaixa no fluxograma gera l  da seção 3 . 3  e deixarbem 

c1 a r o  que Kol e s a r  executa v á r i a s  podas, impl i c i  tamente, no f i na1 do a1 go r i  - t 

mo. Fica b a s t a n t e  Ôbvio então que em Kol e s a r  a 1 i s t a  L s e  enche muito p o r  

que e l e  u t i l i z a  o procedimento da poda somente quando a t i n g e  a solução Õti - 

ma. 

3.4.3 - Algoritmo de Greenberg- Hegerich - 

3.4.3.1 - Descrição - do algori tmo 

Greenberg - Hegerich apresentam em 1 131 do i s  a1 goritmos:" branch- 

and-bound" para sol  ução do PMO1. Um de1 e s  é uma pequena mel hor ia  no a1 go - 

r i tmo de  Kolesar e o ou t ro  é um a lgor i tmo um pouco d i f e r e n t e  que s e r á  a p r e  - 

sentado aqui .  

Passo 1 - I n i c i a l i z a ç ã o  da l i s t a  L de problemas a serem expandidos -- ----- -- 

L = { P o l ,  i s t o  é, a l i s t a  L s e  i n i c i a l i z a  com o problema Po . 



L L Passo 2 - I n i c i a l  ização da melhor so lução  x , z -- - - - 

- 
A solução ótima de Po i s t o  e ,  To tem no mãximo uma v a r i á  - 

vel com v a l o r  f r a c i o n á r i o  (ve r  Apêndice A). A solução xL é igual  a ?O, 

L - exce ta  a sua var iáve l  f r a c i o n ã r i a  que anulada,  O v a l o r  z e obviamente 

L o va lo r  da solução x . 

Passo 3 - T e s t e  de f i n a l  ização -- -- 

Se L = @ vá para o passo 8. 

Passo 4 - Escolha do problema P. a s e r  expandido -- - dm -i<- 

O problema escolhido é o ú1 timo que entrou na 1 i s t a  L;  t r a t a -  

s e  por tan to  de uma escolha t i p o  LIFO ("Las t  i n  - F i r s t  o u t " ) .  R e t i r e  P i  

da l i s t a  L ,  

Passo 5 - O problema P i  dever: s e r  podado ? -- - - - 

Caso a f i rma t ivo  vá para o passo 7. São vá1 idos aqui os três c r i  - 

t é r i o s  de poda c i t a d o s  na seção 3.3. Neste passo é ca lcu lado  o l i m i t e  supe - 

r i o r  zUi = I do v a l o r  ótimo ( z* i )  de P i  bem como Y*? . Veja Apêndice 
- 

A a r e s p e i t o  do c á l c u l o  da solução ótima de P i  . 



Passo 6 - Expansão de P i  -- -- 

e 

O problema Pi e expandido em dois problemas fixando a var iá  
-* i vel que tem valor f rac ionár io  em x , em O e em 1 .  O primeiro problema a 

s e r  colocado na 1 i s t a  L é aquele em que a variâvel fo i  fixada em 1 ,  em s e  - 

guida é colocado a outro.  A f ixação de uma única variável em O e em 1 g; 

ran te  que Si f o i  particionado em dois  subconjuntos d is juntos  cuja união 
- 
e igual a Si , com i s so  f i c a  garantida a convergência e otimal idade do a1 - 

goritmo como exposto na subseção 3 ,3 ,4 .  Vã para o passo 3 .  

Passo 7 - Atualização de xL, zL -- -- - 

Se é conheci da uma nova sol  ução viável x*i ( e  i s t o  acontece 

x*j - quando a solução e i n t e i r a )  e s e  z*i > zL então faz-se  z L = Z*i e 

xL = x*i . vá para o passo 3. 

Passo 8 - Finalização -- 

X*o = X L , z m  = zL . FIM. 

3.4.3.2 - Aplicação numérica 

Resolver o seguinte probl ema apl icando o a1 goritmo de Green'herg- 

Hegerich. 



s u j e i  t o  a 30x1 + 50x2 + 40x3 + 1 0x4 + 40x5 + 30x6 + 1 0x7 < 100 (3.28) 

i i n t e i r o  V i  = 1 , .. . , 7 (3.30) 

Sol ução : 

Passo 1 : L = I P,} 

 passo^: x L = ( l ,  1 , 0 ,  O , O ,  o , o ) ~ ,  z L = 1 2 0  

Passo 3: L # 0 

Passo 4: Po é esco lh i do .  L = 0 

Passo 5: x" = ( 1  1, 1/2, 0, 0, O, 0 l T ,  zuO = 140. Po não deve s e r  podado. 

Passo 6: L = IP1, P2} P1 = I P o  I x3 = 11. P2 = IPo  I x3 = 0). 

Passo 3: L # fl 

Passo 4: P2 é esco lh i do .  L = I P 1 l  

Passo 5: x*2 = 1 , 1 , O, 1 , l , O O I T  , zu2 = 135. P2 não deve se r  podado. 

Passo 6: L = {pl, P3, p4}. P3 = I p 2  I x5 = 11. P4 = I p 2  I x5 = 01  

Passo 3: L # fl 

Passo 4: P4 é esco lh ido .  L = IP 1 p3) 

Passo 5: z4 = (1 ,  1, 0, 1, 0, 113, 0 l T ,  zU4 = 133. P4 não deve s e r  podado. 

Passo 4: P6 é escol  h i do .  L = {p1 , p3, p5} 

T 
Passo 5: T * ~  = (1,  1,  0, 1, 0, 0, 1 )  = x * ~ .  P6 podado. z * ~  = 133. 



7 7 

Passo 7: Como x*6 conhecida e z*6 = 133 > 120 = zL então zL = 133 e 

T L - x * = ( l ,  1 , 0 ,  1 , 0 , 0 ,  1 ) .  X - 

Passo 3: L # Q 

Passo 4: P5 é esco lh ido .  L = {pl, p3} 

T Passo 5: T5 = (1, 4/5, 0, 0, 0, 1, 0 )  , zU5 = 118. 

Passo 7: Sem e f e i t o .  

Passo 3: L # @ 

Passo 4: P3 é esco lh ido .  L = I P 1 }  

T P a s s o 5 : x * 3 = ( l Y  3 /5 ,0 ,  0, 1 , 0 ,  0) , z U 3 = 1 1 6 .  

Passo 7: Sem e f e i t o .  

Passo 3: L # Q 

Passo 4: P1 é esco lh i do .  L = 0 

P5 é podado. 

Pg é podado. 

T Passo 5: = (1 , 3/5, 1 , 0, 0, 0, 0 )  , zU1 = 136. P1 não deve se r  podado 

Passo 6: L = {P7y P8}. P7 = {P1 I x2 = 11. P8 = {P1 I xp = 0). 

Passo 3: L # @ 

Passo 4: P8 é esco lh ido .  L = IP7}  

T 
Passo 5: T * ~  = (1,  0, 1, 1, 1/2, 0, 0) , zU8 = 120. P8 é podado. 

Passo 7: Sem e f e i t o .  

Passo 3: L # @ 

Passo 4: P7 é esco lh ido .  L = @ 

T 
passo 5: x*7 = (113, 1, 1, 0, 0, 0, 0) , zU7 = 120. P7 é podado. 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L = 9 



T Passo 8: x4 = xL = ( 1 ,  1 ,  0, 1 ,  O ,  O r  1 )  , ZM = zL = 133. 

A árvore correspondente a e s t e  exemplo é dada na fi-gura 3'14. 

z*O = 133 O = nó podado 

Fig. 3.14 - Arvore correspondente ao exemplo do -algoritmo de Greemberg- 

Hegeri ch . 

Pode-se observar que a l i s t a  L, neste caso, tem o número máxi - 

mo de problemas menor do que a 1 i s t a  L no algoritmo de Kol esar. 

Deve-se ressa l ta r  que o c r i t é r i o  LIFO é o responsável pela 



busca em profund idade  do a1 gor i tmo de  Greemberg - Heger ich ,  p o i s  e s t a remos  

sempre expandindo o Últ imo nó gerado fazendo  com que a ã r v o r e  c r e s c a  mais 

no s e n t i d o  l o n g i t u d i n a l  que t r a n s v e r s a l  . 

3 .4 .4  - Algor i tmo - de  Horowitz - Sahni 

3.4.4.1 - Descr ição  - do a l g o r i t m o  

Horowi t z  - Sahni propõe em 1 l4  1 d o i s  a1 g o r i  tmos p a r a  s o l  ução do 

PMO1. Um de1 es u t i l  i z a  a t é c n i c a  d e  Programação Dinâmica, o o u t r o  do t i p o  

"branch-and-bound" s e r á  a p r e s e n t a d o  a s e g u i  r. 

Passo 1 - I n i c i a l  i z a ç ã o  da 1 i s t a  L d e  problemas a serem expandidos  
p- ---- -- 

A l i s t a  L i n i c i a l i z a  com o problema Po , i s t o  é, L = {P,}. 

Em Po t o d a s  a s  v a r i á v e i s  s ã o  c o n s i d e r a d a s  l i v r e s .  

L L Passo 2 - I n i c i a l  i z a ç ã o  da melhor s o l u ç ã o  x , z -- - - - 

Toma-se xL como sendo i g u a l  a , e x c e t o  a v a r i ã v e l  f r a  

L - L c i o n á r i a  que é a n u l a d a ,  0 v a l o r  z e obviamente  o v a l o r  da  s o l u ç ã o  x a 



Passo 3 - Tes te  de f i n a l i z a ç ã o  -- -- 

Se L = @ vá para o passo 8, 

Passo 4 - Escolha do problema Pi a s e r  expandido -- - 

O problema escolh ido  é o Último que entrou na 1 i s t a  L ,  portan - 

t o  t r a t a - s e  de uma escolha do t i p o  LIFO ( 'Last i n  - F i r s t  ou t ' ) .  R e t i r e  P i  

da l i s t a  L .  

Passo 5 - O problema Pi deverá s e r  podado ? -- - - - 

Caso a f i rma t ivo  vá para o passo 7. 

Como os  t e s t e s  de poda de P i  dependem do conhecimento da so 
- 

1 ução ótima x * ~  do problema relaxado Pi e de seu va lo r  z * ~  , examine 

mos primeiramente como c a l c u l a r  e ?*i . A j u s t i f i c a t i v a  para t a l  pro - 

cedimento pode s e r  v i s t a  no Apêndice A.  

Sejam xl , x2, . . . , xkl a s  v a r i á v e i s  f i xadas  para o problema 
A A 

Pi em questão.  Sejam, ; respect ivamente,  x, , x2 , . . . , xkl os  va lo re s  des - 

s a s  v a r i á v e i s  f i xadas .  

Seja  m o maior i . n t e i ro  t a l  que: 



- 
A solução ótima x*i de P i  será então dada por: 

- 
O valor Z*' da solução Ótima de P i  e dado por: 

O valor L2'*lA constitui um 1 imitante superior ( z U i )  para o 

valor ótimo ( z * ~ )  de Pi (Ver Apgndice B ) .  

- --%i Se x*' for uma solução inteira  então x*i = ~ * i  , i s to  e x 

será também a solução ótima de P i  . 

Determinada a solução ótima de e seu valor Zi es - 

tamos em condições de t e s ta r  os dois cr i té r ios  de poda deste a1 garitmo: 



A)  Teste de não-ot imal  i dade: 

Se z U i  = ~ z * ~ l  é menor ou i g u a l  a  zL ( v a l o r  da melhor 

L solução a t é  então encontrada x  ) ,  i s t o  é, se zU i  = lpi] < zL então Pi 

deve s e r  podado. 

B )  Se Pi tem todas as v a r i â v e i s  f ixadas (em O ou 1 )  então Pi 
- 

deve s e r  podado p o i s  nes te  caso Pi t e r á  também todas as v a r i á v e i s  f i x a  - 

da; e  p o r t a n t o  a  solução ó t ima T * ~  de i n t e i r a  e  assim x *i = x*i 

No passo 6  veremos como são f i xadas  as var i ,ãve is .  

Não s e - i n c l  uri aqu i  o  p r i m e i r o  t e s t e  ge ra l  de poda, como i i iostra - 

do na seção 3.3, i s t o  é, aquele que v e r i f i c a  se o  con jun to  Si de soluções 

/ 

v i á v e i s  de Pi e  v a z i o  ou não, i s t o  porque como veremos no passo 6 ,  nes te  

a l go r i tmo ,  são gerados problemas Pi com p e l o  menos uma solução e  po r tan  

t o  Si nunca é vaz io .  

Se é i n t e i r o  mas em Pi nem todas as v a r i á v e i s  foram f i  - 

xadas em O ou 1  , então n e s t e  a l g o r i  tmo não é f e i t a  a  poda de Pi ( o  que, 

em p r i nc7p i0 ,  poder ia  t e r  s i d o  f e i t o )  p o i s  desta forma e v i t a - s e  t e s t a r  em 

-*i - cada nó se x  e  i n t e i r a  ou não, e  como e s t e  t e s t e  é na m a i o r i a  das vezes 

nega t i vo  (F*~ náo é i n t e i r a ) ,  economiza-se v ã r i a s  comparações no a1 goritmo, 

Passo 6  - Expansão de P .  -- - _1 

Suporemos que n o  problema Pi temos k -1 v a r i á v e i s  f i xadas  



- 
em O ou 1 , i s t o  é ,  x l ,  x2, . .', xk-,~'warkv"Lf-ixar-nos va lo re s  
A A A 

e X k ,  Xk+l, " " 3  Xn são  v a r i á v e i s  1 i vres  . 
k-1 

Se j a  S = M - pjjij a "sobra"  de peso a inda  não preenchido 
J =1 

da mochila no problema Pi . A sobra  S nunca poderá s e r  nega t iva .  

Para mostrar  com p rec i são  como são  gerados os  novos problemas 

p j ,  Pj+1 9 . . . a p a r t i r  de Pi u t i l  izaremos um algori tmo (denominado "ge - 
radar") e s c r i  t o  numa 1 inguagem semelhante  ao ALGOL. 

& 

O problema Pau, e um problema a u x i l i a r  que e impl i c i t amen te  

gerado e expandi do, i s t o  é, e1 e tem uma e x i s t ê n c i a  efêmera,  1 imi tada  a uma 

passagem do a1 gor i  tmo gerador  abai  xo. 

A1 go r i  tmo gerador  

BEGIN 

BEGIN . - 
'j+q ' Ipaux 

q : =  q + l  

END ; 

BEGIN 

END ; 

ELSE 

BEGIN 
P . - 
j +q IPaUx I jik+q 

= O } ;  L = L U { P .  I 
J+q 

END ; 

END . 



O problema Pi , após o término do algori tmo gerador ,  será ex  - 

pandido nos problemas Pj,  Pj+l ,  . . . .  Pjcm . Na f igu ra  3. 16 apresentamos o 

t r echo  da á r v o r e  "branch-and-bound" r e s u l t a n t e  da expansão de Pi . 

Graficamente podemos ver o processo de geração dos problemas 

P j ,  P j+ l ,  . jcm 
da forma apresen tada  na f i g u r a  3.15. 

Var iáve is  

Prob l emas 

X1 x2 ... 'k-1 'k 'k+l ' 'k+m-l 'k+m 'k+m+l " ' 'n 
- 

. Var iáve is  . Novas v a r i á v e i s  Var iáve is  
f i x a d a s  em Pi u Ou O ' f i x a d a s e m 1 o u O  : l i v r e s  

Fig. 3.15 - Fixação das v a r i á v e i s  nos problemas gerados na expansão de 

Pi ' 



n Probl emas e fe t i  vamente 
gerados ( P  ) .  

j +q 
Probl emas auxil iares IEZI (Paux) 5 impl i c i  tamente 
gerados e expandi dos. 

W Probl ema não gerado por 
ser  inviável . 

Fig . 3.1 6 - Trecho da árvore "branch-and-bound" representando a expansão do 

nó (problema) P i  , supondo k+m b n .  

Os nós grafados por na figura 3.16 apesar de não corres - 
ponderem explicitamente a nenhum problema gerado na expansão de P i  , são 

impl icitamente gerados e expandidos. Por outro 1 ado devido à condição (3.31 ) 

podemos garantir  que o nó grafado por  na figura 3.16 dá origem a u m  

problema inviável não sendo portanto gerado expl ic i  tamente. 

Devido à condição (3.31 ) os nós P j ,  P j t l ,  . . . , j+m são t a i s  

que o conjunto de s o l u ~ õ e s  viáveis dos respectivos problemas é não vazio o 

que torna desnecessário, no algoritmo, o t e s t e  de poda segundo e s t e  c r i t é  - 

r io .  



Veri f ica-se  também o grande número de nós gerados (implyci t a  e 

exp l i c i t amen te )  em um Único passo do algori tmo sendo um dos p r i n c i p a i s  mo - 

t i v o s  para a grande e f i c i ê n c i a  computacional do mesmo. 

E importante  n o t a r  que o processo de geração dos problemas 
- 

P j y  p j+ ly  Pj+, e t a l  que somente geramos problemas s u j o s  conjuntos de 

soluções v i á v e i s  S ., Sj+l .  . . , Sj+m 
J 

são d i s j u n t o s  do i s  a do i s  pois  o 

conjunto de va r i áve i s  f i xadas  para cada problema é d i s t i n t o ,  e t a i s  que 

S .  U Sj+l U ... U Sj+,,, 
J 

= Si . i s t o  e ,  nenhuma solução viável  de P i  e e1 - i 

minada. Es tes  f a t o s  garantem a convergência e a otimal idade do algori tmo 

conforme o r a c i o c i n i o  exposto na s u b s e ~ ã o  3.3.4. 

Cabe ainda r e s s a l t a r  que devido a ordem como os  problemas gera - 

dos são  colocados na l i s t a  L e tendo em v i s t a  o c r i t é r i o  LIFO (passo  4)de  

escolha do problema a s e r  expandido, t a i s  f a t o s  garantem a busca em profun - 

d i  dade do a1 gori  tmo de Horowi t z  - Sahni . 

ApÕs O passo 6 ,  v: para o passo 3. 

Passo 7 - Atual i zação de x L L 
-- - - Z 

Se é conheci da uma solução x*i ob t ida  após a f i xação  de t o  - 

L - x*i e zL  = Z*i v; das a s  v a r i á v e i s  e s e  z*i > z L  então  faz-se  x - 

para o passo 3. 



Passo 8 - Final  ização -- 

xm = x L , z m  = z L , FIM. 

3.4.4.2 - Aplicação numérica 

Resolver o s e g u i n t e  problema apl icando o a1 gori  tmo de Horowitz- 

Sahni . 

xi i n t e i r o  Vi. = 1 ,  ..., 7 (3.30)  

Sol ução 

Passo 1:  L = { P o l  

Passo 2: xL = ( 1 ,  I ,  O ,  O ,  

Passo 3: L # pl 

Passo 4: Po é escolh ido .  L = 0 

Passo 5: = (1 ,  1 ,  1 /2 ,  0 , 0 , 0 , 0 ) ~ ,  z U o = 1 4 0 .  Po não deve s e r  podado. 

Passo 6: L = P P 2 ,  P$. P1 = {Po I x1 = O P2 = {P, I x1 = 1 ,  x2 = 01. 

p3 = IP, I x1 = x2 = 1 e x3 = 01. 



Passo 3: L # @ 

Passo 4: P3 é esco lh ido .  L = {pl, p2} 

Passo 5: -*3 x = (1 ,  1, O, 1, 114, O, O )  , zU3 = 135. P3 não deve s e r  podado. 

Passo 6: L = P , P2, P4, P51. P4 = {P3 I x4 = O } .  P5 = { P ~  I x4 = 1 e x5 = O }  

Passo 3: L # @ 

Passo 4: P5 é esco lh ido .  L = {p1, P2, p4} 

Passo 5: x*5 = (1, 1, 0, 1, 0, 113, 01T5 zU5 = 133. P5 não deve s e r  podado. 

Passo 6: L = {P1, P2, ~ 4 ,  P6} .  P6 = {P5 I x6 = 0). 

Passo 3: L # pl 

P ~ S S O  4: P6 é esco lh ido .  L = {P 1, P 2 5  p4} 

T Passo 5: ~ * 6  = (1,  I, O, 1, O, O, 1 )  zU6 = ~ * ~ = 1 3 3 .  P6 deve s e r  podado. 

Passo 6: L = {PIy P Z 3  P 4 y  P7y P8}. P 7 = {p6 I X7 = O Y .  P8 = {P6 I X7 = 11. 

Passo 3: b # @ 

Passo 4: P8 é esco lh ido .  L = {P ] ,  p2, p4, p7} 

Passo 5: x*8 = (1, 1, 0, 1, 0, O, , z * ~  = 133. P8 é podado. 

Passo 7: x*8 é conhecida a t ravés  da f i x a ç ã o  de todas as v a r i á v e i s  e 

L L ~ * ~ = 1 3 3 > 1 2 0 = z ~  l o g o  x = ( l l , O , l , O , O , l ) T  e z - 133  

Passo 3: L # @ 

Passo 4: P7 é esco lh ido .  L = {pl, P2, p41 

zU7 = z*7=130. P7 ê podado. Passo 5: x*7 = (1,  I, O, I, O, O, O )  

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # QI 

Passo 4: P4 é esco lh ido .  L = {P,, P2} 

Passo 5: 7*4 = (1 , 1, 0, 0, 112, 0, O I T ,  zU4 = 130. P4 deve se r  podado. 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L f QI 

Passo 4: P2 é esco lh ido .  L = {P1} 



Passo 5: Y*' = ( 1 ,  0 ,  1 ,  1 ,  1 / 2 ,  0 ,  O I T ,  zU2 = 120. P2 deve s e r  podado. 

Passo  7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L # (I 

Passo 4: P1 é e s c o l h i d o .  L = @ 

T Passo 5: x*1 = ( 0 ,  1 ,  1 ,  1 ,  0 ,  0 ,  0 )  , zU1 = 110.  P1 deve s e r  podado. 

Passo 7: Sem e f e i t o  

Passo 3: L = (I 

z*O = zL = 133. FIM. Passo 8: x*O = xL = ( 1 ,  1 ,  0 ,  1 ,  0 ,  0 ,  1 )  , 

A á r v o r e  c o r r e s p o n d e n t e  a e s t e  exemplo é dada na f i g u r a  3 - 1 7 .  

n6 i m p l i c i t a  
mente g e r a 6  
e expandi do 

nó ef e t  i vamen - 
t e  gerado 

nó não gerado 
por cor respon  
d e r  a p r o b l S  
ma inv iãve l -  

nó podado 

nó ót imo 

Fig .  3 .17 

z - i  33  

- Arvore  c o r r e s p o n d e n t e  a o  exemplo de  a1 gor i tmo de  Horowi tz-Sahtai . 



3.4.5 - A1 gori tmos - de Redução 

3.4.5.1 - Introdução 

Em 1973, Ingargiol a-Korsh 1 l5 1 publ icaram um a1 gori tmo que apl i 

cada a um PM07, tem tempo de execução proporcional ao número de variáveis 

do problema, e é capaz de determinar, sem chegar à solução ótima, os valo - 
res que vár ias  variáveis teriam nessa solução 6tima. Desta forma consegue- 

s e  reduzir  o número de variáveis para as quais não s e  conhece o valor na 

solução Õtima. Essa redução pode s e r  bastante s ign i f ica t iva  e experiências 

computacionais têm demonstrado que, dependendo do t i po  de probl ema, i s so  

frequentemente acontece. 

O problema expurgado das variáveis reduzidas, i s t o  é, das va - 
r i áve i s  cujos valores na solução Õtima foram determinados pelo a1 gori tmo 

de redução, será  denominado probl ema reduzi do. 

De uma maneira mais r igorosa,  podemos dizer  que um a lgor i  tmo 

de redução apl icado ao problema Po definido por: 

% Max 1 v . x  
J j 

j =I 

su j e i t o  a p.x.  ,< M 2 J J  
j =I 

x -  i n t e i ro  j = 1 , e .. , n 
J 

I 



e valendo ainda as condições (3.5) a (3,8), determinará dois subconjuntos 

d is  juntos J1 e J, do conjunto J = { 1 , 2 ,  . . . , n I (conjunto dos indi  - 

ces das var iáveis  de Po ) ,  de t a l  forma que s e  j' F Jo  então x*O = O 
j 

e se  j" e J1 então x* = 1 . O problema reduzido (PR) s e r á  então de 
j 'I - 

f in ido  por: 

s u j e i t o  a 2 pjxj  < M 
j =I 

x .  i n t e i r o  j = 1 ,  e . . )  n 
3 



9 2 

Desta maneira,  a so lução  Õtima de PR s e r á  a mesma de Po . 

Ao problema reduzido deve-se apl  i c a r  um a1 gori  tmo qual quer  de 

solução do PMO1, pois obviamente PR tambzm é um PMOl , determinando assim 

a solução ótima de PR e po r t an to  de P, . 

De .urna maneira ge ra l  , os a1 gor i  tmos de redução são  ap l  icados a 

um dado PMOl a n t e s  de s e  apl  i c a r  um a1 gor i  tmo de so lução  completa do PMO1. 

Alguns a1 go r i  tmos no en t an to ,  po r  exemplo Zol tners 1 32 1 , apl  i cam um a1 gor i  t - 
mo de redução como uma r o t i  na i n t e r n a  do mesino, sempre que detectam c e r t a s  

condições que indicam a pos s ib i l  idade  de r e d u z i r  v a r i á v e i s .  

3.4.5.2 - Descrição -- gera l  dos a lgor i tmos  de redução - 

Um a lgor i tmo de redução ge ra  problemas do t i p o  Pi = IPo I x .  = p} 
J 

onde p = O ou p = 1 . Para cada problema Pi gerado ca l cu l a - se  um 1 imi tan  - 

t e  s u p e r i o r  ( z U i )  do seu v a l o r  ótimo ( z * ~ )  . 

L Supondo conhecida uma s o l  ução viável  de Po , xL , de v a l o r  z , 

para cada problema Pi é f e i t o  en tão  o t e s t e  de não ot imal  idade para v e r i f i  - 

c a r  s e  a v a r i á v e l  x pode s e r  f i x a d a  em p . 
j 



Se z U i  < zL en tão  x*O = 1 - p , póis  n e s t e  caso se x não 
j j 

L pode ser f ixada  em p (porque d a r i a  uma solução de v a l o r  menor que z ) só po - 

der5  assumi r o v a l o r  (1 - p) , i s t o  é, x? = 1 - p . Se zUi z zL nada pode 
J - 

remos a f i r m a r  s o b r e  o v a l o r  de x*' 
j '  

- 
Cada vez que uma va r i áve l  t i v e r  seu  v a l o r  na so lução  otima 

(xM) determinado pode-se expurgá-la do problema o r i g i n a l  (Po) o que dará  

origem a um problema reduzido ( P R )  Ao problema reduzido se a p l i c a  novamen - 
t e  o a lgori tmo de redução. Esse procedimento deve-se r e p e t i r  a t é  não ser 

mais possivel  r e d u z i r  nenhuma v a r i á v e l .  Outra maneira s e r i a  ana l ' i s a r  t odas  

a s  v a r i á v e i s  p r imei ro ,  v e r i f i c a r  qua i s  foram reduz idas  e só a í  en tão  proce - 
d e r  à geração do problema reduzido.  A pr imeira  maneira tem um c u s t o  compu - 

t a c iona l  mais e levado que a segunda sem que com i s s o  s e  obtenha um aumento 

s i g n i f i c a t i v o  do número de v a r i á v e i s  reduzidas .  Por tan to  o comum 6 g e r a r  o 

problema reduzido uma Única vez, depois  que todas a s  v a r i á v e i s  t iverem s i  - 

do anal i sadas.  

3.4.5.3 - Algori tmo - de Ingargiola-Korçh 

O que diferem os  do i s  a lgor i tmos  de redução mais conhecidos,  

Ingargiola-Korsh 1 l5 1 e Dembo-Hammer 1 071,  é a maneira como s e  c a l c u l a  o 1 i 

mi t an t e  s u p e r i o r  zUi de cada problema Pi = I Po I x j  = p l  . 

- 
No a lgor i tmo de Ingargiola-Korsh zUi = I-z*~ J , i s t o  é, e o 

maior i n t e i r o  menor que o v a l o r  Ótimo de , que é denominado l i m i t a n t e  

s u p e r i o r  de Dantaig ( v e r  Apêndice B ) .  



Se ja  k o í n d i c e  da var iáve l  de va lo r  f r a c i o n á r i o  (admitindo 
- I so l  ução não i n t e i r a  para Po , s e  oco r re s se  so l  ução i n t e i r a  não t e r i a  sen - 

t i d o  apl i c a r  a1 goritmo de redução) na solução Ótima ?*O de % (Po r e l a  - 
xado), i s t o  5: 

São gerados dois  t i p o s  de problemas no a1 gor i  tmo de Ingargiol  a-  

Korsh : 

Para cada um dos (n + 1 ) problemas gerados é ca lcu lado  o 1 imi - 
t a n t e  s u p e r i o r  de Dantzig. 

Se LZ*~J < zL então x;O = 1 , i = 1 ,  .. . , k 

L Se LZ*~+'J < z então  xyO = O , i = k ,  . .., n 

Se acontecer  de um dado t e s t e  f a l h a r ,  i s t o  é, s e  Lf*j1 z L 

(i = 1 , . . . , n+l ) então s e  v e r i f i c a  s e  o va lo r  da sol  ução, o b t i d a  zerando- 

s e  a var iãve l  de va lo r  f r a c i o n á r i o  ( s e  e s t a  não e x i s t i r  toma-se a própr ia  

-*I L so lução)  na so lução  x de Pi , é maior que z , Se f o r ,  a t u a l i z a - s e  x L 

L e z com t a l  so lução .  Com i s t o  vai s e  melhorando, sempre que possTvel , a 

L L solução x , z . 



De nada a d i a n t a r i a  anal i ç a r  problemas do t i p o :  

pois  em cada um des t e s  casos o v a l o r  do 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  o b t i d o  s e r á  

~í*0] e como T*' z*' a zL nunca se consegui r ia  o b t e r  a redução a t r a v é s  

d e s t e s  t i p o s  de problemas. 

3.4.5.3.1 - Exemplo 

Apl icando-se o a1 go r i  tmo de Pngargiol a-Korsh ao problema dado 

L a s e g u i r ,  e tomando i n i c i a l m e n t e  a so lução  x = (1 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0) ,  zL = 120; 

obtém-se a redução de 3 das 7 v a r i á v e i s :  x l ,  x e x 6 .  5 

O , < x . , < l  
J 

j = l b  ..., 7 ( 3 *  29) 

x .  i n t e i r o  
J 

j = 1 ,  ..., 7 (3.30) 

Problema P1 = {Po 1 x1 = 0)  
U L 
z 1 = LZ~J = i 10  < z = 120 x*O = i 1 

Problema P2 = {Po I x2 = O} 



Problema P3 = {Po 1 x3 = O} 

zU3 = L Z * ~ ~  = 135 < zL = 130 

x * ~  = ( l , l ,O, l , l /4 ,O,O)  a ( 1  O 0 , O O )  z = 130 > z L 

zL = 130 , xL = (1 ,1 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0)  

Problema P4 = {Po I xg = 11 

zU4 = LZ*~) = 136 > z L  = 130 

F * ~  = (1 ,3/5,1,0,0,0 ,0)  + (1 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0)  z = 100 c Z L 

Probl ema P5 =' IPo I x4 = 1 1 

zu5  = I z * ~ ]  - = 136 > z L  = 130 

X*5 = (1 y 1 y 1 / 4 y 1  , 0 0 0 )  (1 ,1,0,1 , O , O , O )  z = 130 = z L 

Problema P6 = { P o I x 5  = l l  

U 
z =LF6l = 116 < zL = 130 x y  = O  

Problema P7 = IPo 1 x6 = 1 l 

U 
Z = I Z * ~ J  - = 118 < zL = 130 i x p  = O  

Problema P8 = {Po I x7 = 1 1 

u 
z 8 = 1 Zk8) = 133 i zL = 130 - 

Y * ~  = (1 ,1 ,1/4,0,0,0,1)  =, ( 1 , 1 0 0 0 0 1 )  z = 123 < z L 

3.4.5.4 . - A1 gori  trno de Dembo-Hammer 
V- 

O a1 gor i  tmo proposto em 1980 por  Dembo-Hammer 1 1 para redução 



do PMOI u t i l  i z a  um novo 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  zUi = ~ 2 i  J para cada problema 

Pi gerado. Esse novo 1 i m i t a n t e  é p i o r  que o de Dantzig u t i l  izado por Ingar  - 

giola-Korsh, sendo de se  e s p e r a r  en tão  que menos v a r i ã v e i s  sejam reduzidas, 

mas em compensação será bem mã i s  r áp i  do. 

Neste problema s e r ã o  também gerados do is  t i p o s  de problemas: 

onde k é o i n d i c e  da va r i ãve l  de v a l o r  f r a c l o n á r i o  na s o l u ~ ã o  Ótima (?O) 

de Po . 

A s e g u i r  mostraremos quem é e como se c a l c u l a  o novo l i m i t a n  - 

t e  s u p e r i o r  Liij do problema Pi . 

- 
O problema Po cu jo  v a l o r  Õtimo é z*' , de solução ótima F*' 

d e f i n i d a  por (3 .39 ) ,  (3 .40)  e (3.41) é de f in ido  por:  

n 

Max ZO= v . x  
J j 

j =I 

S u j e i t o  a 

E o problema Pi cu jo  v a l o r  ótimo é z*' é de f in ido  por:  



Sujei to  a 

Max zi = v j X j  

No algoritmo de Ingargiola-Korsh o valor L Z * ~ ~  é tomado como 

*i l imi tan te  superior do valor ótimo z de Pi . 

Sabe-se que 

-*1 z , < z  *O (3.51) 

- 
pois toda solução viável de Pi e também de (a reciproca não verda 

deira)  e a função objetivo de ambos tem os mesmos coeficientes v j y j = 1 S . .  . y n .  

Dembo-Hammer prop6e u t i l  i z a r  um novo 1 imi t a n t e  s u p r i  o r  ( L Z ~ J  ) 

do valor ótimo de P i  t a l  que: 

-*i ^i -*O z < z  6 z  (3.52) 

I s t o  é, ^zi não é tão bom quanto z*' mas, obviamente, é me - 
-*o 1 hor que z . 

Tendo em v is ta  (3.52) tem-se: 



A idé ia  de Dembo-Hammer é faze r  uma estimativa do valor de A i .  

i ~i De posse de Aes t  ( A i  estimado) define-se z como sendo 

i Logicamente A e s t  deve s a t i s f a z e r  a inequação: 

z*i 6 ?o - i i 
' e s t  com Aest  3 0 

i se ja  me Evidentemente deve-se esperar  que o cálculo de A est - 
-*i nos trabalhoso que ca lcu la r  o valor exato de A ~ ,  i s t o  é, calcul a r  z*' - z . 

Dembo-Hammer baseiam-se na t eo r i a  de relaxação 1 agrangeana, ve - 
i ja Geoffrion -1 '0 1 , Maculan Filho 1'9 1 ,  para ca lcu la r  Aest  . Tendo em vis  - 

t a  a simplicidade do problema, o cálculo des te  mesmo A k s t  pode s e r  enfo - 

cada de um modo mais par t icular izado e portanto não apelaremos para es ta  

t eor ia  geral . 

- 
Seja p0 a sol ução Õtima de Po , definida por: 



A equação (3.48) calculada na solução ótima é e s c r i t a  como: 

-*I - *  

Pel o Lema A.  1 (veja Apêndi ce A )  , a sol ução ótima x de Pi e  

. ta l  que: 

Mul t i p l  icando a equação acima (3.60) por (-vk/pk) e adicionan - 
do à função objetivo de calculada no seu valor ótimo, tem-se: 

Subtraindo (3.61 ) de (3.59) tem-se: 

i -*o -*i, Como A = z - z tem-se que (3.62) é a expressão do valor 



-*i 
exato de ai . Evidentemente não s e  dispõe dos x para s e  calcular o va 

j - 
l o r  exato de n i  . 

Mas podemos, através de (3.62) estimar um valor minirno para ni  
i - e tomar esse A m i n  

i 
- 'est e desta forma teremos cal culado ii . 

Ana1 isemos o sinal dos coeficientes ( v  V k 
j - p k P j )  na equação 

Para j = k V k tem-se v - - p .  = O 
j pk J 

V k Para j = 1, ..., k-1 tem-se v - - p .  >, O 
j pk J 

V k Para j = kt1 , . . . , n tem-se v - - p a  < O (3.62"' " )  
j P, J 

v 
j i s t o  porque - 3 -  , j = 1 ,  . .., n-1 . (Condição 3.8 de Po). 

P j  Pj t l  

Logo (3.62) será reescr i ta  como: 

- 
Mas em cada problema Pi conhecemos o valor ótimo de pelo me - 

-*I - 
nos uma variável , que é o da variável fixada xi . Logo xí e conhecido. 

A respeito das demais variáveis nada poderemos afirmar quanto aos seus va 

1 ores ótimos. 

Seja x 0 valor da variável fixada no probltema Pi , s e  



i 6 k - 1 então = 0 , nes te  caso um 1 i m i t a n t e  i n f e r i o r  para ai v a l e r á  i 
Vk (vi - - -*1 pi ) ; se  i. k + 1 então xi = 1 , nes te  caso um 1 i m i  tamte i n f e  
Pk 

- 

Vk r i o r  para  ai v a l e r á  ( - pi - vi ) . 
Pk 

Tendo em v i s t a  (3.63) podemos a f i r m a r  que qualquer  que s e j a  o 

v a l o r  i teremos: 

~i . Logo podemos ado ta r  para o v a l o r  de z  . 

Para cada problema do t i p o  (3.46) ou (3.47) é ca l cu lado  o l i m i  - 
L - . -*o t a n t e  s u p e r i o r  zUi = . Se zUi < z entao xi = 1 se i = i, . . . , k-1 

-*o ou xi = 1 se i = k+ l ,  ..., n. 

Também n e s t e  a1 gor i tmo, de nada a d i a n t a r i a  examinar os p rob le  - 

mas do t i p o :  

{Po I xi = 1 I i = 1, ..., k (3.66) 

OU 

IPo I xi = 01 i = k, ..., n (3.67) 

p o i s  em ambos os casos o l i m i t a n t e  i ' n f e r i o r  para ai s e r i a  O e p o r t a n t o  

~i -*o u -  -*o L 
Z = Z  . Logo z l = z  = z  > , z .  



3.4.5.4.1 - Exemplo 

Aplicando o a1 gori tmo de Dembo-Hammer ao mesmo exemplo de 

L 3.4.5.3.1, tomando i n i c i a l m e n t e  xL = (1,1 ,0,0,0,0,0), z = 120, obtém-se 

a redução de uma das 7 va r iáve i s :  xl . 

Problema P1 = { Po I x1 = 0 } 

zU1 =L; ' J  = L 1 4 0  - 1 6 0  - 3 0 1 1  = 110 < z L  - 1 2 0  =+ = 1  

Problema P2 = {Po I x2 = 0 1  

zu2 = ~ 2 ~ 1  = L140 - 160 - 501 1 = 130 > zL = 120 

Problema P3 =. {Po 1 x4 = 1 1  

zU3 = F3] = L140 - 110 - 1011 = 140 > z L 

Problema P4 = {Po 1 x5 = 11 

2 5  = 121 = ~ 1 4 0  - 120 - 401 1 = 120 = L 

Problema p5 = {P, I x6 = 11  

zU6 = = L140 - 110 - 301 ] = 120 = z L 

Problema P6 = {P, I x7 = 11 

u 
z - 1 1 4 0 -  13 - 1011 = 1 3 3 >  120 = z L - 



3.4.6 - Algoritmos mais r ecen te s  -- 

3.4.6.1 - Introducão 

Após a divulgação do algori tmo de Horowitz-Sahni e também dos 

a1 g o r i  tmos de redução, descr i  t o s  nas çubseções a n t e r i o r e s ,  cons t a t a - se  u m  

desenvol vi mento mai s acentuado na busca de mel hores a1 gori  tmos para so l  u - 
c iona r  o PMO1. A maioria desses  a lgor i tmos  são  do t i p o  "branch-and-bound", 

ou t ros  porém u t i l  izam e s s a  metodologia pelo menos em p a r t e .  

Descreveremos a segui  r aspec tos  fundamentais de a1 guns desses  

a1 gor i  tmos, sem descer  a de t a l  hes como fizemos para Kol e s a r ,  Greemberg-He - 

ger ich  e Horowi tz-Sahni . 

Salientamos que sempre ao mencionarmos o PMOI Po , t a l  como f o i  

def in ido  em (3.1) a (3.41,  leva-se em consideração a s  condições (3 .5)  a 

(3.81, 

3.4.6.2 - Algoritmo de Nauss -- 

O algori tmo de Nauss 1 2 6 1 ,  publicado em 1976, ap re sen ta  peque - 

nas variações em re l ação  ao de Horowitz-Sahni, como o própr io  a u t o r  afirma, 

mas que reduz o tempo de execução em ce rca  de 1 /3. 

Nauss u t i l i z a  uma r o t i n a  de redução, t i p o  Dembo-Hammer, a n t e s  



de apl icar  uma rotina de solução completa do PMO1. Nessa rotina Nauss in - 
troduz as seguintes alterações em relação ao algoritmo de Horowitz-Sahni: 

1 )  No cálculo do 1 imitante superior para um problema Pi , ob - 
L tém-se também I*' , e se  esta fo r  in te i ra  verifica-se se  I*' > z , caso 

-*I afirmativo atualiza-se xL e zL com os valores x ' e z * ~  , respectivamen - 
t e .  

2 )  A expansão de um problema Pi s e  faz de acordo com o esque 

ma exempl ificado na figura 3.18. 

Probi emas geradas 

Probl emas i mpl i c i ta  - 
mente gerados e ex - 

pandi dos 

Probl emas i nviáveis 

em Horow 

enquanto 

Fig. 3.18 - Expansão de um problema no algoritmo de Nauss, 

Depois de uma sé r i e  de valores de variáveis fixadas em 1 (como 

itz-Sahni) forma-se uma sé r i e  de valores de variáveis fixadas em O ,  

uma f i  xação em 1 gera um probl ema i nviável . A es tratégia  de Nauss 
- 
e aprofundar mais a busca em cada ramo da ãrvore, gerando um maior número 

de nós implicitamente. 



3.4.6.3 - A1 goritmo de Suhl 
v- 

Divulgado em 1977, o a1 gori  tmo de Suhl 1 30 1 também u t i l  i za uma 

r o t i n a  de redução an t e s  de p roces sa r  completamente o PMO1. Essa r o t i n a  de 

redução u t i l i z a  o s  do i s  métodos que apresentamos. Primeiro se a p l i c a  o mé - 
todo de Dembo-Hammer, s e  a var iáve l  não 5 reduz ida ,  en tão  se apl  i c a  o méto - 
do de IngargSola-Korsh. Essa metodologia s e  j u s t i f i  ca porque Dembo-Hammer 

e mais r áp ido  mas mais f r a c o  que Ingargiola-Korsh, por tan to  se a p l i c a  pr i  - 

meiro um teste rzp i  do mas f r a c o  e só s e  e s t e  f a l h a r  é que se apl  i c a  o tes - 

t e  mais f o r t e ,  mas mais t r aba lhoso .  

A expansão dos problemas (Pi no a1 goritmo de Suhl é f e i t a  ge - 

rando-se do is  problemas a p a r t i r  de Pi f ixando-se primeiramente a v a r i ã  - 

vel 1 i v r e  de P i  de menor i n d i c e  em 1 e depois em O . 

O problema gerado com a va r i áve l  f i xada  em O é colocado por ú1 

timo na l i s t a  e como o c r i t é r i o  de esco lha  é LIFO e l e  é . a n á l i s a d o  primei - 

ro .  I s t o  f a z  com que, de uma maneira g e r a l ,  os  probl emas a serem primeiro 

anal içados tem a s  va r i ãve i  s de maior razão val o r /peso  f i xadas  em O ,  mas s ão  

justamente t a i s  v a r i á v e i s  a s  que mais contribuem para e l e v a r  o v a l o r  do l i  - 

mi tan t e  s u p e r i o r ,  zerando-as obtém-se baixos va lo re s  de l i m i t a n t e s  supe r io  - 

r e s  e por tan to  maior a chance de serem podados o s  problemas. Es ta  e ç t r a t é  - 

g i a  t e n t a  podar o s  ramos da á r v o r e  o mais prematuramente p o s s i v e l ,  s ó  apro - 

fundando a busca s e  e l a  se most ra r  b a s t a n t e  promissora.  

Essa maneira de g e r a r  e co loca r  os  problemas na 1 i s t a ,  ex ige  



que o a lgo r i tmo  de Suhl a p r e s e n t e  uma e s t r u t u r a  de dados b a s t a n t e  e f i c i e n  - 
t e .  

3.4.6.4 - Algoritmo de Martello-Toth - 

Também em 1977 é divulgado o a1 gor i  tmo de Marte1 10-Toth 1 22 1 ,  
que segundo o s  au to re s  superava em rap idez  o s  mais e f i c i e n t e s  a1 gori  tmoç 

a t é  en tão  conheci dos. 

Em 1978 é divul  gada I z 3  1 uma implementação em For t ran  desse meç' - 
mo a1 go r i  tmo. Sal ientam que o desempenho do a1 gori  tmo para probl emas com 

a t é  1000 v a r i á v e i s  ê s u p e r i o r  ao  de Nauss e Horowi tz-Sahni . Afirmam tambzm 

que quando pré-processaram o s  problemas gerados com o a lgor i tmo de redução 

de Ingarg io l  a-Korsh, a e f i c i ê n c i a  computacional diminui consideravelmente 

em r e l a ç ã o  aos  do i s  ou t ro s  c i t a d o s  a lgor i tmos .  

A grande f o r ç a  do a lgor i tmo de Martello-Toth e s t á  na maneira 

como e1 e e v i t a  expansões desneces sâ r i a s .  Para exempl i f i  c a r  c i ta remos  duas 

dessas e s t r a t é g i a s :  

1 ) No inTcio do a1 go r i  tmo é ca lcu lado  um bom 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  

do v a l o r  ótimo de Po . Esse 1 i m i t a n t e  é conhecido como sendo de Martel lo-  

L Toth, ve ja  1 22 1 , 1 24 1 e também o Apêndice B.  A cada nova so l  ução x que 

se obtém compara-se zL com esse 1 imi t a n t e  s u p e r i o r ,  s e  e1 es forem i g u a i s ,  

en tão  a so lução  xL é ótima.  



2 )  Para cada var iáve l  xk-] é procurado o va lo r  d~ menor peso 

e x i s t e n t e  e n t r e  e l a  e a Última var iáve l  ( i n c l u s i v e ) .  Se ja  pmin, - t a l  pe - 

s o ,  i s t o  é, Pmin, k-l = Min {pj 1 j = k ,  . . . , n l .  Se j a  um problema Pi onde 
- 

a s  k-1 pr imei ras  v a r i á v e i s  e s t ã o  f i x a d a s  e s e j a  M o peso a inda  não ocu - 
pado da mochila em Pi . Se pmin,k-l > en tão  será desneces sá r io  expan - 

d 

d i r  Pi po i s  a so lução  ótima de Pi e conhecida bastando z e r a r  a s  v a r i á  - 
ve i s  1 i v r e s  de Pi . 

3.4 .6 .5  - Algoritmo - de Zo l tne r s  

A p r inc ipa l  c a r a c t e r y s t i c a  do a1 gor i  tmo de Zol t n e r s  1 32 1 , di - 

vulgado em 1978, é a ap l i cação  de uma r o t i n a  de redução embutida den t ro  do 

a lgor i tmo,  que é chamado toda vez que s e  obtém um v a l o r  melhorado para  s o  - 
L L lução x , z . 

3.4.6.6 - A1 goritmos que não exigem ordenação -- - 

0s a l g o r i  tmos apresentados a t é  aqui  exigem que os dados sejam 

previamente ordenados de acordo com ( 3 . 8 ) ,  i s t o  é, segundo a razão  nãó c resb  - 

c e n t e  valor /peso.  A ordenação desses  dados chega muitas vezes a se c o n s t i  - 

tuir numa pa rce l a  ponderável -do tempo t o t a l  ga s to  para r e s o l v e r  um PMO1. 

Segundo Martello-Toth 1 2 Q I  e s s a  pa rce l a  chega a 32% para problemas com 50 

v a r i á v e i s ,  a 39% com 100 v a r i á v e i s ,  e a 46% com 200 v a r i á v e i s .  Há, por tan  - 

t o ,  f o r t e  i n d i c i o  de que  quanto maior o número de v a r i á v e i s  de um problema, 

maior s e r á  o tempo r e l a t i v o  gas to  na ordenação dos dados, 



Atual mente dois a1 gori tmos , Balas-Zemmel [ O 2  1 e Fayard-Plateau 

1081 es tão  na c lasse  dos a1 goritmos que resolvem o PMO1 sem ordenação, i s  - 
t o  é, sem exigi  r a val idade da condição (3 ,8 ) .  

3.5. DESENVOLVIMENTO DE UM ALGORITMO 

"BRANCH-AND-BOUN D" PARA SOL UÇÃO DO PMO1 

3.5.1 - Introdução 

Nesta seção apresentaremos o algoritmo KPVILL que determina 

uma solução ótima de um PMO1, t a l  como definido por (3.1) a (3 .8) .  A apl i  - 
cação de KPVILL pode s e r  precedi da de um a1 gori tmo de redução para setten - 

t a r  diminuir o número de variáveis do PMO1 dado originalmente. Obrigato - 

riamente a apl i cação de KPVILL deve s e r  precedi da de um a1 gori tmo de or - 
denação para arrumar as varizveis numa ordem não crescente .das razões 

valor/peso, i s t o  é, de acordo com a condição (3.8),  

Com pequenas a1 terações KPVILL pode determinar não somente 

uma mas todas as sol uções Ôtímas de um PMO1 . Esta facul dade é importante 

quando s e  ap1 i ca KPVILL ao problema or i  undo da modelagem f e i t a  no Capltu - 

10 2 ,  onde in teressa  saber qual a configuração de Postos a serem in s t a l a  - 

dos, Havendo mais de uma configuração é in teressante  determinã-las pois i s  - 
t o  f a c i l  i t a r ã  a tomada de decisão p e l ~  planejador, que poderia então optar  

en t r e  mais de uma configuração Ótima, e i s t o  1 he permite levar  em conta ou  

t ros  fa to res ,  não considerados na modelagem, para tomada de decisão, 



Segundo Breu-Burdet I o 3 1  , um "branch-and-bound" pode s e r  v i s  

t o  sob  duas ó t i c a s :  t á t i c a  e e s t r a t e g i c a .  A t ã t i . ca  envolve informações 10 - 
c a i s  de cada nó (problema),  ao  passo que a e s t r a t é g i c a ,  l i d a  com informa - 

ções geradas em vá r io s  nós.  Uma mel ho r i a  t ã t i  ca é aquela  que aumenta a e f i  - 
c i ê n c i a  num Único nó, i s t o  é, os  c á l c u l o s  f e i t o s  para  um determinado nó d i  - 

minuem. Já uma melhoria e s t r a t e g i c a  t e n t a ,  em Última anã1 ise,  r e d u z i r  o n ú  - 
mero de nós gerados.  -Nem uma me1 ho r i a  t á t i c a  nem uma mel ho r i a  e s t r a t é g i c a  

garantem, na maioria  das vezes ,  isoladamente uma mel ho r i a  global do a lgo  - 
r i tmo.  Uma melhoria t á t i c a  pode ocas ionar  um aumento demasiado do numero de 

nós gerados.  Uma mel hor ia  e s t r a t é g i c a  pode ex ig i  r mais cá1 cu los  em cada nó. 

Na seção 3.4.4 apresentamos o a1 goritmo de Horowi tz-Sahni 1 
nos preocupando em mostrar  a e s t r u t u r a  l óg i ca  do mesmo procurando eviden 

c i a r  a e s t r a t é g i a  e a t á t i c a  u t i l i z a d a s  no mesmo. Essa abordagem permi t iu  

uma comparação c1 a r a  com o u t r o s  a1 gori  tmos "branch-and-bound", o que s e r i a  

pelo menos mais d i f i c i l  s e  mostrãssemos o a lgor i tmo t a l  como o r ig ina lmen te  

proposto.  Nesta seção  mostraremos a e s t r u t u r a  de dados usada por Horowitz- -- 
Sahni capaz de r e p r e s e n t a r  os  problemas gerados.  A inc lusão  d e s t a  e s t r u t u  - 

r a  de dados no a1 goritmo da seção  3.4.4 r e c o n s t i t u i  o a1 ga r i  trilo de Horowi t z -  

Sahni t a l  como é apresentado em 1141. Denominaremos por HSAN e s s e  a lgo  - 

ri tmo. A i nc lu são  de uma e s t r u t u r a  de dados é neces sá r i a  f a c e  ao i n t e r e s s e  

em impl ementar computacional mente o s  a1 go r i  tmos HSAN e KPVILL . 

O a lgor i tmo KPVILL tem uma e s t r a t é g i a  igua l  a HSAN , bem co - 
mo a mesma e s t r u t u r a  de dados. A novidade é que KPVILL i n t roduz  uma me - 

I ho r i a  t á t i c a  sem pre jud ica r  a e s t r a t é g i a  , i s t o  é, sem aumentar o número 

de problemas gerados,  o que s e  t r aduz  numa mel h o r i a  global de KPVILL em 



r e l ação  a HSAN , e se c o n s t a t a r á  com os t e s t e s  computacionais mostrados 

na seção 3 .6 .  

Essa melhoria t á t i c a  c o n s i s t e  em diminuir  o número de operações 

r e a l i z a d a s  quando se c a l c u l a  o 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  do v a l o r  ótimo de cada 

problema sem,que com i s s o  s e  obtenha um l i m i t a n t e  s u p e r i o r  p io r  que  aque le  

suger i  do por Horowi tz-Sahni . 

No Apêndi ce  C apresentamos a 1 i stagem da impl e m e n t a ~ ã 6  de KPVILL 

em Basic ,  i n s e r i d a  dent ro  de um programa que r e s o l v e  espec i f icamente  o pro - 

blema da determinação dos postos  a serem i n s t a l a d o s  t a l  como apresen tado  

na modelagem d e s c r i t a  no Capytulo 2. Esse programa é conversacional  , evi  - 

tando-se a s s im  a s  d i f i c u l d a d e s  i n e r e n t e s  à formatação dos dados de en t rada  

e ã a n á l i s e  dos r e s u l t a d o s  de s a l d a .  O programa i n c l u i  além de KPVILL, uma 

r o t i n a  de ordenação (Shel l s o r t ,  ve ja  1 181 ) e uma r o t i n a  de redução basea - 
da no a1 go r i  tmo de Ingargiol  a-Korsh. 

3.5.2 - Algoritmo HSAN 

In i c i a lmen te  descreve-se a e s t r u t u r a  de dados propos ta  por  ,Ho - 
rowitz-Sahni para r e p r e s e n t a r  o s  problemas gerados.  Logo a s e g u i r  é a p r e  - 

sen tado  o a lgor i tmo HSAN que nada mais 6 que a inc lusão  dessa e s t r u t u r a  

de dados no a1 goritmo d e s c r i t o  na seção  3.4.4. 



3.5.2.1 - Es t ru tu ra  de dados -- 

Um problema (P) qua lquer  gerado será represen tado  por  um v e t o r  

x e um apontador  k . Denominaremos e s t a  e s t r u t u r a  por:  P = [x, k ]  . O apon - - - 
t a d o r  ( k )  armazena o I n d i c e  da var iáve l  l i v r e  de menor Tndice no problema 

A 

P,  e o v e t o r  x armazena os  val o r e s  X1 , X2'  . . . , x ~ - ~  das v a r i á v e i s  f i x a  - 

das no problema P.  

Quando um problema t i v e r  todas  a s  v a r i á v e i s  f i xadas  convencio - 

na-se que k = n + 1 , onde n é o numero de v a r i á v e i s  do probl erna o r i  g i  na1 

Po . Se um problema não tem nenhuma var iáve l  f i xada  en tão  k = 1 . Por tan to  

tem-se que o s  poss7veis  va lo re s  para k são  t a i s  que 1 6 k 6 n i- 1 . 

Tendo em v i s t a  os  va lo re s  que k pode assumir ,  o v e t o r  x t e  - - 

rã um comprimento f i x o  igual  a n . mas somente a s  ( k  - 1 ) pr imei ras  posí - 

ções c a r a c t e r i z a r ã o  o probl ema , a s  demais conterão  v a l o r e s  (denotados por 

*) que não têm s i g n i f i c a d o  algum para a d e f i n i ç ã o  do problema. 

N a  f i g u r a  3.20, o problema P é represen tado  por: 

P = ~ ( l , l , O  ,*,*s...,*),4] . 



Probl emas impl i 
c i  tamen t e  g e r ã  
dos e expandi do5 

(PauxJ 

Problema's e f e t i  
vamente gerados  

[XI ;;;blema i n v i á  - 

- 
Fi g. 3.20 - Arvore ( t r echo )  "braneh-and-bound" t i p i  ca gerada pe lo  a1 gori  - t 

mo de Horowitz-Sahni. 

Ainda a t i t u l o  de exemplo: 

1 ) O problema Po s e r á  represen tado  por Po = Cx, 1 1 , ' i s t o  
# 

e ,  todas  as  v a r i á v e i s  são 1 i v r e s  ( k  = 1 ) em Po . 

2)  Um problema com todas  a s  v a r i á v e i s  f i xadas  será r ep re sen t a  - 

do por Lx, n +.1 1. 



3)  Um problema onde somente a pr imeira  var iáve l  e s t á  f i xada  em 

1 é represen tado  por  [ ( I  ,*, * .  . ,*I 92  1. 

4)  As e s t r u t u r a s  [x,O ] ou [x,  n -t 2 1 .não representam p rob le  - 

ma algum. 

Uma maneira i n t u i t i v a  de i n t e r p r e t a r  a e s t r u t u r a  de dados de um 

dado problema P é imaginar que o v e t o r  x armazena o caminho na á r v o r e  

"branch-and-bound" para i r  de Po a t é  P , e o apontador k i nd i ca  quan - 

do p a r a r  ne s t a  t r i l h a .  

De posse da e s t r u t u r a  [x,  k ]  de um problema P é sempre pos - 
s i v e l  o b t e r  a e s t r u t u r a  de todos o s  problemas que foram gerados a n t e s  de P 

e na ordem que o precederam. Basta perceber  que toda vez que há uma de r iva  - 
A 

ção (na á rvo re )  para  a esquerda ( v e r  f i gu ra  3 .20) ,  i s t o  é, xi = 1 , sabe - 
- 

mos que um problema ê gerado derivando-se para a d i r e i t a ,  i s t o  e, fazen  - 

do-se ^x. = O . 
1 

Por exemplo, na f i g u r a  3.20 o s  probl emas que  precederam 

P = ( 1  1 ,  0, *, . . . , *), 4 1  s ã o  ( p e l a  ordem): 



E s t e  exemplo suge re  que é poss?vel r ecupe ra r  a p a r t i r  da estru - 

t u r a  de um problema qualquer  P  a p róp r i a  1 i s t a  L de problemas a serem 

expandidos (No exemplo c i t a d o  L = ( P ' ,  P " ) )  é i n c l u s i v e  na ordem em que 

foram cslocados na mesma. 

Desta maneira a de f in i ção  dessa e s t r u t u r a  de dados para o s  pro - 

bl emas permite:  

1 ) C a r a c t e r i z a r  e f i c i en t emen te  qual quer problema gerado pelo 

a1 gori  tmo. 

2 )  E1 iminar a e x i s t e n c i a  da l i s t a  L, pois a mesma pode ser r e  - 

cuperada a p a r t i  r de qual quer probl ema. 

3)  Recuperar o Último problema que t e r i a  s i d o  colocado na l i s  - 

De posse da e s t r u t u r a  b, k ]  de um problema P , para se ob 

t e r  o Último problema que t e r i a  en t r ado  na 1 i s t a  L a n t e s  de P  b a s t a  encon - 
A 

t r a r  a va r i áve l  Xi  de mais a l t o  i n d i c e  n'o v e t o r  x t a l  que xi = 1 onde 

i k. Se não e x i s t i r  t a 1  va r i áve l  é porque a l i s t a  L e s t a r i a  vaz i a .  S e  

e x i s t i r  en tão  o ú l t imo problema que t e r i a  en t rado  na l i s t a  L a n t e s  de  P  é: 

Esse procedimento, i s t o  é, a busca do Último problema que en - 
t r ou  na l i s t a  a n t e s  de P, é conhecido na l i t e r a t u r a  como r e t o r n o  - na t r i l h a  

("back-track") .  



Com a definição dessa es t ru tura  de dados é necessário, no algo - 

ritmo, guardar somente o problema (P*) cabeça - da árvore "branch-and-bound", 

i s t o  é, aquele que é objeto .de aná l i se  num dado ins tan te  da evolução do a1 - 

goritmo, pois a p a r t i r  de sua es t ru tura  é possivel obter  o último problema 

que fo i  colocado na l i s t a  antes dele  e conseqfientemente toda a l i s t a  L .  

Para aumentar a e f ic ianc ia  do a lgor i  tmo, embora i s t o  não s e j a  

necessári o para caracter i  zar  um dado probl ema , sgo também cal cul ados ( r e  - 

cursivamente)'para o problema cabeça da arvore a sobra (S) de peso da mo - 
k-1 

khi la ,  i s t o  é, S = M -2 p.2 e o valor (Z) j á  a t r ibuido,  i s t o  é, 
J j j =I 

Z =E v.: Desta forma além da es t ru tura  Cx, k ]  seráo também calcula 
J j *  - 

j =1 

dos a sobra S e o valor Z do problema cabeça da árvore.  

3.5.2.2 - Descrição - do algoritmo - MSAN 

De acordo com a e s t ru tu r a  1 Õgi ca do a1 gori tmo de Horowi tz-Sahni 

t a l  como descr i t a  na seção 3.4,4 e inserindo a es t ru tura  -- de dados que aca - 

ba de s e r  definida descreveremos então o algoritmo HSAN. Utilizaremos para 

i s t o  uma 1 inguagem próxima do ALGOL destacando-se as seguintes exceções: 

1 ) Textos grifados são comentZrios ; 21 Textos en t r e  chaves ( {  )) represen - 

tam procedimentos descr i tos  generi.camente. 



A1 gor i  tmo HSAN 

BEGIN 

PASSO 1 : I n i c i a l i z a ç ã o  do problema P* ( =  Po) - -- 

k : = I ;  

x :=  ( O ,  o, ..., O);  

S : = M ;  

z : = o ;  

L L PASSO 2: I n i c i a l  i zação  da melhor solução x , z - - 

xL := {i*' , zerando-se a var iáve l  de va lo r  f r a c i o n ã r i o l  ; 
L L z := { v a l o r  da so lução  x I ;  

GOTO PASSO 6 

PASSO 3: T e s t e  de f i n a l  i zação -- 

FOR i := k-1 STEP -1 ' UNTIL1 DO 

BEGIN 

I  F "X1 = 1 THEN GOTQ EASSO 4 

END ; 

IF i = O THEN GOTO PASSO 8 ;  

PASSO 4: Recuperaçao - do ú l t imo problema (P*) da l i s t a  --- 



PASSO 5: - O problema - (P*) 

Todas a s  v a r i á v e i s  -- 

deve s e r  podado? -- - 

foram f i xadas ? 

THEN GOTO PASSO 7 ; 

Cálculo - do 1 imi tante supe r i  o r  - zU 

T e s t e  de não o t imal idade  --- 

I F  zU ó zL THEN GOTO 

PASSO 6:  Expansão - do problema - (P*) 

WHILE k < n  AND p k < S  

BEGIN 

I F  k d  n THEN 

BEGIN 

Xk : = o ;  
k : = k + 1  

PASSO 3 ; 

DO 

Subpasços c o ~ ~ r e s p o n d e n t e s  

a d e f i n i ç ã o  do problema - -- 
Pau, e 

END 

GOTO PASSO 5 ; 



PASSO 7: Atua l ização  da melhor so lução  x L L 
- - -, 5 

I F  z > zL THEN 

BEGIN 

END ; 

GOTO PASSO 3 ; 

PASSO 8: Fi na1 i zação 

END 

Observações : 

1 .  No passo 1 ,  o problema Po = [(O, O ,  ..., O ) ,  1 1 ,  S = M ,  Z = 0 é i n i  - 
c ia lmente  o cabeça da á r v o r e  (P*) . 

2. Após o passo 2 va i - s e  d i r e t o  ao passo 6 po is  não t e r i a  s e n t i d o  (nes se  

i n s t a n t e  do a lgo r i tmo)  executar  o s  passos 3 ,  4 ,  e 5 (como f o i  f e i t o  na 

seção 3 .4 .4 ) .  

3. O passo 3 v e r i f i c a  .se há algum problema a ser expandido ( L  = (l ? ) .  Caso 

a f i rma t ivo  e l e  fo rnece  a va r i áve l  xi que vai  ser f i xada  em Ono passo 4.  

Caso nega t ivo  (i = 0)  va i - se  ao  passo 8 de f i n a l  ização.  



4. No passo 4 é recuperada 

blema que t e r i a  en t rado  

do no passo 5. 

5 ;  No passo 5 s ã o  f e i t a s  a 

a e s t r u t u r a  e os parâmetros S e Z do Ú1 timo pro - 
L ,  que 6 o problema (P*) a s e r  anal  i ç a  na l i s t a  

1 gumas me I h o r i a s  (em r e j a s ã o  ao a lgor i tmo na se - 
ção 3.4.4) quando 5 de tec tado  uma das condições de poda, Assim se todas  

aç v a r i á v e i s  e s t ã o  f i xadas  (k = n -I- 1 )  va i - s e  ao passo 7 e neste a t u a l i  - 
L L za -se  (se possyvel)  x e z . Se o t e s t e  de não o t ima l idade  r e s u l t a  

z U  < zL vai  -se d i r e t o  ao passo 3 evi tando-se pas sa r  pel o passo 7 ,  3 e 

4. 

6. No passo 6 é impor tan te  s a l i e n t a r  que k ,  x ,  S e Z se referem sempre 

ao problema cabeça da á r v o r e  (P*) , Notar também que, ao c o n t r â r i o  do que 

se faAia na seção  3.4.4, não s e  toma n e n h u m i r p u 7 s v i - d ~ n ~ a - q u a n t o - ã 0 ~ ~ ~ ' ( ~  - 
A 

blemas {Pau, I xk = 01 , i s t o  porque os  mesmos s e r ã o  recuperados pos t e  - 
r io rmente  no passo 4. ApÕs o passo 6 vai-se  d i r e t o  ao passo 5 pois  o pro - 

blema que s e r i a  esco lh ido  da l i s t a  é exatamente o cabeça da á r v o r e  (P*]. 

* 
7. No passo 5, z* (P*) é o v a l o r  Ótimo do problema Prelaxado . O de t a lha  - 

mento de como c a l c u l a r  o l i m i t a n t e  s u p e r i o r  zU pode s e r  v i s t o  no Apên - 

dite B .  

L 8. No passo 2 pode-se melhorar a so lução  i n i c i a l  x , zL (embora i s s o  t e  - 

nha s e  mostrado pouco p r á t i c o ) ,  ca l  culando-se uma "solução gulosa"  de 

Po t a l  como suge r i  do por  Macul an Fi 1 ho-Vi 1 l a r e s  1 2 0  1 ou Motta 1 2 5 1  ' 



1 2 1  

3.5.3 - Algoritmo KPVILL 

No passo 5 do algoritmo HSAN fazemos o cálculo do l imi tan te  çu - 

perior zU . Veremos a seguir  os detalhes necessários para se  procedera es - 

s e  cálculo assim como uma inovação introduzida por KPVILL em relação a 

HSAN . 

3.5.3.1 - Cálculo - do l imi tan te  superior - zU 

Seja um problema P = [x, k] ,  i s t o  é: 

n 
Max Z t v.x 

J j 
j =k 

Suje i to  a 
j =k 

x .  i n t e i r o  
J 

j = k ,  ..., n 

k- 'I k-1 

onde S = M - A 

pjxj e z = vjGj e 
' a 

J =1 j =I 

O l i rni tante superior zU do valor ótimo z*(P)  de P é o l i  - 

mitante superior de Dantzig (ver Apêndice B)  e é definido por zU  = LZ* (B)]. 

* - O cálculo de z ( P )  5 f e i t o  como s e  segue: 



onde m (m ,< n )  é o maior in te i ro  t a l  que 
j = k  \ 

A obtenção do valor de m no a1 goritmo HSAN é f e i t a  colocan - 

do-se um a um os objetos de peso pk , pktl , . .. na mochila sem que se ul --- - 

trapasse a sobra S .  

Ana1 isemos uma maneira mais econômica de se  calcular m s a t i s  - 

f e i t a s  certas condições. Neste novo método é colocado um bloco in te i ro  de 

objetos. 

se ja  F o maior in te i ro  t a l  que L p j  6 M .  
j =1 

Sabe-se que 

A 

Quaisquer que sejam os valores x i  das variáveis fixadas em 
J 

Lx, k l e  s e  k s F - 1 tem-se: 



Chamemos de:  

F-1 

Se k ,< F - 1 , a e x p r e s s ã o  (3 .72)  de z*(P) .pode ser e s c r i t a  

como : 

m- 1 F-1 
onde m é o maior  i n t e i r o  t a l  que pj  0 - 1 p j  . Se  não existe m 

j =F j =k 

m- 1 m- 1 
s a t i s f a z e n d ó  a e s t a  cond ição  então 'convencionA~s 'e  q u e  v j  = p j  = O .  

j =F j =F 

P o r t a n t o ,  se e. k 6 F - 1 tem-se : 

Z U  = 

onde m 6 o maior i n t e i r o  t a l  que  p j  " - Sk 

j =F 

A e x p r e s s ã o  (3.79) pa ra  z" s u g e r e  que se k F - 1 , zU s e  - 

j a  c a l c u l a d o  de  o u t r a  forma: 

1 .  C a l c u l a - s e  uma ún ica  vez ,  no i n y c i o  do a l g o r i t m o ,  o s - v a l o r e s  



de S k  e Z k  para cada k 4 F - 1 . 

2 .  Durante a execução do a1 gori  tmo (passo  5 ) ,  toda vez que 

k ,< F - 1 pode-se c a l c u l a r  o v a l o r  de  m da s e g u i n t e  maneira: Coloca-se de 

uma vez na mochila o b loco  de ob j e to s  de peso S.k , em seguida coloca-se  

um a um os o b j e t o s  p F ,  --- pF+l , . . . sem que s e  u l t r a p a s s e  o peso a inda  não 

preenchido da mochila S - Sk . 

3. O v a l o r  de zU  será en t ão  dado pela  equação (3.79). 

3.5.3.2 - Descrição - do a lgor i tmo K P V I L L  

O a lgor i tmo K P V I L L  s e  d i f e r e n c i a  do a l g o r i  tmo HSAN pelo de - 

talhamento do c á l c u l o  do l i m i t a n t e  s u p e r i o r  z U  , e pe la  i n c l u s ã o  de um no - 
vo passo (PASSO 0) que procede o c ã l c u l o  dos blocos,  i s t o  é, dos va lo re s  

Sk e Zk , para k < F - 1 . 

A1 gor i  tmo K P V I L L  

BEGIN 

PASSO Q: Formação - dos blocos 

FOR j : = 1  S T E P 1  U N T I L n  DO 

BEGIN 

IF p .  > d THEN GOTO A Q U I ;  
J 

d : = d - p  
j 

'END 9 



AQUI :  F := j 

I F  F = 1 THEN 60TO PASSO 1 

SF : = O ;  

ZF : = o ;  

FOR j : = F - 1 STEP -7 UNTIL1 DO 

BEGIN 

. - sj  e -  sj+l + p j ;  

. - z j  .- Zj+] + v . 
j a 

END 

PASSO 1 : I n i c i a l  i zação  do problema P* C =  Po) - - 
k : = l ;  

x := (O, o, . .., O).; 

S : = M ;  

z : = o ;  

PASSO 2: I n i c i a l i z a ~ ã o  - - da melhor so lução  xL, zL - - 

iL :=  {T(*O , zerando-se a var iáve l  de v a l o r  f r a c i o n á r i o )  ; 

L zL : = {valor  da so l  ução x } ; 

GOTO PASSO 6 

PASSO 3: Tes te  de f i n a l i z a ç ã o  -- 

FOR i := k-1 STEP -1 UNTIL 1 DO 

BEGIN 

I F  xi = 1 THEN GOTO PASSO 4 

I F  i = O  THEN COTO PASSO 8 ; 



PASSO 4: Recuperação do i 1  timo problema (P*) da 1 i s t a  - --- 

PASSO 5: - O problema (P*) deve s e r  podado? -- 

Todas as  v a r i á v e i s  foram f ixadas?  -- 

I F  k = n + 1 - THEN GOTO PASSO 7 ; 

Cálculo - do l i m i t a n t e  s u p e r i o r  - zU 

Colocação por bloco -- 
:IF k < F THEN 

BEGIN 

d : = d -  S k ;  

U U z : = z  + Z k ;  

j : =  F 

END 

Colocação um a um --- 

WHILE p j 4  d AND j r n DO 

BEGIN 

END ; 

I F  j s n  THEN z U = L z U + d * v j / p j J ;  



Tes te  de não o t ima l i dade  ---- 

I F z U  h zL THEN GOTO PASSO 3 

PASSO 6: Expansão - do problema (P*) - 

WHILE k < n  AND pk á s  DO 

BEGIN 

s : = s -  Pk i 

z := z +  v k ;  

Xk :=  1 : 

k : = k + l  

END ; 

I F  k < n  THEN 

BEGIN 

Xk : = O ;  

k : = k + l  

END ; 

GOTO PASSO 5 ; 

PASSO 7: A tua l  ização da melhor s ~ l  ução x L L - L 

I F  z > zL THEN 

BEG-IN 

ZL := Z ;  

.. L 
X : =  x 

END ; 

GOTO PASSO 3 ; 



PASSO 8: Final  i zação  

L X*O : = X ; 

=*O :=  z L 

END . 

3.6 . -  TESTES COMPUTACIONAIS 

3.6.1 -' Introdução 

Para v e r i f i c a r  a e f i c i ê n c i a  de KPVILL em re l ação  ao a1 goritmo 

HSAN rodamos b a t e r i  as  de probl emas padronizados para o s  do i s  a1 go r i  tmos . 

Cada problema gerado a l ea to r i amen te  fo i  r e so lv ido  de 4 manei - 

r a s  : 

1 ) Apl icando KPVILL d i re tamente ,  

21 Apl i cando MSAN di re tamente.  

3)  Apl icando o a1 goritmo de redução de Ingargiola-Korsh e de - 
pois  KPVILL. 

4 )  Aplicando o a lgor i tmo de redução de Ingargiola-Korsh e de - 
pois  HSAN. 



Em cada ba te r ia  de problemas de um mesmo t ipo eram contados os 

nümeros medi os de adições, mul t i  pl i cações., de comparações, de buscas em ve - 

t o r  e de a t r ibuições  e o número t o t a l  médio dessas operações. 

0s t e s t e s  foram rodados em micro-computador Schumec M100. 

Os probl emas padronizados são indicados por Marte1 1 o-Toth em 

1241 e são de 3 t ipos :  

1)  Com dados não corre1 acionados --- 

2) Com dados fracamente correl  acionados 
- - .  . . 

max {O, Pj - r )  4 v j  ( Pj + S 

3)  Com dados fortemente correlacionados -- - 



Os valores  dos parâmetros usados foram: 

O peso t o t a l  M da mochila f o i  ca lcu lado  de duas maneiras:  

Quanto mais corre1 acionados forem os dadbs mais d i f í c e i s  se t o r  - 

nam os  problemas (ve j a  Chvâtval / O 5 \  ) e por e s t a  razão nos problemas da t i  - 

po (1 ) geramos problemas com 50 e 100 va r i ãve i s  ,nos do t i p o  (2 )  com 25 e 

50 , e nos do t i p o  (3) com 10 e 20 v a r i á v e i s ,  

As contagens do numero de operações não incluem aquelas  e f e tua  - 

das nas r o t i n a s  de ordenação e redução. 

O cãliculo do 1 imi t a n t e  s u p e r i o r  ( z U )  no PASSO 5 do a1 goritmo 

HSAN f o i  e fe tuado colocando-se os  ob je tos  um a um na mochila. A exceção da 

in t rodução  do PASSO O e da nova manei r a  de s e  c a l c u l a r  zU  em KPVILL., o 

código computacional usado f o i  i d ê n t i c o  para a s  implementações dos dois  a1 - 

gor i  tmos . 



3.6.2 - Resultados ob t i dos  

A co luna (%) se r e f e r a  a re lação  percen tua l  do número de opera - 
ções efetuadas em KPVILL / HSAN. 

I. DADOS-NRO CORRELACIONADOS. 30 problemas. 50 v a r i á v e i s .  M = 0,8 1: pi 

. . &  A 

Adições L 
I Mult .  

I Comp. 

Buscas 

A t r i  b.  

I T o t a l  

Sem Redução Com Redução 

KPVILL HSAN % KPVILL ITYSAN .-, . , % 

11. DADOS NU0 CORRELACIONAD6S. 30 casos. 100 v a r i ã v b i s .  M = 0,8 E p i 

Adi ções L Sem Redução I Com Redução 

KPVILL tis AN % 1 KPVILL HSAN % 

Mul t. 1 24 127 98 23 24 9 6 
- , ~ -  

Comp. 1605 861 5 19 295 34 3 8-6 

Buscas 2502 127'26 20 352 4 25 8 2 

A t r i b .  

To t a1 t- 



111. DADOS NA0 CORRELACIONADOS. 30 casos. 100 va r i áve i s .  M = 0,5 1: pi 

I V .  DADOS NA0 CORRELACIONADOS. 30 casos. 50 va r i áve i s .  M = 0,5 C p i 

Sem Redução 

KPVILL HSAN 

. . 

Com Redução 

KPVI LL HSAN % 

932 1164 80 

9 6 9 7 9 9 

Adições 

Mul t . 

Mul t . 1 03 105 98 

Comp . 11 67 20 90 5 9 

Buscas 1453 2824 5 2 

A t r i b .  1439 29 79 4 8 

Sem Redução 
I 

KPVILL HSAN % 

2598 8477 3 1 

2 61 263 99 

-- - 

To ta l  115319 10499 5 O 

Com Redução 

KPVILL HSAN % 



V. DADOS FRAC. CORRELACIONADOS. 30 casos. 25 v a r i á v e i s .  M = 0,8 1 pi 

Adições 

Mul t . 
- 

Sem Redução 

KPVILL HSAN % 

1497 2 385 63 

Comp . 

Buscas 

V I .  DADOS FRAC. CORRELACIONADOS. 30 casos. 50 v a r i á v e i s .  M = 0,8 1 pi 

Com Redução 

KPVILL H SAN % 

1366 2050 6 7 

9 3 94 9 9 

> 

85 86 99 

141 5 2027 7 O 

1823 2720 6 7 

1324 1 786 7 4 

1674 2364 7 1 

A t r i b .  - 
T o t a l  

1 864 2932 64 

6692 101 58 66 

1 729 2561 68 

61 78 8847 70 



V I I .  DADOS FRAC. CORRELACIONADOS. 30 casos. 25 v a r i á v e i s  M = 0,5 L pi 

Adições 

Mul t . 
Comp. 

Buscas 

A t r i  b. 

To ta l  

KPVILL HSAN % I KPVILL HS AN % 1 
Sem Redução 

V I I I .  DADOS FRAC. CORRELACIONADOS. 30 casos. 50 v a r i á v e i s .  M = 0,5 Z pi 

Com Redução 

- 

r 

Adições 

Mul t . 
Comp. 

Buscas 

A t r i  b. 

To ta l  

Sem Redução 

KPVILL HSAN % 

1755 31 60 5 6 

21 5 216 100 

22 65 31 24 7 3 

Com Redução 

KPVILL HSAN % 

1461 231 4 6 3 

185 186 1 O0 

1960 2437 80 

2358 3783 6 2 

25'1 4 41 26 6 1 

9107 14409 6 3 

1984 2849 7 O 

21 58 31 51 68 

7748 10937 7 1 



I X .  DADOS FORT. CORRELACIONADOS. 30 casos. 10 v a r i á v e i s .  M = 0,8 L pi 

X. DADOS FORT. CORRELACIONADOS. 30 casos. 20 v a r i á v e i s .  M = 0,8 L pi 

Com Redução 

KPVILL HSAN % 

750 877 86 

19 2 O 9 5 

6 70 76 2 8 8 

91 9 1054 8 7 

94 7 1149 82 

330 5 386 2 86 

Sem Redução 

KPVILL HSAN % 

767 9 01 85 

20 21 95 

682 780 8 7 

9 38 1 081 87 

964 11 76 82 

3371. 3959 85 
_I 

Sem Redução 

Adições 

Mul t . 
Comp. 

e 

Buscas 

A t r i  b. 

To ta l  

Com Redução 

Buscas 

A t r i b .  

To ta l  

31 39 3789 83 

3209 4026 80 

'11 293 13794 82 

3068 3629 8 5 

31 50 386 2 82 

11 058 1 321 1 84 



X I .  DADOS FORT. CORRELACIONADOS. 30 casos. 10 v a r i á v e i s .  M = 0,5 pi 

Sem Redução Com Redução - 
KPVILL HSAN % K P V I  LL HSAN % 

,.// 

Adições 61 5 65 7 94 61 1 652 94 

Mul t . 36 3 7 97 36 3 8 9 5 

Comp. 720 9 7 1 695 7-1 5 9 7 
-- - -  -- - 

Buscas 8 06 86 0 9 4 802 85 2 94 

A t r i  b . 836 925 90 832 91 9 91 

Comp. 2992 31 99 9 3 29 76 31 76 9 4 
.. 

XILDADOS FORT. CORRELACIONADOS. 30 casos. 20 v a r i á v e i s .  M = 0,5 Z p i 

I To ta l .  18650 19868 9 4 1 8547 19664 9 4 1 



3.6.3 - Análise - dos resultados 

Um estudo dos dados conti dos nas t abe las  apresentadas nos per - 

mite conclui r  o seguinte: 

1 .  Quanto maior o numero de var iãveis ,  maior a e f i c iênc ia  de KPVILL sobre 

HSAN . 

2 .  A e f i c i ênc i a  r e l a t i va  de KPVILL sobre HSAN é mais acentuada quando *não 

s e  usa redução. 

3. Quanto maior o tamanho r e l a t i vo  da mochila (M = 0 ,8  Z pi ou M = 0,5 L pi 1, 

maior a e f i c iênc ia  de KPVILL. 

4.  Quanto mais corre1 acionados são os dados, mais di f i c e i s  (o número de ope - 

rações é maior) são os problemas, t an to  para KPVILL quanto para HSAN. 

5. Para problemas com dados fortemente correlacionados a aplicação da redu - 
ção não t r a z  resultados s a t i s f a t õ r i o s ,  i s t o  é, quase não s e  reduz os pro - 

bl emas. Dai' a aplicação ou não da redução dar resultados quase idênt i  - 

tos, quer se use HSAN ou KPVILL. 

De uma maneira geral KPVILL s e  mostrou mais e f i c i e n t e  que HSAN 

quando s e  mede o número de operações (adições, mul t i p l  icações, e t c )  efe tua  - 

das por ambos. A j u s t i f i c a t i v a  para esses fa tos  constatados a t ravés  da anã - 
l i s e  das t abe las  se rá  objeto de outro trabalho,  possivelmente uma pa r t e  da 

t e s e  de doutorado do autor.  



3 . 7 .  CONCLUSÃO FINAL 

obtém-se, ao f i n a l  d e s t e  t r aba lho ,  um a1 gori  tmo e f i c i e n t e  para 

r e so lve r  o PMO1 como uma con t r ibu ição  ao desenvolvimento do a s sun to .  

Além d i s so ,  f o i  f e i t o  um es forço  para s e  t e n t a r  mostrar  dent ro  

de um mesmo padrão de r a c i o c í n i o ,  os a1 goritmos e x i s t e n t e s .  

Com tr impl emeritação do programa conversaci  onal esperamos t e r  f o r  - 
necido uma solução completa para o problema da Ins t a l ação  de Postos de Aten - 

dimento e Venda de Insumos, fornecendo desde o s  de t a lhes  da modelagem a t é  

a sol  ução computaci onal que pode ser impl emen tada em qual quer  mi crocomputa - 

dor.  



A. 1 - DEFINIÇÃO DO PROBLEMA 

Quer  s e  determinar  a solução Ótima X* , de va lo r  2, do s e  - 

g u i n t e  PMO1 relaxado:  

s u j e i t o  a p x < M  L j j  
j =1 

Consideremos v á l i d a s  a s  s egu in t e s  condições: 

v e pj são i n t e i r o s  e pos i t i vos  
j (A-4) 

Em 1957, Dantzig 1 0 6 1  f o i  o pr imeiro a determinar  a solução Óti - 

ma d e s t e  problema. 



A.2  - DETERMINAÇÃO DA SOLUÇAO 8TIMA 

A.2.1 - Lema A.l -- 

Se 2 é solução ótima de P então 

Prova 

n 
Admitindo, por absurdo, que 1 pjxj M então ex i s t i r á  pe - 

j =1 
10 menos uma variável xk em i que poderá crescer tendo em vis ta  a con - 

dição (A.6). 

Mas se  é possivel fazer crescer o valor xk , será possivel f a  - 
- 

zer crescer o valor f de 2 , logo 2 não pode ser  solução ótima de P.  

n 
Portanto .Pj?j 3 M , mas em vis ta  de (A.2), tem-se que 

j =1 
n 

A.2.2 - Teorema A . 2  
P 

- 
A solução 2 ê ótima para o problema P se: 



t a l  que 

~ 9 )  

(A. 10) 

(A. 12) 

(A. 1 3) 

Prova 

A solução x é viável de P pois (A.12) garante que (A.2) 

não é violada, e (A.9), (A . l l )  e (A.13) garantem que (A.3) não é viola - 

da. 

- 
Seja 2 uma solução Õtima de P cujo valor  é .Z , t a l  pre - 

- 
missa é vál ida  pois o conjunto de soluções viáveis de P é fechado e limi - 

tado logo P admite pelo menos uma solução Õtima. 

A solução x pode s e r  e s c r i t a  como: 

- A 

x = X . + A  
j~ j 

w j  = l y  ..., n 

- 
onde A j  e um número real  qual quer. 

Provaremos que z 4 2 , onde S é o valor de i? . 



Tendo em v i s t a  (A.9), (A.lO) e (A.  11) , a so1uçã.o 

e s c r i t a  como: 

x = l t  A 
j j j = 1 2, . 1 com A -  4 O 

J  
(A.15) 

- - 
xk = xk + Ak com Ak qualquer  (A. 16) 

- 
x = o  + Aj 
j 

j = k, ..., n com A. 3 0  
J 

(A.17) 

Como i é uma solução ó t ima de P então p e l o  Lema A.1 deve - 
n 

mos t e r  p j x j  = M . 
j =1 

mas tendo em v i s t a  (A.12) tem-se 

(A. 18) 

O v a l o r  2 de 2 pode s e r  e s c r i t o  como 

(A. 19)  

n - 
Ana1 isemos o s i 'na l  de \ v . A  

~ j '  
j = I  



Façamos duas h ipóteses:  Ak 4 O ou A k  P O 

l? hipótese :  Ak 4 O , nes te  caso - 

Tendo em v i s t a  ( A . 4 ) ,  ( A . 7 ) ,  ( A . 1 5 )  e ( A . 1 7 )  

V k Como - > -  Vk+l e tendo em v i s t a  (A.18) tem-se: 
Pk "k+l 



Logo )- V j A j  4 o .  

2! h ipótese:  nk 3 O , neste  caso: - 

Tendo em v i s t a  (A.4), (A.7), (A.15) e (A.17) 

V k - l  Como - Vk e tendo em v i s t a  (A.18) tem-se: 
Pk-1 ',pk 



Logo LvjAj.-<O. 
j =1 

Portanto em qual quer hi pótese 

(A. 20) 

E por conseguinte, tendo em vista ( A .  19) , tem-se 

- - 
z < z  

Mas como, por hipótese, 2 é solução Ótima, devemos t e r :  

A - 
Z f  z 

E assim 

- - 
z = z  

- - 
Logo 2 e solução Ótima de P . 

A.2.3 - Solução ótima de P -- - 

Pelo teerema A.2 temos portanto que a solução Ótima ? do 



- 
problema P é dada por: 

-J; x = o  
j 

j = k+l ,  ...¶ n ( A .  23) 

-k - 
t a1  que f P j x j  -* = M e 0 1 , e cujo  v a l o r  6timo i e dado por:  

j =I 

Resolver o s egu in t e  PMO1 relaxado : 

Sol ução : 

( A .  24) 





A P Ê N D I C E  B 

ALGUNS LIMITANTES SUPERIORES DO 

VALOR Ó T I M O  DE UM PMO-I 

Suponha o seguinte PMO1: 

n 

Max z = C vi Xi 
i =l 

sujei to  a pi xi M 

i =l 

xi inteiro i = I ,  ..., n 

onde vi e pi são inteiros  positivos. 

Consideraremos que as variáveis do problema P estão ordenadas 

segundo a ordem não-crescente da razão v i / p i  , i s to  é: 

Para simplificar as definições dos limitantes superiores, con - 

sideraremos um objeto "fantasma" n + 1 tal  que vn+l = O e pn+l = M . 
Chamemos de x* a solução ótima de P e de z* o valor dessa 

sol ução. 

- 
Denotaremos por P ao problema P relaxado, i s t o  é, sem as res - 



- 
t r i ç õ e s  de i n t e g r a l i d a d e  (B.4) ,  por T? a solução Ótima de P e por  Z* 

o seu v a l o r .  

Queremos de te rminar  l i m i t a n t e s  s u p e r i o r e s ,  que denotaremos por 

zU  , de z* , i s t o  é, zU deve s e r  t a l  que z* 4 zU.  Ta is  1 imi t an t e s  supe - 

r i o r e s  s ão  de fundamenta1 importância  nos a1 go r i  tmos "branch and bound" 

pois s e r ã o  usados num dos poss7veis  c r i t é r i o s  de poda da á r v o r e  gerada nes - 

s e s  a1 go r i  tmos. 

Constata-se  que quanto mel hor  o 1 imi t a n t e  s u p e r i o r  cal  cul ado, 

i s t o  é, quanto menor o v a l o r  de z U ,  maior s e r á  o e s fo rço  computacional pa - 

r a  ca l cu l á - lo .  

Veremos a s e g u i r  a lguns  1 i m i t a n t e s  supe r io re s  para  o v a l o r  ó t i  - 

mo de um PMO1. Destes, o mais usado nos a lgor i tmos  "branch and bound" é o 

de Dantzig que nada mais é que o maior i n t e i r o  menor que o v a l o r  Ótimo do 

PMO1 re laxado ,  cu jo  cá1 cu lo  é v i s t o  no Apêndice A e f o i  apresen tado  pe la  

pr imei ra  vez por Dantzig 1 O6 1 .  

8.2 - LIMITANTE SUPERIOR DE DANTZIG (zUD) 

O relaxamento das condições de i n t e g r a l  idade (8 .4 )  sob re  a s  va - 

r i á v e i s  de P nos conduz a um Problema de Programação Linear  com v a r i á v e i s  
- 

1 imi tadas ,  denotado por P ou problema P re laxado.  



Segundo a t e o r i a  de Programação Linear ,  o v a l o r  Ótimo (2) de 
- 
P é um 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  do v a l o r  Ótimo (z*) de P ,  i s t o  porque todas  

a s  so luções  v i á v e i s  de P são  também de P ( a  rec iproca  não é v e r d a d e i r a )  

e a função o b j e t i v o  de P é a mesma de P. Tendo em v i s t a  que o s  va lo re s  vi 

são i n t e i r o s ,  en tão  z* também é i n t e i r o  e por tan to  podemos tomar o maior 

-k * i n t e i r o  menor que z , i s t o  é, L T * ]  coma 1 imi t an t e  s u p e r i o r  de z . 

O c á l c u l o  do v a l o r  Õtimo Z* de P f o i  apresen tado  pela  p r i  

meira vez por Dantzig / O 6  1 ( v e j a  Apêndice A) e des ta  forma o l i m i t a n t e  su - 
U 

p e r i o r  ( z  D, a e l e  assoc iado  é c r e d i t a d o  a Dantzig e é -dado por:  

onde k é o maior i n d i c e  t a l  que pi 4 M , e L a j  s i g n i f i c a  o 
i =l 

"maior i n t e i r o  menor que a ". 

8.3. L IMITANTE SUPERIOR DE MARTELLO-TOTH ( z U # ~ )  

Em 1977, Martello-Toth 1 22 1 apresentaram uma mel h o r i a  no 1 imi - 

t a n t e  s u p e r i o r  de Dantzig.  

Se j a  k o í n d i c e  ca 

A so l  ução Õtima x* de P t e r á  

1 culado no l i m i t a n t e  s u p e r i o r  de Dantzig,  

A solução Ótima de P com xk f ixado  em O terá B1 como l i  - 



mitante superior de seu valor ótimo: 

que corresponde em alocar  para a variável x ~ + ~  todo o peso não alocado 

em xk . 

A solução Ótima de P com xk fixado em 1 t e r á  B2 como l i  - 

mitante superior de seu valor ótimo: 

que corresponde em "desalocar" de xkWl o correspondente excesso de pe - 

so que fo i  a1 ocado em xk . 

U 
O l imi tan te  super ior  ( z  MT) de Martello-Toth será  então defi  - 

nido por: 

B. 3.1 - Teorema B1 - 

u 
O l imi tan te  super ior  ( z  MT) de Martello-Toth é melhor que o 

u U~~ U~ 
l imi tan te  super ior  ( z  D) de Dantzig, i s t o  é, z  < z  . 

Prova: 



U 
Provaremos que Bl 4 zUD e B2 t zUD, po i s  sendo z a IB~, B ~ } ,  

D teremos provado que zUMT T( z . 

D 1 )  Prova de que B1 z : 

Vk+l & - Como - V k tem-se 
Pk+l Pk 

D Logo B, 4 z . 

U 
2 )  Prova de que B2 4 z : 

"k = Vi + Vk  + (M - pi) - > Pl. 

D Logo B2 4 z e 



8.4 - LIMITANTE SUPERIOR DE HUDSON (zUH) 

Também em 1977, Hudson ( v e j a  em 1 2 4 1 )  propõe uma mel h o r i a  para 

o 1 i m i t a n t e  s u p e r i o r  de Marte1 10-Toth. 

Hudson propõe que s e j a  mel horado o 1 i m i  t a n t e  B2, i s t o  é, o 1 - i 
m i t a n t e  s u p e r i o r  do v a l o r  Ótimo do problema P com xk f i x a d o  em 1 . De - 

nominaremos p o r  B3 es ta  mel h o r i a  de B2 . 

Hudson es tabe l  ece que: 

k l -1  - 
onde k '  e o maior  i n d i c e  t a l  que Z p i < M -  pk ' 

i = l  

Para uma comparação e n t r e  B2 e B3 podemos escrever :  

- 
A d i f e rença  fundamental e n t r e  B2 e B3 e que em B2 conside - 

ramos alocados os o b j e t o s  k ,  k ,  . 1 ocasionando um excesso depe - 

so da moch i la ,  Es te  excesso é c o r r i g i d o  sub t ra indo  a pa rce la  
k 

[(E pi - M) /pk-, ] onde es tá  i m p l í c i t o  que todo o excesso é a t r i b u i  

1 = l  



do ao objeto de Yndice (k-1). Mas e s t e  é aquele dentre os (k-1) primeiros 

objetos, o que possui a menor relação valorlpeso. Assim atribuindo todo o 

excesso ao objeto ( k - 1 )  estamos na verdade corrigindo, i s to  é, subtraindo 

pouco, o que gera um l imitante superior maior que o necessário. 

Já em B3 a idéia 

la  um peso M - pk . Para esta  

l imitante superior de Dantzig, 

1, 2,  . k a t é  preenchê-la 

cado excesso de peso o que não 

por: 

- 
e diferente.  Como xk = 1 , resta na mochi - 

capacidade restante da mochila é aplicado o 

que equivale a alocar na mesma os objetos 

completamente. Vê-se que em B3 não é alo - 

gera a necessidade de correções especi a i S .  

U~ Desta forma o 1 imitante superior ( z  ) de Hudson -é definido 

zUH = max jB1 , B3} (B. l l )  

8.4.1 - Teorema 62 - 

U~ O l imitante superior (z  ) de Hudson é melhor que o 1 imitante 

superior (zUM') de Marte1 10-Toth, i s t o  é, zUH 4 zUMT . 

Prova: 

Como zUH = max IB1, B3} e zum = rnax {B1 , B2} , provaremos 

MT que 63 4 B2 e assim teremos provado que zUH 4 z . 



Prova de que B 3  < B2 : 

k-1 

Por de f i n i ção  k  é o  maior i n t e i r o  t a l  que: pi < M . 
i =l 

Por absurdo, suponhamos que k '  >, k . Tem-se 

o  que con t rad i z  a  de f i n i ção  de k .  

Faremos duas hipõteses: 

l ?  hipótese:  k 1  = k-1 

Logo B3 = B2 . 



2: h ipótese:  k '  4 k-2 - 



Em qualquer  h ipó tese :  B3 4 B2 . 

B.5 - UMA MELHORIA NO LIMITANTE SUPERIOR DE HUDSON (zUH') 

Desenvolvemos a  s e g u i r  uma me lho r i a  do l i m i t a n t e  s u p e r i o r  B1, 

i s t o  é, do v a l o r  ó t imo de P  com xk f i x a d o  em O .  I s t o  é, propomos um 

l i m i t a n t e  s u p e r i o r  B4 melhor  que B1 . Ao l i m i t a n t e  s u p e r i o r  

z  U~~ = max {B4, B3} 

chamaremos de "1 i m i  t a n t e  s u p e r i o r  de Hudson mel horado".  

(B. 12 )  

- 
A i d é i a  para se c a l c u l a r  B4 e  a  mesma de Hudson quando ca l cu  - 

l o u  B3 , i s t o  é, ao i nvés  de a l o c a r  o  peso não alocado em xk todo  em x ~ + ~ ,  

a1 ocaremos em xkcl , Xk+2, . . . , 'n respe i tando  os 1  i m i t e s  de peso co r res  - 

pondente a cada v a r i ã v e l .  

Desta forma B4 se rá  o  l i m i t a n t e  s u p e r i o r  de Dantz ig  para  o 

problema P com xk f i x a d o  em O . 

- k" .  k-1 
onde k" e  o  menor i n d i c e  t a l  que pi >I M - pi . Suporemos que 

i = k+l i = l  

que se k "  = k + l  e n t ã o 2  vi =L pi = 



B. 5.1 - Teorema B3 - 

O 1 i m i  t a n t e  s u p e r i o r  z U~~ - 
e melhor que o l i m i t a n t e  s u p e r i o r  

U 
U~ (z H) de Hudson, i s t o  é, zUHN g z . 

Prova : 

U 
Como z HM = max IB~, ~~1 e zUH = {B1, B3} ,  provaremos que 

U~ B4 4 B1 e ass im teremos provado que Z'HM 4 z . 
Se k "  = k + 1 então B4 = B 1 .  

. Prova de que B4 g B1 , se k" > k + 1 : 

Logo B4 ( B1 . 



9.6 - APLICAÇÃO NUMERICA 

Seja o PMO1: 

Max z = 1 5 ~ ~ + 1 4 ~ ~ + 1 4 ~ ~ + 1 8 ~ ~ +  9 x 5 + 3 x 6  (B.14) 

s u j e i  t o  a 1 2x1 + 1 4x2 + 1 5x3 + 24x4 + 12x5 + 6x6 6 60 (B.15) 

O < x i  6 1  i = 1, ..., 6 (B.16) 

xi i n t e i r o  i = 1, ..., 6 (B.17) 

U~ U~~ z U ~  , zUHM 
Determine os l i m i t a n t e s  super io res  z , z , pi? 

r a  e s t e  problema. 

Sol ução : 

zUo = 15 + 14 + 14 + L57 /41  = 57 

z = max {B1, B21 = 57 

B1 = 15 + 14 + 14 + L57 /4 ]  = 57 

B2 = 15 + 14 + 14 + 1 8  - L14 /3 ]  = 56 

zUH = max B , B31 = 57 

B3 = 15 14 + 18 + L28/3] = 56 - 

z 'H* = max IB4, B3} = 56 

B4 = 1 5 + 1 4 + 1 4 + 9 +  3 t L 0 1 - 5 5  



LISTAGEM DO PROGRAMA (EM BASIC) PARA SE 

DETERMINAR OS POSTOS A SEREM INSTALADOS 

C.1 - INTRODUÇÃO 

O programa que apresentaamos a seguir  f o i  e s c r i t o  em Basic com - 
pat7vel com a maioria das versões de Basic dispon'iveis em mi crocomputadores 

nacionais. Em nenhum momento s e  apelou para comandos ou funções especif  - i 

tas de alguma versão mais requintada. 

O programa e s t á  em linguagem conversacisnal e a razão de imple - 

mentá-10 em Basic f o i  torná-lo acess7vel aos usuãrios que - não disponham de 

sof i s t i cados  recursos computacionais, 

O programa cons i s te  de 3 par tes  pr incipais :  Uma ro t ina  de orde - 

nação (She l l so r t ) ,  uma rot ina  de redução (baseada em Ingargiola-Korsh) e a 

implementação do algoritmo KPVILL. 

Na implementação de KPVILL convem f r i s a r  que foram f e i t a s  algu - 

mas melhorias no fluxo em relação ao algoritmo apresentado na seção 3.5, 



C.2 - L I S T A G E M  DO PROGRAMA 
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f.5 3 5 C1 I:' R :I: N 'r' " { N Q M lii: 1:) A li lii: E; :E A 0 > Y { V A I... (1 R > Y < (1: i.1 :i; .r' 0 > < C li > 
y; ;i) 4' [;I 1:: {)I? :::: 9. .r' {> N 
5370 I:' 1.4 :I: N .r' ,J ; 
5 3 8 [:I 1: N lJ 1.j 'r' N 0 M I'' !li { ,.J v 11: V J 1 Y :I: 1:' ,.I ) 
y; 3 (9 (3 li A Z { ,J ) :::: 11: V { ,.I ) / :I: I:' { ,.J 1 :: 0 { ,.1 ;1 -. . I 
3 4 c1 i:) Xl,,. { %,J ) ::::C) i; X { %,I ) ::::[I :i I:'!? { J ) =i[:) ;i UW { *.J ) =:f5 
5 4 I. SS NEX'T' J 
3 4 2 (11 I' 1.2 :i: N .r' 
5 4 3 l:1 I% :I: N 'r' "li: N 'r' i? I: i:: O M Q C i.1 E i  'r' O 'r' O I' A I... " 
S44(:1 :INI:'IJ1' " < C1,1$l'O TOTAI.,. > { Cli >"; M'r' 











BIBLIOGRAFIA 

01. AHRENS, J. H. & FINKE, G. - Merg ingandSor t ing  App l ied  t o  t h e  Zero-One 

Knapsack Problem. Operat ions Research, 23 :1099-1109, 1975. 

02. BALAS, E. & ZEMEL, E. - An Al.gori"thmfor Large Zero-One Knapsack Problems. 

Operat i  ons Research, 28 : 11 30-1 154, 1980. 

03. BREU, R. & BURDET, C. A. - Branch and Bound Experiments i n  Zero-One 

Programmi ng . Mathemat i cal  Programmi ng Study , 2 : 1 -50, 1970. 

04. CABOT, A. V. - An Enumeration A1 g o r i  thm f o r  Knapsack Probl ems. Operat i  ons 

Research, 18 : 306-31 1 , 1970. 

05. CHVATVAL, V. - Hard Knapsack Probl ems. Operat ions Research, 28 : 1402- 

1411, 1980. 

06. DANTZIG, G. B. - Di s c r e t e  Uar iab l  e Extremum Probl ems. Operations Research, 

5 : 266-277, 1957. 

07. DEMB0,R. S. &HAMMER, P. L. - A R e d u c t i o n  A lgo r i t hm f o r  Knapsack 

Problems. Methods on Operations Research, 36:40-60, 1980. - 

08. FAYARD, D. & PLATEAU, G. - Reso lu t ion  o f  t he  0-1 Knapsack Problem: 

Comparison o f  Methods. Mathematical Programming, 8 :  272-307, 1975. 

09. FAYARD, D. & PLATEAU, G. - An A lgo r i t hm f o r  t h e  S o l u t i o n  o f  t h e  0-1 

Knapsack Probl  em (A1 g o r i  thm 47) .  Computi ng , 28 : 269-287, 1982. 



10. GEOFFRION, A. M. - Lagrangean Rel a x a t i o n  f o r  I n t e g e r  Programming. 

Mathematical Programming Study, 2 : 82-1 14, 1974. 

11. GEOFFRION, A. M. & MARSTEN, R. E. - I n t e g e r  Programming A lgor i thms:  A 

Framework and a S t a t e - o f - t h e  A r t  Survey. Management Sc i  ence, l8:4O5- 

491, 1972. 

12. GLOVER, F. - A Mu l t iphase  Dual A l g o r i t h m  f o r  tt-te . Zero-One I n t e g e r  

Programming Probl  em. Operat ions Research , 1 3 : 879-91 9, 1965. 

13. GREENBERG, H. & HEGERICH, R. L.  - A Branch Search A l g o r i t h m  f o r  t h e  

Knapsack Problem. Management Science, 16 : 327-332, 1970. 

14. HOROWITZ, E. & SAWNI, S.  - Computing P a r t i t i o n s  w i t h  AppT iça t ions  t o  

t h e  Knapsack Problem. Journal  o f  t h e  ACM, 21 : 277-292, 1974. --- 

15. INGARGIOLA, G. P. & KORSH, J. F. - A Reduct ion A1 g o r i  thm f o r  t h e  Zero-One 

S ing l  e Knapsack Probl  ems. Management Science, 20 : 460-463, 1973. 

16. KOLESAR, P. J .  - A Branch and Bsund A1 go r i t hm f o r  t h e  Knapsack ~ r o b l  em. 

Management Sc i  ence, 1 3 : 723-735, 1967. 

17. LAURIERE, M. - An A l g o r i t h m  f o r  t h e  011 Knapsack Problem. Mathemati cal  

Programming, 14 : 1-10, 1978, 

18. LOESER, R.  - Some Performance Tes ts  of " q u i c k s o r t "  and Descendants. 

Communications o f  t h e  ACM, 17 : 143-152, 1974. --- 

19. MACULAN FICHO, N. - Rel a x a t i o n  Lsgrangienne: - Le Probl  ème - du Knapsack 0-1, 

Publ icagão no 435 do Départment d l In fo rmat ique  e t  de recherche op? 

r a t i o n n e l l  e da Univers idade de Montrea l ,  1982, 18  p. 



20. MACULAN FILHO, N & VILLARES, M. L.  - ~ o m e n t h i o s  Sobre um A lgo r i tmo  pa - 

r a  a Solução Aproximada do Problema da Mochi la.  Pesquisa Operacio- 

21 . MAGAZINE, M, J. & OGUZ, O. - A F u l l y  Polynomial Approx imat ion A1 go r i t hm 

f o r  t h e  0-1 Knapsack Problem. European Journal  - o f  Opera t iona l  

Research, 8 : 270-273, 1981 , 

22. MARTELLO, S & TOTH, P. - An Upper Bound f o r  t h e  Zero-One Knapsack 

Problem and a Branch and Bound A lgor i thm.  European Journal  of  - 
Operat ional  Research, 1 : 169-1 75, 1977. 

23. MARTELLO, S & TOTH, P. - A l g o r i t h  f o r  t h e  S o l u t i o n  o f  t h e  0-1 S i n g l e  

Knapsack Problem ( A l g o r i t h  37).  Computing, 21 : 81 -86, 1978, 

24. MARTELLO, S. & TOTH, P. -,"The 0-1 Knapsack Problem" 1 i n  Combinator ia l  

Opt im iza t ion ,  N. York, J .  Wi ley,  1979. 

25. MOTTA, V. L. - Cont r ibu ição  ao Estudo do Problema da Mochi la .  Tese de - - - 

M. Sc. COPPE/UFRJ, 1981 . 

26, NAUSS, R. M. - An E f f i c i e n t  A l g o r i t h m  f o r  t h e  0-1 Knapsack Problem. 

Management Science, 23 r 27-31 , 1976. 

27. PAPADIMITRIOU, C.  H. & STEIGLITZ, K. - Combinator ia l  Op t im i za t i on :  

A1 g o r i  thms and Compl e x i  ty, P r e n t i  ce-Hal l  , 1982. 

28. SAHNI, S. - i ipproximate A lgor i thms f o r  t h e  0/1 Knapsack Problem. 

Journal  o f  t h e  ACM, 22 : 115-1 24, 1975. --- 

29. SINICIO, R. & ROA, G. - Secador Rura l  de Café, Cacau, Mandioca e ou t ros  --- - - 

Produtos ~ g r o p e c u á r i o s  com uso de Energ ia  So la r .  S é r i e  CENTREINAR --- 
n9 1, Viçosa, 1980. 



30. SUHL, V. - An A lgo r i t hm and E f f i c i e n t  Data S t ruc tu res  f o r  t h e  B ina ry  

Knapsack Problem. European Journal  o f  Operat ional Research, 2 : 420- - 
428, 1978. 

31. TOTH, P. - Dynamic Programming Algor i thms f o r  t h e  Zero-One Knapsack 

Problem. Computing, 25 : 29-45, 1980. 

32. ZOLTNERS, A. A. - A D i r e c t  Descent B ina ry  Knapsack Algor i thm. Journal 

o f  t h e  ACMy 25 : 304, 311, 1978. --- 




