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A B S T R A C T  

We consde r  h e r e  t h e  problem o f  a l l o c a t i n g  new channe l s  t o  
t h e  l i n e s  o f  a  c a r r i e r  sys t em o f  comrnunications s u b j e c t  t o  t h e  
c o n s t r a i n t  t h a t  t h e  same channel  canno t  be used i n  two l i n e s  
which a r e  a d j a c e n t  o r  have a n o t h e r  l i n e  c o n e c t i n g  them. 

F i r s t  we t r a n s f o r m  t h i s  problem i n  one o f  o b t a i n n i n g  a  
mul t i  c o l o r a t i o n  o f  t h e  node s e t  o f  a  g raph .  From t h e  a n a l y s i s  
o f  t h i s  new problem some h e u r i s t c  p rocedures  can be d e r i v e d  
and an a l g o r i t h m  us ing  them i s  c o n s t r u c t e d .  Some examplens 
t e s t i n g  t h e  performance o f  t h i s  a lgo r thm a r e  a l s o  p r e s e n t e d .  
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1. MOTIVAÇAO: 

E s t e  t r a b a l h o  f o i  m o t i v a d o  p e l a  t e n t a t i v a  d e  r e s o l u ç ã o  de 
um p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  de  c a n a i s  d e  t e l e c o m u n i c a ~ õ e s  c á r r i e r  
em l i n h a s  de  a l t a  t e n s ã o .  Ou s e j a ;  em uma r e d e  d e  t r a n s m i s s ã o  
de e n e r g i a  e l é t r i c a ,  a s  e m p r e s a s  q u e  o p e r a m  n e s t a  r e d e ,  u t i l i -  
zam-na como v e i c u l o  d e  s u a s  c o m u n i c a ç õ e s .  

A  r e d e  de  t r a n s m i s s ã o  d e  e n e r g i a  e l é t r i c a  é c o m p o s t a  p o r  
b a r r a m e n t o s  , ( s u b e s t a ç õ e s  de  u s i n a s  g e r a d o r a s  ou  d e  e m p r e s a s  
de  d i s t r i b u i ç ã o  o u  de  e n e r g i a ) ,  e  p o r  l i n h a s  de t r a n s m i s s ã o ,  
q u e  i n t e r l i  gam e s t a s  s u b e s t a ç õ e s .  

As c o m u n i c a ç õ e s  s ã o  f e i t a s  a t r a v é s  de  o n d a s  e l e t r o m a g n é t i -  
c a s ,  d i t a s  ONDAS PORTADORAS, em f r e q u ê n c i a s  p r é - e s t a b e l e c i d a s .  
P a r a  c a d a  f r e q u ê n c i a  d e  c o m u n i c a s ã o ,  é a s s o c i a d a  uma b a n d a  de 
s e g u r a n ç a  p a r a  e v i t a r  i n t e r f e r ê n c i a s  o u  r u i d o s  d a s  c o m u n i c a s õ e s  
f e i t a s  n a s  f r e q u ê n c i a s  v i z i n h a s .  A s s i m  uma c o m u n i c a ç ã o  f e i t a  
numa f r e q u ê n c i a  d e  X Hz t e m  uma margem d e  s e g u r a n s a  de  +-Y Hz 
n o  q u a l  nenhuma o u t r a  c o m u n i c a s ã o  é f e i t a .  E s t a  b a n d a  t o t a l ,  de 
X - Y  Hz a  X+Y Hz é chamada c a n a l  de  c o m u n i c a ç ã o .  

A  gama t o t a l  de  f r e q u ê n c i a s  d e s t i n a d a  a  e s t e  t i p o  d e  comu- 
n i c a ç ã o ,  e s t á  f i x a d a  p o r  uma no rma  i n t e r n a c i o n a l  d e  u t i l i z a ç ã o  
de f r e q u ê n c i a s  de c o m u n i c a ç ã o .  D i s t o  r e s u l t a  q u e  o  n ú m e r o  de  
c a n a i s  e x i s t e n t e s  é f i  n i  t o  e  f a c i l m e n t e  e n u m e r á v e l  . 

A p r i n c i p a l  r e s t r i ç ã o  d o  u s o  d e s t e  c a n a i s  de  t e l e c o m u n i c a -  
ç õ e s  n e s t a s  l i n h a s ,  é q u a n t o  a  i n t e r f e r ê n c i a  q u e  o c o r r e  s e  um 
mesmo c a n a l  é u t i l i z a d o  em d u a s  l i n h a s  a d j a c e n t e s .  E x i s t e m  f ó r -  
m u l a s  q u e  conseguem e x p r e s s a r  a  a t e n u a ç ã o  d e s t a  i n t e r f e r ê n c i a  
a o  l o n g o  d e  uma l i n h a  v i z i n h a  d e  a c o r d o  com a s  c a r a c t e r ? s t i c a s  
f i s i c a s  d e s t a  l i n h a ;  t a i s  como s u a  e x t e n s ã o ,  t i p o  e  e s p e s s u r a  
de  c a b o  u s a d o  e  e t c .  E s t a  i n t e r f e r ê n c i a  c h e g a  a  s e r  f o r t e  o  s u -  
f i c i e n t e  p a r a  v i a j a r  p o r  m a i s  de  uma l i n h a ,  e  p r o v o c a r  e f e i t o s  
n a s  l i n h a s  s u b s e q u e n t e s .  



E n t r e t a n t o ,  a p ó s  a n á l i s e s  f e i t a s  s o b r e  e s t a s  f ó r m u l a s ,  n o -  
t o u - s e  q u e  o  m a i s  r e l e v a n t e  é o  n ú m e r o  d e  s u b e s t a ~ õ e s  p o r  onde  
o  s i n a l  a t r a v e s s a .  I s t o  s e  d e v e  a o  f a t o  de  q u e  e s t a s  s u b e s t a -  
ç õ e s  s ã o  um f i l t r o  n a t u r a l  p a r a  a  a t e n u a ç ã o  d e s t e  s i n a l .  A s s i m ,  
d e s t a  a n á l i s e ,  c o n s e g u e - s e  a f i r m a r  q u e  um d e t e r m i n a d o  c a n a l  u -  
t i l i z a d o  em uma d e t e r m i n a d a  l i n h a  d e  uma dada  r e d e ,  s ó  p o d e r á  
s e r  u t i l i z a d o  n e s t a  mesma r e d e  em l i n h a s  q u e  t e n h a m  p e l o  menos 
d u a s  l i n h a s  q u e  a i n t e r c a l e  da  p r i m e i r a .  Sendo  e s t a  a  p r i m e i r a  
r e s t r i ç ã o  do  p r o b l e m a  o r i g i n a l  p r o p o s t o .  

Como . já  e x i s t e  na r e a l  i d a d e  uma s i t u a ç ã o  i n i c i a l  de  u t i l - i  - 
z a ç ã o  d o s  c a n a i s  d e  c o m u n i c a ç õ e s ,  o  p r o b l e m a  é na v e r d a d e  o  de  
e x p a n s ã o  da c o m u n i  c a ç ã o .  

P a r a  p r o s s e g u r i m o s ,  é a p r o p r i a d o  r e v e r  um p o u c o  d a  t e o r i a  
de  g r a f o s ,  uma v e z  q u e ,  como v e r e m o s  n o  c a p i t u l o  3 ,  e s t a  r e d e  
a p r e s e n t a d a ,  s e  r e p r e s e n t a d a  p o r  g r a f o s  f a c i  1  i t a  a  f o r m u l a ç ã o  
a l g o r i t m i c a  d o  p r o b l e m a .  A l é m  d i s t o ,  n o t e m o s  também q u e  a  t e o -  
r i a  de  g r a f o s  j á  d a t a  de  l o n g a  e r a ,  e x i s t i n d o  h o j e  em d i a  uma 
v a s t a  l i t e r a t u r a  s o b r e  o a s s u n t o .  E n t r e t a n t o  n ã o  e x i s t e  a t é  a -  
g o r a  um c o n s e n s o  comum em t o r n o  d o s  t e r m o s  a d o t a d o s .  P o r t a n t o  é 
comum e n c o n t r a r m o s ,  em a u t o r e s  d i f e r e n t e s ,  nomes d i f e r e n t e s  p a -  
r a  um mesmo e l e m e n t o  d e  um g r a f o .  



2. T E O R I A  D E  G R A F O S :  

2.1. O q u e  é um g r a f o ?  

Um g r a f o  G=(X,W), c o n s i s t e - s e  de um c o n j u n t o  d e  o b j e -  
t o s  d a d o s  p o r  X = ( x ( l ) ,  x ( 2 ) ,  ... x ( n )  ) ,  chamados  p e l a s  
l i t e r a t u r a s  m a i s  c o n h e c i d a s  p o r  p o n t o s ,  n ó s  o u  v é r t i c e s .  E 
p o r  um o u t r o  c o n j u n t o ,  W = ( w ( l ) , w ( 2 ) ,  ... w ( n )  ) ,  n o r m a l -  
m e n t e  chamados  de  l i n h a s ,  a r c o s  o u  a r e s t a s .  

O c o n j u n t o  X ,  em g e r a l  r e p r e s e n t a  um c o n j u n t o  de  e s -  
t a d o s  p o s s i v e i s  de  um p r o c e s s o  q u a l q u e r .  E W a s  r e l a ç õ e s  
ou  t r a n s i ç õ e s  p o s s i  v e i  s  e n t r e  e s t e s  e s t a d o s .  P o r t a n t o  os  
e l e m e n t o s  de  W f a z e m  uma l i g a ç ã o  e n t r e  o s  e l e m e n t o s  de  X .  
A s s i m  o s  e l e m e n t o s  de  W também s ã o  r e p r e s e n t a d o s  p o r  
( x ( i ) , x ( j ) ) ,  o n d e  x ( i ) , x ( j )  E X ;  o  q u e  s i g n i f i c a  uma r e l a -  
ç ã o  e n t r e  os  e l e m e n t o s  x ( i )  e  x ( j )  de  X .  D a i  m a i s  um nome 
p a r a  os  e l e m e n t o s  d e  W ,  " l i g a ç ã o " .  

A r e p r e s e n t a ~ ã o  m a i s  s i m p l e s  de  um g r a f o ,  é a  r e p r e -  
s e n t a ç ã o  g r á f i c a .  Q u e  p a r a  g r a f o s  s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o s  
p e r m i t e  uma v i s u a l i z a ç ã o  m a i s  r á p i d a  d e l e  como um t o d o .  



F i g .  1. 

um g r a f o  G.  

P a r a  g r a f o s  d e  d i m e n s õ e s  m a i o r e s ,  usamos a  r e p r e s e n -  
t a ç ã o  dada na d e f i n i ç ã o .  Q u e  t e m  a  v a n t a g e m  de s e r  a r m a z e -  
n a d a  e  t r a b a l h a d a  em c o m p u t a d o r e s ,  s o b  as  v á r i a s  t é c n i c a s  
de a r m a z e n a m e n t o  d e  d a d o s .  

2.2. A p l i c a ç õ e s :  

G r a f o  s e  a p l i c a  a  uma i n f i n i d a d e  de  p r o b l e m a s .  E h o j e  
em d i a ,  v á r i o s  d e s t e s  p r o b l e m a s  s ó  s ã o  r e s o l v i d o s  g r a ç a s  
a o  d e s e n v o l v i m e n t o  da  t e o r i a  d e  g r a f o s .  E na  v e r d a d e ,  uma 
f e r r a m e n t a  q u e  a j u d a  na  f o r m a l i z a g ã o  d o  p r o b l e m a  e  g u i a  os 
m e c a n i s m o s  de  r e s o l u g ã o  p a r a  s u a s  s o l u ç õ e s .  

2.3. D e f i n i ç õ e s .  

2.3.1. I n c i d ê n c i a :  Como v i m o s ,  um a r c o  em G i n t e r l i g a  d o i s  
de s e u s  n ó s .  S e j a  ( x ( i ) , x ( j ) )  um a r c o  de  G.  D i z - s e  
q u e  e s t e  a r c o  i n c i d e  em x ( i )  e  em x ( j ) .  



2.3.2.  G r a u  d e  i n c i d ê n c i a :  D i z - s e  g r a u  de  i n c i d ê n c i a  de  um 
nó  de  um g r a f o ,  o  n ú m e r o  d e  a r c o s  d e s t e  g r a f o  q u e  
i n c i d e m  n e s t e  n ó .  

2.3.3. A d j a c ê n c i a :  D o i s  n ó s  d e  um g r a f o  G ,  s ã o  chamados  de 
a d j a c e n t e s  s e  e  s ó  s e  e x i s t i r  um a r c o  em G q u e  os  
i n t e r l  i gue.  

2.3.4.  M a t r i z  d e  a d j a c ê n c i a s :  E uma m a t r i z  A ( n  x  n ) ,  onde  
n  é o  n  número  d e  n ó s  de  G ,  o n d e  c a d a  e l e m e n t o  d e s -  
t a  m a t r i z  é d a d o  p o r :  

a ( i , j ) =  1 s e  o  n ó  i é a d j a c e n t e  a o  n ó  j em G 
O n o  c a s o  c o n t r á r i o .  

E s t a  m a t r i z  5 uma d a s  f o r m a s  de r e p r e s e n t a r  o c o n -  
j u n t o  de  a r c o s  d e  G.  

2.3.5. C a m i n h o :  D e f i n e - s e  p o r  C a m i n h o  em um g r a f o  G ,  como 
s e n d o  uma s e q u ê n c i a  de  n ó s  e  de a r c o s  de  G,  de  f o r -  
ma q u e  e s t a  s e q u ê n c i a  começa e  t e r m i n a  com um nó.  
Um a r c o  é s e m p r e  p r e c e d i d o  d e  um n ó  em q u e  e l e  i n -  
c i d e .  Um nó ,  ( a  menos do  p r i m e i r o ) ,  é s e m p r e  p r e c e -  
d i d o  de  um a r c o  q u e  i n c i d a  n e l e .  

2.3.6. C i r c u i t o :  E um c a m i n h o ,  o n d e  o  p r i m e i r o  n ó  é i g u a l  
ao  Ú l t i m o .  

2.4. T i p o s  d e  g r a f o s :  

2.4.1. N u l o s :  G=(X,W), o n d e  X = W = v a z i o .  

2.4.2. C o n e x o s :  G=(X,W), o n d e  p a r a  q u a i s q u e r  d o i s  n ó s  de 
G ,  e x i s t e  a o  menos um c a m i n h o  em G o n d e  e s t e s  d o i s  
n ó s  a p a r e c e m  s i m u l t â n e a m e n t e .  



2.4.3. D e s c o n e x o s :  G=(X,W), s e  um g r a f o  é não  c o n e x o ,  e l e  
é d i t o  d e s c o n e x o .  

2.4.4. S u b g r a f o :  S = ( Y , Z )  é um s u b g r a f o  d o  g r a f o  G=(X,W) s e  
e  s ó  s e  Y c o n t i d o  ou  i g u a l  a X ;  Z c o n t i d o  o u  i g u a l  
W t a l  q u e ,  t o d o s  o s  c a m i n h o s  q u e  o c o r r e m  em G p a s -  
s a n d o  a p e n a s  p o r  n ó s  d e  Y ,  também e s t ã o  em S. 

2.4.5. Componen te  c o n e x a :  Uma c o m p o n e n t e  c o n e x a  de  um g r a -  
f o  G é um s u b g r a f o  c o n e x o  de  G ,  t a l  q u e  n ã o  e x i s t e  
o u t r o  s u b g r a f o  c o n e x o  d e  G q u e  o  c o n t e n h a .  
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o - - - - - - - - o - - . . - - - - -  o  
G r a f o  c o n e x o  

o  0 - - - - - - - - o  
G r a f o  d e s c o n e x o  

E um g r a f o  c o n e x o  o n d e  n ã o  e x i s t e  nenhum c i r c u i t o .  
A q u i  v a l e m  a s  d e f i n i ç õ e s  de  á r v o r e  n u l a ,  c o m p o n e n t e  e  s u -  
b á r v o r e ,  de modo a n á l o g o  a s  d e f i n i ç õ e s  a n t e r i o r e s .  

V e j a m o s  a l g u m a s  p r o p r i e d a d e s  d a s  á r v o r e s :  

2.5.1. Teo rema  1: E x i s t e  um e  só um c a m i n h o  e n t r e  q u a i s -  
q u e r  d o i s  n ó s  d e  uma á r v o r e .  

2.5.2.  Teo rema  2 :  Um g r a f o  G c o n e x o ,  é uma á r v o r e  s e  e  só  
s e  p a r a  q u a i s q u e r  d o i s  n ó s  d e  G ,  e x i s t e  um e  s ó  um 
c a m i n h o  q u e  o s  i n t e r l i g a .  



2 . 5 . 3 .  Teo rema  3 :  Uma á r v o r e  com n  n ó s  t e m  n - 1  a r c o s .  

2 . 5 . 4 .  Teo rema  4 :  Q u a l q u e r  g r a f o  c o n e x o  com n  n ó s  e  n - 1  
a r c o s  é uma á r v o r e .  

E s t e s  t e o r e m a s ,  s u a s  d e m o n s t r a ç õ e s ,  a s s i m  como as 
d e f i n i ~ õ e s  a p r e s e n t a d a s  n e s t e  c a p 7 t u l 0 ,  podem s e r  
c o n s u l t a d a s  n o  l i v r o  de  D e o ( 0 7 ) .  
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O 

A r v o r e s :  

o - - - - - - o - - - - - -  o  

E i m p o r t a n t e  f r i s a r  q u e  f o i  p r o p o s i t a l  a  a u s ê n c i a  do 
c o n c e i t o  de  g r a f o  d i r e c i o n a d o .  P a r a  o  p r o b l e m a  em q u e s t ã o ,  
e s t e  c o n c e i t o  é i r r e l e v a n t e  p o s t o  q u e  n e s t e  c a s o  em nenhum 
d o s  a r c o s  e x i s t e  a  i d é i a  d e  d i r e ç ã o .  



3.  O p r o b l e m a  d e  e x p a n s ã o  d a  u t i l i z a ç ã o  d o s  c a n a i s  d e  t e l e c o m u -  
n i c a ç õ e s  c á r r i e r  em uma r e d e  d e  a l t a  t e n s ã o  6 a p r e s e n t a d o  como: 

Dada uma r e d e  d e  t r a n s m i s s ã o  de  e n e r g i a  e l é t r i c a ,  s o b r e  a  
q u a l  s e  t e m  a l o c a d a  a  c a d a  l i n h a  um c o n j u n t o  de  c a n a i s  d e  t e l e -  
c o m u n i c a ç õ e s ,  d e s e j a - s e  a m p l i a r  e s t e s  c o n j u n t o s  de c a n a i s  de  
f o r m a  q u e :  

- Os c a n a i s  p o s s i v e i s  p e r t e n ç a m  a  um u n i v e r s o  f i n i t o  de  c a n a i s ;  

- um c a n a l  a l o c a d o  a  uma l i n h a  n ã o  p o d e  e s t a r  a l o c a d o  em l i n h a s  
q u e  t e n h a m  uma d i s t â n c i a  m e n o r  q u e  d u a s  l i n h a s  da l i n h a  a t u a l .  

A f i g u r a  a b a i x o  a p r e s e n t a  um t r e c h o  t í p i c o  d e  uma r e d e  de 
t r a n s m i s s ã o  de  e n e r g i a  e l é t r i c a ,  onde  a s  b a r r a s  " c h e i a s " ,  ( A ,  
0 ,  C ,  D ,  E ,  F ,  G e H ) ,  s ã o  a s  s u b e s t a ç õ e s  e  a  l i n h a s  q u e  a s  i n -  
t e r 1  i garn a s  1  i n h a s  d e  t r a n s m i s s ã o .  
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A 

Vamos s e g u i  r t e n t a n d o  p a r t i  r d e  uma s i t u a ç ã o  s i m p l  i f i c a d a ,  
o b t e r  uma a p r e s e n t a g ã o  f o r m a l  d o  p r o b l e m a ,  a t é  a l c a n ~ a r  uma a -  
p r e s e n t a ç ã o  f o r m a l  s a t i  s f a t õ r i  a. 

3.1.  T r a n s f o r m a ç õ e s  do  p r o b l e m a  de  e x p a n s ã o  da u t i l i z a s ã o  dos  
c a n a i s  de  t e l e c o m u n i c a ç õ e s  c á r r i e r  em uma r e d e  d e  a l t a  
t e n s ã o .  

A r e d e  a p r e s e n t a d a  é n i t i d a m e n t e  um g r a f o  G=(X,V) ,  
o n d e  X s e n d o  o  c o n j u n t o  de  n ó s  d e  6 ,  c o r r e s p o n d e  a o  c o n -  
j u n t o  d a s  s u b e s t a ç õ e s  da r e d e ;  e  V s e n d o  o s  a r c o s  de  G ,  
c o r r e s p o n d e  a s  l i n h a s  da  r e d e .  
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Comecemos com o  p r o b l e m a  P 1 ,  uma s i m p l i f i c a ç ã o  do 
p r o b l e m a  o r i  g i  n a 1  



P R O B L E M A  P 1 .  

Suponhamos q u e  na r e d e  a i n d a  n ã o  e x i s t e  nenhuma comu- 
n i c a ç ã o  e s t a b e l e c i  da.  Suponhamos também q u e  s e  d e s e j a  a l o -  
c a r  a p e n a s  1 c a n a l  p o r  l i n h a ;  o b t e r e m o s  e n t ã o  o  p r o b l e m a  
P 1  como a b a i x o :  

S e j a  o  g r a f o  G=(X,V) .  D e s e j a - s e  " c o l o r i r "  s e u s  a r c o s  
de f o r m a  q u e  uma c o r  n ã o  s e  r e p i t a  a  uma d i s t â n c i a  m e n o r  
q u e  d o i s  a r c o s .  

Como é f á c i l  o b s e r v a r  n o  n o s s o  p r o b l e m a ,  as  i n f o r m a -  
ç õ e s ,  ( c a n a i s  a  s e r e m  a l o c a d o s ) ,  s e  r e f e r e m  a o s  a r c o s  d e  
G ,  e  n ã o  a  s e u s  n ó s .  P o r t a n t o  o  m a i s  a p r o p r i a d o ,  é u t i l i -  
z a r  um g r a f o  a u x i l i a r ,  d i t o  g r a f o  a d j u n t o ,  q u e  é uma 
t r a n s f o r m a ç ã o  d o  g r a f o  o r i g i n a l ,  de f o r m a  a  p r e s e r v a r  s u a s  
c a r a c t e r í s t i c a s  e  que ,  a s  i n f o r m a ç õ e s  p a s s e m  a g o r a  s e  r e -  
f e r i r  a o s  n ó s  d e s t e .  T a l  g r a f o  é e x p r e s s o  da  f o r m a  
L ( G ) = ( V , W ) ,  o n d e  V ( o  c o n j u n t o  d o s  n ó s  d e  L ( G ) ) ,  é o  c o n -  
j u n t o  d o s  a r c o s  d e  G ,  e  W ( o  c o n j u n t o  d e  a r c o s  d e  L ( G )  é 
d a d o  p o r  

w = [ ( v ( i ) , v ( j ) )  / v W ,  v ( j )  E V ,  v ( i )  a d j  v ( j )  . I 
A m a t r i z  de a d j a c ê n c i a s  de L ( G ) ,  AL, p o d e  s e r  d a d o  p o r  
a ( i , j ) ,  ( e l e m e n t o  de  AL da l i n h a  i c o l u n a  j ) ,  onde  

s e  v ( i )  a d j a c e n t e  v ( j )  em G 
n o  c a s o  c o n t r á r i o .  
p a r a  t o d o  1 cL= i, j ( 2  1 V I 

O g r a f o  L ( G )  como d e f i n i d o  a c i m a  é o  i n d i c a t i v o  d a s  
a d j a c ê n c i a s  de a r e s t a s  em G. Ou s e j a  s e  v ( i ) , v ( j )  E V e  
v ( i )  a d j  v ( j )  em L ( G ) ,  s i g n i f i c a  q u e  o s  a r c o s  v i  e  v j  i n -  
c i d e m  s o b r e  um mesmo n ó  em G.  
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A f i g u r a  6 6 uma e v o l u ç ã o  do e x e m p l o  i n i c i a d o  n a s  f i -  
g u r a s  4 e  5,  n o  d e s e n r o l a r  d o  p r o b l e m a ;  t e n d o  a  m a t r i z  de 
a d j a c ê n c i a s  AL como a b a i x o :  

O p r ó x i m o  p a s s o  é i n t r o d u z i r  n o  n o s s o  g r a f o  a u x i l i a r ,  
a l g u m a s  f e r r a m e n t a s  q u e  d i m i n u a m  o  e s f o r ç o  p a r a  o b s e r v a r  
os n ó s  a  uma d i s t â n c i a  d e  2  em L ( G ) ,  a f i m  de  a v a l i a r  a  
d i s p o n i b i l i d a d e  de  c o r e s  d o  n ó  a t u a l .  P a r a  t a n t o  c o n s -  
t r ó i - s e  AL2 como o  q u a d r a d o  b o o l e a n o  de  AL. Z e r a n d o  s u a  
d i a g o n a l  p r i n c i p a l ,  e s t a  m a t r i z  c o r r e s p o n d e  a o  g r a f o  
L 2 ( G ) = ( V , Z ) ,  i n d i c a t i v o  d a s  a d j a c ê n c i a s  d e  a r e s t a s  com uma 
a r e s t a  i n t e r c a l a d a  em G; o n d e  V é o  mesmo d e  L ( G )  e  Z,  ( o  
c o n j u n t o  d o s  a r c o s  d e  L 2 ( G ) )  é d a d o  p o r  
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E sua  m a t r i z  de a d j a c ê n c i a s ,  AL2,  p a r a  o  e x e m p l o  a -  
p r e s e n t a d o  f i c a :  

O b s e r v e m o s  n o  e n t a n t o  q u e  L 2 ( G )  = ( V , Z )  p e r d e  a s  r e -  
l a ç õ e s  e n t r e  os  n ó s  V d e  L ( G ) ,  o  q u e  s i g n i f i c a  q u e  em 
L 2 ( G ) ,  p e r d e - s e  a  n o ç ã o  de  a d j a c ê n c i a  e n t r e  o s  n o s  de  
L ( G ) .  Como n o s  i n t e r e ç a  m a n t e r  e s t a s  r e l a ç õ e s ,  e  a s  r e l a -  
ç õ e s  e n t r e  d o i s  n ó s  com um q u e  os  i n t e r c a l e ,  c o n s t r ó i - s e  a  



m a t r i z  ALL como s e n d o  a  soma b o o l e a n a  d a s  m a t r i z e s  A L 2  e  
AL. E s t a  m a t r i z  c o r r e s p o n d e r á  a  um g r a f o  L L ( G )  = ( V ,  Z U 
W ) ,  q u e  é o  i n d i c a t i v o  d a s  a d j a c ê n c i a s  d e  a r e s t a s  com a t é  
uma a r e s t a  q u e  a s  i n t e r c a l e  em G. 

No n o s s o  e x e m p l o ,  a  m a t r i z  d e  a d j a c ê n c i a s  ALL f i c a . . .  

E a g o r a ,  a p r o v e i t a n d o  a  e v o l u ç ã o  d o s  d a d o s  o b t i d o s ,  o  
p r o b l e m a  P 1  se  t r a n s f o r m a  em: 

C o l o r i r  L L ( G )  d e  f o r m a  q u e  d o i s  n ó s  a d j a c e n t e s  t e n h a m  
c o r e s  d i f e r e n t e s .  ( P r o b l e m a  d e  c o l o r a ç ã o  j á  b a s t a n t e  c o -  
n h e c i d o  e  e s t u d a d o ) .  
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O  o b j e t i v o  a q u i  é f a z e r  e v o l u i r  o  p r o b l e m a  P 1  a t é  que  
se  c o n s i g a  f o r m u l a r  o  p r o b l e m a  o r i g i n a l  d e  modo a  s e r  i m -  
p l e m e n t á v e l  , a p r o v e i t a n d o  t é c n i c a s  j á  c o n h e c i d a s  n a  á r e a  
de  c o l o r a ç ã o ,  e  a t é  mesmo p o d e r m o s  a p r e s e n t a r  o u t r a .  D e s t a  
f o r m a ,  v e j a m o s  ... 

O  P R O B L E M A  P 2 :  

S e j a  o  g r a f o  LLG = (V,ZW), d e s e j a - s e  a s s o c i a r  a  c a d a  
n ó  v ( i )  E V um c o n j u n t o  de  c o r e s  S ( v ( i ) )  com N S ( v ( i ) )  c o -  
r e s  d e  t a l  f o r m a  q u e :  

P a r a  t o d o  v ( i ) , v ( j )  E V s e  v ( i )  a d j  v ( j )  e n t ã o  
S ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o .  

E s t e  p r o b l e m a  é uma g e n e r a l i z a ç ã o  d e  P 1 ,  o n d e  S ( v ( i ) )  
e r a  um c o n j u n t o  c o m p o s t o  d e  uma s ó  c o r .  

R e s o l v e r  P2 s e r i a  r e s o l v e r  em G ,  a m u l t i - c o l o r a ç ã o  de 
s e u s  a r c o s ,  o n d e  c a d a  c o r  n ã o  s e  r e p e t i r i a  a uma d i s t â n c i a  
m e n o r  q u e  2  a r c o s .  

Temos d e s t a  f o r m a  c o n s e g u i d o  i n t r o d u z i r  a o  n o s s o  g r a -  
f o  a u x i l i a r ,  o  c o n c e i t o  da m u l t i c o l o r a ç ã o .  S Õ  n o s  r e s t a  
a g o r a  i m p l e m e n t a r  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma s i t u a ç ã o  i n i c i a l ,  ou 
s e j a ,  o  g r a f o  j á  e s t a n d o  p a r c i a l m e n t e  c o l o r i d o ,  e  d e s e j a n -  
do  uma e x p a n s ã o  d e s t a s  c o r e s .  Segue e n t ã o  a  e v o l u ç ã o  d o  
p r o b l e m a  P2 p a r a  ... 

O  P R O B L E M A  P3: 



S e j a  o  g r a f o  LLG = (V,ZW), o n d e  a  c a d a  n ó  v ( i )  E V ,  
e x i s t e  um c o n j u n t o  d e  c o r e s  S ( v ( i ) )  j á  a s s o c i a d o ,  com 
N S ( v ( i  ) )  c o r e s .  

D e s e j a - s e  a m p l i a r  S ( v ( i ) )  com m a i s  um c o n j u n t o  de  c o -  
r e s  R ( v ( i ) )  com N R ( v ( i ) )  c o r e s  de  t a l  f o r m a  que :  

( i )  S ( v ( i ) )  n R ( v ( i ) )  = v a z i o  p a r a  t o d o  v ( i )  E V ;  
( i i )  P a r a  t o d o  v ( i ) ,  v ( j )  E V ,  s e  v ( i )  a d j  v ( j )  e n t ã o  

( S ( v ( i ) )  U R ( v ( i ) )  n  ( S ( v ( j ) )  U R ( v ( j ) )  ) = 
v a z i o .  

Sendo c o n h e c i d o  V ;  ZW; S ( v ( i ) ) ,  N S ( v ( i ) )  e  N R ( v ( i ) )  
p a r a  t o d o  v ( i )  E V p e d e - s e  e n c o n t r a r  R ( v ( i  ) )  p a r a  t o d o  
v ( i )  E V .  

R e s o l v e r  P3,  s e r i a  r e s o l v e r  em G o  p r o b l e m a  da am- 
p l i a ç ã o  d a s  c o r e s  de  s e u s  a r c o s ,  de  t a l  f o r m a  q u e  uma c o r  
n ã o  s e  r e p i t a  a  uma d i s t â n c i a  menor .  q u e  d o i s  a r c o s .  

A r e s t r i ç ã o  ( i i )  d e  P3 p o d e  s e r  d e s e n v o l v i d a  em.. . 
P a r a  t o d o  v ( i ) ,  v ( j )  E V ,  s e  v ( i )  a d j  v ( j )  e n t ã o  
( S ( v ( i ) )  U R ( v ( i ) )  ) n  ( S ( v ( j ) )  U R ( v ( j ) )  ) = v a z i o .  

P a r a  q u e  e s t a  r e s t r i ç ã o  s e j a  a t e n d i d a ,  as  q u a t r o  r e s -  
t r i ç õ e s  a b a i x o  também t e r ã o  q u e  s e r  a t e n d i d a s :  

P a r a  t o d o  v ( i ) ,  v ( j )  E V ,  se  v ( i )  a d j  v ( j )  e n t ã o  
( i i i )  - S ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o  
( i v )  - S ( v ( i ) )  n  R ( v ( j ) )  = v a z i o  
( v  ) - R ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o  
( v i )  - R ( v ( i ) )  n  R ( v ( j ) )  = v a z i o  

P a r a  s i m p l i f i c a r ,  p r i m e i r a m e n t e  podemos o b s e r v a r  q u e  
a s  r e s t r i ç õ e s  ( i v )  e ( v )  s ã o  r e d u n d a n t e s .  P o i s  s e  e l a s  t e m  
que  s e r  v á l i d a s  p a r a  t o d o s  os  p a r e s  de  n ó s  a d j a c e n t e s ,  
q u a n d o  f o r m o s  o b s e r v a r  o  n ó  v ( b )  a d j a c e n t e  a  v ( c )  e m a i s  
t a r d e  o b s e r v a r  o  n ó  v ( c ) ,  e s t a r e m o s  em r e d u n d â n c i a  n e s t a s  
r e s t r i ç õ e s .  P o r t a n t o  s e  s u p r i m i r m o s  a  r e s t r i ç ã o  ( i v )  o  
p r o b l e m a  m a n t e r á  s u a s  c a r a c t e r í s t i c a s .  



O b s e r v e m o s  a g o r a  a  r e s t r i s ã o  ( i i i ) .  E l a  e x i g e  q u e  a s  
c o r e s  j á  a l o c a d a s  a  d o i s  n ó s  a d j a c e n t e s  n ã o  c o i n c i d a m .  Ou 
s e j a  e s t a  r e s t r i ç ã o  a p e n a s  p r o c u r a  a s s e g u r a r  q u e  a  s o l u ç ã o  
j á  e x i s t e n t e  s e j a  c o m p a t í v e l  com o  p r o b l e m a  p r o p o s t o .  Se 
s o u b e r m o s  de a n t e - m ã o  q u e  a  s o l u ç ã o  a t u a l  6 c o m p a t í v e l ,  
e n t ã o  também podemos d e s p r e z a r  e s t a  r e s t r i ç ã o .  Na r e a l i d a -  
d e  na  m a i o r i a  dos  c a s o s  é f á c i l  s a b e r  q u e  a  s o l u ç ã o  a t u a l  
j á  o b e d e c e  a  e s t a  r e t r i ç ã o .  

E a g o r a  podemos r e - e s c r e v e r  P3 como a b a i x o .  .. 

S e j a  o  g r a f o  LLG = (V,ZW), e  a  c a d a  n ó  v ( i )  d e  V ,  e -  
x i s t e  um c o n j u n t o  S ( v ( i  ) )  com N S ( v ( i  ) )  c o r e s  a s s o c i a d a s ,  
d e  f o r m a  q u e  p a r a  t o d o  v ( i )  e v ( j )  E V ,  s e  ~ ( i )  a d j  v ( j )  
e n t ã o  S ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o .  

D e s e j a - s e  a m p l i a r  S ( v ( i ) )  com m a i s  um c o n j u n t o  
R ( v ( i ) )  com N R ( v ( i ) )  c o r e s ,  de  t a l  f o r m a  q u e :  

P a r a  v ( i )  E V ,  
S ( v ( i ) )  n  R ( v ( i ) )  = v a z i o  ..................... ( i )  
P a r a  t o d o  v ( j )  E V se  v ( j )  a d j  v ( i )  e n t ã o  
R ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o  .....................( v )  
R ( v ( i ) )  n  R ( v ( j ) )  = v a z i o  .................... ( v i )  

C o n s e g u i n d o  a s s i m  uma f o r m u l a s ã o  d o  n o s s o  p r o b l e m a  
p r o p o s t o ,  e  a i n d a  i d e n t i f i c a n d o  s i m p l  i f i c a s õ e s  q u e  c o n s e -  
g u i  r a m  e v i t a r  a l g u m a s  p o s s i v e i s  d u p l i c i d a d e  de  e s f o r s o s .  
Chamemos e s t a  f o r m u l a ç ã o  d e  " F o r m u l a ç ã o  v i a  M u l t i c o l o r a -  
ç ã o t ,  ou  "FM". O o b j e t i v o  m a i s  a d i a n t e  6 a p r e s e n t a r  um a l -  
g o r t  t m o  q u e  t r a b a l h e  s o b r e  a  f o r m u l a ç ã o  a p r e s e n t a d a  p a r a  
o b t e r  uma ou  m a i s  s o l u ç õ e s  p a r a  o  p r o b l e m a .  

A n t e s  po rém,  v e j a m o s  o  mesmo p r o b l e m a  s o b  um o u t r o  
p o n t o  d e  v i s t a .  



4. O U T R O  E N F O Q U E  PARA O  P R O B L E M A  P R O P O S T O :  

V a l e  a  pena  a p r e s e n t a r m o s  a g o r a ,  um o u t r o  e n f o q u e  p a r a  o  
n o s s o  p r o b l e m a .  E s t e  c a p i t u l o  m o s t r a  q u e  q u a l q u e r  p r o b l e m a  d e  
r n u l t i  - c o l o r a ç ã o  p o d e  s e r  t r a n s f o r m a d o  num o u t r o  d e  c o l o r a ç ã o  
s i m p l e s ,  e  d a i  t e n t a r  u t i l i z a r  a s  t é c n i c a s  j á  c o n h e c i d a s  d o  a s -  
s u n t o .  Porém,  m o s t r a r e m o s  também q u e  p a r a  o  c a s o  de  e x p a n s ã o ,  
e s t a s  t é c n i c a s  n ã o  s ã o  v á l i d a s  a p e s a r  da r e p r e s e n t a ç ã o  
" m o t i o c r o m á t i  ca  ". 

P a r a  a  t r a n s i ç ã o  de  um p r o b l e m a  de  m u l t i - c o l o r a ç ã o  s o b  uma 
f o r m u l a ç ã o  " p o l  i c r o m á t i c a " ,  r e p r e s e n t a d a  p o r  um g r a f o  G ,  p a r a  
o u t r a  " m o n o c r o m á t i c a " ;  devemos c o n s t r u i r  u n  g r a f o  B ,  q u e  c o n s i -  
ga t r a z e r  t o d a s  a s  c a r a c t e r i s t i c a s  d o  p r o b l e m a  o r i g i n a l  p a r a  a  
n o v a  r e p r e s e n t a ç ã o .  E s t e  g r a f o  p o d e  s e r  c o n s t r u i d o  s e g u i n d o  a  
l i n h a  de r a c i o c i n i o  a p r e s e n t a d a  a  b a i x o ,  acompanhada d a s  f i  g u -  
r a s  e x e m p l o .  

F i g .  10.  

G r a f o  G 

S e j a  G = ( X , Y )  um g r a f o  q u a l q u e r .  D e s e j a - s e  f a z e r  uma m u l -  
t i - c o l o r a ç ã o  de  s e u s  n ó s  com N S ( x ( i ) )  c o r e s  p a r a  c a d a  n ó .  

P a r a  c a i r m o s  num p r o b l e m a  de  c o l o r a s ã o  s i m p l e s ,  t e r e m o s  
q u e  g e r a r  em B p a r a  c a d a  n ó  d e  G t a n t o s  nÕs q u a n t a s  c o r e s  se 
d e s e j a  a p l i c a r  a  e s t e  nó d e  G .  



F i g .  11. 

S e j a  B = ( M , T ) .  A s s i m  é f á c i l  e s t a b e l e c e r  q u e  M s e r á  um c o n -  
j u n t o  c o m p o s t o  d e  t a n t o s  n ó s  q u a n t o  o  s o m a t ó r i o  em X ,  ( p a r a  t o -  
d o  x ( i )  E X) d o  n c m e r o  de c o r e s  a  s e r e m  a p l i c a d a s  em x ( i ) .  Ou 
s e j a ,  s o r n a t ó r i o  de  N S  em X .  

P a r a  g a r a n t i r  em G q u e  a s  c o r e s  de  c a d a  n ó  s e j a m  d i f e r e n -  
t e s  e n t r e  s i ,  t e r e m o s  q u e  em B f a z e r  com que  c a d a  n ó  g e r a d o  de 
um mesmo n ó  em G ,  ( i r m ã o s ) ,  s e j a m  l i g a d o s  e n t r e  s i .  Cada  c o n -  
j u n t o  d e  i r m ã o s  em B . c o r r e s p o n d e r á  a  um s u b g r a f o  c o m p l e t o .  En-  
t ã o  j á  t e m o s  T c o m p o n d o - s e  d e  t a n t o s  a r c o s  q u a n t o  o  s o r n a t ó r i o  
em X d o  n ú m e r o  d e  c o m b i n a g õ e s  d o s  N S ( x ( i ) )  e l e m e n t o s  de  S ( x ( i ) )  
g r u p a d o s  em 2 a  2 .  



F i n a l m e n t e  p a r a  g a r a n t i r  q u e  d o i s  n ó s  a d j a c e n t e s  em G n ã o  
t e n h a m  c o r e s  comuns e n t r e  s i ,  t e r e m o s  q u e  c o l o c a r  um a r c o  em B 
i n t e r l i g a n d o  c a d a  " i r m ã o "  de  uma " f a m í l i a "  com t o d o s  o s  
" i r m ã o s "  de t o d a s  a s  " f a m í l i a s "  g e r a d a s  p o r  n ó s  a d j a c e n t e s  em 

F i g .  1 3 .  

Q u a n d o  q u i z e r m o s  n e s t e  c a s o  i n t r o d u z i r  o  c o n c e i t o  da  e x -  
p a n s ã o  da r n u l t i c o l o r a ç ã o ,  v o l t a m o s  à f i g u r a  1 0  e  a c r e s c e n t a m o s  
e s t e  c o n c e i t o  como a b a i x o :  



F i g .  14 

Onde S ( x ( i  ) )  6 o  c o n j u n t o  de c o r e s  j á  a l o c a d a s  ao nó x ( i  ) ,  
com N S ( x ( i ) )  c o r e s  a l o c a d a s ;  R ( x ( i ) )  o  c o n j u n t o  de c o r e s  com 
NR(x(i ) )  c o r e s  a  serem ampl i adas  ao nó x ( i  ) .  

O g r a f o  B pode s e r  o b t i d o  pe la  ge ração  de t a n t o s  nós quan- 
t o  a  soma N S ( x ( i ) ) + N R ( x ( i ) )  para  cada nó x ( i )  de G ,  e  a  e s t e  
grupo de  nós chamemos de " f i l h o s "  de x ( i  ) .  Dai em d i a n t e  c o n t i -  
nua-se a  d e s e n v o l v e r  R como j a  v i s t o ,  ou s e j a ,  cada grupo de 
" i r m ã o s "  formado por u m  s u b g r a f o  completo em B,  e  t o d o s  os 
"p r imos"  em B i n t e r l i g a d o s  e n t r e  s i .  Lembrando somente que a  
cada gruEo de i rmãos em B ,  t e r emos  a l g u n s  nós j á  c o l o r i d o s  e  
o u t r o s  nao,  na verdade  são  p r e c i s a m e n t e  N S ( x ( i ) )  e  N R ( x ( i ) )  
r e s p e c t i  vamente. 

Podemos agora  a p r e s e n t a r  o  problema P 4  como sendo:  

S e j a  o  g r a f o  B = ( N , T ) ,  onde a l g u n s  e lementos  de N e s t ã o  co- 
l o r i d o s  e  o u t r o s  não;  c o l o r i r  t o d o  nó n ( i )  não c o l o r i d o  de N de 
t a l  forma que:  

c o r  de n ( i )  s e j a  d i f e r e n t e  a  c o r  de n ( j )  pa ra  t o d o  n ( i )  a d j  
n ( j )  em N .  

E f á c i l  demons t ra r  que a  fo rmulação  P 4  é e q u i v a l e n t e  ã de 
P3.  

A s e g u i r  veremos a l g u n s  a l g o r i t m o s  de c o l o r a ç ã o .  E s t e s  a l -  
go r i tmos  foram s e l e c i o n a d o s  d e n t r e  os a p r e s e n t a d o s  p e l a  t e s e  de 
S a n t o s ( 1 ) .  Para que e s t e s  a l g o r i t m o s  possam r e a l i z a r  em G uma 
expansão  das  c o r e s  j á  e x i s t e n t e s  em s e u s  nós ,  b a s t a  apenas  f a -  
z e r  uma pequena a l t e r a ç ã o  em cada a l g o r i t m o ,  mas conforme v e r e -  
mos ao f i n a l  da a p r e s e n t a ç ã o  d e s t e  c a p i t u l o ,  t a i s  a l t e r a ç õ e s  
não podem s e r  a p l i c a d a s  para r e s o l v e r  o  problema p r o p o s t o .  



Em s e g u i d a  a p r e s e n t a r e m o s  um n o v o  a l g o r i t m o  d e  m u l -  
t i  - c o l o r a ç ã o ,  d e s e n v o l v i d o  e s p e c i f i c a m e n t e  p a r a  r e s o l v e r  o  
p r o b l e m a  p r o p o s t o .  

4 .1 .  A l g o r i t m o  d e  c o l o r a ç ã o  s e q u e n c i a l .  

S e l e c i o n a m o s  d e  S a n t o s ( 1 )  3 a 1  g o r i t m o s  p o r  a p r o x i m a -  
ç ã o .  

O p r i m e i r o  d e l e s  é um q u e  o b t é m  um c o l o r i d o  s e q u e n -  
c i a l ,  q u e  é o  p r o c e d i m e n t o  m a i s  i n t u i t i v o  p a r a  s e  c o l o r i r  
um g r a f o .  E s t e  a l g o r i t m o  c o n s i s t e  em t o m a r  o s  p o n t o s  um a  
um e  t e n t a r  c o l o r i - l o s  com uma c o r  j á  u t i l i z a d a  a t é  a g o r a .  

A d e f i n i ç ã o  d e  c o l o r i d o  s e q u e n c i a l  f o i  d a d a  p o r  M a t u -  
l a ,  M a r b l e  e  I s a a c s o n ( 2 ) .  

D e f i n i ç ã o :  

Um c o l o r i d o  s e q u e n c i a l  d e  G é, d a d a  uma o r d e n a s ã o  
v ( l ) , v ( 2 ) ,  ... v ( n )  d e  s e u s  n ó s ,  um k - c o l o r i d o  d e  G n o  q u a l  
a s  c o r e s  1 , 2 ,  ..., k s ã o  a t r i b u i d a s  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

i )  A c o r  1 é a t r i b u i d a  a  v ( l ) ,  com i s t o  ( v ( 1 ) )  r e c e b e  o  
1 - c 0 1  o r i  do .  

i i )  ( v ( 1 ) , v ( 2 ) . . v ( i - 1 )  r e c e b e  um j - c o l o r i d o ;  A t r i -  
b u i  - s e  a s  mesmas c o r e s  a  v ( l ) v ( 2 ) .  v ( i - 1  em 
( v ( l ) , v ( 2 ) , . . , v ( i ) )  e  a  v ( i )  a t r i b u i - s e  a  c o r  r ,  o n d e  r 

= j + l  é o  m e n o r  i n t e i r o  p o s i t i v o  p a r a  o  q u a l  a  c o r  r n ã o  
o c o r r e  n a  a d j a c ê n c i a  d e  v ( i )  em ( v ( 1 )  ... v ( i ) ) .  E  i s t o  f o r -  
n e c e  um j - c o l o r i d o  a  ( v ( l ) . v ( i ) )  s e  r = j, o u  um 
j + l - c o l o r i d o  s e  r = j + l .  V i d e  o  a l g o r i t m o  L 1 .  

A l g u m a s  h e u r i s t i c a s  p o d e m  s e r  a p l i c a d a s  d e  f o r m a  a  
o b t e r  m a i o r  r a p i d e z  n o  a l g o r i t m o  L I .  A  m a i s  i n t u i t i v a  é 
o r d e n a r  o s  n ó s  d e  G em o r d e m  d e c r e s c e n t e  d o  i n d i c e  d e  i n -  
c i d ê n c i a  d o s  n ó s .  A  i d é i a  é c o l o r i r  p r i m e i r o  o s  n ó s  q u e  
t e n h a m  a  m a i o r  v i z i n h a n ç a ,  p o i s  s e  f o r  c o l o r i d o  m a i s  t a r d e  
a u m e n t a r á  a  p r o b a b i l i d a d e  d e  r e q u i s i t a r  uma c o r  n o v a  j u s -  
t a m e n t e  p o r  t e r  uma v i z i n h a n ç a  m a i o r .  E s t a  o r d e n a ç ã o  6 c o -  



n h e c i d a  p o r  " l a r g e s t - f i  r s t " .  

Uma o u t r a  o r d e n a ç ã o  d o s  n ó s  também é s u g e r i d a .  Ba -  
s e i a - s e  n o  f a t o  de  p o d e r  h a v e r  m a i s  de  um n ó  com o  mesmo 
g r a u  d e  i n c i d ê n c i a  em um g r a f o .  P o r t a n t o  a  o r d e n a ç ã o  
" l a r g e s t - f i  r s t "  p o d e  n ã o  s e r  a  Ú n i c a .  

D e f i n e - s e  e n t ã o  a  o r d e n a ç ã o  " s m a l  l e s t - l a s t "  d o s  p o n t o s  de 
G a t r a v é s  do  a l g o r i t m o  a b a i x o :  

P r o c e d i m e n t o  e s c o l h a ( i  , n , V ) ;  
c o m e n t á r i o :  n  é o  n ú m e r o  de e l e m e n t o s  de  V ;  
i : = n + l ;  
a : = i n f i n i t o ;  
p a r a  i : = l  a t é  n  f a ç a  

c o m e n t á r i o :  v j  é o  j - é s i m o  e l e m e n t o  d e  V ;  
s e  g r a u ( v ( j ) )  < a  e n t ã o  a : = g r a u ( v ( j ) ) ;  

i : = j .  
f i m ;  

P r o c e d i m e n t o  S m a l e s t - l a s t ;  
k : = i n f i n i t o ;  
e s c o l h a ( n ,  l V I  , V ) ;  
p a r a  j : = n - 1  d e c r e s c e n d o  a t é  1 f a ç a :  

e s c o l h a ( i ,  lV - ( v (n ) , . . . . v ( j + l ) ) l ,  
V - ( v ( n ) , .  . . v ( j + l ) ) ) ;  

s e  k ) i e n t ã o  k : = i ;  
f i m ;  

E s t e  p r o c e s s o  também p o d e  s e r  m e l h o r a d o  a t r a v é s  da 
t é c n i c a  da TROCA BICROMATICA, q u e  c o n s i s t e  em a o  a c r e s c e n -  
t a r  um p o n t o  v ( i )  a o  s u b g r a f o  j - c o l o r i d o  ( v ( l ) ,  ... v ( i - 1 )  
) a  j + l - é s i m a  c o r  s ó  s e r á  n e c e s s á r i a  s e  v ( i )  f o r  a d j a c e n t e  
a  p o n t o s  com a s  c o r e s  1,2, .  .. j. O r a  s e  a l g u m  d e s t e s  p o n t o s  
n ã o  f i z e r  p a r t e  d e  uin s u b - g r a f o  c o m p l e t o  d e  G com j p o n t o s  
p o d e  s e r  p o s s i v e l  t r o c a r  a  c o r  de  um d e l e s  de f o r m a  a  s e  
o b t e r  um j - c o l o r i d o  d e  ( v ( l ) ,  ... v ( i - 1 )  ) t a l  q u e  o número  
d e  c o r e s  d i s t i n t a s  a o s  n ó s  a d j a c e n t e s  a  v ( i )  s e j a  n o  m á x i -  
mo j-1, l i b e r a n d o  p o r t a n t o  uma c o r  p a r a  v ( i ) .  

De a c o r d o  com S a n t o s ( O 1 )  o  a l g o r i t m o  de  c o l o r a ç ã o  s e -  
q u e n c i a l  u s a n d o  t a n t o  a  o r d e n a ç ã o  " l a r g e s t - f i  r s t "  q u a n t o  a  
o r d e n a ç ã o  " s m a l l e s t - l a s t " ,  t e m  s u a  c o m p l e x i d a d e  d e  o r d e m  
O ( n + m ) .  



As a l t e r a ç õ e s  n o s  a l g o r i t m o s  d e  c o l o r a ç ã o  p a r a  r e s o l -  
v e r  a  e x p a n s ã o  da c o l o r a ç ã o  em G ,  c o r r e s p o n d e m  a  c o l o r a ç ã o  
d e  um g r a f o  q u e  t e v e  s e u  c o n j u n t o  de  n ó s  e  d e  a r c o s  e x p a n -  
d i d o s ,  e  a i n d a  n ã o  c o l o r i d o s .  

Ou p o r  o u t r o  l a d o ,  o  p r o b l e m a  p o d e  s e r  e n c a r a d o  como 
s e  o  g r a f o  B f o s s e  v i s t o  em um d e t e r m i n a d o  i n s t a n t e  d o  
p r o c e s s a m e n t o  d o  a l g o r i t m o  de  c o l o r a s ã o  a n t e s  d e  e s t a r  
c o m p l  e t a m e n t e  c 0 1  o r i d o .  Cabe a q u i  p r o m o v e r  a s  a l t e r a ç õ e s  
n e c e s s á r i a s  p a r a  q u e  o  p r o c e s s a m e n t o  " c o n t i n u e "  e  o b t e n h a  
a  c o l o r a ç ã o  f i n a l .  

P a r a  o  c a s o  d o  a l g o r i t m o  de  c o l o r a ç ã o  s e q u e n c i a l ,  o  
m e l h o r  s e r i a  p r i m e i r a m e n t e  o r d e n a r  o s  n ó s  d o  g r a f o  de  ma- 
n e i  r a  q u e  t o d o  n ó  j á  c o l o r i d o  t e n h a  uma o r d e m  m e n o r  q u e  
q u a l q u e r  n ó  n ã o  c o l o r i d o .  E n t r e  o s  n ó s  n ã o  c o l o r i d o s  a  o r -  
d e n a ç ã o  p o d e  s e r  f e i t a  em o r d e m  d e c r e s c e n t e  com o g r a u  d e  
i n c i d ê n c i a  d o s  n ó s .  S e g u i n d o  a h e u r y s t i c a  d o  a l g o r i t m o  o -  
r i  g i  n a 1  . 

S e j a  n l  o  n ú m e r o  de  n ó s  j á  c o l o r i d o s .  S e j a  k o  número  
d e  c o r e s  j á  u s a d a s  n a  c o l o r a ç ã o  i n i c i a l .  Podemos c h a m a r  as 
c o r e s  j á  u s a d a s  p o r  1 ,2 , .  .. , k .  E a s s i m  o  a l g o r ? t m o  d e  c o -  
l o r a ç ã o  s e q u e n c i a l  f i c a r á  como a p r e s e n t a d o  n o  a l g o r i t m o  L 2  



O A1 g o r i t m o  L I :  C o l o r a ç ã o  s e q u e n c i  a1 

B e g i  n  
c l : = l ;  
k : = l ;  
f o r  i : = 2  t o  n  d o  b e g i n  

r : = m i n ( j /  A ( i )  n  c ( j )  = v a z i o ) ;  
comment :  r = meno r  j t a l  q u e  a  a d j a c ê n c i a  d e  i 
comment : n ã o  u s e  a  c o r  j. 
c ( i  ) : = r ;  
k : = m á x ( k , r ) ;  

e n d ;  
end ;  

Onde A ( i )  é o  c o n j u n t o  d a s  c o r e s  j á  a s s o c i a d a s  aos  
n ó s  da  v i z i n h a n ç a  d o  n ó  v ( i ) ;  c ( j )  = c o r  j. 

A1 g o r i t m o  L 2 :  E x p a n s ã o  p o r  c o l o r a ç ã o  s e q u e n c i a l  

b e g i  n  
O r d e n a r  os  n ó s  de  modo q u e  t o d o  n ó  c o l o r i d o  t e n h a  
o r d e m  m e n o r  q u e  q u a l q u e r  n ã o  c o l o r i d o ,  e  o s  n ã o  
c o l o r i d o s  em o r d e m  d e c r e s c e n t e  d o  g r a u  d e  i n c i d ê n c i a  
e n t r e  s i ;  
f o r  i : = n l + l  t o  n  d o  
b e g i n  

r : = m i n (  j / A ( i )  n  c ( j )  = v a z i o  ) ;  
c ( i ) : = r ;  
k : = m á x ( k , r ) ;  

e n d ;  
end ;  



4.2.  A l g o r i t m o  d e  c o l o r a ç ã o  p o r  c l a s s e  de  c o r .  

O s e g u n d o  a l g o r i t m o  é c l a s s i f i c a d o  como a l g o r i t m o  de 
c o l o r a ç ã o  p o r  c l a s s e ,  p o i s  t e n t a  a p l i c a r  uma c o r  a um n ú -  
m e r o  máx imo d e  n ó s  d e  G .  E m  s e g u i d a  uma s e g u n d a  c o r  s e r á  
a p l i c a d a  e  a s s i m  p o r  d i a n t e  a t é  q u e  G e s t e j a  t o d o  c o l o r i -  
do .  V i d e  o  a l g o r i t m o  L 3 .  

S a n t o s  ( 0 1 )  m o s t r a  q u e  f a z e n d o  a  o r d e n a ç ã o  
" l a r g e s t - f i r s t " ,  d o s  n ó s  d e  G ,  e s t e  a l g o r i t m o  t e m  s u a  com- 
p l e x i d a d e  da o r d e m  d e  O(n+m) .  

P a r a  o  c a s o  d e  e x p a n s ã o ,  podemos f a z e r  a mesma o r d e -  
n a ç ã o  dos  n ó s  como i n d i c a d a  n o  a l g o r i t m o  de  c o l o r a ç ã o  s e -  
q u e n c i a l  p a r a  o  c a s o  de  e x p a n s ã o .  C o n s i d e r e m o s  n l  o  número  
de  n ó s  j á  c o l o r i d o s ,  k o  número  d e  c o r e s  j a  u s a d a s .  V i d e  o  
a l g o r i t m o  L 4 .  



O a l g o r i t m o  L3: C o l o r a ç ã o  p o r  c l a s s e  

b e g i  n  
f o r  i : = l  t o  n  d o  c ( i ) : = - 1 ;  
c o r : = k : = l ;  
w h i l e  " e x i s t e  n ó  n ã o  c o l o r i d o "  do 
b e g i  n  

f o r  i : = l  t o  n  d o  
i f  c ( i )  = -1 
t h e n  i f  A ( i )  n  c o r  = v a z i o  

t h e n  c ( i ) : = c o r ;  
i n c r  c o r ;  

e n d ;  
end ;  

A l g o r ? t m o  L4:  E x p a n s ã o  p e l a  c o l o r a ç ã o  p o r  c l a s s e  

b e g i  n  
O r d e n a r  os  n ó s  d o  g r a f o  de  m a n e i r a  
q u e  t o d o  n ó  j á  c o l o r i d o  t e n h a  o r d e m  
m e n o r  q u e  q u a l q u e r  n ã o  c o l o r i d o ,  e  os  
n ã o  c o l o r i d o s  f i q u e m  n a  o r d e m  " l a r g e s t -  
f i r s t "  e n t r e  s i ,  de  a c o r d o  com o  g r a u  de  
i n c i d ê n c i a  d o s  n ó s .  
f o r  i : = n + l  t o  n  d o  c ( i ) : = - 1 ;  
c o r : = l ;  
w h i l e  " e x i s t e  n ó  n ã o  c o l o r i d o "  do 
b e g i  n  

f o r  i : = n l + l  t o  n  d o  
if c ( i )  = -1 
t h e n  i f  A ( i )  n  c o r  = v a z i o  

t h e n  c ( i ) : = c o r ;  
i n c r  c o r ;  

e n d ;  
k : = m á x (  k ,  c o r  ) ;  

e n d ;  



4.3. A l g o r i t m o  de c o l o r a ç ã o  a o s  p a r e s .  

W o o d ( 3 )  o b s e r v a  q u e  n o s  c o l o r i d o s  p o r  c l a s s e ,  o  núme- 
r o  de  c o r e s  p o d e  s e r  d e s n e c e s s a r i a m e n t e  a u m e n t a d o ,  d e p e n -  
d e n d o  da f o r m a  como o s  p o n t o s  e s t e j a m  o r d e n a d o s .  Wood i- 
l u s t r o u  e s t e  f a t o  com um e x e m p l o  m u i t o  s i m p l e s .  

F i g .  15, 

Como p o d e r i a  s e r  e v i t a d o  q u e  v ( 1 )  e  v ( 2 )  f o s s e m  c o l o -  
r i d o s  com a  mesma c o r ?  

O p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  c r i a n d o - s e  uma m a t r i z  d e  s i m i -  
l a r i d a d e s  p a r a  i n d i c a r  q u a i s  p a r e s  de  n ó s  devem r e c e b e r  a  
mesma c o r .  A m a t r i z  d e  s i m i l a r i d a d e s  e n t r e  v ( i )  e  v ( j )  é 
m e d i d a  a t r a v é s  da m a t r i z  d e  a d j a c ê n c i a s  d o  g r a f o  a s s i m :  

s ( i , j )  = O se a ( i , j ) = l  
s o m a t ó r i o  1 = p  = n  de b ( p )  s e  a ( i , j )  = O 
onde  b ( p )  = 1 s e  a ( i , p )  = a ( p , j )  = 1 

O n o  c a s o  c o n t r á r i o  
a ( i , j )  e l e m e n t o s  da m a t r i z  de  a d j a c ê n c i a s .  
b ( p )  o  i n d i c a t i v o  da e x i s t ê n c i a  d e  um n ó  que  

i n t e r c a l e  v ( i )  e  v ( j )  n o  g r a f o .  

Com i s t o  a  s i m i l a r i d a d e  e n t r e  d o i s  p o n t o s  n ã o  a d j a -  
c e n t e s  v ( i  ) e  v ( j )  f i c a  d e f i n i d a  como s e n d o  o  n ú m e r o  de 
o u t r o s  p o n t o s  v ( p )  q u e  s e j a m  a d j a c e n t e s  a  ambos. V i d e  o  
a l g o r i t m o  L 5 .  

E a  o r d e m  d e  c o m p l e x i d a d e  d o  a 1  g o r i t m o  d e  c o l o r a ~ ã o  
a o s  p a r e s  é d e  O(mnn) .  



E n o  a l g o r i t m o  d e  c o l o r a ç ã o  a o s  p a r e s ,  a  a l t e r a ç ã o  
p a r a  a t e n d e r  o  c a s o  d e  e x p a n s ã o  d e  c o r e s ,  b a s t a r á  a p e n a s  
q u e  n a s  l i n h a s  7 e  8 d o  a l g o r i t m o ,  i e  j v a r i e m  d e  n l + l  
a t e  n ;  p o i s  como j á  sabemos q u e  de  1 a  n l  os  n ó s  j á  e s t ã o  
c o l o r i d o s .  V i d e  o  a l g o r i t m o  L 6 .  



A l g o r 3 t m o  L 5 :  C o l o r a s ã o  a o s  p a r e s  

b e g i  n  
c o n s t r u i r  a  m a t r i z  de  s i m i l a r i d a d e s  S; 
z  = m a i o r  v a l o r  d e  S ;  
k :=O;  
f o r  m = z  d o w n t o  O d o  
b e g i  n  

f o r  i : = l  t o  n  d o  
f o r  j : = l  t o  n  do  
i f  S ( i , j )  = m  
t h e n  i f  v ( i )  e  v ( j )  n ã o  c o l o r i d o s  

t h e n  b e g i  n  
i f  d ( i )  > k  o r  d ( j ) )  k  
t h e n  b e g i  n  

r : = m i n ( p / C ( p )  n  ( A ( i )  U A ( j ) ) = v a z i o ) ;  
comment :  r = a  m e n o r  c o r  d i s p o n i  v e l  a  

v ( i )  e  v ( j ) ;  
C o l o r e  v ( i )  e  v ( j )  com a  c o r  r ;  
k : =  m á x (  k  , r ) ;  

e n d  ; 
e n d  e l s e  i f  v ( i  ) o u  v ( j )  n ã o  c o l o r i d o  

t h e n  b e g i  n  
s e j a  v ( b )  c o l o r i d o  e  v ( c )  n ã o  c o l o r i d o '  
r : = c o r  de  v ( b ) ;  
i P  c l ( c )  ) k  a n d  ( r )  n  A ( c )  = v a z i o  
t h e n  c o l o r e  v ( c )  com a  c o r  r ;  

e n d ;  
e n d ;  

e n d ;  

Onde A ( k )  = c o n j u n t o  d a s  c o r e s  d o s  n ó s  v i z i n h o s  a o  n ó  k ;  
d ( k - )  = 



A l g o r i t m o  ~ 6 :  E x p a n s ã o  p e l a  c o l o r a ç ã o  a o s  p a r e s  

b e g i  n  
c o n s t r u i r  a  m a t r i z  de  s i m i l a r i d a d e s  S; 
z = m a i o r  v a l o r  d e  S; 
k:=O; 
f o r  m=z d o w n t o  O d o  
b e g i  n  

f o r  i : = n l + l  t o  n  d o  
f o r  j : = n l + l  t o  n  do  . 
i f  S ( i , j )  = m 
t h e n  i f  v ( i )  e  v ( j )  n ã o  c o l o r i d o s  

t h e n  b e g i  n  
i f  d ( i )  > k  o r  d ( j )  > k  
t h e n  b e g i  n  

r : = m i n ( p / C ( p )  n  ( A ( i )  U A ( j ) ) = v a z i o ) ;  
comment :  r = a  m e n o r  c o r  d i s p o n i v e l  a  

v ( i )  e  v ( j ) ;  
c o l o r e  v ( i )  e  v ( j )  com a  c o r  r ;  
k : =  m á x (  k  , r ) ;  

e n d  ; 
e n d  e l s e  i f  v ( i )  o u  v ( j )  n ã o  c o l o r i d o  

t h e n  b e g i  n  
s e j a  v ( b )  c o l o r i d o  e  v ( c )  n ã o  c o l o r i d o ;  
r : = c o r  de  v ( b ) ;  
i f  d ( c )  ) k a n d  ( r )  n  A ( c )  = v a z i o  
t h e n  c o l o r e  v ( c )  com a c o r  r ;  

e n d  ; 
e n d ;  

e n d ;  

Nos  t r ê s  m é t o d o s  de  c o l o r a g ã o  a p r e s e n t a d o s ,  n a s  
t r a n s f o r m a ç õ e s  p a r a  o s  c a s o s  d e  e x p a n s ã o ,  a  c o m p l e x i d a d e  
t e m  como um l i m i t e  s u p e r i o r  a  o r d e m  da c o m p l e x i d a d e  d o s  
a l g o r i t m o s  o r i g i n a i s  q u a n d o  do  c a s o  d e  c o l o r a ç ã o  d e  t o d o  o  
g r a f o  G,  ( c o l o r i r  n  n ó s ) .  

A s p e c t o s  q u e  i n v a l i d a m  o  u s o  d o s  a l g o r i t m o s  a p r o x i m a -  
t i v o s  n o  n o s s o  p r o b l e m a  o r i g i n a l .  



T u d o  comesa com o  p r ó p r i o  f a t o  d e  s e r  uma e x p a n s ã o  da 
c o l o r a ç ã o ,  e  n ã o  da  c o l o r a ç ã o  p u r a  e  s i m p l e s .  S e r i a  m a i s  
f á c i l  o  u s o  d e s t e s  a1  g o r i t m o s ,  s e  c o n s e g u i s s e m o s  g a r a n t i r  
q u e  a  s i t u a ç ã o  o r i g i n a l  t i v e s s e  s i d o  i m p l a n t a d a  como r e -  
s u l t a d o  da a p l i c a ç ã o  de  s e u  p r ó p r i o  p r o c e s s a m e n t o  a n t e -  
r i o r m e n t e .  Se a s s i m  f o s s e ,  s e r i a  m a i s  n a t u r a l  o  u s o  do  
mesmo n o v a m e n t e  p a r a  d a r  p r o s s e g u i m e n t o  a o  t r a b a l h o ,  

Porém, a  v e r d a d e  n ã o  é e s t a .  A s i t u a ç ã o  i n i c i a l  f o i  
i m p l e m e n t a d a  p o r  p r o c e s s o s  m a n u a i s ,  s u j e i t o s  a  uma d i s t â n -  
c i a  m u i t o  m a i o r  da o t i m a l i d a d e  d o  q u a l q u e r  d e s t e s  a l g l o -  
r i t m o s  v i e s s e m  a  d a r .  

O p r o b l e m a  a i n d a  n ã o  é s ó  e s t e ,  o  m a i s  c r u c i a l  e s t á  
n o  f a t o  de  a s  c o r e s  p o s s i v e i s  p e r t e n c e r e m  a  um c o n j u n t o  
f i n i t o ,  e  m u i t a s  v e z e s ,  bem r e s t r i t o  em a l g u n s  n ó s .  O e -  
x e m p l o  a  s e g u i r  p o d e  c l a r e a r  bem a  q u e s t ã o :  

S u p o n d o  o  g r a f o  a b a i x o ,  o n d e  o  u n i v e r s o  de  c o r e s  6 
d a d o  p o r  P = ( 1 , 2 , 3 ) .  S u p o n d o  a i n d a  q u e  o s  n ó s  x ( 1 )  e  x ( 3 )  
e s t e j a m  c o l o r i d o s  com a  c o r  2 ,  e  n ó  x ( 5 )  com a  c o r  3.  A 
n e c e s s i d a d e  de  e x p a n ç ã o  é s ó  a  de  c o l o r i r  o s  n ó s  x ( 2 )  e 
x ( 4 )  com uma c o r  c a d a .  V e j a m o s  q u e  a o  n ó  2  t e m o s  a  d i s p o -  
n i b i l i d a d e  de  c o l o r i  - 1 0  com as  c o r e s  ( 1  e  3 ) ,  e  a o  n ó  x ( 4 )  
a p e n a s  com a  c o r  ( 1 ) .  

F i g .  1 6 .  

E n t r e t a n t o ,  s e  p o r  q u a l q u e r  m o t i v o ,  em q u a l q u e r  dos  
a l g o r i t m o s  a p r e s e n t a d o s ,  o  n ó  x ( 2 )  f o r  c o l o r i d o  a n t e s  com 
a  c o r  1, o  n ó  x ( 4 )  n ã o  c o n s e g u i r á  s e r  m a i s  c o l o r i d o .  Tudo  
i s t o  s e  d e v e  a o  f a t o  d e  q u e  os  a l g o r i t m o s  a p r o x i m a t i v o s  
n ã o  possuem a  c a r a c t e r i s t i c a  de  r e a l i z a r  um b a c k - t r a c k  e  
t e n t a r  c o r r i g i  r uma c o l o r a ç ã o  j á  o b t i d a .  A t i n g i n d o  a s s i m  a  
s i t u a ç ã o  d e  c o l o r a ç ã o  i m p o s s i v e l  sem q u e  t o d a s  a s  s i t u a -  
ç õ e s  p o s s i v e i s  t e n h a m  s i d o  e x a m i n a d a s .  



A p e n a s  a  h e u r i s t i c a  d a  t r o c a  b i c r o m á t i c a  p o d e r i a  c o r -  
r i g i r  e s t e  d e f e i t o .  P o r é m  t e m  a  s e r i a  l i m i t a ç ã o  d e  q u e  a -  
p e n a s  a l g u n s  d o s  n ó s  d e v e r ã o  s e r  c o l o r i d o s ,  e  o s  o u t r o s  
não .  E a s s i m  e s t a  h e u r i s t i c a  p o d e  v i r  a  f a l h a r  também. 

D e s t a  f o r m a ,  s o m e n t e  um a l g o r i t m o  q u e  a n a l i s e  t o d a s  
as  s o l  u s õ e s  p o s s i  v e i  s ,  t e m  c h a n c e s  a o  s u c e s s o .  S e g u i  r emos  
a p r e s e n t a n d o  a g o r a  um q u e  t e n t a n d o  o b s e r v a r  t o d a s  a s  com- 
b i n a ç õ e s  d e  c o r e s  p o s s i  v e i s  a c a d a  n ó ,  e n c o n t r e  uma s o l u -  
ç ã o  v i á v e l  p a r a  o  p r o b l e m a .  



5.  MULTICOLORAÇRO: 

Vamos a g o r a  m o s t r a r  um a1  g o r i t m o  q u e  l i s t e  t o d a s  a s  s o l u -  
ç õ e s  p a r a  o  p r o b l e m a  P3. Na v e r d a d e  e l e  p o d e r i a  t e r  s i d o  d e s e n -  
v o l v i d o  s o b  a  f o r m u l a ç ã o  do  p r o b l e m a  P4, p o r é m  como v e r e m o s  l o -  
go  a d i a n t e ,  em t e r m o s  de  e s p a ç o  em m e m ó r i a  na  f a s e  de  i r n p l e m e n -  
t a ç ã o ,  P 3  é bem m a i s  a p r o p r i a d o .  

5.1.  N o v a m e n t e  o p r o b l e m a  P 3 . . .  

S e j a  o  g r a f o  LLG = (V,ZW), e  a  c a d a  n ó  v ( i )  d e  V ,  e -  
x i s t e  um c o n j u n t o  S ( v ( i  ) )  com N S ( v ( i  ) )  c o r e s  a s s o c i a d a s ,  
d e  f o r m a  q u e  p a r a  t o d o  v ( i  ) e  v ( j )  E V ,  s e  v ( i )  a d j a c e n t e  
a  v ( j )  e n t ã o  S ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o .  

D e s e j a - s e  a m p l i a r  S ( v ( i ) )  com m a i s  um c o n j u n t o  R ( v ( i ) )  com 
N R ( v ( i ) )  c o r e s ,  de  t a l  f o r m a  q u e :  

R ( v ( i ) )  n  S ( v ( i ) )  = v a z i o  
P a r a  t o d o  v ( j )  E V ,  s e  v ( j )  a d j  v ( i )  e n t ã o  

R ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o  
R ( v ( i ) )  n R ( v ( j ) )  = v a z i o .  

Chamaremos de  c o n j u n t o  d a s  c o r e s  d i s p o n i v e i s  a o  n ó  v ( i )  o  
c o n j u n t o  C ( v ( i ) )  d a d o  p o r  
C ( v ( i ) )  = P - S ( v ( i ) ) - U ( S ( v ( j ) ) )  p a r a  t o d o  v ( j )  E V ,  

v ( j )  a d j  v ( i ) ;  onde  P = u n i v e r s o  d a s  c o r e s ;  

Onde 
U ( S ( . ) )  c o n j u n t o  u n i ã o  d o s  c o n j u n t o s  S ( . ) ;  
e  N C ( v ( i ) )  o  n ú m e r o  d e  c o r e s  do  c o n j u n t o  C ( v ( i ) ) .  

E i m e d i a t o  q u e  s e  R ( v ( i ) )  c o n t i d o  em C ( v ( i ) )  e n t ã o  

R ( v ( i ) )  n  S ( v ( i ) )  = v a z i o  e  
p a r a  t o d o  v ( j )  E V ,  s e  v ( j )  a d j  v ( i )  



e n t ã o  R ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o .  

E n o v a m e n t e  vamos r e - e s c r e v e r  o  p r o b l e m a  P3. 

S e j a  o  g r a f o  LLG = (V,ZW), e  a  c a d a  n ó  de  v ( i )  E V ,  
e x i s t e  um c o n j u n t o  S ( v ( i ) )  com N S ( v ( i ) )  c o r e s  a s s o c i a d a s ,  
d e  f o r m a  q u e  p a r a  t o d o  v ( i ) ,  v ( j )  E V ,  s e  v ( i )  a d j  v ( j )  
e n t ã o  S ( v ( i ) )  n  S ( v ( j ) )  = v a z i o .  

D e s e j a - s e  a m p l i a r  S ( v ( i ) )  com m a i s  um c o n j u n t o  
R ( v ( i  ) )  com N R ( v ( i  ) )  c o r e s ,  
d e  t a l  f o r m a  que :  

P a r a  t o d o  v ( i )  E V ,  
R ( v ( i ) )  c o n t i d o  em C ( v ( i ) )  
p a r a  t o d o  v ( j )  E V ,  se  v ( j )  a d j  v ( i )  

e n t ã o  R ( v ( i ) )  n  R ( v ( j ) )  = v a z i o .  

E a  c r i a ç ã o  d o s  c o n j u n t o s  C ( . )  q u e  j u s t i f i c a  o  u s o  da 
f o r m u l a ç ã o  P3 d o  p r o b l e m a  e  n ã o  a  P4 na  i m p l e m e n t a ç ã o  d o  
a l g o r i m o ;  p o r q u e  s e n ã o  e l e  s e r á  d u p l i c a d o  v á r i a s  v e z e s  na 
m e m ó r i a .  B a s t a  l e m b r a r  q u e  a  c a d a  n 6  v ( i )  de  G g e r a  
N S ( v ( i ) ) + N R ( v ( i ) )  n ó s  em 9 ,  e  p a r a  c a d a  um d e l e s  o  c o n j u n -  
t o  C s e r i a  o  mesmo C ( v ( i ) ) ,  o  q u e  s i g n i f i c a  uma r e p e t i ç ã o  
d e  C v á r i a s  v e z e s  na  m e m ó r i a .  

Como p a r a  c a d a  n ó  v ( i )  d e  V ,  t e m o s  N C ( v ( i ) )  c o r e s  
d i s p o n i v e i s  e  uma n e c e s s i d a d e  de  a l o c a r  N R ( v ( i  ) )  c o r e s  a  
e s t e  nó.  Se N R ( v ( i ) )  N C ( v ( i ) )  p a r a  a l g u m  v ( i )  de  V ,  e n -  
t ã o  o  p r o b l e m a  n ã o  t e m  s o l u ç ã o ;  s e n ã o  p a r a  c a d a  n 6  v ( i  ) d e  
V t e r e m o s  t a n t a s  s o l u ç õ e s  d i f e r e n t e s  p o s s i v e i s  q u a n t o  d a d o  
p e l o  n f ime ro  de  c o m b i n a ç õ e s  dos  N C ( v ( i ) )  e l e m e n t o s  de  
C ( v ( i ) )  g r u p a d o s  em N R ( v ( i ) )  a  N R ( v ( i ) ) .  

Suponhamos um a l g o r i t m o  ALFA q u e  l i s t e  t o d a s  a s  com- 
b i n a ç õ e s  d e  c o r e s  p o s s i v e i s  com N R ( v ( i ) )  c o r e s  d e n t r e  a s  
c o r e s  do  c o n j u n t o  C ( v ( i  ) )  com N C ( v ( i  ) )  c o r e s ,  em uma o r d e m  
q u a l q u e r .  Passemos a  r e c o n h e c e r  a g o r a  c a d a  uma d e s t a s  com- 
b i n a ç õ e s  p e l o  i n d i c e  de  o r d e m  em q u e  e l a  a p a r e c e  n a  l i s t a  
g e r a d a  p e l o  a l g o r i t m o .  Uma s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  P3 p o d e  
s e r  r e c o n h e c i d a  a g o r a  p e l o  v e t o r  W = ( R ( l ) , R ( Z ) ,  ..., R ( n ) ) ,  
o n d e  R ( i )  é o  ? n d i c e  q u e  f o r n e c e  a  o r d e m  d e  a p a r i ç ã o  na 
l i s t a  de  c o m b i n a ç õ e s  g e r a d a s  p e l o  a l g o r i t m o  ALFA p a r a  o  nó  
v ( i  ) .  

O a l g o r i t m o  p r o p o s t o  a d i a n t e  t r a b a l h a  n o  e s p a ç o  de 
s o l u ç õ e s  i n v i á v e i s ,  a t é  q u e  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  s e j a  e n c o n -  
t r a d a .  P o d e n d o  p a r a r  m o s t r a n d o  a  s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  ou 
c o n t i n u a r  a  p r o c u r a r  o u t r a  s o l u g ã o .  



Notemos  n o  e n t a n t o  q u e  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  
P3 é a p e n a s  e n c o n t r a r  uma s o l u ç ã o  v i á v e l .  M a i s  t a r d e  a p r e -  
s e n t a r e m o s  a l g u n s  a r g u m e n t o s  q u e  podem n o s  g u i a r  p a r a  uma 
b o a  s o l u ç ã o .  

5.2.  O a l g o r i t m o  de m u l t i c o l o r a ç ã o  

A i d é i a  d o  a l g o r i t m o  p a r a  r e s o l v e r  P3, é b a s i c a m e n t e  
e s c o l h e r  uma s o l u ç ã o  p a r a  o  p r i m e i r o  n ó .  T e n d o - a  e s c o l h i -  

do ,  t e n t a  o b t e r  uma s o l u ç ã o  p a r a  o s e g u n d o ,  d e  f o r m a  a  a -  
t e n d e r  a  r e s t r i ç ã o :  

se  ~ ( 1 )  a d j  v ( 2 ) ,  e n t ã o  R ( v ( 1 ) )  n  R ( v ( 2 ) )  = v a z i o .  

Se c o n s e g u i r  uma s o l u ç ã o  p a r a  v ( 2 ) ,  e n t ã o  t e n t a r  o b t e r  uma 
s o l u ç ã o  p a r a  v ( 3 ) .  Da mesma f o r m a ,  s e  t i v e r  s u c e s s o  s e g u i r  
p a r a  ~ ( 4 1 ,  
s e n ã o  v o l t a  p a r a r  v ( 2 )  e  p r o c u r a r  uma p r ó x i m a  s o l u ~ ã o  p a r a  
~ ( 2 ) -  

O a l g o r i t m o  p o d e  s e r  p e n s a d o  s o b r e  uma á r v o r e  h i e r á r -  
q u i c a  o n d e  " n ó "  s e r i a  a  s o l u ç ã o  c o r r e n t e  d e  t o d o s  o s  n ó s  
a t é  o  n ó  a t u a l ;  " p a i i i  s e r i a  a  s o l u ç ã o  c o r r e n t e  d e  t o d o s  os  
n ó s  a t é  o  nó a n t e r i o r  a o  a t u a l ;  " f i l h o " ,  a  p r i m e i r a  s o l u -  
ç ã o  e n c o n t r a d a  d o  p r ó x i m o  n ó ,  i n c l u i n d o  a  s o l u ç ã o  a p r e s e n -  
t a d a  p o r  " n ó "  , e  " i r m ã o "  s e r i a  a  mesma s o l u ç ã o  r e p r e s e n t a -  
da  p o r  " n ó " ,  a  menos da s o l u ç ã o  c o r r e n t e  d o  n ó  a t u a l .  
" r a i z "  s e r á  o  e l e m e n t o  d e  p a r t i d a  e  o  d e  c h e g a d a  d o  a l g o -  
r i t m o .  P o d e - s e  u s a r  o  a r t i f í c i o  de  f a z e r  " r a i z "  como s e n d o  
o  p a i  d o  p r i m e i r o  nó .  

N o t a r  q u e  o  t e r m o  s o l u ç ã o  a  um n ó  v ( i ) ,  a q u i  e s t á  se 
r e f e r i n d o  a p e n a s  a  uma c o m b i n a ç ã o  d e  N R ( v ( i  ) )  c o r e s  do 
c o n j u n t o  C ( v ( i ) ) .  

E s t a  á r v o r e  e s t a r 2  d i s p o s t a  da s e g u i n t e  m a n e i r a .  Cada 
n í v e l  s e  r e f e r e  a  um n ó  d e  LLG, a  menos da r a i z ,  q u e  é um 
e l e m e n t o  a r t i f i c i a l .  P a r t i n d o  da r a i z ,  e l a  t e r :  t a n t o s  f i -  
l h o s  q u a n t a s  s o l u & õ e s  h o u v e r e m  p a r a  o  p r i m e i r o  nó .  Ou s e j a  
n o  p r i m e i r o  n i v e l  o c o r r e r ã o  t a n t o s  e l e m e n t o s  q u a n t o  o  n ú -  
m e r o  d e  c o m b i n a ç õ e s  d o s  N C ( v ( 1 ) )  e l e m e n t o s  d e  C ( v ( 1 ) )  g r u -  
p a d o s  em N R ( v ( 1 ) )  a  N R ( v ( 1 ) ) .  P a r a  c a d a  n ó  d o  p r i m e i r o  n í -  
v e l  s e r ã o  g e r a d o s  t a n t o s  f i l h o s  q u a n t o  o  número  d e  c o m b i -  
n a ç õ e s  d o s  N C ( v ( 2 ) )  e l e m e n t o s  de  C ( v ( 2 ) ) ,  g r u p a d o s  em 
N R ( v ( 2 ) )  a  N R ( v ( 2 ) ) .  E a s s i m  p o r  d i a n t e .  



O a l g o r i t m o  e x e c u t a  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  t e n t a n -  
do  d e s c e r  n o s  n ó s  d e s t a  á r v o r e  a t é  q u e  c o n s i g a  c h e g a r  a o  
n i v e l  m a i s  b a i x o ,  o  q u e  c o r r e s p o n d e r á  a  uma s o l u ç ã o  s e  s ó  
f o r  p e r m i t i d o  d e s c e r  d e  um n i v e l  p a r a  o  s e g u i n t e  s e  p a r a  a  
s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  p a r a  " n ó "  f o r  c o m p a t i v e l  com a s  s o l u -  
ç õ e s  de  s e u s  a n c e s t r a i s .  Ou s e j a ,  a t e n d e  ã r e t r i ç ã o :  

p a r a  j : = l  a t é  i - 1  
v ( j )  a d j  v ( i )  e n t ã o  R ( v ( i ) )  n  R ( v ( j ) )  = v a z i o ;  

F i g .  1 7 .  

Ve remos  m a i s  t a r d e  q u e  n ã o  s e r á  n e c e s s á r i o  c o n s t r u i r  
e s t a  á r v o r e .  O q u e  s e r i a  m u i t o  c a r o  em t e m p o  e  e s p a s o .  

Na d e f i n i ç ã o  de  á r v o r e ,  chamamos de  " f o l h a s " ,  o s  n ó s  
d e  uma á r v o r e  q u e  n ã o  s e  l i g a m  a  nenhum n ó  de n i v e l  i n f e -  
r i o r .  P e l a  c o n s t r u ç ã o  d e  n o s s a  á r v o r e ,  sabemos q u e  t o d a s  
a s  f o l h a s  e s t ã o  n o  s e u  n i v e l  m a i s  i n f e r i o r .  



O a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o  a b a i x o ,  p a r t e  da r a i z  e  p e r -  
c o r r e  t o d o s  o s  c a m i n h o s  d e s t a  á r v o r e ,  c h e g a n d o  a  t o d a s  as 
s u a s  f o l h a s .  Como podemos v e r i f i c a r  s e  t r a t a  n a d a  m a i s  n a -  
da menos q u e  o a l g o r i t m o  de  v a r r e d u r a  d o s  n ó s  de  uma á r v o -  
r e ,  s e g u i n d o  a  p r é - o r d e m ,  ou  o r d e m  p r e f i x a .  

b e g i  n  
n o : = r a i z ;  
k :=O;  
w h i l e  v e r d a d e  = v e r d a d e  d o  
b e g i n  

w h i l e  f i l h o ( n ó )  d i f e r e n t e  de  v a z i o  d o  
b e g i n  

n o : = f i l h o ( n Ó ) ;  
i n c r  k ;  
W ( k )  : = n ó ;  

e n d ;  
l i s t a r  W ;  
w h i l e  i r m a õ ( n ó )  = v a z i o  do 
b e g i  n  

i f  p a i  ( n ó )  = r a i z  
t h e n  p a r e  
e l ç e  b e g i n  

d e c r  k ;  
n Ó : = p a i  ( n ó )  ; 

e n d ;  
e n d ;  
n ó : = i  rmão ( n ó )  ; 
W ( k )  : = n ó ;  

e n d  ; 
end ;  

E s t e  a l g o r i t m o  é a p r e s e n t a d o  em q u a s e  t o d a s  a s  r e f e r ê n c i a s  
a  á r v o r e s  b i n á r i a s ,  p r i n c i p a l m e n t e  n a s  a p r e s e n t a ~ õ e s  das  
g e r a ç õ e s  d e  c ó d i g o s  de  c o m p i l a d o r e s  de l i n g u a g e n s  d e  com- 
p u t a d o r e s  q u e  t e n h a m  e x p r e s s õ e s  l ó g i c a s  e / o u  m a t e m á t i c a s .  
B e r z t i s s ( 5 )  c a p  5.e também o  a p r e s e n t a .  



Podemos i n s e r i  r n e s t e  a l g o r i t m o  a  c r i t i c a ,  

f o r  j : = l  t o  k - 1  d o  

i f  R ( k )  n  R ( j )  = v a z i o  

t h e n  " s o l u ç ã o  a t u a l  " : = f a l s o ;  

o n d e  k  = n i v e l  a t u a l  na  á r v o r e .  E s t a  c r i t i c a  f o r n e c e r á  b á -  
s i c a m e n t e  a  t o d o  i n s t a n t e  a  i n f o r m a ç ã o  d e  q u e  a  s o l u ç ã o  
q u e  e s t á  s e n d o  e n c o n t r a d a  i n c o m p a t i  v e l  ou  n ã o  com a s  s o -  
l u ç õ e s  de s e u s  a n c e s t r a i s .  Ou s e j a ,  em LLG es ta rnos  t e n t a n -  
do  m u l t i - c o l o r i r  um n ó  com c o r e s  j á  u s a d a s  em n ó s  a d j a c e n -  
t e s  n a s  s u a s  s o l u ç õ e s .  

E s t e  t e s t e  s e  c o r r e t a m e n t e  i m p l e m e n t a d o  n o  a l g o r i t m o  
de v a r r e d u r a  da á r v o r e  n a  p r é - o r d e m ,  p o d e  p r o v o c a r  " p o d a s "  
n o s  g a l h o s  da  á r v o r e .  I s t o  é v á l i d o ,  p o i s  t o d a  r a m i f i c a ç ã o  
ou  s u b á r v o r e  a b a i x o  d o  n ó  com a  v i o l a ç ã o  m e n c i o n a d a  não  
c o r r i g e  a  i n c o m p a t i b i l i d a d e  da s o l u ç ã o  a t u a l  com a  d e  a l -  
gum de s e u s  a n c e s t r a i s .  

P a r a  r e f o r ç a r  a  c o n v e n i ê n c i a  da p o d a ,  convém n o t a r  
q u e  a  d i m e n s ã o  da  á r v o r e  em q u e  e s t a m o s  t r a b a l h a n d o  é d i -  
r e t a m e n t e  p r o p o r c i o n a l  a o  t e m p o  d e  e x e c u ç ã o  d o  a1  g o r i t m o  
a p r e s e n t a d o .  E como é f á c i l  o b s e r v a r ,  e s t a  á r v o r e  c r e s c e  
e x p o n e n c i a l m e n t e  com o  n ú m e r o  de n ó s  d e  LLG. 

V o l t a n d o  ã s  p o d a s ;  s e  c o n s e g u i r m o s  p r o v o c a r  a s  p o d a s  
n o s  n í v e i s  m a i s  a l t o s  da á r v o r e ,  e s t a r e m o s  c a d a  v e z  p o d a n -  
d o  s u b á r v o r e s  m a i o r e s ,  e com i s t o  d i m i n u i n d o  o  e s f o r ç o  
d e s n e c e s s á r i o .  Em v i s t a  d i  s t o  podemos c o n c l u i  r q u e  s e r á  
d e p e n d e n t e  da o r d e n a ç ã o  d a d a  a o s  n ó s .  

5 . 3 .  P r i m e i r a  h e u r i s t i c a :  

Uma p r i m e i r a  h e u r i s t i c a  v i s a n d o  m e l h o r a r  o  r e n d i m e n t o  
do  a l g o r í t m o  s e r i a  e n t ã o  c o l o c a r  n o  n i v e i s  m a i s  p r ó x i m o s  
da r a i z  da á r v o r e ,  a q u e l e s  n ó s  de  LLG q u e  e s t ã o  m a i s  p r o -  
p e n s o s  a  g e r a r  p o d a s .  E s t e s  n ó s  s ã o  os  q u e  t e m  a  m a i o r  d e -  
manda de  c o r e s  e  a  m e n o r  d i s p o n i b i l i d a d e .  I s t o  é c a r a c t e -  
r i z a d o  p e l o  n ú m e r o  de  c o m b i n a ç õ e s  p o s s i v e i s  d e  c o r e s  vi;- 
v e i s  p a r a  s o l u c i o n a r  o  nó .  Ou s e j a ,  s e  o r d e n a r m o s  em o r d e m  
c r e s c e n t e  o s  n ó s  de  a c o r d o  com o n ú m e r o  d e  c o m b i n a ç õ e s  
p o s s í v e i s  p a r a  r e s o l v e r  o  nó ,  q u e  é d a d o  p e l o  n ú m e r o  d e  



c o m b i n a ç õ e s  d o s  N C ( v ( i  ) )  e l e m e n t o s  de C ( v ( i  ) )  g r u p a d o s  em 
N R ( v ( i  ) )  a  N R ( v ( i  ) ) ;  e s t a r e m o s  c o l o r i n d o  p r i m e i r o  o s  n ó s  
criticas, o s  q u e  d e v e r ã o  g e r a r  as  m a i o r e s  p o d a s  na  á r v o r e .  

A e s c o l h a  d o  p e s o  a o s  n ó s  s e r  dada  p e l o  n ú m e r o  de 
c o m b i  n a s õ e s  dos  NC ( v  ( i  ) )  e 1  e m e n t o s  de  C ( v  ( i  ) ) ,  g r u p a d o s  em 
N R ( v ( i ) )  a  N R ( v ( i ) ) ,  e  n ã o  o u t r o s  v a l o r e s  t a i s  como a  p u r a  
demanda,  a  s i m p l e s  d i s p o n i b i l i d a d e  ou a t é  mesmo a r a z ã o  
e n t r e  e l e s  m e r e c e  s e r  v i s t o  com c u i d a d o .  

P r i m e i r a m e n t e  s e  f o s s e  e s c o l h i d o  p u r a m e n t e  o  número  
de  c o r e s  d i s p o n i v e i s  ( N C ( v ( i  ) ) )  como p e s o  a o  n ó  v ( i  ) e s t a -  
r i a m o s  d e s p r e z a n d o  a  demanda d e l e .  Ou s e j a  e s t a  i n f o r m a ç ã o  
p o d e r i a  n ã o  e s p e l h a r  a  t e n t ê n c i a  de  poda  d e s t e  n ó  c o r r e t a -  
m e n t e .  B a s t a  p e n s a r  q u e  uma d i s p o n i b i l i d a d e  de 5 0  a  um nó  
q u e  e x i g e  uma demanda de  também 50  i r á  t e r  p e s o  i d ê n t i c o  a  
um n ó  q u e  t e n h a  uma d i s p o n i b i l i d a d e  também de  5 0  c o r e s ,  
mas uma demanda d e  1 0  p o r  e x e m p l o .  

Se e s c o l h e s s e m o s  a  demanda como p ê s o ,  em r a c i o c i n i o  
s e m e l h a n t e  a o  a n t e r i o r  p o d e r e m o s  a p r e s e n t a r  e x e m p l o s  que  
d e m o n s t r e m  q u e  n ã o  é e s t a  uma e s c o l h a  a p r o p r i a d a .  

F i n a l m e n t e ,  p a r a  a  e s c o l h a  da r a z ã o  e n t r e  e s t e s  v a l o -  
r e s  ( N C ( v ( i ) ) / N R ( v ( i ) ) )  podemos t o m a r  o  s e g u i n t e  e x e m p l o  
com 3 n ó s :  

N C ( v ( i ) )  = 50  N R ( v ( i ) )  = 1 0  
N C ( v ( j ) )  = 11 N R ( v ( j ) )  = 2 
I \ I C ( v ( k ) )  = 6 N R ( v ( k ) )  = 1 

No temos  q u e  a  r a z ã o  da d i s p o n i b i l i d a d e  p e l a  demanda em t o -  
d o s  o s  t r ê s  é 5  p a r a  1 p a r a  o  n ó  v ( i ) ,  5.5 p a r a  1 p a r a  o  
n ó  v ( j )  e  6 p a r a  1 p a r a  v ( k ) .  Ou s e j a ,  n e s t e s  t ê r m o s ,  v ( i )  
e s t á  m a i s  p r o p e n s o  q u e  v ( j )  e  e s t e  m a i s  a i n d a  q u e  v ( k )  p a -  
r a  g e r a r  uma poda .  Suponha  e n t ã o  q u e  a  v i z i n h a n ç a  d e  c a d a  
um d e l e s  l h e s  t o m e  d u a s  c o r e s  de  s u a  d i s p o n i b i l i d a d e .  K e -  
f a z e n d o  as  c o n t a s  n o t a m o s  q u e  a  o r d e m  e x a t a m e n t e  s e  i n v e r -  
t e u .  

Nenhum d e s t e s  c o n t r a - e x e m p l o s  s ã o  a p l i c á v e i s  s e  o  p e -  
s o  f o r  o  s u g e r i d o .  

No c a p i t u l o  7 ,  a p r e s e n t a r e m o s  a s  c o m p a r a ç õ e s  d e  t e m p o  
de  e x e c u ç ã o  d o  a l g o r i t m o ,  t r a b a l h a n d o  com a  o r d e n a ç ã o  dos  
n ó s  i n d i c a d a ,  com a  o r d e n a ç ã o  i n v e r s a ,  e  sem nenhuma o r d e -  
n a ç ã o  h e u r i s t i  c a .  



Ve jamos  a g o r a  o  g r a f o  G como d e s e n h a d o  a b a i x o ,  com 1 0  
n ó s ,  o n d e  o  u n i v e r s o  de  c o r e s  é ( c ( l ) ,  c ( 2 )  ) .  

F i g .  18 .  

D e s e j a m o s  c o l o r i r  o s  n ó s  v ( l ) , v ( 2 ) , ~ ( 3 ) , ~ ( 4 ) , ~ ( 5 )  e  
v ( 8 )  com uma c o r  c a d a .  T e r e m o s  as  c o r e s  d i s p o n í v e i s  a  e s -  
t e s  n ó s  d a d a s  p o r  

Podemos n o t a r  q u e  s e  v ( 1 )  r e c e b e r  a  c o r  c ( 1 )  o s  n ó s  
v ( 2 )  e  v ( 3 )  n ã o  c o n s e g u i r ã o  s e r  c o l o r i d o s .  P o r q u e  a  e s c o -  
l h a  da c o r  c ( 1 )  p a r a  o  n ó  v ( 1 )  e s g o t a r á  t o d a s  a  p o s s i b i l i -  
d a d e s  . d e  c o l o r i r  a l g u n s  d e  s e u s  n ó s  v i z i n h o s .  

Dando s e q u ê n c i a  a o  r a c i o c i n i o  q u e  n o s  l e v o u  a  a d o t a r  
a  h e u r i s t i c a  d e  o r d e n a r  o s  n ó s  de  LLG, q u e  é t e n t a r  r e c o -  
n h e c e r  o  m a i s  c e d o  p o s s j v e l  uma i n c o m p a t i b i l i d a d e  da  s o l u -  
ç ã o  q u e  e s t á  s e n d o  e s t u d a d a .  J u s t i f i c a  uma h e u r i s t i c a  q u e  
i n d i c a s s e  q u a l  o  c a m i n h o  q u e  m a i s  p r o v a v e l m e n t e  n o s  l e v a -  
r i a  a uma s o l u ç ã o  v i á v e l .  



5.4.  A  s e g u n d a  h e u r ? s t i c a :  

P r i m e i r a m e n t e  a t r i b u i - s e  um p e s o  a  c a d a  c o r  d o  c o n -  
j u n t o  de  c o r e s  d i s p o n i v e i s  a e s t e  n ó .  E s t e  p e s o  p o d e  s e r  o  
n ú m e r o  de  n ó s  v i z i n h o s  ao  n ó  a t u a l ,  o n d e  a  c o r  em q u e s t ã o  
também e s t e j a  d i s p o n i v e l .  O r a ,  e s t e  p e s o  d i z  q u a n t o s  v i z i -  
n h o s  a o  n 6  a t u a l  i r ã o  p e r d e r  uma c o r  do  s e u  c o n j u n t o  de 
c o r e s  d i s p o n i v e i s  s e  f o r  u s a d a  e s t a  c o r  n e s t e  nó .  A g o r a  
o r d e n a m o s  o s  c o n j u t o s  d e  c o r e s  d i s p o n i v e i s  de c a d a  nó ,  em 
o r d e m  c r e s c e n t e  com o  p e s o  c a l c u l a d o .  F i n a l m e n t e  s e  u s a r -  
mos uma r o t i n a  q u e  g e r e  t o d a s  a s  c o m b i n a ç õ e s  de  c o r e s  do  
c o n j u n t o  d e  c o r e s  d i  s p o n i  v e i  s em o r d e m  1 e x i  c o g r a f i  c a m e n t e  
c r e s c e n t e ,  o  a l g o r i t m o  de  m u l t i  - c o l o r a ç ã o  p r o p o s t o  i r'a 
t e n t a r  c o l o r i r  c a d a  n ó  com um c o n j u n t o  de  c o r e s  q u e  p r e j u -  
d i  c a r á  a  m e n o r  v i z i n h a n ç a  p o s s i  v e l  . 

O p e s o  p r o p o s t o  p a r a  s e r  a t r i b u i d o  a s  c o r e s  d i s p o n i -  
v e i s ,  p o d e  s e r  um p o u c o  m a i s  e l a b o r a d o ,  v i s a n d o  a  m e l h o r a r  
a h e u r i s t i c a .  V e j a m o s  o  s u b g r a f o  a b a i x o ,  n o  momento  em q u e  
q u e r e m o s  c o l o r i  r v ( 1 ) .  . . 

F i g .  1 9 .  
~ ( 2 )  ~ ( 1 )  ~ ( 3 )  

o- - - - - - - -o- - - . . - - -  o  

e  s e j a m  os  c o n j u n t o s  d e  c o r e s  d i s p o n i v e i s  d a d o s  p o r :  

No temos  q u e  o s  p e s o s  d a s  c o r e s  de C ( v ( 1 ) )  como a p r e -  
s e n t a d o s  a n t e r i o r m e n t e  s e r ã o :  

P ( v ( l ) ,  c ( l ) ) : = l  ; 

P ( v ( l ) ,  c ( 2 ) ) : = 2  ; 



E n t r e t a n t o  s e  c o l o r i r m o s  v ( 1 )  com a  c o r  c ( l ) ,  e s t a r e -  
mos e s g o t a n d o  a  Ú n i c a  p o s s i b i l i d a d e  de c o l o r i r  v ( 2 ) .  A s s i m  
s e  r e d e f i n i r m o s  P ( v ( i  ) ,  c ( r ) )  como s e n d o  p r o p o r s i o n a l  ao  
s o m a t ó r i o  d o  i n v e r s o  d o  número  de c o m b i n a ç õ e s  de 
N C ( v ( j ) ) - 1  em N R ( v ( j ) )  a  N R ( v ( j ) ) ;  p a r a  t o d o  v ( j )  E V ,  
v ( j )  a d j a c e n t e  a  v ( i )  e  c ( r )  E C ( v ( j ) )  n  C ( v ( i ) ) .  

Assume-se  q u e  s e  x  m e n o r  q u e  y,  a  c o m b i n a ç ã o  de  x  em 
y a  y é z e r o .  

A g o r a  o s  p e s o s  d a s  c o r e s  d i s p o n í v e i s  s ã o  p r o p o r c i o -  
n a i s  a o  número  de  n ó s  v i z i n h o s  o n d e  e s t a  c o r  também e s t á  
d i s p o n i  v e l  , e  i n v e r s a m e n t e  p r o p o r c i o n a l  à n e c e s s i d a d e  d e s -  
t a  c o r  n e s t a  v i z i n h a n ç a .  

O p e s o  a t r i b u i d o  d e s t a  f o r m a ,  t e n t a  e v i t a r  o  u s o  de  
uma c o r  em um n ó  s e m p r e  q u e  s o u b e r  q u e  i s t o  e s g o t a r á  a  d i -  
p o n i  b i  1  i d a d e d e  a1  gum n ó  d e  sua  v i  z i  n h a n s a .  

Cabe r e s s a l t a r  q u e  o s  p e s o s  n ã o  l e v a m  em c o n s i d e r a ç ã o  
o  f a t o  da  v i z i n h a n ç a  j á  t e r  s i d o  c o l o r i d a  o u  não .  A  p r i -  
m e i r a  i d é i a  s e r i a  d e s p r e z a r  o s  n ó s  v i z i n h o s  j á  c o l o r i d o s .  
Po rém como e s t a m o s  n o s  p r o p o n d o  a  r e s o l v e r  um p r o b l e m a  d e  
e x p a n s ã o ,  devemos p r e s s u p o r  q u e  p o s t e r i o r m e n t e  o u t r a  e x -  
p a n s ã o  p o s s a  s e r  r e q u e r i d a  n e s t a  r e d e .  A s s i m  a  h e u r i s t i c a  
de  n ã o  e s g o t a r  a  d i s p o n i b i l i d a d e  d e  c o r e s  d e  n ó s  j á  c o l o -  
r i d o s  f a z  s e n t i d o .  E na  v e r d a d e  p o d e r i a  s e r  uma b o a  m e t a  
p a r a  a r e s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a .  O u t r a  v a n t a g e m  d e s t a  c o n c e p -  
ç ã o  é o  f a t o  d e  q u e  n ã o  s e r á  p r e c i s o  c a l c u l a r  e s t e s  p e s o s  
m a i s  de  uma v e z  p a r a  c a d a  c o r  d i s p o n í v e l  em c a d a  nó .  O 
c ~ l c u l o  p o d e  s e r  f e i t o  n o  i n í c i o  d o  p r o c e s s o  e  n u n c a  m a i s  
s e  a l t e r a r .  

E x i s t e  um o u t r o  d e t a l h e  q u e  podemos r e s s a l t a r .  Do a l -  
g o r í t m o  d e  c o l o r a ç ã o  p o r  p a r e s ,  t e m o s  como h e u r i s t i c a  t e n -  
t a r  c o l o r i r  p a r e s  de  n ó s  com uma mesma c o r ,  s e m p r e  q u e  e s -  
t e  p a r  t e m  um nó q u e  os  i n t e r c a l e .  No g r a f o  a b a i x o ,  n o t e -  
mos q u e  s e  c o l o r i r m o s  v ( 4 )  com a  c o r  c ( l ) ,  

F i g .  20 .  
v ( l ) c ( l )  v ( 2 ) c ( 2 )  ~ ( 3 )  ~ ( 4 )  

o - - - - - - - - - o - - - - - - - - o - - - - - - - -  O 



o  n ú m e r o  c r o m á t i c o  d e s t e  g r a f o  s e  e l e v a r á  a  3 .  E n t r e t a n t o ,  
s e  c o l o r i r m o s  v ( 4 )  com c ( 2 )  o  n ú m e r o  c r o m á t i c o  c a i r á  p a r a  
2.  O a l g o r i t m o  d e  c o l o r a ç ã o  a o s  p a r e s  t e n t a  j u s t a m e n t e  
t r a b a l h a r  em c i m a  d i s t o .  

A c r i a ç ã o  d o s  p e s o s  das  c o r e s  d i s p o n i  v e i s  como d e f i -  
n i d a  a n t e r i o r m e n t e ,  d i z  q u e  q u a n t o  m e n o r  o  p e s o  de  uma c o r  
d i s p o n i v e l  em um n ó ,  m a i o r  é a  v i z i n h a n ç a  d e s t e  n ó  q u e  n ã o  
t e m  e s t a  c o r  como d i s p o n i v e l .  Com i s t o ,  m a i o r  é a  v i z i -  
n h a n ç a  d e s t e  n ó  q u e  e s t á  i n t e r c a l a n d o - o  d e  um o u t r o  n ó  q u e  
j á  u s a  e s t a  c o r .  E s t e  r a c i o c i n i o  c a i  em p e r f e i t a  h a r m o n i a  
com a  h e u r i s t i c a  d o  m é t o d o  de  c o l o r a ç ã o  p o r  p a r e s .  



5 . 5 .  N o v o  a l g o r i t m o  de m u l t i  - c o l o r a ç ã o .  

b e g i n  
l e r  LLG; 
L e r  as  d i m e n s õ e s  d a s  s o l u ç õ e s  d e s e j a d a s ;  
O r d e n a r  o s  n ó s  d e  LLG; 
C a l c u l a r  o s  c o n j u n t o s  d e  c o r e s  d i s p o n i v e i s  a o s  n ó s  d e  LLG; 
C a l c u l a r  o s  p e s o s  das  c o r e s  d i s p o n i v e i s  a o s  n ó s  d e  LLG; 
O r d e n a r  a s  c o r e s  d o s  c o n j u n t o s  de  c o r e s  d i s p o n i v e i s  a o s  n ó s  
de LLG de a c o r d o  com o s  p e s o s  o b t i d o s ;  
f o r  n Ú m e r o . d a . s o l u ç ã o : = 0  t o  n Ú m e r o . d e . s o 1 u ç õ e s . d e s e j a d a s  
d o  b e g i  n  

i f  " p r Ó x i m a . s o l u ç ã o . g e r a l "  = v e r d a d e  
t h e n  1  i s t a  s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  
e l s e  i f  n ú m e r o . d a . s o l u ç ã o  = O 

t h e n  b e g i  n  
e s c r e v a  " s i s t e m a  sem s o l u s ã o " ;  
s t o p ;  

e n d  e l s e  b e g i n  
e s c r e v a  " t o d a s  s o l u s õ e s  l i s t a d a s " ;  
s t o p ;  

e n d ;  
end ;  
e s c r e v a  "nem t o d a s  as  s o l u ç õ e s  p o s s i v e i s  f o r a m  l i s t a d a s " ;  

end ;  

O a l g o r i t m o  a c i m a ,  é r e s p o n s á v e l  p e l o s  p e d i d o s  d e  l e i t u r a  
do  g r a f o  e  dos  c á l c u l o s  i n i c i a i s ,  t a i s  como p e s o s  d a s  c o r e s ,  
o r d e n a ç ã o  d a s  c o r e s  d i s p o n i v e i s  e  e t c .  E também p e l o  l o o p  de  
t r a b a l h o  d o  p r o c e s s o .  



A p r Ó x i m a . s o l u ç ã o . g e r a 1 ,  t e r :  v a l o r  v e r d a d e  e n q u a n t o  
a  p a r t i r  da s o l u ç ã o  g e r a l  a t u a l ,  f o r  p o s s i v e l  c o n s e g u i r  
o u t r a  s o l u ç ã o  g e r a l .  E chamado de  s o l u ç ã o  g e r a l  s e m p r e  q u e  
f o r  e n c o n t r a d a  uma c o n f i g u r a ç ã o  d e  c o r e s  p a r a  c a d a  n ó  d e  
LLG, t a l  q u e  a s  r e s t r i ç õ e s  do p r o b l e m a  s e j a m  a t e n d i d a s .  
Q u a n d o  a  p a r t i r  de  uma s o l u ç ã o  n ã o  s e  c o n s e g u i r  nenhuma 
o u t r a  s o l u ç ã o  g e r a l ,  e s t a  r o t i n a  r e t o r n a  com v a l o r  f a l s o .  

E s t a  r o t i n a  como j á  v i m o s  é uma v a r i a n t e  d a s  r o t i n a s  
de v a r r e d u r a  d e  uma á r v o r e ,  s e g u n d o  a  p r é - o r d e m .  

l ó g i c a 1  p r o c e d u r e  p r ó x i m a . s o l u ç ã o . g e r a 1  ; 
b e g i  n  

l a b e l  L O , L l Y L 2 , L 3 , L 4 ;  
LO: i f  " p r Ó x i r n a . s o l u ç ã o ( n ó ) "  = f a l s o  

t h e n  g o t o  L 3 ;  
L l :  i f  n o  m a i o r  q u e  nÚmero.de.nÓs 

t h e n  g o t o  L 4 ;  
i f  "situação.da.solução.atual.do(nÓ)" = f a l s o  
t h e n  g o t o  LO; 
i f  " a v a n ç a "  = v e r d a d e  
t h e n  g o t o  L 1 ;  

L 2 :  p r Ó x i m a . s o l u ç ã o . g e r a l  : = f a l s o ;  
r e t u r n ;  

L 3 :  i f  " r e t r o c e d e "  = f a l s o  o r  NR(nÓ)  i g u a l  O 
t h e n  g o t o  L 2  
e l s e  g o t o  L I ;  

L 4 :  p r ó x i m a .  s o l u ç ã o .  g e r a l  : = v e r d a d e ;  
e n d  ; 



A situação.da.solução.atual . d o ( n ó ) ,  r e t o r n a r á  v e r d a d e  
s e m p r e  que  o  c o n j u n t o  d e  c o r e s  q u e  s o l u c i o n a m  a  a m p l i a ç ã o  
d a s  c o r e s  d e s t e  n ó  n ã o  c o n f l i t a m  com a s  s o l u ç õ e s  d e  sua 
v i z i n h a n ç a .  C a s o  c o n t r á r i o  r e t o r n a r á  com o v a l o r  f a l s o .  

E s t a  r o t i n a  é chamada p e l a  p r Ó x i m a . s o l u ç ã o . g e r a 1 ,  pa -  
r a  v a l i d a r  ou i n v a l i d a r  uma c o n f i g u r a ç ã o  d e  c o r e s  p a r a  um 
d e t e r m i n a d o  n õ  em e s t u d o .  

l ó g i c a 1  p r o c e d u r e  situação.da.solução.atual . d o ( w o r d  n ó ) ;  
b e g i  n  

s i t u a ç ã o . d a .  s o l u ç ã o . a t u a 1  .do :  = v e r d a d e ;  
f o r  i : = O  t o  n ó - 1  do 
i f  i a d j  nó  
t h e n  i f  R ( i )  n  R ( n ó )  v a z i o  

t h e n  situação.da.solução.atual.do:=falso; 
e n d ;  

A v a n ç a ,  s i m p l e s m e n t e  i n c r e m e n t a  a  v a r i á v e l  nó ,  com o  
o b j e t i v o  d e  t e n t a r  o b t e r  uma s o l u ç ã o  p a r a  o  p r ó x i m o  nó  de 
LLG. E s t a  r o t i n a  é chamada p e l o  p r ó x i m a . s o l u ç ã o .  g e r a l  sem- 
p r e  que  c o n s e g u i u  o b t e r  s o l u ç õ e s  p a r a  t o d o s  o s  n ó s  a n t e -  
r i o r e s .  E s t a  r o t i n a  v o l t a  s e m p r e  com v a l o r  v e r d a d e ,  a  me- 
n o s  q u e  o p r ó x i m o  n ó  n ã o  t e n h a  nenhuma s o l u ç ã o  p o s s i v e l .  
N o t a r  q u e  a q u i  n ã o  é f e i t a  a  c r í t i c a  de  o  n ó  t e r  u l t r a p a s -  
s a d o  o  número  de  n ó s  d e  LLG. E s t a  c r i t i c a  é f e i t a  n o  p r ó -  
x i m a .  s o l u ç ã o .  g e r a l .  

l ó g i c a 1  p r o c e d u r e  a v a n ç a ;  
b e g i n  

i n c r  n ó ;  
i f  nÕ(=nÚmero .de .nós  
t h e n  a v a n ç a : = v e r d a d e  
e l s e  a v a n ç a : = " p r i m e i  r a . s o l u ç ã o . d o ( n Ó ) " ;  

e n d ;  

P r i m e i  r a . s o l u ç ã o . d o ( n ó ) ,  f o r n e c e  p a r a  o  n ó  a  m e n o r  
c o m b i n a ç ã o  d e  c o r e s  d i s p o n í v e i s  n e s t e  nó ,  como s u a  p r i m e i -  
r a  s o l u ç ã o .  Só i r á  r e t o r n a r  com v a l o r  f a l s o  s e  o  n ú m e r o  d e  
c o r e s  d i s p o n í v e i s  f o r  m e n o r  q u e  a  q u a n t i d a d e  d e  c o r e s  a  
s e r  a p l i c a d o  n o  n ó .  O q u e  c o n f i g u r a  uma s o l u ç ã o  i m p o s s i -  
v e l .  



l ó g i c a 1  p r o c e d u r e  p r i m e i  r a . s o l u ç ã o . d o ( w o r d  n ó ) ;  
b e g i  n  

R ( n ó )  : =  v a z i o ;  
i f  N R ( n ó )  (=  NC(nÓ) 
t h e n  b e g i n  

f o r  i : = l  t o  N R ( n ó )  do 
R ( n Ó ) : = R ( n Ó )  U ( C ( n Ó , i )  ) ;  

p r i m e i  r a . s o l u ç ã o . d o : = v e r d a d e ;  
e n d  e l s e  primeira.solução.do:=falso; 

end;  



A r o t i n a  Retrocede,  r e t r o c e d e  o  n ó  a t u a l  a  s u a  l i g a -  
ç ã o  m a i s  p e r t o ,  ( n a  o r d e m  d a d a  p e l a  o r d e n a ç ã o  i n i c i a l  ) ,  
q u e  t e m  s o l u ç ã o  em c o n f l i t o  com a  s o l u ç ã o  do  nÓ a t u a l .  Se 
j á  e s t á  n o  p r i m e i r o  nó ,  e  t e n t a r  r e t r o c e d e r  r e t o r n a  com 
v a l o r  f a l s o .  Caso  c o n t r á r i o ,  t e n t a  o b t e r  a  p r ó x i m a  s o l u ç ã o  
d o  n ó  e n c o n t r a d o .  E n q u a n t o  n ã o  c o n s e g u i r  c o n t i n u a  a  r e t r o -  
c e d e r .  Q u a n d o  c o n s e g u i  r ,  r e t o r n a  v e r d a d e .  

l ó g i  c a l  p r o c e d u r e  r e t r o c e d e ;  
b e g i  n  

f l a g : = f a l s o ;  
w h i l e  f l a g  = f a l s o  do  
i f  n ó  m a i o r  q u e  O 
t h e n  b e g i  n  

j :  = - I ;  
f o r  k : = l  t o  n ó - 1  do  
if k  a d j  n o  a n d  R ( k )  n  R ( n Ó )  d i f e r e n t e  de  v a z i o  
t h e n  j : = k ;  
comment :  a o  s a i r  d e s t e  l o o p ,  j s e r á  a  l i g a ç ã o  do 

nó ,  c u j a  s o l u ç ã o  j á  f o i  e n c o n t r a d a ,  q u e  
e s t á  m a i s  p e r t o  d e l e  e  c u j a  s o l u ç ã o  
c o n f l i t a  com a d o  nó .  

i f  j m a i o r  ou  i g u a l  a  O 
t h e n  n ó : = j  
e l s e  n ó : = n l - 1 ;  
flag:=próxima.solução(nÓ) ; 

e n d  e l s e  b e g i n  
r e t r o c e d e : = f a l s o ;  
r e t u r n ;  

e n d ;  
r e t r o c e d e : = v e r d a d e ;  

e n d ;  



A p r ó x i m a .  s o l u ç ã o . d o ( n ó )  é uma p e q u e n a  a d a p t a ç ã o  d o  
a l g o r i t m o  d e  g e r a ç ã o  d a s  c o m b i n a ç õ e s  de  n  c a r a c t e r e s  d e  
uma s t r i n g  a l f a ,  em ó r d e m  l e x i c o g r a f i c a m e n t e  c r e s c e n t e .  

l ó g i  c a l  p r o c e d u r e  p r ó x i m a .  s o l u ç ã o .  d o ( w o r d  n ó )  ; 
b e g i  n  

w o r d  ( * )  a ;  
f o r  i : = l  t o  N R ( n ó )  do 
f o r  j : = l  t o  N C ( n ó )  do 
i f  R ( n Ó , i )  = C ( n Ó , j )  
t h e n  a ( i ) : = j ;  
commen t :  a ( . )  e  o  v e t o r  d o s  i n d i c e s  d a s  c o r e s  d e  C q u e  

o c o r r e m  em R ;  
a ( N R ( n ó ) t l ) : = N C ( n ó ) + l ;  
j : = - I .  
f o r  i : = l  t o  N R ( n ó )  do 
i f  a ( i ) + l  m a i o r  q u e  a ( i + l )  
t h e n  j : =-i ; 
i f  j O 
t h e n  b e g i n  

p r ó x i m a .  s o l u ç ã o : = f a l s o ;  
r e t u r n ;  
comment :  I s t o  o c o r r e r á  q u a n d o  a ( l ) = N C ( n ó ) - N R ( n Ó ) + l ,  

a ( 2 )  = a ( l ) + l ,  ... a ( n r ( n ó ) ) = N C ( n O ) ,  o  q u e  
c a r a c t e r i z a  a  m a i o r  c o m b i n a g ã o  
1  e x i  c o g r a f i  c a m e n t e  o r d e n a d a  do  c o n j u n t o  
C ( n 6 ) ;  

e n d ;  
a ( j ) : = a ( j ) + l ;  
f o r  i : = j + - 1  t o  NR(nÓ)  do 
a ( i ) : = a ( i - l ) + l ;  
p r ó x i m a .  s o l u ç ã o :  = v e r d a d e ;  

end ;  



D e m o n s t r a ç ã o  d o s  a l g o r i t m o s  p r o p o s t o s ;  

A v a n ç a :  
P r i m e i r a . s o l u ç ã o :  

R e t r o c e d e :  

S i t u a ç ã o . d a ~ s o l u ç ã o .  
. a t u a l  . do  

P r ó x i m a .  s o l u ç ã o .  g e r a l  : 
P r ó x i m a .  s o l u ç ã o :  

E t r i v i a l  e  i m e d i a t a  da  p r o p o s i ç ã o ;  
E s t a  r o t i n a  é uma d e f i n i ç ã o ,  
há o  q u e  s e r  d e m o n s t r a d o ;  
Também t r i  v i a 1  e i m e d i a t o  da 
p r o p o s i ç ã o ,  
N o v a m e n t e  t r i v i a l  e  
i m e d i a t o  da  p r o p o s i ç ã o ;  
Já  d e m o n s t r a d o ;  
V i  d e  a p r e s e n t a ç ã o  e  d e m o n s t r a ç ã o  
d o  a l g o r i t m o  ALFA.  



A p r e s e n t a ç ã o  d o  a1  g o r i t m o  ALFA. 

O a l g o r i t m o  ALFA, é um a l g o r i t m o  d e  g e r a ç ã o  d e  t o d a s  
a s  c o m b i  n a ç õ e s  1  e x i  c o g r a f i  c a m e n t e  c r e s c e n t e  d e  p  e 1  e m e n t o s  
d e  um c o n j u n t o  com n  e l e m e n t o s .  

S e j a  um c o n j u n t o  C ,  com n  e l e m e n t o s ,  d o  q u a l  s e  d e s e -  
j a  o b t e r  t o d a s  a s  c o m b i n a ç õ e s ,  sem r e p e t i ç ã o ,  de  p  e l e m e n -  
t o s .  Suponhamos q u e  C e s t e j a  o r d e n a d o  d e  uma f o r m a  a r b i -  
t r á r i a .  A t r i b u i - s e  e n t ã o  a o s  e l e m e n t o s  d e  C ,  um i n d i c e  que  
i d e n t i f i c a  sua  o r d e m  d e  a p a r i ç ã o  em C ,  e  sem p e r d a  d e  ge-  
n e r a l i d a d e s  passamos  a  r e c o n h e c e r  um e l e m e n t o  de  C p e l o  
í n d i c e  q u e  l h e  f o i  a t r i b u i d o .  Ou s e j a ,  C p a s s a  a  c o r r e s -  
p o n d e  a o  c o n j u n t o  ( 1 ,2 ,3  ,..., n  ) .  

Passamos a  r e p r e s e n t a r  a g o r a  uma c o m b i n a ç ã o  q u a l q u e r  
d e  p e l e m e n t o s  de  C com o  c o n j u n t o  A = (  a l , a 2 ,  ... ap ) ,  o n d e  
a i  = o  e l e m e n t o  d e  C q u e  f a z  p a r t e  da c o m b i n a ç ã o  r e p r e s e n -  
t a d a ,  i E ( 1 ,  . . . p ) ;  a ( i )  E ( 1 ,  ... n ) .  



p r o c e d u r e  ALFA; 
b e g i  n  

l a b e l  LO; 
f o r  i = l  t o  p  do  a ( i ) : = i ;  
comment :  E e s t a  é a  m e n o r  c o m b i n a s ã o  l e x i c o g r a -  

f i c a m e n t e  o r d e n a d a  d o  c o n j u n t o  C ;  
a  ( p + l )  : = n + l ;  

LO: l i s t a r  A ;  
j : = - l ;  
f o r  i : = l  t o  p  do  
i f  a ( i ) + l  ( a ( i + l )  
t h e n  j : = i ;  
i f  j ( O  t h e n  s t o p ;  
comment :  I s t o  i r ã  o c o r r e r  q u a n d o  a ( l ) = n - p + l ,  a ( 2 ) =  

a ( l ) + l ,  ... a ( p ) = n , a ( p + l ) = n + l .  E e s t a  e  a m a i o r  
c o m b i  n a ç ã o  1  e x i  c o g r a f i  c a m e n t e  o r d e n a d a  d e  p  
e l e m e n t o s  d o  c o n j u n t o  C.  

a ( j ) : = a ( j ) + l ;  
f o r  i : = j + l  t o  p  d o  
a ( i  ) : = a ( i  - l ) + l ;  
g o t o  LO; 

e n d  ; 

E s t e  a l g o r i t m o  p o d e  s e r  e n c o n t r a d o  n o  l i v r o  d e  E -  
v e n ( 0 6 ) ,  c a p i t u l o  2 ,  p á g i n a s  3 2  a  3 7 .  

D e m o n s t r a ç ã o  do  a1  g o r i t m o  A L F A .  

H i p ó t e s e :  O a l g o r i t m o  ALFA g e r a  t o d a s  a s  c o m b i n a ç õ e s  d e  p  
e l e m e n t o s  d o  c o n j u n t o  C ,  com n  e l e m e n t o s ,  em o r -  
dem l e x i c o g r a f i c a m e n t e  c r e s c e n t e .  A s s u m i n d o - s e  
q u e  C t e m  s e u s  e l e m e n t o s  o r d e n a d o s  em o r d e m  
c r e s c e n t e  e  q u e  n  m e n o r  ou  i g u a l  a  p. 

T e s e :  1 )  A  p r i m e i r a  c o m b i n a s ã o  g e r a d a  p e l o  a l g o r i t m o  
A=(1 ,2 , .  . . p )  é o b v i a m e n t e  a  m e n o r  c o m b i n a ç ã o  l e x i c o -  
g r a f i c a m e n t e  o r d e n a d a  de  p  e l e m e n t o s  do  c o n j u n t o  C .  
L i n h a s  00 -07 .  

2 )  S e j a  a g o r a  A = ( a ( l ) , a ( Z ) ,  ..., a ( p ) )  uma c o m b i n a ç ã o  
q u a l q u e r  g e r a d a  p e l o  a 1  g o r i t m o .  Sabemos que  
a ( l ) , a ( 2 ) ,  ... , a ( p ) .  N o t a r  q u e  e x i s t e  a ( p + l ) = n + l  d a d o  
na  l i n h a  06. 

Nas l i n h a s  0 8 - 1 1 ,  p r o c u r a - s e  o  m a i o r  i t a l  q u e  
a ( i ) + l  m a i o r  a ( i + l ) ,  i m a i o r  ou  i g u a l  a  p. s e  não  



f o r  e n c o n t r a d o  nenhum i, 

e n t ã o  como a ( i )  E ( 1  .... n ) ,  p a r a  i E ( 1  ,... p ) ;  

s e g u e  a ( p ) + l  = a ( p + l )  = n + l ,  i m p l i c a  a ( p )  = n  
a ( p - l ) + l  = a ( p )  = n ,  i m p l i c a  a ( p - 1 )  = n - 1  
e....... ....e....... 

a ( l ) + l  = a ( 2 )  = n - p ,  i m p l i c a  a ( 1 )  = n - p + l .  

E e s t a  é a  m a i o r  c o m b i n a ç ã o  d e  p  e l e m e n t o s  d e  C l e x i -  
c o g r a f i c a m e n t e  o r d e n a d a .  N e s t e  c a s o  o  a l g o r i t m o  p á r a  q u a n -  
d o  e n c o n t r a d a  a  m a i o r  c o m b i n a ç ã o .  V i d e  l i n h a s  1 2 - 1 5  

3 )  Tendo  e n c o n t r a d o  i t a l  q u e  a ( i ) + l  m a i o r  q u e  a ( i + l ) ,  e  i 
m e n o r  o u  i g u a l  a p ;  

s e n d o  i o  m a i o r  o n d e  e s t a  r e l a ç ã o  o c o r r e ,  

e n t ã o  a ( i + l ) = a ( i + 2 ) - 1 ;  
a ( i + 2 ) = a ( i + 3 ) - 1 ;  ................ 
a  ( p ) = a  ( p + l ) - l = n .  

P a r a  s e  g e r a r  a  p r ó x i m a  c o m b i n a ç ã o  d e  p  e l e m e n t o s  d e  C em 
o r d e m  l e x i  c o g r a f i  c a m e n t e  c r e s c e n t e ,  s e  i n c r e m e n t a r m o s  
q u a l q u e r  e l e m e n t o  a ( j )  o n d e  i m a i o r  q u e  j, e n t ã o  t e r e m o s  
q u e  p e l o  menos f a z e r  ... a ( j )  = a ( j ) + l ;  a ( j + l )  = a ( j ) + l ;  a ( p ) = a ( p ) + l = n + l .  
Como n + l  não  p e r t e n c e  a  C ,  a  c o m b i n a ç ã o  m o n t a d a  n ã o  e x i s -  
t e .  P o r t a n t o  j m a i o r  ou  i g u a l  a  i. Suponha  j m a i o r  q u e  i. 
I n c r e m e n t a n d o  a  ( j  ) ,  a  m e n o r  c o m b i  n a s ã o  1  e x i  c o g r a f i  c a m e n t e  
o r d e n a d a  d e  C a  p a r t i r  d e s t e  i n c r e m e n t o  s e r á  

E n t r e t a n t o  s e  t o m a r m o s  a  c o m b i n a ç ã o  a b a i x o  

podemos o b s e r v a r  q u e  p a r a  a  p r ó x i m a  c o m b i n a ç ã o  em o r d e m  
l e x i c o g r a f i c a m e n t e  c r e s c e n t e  t e r e m o s  q u e  i n c r e m e n t a r  a ( i ) !  

Uma v e z  i n c r e m e n t a n d o  a ( i  ) ,  a  m e n o r  c o m b i n a ç ã o  l e x i -  
c o g r a f i c a m e n t e  o r d e n a d a  s e r á  dada  p o r  
A 3  = ( a ( l ) , a ( 2 )  ..... a(i-l),a(i)+l,a(i)+Z,...a(i)+n-i+l ) 
e  é e x a t a m e n t e  e s t a  a  c o m b i n a ç ã o  g e r a d a  n a s  l i n h a s  1 6 - 1 8  
d o  a1  g o r i t m o  A L F A  como p r ó x i m a  c o m b i n a ç ã o .  

Como j á  v i m o s ,  a  m e n o r  c o m b i n a ç ã o  é g e r a d a  p e l o  a l g o -  
r i t m o  como a  p r i m e i r a  c o m b i n a ç ã o .  A  f a s e  d e  g e r a ç ã o  da  
p r ó x i m a  c o m b i  n a s ã o ,  g e r a  a  meno r  c o m b i  n a c a o  l e x i c o g r a f i c a -  



m e n t e  o r d e n a d a  m a i o r  q u e  a  a t u a l .  Com i s t o  t o d a s  a s  c o m b i -  
n a ç õ e s  s e r ã o  g e r a d a s .  Como a o  r e c o n h e c e r  a  Ú l t i m a  c o m b i n a -  
ç ã o ,  ( a  m a i o r ) ,  o  a l g o r i t m o  p á r a ,  e n t ã o  d e m o n s t r a m o s  o  q u e  
d e s e j á v a m o s .  

5 .6 .  C a r a c t e r i s t i c a s  da  i m p l e m e n t a ç ã o :  

A i m p l e m e n t a ç ã o  d o  a l g o r i t m o ,  f o i  f e i t a  u s a n d o  um v e -  
t o r  em q u e  t o d a s  a s  i n f o r m a ç õ e s  s ã o  a r m a z e n a d a s  c o n t i n u a -  
m e n t e  e  a p o n t a d a s  p o r  p o n t e i  r o s  a u x i l i a r e s .  P o r  e x e m p l o ,  
as  p r i m e i r a s  " n n ó s "  p a l a v r a s  d e s t e  v e t o r  c o n t ê m  o s  p o n t e i -  
r o s  p a r a  a  r e l a ç ã o  d a s  c o r e s  j á  a l o c a d a s  a  c a d a  nó ;  ou  s e -  
j a ,  a  p r i m e i r a  p a l a v r a  é o  p o n t e i r o  p a r a  a  r e l a ç ã o  d e  c o -  
r e s  d o  p r i m e i r o  nó ,  e a s s i m  p o r  d i a n t e .  S a l i e n t a n d o  a p e n a s  
q u e  a s  r e l a ç õ e s  de c o r e s  de  c a d a  n ó  também s ã o  c o l o c a d a s  
n e s t e  mesmo v e t o r .  Da mesma f o r m a  f i c a m  a r m a z e n a d a s  a s  r e -  
l a ç õ e s  d e  n ó s  v i z i n h o s ,  a s  s o l u ç õ e s  e  os  c o n j u n t o s  d e  c o -  
r e s  d i s p o n i v e i s  de  c a d a  nó .  

Também n e s t a  r e g i ã o ,  f i c a  uma á r e a  que  c o r r e s p o n d e  ã 
o r d e n a ç ã o  a t u a l  d o s  n ó s  d e  LLG. A e x i s t ê n c i a  d e s t a  á r e a  
s i m p l i f i c a  o  e s f o r ç o  q u e  s e r i a  n e c e s s á r i o  p a r a  a  o r d e n a ç ã o  
d o s  n ó s  d e  LLG p r o v o c a r  também a  t r o c a  d e  p o s i ç õ e s  dos  
p o n t e i r o s  m e n c i o n a d o s  a c i m a .  D e s t a  f o r m a ,  s e m p r e  q u e  se  
q u i z e r  c o n h e c e r  a s  i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  o  n - é s i m o  e l e m e n t o  da 
o r d e n a ç ã o  dada ,  b a s t a  e n t r a r  n a  n - é s i m a  p o s i ç ã o  d e s t e  v e -  
t o r  e  d a i  o b t e m o s  uma c o r r e l a ç ã o  com o  n ó  c o r r e s p o n d e n t e  
d e  LLG. 

A p r i n c i p a l  v a n t a g e m  n o  u s o  d e  um v e t o r  d e  m e m ó r i a  
c o n s e c u t i v o ,  n o  q u a l  s e  a rmazenam a s  i n f o r m a ~ õ e s  como a -  
p r e s e n t a d a ,  e s t á  n o  f a t o  de  o  p r o g r a m a  s e  d i m e n s i o n a r  a u -  
t o m á t i c a m e n t e  (em t e r m o s  de  u s o  de  m e m ó r i a ) ,  de  a c o r d o  com 
o  n ú m e r o  de  n ó s  de  G .  F i c a n d o  d e s t a  f o r m a  d e s n e c e s s á r i a  
uma c o m p i l a ç ã o  e  p o s t e r i o r  mon tagem d o  mesmo, s e m p r e  q u e  o  
n ú m e r o  d e  n ó s  u l t r a p a s s e  uma d e t e r m i n a d a  g r a n d e z a .  E s t á  
c l a r o  q u e  a i n d a  a s s i m  e s t a m o s  l i m i t a d o s  ã m e m ó r i a  máx ima 
de  u s u á r i o  s u p o r t a d a  p e l o  e q u i p a m e n t o  h o s p e d e i  r o ,  ( n o  c a s o  
um C - 5 3 0 ) .  

Temos a p r e s e n t a d o  e n t ã o  o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o ,  e  como 
e l e m e n t o  a u x i l i a r ,  s e g u e  um q u a d r o  d e  a p r e s e n t a ç ã o  dos  
c o n j u n t o s  d e  v a r i á v i e s  u s a d a s  p e l o  a 1  g o r i t m o :  



D e f i n i c ã o  d o s  c o n j u n t o s  e  v a r i á v e i s  u s a d o s  n o  d e s e n v o l v i m e n t o  
do  p r o b l e m a .  

P e s o  

G r a f o  s o b r e  o  q u a l  s e  d e s e n r o l a r a  o  p r o b l e m a .  
C o n j u n t o  d o s  n ó s  d e  LLG. 
C o n j u n t o  d o s  a r c o s  d e  LLG. 
Nó d e  V .  
A r c o  d e  ZW. 
C o n j u n t o  U n i  v e r s o  d a s  c o r e s .  
C o n j u n t o  d o s  c o n j u n t o s  c o r e s  a s s o c i a d a s  n ó s  
d e  LLG. 
C o n j u n t o  d a s  c o r e s  a s s o c i a d a s  a o  n ó  v ( i  ) .  
J - é s i m a  c o r  a s s o c i a d a  ao  n ó  v ( i )  
C o n j u n t o  d a s  q u a n t .  c o r e s  a s s o c i a d a s  a o s  n ó s  
d e  LLG. 
Número  de  c o r e s  a s s o c i a d a s  a o  n ó  v ( i ) .  
C o n j u n t o  d o s  c o n j u n t o s  c o r e s  d i s p o n .  a o s  n ó s  
de  LLG. 
C o n j u n t o  d a s  c o r e s  d i s p o n i v e i s  a o  n ó  v ( i )  
J - é s i m a  c o r  d i s p o n i  v e l  a o  n ó  v ( i  ) .  
C o n j u n t o  q u a n t .  c o r e s  d i s p o n i v e i s  a o s  n ó s  
de  LLG. 
Número de  c o r e s  d i s p o n i  v e i s  a o  n ó  v ( i  ) .  
C o n j u n t o  d o s  c o n j u n t o s  de  c o r e s  a  s e r e m  
a s s o c i a d a s  a o s  n ó s  d e  LLG. 
C o n j u n t o  d e  c o r e s  a  s e r e m  a s s o c i a d a s  a o  
nó  v ( i ) .  
J - é s i m a  c o r  a  s e r  a s s o c i a d a  a o  n ó  v ( i  ) .  
C o n j u n t o  d a s  q u a n t i d a d e s  de  c o r e s  a  s e r e m  
a s s o c i a d a s  a o s  n ó s  d e  LLG. 
Núm. d e  c o r e s  a  s e r e m  a s s o c i a d a s  a o  n ó  v ( i ) .  
Ou L i g a ç ã o ( v ( i ) )  c o n j u n t o  d o s  n ó s  q u e  se 
l i g a m  com v ( i ) .  
Ou L i g a g ã o ( v ( i ) , j ) ,  j - é s i m a  l i g .  d o  nó 
v ( i ) .  
Ou N ú m e r o . d e . l i g a ç õ e s ,  é c o n j u n t o  dos  
n ú m e r o s  de  l i g a ç õ e s  em LLG. 
Ou N ú m e r o . d e . l i  g a ç õ e s ,  é n ú m e r o  de 
l i g a ç õ e s  de  v ( i  ) .  
C o n j u n t o  d o s  p e s o s  a t r i b u i d o s  a o s  n ó s  de 
L L g .  
P e s o  a t r i b u i d o  a o  n ó  v ( i ) .  
Ou P e s o . d a s , c o r e s ,  é o  c o n j u n t o  dos  
c o n j u n t o s  d e  p e s o s  a t r i  b u i d o s  a s  c o r e s  
d i s p o n i v e i s  a o s  n ó s  d e  LLG. 
Ou P e s o . d a s . c o r e s  ( v ( i  ) ) ,  é o  c o n j u n t o  dos  
p e s o s  a t r i b u i  d o s  à s  c o r e s  d i  s p o n i  v e i s  
ao  n ó  v ( i ) .  
Ou P e s o . d a s . c o r e s ( v ( i ) , j ) ,  é o  p e s o  a t r i -  
b u i d o  à j - é s i m a  c o r  d i s p o n i v e l  a o  n ó  v ( i  ) .  



6 .  APERFEIÇOAMENTO DAS HEURISTICAS. 

P a r a  a c o m p a n h a r  a  f a s e  d e  d e p u r a ç ã o ,  é comum s e r  a d i c i n a d o  
n o  a l g o r i t m o ,  a l g u m a s  r o t i n a s  q u e  l i s t e m  n o  v i d e o  as  p r i n c i p a i s  
v a r i á v e i s  d o  p r o g r a m a .  F a z e n d o  e s t a s  r o t i n a s  s e r e m  e x e c u t a d a s  
em p o n t o s  e s t r a t é g i c o s ,  é p o s s i v e l  v i s u a l i z a r  bem o  s e u  c o m p o r -  
t a m e n t o .  

P o r é m  e s t a  t é c n i c a ,  a p ó s  a  f a s e  d e  d e p u r a ç ã o ,  n o  n o s s o  c a -  
so ,  p e r m i t e  i d e n t i f i c a r  a l g u n s  e l e m e n t o s  q u e  podem a c e l e r a r  o  
p r o c e s s o .  Em g e r a l ,  e s t e s  e l e m e n t o s  s ã o  d e  f á c i l  p e r s e p ç ã o  se  
acompanha rmos  e s t e  a l g o r i t m o  a t r a v é z  do  c o m p o r t a m e n t o s  d a s  va -  
r i á v e i s  em o b s e r v a ç ã o .  

6.1. O p r i m e i r o  e l e m e n t o  i d e n t i f i c a d o ,  f o i  n a  r o t i n a  de  g e r a ç ã o  
da p r ó x i m a  s o l u ç ã o  d e  um nó ,  q u e  a o  g e r a r  uma s o l u ç ã o ,  e s -  
t a  a i n d a  c o n t i n h a  c o r e s  c o n f l i t a n t e s  com a s  de s u a  v i z i -  
n h a n ç a .  P o r  e x e m p l o ,  u m  d e t e r m i n a d o  n ó  v ( j )  t e m  o  c o n j u n t o  
de  c o r e s  d i s p o n i v e i s  d a d o  p o r  C=(1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7  ,8 ,9 ,10)  , e  
a  s o l u ç ã o  a t u a l  6 R = ( 1 , 4 , 5 , 6 ) .  Suponha  q u e  e s t a  s o l u ç ã o  
t e n h a  a s  c o r e s  4 e  5  c o n f l i t a n d o  com sua  v i z i n h a n ç a .  Se 
a p l i c a r m o s  o  a l g o r i t m o  d e  g e r a ç ã o  da p r ó x i m a  s o l u ç ã o  d e  um 
nó ,  como a p r e s e n t a d o  n o  c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  a  n o v a  s o l u ç ã o  
s e r á  R = ( 1 , 4 , 5 , 7 ) .  O r a ,  e s t a  s o l u ç ã o  o b v i a m e n t e  c o n t i n u a r á  
em c o n f l i t o  com a  v i z i n h a n ç a  j á  c o l o r i d a ,  uma v e z  q u e  n o  
p a s s o  a t u a l  s ó  e s t a m o s  t e n t a n d o  c o l o r i r  v ( j ) ,  e  como j á  
sabemos,  a s  c o r e s  4 e 5 n ã o  p o d e r ã o  p e r t e n c e r  à s o l u ç ã o  
d e s t e  n ó .  

E s t e  p r o b l e m a  o c o r r e  p o r q u e  os  c o n j u n t o s  C s ó  s ã o  d e -  
t e r m i n a d o s  n o  i n i c i o  d o  p r o c e s s o ,  e  d e p o i s  não  m a i s  a l t e -  
r a d o s .  Se e l e s  f o s s e m  r e c a l c u l a d o s  s e m p r e  q u e  um n ó  v i z i -  
n h o  o b t i v e s s e  uma s o l u ç ã o ,  C ' = C - R ( v i z i n h o ) ,  o  p r o b l e m a  em 
q u e s t ã o  n ã o  i r i a  o c o r r e r .  No temos  n o  e n t a n t o ,  q u e  o  a l g o -  
r i t m o  p r i m e i  r a m e n t e  q u a s e  d u p l i c a r i a  s e u  e s p a ç o  em memó- 
r i a ,  p o i s  o s  c o n j u n t o s  C ( d i s p o n i b i l i d a d e ) ,  s ã o  r e s p o n s á -  
v e i s  p e l a  m a i o r  á r e a  d e  d a d o s  em m e m ó r i a .  F i n a l m e n t e ,  o  
t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  p o d e r i a  a u m e n t a r  b a s t a n t e ,  p o i s  a  
cada  s o l u ç ã o  de  um nó ,  t e r i a  q u e  s e r  r e c a l c u l a d o  t o d a  a  
d i s p o n i b i l i d a d e  de  sua  v i z i n h a n ç a .  



A s o l u ç ã o  i m p l e m e n t a d a  f o i  uma a l t e r a ç ã o  na  r o t i n a  
Situação.da.Solução.Atual, q u a n d o  a v e r i g u a - s e  em t o d o  n ó  
a d j a c e n t e  j á  c o l o r i d o  n ( j )  d o  n ó  a t u a l ,  s e  a  s o l u ç ã o  i n d i -  
c a d a  p a r a  n ( j )  é i n c o m p a t i v e l ,  ou  s e j a ,  R ( n o )  n  R ( n ( j ) )  
n ã o  f o r  v a z i o ,  d e t e r m i n a - s e  a  c o r  q u e  t e n h a  o  m e n o r  I n d i -  
c e ,  ( n a  Órdem em q u e  e l a s  a p a r e c e m  n a  s o l u ç ã o  d o  n ó  a -  
t u a l ) ,  e  q u e  também e s t e j a  a l o c a d a  à c o l o r a ç ã o  d e  n ( j ) .  

Uma v e z  d e  p o s s e  d e s t e  dado ,  a l t e r a - s e  a  r o t i n a  p r ó -  
xima.Solução.do.nó.Atual, de m a n e i r a  q u e  a  p r ó x i m a  s o l u ç ã o  
d e s t e  n ó  s e j a  a  de m e n o r  o r d e m  l e x i c o g r á f i c a ,  m a i o r  q u e  a  
a n t e r i o r ,  em q u e  a r e f e r i d a  c o r  n ã o  a p a r e g a .  

I s t o  i r á  p r o v o c a r  uma a c e l e r a ç ã o  h o r i z o n t a l  n o  a l g o -  
r i t m o  q u e  p e r c o r r e  a  á r v o r e  da f i g u r a  17 .  

6 , 2 .  O s e g u n d o  e l e m e n t o  i d e n t i f i c a d o ,  é de  c o n c e p ç ã o  s e m e l h a n t e  
a o  p r i m e i r o ,  s ó  q u e  a p l i c a d o  a o s  n ó s  e  n ã o  à s  c o r e s .  Ou 
s e j a ,  a o  i d e n t i f i c a r  um n ó  n ( j )  q u e  n ã o  c o n s e g u e  s e r  s o l u -  
c i o n a d o  d e v i d o  a s  s o l u ç õ e s  de  s e u s  a n t e c e s s o r e s ,  n ã o  a -  
d i a n t a  n a d a  r e t r o c e d e r  a o  n ó  n ( j - 1 )  s e  e s t e  n ã o  f o r  s e u  
v i z i n h o  em LLG. E m  v i s t a  d i s t o ,  a  s o l u ç ã o  dada f o i  f a z e r  o  
a l g o r i t m o  r e t r o c e d e r  s e m p r e  a o  n ó  v i z i n h o  de m a i o r  o rdem,  
m e n o r  q u e  a  do  n ó  a t u a l ,  c u j a  s o l u $ ã o  é i n c o m p a t i v e l  com a  
d e s t e  Ú l t i m o .  

E s t a  h e u r i s t i c a  t e n t a  r e t r o c e d e r  na á r v o r e  da  f i g u r a  
17 ,  a o  n i v e l  m a i s  a l t o  p o s s i v e l ,  de  f o r m a  a  a i n d a  g a r a n t i r  
n ã o  p e r d e r  nenhuma s o l u ç ã o  p o s s i v e l .  Na f i g u r a  a b a i x o  t e -  
mos os  n i v e i s  da á r v o r e  a p r e s e n t a d o s  na  h o r i z o n t a l ,  

F i g .  2 1  

o n d e  n ( y )  é o  n i v e l  r e p r e s e n t a n d o  a s  s o l u g õ e s  p o s s i v e i s  do 
n ó  a t u a l ,  e  n ( x )  o  m e n o r  n i v e l  m a i s  p r ó x i m o  d e  n ( y )  t a l  
q u e  s e  r e f e r e  a  um s e u  v i z i n h o  

F i c a  f á c i l  n o t a r  q u e  q u a l q u e r  r e t r o c e s s o  d o  n ? v e l  
n ( y )  ( n ó  a t u a l ) ,  q u e  n ã o  a t i n j a  a o  menos o  n i v e l  n ( x )  n ã o  



c o n s e g u i r á  d e s a t a r  a  i n c o m p a t i b i l i a d a d e  d e  s o l u ç õ e s  d o  nó  
a t u a l  com a  de  s e u s  a n c e s t r a i s .  . 

6.3.  Como podemos n o t a r  n o  ? t e m  a n t e r i o r ,  a  o r d e n a ç ã o  d o s  n ó s  
d o  g r a f o  LLG, c o n f o r m e  i m p l e m e n t a d a ,  n ã o  g a r a n t e  q u e  2 ou 
m a i s  n ó s  c o n s e c u t i v o s  s e j a m  v i z i n h o s  em LLG. P o r t a n t o ,  o  
a l g o r i t m o  p e r d e  t e m p o  em p r o c u r a r  s o l u ç õ e s  p a r a  um n ó  q u e  
e s t e j a  " e n t r e "  d o i s  o u t r o s  v i z i n h o s ,  e  q u e  e s t e j a m  d i s p u -  
t a n d o  c o r e s  p a r a  s u a s  s o l u ç õ e s .  A i n d a  n o  ? t e m  a n t e r i o r ,  
m o s t r a m o s  uma f o r m a  de  " r e t r o c e d e r "  com e f i c i ê n c i a ,  e v i  - 
t a n d o  p a s s a r  p o r  n ó s  q u e  n ã o  i r i a m  i n t e r f e r i r  na v i z i n h a ç a  
de  um o u t r o  n ó  q u e  n ã o  c o n s e g u e  s e r  s o l u c i o n a d o .  Ou s e j a ,  
e s t ã o  o c o r r e n d o  v á r i o s  r e t r o c e s s o s  de  um n ó  p a r a  o  o u t r o  
a n t e s  q u e  uma s o l u ç ã o  c o m p a t í v e l  s e j a  e n c o n t r a d a  p a r a  arn- 
b o s .  

E f á c i l  m o s t r a r  q u e  n o  p i o r  c a s o ,  p a r a  s e  o b t e r  uma 
s o l u ç ã o  c o m p a t í v e l  p a r a  n  n ó s ,  o  a l g o r i t m o  t e m  o  t e m p o  d e  
p r o c e s s a m e n t o  de  o r d e m  i g u a l  a o  p r o d u t o  d o s  números  d e  s o -  
l u ç õ e s  p o s s i v e i s  p a r a  e s t e s  n ó s .  Ou s e j a ,  c r e s c e  e x p o n e n -  
c i a l m e n t e  com o  n ú m e r o  d e  n ó s  ( n ) .  

A  i d é i a  6 g r u p a r  c o n j u n t o s  de  n ó s  q u e  e s t ã o  t e n d o  
m a i o r  d i f i c u l d a d e  d e  o b t e r  uma s o l u ç ã o  c o m p a t i v e l ,  sem n e -  
nhum o u t r o  n ó  q u e  o s  i n t e r c a l e  na s e q u ê n c i a  de n ó s  o r d e n a -  
d a  a n t e r i o r m e n t e .  C o n t u d o  o r d e n a r  a  p r i o r i  o s  n ó s  d e  f o r m a  
a  p r o c u r a r  a t e n d e r  e s t e  c r i t é r i o  6 i m p o s s i v e l ,  uma v e z  q u e  
s ó  d u r a n t e  a  e v o l u ç ã o  d o  a l g o r ? t m o  é q u e  s e  e s t e b e l e c e  a  
d i f i c u l d a d e  d e  s e  o b t e r  s o l u ç õ e s  c o r n p a t á v e i s  p a r a  d o i s  v i -  
z i n h o s .  

Podemos n o  e n t a n t o  r e o r d e n á - 1 0 s  d u r a n t e  o  t e m p o  em 
q u e  s e  e s t á  d e t e r m i n a n d o  a s  s o l u ç õ e s .  P a r a  i s t o  f o i  f e i t o  
o  s e g u i n t e :  sempre  q u e  s e  f o r  e x e c u t a r  um RETROCESSO, 
f a z - s e  com q u e  o  n ó  a t u a l  s e  t o r n e  o  s e g u i n t e  a o  n ó  p a r a  
o n d e  s e  v a i  r e t r o c e d e r ,  d e s l o c a n d o - s e  de  uma p o s i ç ã o  t o d o s  
o s  n ó s  q u e  o s  i n t e r c a l a v a m  n a  s e q u ê n c i a  da o r d e n a ç ã o  a n t e -  
r i o r .  Ou s e j a ,  s u p o n h a  uma s e q u ê n c i a  o r d e n a d a  ABCDEFG- 
H I J K L ,  q u e  o  n ó  a t u a l  é o  L ,  e  q u e  o  r e t r o c e s s o  s e r á  p a r a  
o  n ó  G;  a  n o v a  s e q u ê n c i a  s e  t o r n a r á  ABCDEFGLHIJK. 

E s t a  h e u r i s t i c a  é s e m e l h a n t e  à 6.2, q u e  n o s  r e t r o c e s -  
s o s  d o  a l g o r i t m o  e v i t a  p e r d e r  t e m p o  a n a l i s a n d o  n ó s  q u e  não  
e s t ã o  n o  c o n f l i t u o  a t u a l ,  p o r  n ã o  p e r t e n c e r e m  a  sua  v i z i -  
n h a n ç a .  E v i t a n d o  a g o r a  os  v i z i n h o s  q u e  n ã o  dão  t r a b a l h o ,  
( p o u c o  c o n f l i t a n t e s ) ,  e  a n t e c i p a n d o  a  d i s p u t a  e n t r e  a p e n a s  
o s  v i z i n h o s  m a i s  c o n f l i t a n t e s .  Passemos  a  r e c o n h e c e r  d o r a -  
v a n t e  e s t a  heur :  s t i  c a  p o r  "Ordena,cão  d i  nâm i  ca  dos  n ó s " .  



Só r e s t a  m o s t r a r  q u e  i s t o  n ã o  a f e t a  a  g a r a n t i a  d e  que  
t o d a s  a s  s o l u ç õ e s  q u e  a i n d a  f a l t a m ,  s e j a m  e n c o n t r a d a s .  I s -  
t o  n ã o  6 d i f i c i l .  B a s t a  l e m b r a r  q u e  p r i m e i r a m e n t e  o s  n ó s  
m e n o r e s  q u e  o  v i z i n h o  p a r a  o  q u a l  s e  r e t r o c e d e u ,  n ã o  s o -  
f r e m  m o d i f i c a ç õ e s  na  s o l u ç ã o  que  I h e s  f o i  a t r i  b u i d a  a t é  
a g o r a .  O v i z i n h o  p a r a  o n d e  s e  r e t r o c e d e u  v a i  m o s t r a r  s u a  
p r ó x i m a  s o l u ç ã o  m a i o r  q u e  a  a n t e r i o r .  As r o t i n a s  AVANÇA e  
PROXIMA.SOLUÇU0.00.NO g a r a n t e m  q u e  t o d a s  a s  s o l u ç õ e s  a  
p a r t i r  d o  n ó  a t u a l  s e r ã o  v i s t a s .  A s s i m  nenhuma s o l u ç ã o  
p o s s i  v e l  s e r á  p e r d i  da. 



E X E M P L O S  

F o r a m  r o d a d o s  q u a t r o  e x e m p l o s  b á s i c o s .  O p r i m e i r o ,  s e g u n d o  
e  t e r c e i r o  f o r a m  c a s o s  h i p o t é t i c o s .  E o  ú l t i m o  f o i  b a s e a d o  numa 
r e d e  d e  t r a n s m i s s ã o  de  e n e r g i a  s i t u a d a  n o  s u l  d o  p a i s ,  c o n t e n d o  
p o r  i s t o  d i m e n ç õ e s  da o r d e m  d e  g r a n d e z a  d e s e j a d a s  p a r a  o  
p r o b l e m a  em q u e s t ã o .  

E s t e s  e x e m p l o s  f o r a m  r e p e t i d o s  em 3 c a s o s  cada .  Sendo  q u e  
c a d a  c a s o  f a z i a  a  o r d e n a ç ã o  d o s  n ó s  de  L L G  de f o r m a  d i f e r e n t e .  
Ou s e j a ,  n o  c a s o  1, os  n ó s  f o r a m  o r d e n a d o s  em f o r m a  c r e s c e n t e  
d e  a c o r d o  com o  p e s o  d e f i n i d o  p e l a  h e u r i s t i c a  da  o r d e n a ç ã o  d o s  
n ó s .  No s e g u n d o  c a s o ,  o s  n ó s  n ã o  s o f r e r a m  o r d e n a ç ã o  nenhuma,  e  
n o  t e r c e i r o  c a s o ,  a  o r d e n a ç ã o  i n v e r s a  da  s u g e r i d a  p e l a  h e u r i s -  
t i c a .  

Cada c a s o  d e s t e s ,  se  d i v i d i u  a i n d a  em m a i s  t r e s  s u b - c a s o s .  
A g o r a  q u a n t o  a  o r d e n a ç ã o  d a s  c o r e s  d i s p o n í v e i s .  No p r i m e i r o  
s u b - c a s o ,  a s  c o r e s  f o r a m  o r d e n a d a s  de  f o r m a  c r e s c e n t e  d e  a c o r d o  
com o s  p e s o s  d e f i n i d o s  na  h e u r ? s t i c a  da o r d e n a ç ã o  d a s  c o r e s  
d i s p i n i v e i s .  O s e g u n d o  s u b - c a s o ,  sem o r d e n a ç ã o  nenhuma,  e  o  
t e r c e i r o  com a  o r d e n a ç ã o  i n v e r s a .  

A s e g u i r  vem o  g r a f o  G  r e f e r e n t e  a o s  e x e m p l o s  1, 2 e  3 ;  e  
na  p á g i n a  s e g u i n t e  o  g r a f o  L L G  f o r m a d o  a  p a r t i r  d e  G .  







E x e m p l o  1. 

Tomando o  g r a f o  LLG m o s t r a d o  na  p á g i n a  a n t e r i o r ,  t o d o  
b r a n c o ,  f e z - s e  uma e x p a n s ã o ,  q u e  n o  c a s o  6 uma m u l -  
t i - c o l o r a ç ã o ,  com a s  demandas d a d a s  p e l o  v e t o r  demanda a -  
b a i x o :  

Os t e m p o s  o b t i d o s  f o r a m  c o n f o m e  a b a i x o :  

Caso  1.1: 4 ,026  s e g u n d o s  d e  cpu .  

Caso  1 .2 :  4 ,025  s e g u n d o s  de  cpu .  

Caso  1 .3 :  4 ,029 s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  2 . 1 :  4 ,222  s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  2 .2 :  4 ,217  s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  2 .3 :  4 , 2 1 8  s e g u n d o s  de  cpu .  

Caso  3 .1 :  4 ,086  s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  3 .2 :  4 ,085  s e g u n d o s  d e  cpu .  

Caso  3 .3 :  4 ,083  s e g u n d o s  de  cpu .  

O b s e r v e  q u e  a o r d e n a ç ã o  d a s  c o r e s  n o  c a s o  d e  m u l -  
t i  - c o l o r a ç ã o ,  ( n ã o  de  e x p a n s ã o  da m u l t i - c o l o r a ç ã o ) ,  n ã o  
i n t e r f e r i u  n o s  t e m p o s  d e  e x e c u ç ã o .  E  i s t o  é bem r a z o á v e l ,  
p o s t o  q u e  num g r a f o  t o d o  b r a n c o ,  t o d a s  a s  c o r e s  e s t a r ã o  
i g u a l m e n t e  d i s p o n i v e i s  a  t o d o s  o s  n ó s  d e s t e  g r a f o .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  o b s e r v a - s e  q u e  a  n ã o  o r d e n a ç ã o  d o s  
n ó s  r e p r e s e n t o u  uma s i t u a ç ã o  p i o r  q u e  a  o r d e n a ç ã o  i n v e r s a .  
N e s t e  c a s o ,  podemos c o n c l u i r  q u e  a  a p r o x i m a ç ã o  d o s  n ó s  com 
m a i o r  t e n d ê n c i a  a o  c o n f l i t o  f o i  m a i s  r e l e v a n t e  p a r a  a  m u l -  
t i c o l o r a ç ã o ,  ( n ã o  e x p a n s ã o  da m u l t i c o l o r a ç ã o ) ,  d o  q u e  a  
e x i  g ê n c i  a  da  o r d e n a ç ã o  s u g e r i  da .  
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7.2. E x e m p l o  2. 

O e x e m p l o  2,  t o m a  o  mesmo g r a f o  LLG do e x e m p l o  a n t e -  
r i o r ,  s.6 q u e  a g o r a  c o l o r i d o  com a s  c o r e s  s u g e r i d a s  p e l a  
s o l u ç ã o  d o  c a s o  3.2 d o  e x e m p l o  1. E a  p a r t i r  d a i  r e q u i s i t a  
uma e x p a n s ã o  i m p o s s i  v e l  da m u l t i  - c o l o r a ç ã o  d e  LLG. 

A demanda r e q u i s i t a d a  n e s t e  c a s o  é d a d a  p e l o  v e t o r  
demanda... 

0 s  t e m p o s  o b t i d o s  s ã o  o s  m o s t r a d o s  a b a i x o :  

C a s o  1.1: 0 ,852  s e g u n d o s  d e  c p u .  

C a s o  1.2:  0 ,852  s e g u n d o s  d e  c p u .  

C a s o  1 .3 :  0 , 8 9 1  s e g u n d o s  d e  c p u .  

C a s o  2.1: 0 ,947  s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  2 .2 :  0 ,948  s e g u n d o s  de  c p u .  

C a s o  2.3:  1 , 4 6 4  s e g u n d o s  d e  c p u .  

C a s o  3 .1 :  2 ,375  s e g u n d o s  d e  cpu .  

Caso  3 .2 :  2 ,375  s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  3 .3 :  2 , 2 5 0  s e g u n d o s  d e  cpu .  



7.3. E x e m p l o  3 .  

O t e r c e i r o  e x e m p l o  é o  mesmo q u e  o  s e g u n d o ,  s ó  que  
d e s t a  v e z ,  a m p l i a n d o  o  u n i v e r s o  d e  c o r e s  p a r a  3 0  c o r e s .  Ou 
s e j a ,  com a  mesma s o l u ç ã o  d o  e x e m p l o  3  ( c a s o  3 . 2 ) ,  a p l i c a -  
da  a  LLG a i n d a  b r a n c o ,  com uma e x p a n s ã o  da demanda dada 
p e l o  v e t o r  D a b a i x o :  

No e n t a n t o  com um u n i v e r s o  d e  3 0  c o r e s ,  o b t e v e - s e  o s  t e m -  
p o s  a b a i x o :  

Caso  1.1: 1 ,507  s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  1.2:  1 ,509  s e g u n d o s  d e  cpu .  

Caso  1 .3 :  2 ,394  s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  2 . 1 :  1 , 4 8 1  s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  2 .2 :  1 ,482 s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  2 .3 :  1 ,595 s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  3.1:  2 ,760  s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  3 .2 :  2 ,760  s e g u n d o s  d e  c p u .  

Caso  3 .3 :  1 ,896  s e g u n d o s  de  c p u .  

T a n t o  n o  e x e m p l o  2  como n o  3,  podemos o b s e r v a r  q u e  a  
o r d e n a ç ã o  c r e s c e n t e  d a s  c o r e s  q u a n t o  a o s  p e s o s  s u g e r i d o s ,  
o u  sem o r d e n a ç ã o  n ã o  r e p r e s e n t o u  a  m e n o r  d i f e r e n ç a ,  i n d e -  
p e n d e n t e  da o r d e n a ç ã o  d a d a  a o s  n ó s .  A e x p l i c a ç ã o  d e s t e  f a -  
t o  p o d e  s e r  r e f o r ç a d a  com uma a n á l i s e  d o s  r e s u l t a d o s  n o  
e x e m p l o  4,  o n d e  a  d i f e r e n ç a  n e s t e s  d o i s  c a s o s  g i r o u  em 
t o r n o  d e  1 0  p o r  c e n t o .  Como n o s  d o i s  e x e m p l o s  em q u e s t ã o ,  
o g r a f o  t e m  d i m e n s õ e s  r e d u z i d a s ,  o s  t e m p o s  s e  t o r n a r a m  s e -  
m e l h a n t e s ,  ( i m p e r s e p t í v e l m e n t e  d i f e r e n t e s ) .  L e m b r a r  q u e  
e s t a  d i f e r e n ç a  d e v e  c r e s c e r  e x p o n e n c i a l m e n t e  com o  n ú m e r o  



de n ó s  d e  LLG. 

A o r d e n a ç ã o  d o s  n ó s  p r o v o c o u  r e a l m e n t e  o s  r e s u l t a d o s  
e s p e r a d o s ,  ou  s e j a ,  o  m e l h o r  t e m p o  p a r a  a  o r d e n a ç ã o  c r e s -  
c e n t e ,  em s e g u i d a  sem o r d e n a ç ã o  e  o  p i o r  t e m p o  p a r a  o  de 
o r d e n a ç ã o  i n v e r s a .  

No temos q u e  n e s t e s  d o i s  e x e m p l o s  o  c a s o  3.3 f o i  me- 
l h o r  q u e  o  3 .1  e  o  3 .2 .  Ou s e j a ,  a  o r d e n a ç ã o  i n v e r s a  das  
c o r e s  f o i  m e l h o r  q u e  a  s u g e r i d a  o u  sem o r d e n a ç ã o .  P a r a  
j u s t i f i c a r  e s t e  f a t o  convém l e v a n t a r  o s  s e g u i n t e s  p o n t o s :  

a! Os c a s o s  3.x d e  t o d o s  o s  e x e m p l o s ,  t e m  a  o r d e n a ç ã o  dos  
n o s  i n v e r t i d a  em r e l a ç ã o  a  s u g e r i d a .  Ou s e j a ,  e s t a r e m o s  
p r o v o c a n d o  p o d a s  m u i t o  p e q u e n a s ,  ( v i d e  a  f i g .  1 7  e  a s  e x -  
p l  i c a ç õ e s  da  h e u r i s t i c a  da o r d e n a ç ã o  d o s  n ó s ,  c a p  5 ) .  

b )  A h e u r i s t i c a  da o r d e n a ç ã o  das  c o r e s  d i s p o n i v e i s ,  v i s a  
t e n t a r  p e g a r  p r i m e i r a m e n t e ,  o  c o n j u n t o  d e  c o r e s  d a s  d i s p o -  
n i v e i s ,  q u e  m a i s  p r o v a v e l m e n t e  a p r e s e n t a r á  uma s o l u ç ã o  n ã o  
c o n f l i t a n t e  com s u a  v i z i n h a n ç a .  A i n v e r s ã o  d e s t a  h e u r i s t i -  
c a  ( c a s o s  x . 3 ) ,  e s t á  j u s t a m e n t e  r e c o n h e c e n d o  e n t ã o  c o r e s  
q u e  d e v e r ã o  s e  t o r n a r  i n c o m p a t i v e i s  a s  s o l u ç õ e s  d e  s e u s  
v i z i n h o s ,  e  a s s i m  i d e n t i f i c a n d o  uma p o d a  a n t e c i p a d a m e n t e .  

c )  O g r a f o  em q u e s t ã o  t e m  d i m e n s õ e s  r e d u z i d a s .  

As o b s e r v a ç õ e s  ( a )  e  ( b ) ,  n o s  l e v a  a  c o n c l u i r  q u e  a  
i n v e r s ã o  d a s  d u a s  h e u r í s t i c a s  r e t o r n a  a  uma s i t u a ç ã o  que  
c o r r e s p o n d e  a  i d é i a  da p r i m e i r a  h e u r i s t i c a ;  que  é r e c o n h e -  
c e r  o  m a i s  c e d o  p o s s í v e l  uma poda .  No e n t a n t o  i s t o  s ó  d e v e  
s e r  v á l i d o  p a r a  g r a f o s  de  d i m e n s õ e s  r e d u z i d a s  ( c ) ,  ou  m u i -  
t o  c o n g e s t í n a d o s ,  p o i s  s e n ã o  a  o b s e r v a ç ã o  ( b )  s e r á  menos 
r e l e v a n t e  q u e  o s  e f e i t o s  da o r d e n a ç ã o  i n v e r s a  d o s  n ó s .  
Nunca  n o s  e s q u e c e n d o  também q u e  a i n d a  a s s i m ,  o s  t e m p o s  
n e s t e s  c a s o s  n ã o  f o r a m  m e l h o r e s  q u e  o s  d o  c a s o  1.1, ( d a s  
h e u r i s t i c a s  s u g e r i d a s ) .  

As s o l u ç õ e s  e n c o n t r a d a s  s ã o  m o s t r a d a s  a  s e g u i r .  





















7.4. E x e m p l o  4. 

E s t e  é um e x e m p l o  de  d i m e n s õ e s  r e a i s ;  i s t o  é, com 1 7 3  
n ó s  ( L L G )  e  com u n i v e r s o  de  1 0 0  c o r e s .  

Os t e m p o s  o b t i d o s  p a r a  c a d a  um d o s  c a s o s ,  e s t ã o  mos- 
t r a d o s  a  s e g u i r .  

Caso  1.1: 1 6 4 , 0 6 2  s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  1.2:  173 ,407  s e g u n d o s  d e  cpu .  

Caso  1 . 3 :  338 ,737  s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  2 .1 :  174 ,236  s e g u n d o s  de  cpu .  

Caso  2.2:  m a i o r  q u e  1 8 0 0 , 0 0 0  s e g u n d o s  d e  c p u ,  e  sem 
o b t e r  s o l u ç ã o .  

Caso  2 .3 :  299 ,013  s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  3 .1 :  177 ,246  s e g u n d o s  de  cpu .  

Caso  3 .2 :  199 ,833  s e g u n d o s  de  c p u .  

Caso  3 .3 :  233 ,733  s e g u n d o s  d e  cpu .  

N e s t e  e x e m p l o  é i m p o r t a n t e  l e m b r a r  q u e  em t o d o s  o s  
c a s o s  f o r a m  f e i t a s  a s  t r a n s f o r m a ç õ e s  de  G p a r a  LLG. 



8. C O N C L U S D E S  

Podemos o b s e r v a r  p e l a  f o r m u l a ç ã o  dada a o  p r o b l e m a  p r o p o s -  
t o ,  q u e  o  a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o  s o l u c i o n a  p r o b l e m a s  g e r a i s  d e  
a l o c a ç ã o  d e  r e c u r s o s  com r e s t r i ç õ e s  q u e  i n c l u a m  e l e m e n t o s  a s s o -  
c i a d o s  a  v é r t i c e s  d i s t i n t o s .  

E m  p a r t i c u l a r ,  o  p r o b l e m a  da " p a t r u l h i n h a " ,  é um c a s o  a n á -  
l o g o ,  e  q u e  p a s s a  a  t e r  m a i s  e s t a  f e r r a m e n t a  d i s p o n i v e l  p a r a  
sua  r e s o l u ç ã o .  E s t e  p r o b l e m a  é b a s i c a m e n t e  a  a l o c a ç ã o  d e  c a n a i s  
de  t e l e c o m u n i c a ç õ e s  a  s e t o r e s  ( b a i  r r o s ) ,  de  uma d e t e r m i n a d a  r e -  
g i ã o  ( c i d a d e ) ,  de  t a l  f o r m a  q u e  d o i s  s e t o r e s  v i z i n h o s  n ã o  usem 
o  mesmo c a n a l  s o b  p e n a  de  i n t e r f e r ê n c i a s .  E s t e s  c a n a i s  s e r ã o  
u s a d o s  p a r a  a  c o m u n i c a ç ã o  e n t r e  e s t a ç õ e s  m ó v e i s  e  uma c e n t r a l ,  
ou  e n t r e  s i .  E s t e  c o m p l e x o  p o d e  p e r t e n c e r  a  g r a n d e s  e m p r e s a s  d e  
t r a n s p o r t e ,  ( t a x i s ,  c a m i n h õ e s  e  e t c ) ,  e m p r e s a s  d e  g r a n d e  p o r t e  
em g e r a l ,  ou  a  s e t o r e s  da a d m i n i s t r a ç ã o  m u n i c i p a l ,  como é o  c a -  
s o  d a s  v i a t u r a s  da p o l i c i a ,  a s  " p a t r u l h i n h a s " .  E f á c i l  n o t a r  
q u e  a  " m u l t i c o l o r a ç ã o " ,  a l o c a ç ã o  d e  m a i s  de  um c a n a l  p o r  s e t o r ,  
e  a sua  e x p a n s ã o ,  f a z e m  b a s t a n t e  s e n t i d o  n e s t e  p r o b l e m a .  

D e s t a  f o r m a  n ã o  e s t a m o s  p r e s o s  a  um t r a t a m e n t o  e s p e c i f i c o  
d e  um d e t e r m i n a d o  p r o b l e m a ,  mas s i m  e n v o l t o s  com um a l g o r i t m o  
t i p i c a m e n t e  B r a n c h - a n d - B o u n d  com a 1  gumas h e u r i s t i c a s  a p l  i c a d a s .  

D e l a s  podemos d e s t a c a r  a  o r d e n a ç ã o  d i n ã m i c a  d o s  n ó s ,  q u e  é 
a  p r i n c i p a l  r e s p o n s á v e l  p e l a  m e l h o r i a  d o  desempenho  d o  a l g o r i t -  
mo, e  em a l g u m a s  c i r c u n s t â n c i a s ,  a  q u e  v i a b i l i z o u  sua  e x e c u ç ã o  
em t e r m o s  de  t e m p o .  

O u t r a  h e u r i s t i c a  que  m e r e c e  d e s t a q u e  é a  da o r d e n a ç ã o  d a s  
c o r e s  d i s p o n i v e i s  d o s  n ó s ,  c o n j u g a d o  com o  a l g o r i t m o  d e  o b t e n -  
ç ã o  d a s  c o m b i n a ç õ e s  em o r d e m  1  e x i  c o g r a f i c a m e n t e  c r e s c e n t e  d o s  
e l e m e n t o s  d e s t e  c o n j u n t o  em g r u p o s  d e  NR c o r e s .  O b s e r v a n d o  os  
p e s o s  a t r i b u i  dos  ã s  c o r e s  d i  s p o n i  v e i  s,  ve remos  ( c o n f o r m e  a p r e -  
s e n t a d o  n o  c a p i t u l o  5 . 4 )  q u e  as  c o r e s  de  m e n o r  ó r d e m  s ã o  as  q u e  
menos e s g o t a m  as  d i  s p o n i  b i  1  i d a d e s  da v i z i n h a n ç a  d e s t e  nó .  A s s i m  
s e n d o ,  a  i d é i a  d e  s e  t e n t a r  c o l o r i r  o  n ó  em q u e s t ã o  com e s t a  
c o r ,  em p r i n c i p i o  e s t á  p r e s e r v a n d o  m a i o r  c a p a c i d a d e  de  c o l o r i  r 
os  v i z i n h o s ;  e  s e  e s t e s  j á  e s t ã o  c o l o r i d o s ,  p r e s e r v a  m a i o r  c a -  



p a c i d a d e  de  uma f u t u r a  e x p a n s ã o  de  sua  c o l o r a ç ã o ;  e s t a b e l e c e n d o  
d e s t a  f o r m a  um s e n t i d o  de  o r i m a l i d a d e  a o  a l g o r i t m o .  

Em r e l ç ã o  e s p e c i f i c a m e n t e  a o  p r o b l e m a  p r o p o s t o ,  s e r i a  c o n -  
v e n i e n t e  o b s e r v a r  a  v a n t a g e m  d o  u s o  d o  g r a f o  a d j u n t o  t r a n s f o r -  
mado ( L L G ) ,  a o  i n v é z  da p r ó p r i a  r e d e  G .  E n q u a n t o  LLG t e m  o  n ú -  
m e r o  d e  n ó s  i g u a l  a o  número  d e  a r c o s  em G,  (em g e r a l  o s  n ó s  de 
G t e m  b a i x o  g r a u  d e  i n c i d ê n c i a ) ,  s e  o  a l g o r i t m o  t r a b a l h a s s e  
s o b r e  6 ,  t e r i a  s e u  t e m p o  de  p r o c e s s a m e n t o  r a z o a v e l m e n t e  aumen- 
t a d o ,  uma v e z  q u e  em G t e r i a  q u e  a n a l i z a r  os  a r c o s  de uma d i s -  
t â n c i a  d e  1 e  2 d o  a r c o  o r i g i n a l .  Uma o u t r a  v a n t a g e m  r e s i d e  na 
u n i v e r s a l i d a d e  da f o r m u l a ç ã o  o b t i d a ,  p o i s  em G s ã o  o s  a r c o s  e  
n ã o  o s  n ó s  as  u n i d a d e s  de  i n f o r m a ç ã o .  Uma v e z  o b t i d o  LLG, a  
f o r m u l a ç ã o  f i c a  i n d e p e n d e n t e  da d i s t â n c i a  em a i n t e r f e r ê n c i a  
p o d e  a g i r .  
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