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R E S U M O  

São a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  d o s  métodos mais  s i g n i f i c a t i v o s  de  a n á l i  - 
s e  de  grupamento,  de  forma a  p e r m i t i r  a o  l e i t o r  uma v i s ã o  c l a r a  e  p r á t i c a  

do a s s u n t o .  Def ine - se  o  problema de  a n á l i s e  d e  grupamento e  s e u s  c o n c e i  - 
t o s  b á s i c o s .  Apresentam-se d e t a l h a d a m e n t e  o s  p r i n c i p a i s  métodos h i . e rá rqu i  - 
z a d o s ,  de  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  e  d e  programação matemát ica  p a r a  a  r e s o l u  - 
ção do problema de  a n á l i s e  d e  grupamento.  É a p r e s e n t a d o ,  a i n d a ,  um exem - 
p l o  p r á t i c o  d e  a p l i c a ç ~ o  d e  a n i l i s e  d e  grupamento no e s t u d a  d e  e t a p a s  d e  

c r e s c i m e n t o  d e  l a r v a s .  F i n a l m e n t e ,  s ã o  f o r n e c i d a s  r o t i n a s  computac iona i s  

em ALGOL p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  problemas p e l o s  p r i n c i p a i s  mêtodos d e s c r i t o s .  



A B S T R A C T  

Some of t h e  most s i g n i f i c a t i v e  methods o f  c l u s t e r  a n a l y s i s  a r e  

p reçen ted  i n  o r d e r  t o  g i v e  t o  t h e  r e a d e r  a  c l e a r  and p r a c t i c a l  v iew of t h e  

s u b j e c t .  The problem o f  c l u ç t e r  a n a l y s i s  and i t s  b a s i c  c a n c e p t s  a r e  d e f i n  - 

ed. A d e t a i l e d  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  main h i e r a r c h i c a l ,  i t e r a t i v e  r e l o c a -  

t i o n  and mathemat ica l  pragramming p r o c e d u r e s  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  

c l u s t e r  problem i s  g i v e n .  Y'et i t  i s  p r e s e n t e d  a  p r a c t i c a l  example of 

c l u s t e r  a n a l y s i s  a p l i c a t i a n  t o  t h e  s t u d y  o f  l a r v a s '  growing s t a g e s .  F i n a l  - 
l y ,  computer programs i n  ALGOL f o r  t h e  s a l u t i o n  of  p r a c t i c a l  problems by 

t h e  main d e s c r i b e d  methods a r e  g i v e n .  
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'Urria das atividades básicas no processo de conhecimento humano 

consiste em classificar coisas semelhantes em categorias. Os objetos de 

conhecimento encontrados usualmente nas atividades diárias são numerosos 

demais para serem processados mentalmente como entidades isoladas. Os es - 
tímulos são, assim, via de regra, descritos primariamente em termos de 

pertinência a categorias ou grupos. 

Evidentemente, tal definição de grupos envolve uma certa dose 

de arbitrariedade, o que pode implicar em que sejam feitas, às vêzes, cer - 
tas generalizações indesejáveis. 

Existem, pelo menos, três problemas no âmbito da análise esta- 

tlstica multivariada, associados ao estabelecimento de grupos: os proble - 

mas de classificação, de aná~ise discriminante e de análise de grupamento 

(cluster analysisl. 

Classificação ou identificação é o processo de alocação de um 

novo item ou observação ao seu próprio lugar num conjunto preestabeleci - 

do de categorias. Os atributos essenciais de cada categoria são conheci - 

dos a partir de uma amostra de cada grupo. Há, assim, uma certa incerteza 

na alocação de uma dada observação. Como exemplos dessa atividade poder- 

se-ia imaginar um geÓlogo identificando rochas ou um biólogo catalogando 

flora ou fauna. O problema de classificação pode, além disso, ser compli - 

cada por imperfeições na definição das classes, categorias que se super- 

ponham e variações aleatórias nas observaçÕes. Na prática, procura-se con - 

tornar estatisticamente essa dificuldade calculando a probabilidade de 

pertinência, a cada categoria, de uma dada observação, alocando-a 5 cate - 

goria mais provável. Apresentações detalhadas do problema de classifica- 
7 

cão são feitas, por exemplo. em TATSUOKA~~ e em COOLEY e LOHNES . 
A análise discriminante, por sua vez, também a partir de uma 

amostra de cada categoria, procura estudar as direçÕes, ou dimensões, ao 

longo das quais as maiores diferenças entre os grupos ocorrem. Algebrica 

mente, o objetivo 6 determinar combinaçÕes lineares das variáveis origi - 

nais ao longo das quais se verificam as maiores diferenças entre os grg 
39 

pos. Apresentações detalhadas do método são também feitas em TATSUOKA 
7 

e COOLEY e LOHNES . 
No problema de "cluster analysis" (daqui por diante denominada 

análise de grupamento, a exemplo do que é efetuado em PINHO G A N A ~ ~ I .  Por 



o u t r o  l ado ,  pouco ou nada s e  conhece  s o b r e  a  e s t r u t u r a  d o s  g r u p o s .  P O S S ~  - 
velmente ,  nem o  número d e  g r u p o s  6 conhec ido ,  sendo d i s p o n f v e l  apenas  uma 

e s t i m a t i v a  mais  ou menos aproximada.  Em e s s ê n c i a ,  n e s s e  problema, o  q u e  é 

conhecido é Apenas o  c o n j u n t o  d e  o b s e r v a ç õ e s  r e l a t i v a s  a o s  e lementos  c u j a  

p e r t i n ê n c i a  a  c a t e g o r i a s  6 d e s c o n h e c i d a .  O o b j e t i v o  6 ,  e n t ã o ,  d e t e r m i n a r  

uma e s t r u t u r a  de  g rupos  que  s e  a j u s t e  a o s  dados  d i s p o n f v e i s .  T a l  a j u s t e  é 

f e i t o  d e  forma a  r e u n i r  e l e m e n t o s  s e m e l h a n t e s ,  t e n d o  em v i s t a  a s  v á r i a s  

c a r a c t e r i s t i c a s  o b s e r v a d a s ,  em um mesmo grupo ,  impl icando ,  a s s i m ,  em q u e  

o  g r a u  d e  a s s o c i a ç ã o  s e j a  e l e v a d o  e n t r e  o s  membros d e  uma mesma c a t e g o r i a  

e ,  ba ixo ,  e n t r e  o s  e l ementos  d e  c a t e g o r i a s  d i s t i n t a s .  

A s s i m ,  a  a n á l i s e  d e  grupamento c o n s t i t u i - s e  em uma t é c n i c a  a  

s e r  u t i l i z a d a  p a r a  a  d e s c o b e r t a  d e  uma e s t r u t u r a  d e  g rupos  e  d e  r e l a ç õ e s  

e n t r e  e s s e s  g r u p o s .  0 s  r e s u l t a d o s  d e s s a  a n á l i s e  podem c o n t r i b u i r  p a r a  o  

desenvo lv imento  d e  esquemas c e n s i t á r i o s  d e  c l a s s i f i c a ç ã o :  em b o t â n i c a  e  

b i o l o g i a ,  p o r  exemplo, uma d a s  p r i n c i p a i s  a p l i c a ç õ e s  da  a n á l i s e  de  grup? 

mento é a  c o n s t r u ç ã o  de  t axonomias .  Em o u t r a s  s i t u a ç õ e s  pode s e r  p o s s í v e l ,  

a t r a v é s  da a n á l i s e  d e  grupamento,  r e d u z i r  um r a z o á v e l  volume d e  dados  a  

uma d e s c r i ç ã o  compacta a t r a v é s  d o s  g rupos  formados .  Se  e s s e  agrupamento 

"arnost ra l"  f o r  ado tado  p a r a  uso  operaciona.1 ,  pode-se e n t ã o  t o r n a r  a  b a s e  

p a r a  a  c l a s s i f i c a ç ã o  d e  novas  observaçÕes.  

f i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  que e s s a  t é c n i c a  pode também s e r  u t i l i  - 
1 

zada no s e n t i d o  i n v e r s o ,  como c i t o u  ANDERBERG : s e ,  após  a  a p l i c a ç ã o  d e  

um a l g o r i t m o  d e  a n á l i s e  d e  grupamento,  o s  g rupos  r e s u l t a n t e s  a p r e s e n t a r e m  

e n t r e  s i  um g r a u  d e  d i f e r e n c i a ç ã o  mui to  pequeno, provavelmente  o s  elemen - 
t o s  c o n s i s t e m ,  apenas ,  em uma Única c l a s s e .  Aquele a u t o r  c i t a  a  a p l i c a  - 
ção  d e s s a  i d é i a  à a n á l i s e  d e  c o n j u n t o s  d e  c é l u l a s  humanas, à p r o c u r a  d e  

c é l u l a s  anormais :  uma amos t ra  con tendo  a p e n a s  c é l u l a s  normais  s e r i a  homo - 

gênea,  ao  p a s s o  que s e  houvessem c é l u l a s  anormais  o s  r e s u l t a d o s  da a p l i c a  

ção do método 5 amostra  a p r e s e n t a r i a m  um agrupamento s i g n i f i c a t i v o  p a r a  

um c e r t o  número d e  g rupos .  

A A n á l i s e  d e  Grupamento, a lém d i s s o ,  pode também s e r  v i s t a  como 
l t i  

uma t é c n i c a  d e  a n á l i s e  f a t o r i a l ,  como i n d i c a  HARNAN . A a n á l i s e  f a t o -  

r i a 1  p r o c u r a  r e d u z i r  a s  v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  d e  um problema a  u m  número me 

n o r  d e  f a t o r e s ,  procurando,  a s s i m ,  o b t e r - s e  uma d e s c r i ç ã o  resumida d o s  da  - 

d o s  do problema. 

Nos c a s o s  p a r t i c u l a r e s  em que a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  a s  

v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  i n d i q u e  a  e x i s t ê n c i a  d e  grupos  d i s t i n t o s  d e  v a r i á v e i s ,  



gu seja, quando a matriz possa ser escrita de forma: 

onde "+  +11 ' e " O " representam, respectivamente, uma elevada correla - 
ção e correlação nula, a análise de grupamento pode ser utilizada para a 

detecção desses grupos. Nesse caço, a técnica consistiria em agrupar "va 

riáveis" e não "elementos". Infelizmente, é bastante improvavel que na 

prática matrizes da forma apresentada na figura anterior venham a ocor - 
rer, o que prejudica a aplicação do método nesse caso. 

A análise de grupamento reveste-se, assim, de uma natureza gs 
ral, e pode ser aplicada, praticamente, em qualquer área do conhecimento 

humano, tal como biologia, entomologia, psicologia, educação, economia , 

pesquisa de mercado, geologia, planejamento urbano e regional, etc. 

O primeiro texto sobre o que hoje 6 conhecido como análise de 

grupamento, 6 devido a TRYON~' e foi publicado em 1939. Desde então, uma 

v a s t ~ s s i m a  literatura tem sido apresentada, sendo hoje enorme a varie - 
1 

dade de técnicas existentes nessa área. Vários autores (ANDERBERG , DURAN 

e ODELL~'. HARTIGAN'~, PINHO  GAMA^', etc.) têm procurado apresentar um 

estudo unificado do problema, e se constituem em excelentes referências 

sobre o assunto. No entanto, dada a amplitude do tema, nenhum desses estu - 

dos chega a ser totalmente abrangente, especializando-se, cada texto, co - 

mo seria de se esperar, numa determinada área. 

A presente tese não tem o objetivo de ser um trabalho exaustivo, 

o que seria impossível. Procurou-se, aqui, efetuar uma apresentação cui - 

dadosa de alguns dos métodos mais significativos e que permitisse ao inte - 

ressado no assunto uma visão clara e prática de algumas das principais 

técnicas de análise de grupamento. 

Assim, foram aqui incluídos métodos importantes e de publicação 

recente, que não constam da literatura usualmente disponível e, para me - 
lhor entendimento por parte do leitor, foram desenvolvidos para esta tese, 



p e l o  a u t o r ,  novos t e o r e m a s  e  demons t rações  , um método h i e r a r q u i z a d o  d i v i '  - 
s i v o  e novas f o r r n a l i z a ç õ e s  p a r a  a l g u n s  métodos.  

De uma mane i ra  g e r a l ,  o  C a p í t u l o  I1 d e f i n e  o  problema d e  a n ã l i  - 
s e  d e  grupamento e  o s  c o n c e i t o s  b á s i c o s  q u e  p e r m i t i r ã o  a  a p r e s e n t a ç ã o  d o s  

métodos  s e l e c i o n a d o s .  No C a p í t u l o  111 é f e i t a  uma d e s c r i ç ã o  s u c i n t a  d e s  - 

ç e s  métodos ( h i e r a r q u i z a d o s ,  d e  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  e  d e  programação ma - 
t e m á t i c a l ,  c u j a  a p r e s e n t a ç ã o  d e t a l h a d a  é f e i t a  nos C a p í t u l o s  I V ,  V e  V I  , 

r e s p e c t i v a m e n t e .  No C a p í t u l o  V I I ,  p o r  s u a  v e z ,  6 a p r e s e n t a d o  um exemplo 

p r á t i c o  d e  a p l i c a ç ã o  d e  a n á l i s e  d e  grupamento no e s t u d o  d e  e t a p a s  d e  c r e s  - 
c imento  d e  l a r v a s .  F i n a l m e n t e ,  no Apêndice I s ã o  a p r e s e n t a d a s  t a b e l a s  - r e  - 
sumo d a s  d i s t â n c i a s ,  medidas  d e  d i s p e r s ã o  e  funções.  o b j e t i v o  u t i l i z a d o s  

p e l o s  d i v e r s o s  métodos a p r e s e n t a d o s ,  sendo ,  p o r  sua  vez ,  a p r e s e n t a d a s  no 

Apêndice I1 r o t i n a s  c o m p u t a c i o n a i s  em ALGOL p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e  - 

mas p r á t i c o s  p e l o s  p r i n c i p a i s  métodos a p r e s e n t a d o s  n e s t e  t r a b a l h o .  



11.1 - CONCEITOS PRELIMINARES 

S e j a  E= { e  e2, . . ., e o  c o n j u n t o  dos  n  e l e m e n t o s  p e r t e n c e n t e s  n  
ã população em e s t u d o .  Suponha-se  que  e x i s t a m  p  c a r a c t e r í s t i c a s  o b s e r v â v e i s  

e m e n s u r á ~ e i ~  q u a n t i t a t i v a s  ou q u a l i t a t i v a s ) ,  p o s s u í d a s  p o r  cada  elemen - 
t o  p r t e n c e n t e  a  E. 

Denotando a  medida da  k-êsima c a r a c t e r í s t i c a  do e l emento  e  
j 

P o r  
x  e  o  c o n j u n t o  d a s  medidas  d a s  p  c a r a c t e r í s t i c a s  do mesmo e lemento  e 

k  j j 
p e l o  v e t o r  c o l u n a  

é p o s s í v e l  r e s u m i r  a  d e s c r i ç ã o  d o s  n  e l e m e n t o s  da popu lação  em um c o n j u n t o  

d e  v e t o r e s  X = X1, X2, . . . , X n  ) .  Note-se  que  o  c o n j u n t o  X pode ser en  - 
P  c a r a d o  como um c o n j u n t o  d e  n  p o n t o s  no R . 

1 1 . 2  - O PROBLEMA DE ANALISE DE GRUPAMENTD 

S e j a  m um número i n t e i r o  menor do que  n .  U problema d e  a n á l i s e  d e  

grupamento pode ser r e s u m i d o  na s e g u i n t e  a f i r m a ç ã o :  "Com b a s e  no c o n j u n t o  

X ,  d e t e r m i n a r  uma p a r t i ç s o  P  d o s  o b j e t o s  p e r t e n c e n t e s  a  E em m g r u p o s  m 
g l ,  g2,  V., gm , a l o c a n d o  cada  e a a p e n a s  um grupo ,  d e  forma a  que  e l e  

j - 

mentos  s e m e l h a n t e s  se j am r e u n i d o s  num mesmo agrupamento e o b j e t o s  não seme - 

l h a n t e s  se j am a l o c a d o s  a  g r u p o s  d i s t i n t o s " .  

A s s i m ,  a s o l u ç ã o  d e  um problema d e  a n s l i s e  d e  grupamento pode s e r  

e n c a r a d a  como uma p a r t i ç ã o  d o  c o n j u n t o  E que o t i m i z e  uma f u n ç ã o  o b j e t i  - 

vo f [P,) , função  e s s a  q u e  r e f l i t a  uma medida q u a n t i t a t i v a  d e  s e m e l h a n ç a  

" i n t r a "  e " e n t r e "  g r u p o s .  

E p o s s í v e l  i l u s t r a r  a s  a f i r m a ç õ e s  acima com um exemplo, c i t a d o  p o r  

DURAN e O D E L L ~ '  . Suponha-se  que  p = l  c a r a c t e r í s t i c a  6 medida em cada  um 

d e n t r e  na8 i n d i v í d u o s ,  r e s u l t a n d o  no c o n j u n t o  X = {  3 , 4 , 7 , 4 , 3 , 3 , 4 , 4  ). Dese - 

j a - s e  o b t e r  uma p a r t i ç ã o  d o s  o i t o  e l ementos  em m = 3  g rupos .  Uma medida 

q u a n t i t a t i v a  d e  semelhança  p o d e r i a  ser f o r n e c i d a  p e l a  soma dos  d e s v i o s  qua  - 

d r á t i c o s  d e  cada  p o n t o  xi e m  r e l a ç ã o  à media do g rupo  g a o  q u a l  e s s e  p o ~  j 



t o  f o s s e  a l o c a d o .  O o b j e t i v o  e n t ã o  s e r i a  min imiza r  

3 3 
- 2 w = C  w = C  C ( x  - X . 1  , 

i 
j=1 j j=l i o g  J  

j 

onde X é a  média do grupo g  . 
j j 

Evidentemente  a  s o l u ç ã o  6 dada p o r  

Pa ra  que s e  p o s s a ,  no e n t a n t o ,  e s t a b e l e c e r  f u n ç õ e s  o b j e t i v o  conve 
- 

n i e n t e s ,  f a z - s e  n e c e s s á r i o  d i s c u t i r  algumas medidas  d e  semelhança e n t r e  e  - 
lementos  e  e n t r e  c o n j u n t o s  d e  e lementos .  

1 1 . 3  - MEDIDAS DE SEMELHANÇA ENTRE DOIS ELEMENTOS: FUNÇÕES DE DISTANCIA, 

COEFICIENTES DE S I M I L A R I D A D E  E COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO. 

Como f o i  v i s t o ,  a  s o l u ç ã o  d e  um problema de  a n á l i s e  d e  grupamento 

envo lve  a  q u a n t i f i c a ç ã o  de  semelhança e  a  r e u n i ã o  d e  e lementos  semelhan - 
t e s  em um mesmo grupo.  Uma mane i ra  d e  s e  r e s o l v e r  e s s e  problema s e r i a , p o r  

exemplo, a t r i b u i r  d o i s  e l e m e n t o s  e  e  e  a o  mesmo grupo s e :  
i j 

- a  d i s t â n c i a  d  e n t r e  o s  p o n t o s  X e  X f o s s e  s u f i c i e n t e m e n t e  pe 
i j  i j - 

- uma medida d e  s i m i l a r i d a d e  s e n t r e  X e X .  f o s s e  s u f i c i e n t e m e n  
i j  i J - 

t e  g rande ;  ou 

- o  c o e f i c i e n t e  d e  c o r r e l a ç ã o  r e n t r e  X e X f o s s e  s u f i c i e n t e -  
i j i j 

mente e l e v a d o ,  a t r i b u i n d o - s e  o s  d o i i  e l e m e n t o s  a  g rupos  d i s t i n t o s  s e  
d i j  

f o s s e  e l e v a d o  ou s e  s ou r fossem pequenos.  
i j  i j  

T a l  r a c i o c í n i o  embaça a  s e g u i n t e  d e f i n i ç ã o ,  dada p o r  D I D A Y  e  

SIMON~ e  fundamentada no c o n c e i t o  d e  d i i t ã n c i a :  u m  grupo g é d i t o  homo 
s - 

s e  p a r a  t o d o s  e  e  e . € g S  e  e k  é gs . 
i J  

< d i j  - dik d i j  - d j h  s 

sendo uma p a r t i ç ã o  P  = { g l ,  g2 ,  . . . , g, d i t a  homogênea s e  a  p r o p r i e d a d e  m 
acima f o r  v e r d a d e i r a  p a r a  t o d o  g  

E 'm 
. D e f i n i ç õ e s  semelhan tes  poderiam 

s 
e n t ã o  s e r  e s t a b e l e c i d a s  também p a r a  s e  r . i j  i j 



A s s i m ,  t o r n a - s e  i n t e r e s s a n t e  a n a l i s a r  mais detalhadamente OS con - 
c e i t o ç  de d i s t â n c i a ,  e  de  c o e f i c i e n t e s  de s i m i l a r i d a d e  e  de  co r r e l ação .  

Uma função r e a l  não-negativa d  é d i t a  uma função de d i s t â n c i a  , 
i j  

ou uma mét r ica ,  s e ,  para  todos  Xi,  X .  e  X E R', t r ê s  propr iedades  são  
J k 

s a t i s f e i t a s :  

i) di j  = O s e  e  somente s e  X = X 
i j 

i i l  d i j  = dj i  

i i i l  d i j  2 
dik + d  k j 

O v a l o r  de  d  para  X. e  X .  e s p e c i f i c a d o s  é d i t o  a  d i s t â n c i a  en 
i .i 1 .I - - - 

t r e  Xi e  X ou. equivalentemente,  a  d i s t â n c i a  e n t r e  e  e  e  com r e l a ç ã o à s  
j i j 

p c a r a c t e r í s t i c a s  de i n t e r e s s e .  
9 

DURAN e  ODELL", D I D A Y  e  SIMON , PINHO  GAMA^' e  o u t r o s  a u t o r e s  

apresentam uma s é r i e  de funções de d i s t â n c i a  p a s s í v e i s  de  u t i l i z a ç ã o .  Den - 

t r e  e s t a s ,  foram se l ec ionadas  como de i n t e r e s s e  para e s t e  t r a b a l h o  a s  mé - 
t r i c a s  de Minkowsky, ou 1 normas, que tomam a  forma: 

P  

Nos casos  p a r t i c u l a r e s  de X = l e  .h=2,  tem-se respect ivamente a s  

d i s t â n c i a s  exp res sas  nas normas um e  e u c l i d i a n a .  A norma um é muito Ú t i l  

em termos de e f i c i ê n c i a  computacional.  

A mét r ica  e u c l i d i a n a ,  por sua vez, além de s e r  bas t an te  conhecida, 

tem para e s t e  t r a b a l h o  um grande i n t e r e s s e ,  po i s  algumas medidas de d i s  - 

persão dent ro  de um grupo ou e n t r e  grupos a  serem apresentadas  aqu i ,  têm 

uma ênfase  e s p e c i a l  na u t i l i z a ç ã o  desse  t i p o  de mét r ica .  

Cabe também obse rva r  que o  quadra.do da d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  e n t r e  
2  

e  e  e  aqui  denotado por  d2 [ X X .  1 ,  pode s e r  e s c r i t o  da forma: 
i j' i' J 

A s  d i s t â n c i a s  d  podem s e r  d i s p o s t a s  em mat r izes  da forma 
i j  





onde w representa um peso, atribuído pelo analista, para a k-ésima variá 
k - 

vel, ~eometricamente, e trabalhando com a bola unitária, o efeito .seria 

como descrito na Figura 11.1 (v. p. ex. ANDERBERG~) : 

Essa transformaçao provoca um alongamento ou encurtamento nas va - 

riáveis, tal que a bola unitária se transforma n u m  eli~sóide. 

No caso da distância euclidiana, por exemplo, ter-se-ia, após a 

transformação: 

Evidentemente, nesse caso, como as distâncias calculadas são diferentes 

para os dados brutos e os dados transformados, o resultado final do pro- 

cesso de agrupamento será, de maneira geral, diferente nos dois casos. 

Por outro lado, existem outras transformações, onde 2 se tor 
k j - 

na uma combinação linear das variáveis originais. Uma transformação desse 

tipo, bastante usual, é aquela obtida pela utilização da análise de compo - 
7 

nentes principais (v. p. ex. ANDERBERG', COOLEY e LOHNES . HARNAN 16 ou 
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TATSUOKA 1. 

Esse método pode, inclusive, permitir uma maior economia na d:s 
- 

crição dos dados, uma vez que procura reduzir as p variáveis originais a 

um número menor de componentes principais. Cabe aqui ressaltar, no entan - 

to, que a solução que vier a ser obtida com os dados assim transformados 

pode ser criticamente prejudicada no que se refere à interpretação das ca - 

racteriçticas dos grupos formados, uma vez que as componentes principais 

têm apenas uma interpretação geométrica e podem não fazer "sentido" no ãm - 

bito do estudo que estiver sendo desenvolvido. 

II.3..2 - COEFXCIENTES DE SIMILARIDADE 

Uma função real não-negativa s é dita uma medida de similarida ij - 

de se, para todos X e X E R' três propriedades são satisfeitas: 
i j 

iil sii = 1 

A quantidade sij 6 também denominada coeficiente de similaridade. 

0s diversos autores de textos sobre Análise de Grupamento apresentam vá- 

rios coeficientes de similaridade, dos quais foram selecionados para apre - 

sentaç& neste trabalho o Coeficiente de Gower, no caso de variável quan - 
3 0 

titativa (ver, p.ex. GOWER'~ ou PINHO GAMA I, e o Coeficiente de Sokal e 
10 

Michener (ver, p.ex SOKAL e MICHENER~~ ou DURAN e ODELL 1. 

11.3.2.1 - COEFICIENTE DE GOWER - VARIAVEL QUANTITATIVA 

Sejam e, e e, dois elementos quaisquer de E que se quer comparar 
.L J 

em relação a uma caracteristica k. 

onde 

Define-se então uma quantidade s ijk 

3 
ijk 

X = k i 

Rk = 

- - 

da forma: 

2 

medida da k-ésima característica em e i ' 

amplitude da variável k observada em E 

ma x Xr,Xs&X I 'kr- 'ks I ' 



A s s i m ,  s e  e  e  e  possuem a  mesma medida na v a r i á v e l  k,  s 
i j = l .  

i j k  
Se e:. e  e  s ã o  o s  e l e m e n t o s  que mais  d i s t a m  e n t r e  s na c a r a c t e r í s t i c a  k, 

1 3 i 
d e n t r o  do  c o n j u n t o  E, s = O .  No c a s o  g e r a l .  O 

< s i j k -  i j k  - < 1. 

O C o e f i c i e n t e  d e  Gower, n e s t e  c a s o ,  nada mais é do q u e  a  média , 

no c o n j u n t o  d a s  p  v a r i á v e i s ,  d a s  s i m i l a r i d a d e s  e n t r e  e  e  e  medidas p o r  
i j 

s i j k ,  O U  s e j a .  

Quando, em t o d a s  a s  c a r a c ~ e r í s t i c a s .  t e m - s e ' s  =1, o  C o e f i c i e n  
i j k  - 

t e  de  Gower s toma o  v a l o r  I .  Se t o d o s  s = O ,  s i j  6 i g u a l  a  O .  No c a s o  
i j  i j k  

g e r a l ,  O < s  < 1. 
- i j  - 

11 .3 .2 .2  - COEFICIENTE DE SDKAL E MICHENER 

Quando t o d a s  a s  p  c a r a c t e r í s t i c a s  forem r e p r e s e n t a d a s  p o r  v a r i á  

v e i s  b i n á r i a s ,  v á r i o s  c o e f i c i e n t e s  d e  s i m i l a r i d a d e  podem s e r  d e f i n i d o s  
9 

( v e r ,  p .  e x . ,  DURAN e  ODELL". e  D I O A Y  e  SIMON 1 . Um d e s s e s  c o e f i c i e n t e s  

6 o  de  S o k a l  e  Michener ,  que  pode s e r  e s c r i t o  da forma:  

onde 

a  = número d e  c a r a c t e r í s t i c a s  p a r a  a s  q u a i s  x  = x  = 1 k i  k j  

b  = número d e  c a r a c t e r í s t i c a s  p a r a  a s  q u a i s  x  = O e  x  = O 
k  i k  j 

p  = número d e  c a r a c t e r í s t i c a s .  

A s s i m ,  s e  x  = x p a r a  t o d o  k,  s =1. Se  x  # x p a r a  t o d o  k, 
k i  k j  i j  k i  k j  

s = O .  No c a s o  g e r a l ,  O <  s < 1. 
i j  - i j  - 

1 1 . 3 . 2 . 3  - MÉTRICAS E COEFICIENTES DE SIMILARIDADE 

É p o s s í v e l  c o n s t r u i r - s e  m é t r i c a s  -a p a r t i r  de  c o e f i c i e n t e s  de  s i  - 

m i l a r i d a d e ,  c a s o  s e  e fe tuem a s  t r a n s f o r m a ç õ e s  adequadas .  G O W E R ~ ~  ( v e r  tam - 
3  0 

bém PINHO GAMA 1 s u g e r e  a  s e g u i n t e  t r a n s f o r m a ç ã o :  

E s t a  f u n ç ã o  d i j  é uma m é t r i c a .  Evidentemente ,  a t e n d e  às  p r o p r i e  - 

dades  [ i )  e  [ i i )  do i t e m  11.3.1. No que  s e  r e f e r e  à p r o p r i e d a d e  [ i i i )  , 



12 tem-se (ver, p.ex. EVERITT 1: 

1 1 . 3 . 3  - COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO 

O coeficiente de correlação entre X e X , denotado por r e 
9 i j 1 o ij' 

definido por (ver, p.ex. DIDAY e SINON ou DURAN e ODELL I: 

onde 

sejam, por outro lado, OS 

pela transformação: 

Yi e Y . obtidos a partir de 
j 

O coeficiente de correlação r pode então ser reescrito da for 
i j - 

onde O 6 o ângulo formado entre Y e Y . i j i j 

Como exemplo, sejam xt = [ 2  4 1  e XS = [ 7 3 1  . Como X 1= 3 e 
- 
x = 5, tem-se 

l t  
= [-1 11 e Y2 = [ 2  -21 . O coeficiente de correla- 

. 2  1 



ç ã o  é e n t ã o  dado p o r :  

Gra f i camente ,  tem-se:  

t 
Se.  por  o u t r o  l ado .  t i v e r m o s  X  = [ Z  4 1  e  X; = [ 8 1 6 1  , é fs 

1 
c i l  v e r  que r = 1. De uma mane i ra  g e r a l  ( v e r ,  p .  e x .  DURAN e  ODELL'@I, s e  

i j  
X .  = a X  a > 0, tem-se r = 1. Como - I - <  r = c o s  0 < +1, no c a s o  d a  

i ' i j  - - 
.1 i j i j  - - 

u t i l i z a ç ã o  do c o e f i c i e n t e  de  c o r r e l a ç ã o  como medida de  semelhança d i z - s e  

que  e  e  e  s ã o  s e m e l h a n t e s  d e  forma p o s i t i v a  s e  r f o r  próximo d e  "+111, 
i j i j 

de  forma n e g a t i v a  s e  rij f o r  próximo d e  "-1" e  não semelhan tes .  s e  r 
i j 

f o r  próximo d e  " O " .  

É i m p o r t a n t e  n o t a r  a q u i  que a  medida d e  semelhança f o r n e c i d a  p o r  

r é b a s t a n t e  d i f e r e n t e  d a q u e l a  f o r n e c i d a  p o r  d  ou s . Nos c a s o s  d a s  
i j  i j i j  

funções  de  d i s t â n c i a  e  do c o e f i c i e n t e  d e  s i m i l a r i d a d e ,  o  maior  g rau  d e  s e  - 

melhança e n t r e  e  e  e  é a t i n g i d o  quando X . =  X  . No c a s o  do c o e f i c i e n t e d e  
i j 1 j 

c o r r e l a ç ã o ,  a  maior  semelhança é medida quando X . = a X  a >  0. 
J i' 

É p o s s i v e l  também a s s o c i a r  ao  c o e f i c i e n t e  d e  c o r r e l a ç ã o  uma f u n  - 
2 9 

ção  d e  d i s t â n c i a .  NULVEY e  CROWDER def inem uma "métr ica1 '  de  c o r r e l a ç ã o  

a  p a r t i r  da s e g u i n t e  t r a n s f o r m a ç ã o :  

A s s i m ,  quando d o i s  e l ementos  têm uma c o r r e l a ç ã o  p o s i t i v a  p e r f e i t a [ r  =+11, i j  

tem-se  d  = O .  Quando rij= 0. tem-se  d  = 0.71 e  no caso  d e  c o r r e l a ç ã o  ne 
i j  i j  - 

g a t i v a  p e r f e i t a  (r i j= -1). tem-se  d i j =  1. Note-se que e s t a  função  não s a  - 



t i s f a z  ã p r o p r i e d a d e  l i 1  do i t e m  11 .3 .1 ,  não sendo  ass im,  a  r i g o r ,  uma mé 
- 

t r i c a .  

EXEMP L0 

É p o s s í v e l  comparar  o s  e f e i t o s  da u t i l i z a ç ã o  d a s  d i v e r s a s  medi- 

d a s  d e  semelhança a q u i  a p r e s e n t a d a s  a t r a v é s  d e  um exemplo. Suponha-se que 

a  t r ês  c r i a n ç a s  foram a p l i c a d o s  d o i s  t e s t e s ,  ob tendo  a s  c r i a n ç a s  o s  "sco-  

r e s "  a p r e s e n t a d o s  no c o n j u n t o  X 

Como 
- t x .  = [ Z  8 O 1 , t em-se :  

Gra f i camente :  

L 
Calcu lando-se  a s  m a t r i z e s  D ( d e  quadrados  d a s  d i s t â n c i a s  e u c l i -  2 

d i a n a s ) ,  G ( d e  c o e f i c i e n t e s  d e  Gower), R [ d e  c o e f i c i e n t e s  de  c o r r e l a ç ã o ) ,  

D ( d e  d i s t â n c i a s  e u c l i d i a n a s ) ,  D ( d e  d i s t â n c i a s  a s s o c i a d a s  a o  
2 G 

t e  d e  Gower) e  D I d e  m é t r i c a s  de  c o r r e l a ç ã o ) ,  tem-se:  R 

1 , logo  D = 
2 

coef  i c i e n  - 



1 0 .15  

0 .15 1 ::::I logo  DG - - 
0.85 0 .38 1 

A s s i m ,  c a s o  o  o b j e t i v o  f o s s e  f o r m a r ' d o i s  grupos  homogêneos t a l  

como d e f i n i d o  p o r  D I D A Y  e  SIMON' ( v e r  i n i c i o  d e s t e  i t e m  11.31 t e r - s e - i a  

nos  c a s o s  da  m é t r i c a  e u c l i d i a n a  e  do c o e f i c i e n t e  de  Gower a  p a r t i ç ã o  

P2 = {gl . g2 1 = { 11 ,  31. { 211 e ,  no c a s o  do c o e f i c i e n t e  de  c o r r e l a ç ã o ,  a  

p a r t i ç ã o  P = i g l .  g2 1 =  111. 21. I 3  1 1  
2  

1 1 . 4  - MEDIDAS DE DISPERSWO INTERNA DE UM GRUPO 

A so lução  d e  um problema de  a n á l i s e  d e  grupamento envo lve ,  como 

j á  f o i  v i s t o ,  a  q u a n t i f i c a ç ã o  d e  semelhança e  a  r e u n i ã o  de  e lementos  seme - 

l h a n t e s  em um mesmo grupo .  Uma mane i ra  d e  s e  a f e r i r  a  semelhança e n t r e  o s  

e l e m e n t o s  r e u n i d o s  em um de te rminado  grupo é medi r  a  d i s p e r s ã o  d o s  elemen - 

t o s  n e s s e  grupo.  

Sejam, p o r  exemplo:  

S e  a  d i s p e r s ã o  f o s s e  a f e r i d a  p o r  uma medida do t i p o  W = 
- 

d e  x  f o s s e  a  média do grupo g ,  t e r - s e - i a  

Nesse s e n t i d o ,  gK 6 menos " d i s p e r s o '  que  gJ ,  o  que l e v a  a  a f i r -  

mar que o s  e lementos  r e u n i d o s  em g  s ã o  mais semelhan tes  e n t r e  s i  que o s  
K 

e l ementos  p e r t e n c e n t e s  a  g  
J ' 

De uma mane i ra  g e r a l ,  s e j a  um grupo g  ={ e e  
I 1 '  2 '"" 

e  1 com n  
n  I 

e l e m e n t o s  e  X = {X1, X 2 ,  
I 

. . . . X 1 o  c o n j u n t o  d e  obse rvações  I e f e t u a  
"I 

- 

d a s  n a s  p  c a r a c t e r í s t i c a s ,  r e l a t i v o  a  g  É p o s s í v e l  d e f i n i r  algumas medi 
I ' 

d a s  d e  d i s p e r s ã o  p a r a  g  na forma que s e  segue .  
I 



1 1 . 4 . 1  - SOMA 

P a r a  

d o s  quadrados  

- 
onde 

X~ = 

DOS QUADRADOS DENTRO DO GRUPO 

o  c o n j u n t o  g DURAN e  O D E L L ~ '  definam a  medida W I' I '  s o m a  

d e n t r o  do g rupo  g da forma : 
I' 

n 
I 

C - t - 
( X  - X I 1  ( X i  - X I 1 '  i= l  i 

n 
I 

1 C - X .  é d i t a  a  média,  ou c e n t r ó i d e ,  do  g rupo .  
i=l i 

n  
I 

A s s i m ,  W r e p r e s e n t a  a  soma d o s  quadrados  d a s  d i s t â n c i a s  e u c l i -  
I 

d i a n a s  e n t r e  cada  e l e m e n t o  do grupo e  a  c e n t r ó i d e  do mesmo. 

P o r  o u t r o  l a d o ,  o  teorerna a b a i x o  e s t a b e l e c e  uma i m p o r t a n t e  r e l a  - 

que p e r m i t e  a  d e t e r m i n a ç ã o  de  W sem que s e  t e n h a  d e  p r o c e d e r  a o  c á 1  
I 10  

c u l o  da  centrÕi.de ( v .  p . ex .  DURAN e  ODELL 1 :  

Teorema 11.1: 
n  
I 

p r i m e i r a m e n t e ,  pode-se  v e r i f i c a r  que : 

P a r a  t a l ,  t em-se  que,  por  d e f i n i ç ã o ,  



Separando  a s  p a r c e l a s  e n t r e  p a r ê n t e s e s  e  co locando  o  s o r n a t ó r i o  

em p  em e v i d ê n c i a ,  

ou a i n d a ,  

n n  I I 
1 2  1 

Somando e  s u b t r a i n d o  - 2 X k i  = - x2 e  t r o c a n d o  o  í n  
k  j - 

dite r p o r  i , tem-se :  2 i=l  2 j;l 

Colocando em e v i d ê n c i a  o  sornatór io  em i n a s  t r ês  Úl t imas  p a r c e -  

l a s ,  n  n  
1 

x  x k j )  
n  k i  j= l  i=l I 



Resumindo em um Único somatório em i, 

ou ainda 

o que prova a equação (1). No entanto, como 

2 2 
d2 (xi. x.) J = d 2 (xj, xi) e (xi, xi) = O. 



tem-se 
n I 

n n i-1 
1 I 2  
- C Z d21Xi'X.l=- 

2 
d2 (Xi. X.1 , o que 

2nI ' i=1 j=l n i=1 j=l J 
I 

completa a-demonstração do teorema. 

11.4.2 - VARIÂNCIA INTERNA DE GRUPO 

Com base na soma dos quadrados dentro do grupo, DURAN e ODELL 10 

L definem a variância interna do grupo g denotada por S como sendo: I ' I' 

11.4.3 - DIAMETRO DE GRUPO 

HANÇEN e DELATTRE'~ definem como diâmetro do grupo g denotado 
I' 

por d(gIl, a máxima dessemelhança entre os elementos do grupo. Esta desse - 
melhança pode ser medida, por exemplo, por quaisquer das medidas apres- 

tadas no item 11.3. Assim, o grupo apresentado abaixo teria, caso a medi - 
da fosse a distância euclidiana, o diâmetro indicado na figura abaixo: 

11.4.4 - DISPERSÃD VIA MEDIANA DO GRUPO 

~ 1 ~ 0 0 ~ ~  , em um de seus modelos de ~nálise de Grupamento via Pro - 

gramação Inteira (ver item VI.ll apresenta um conceito de dispersão Znter - 

na de grupo semelhante a W Seja o grupo g A mediana do grupo é o ele 
I ' I ' - 

mento e para o qual a soma das distâncias (medidas através de uma métri 
r - 

ca qualquer] entre ele e os demais elementos de g denotada aqui por I' 
ZIerl , 

n 
I 

Z(erl = 2 dir , 
i = 1 

grupo, dentro do modelo proposto por Vinod. 



EXEMPLO : 

E possível comparar as diversas medidas de dispersão apresenta- 

das no item-anterior por .um exemplo. Sejam três grupos g I' gJ e. gK' onde 

são medidas duas caracterfsticas, como abaixo: 

I1 I2 I3 1 1 K2 

Tem-se, respectivamente: 

i) Soma.dos quadrados dentro do grupo: 

0s grupos menos dispersos internamente seriam g J e g~ 

ii) ~ariãncia interna: 

O grupo gJ seria o menos disperso internamente. 

iii) Diâmetro de grupo: 

Tomando como medida de similaridade o quadrado da distância 

euclidiana: 



Ostrês grupos  t e r i a m  a  mesma d i s p e r s ã o  i n t e r n a .  

i v )  ~ i s p e r s ã o  v i a m e d i a n a  de  g rupo :  

U t i l i z a n d o  a  d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a ,  c'( L> , , , c ( ,  ;' ( ,  , r 

- Grupo g ' I '. 

l o g o  1 2 ( o u  I ou I ou I 1 6 mediana,  com Z = 80 .  4  6 8 m i  n 

- Grupo g  . J  ' 

l o g o  J  (ou J 4  ou J ou J  1 é mediana. com Z = 32. 
2 6 8 m f  n 

- Grupo g K : 



a mediana 6 K ( ou K41, com Z = 40. 
2 mín 

O grupo menos disperso nesse caso 6 o grupo g . 
J 

Em resumo, nota-se que: 

- o número de elementos influiu na soma dos quadrados dentro do 

grupo, o que fêz com que g 
J 

e gK apresentassem, nessa medida , 

a mesma dispersão interna. Tal não aconteceu, obviamente, com 

a medida fornecida pela 'variância interna: 

- no caso do diâmetro de grupo, não há sensibilidade para a dis - 
tribuição interna dos elementos no grupo: os três agrupamentos 

apresentaram a mesma dispersão; 

- as Únicas medidas que apresentaram apenas o grupo g como o me J - 
nos disperso interiormente foram a variãncia interna e a me - 
dida de dispersão via mediana de grupo. Deve-se acrescentar 

que gJ tem, para um círculo de centro na média X e raio fi , J 
cerca de 75% dos pontos em seu interior ou na fronteira, en- 

quanto os outros dois grupos não têm ponto algum nessa situa- 

çao . 

11.5 - FUNÇÕES OBJETIVO EM ANALISE DE GRUPAMENTO 

Como foi visto na seção 11.2, a solução de um problema de análi - 

se de grupamento pode ser vista como uma partição P* do conjunto E que m 
otimize uma função objetivo, ou seja, P* 6 solução do problema: 

m 

Otimizar fIPm) 

Sujeito a P viável. 
m 

A partir das medidas de dispersão apresentadas no item 11.4, é 

possível definir algumas funções objetivo passíveis de utilização, tais 

como as funções, a serem minimizadas, descritas a seguir: 

(i1 soma dos quadrados dentro dos grupos (v. p.ex. DURAN e 
10 

ODELL I: n I 



( i i l  soma d a s  v a r i â n c l a s  i n t e r n a s :  

15  ( i i i l  d i â m e t r o  d e  g rupo  ( v .  p . e x .  HANSEN e  DELATTRE 1 :  

f ( p  ) = d ( P  1 = max dIgI1  = max max d i j ;  e  
m m 

V Pm g F P m  e  i ,e .EgI  j 

4 1 ( i v l  d i s p e r s ã o u i a m e d i a n a  d e  grupo ( v .  p .ex .  V I N O D  1 :  

n  
I 

f ( p m i =  Z ( g l =  mín 
min I C d .  

EIE Pm e . € g I  i=l 
i .j 

gIEPm j 



111 - C O N S I D E R A Ç ~ E S  GERAIS SOBRE OS METODOS DE ANALISE DE GRUPAMENTO 

111.1 - INTRODUÇÃO 

A v a r i e d a d e  d e  métodos p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  problemas d e  a n á l i s e  d e  

grupamento é enorme. V á r i o s  t e x t o s  s e  ded ica ram a  uma a p r e s e n t a ç ã o  do con - 
j u n t o  d e s s e s  métodos,  e n t r e  o s  q u a i s  poder iam s e r  d e s t a c a d o s  o s  t e x t o s  d e  

1 9 1 o 
ANDERBERG . DIDAY e  SIMON , DURAN e  OOELL , H A R T I G A N ~ ~  e  PINHO  GAMA^'. 

O o b j e t i v o  do p r e s e n t e  t r a b a l h o  é a p r e s e n t a r  de ta lhadamente  a l g u  - 
mas t é c n i c a s  s e l e c i o n a d a s ,  c l a s s i f i c a d a s  a q u i  a r b i t r a r i a m e n t e  em t r ê s  famf - 
l i a s  d e  métodos:  

- h i e r a r q u i z a d o s  a g l o m e r a t i v o s ;  

- d e  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a ;  e  

- d e  programação matemát ica .  

111 .2  - METODOS HIERARQUIZADOS AGLOMERATIVOS 

0 s  métodos h i e r a r q u i z a d o s  a g l o m e r a t i v o s  s ã o  i n i c i a l i z a d o s  c o n s i d e  - 
r a n d o - s e  o s  n  e lementos  d e  E como formando um c o n j u n t o  de  n grupos  { e  } , 

1 
{ e 2 ]  ,..., { e n  1. S e l e c i o n a - s e  e n t ã o  d o i s  e l ementos  e  e  e  i # j ,  c o n s i  i j '  - 
d e r a d o s  mais  s e m e l h a n t e s  e  une-se  e s s e s  d o i s  e l ementos  em um Único grupa-  

mento. Forma-se e n t ã o  uma p a r t i ç ã o  d e  E em [n-11 grupos  { e  1, { e  1 ,  ... , 
1 2  

l e i ,  e  1. . . . , I en}  . O p r o c e s s o  é e n t ã o  sequenc ia lmente  r e p e t i d o .  i s t o  
j - 

é, s ã o  u n i d o s  o s  g r u p o s  mais  s e m e l h a n t e s ,  formando-se [n-2)  grupos', [ n - 3 ) ,  

[n-41,  e t c . ,  t e rminando-se  o  p r o c e s s o  quando s e  de te rmina  novamente um ú n i  - 

c o  grupamento E.  

O t e r m o  " h i e r a r q u i z a d o "  vem do f a t o  d e  que o  p r o c e s s o  d e f i n e  uma 

h i e r a r q u i a ,  na medida em que  um g rupo  formado em um determinado p a s s o  c o r  - 

r e s p o n d e  a  uma u n i ã o  d e  g r u p o s  formados  em p a s s o s  a n t e r i o r e s .  

P o r  o u t r o  l a d o .  e  como a p r e s e n t a d o  p o r  PINHO  GANA^', uma d a s  d i f i  - 

c u l d a d e s  d a  a p l i c a ç ã o  d e s s e s  métodos r e s i d e  em que e l e s  não apresentam uma 

" r e g r a  de  p a r a d a "  , i s t o  é, s ã o  a p l i c a d o s ,  em p r i n c i p i o ,  a t é  que t o d o s  o s  

e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  E  pe r tençam a  um Único grupamento.  

De uma mane i ra  g e r a l ,  um i m p o r t a n t e  i t e m  na r e s o l u ç ã o  de  problemas 

d e  a n á l i s e  d e  grupamento é o  da  d e t e r m i n a ç ã o  do  número de  grup0s.m. PINHO 
3 0 

GAMA a p r e s e n t a  a l g u n s  métodos p a r a  a  d e f i n i ç ã o  d e s s e  número, apontando,  

no e n t a n t o ,  que  e s t e  é um problema a i n d a  em a b e r t o  na A n á l i s e  de  Grupamen - 

t o ,  e  que o s  métodos a t u a l m e n t e  e x i s t e n t e s  s ã o  d i s c u t í v e i s  quan to  ã c a p a c i  - 

dade  d e  d e t e r m i n a ç ã o  d e  um v e r d a d e i r o  v a l o r  d e  m .  



No . c a p i t u l o  I V ,  onde s e r ã o  d e s c r i t o s  o s  p r i n c i p a i s  métodhs h i e r a r -  

q u i z a d o s  a g l o m e r a t i v o s ,  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  p roced imentos  s i m p l e s  

que  permitem, na p r á t i c a ,  a  d e t e r m i n a ç ã o  do número d e  g r u p o s .  P o r  o u t r o  l a  - 
do,  é p r e c i s o  c o n s i d e r a r  também q u e ,  em m u i t o s  c a s o s ,  m j á  s e r á  d e t e r m i n a  - 
do  a  p r i o r i .  

111.3 - METODOS DE REALOCAÇÃO ITERATIVA 

Uma o u t r a  mane i ra  d e  se r e s o l v e r  um problema d e  a n á l i s e  d e  g rupa-  

mento s e r i a ,  p o r  exemplo,  p a r a  um v a l o r  f i x o  d e  m ,  a d o t a r - s e  a  s e : g u i n t e  

t é c n i c a :  forma-se  i n i c i a l m e n t e  uma p a r t i ç ã o  q u a l q u e r  P = {g l ,g2 , . . . , gm]do  m 
c o n j u n t o  E; c a l c u l a - s e  e n t ã o  o s  " c e n t r o s "  de  cada  g rupo ,  que  podem s e r ,  p o r  

exemplo, a s  medianas  d o s  mesmos; g e r a - s e  a  p a r t i r  d a í  um novo grupamento 

Ph = {g;. g;, ... ,gm I ,  a l o c a n d o - s e  cada e lemento  e  a o  c e n t r o  d e  g rupo  
j 

mais  próximo; o  p r o c e s s o  é r e p e t i d o  ( c á l c u l o  do novo " c e n t r o "  e  r e a l o c a ç ã o  

a o  " c e n t r o "  mais  a t é  que algum t e s t e  d e  c o n v e r g ê n c i a  s e j a  s a t i s -  

f e i t o .  
8 

E s s e  t i p o  d e  p roced imento  é d e f i n i d o  p o r  D I D A Y  e t  a l i i  como sendo  

d e  " r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a " .  Exis tem,  por  o u t r o  l a d o ,  v a r i a n t e s  da  t é c n i c a  a  - 
p r e s e n t a d a  acima,  t a i s  como o s  métodos ISODATA ( d e s c r i t o ,  p o r  exemplo, em 

1 0  13 
DURAN e  OOELL I ,  K -  Médias ou d e  M A C Q U E E N ~ ~ ,  de  JANCEY" e  d e  FORGY ( e s  

1 
s e s  também s ã o  d e s c r i t o s  em ANDERBERG ) .  

Alguns d o s  p r i n d i p a i s  métodos de  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  s e r ã o  a p r e -  

s e n t a d o s  no C a p í t u l o  V.  Deve-se, no e n t a n t o ,  e s c l a r e c e r  a q u i  que p a r a  o s  

métodos d e s s e  t i p o ,  embora a  c o n v e r g ê n c i a  s e j a  a t i n g i d a  em um número f i n i  

t o  d e  i t e r a ç õ e s ,  não e x i s t e  g a r a n t i a  d e  que a  s o l u ç ã o  o b t i d a  s e j a  Ótirna. 

0 s  métodos h i e r a r q u i z a d o s ,  obviamente ,  não fornecem necessa r i amen  - 

t e  soluçÕes Ótimas,  ou s e j a ,  não geram o b r i g a t o r i a m e n t e  a  melhor d e n t r e  t o  - 

d a s  a s  p a r t i ç õ e s  a d m i s s í v e i s .  Como c i t a d o  no i t e m  a n t e r i o r ,  o s  métodos d e  

r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  também não o  fazem. A l é m  d i s s o ,  não é p o s s í v e l ,  n o s  

d o i s  c a s o s ,  a v a l i a r - s e  a  q u a l i d a d e  da  s o l u ç ã o  o b t i d a ,  que  pode i n c l u s i v e  

p o s s u i r  um v a l o r  d e  f u n ç ã o  o b j e t i v o  mui to  d i s t a n t e  do Ótimo. 

Uma t e n t a t i v a  d e  c o n t o r n a r  e s s a  d i f i c u l d a d e  s e r i a  e f e t u a r  a  a n á l i  - 

s e  d e  g r u p a m e n t o v i a e n u m e r a ç ~ ~  comple ta :  p a r a  t o d a s  a s  a l t e r n a t i v a s  p o s s í  - 

v e i s  d e  P do  c o n j u n t o  E ,  c a l c u l a - s e  o  v a l o r  da função  o b j e t i v o  m 
f (P  1 ,  e s c o l h e n d o - s e  como s o l u ç ã o  a  p a r t i ç ã o  P' t a l  que f  (P;) s e j a  Ótima. 

m m 



No entanto, o número S(n, ml de alternativas de partição dos n elementos 
10 de E em m grupos 6 ,  segundo DURAN e ODELL , dado por: 

m 
2 ( .  I[-11 

m-k kn 

Assim, a analise de grupamento por enumeração completa não se mos - 
tra prática, a menos que n e m sejam muito pequenos. Por exemplo, se n=16 

9 
e m=8, o número de alternativas é de aproximadamente 2,l x 10 , ou seja , 

2.100.000.000. 

Tal fato levou ao desenvolvimento de uma série de algoritmos basea - 
6 3 3 

dos em programação dinâmica [p. ex. BELLMAN , JENSEN~' e RAO I ,  teoria dos 
grafos ( p.ex. HANÇEN e OELATTRE", JOHNSON~~. R O H L F ~ ~ ,  S I B S O N ~ ~  e Z A H N ~ ~ )  

3 5 4 1 
e programação inteira (p.ex. R A O ~ ~ ,  ROY e VINOD 1. 

Dentre essas técnicas, foram selecionados para apresentação nesta 
4 1 

tese dois modelos de programação inteira devidos a VINOD . Esses modelos 
apresentam a desvantagem inerente à tecnica de programação matemática uti- 

lizada: encessivo tempo de computação. No entanto, R A O ~ ~  e MULVEY e CROW- 

DER", utilizando, respectivamente, programação dinâmica e otimizaçáo por 

subgradientes, demonstraram que é possivel, para os dois modelos de Vinod, 

obter-se uma solução Ótima de forma eficiente. Esses métodos serão apresen - 

tados no capitulo VI. 



IV - NÉTOOOS HIEHARQUIZADOS AGLOMERATIVOS 

O procedimento ~adrão nos algoritmos hierarquizados ag 1 omer a t i vo s 

foi descrito,sucintamente no item 111.2. Ele consiste basicamente numa 

técnica iterativa que, em cada passo, reune em um único grupo os dois gru - 
pamentos mais semelhantes. O algoritmo se inicia considerando cada grupo 

como formado por um Único elemento e, ao seu término, terá reunido todos 

os elementos em um só grupo. Evidentemente, o algoritmo também poderá ser 

interrompido quando, em determinado passo, se tiver alcançado um número 

m de grupos considerado conveniente. 

Talvez o método mais utilizado para a representação gráfica dos re - 
sultados de um processo hierarquizado aglomerativo seja o que uti.liza a 

idéia do "dendograma". Em sua forma mais usual, o dendograma consiste em 

um diagrama em forma de árvore, onde os elementos são apresentados verti - 
calmente à esquerda, e os resultados do processo à direita. Os níveis de 

distâncias em que os grupos são formados, são apresentados horizontalmen- 
1 O te acima do diagrama. A figura a seguir [exemplo dado por DURAN e ODELL I 

apresenta um dendograma para o caso de seis elementos e p caracteristicas: 

.o .1 .2 .3 .4 . 5  
Distância 

Fig. IV.l - Exemplo de um dendograma 

O dendograma informa que na primeira etapa foram reunidos os elemen - 

tos e e e com uma distância d = 0,l . Na segunda etapa foram reunidos 
1 3' 13 

e e e com d45= 0,2. No terceiro passo efetuou-se a reunião de'fe 4 5 ' 1' 
e {eg) , ao nível de distância 0 , 3 .  Posteriormente, tem-se {e 5' e4} U { e,} 

e finalmente todos os elementos estão reunidos em um só grupo. 

Como se nota, o algoritmo trabalha com distâncias entre grupos e 

não distâncias entre elementos, tal como definido no item 11.3.1. Assim . 
6 usual, nesses problemas, definir-se distâncias dg IJ entre os grupos quais - 



q u e r  g  I e g ~ '  
d i s t i n t a s  d a s  d i s t â n c i a s  d  e n t r e  o s  e l ementos  e  e  e  . Da 

i j  i j 
r e p r e s e n t a  a  d i s t â n c i a  e n t r e  o  g r u p i  formado p o r  { e . } e  o  mesma forma. diJ 

1 

grupo g J m  

Nes te  c a p i t u l o ,  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  s e i s  métodos de  agrupamento h i e  

r a r q u i z a d o  a g l o m e r a t i v o .  O a l g o r i t m o  g e r a l  é o  mesmo, v a r i a n d o  a p e n a s  a  
" 
L 

d i s t â n c i a  d  u t i l i z a d a .  No i t e m  IV.3,  a p r e s e n t a - s e  uma tabe la - resumo com 
IJ 

a s  d i s t â n c i a s  a s s o c i a d a s  a  cada  um dos  s e i s  métodos.  Ao f i n a l  do  c a p i t u l o ,  

é f e i t o  um e s t u d o  c o m p a r a t i v o  d e s s e s  métodos ,  a p r e s e n t a n d o - s e  também a l -  

guns p roced imentos  p r á t i c o s  p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  do número d e  g r u p o s  a  s e r  

a d o t a d o  na s o l u ç ã o  do problema.  

I V . l  - ALGORITMO GERAL 

O a l g o r i t m o  g e r a l  u t i l i z a d o  nos  métodos h i e r a r q u i z a d o s  a g l o m e r a t i  - 
vos  é o  que s e  segue .  Deve-se, no e n t a n t o ,  a l e r t a r  que f o i  e f e t u a d o  a q u i  

um a r t i f í c i o ,  normalmente u t i l i z a d o  quando da implan tação  do método em 

computador:  a o  s e  u n i r  d o i s  g r u p o s  g  I e  gJ ,  formando g  L = g  I Ug J '  assume-se, 

p a r a  e f e i t o  d e  armazenamento d a s  in fo rmações ,  que ,  após  a  u n i ã o ,  tem-se:  

Algor i tmo:  

P a s s o  O : ( i n i c i a l i z a ç ã o )  

S e j a  cada grupo formado por  um Único e l e m e n t o  

e  j = 1, ... , n  : 
j ' 

C a l c u l e  a  m a t r i z  d e  d i s t â n c i a s  e n t r e  g rupos ;  

Faça k = n  

P a s s o  1 : ( c ã l c u l o  d a  d i s t â n c i a  mínima e n t r e  g r u p o s )  
g 

Determine g  e  gJ t a i s  que d  = mín 
g  

I I J  { dpQ 

P a s s o  2 : ( u n i ã o  dos  g rupos  p a r a  o s  q u a i s  a  d i s t â n c i a  

f o i  minima) 

Forme o  grupo gL = gIugJ ; 

Faça g =g I L e g J  
= { 0  I 

( o b s e r v e  que e x i s t e m  agora  k - 1  g rupos  não va- 
z i o s  1 



P a s s o  3 : ( r e g r a  d e  p a r a d a )  

Se k-1 = m, p a r e ;  

s e n ã o  vá  p a r a  o  P a s s o  4 

P a s s o  4 : ( c á l c u l o  da  nova m a t r i z  d e  d i s t â n c i a s  e n t r e  o s  

g r u p o s  1 

C a l c u l e  a  nova m a t r i z  d e  d i s t â n c i a s  e n t r e  o s  

g r u p o s  não v a z i o s ;  

f a ç a  k  = k-1 e  v o l t e  p a r a  o  P a s s o  1. 

IV.2  - PRINCIPAIS METODOS HIERARQUIZAOOS AGLOMERATIVOS 

O s  métodos a  serem a p r e s e n t a d o s  a q u i  s ã o  o s  s e g u i n t e s :  

- l i g a ç ã o  s i m p l e s  

- l i g a ç ã o  comple ta  

- c e n t r ó i d e  

- mediana 

- Ward 

- média d e  g rupo .  

Todos e s s e s  métodos,como já  f o i  d i t o ,  seguem a  mesma t é c n i c a ,  va- 

r i a n d o  apenas  a  d i s t â n c i a  e n t r e  g r u p o s  dB; a  s e r  u t i l i z a d a .  
IJ 

IV.2 .1  - METODO DA LIGAÇÃO SIMPLES: 

I n t r o d u z i d o  p o r  J O H N S O N ~ ~ .  e s s e  método u t i l i z a  a  d i s t â n c i a  'de 
10  

v i z i n h a n ç a  mais  próxima" [ v e r  também DURAN e  ODELL I ,  a q u i  deno tada  p o r  

Pode-se ,  a s s i m ,  n e s s e  c a s o ,  f a z e r . u s o  de  q u a i s q u e r  d a s  d i s t â n -  

c i a s  e n t r e  e l e m e n t o s  d  mencionadas no i t e m  11 .3 .  
i j  

Exemplo: S e j a  a  i t e r a ç ã o  a d i a n t e ,  onde j á  foram formados q u a t r o  

g rupos  [ a  d i s t â n c i a  u t i l i z a d a  é a  e u c l i d i a n a l ,  e  s e  

d e s e j a  d e t e r m i n a r  um agrupamento f i n a l  composto por d o i s  

g rupos  : 



A s s i m ,  a  s o l u ç ~ o  é dada por  P2 = { g I )  , { g J ,  gK,  gL} . 
Note-se  q u e  a  p a r t i ç ã o  P não é homogênea, t a l  como d e f i n i d ;  

2  
no i t e m  11 .2 .3 .  A l é m  d i s s o ,  nenhuma p a r t i ç ã o  em d o i s  g rupos  que  s e j a  

c o n s t r u í d a  p e l a  u n i ã o  d o s  g r u p o s  g 
- 

I' g J ,  gK e  gL  o  s e r a ,  dada a  conforma - 

ç ã o  a longada do g rupo  g  
L ' 

De uma mane i ra  g e r a l ,  o  método d a  l i g a ç ã o  s i m p l e s  poderá ,  a i n d a  

nos  p r i m e i r o s  e s t á g i o s ,  r e u n i r  em um grupo e l e m e n t o s  b a s t a n t e  dessemelhan - 

t e s ,  desde  que  h a j a  e n t r e  e l e s  uma c a d e i a  d e  o u t r o s  e lementos  que  se jam,  

p o r  s u a  vez ,  s e m e l h a n t e s  e n t r e  s i .  E s t a  d i f i c u l d a d e  é conhecida cornol1efei  - 
9 

t o  de  c a d e i a "  ( v e r .  p  . e x .  D I D A Y  e  SIMON . DURAN e  O D E L L ' ~  e  HANSEN e  
15  

DELATTRE I .  

IV.2 .2  - NETODO DA LIGAÇÃO COMPLETA 

2  6 
Devido a  MACNAUGHTDN - SMITH , o  método u t i l i z a  a  d i s t â n c i a  "de  

10  
v i z i n h a n ç a  mais  a f a s t a d a "  ( v .  t b .  DURAN e  ODELL 1, a q u i  deno tada  p o r  

g 
d  = d c  = máx d  

IJ I J i j  



~ambém n e s t e  c a s o  pode-se  

d a s  no i t e m  11.3. Note-se 

t i v o  "d iâmet ro  d e  grupo":  

1 1 . 5 .  

O método da l i g a ç i o  

método a n t e r i o r .  Apl icado  ao 

Exemplo 

A p a r t i ç ã o  

f a z e r  uso  d e  q u a i s q u e r  d a s  d i s t â n c i a s  menciona - 
que  e s t e  método p r o c u r a  min imiza r  a f u n ç ã o  o b j e  

- 

f [ P  l  = d ( P m l  = máx d [ g I l ,  d e s c r i t a  n o  i t e m  m 

g ~ E  'm 

completa  forma g rupos  mais  compactos que  o  

exemplo do  i t e m  IV.2.1,  t e r - s e - i a :  

em q u a t r o  g rupos  [ d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a l s e r i a :  

Sequênc ia  d e  p a r t i ç õ e s ,  p a r a  m = 2 :  

A s o l u ç ã o  a g o r a  é dada p o r  P2 = { g ,  gJ},{ gK, P,} 

Por  o u t r o  l a d o ,  o  método não f o r n e c e  n e c e s s a r i a m e n t e  s o l u ç õ e s  

Õt imas .  0 exemplo a b a i x o ,  c i t a d o  por  HANSEN e  O E L A T T R E ' ~ ,  i l u s t r a  e s s e  f a  

t o .  

Exemplo: Sejam 4  e l e m e n t o s ,  com a s  dessemelhanças  d 12 =1, d13=2 , 

dZ4=3. dZ3=4, d14=5 e  d 34 = 6 :  



.e 
1 

A s  p a r t i ç õ e s  dadas  p e l o  método da  l i g a ç ã o  comple ta  s e r i a m :  

4  = {el},  I e2}. I e 3  1 .  I e 4 }  e  d (P41  = O 

- p3 - { e l .  e 2  } , { e 3 } , { e 4 }  e  d(P33 = d12 = 1 

p2 = { e l ,  e  2 '  e  3  } . { e q }  e  d(P23 = dP3 = 4  

No e n t a n t o ,  p a r a  P; = I e l ,  e  1 .  e 2 ,  e  tem-se d(P;) = dZ4=3. 
3 4  

110 método 

C E N T R ~ I D E  

da c e n t r ó i d e .  d e v i d o  a SOKAL e  M I C H E N E R ~ ~ ,  a  d i s t â n c i a  

e n t r e  o s  g rupos  g  
I e gJ 

é dada em te rmos  do quadrado  da d i s t â n c i a  e u c l i -  
1 o 

d i a n a  e n t r e  s u a s  c e n t r ó i d e s  ( v .  t b .  DURAN e  ODELL 3 :  

onde XI e  XJ s ã o .  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a s  médias ,  ou c e n t r ó i d e s ,  dos  g rupos  

gI e  gJ .  Cabe l e m b r a r  a q u i  que :  
n 
I 

Note-se que s e  n  f o r m u i t o m a i o r  que n  a s  c e n t r ó i d e s  de  
I J  

- gL - gIUgJ e  gI s ã o  q u a s e  c o i n c i d e n t e s ,  e  a s s i m  a s  c a r a c t e r f s t i c a s  do  

g rupo  gJ não s ã o  l e v a d a s  em c o n s i d e r a ç ã o .  I s t o  l evou  a  que s e  c a r a c t e r i -  

z a s s e  e s s e  método como " t é c n i c a  d e  g r u p o s  ponderados"  ( v .  DURAN e  O D E L L ~ ~  

Exemplo: Sejam 



Note-se que t a n t o  p e l o  método da  l i g a ç ã o  s i m p l e s  como p e l o  d a  

l i g a p ã o  completa .  a  p a r t i ç ã o  P s e r i a  I gI.  gJ 1 . 1 gK,  g 2  . 2 

I V .  2 .4  - METODO DA MEDIANA 

Como forma d e  c o n t o r n a r  a  d i f i c u l d a d e  c r i a d a  p e l a  formação d e  
2 5 

g r u p o s  ponderados ,  LANCE e  WILLIAMS a p r e s e n t a r a m  o  método da  mediana:  a  

f i l o s o f i a  é a  mesma, com a  exceção de  q u e ,  na u n i ã o  d o s  grupos  g  
I e g ~  ' 

assume-se  que a  c e n t r ó i d e  do  grupo r e s u l t a n t e  d e s s a  un ião  é dada p e l a  mé - 
d i a  a r i t m é t i c a  d a s  c e n t r ó i d e s  de  g  I e g~ 

. A s s i m .  s e  gM = g I U g J  e n t ã o  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  n o t a - s e  que X 
- 

c o r r e s p o n d e  ao pon to  médio do segmento 
M 

que  une X a  X 
I J ' 

Exemplo: S e j a  
- 

X '  : 

o  mesmo exemplo a n t e r i o r  com a s  novas c e n t r õ i d e s  

s e q u ê n c i a  de  p a r t i ç õ e s :  



IV.2.5 - NETODO DE WARD 

42 
O método d e  WARD p o r  sua  v e z ,  u t i l i z a  como d i s t â n c i a  e n t r e  o s  

10  g rupos  a  d i s t â n c i a  e s t a t í s t i c a  [ v e r  t b .  DURAN e  ODELL 1 :  

0 o b j e t i v o  do  método de  Ward é p r o c u r a r  a  minimização da  s o m a  

d o s  quadrados  d e n t r o  d o s  g r u p o s ,  d e f i n i d a  no i t e m  1 1 . 4 . 1 :  
n I 

- 
onde XI é a  c e n t r ó i d e  do  grupo g  

I ' 
Esse  o b j e t i v o  f i c a  e v i d e n t e  em v i s t a  do Teorema I V . l ,  a p r e s e n t a  - 

do  a  s e g u i r ,  que  i n d i c a  o  s i g n i f i c a d o  d a  d i s t â n c i a  D 
IJ '  

Teorema I V . l :  

e n t ã o  ' WL = W I  + WJ + DIJ ,  

ou s e j a ,  DIJ r e p r e s e n t a  o  ac résc imo na soma d o s  quadrados  d e n t r o  dos  g r u  - 

pos  W quando g  
I e g~ 

s ã o  un idos .  

~ e m o n s t r a ç ã o :  

Se  gL = gIUgJ. tem-se,  por  d e f i n i ç ã o ,  que :  

onde 

é a  c e n t r ó i d e  do g rupo  g  L '  

O teorema s e r á  demonstrado em d u a s  p a r t e s :  
'-!I. 2  2  - 

l a .  P a r t e :  1 d  ( X i ,  H] = W I  + nI d2 ( X I S  M )  e  
2  

i=l 
n ,  



P o r  d e f i n i ç ã o ,  
n  n  

I 2  I t 1 d 2  (Xis M) = (Xi- M 1  [Xi- M 1  
i=l' i=l 

Somando e s u b t r a i n d o  
n n  

I '  

I 2  I t C d 2  (Xi, M 1  = Z [ X . -  iI+ iI- M 1  ( X , -  iI+ iI- M) 
i=l i=l 1 1 

C C - - 2  - 
o n d e  0 = 

i=l  k = l  I x k i  'k1 - 
m - x  + xkI m k l .  'k i  k  k  I 

No e n t a n t o ,  c o l o c a n d o  a p e n a s  o  s o m a t ó r i o  em k em e v i d ê n c i a ,  t e m -  

se:  

OU s e j a ,  
P 

com 

A s s i m ,  0 = O e d; I X i ,  M) se  t o r n a :  
i = 1 



Da mesma forma, poder-se-ia mostrar que: 
n 
J 

o que completa a primeira parte da demonstração. 

2a. Parte: W L = W I + W  + O  J I J 

Como foi indicado na equação IIV.1) , 
n I 

n 
J 

Tendo em vista as equações IIV.21 e IIV.31, a equação acima pode 

ser reescrita : 

Como 

tem-se 



e ,  da  mesma forma,  

A s s i m ,  

F ina lmente ,  

o  que completa  a  demonstração.  

O r e s u l t a d o  acima pode s e r  i n t e r p r e t a d o  da  s e g u i n t e  forma [ v .  DU - 
1 o 

RAN e  0 6 E L L  1 :  a  soma t o t a l  d e  quadrados  d a s  d i s t â n c i a s  do novo g rupo  g  
L 

é i g u a l  soma dos  quadrados  d a s  d i s t â n c i a s  " i n t r a "  mais a  soma dos  qua- 

d r a d o s  d a s  d i s t â n c i a s  " i n t e r "  (dada  p o r  DIJl dos  grupos  g  
I g ~ '  

A s s i m ,  quando o  método d e  Ward, em cada i t e r a ç ã o ,  e s c o l h e  p a r a  a 

formação d e  um novo g rupo  o s  g r u p o s  gI e  gJ t a i s  que D é mínimo. e l e  
I J  

e f e t i v a m e n t e  e s t á  levando a  que ,  em cada i t e r a ~ ã o ,  o  ac résc imo em W s e j a  

míhimo. Logo, o  método p r o c u r a  min imiza r  a  soma dos  quadrados  d e n t r o  dos  

g r u p o s ,  embora, obviamente ,  não f o r n e ç a  n e c e s s a r i a m e n t e  uma s o l u ç ã o  Ótima 

p a r a  o  problema. 



Exemplo : 

Sejam, p o r  exemplo, e  e  ... , e12 t a i s  que:  
1' 2' 

Gra f i camente ,  tem-se:  

O problema f o i  r e s o l v i d o  com o  a u x i l i o  da r o t i n a  CLSTROT, desen-  

v o l v i d a  n e s t a  t e s e  e  a q u i  a p r e s e n t a d a  no ~ ~ ê n d . 2 . O ~  r e s u l t a d o s  o b t i d o s ,  

p a r a  m = 4 ,  podem s e r  sumar izados  na forma a b a i x o ,  onde e s t ã o  também i n d i  - 

cados  o  p a s s o  k ,  e a  soma dos  quadrados  d e n t r o  dos  g rupos  W e  a d i s t â n c i a  

e s t a t i s t i c a  D mfnima a s s o c i a d a s  a o  p a s s o  k :  
I J  



A s s i m ,  s e  f o s s e  d e s e j a d a  uma p a r t i ç ã o  em s e i s  g rupos ,  t e r - s e - i a :  

Note-se que,  a o  s e  formarem e s s e  g r u p o s ,  o  n í v e l  d e  d i s t â n c i a  

J 
e n t r e  o s  e l e m e n t o s  que foram u n i d o s  f o i  d e  D = 0 , 5 ,  uma vez  que n = 

2 I J  I 
n  = 1 e  d  = 1 [ v e r  d e f i n i ç ã o  de  D no i n í c i o  d e s t e  i t e m ) .  Ao s e  f o r  

J I J I J - 

marem c i n c o  g r u p o s ,  DIJ p a s s a  a  s e r  i g u a l  a  5.0.  I s t o  é, passou a  s e r  d e z  

v e z e s  maior  que  o  n í v e l  em que eram f e i t a s  a s  u n i õ e s  de  grupos  a n t e r i o r -  

mente.  I s s o  i n d i c a  que ,  com uma p a r t i ç ã o  em s e i s  g rupos ,  s e  obtém grupos  

"mui to"  mais s i m i l a r e s  que  com uma p a r t i ç ã o  em c i n c o  ou menos g rupos .  Uma 

a n á l i s e  como e s s a ,  ou s e j a ,  uma v e r i f i c a ç ã o  do  c r e s c i m e n t o  d e  D ou d e  
I J 

W pode s u g e r i r  o  número f i n a l  d e  g rupos  a  s e r  d e f i n i d o .  

D r e s u l t a d o ,  p a r a  m = 4 ,  s e r i a :  



Nota-se  a s s i m  que a  s o l u ç ã o  mais  adequada p a r e c e  s e r  a  p a r t i ç ã o  

em s e i s  g r u p o s .  

IV.2.6 - METODO DA MEDIA DE GRUPO 

Devido a  SOKAL e  M I C H E N E R ~ ~ ,  o  método da média de  g rupo  u t i l i z a  

como d i s t â n c i a  d e n t r e  o s  g r u p o s  g  
I 

e  gJ a  d i s t â n c i a  média q u a d r á t i c a  
IJ 10  

( V .  t b .  DURAN e  ODELL I :  

O o b j e t i v o  d e s t e  método pode s e r  c o n s t a t a d o  a  p a r t i r  dos  s e g u i n  - 

t e s  t eo remas :  

10  
Teorema IV.2 ( v .  t b .  DURAN e  ODELL 1 :  

A d i s t â n c i a  média q u a d r á t i c a  e n t r e  o s  g rupos  g  
I g~ é i g u a l  à 

soma d a s  v a r i ã n c i a s  i n t e r n a s  s2 e  s2 d e s s e s  g rupos  mais o  quadrado da  d i s  
I J  2  2  - 

t â n c i a  e u c l i d i a n a  
d~~ 

= d  ( X I .  i 1 e n t r e  a s  s u a s  c e n t r Ó i d e s .  
2 J  

Demonstração: 

O t eo rema  s e r á  demonstrado em d u a s  p a r t e s :  

l a .  P a r t e :  Cons ide rando  g  = {  e i }  . tem-se  que a  d i s t â n c i a  média q u a d r á t i  
I - 

c a  e n t r e  D2 e n t r e  o  e lemento  e  e  o  grupo g  é dada p o r :  
i J  i J  

Por  d e f i n i ç ã o ,  como n  = 1, I 

Somando e  s u b t r a i n d o  2 J J  
n 
3 



onde 

No entanto, colocando apenas o somatório em p em evidência, 

Assim, 

completando assim a demonstração da primeira parte do teorema. 

2a. Parte: 



P o r  d e f i n i ç ã o :  

Como 

tem-se 

A s s i m ,  

Por  o u t r o  l a d o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  tem-se:  
X~ I 

Como r e s u l t a d o  d a  p r i m e i r a  p a r t e  d a  demonst ração r e s u l t a  que 

A p a r t i r  d a s  e q u a ç õ e s  ( IV.51 e (IV.61 e lembrando que  

2 2  - - 
dIJ = d2  ( X I ,  X J  I tem-se  e n t ã o  que  



F i n a l m e n t e ,  s u b s t i t u i n d o  tIV.71 em (IV.41,  

o  que completa  a  demons t ração  do  teorerna.  

Teorema I V . 3 :  

Quando s e  une d o i s  g r u p o s  g  I e  gJ p a r a  fo rmar  um n o v o  g r u p o  

L 
= gIUgJ, a  v a r i ã n c i a  i n t e r n a  do g rupo  r e s u l t a n t e  6 dada p o r :  

Demonstração: 

No i t e m  IV.2.5 f o i  v i s t o  que 

2  
A s s i m ,  a  v a r i â n c i a  I n t e r n a  S do  grupo g  é dada p o r :  L L 

Como 

e a s s i m  



Em resumo, o  t eo rema  (IV.21 i n d i c a  que  a  d i s t â n c i a  média quadrá  
- 

2 
t i c a  D I J ,  u t i l i z a d a  no método d a  média d e  grupo,  r e p r e s e n t a  a  soma d a s  

2 2 
v a r i â n c i a s  i n t e r n a s  S  e  S J ,  dos  g rupos  g  

I I e  gJ a  serem u n i d o s ,  ma i s  o  

quadrado  da d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  e n t r e  a s  c e n t r ó i d e s  d e s s e s  g r u p o s :  

A s s i m ,  à p r i m e i r a  v i s t a ,  p o d e r - s e - i a  i m a g i n a r  que o  o b j e t i v o  do 

método é a  minimização da  v a r i â n c i a  do grupo formado. 

O t eo rema  (IV.31, no e n t a n t o ,  informa que a  v a r i â n c i a  i n t e r n a  do 
2 

grupo  gL  r e s u l t a n t e  da  u n i ã o  d e  g  I e g~ 
depende não apenas  de  D mastam 

I J '  - 
bém d o s  tamanhos d o s  d o i s  g r u p o s  a  serem r e u n i d o s .  O que  o  teorema (IV.31 

i n d i c a  6 que 

Logo, conhec idos  n  e  n  
2 

I J  ' 
DIJ f o r n e c e  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  a  

v a r i a n c i a  i n t e r n a  de  g  A s s i m ,  não s e  pode a f i r m a r  que ,  em cada p a s s o  , 
L ' 2 

a o  s e  tomar D' mfnimo s e  e s t e j a  ob tendo  S minimo. De uma mane i ra  ge-  
I 3  L 

r a l ,  o  que s e  pode a f i r m a r  a p e n a s  é que o  método t e n d e  a  f o r m a r  g r u p o s  

compactos,  a o  u n i r ,  em cada  p a s s o ,  g rupos  d e  pequena v a r i â n c i a  e  que e s t e  

jam próximos.  Não f o i  p o s s í v e l  o b t e r - s e  uma v i s ã o  mais  c l a r a  d a  f u n ç ã o  ob 

j e t i v o  u t i l i z a d a  n e s t e  método.  

Exemplo : 

S e j a  o  mesmo problema do i t e m  a n t e r i o r :  



O problema também f o i  r e s o l v i d o  p e l o  método da média d e  g rupo  a -  

t r a v é s  da  r o t i n a  CLSTROPT, do Apênd.2, p a r a  m = 4. 0 s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  

s ã o  sumar izados  a b a i x o  (D' é a  d i s t â n c i a  média q u a d r á t i c a  mínima 
IJmínima 

a s s o c i a d a  a o  p a s s o  k1: 

Co inc iden temente ,  o s  g rupos  formados  s ã o  o s  mesmos o b t i d o s  p e l o  

método de  WARD, embora, ev iden temente ,  nada o b r i g a v a  a  que i s t o  a c o n t e -  

c e s s e ,  uma vez  que o s  c r i t é r i o s  d e  agrupamento s ã o  d i f e r e n t e s .  

Aqui também, a  exemplo do que o c o r r e u  no i t e m  a n t e r i o r ,  houve um 

s i g n i f i c a t i v o  aumento de  D 
2  

a o  s e  p a s s a r  de  uma p a r t i ç ã o  em s e i s  
1Jmínimo 

g r u p o s  p a r a  uma p a r t i ç ã o  em c i n c o ,  o  que s u g e r e  a  adoção d e  uma s o l u ç ã o  

com s e i s  " c l u s t e r s "  . 
O t eo rema  (IV.31,  p o r  s u a  vez ,  p e r m i t e  o  c á l c u l o  d a  v a r i â n c i a  

i n t e r n a  do g rupo  formado em cada  i t e r a ç ã o :  s e  gL = gIUgJJ e n t á o  

A s s i m ,  a o  s e  u n i r  e l  e  e  no p a s s o  k = l ,  tem-se 
2 

n  = n  = 1  
1 2 



Logo, a  v a r i â n c i a  'do g rupo  formado é i g u a l  a  1 , O .  A t a b e l a  ( I V . 1 1  a b a i x o  

i n d i c a  a s  v a r i â n c i a s  i n t e r n a s  d o s  g r u p o s  formados nos  d i v e r s o s  p a s s o s :  

TABELA I V . l  - V a r i â n c i a s  i n t e r n a s  d o s  g r u p o s  formados 

P a s s o  N? ~ r u p o s  Grupo Formado V a r i â n c i a  I n t e r n a  
E x i s t e n t e s  

Aqui também s e  tem um s i g n i f i c a t i v o  a c r é s c i m o  a o  s e  p a s s a r  de  

uma p a r t i ç ã o  em s e i s  g rupos  p a r a  uma p a r t i ç ã o  em c i n c o .  

I V . 3  - CONSIDERAÇÕES GERAIS SOBRE OS METODOS ABORDADOS E APRESENTAÇÃD 

DE UM ~ É T O D O  H I E R A R Q U I Z A D O  DIVISIVO 

g 
A T a b e l a  (IV.21,  a  s e g u i r ,  resume a s  d i s t â n c i a s  d  e n t r e  o s  I J '  

g rupos  gI e  gJ , u t i l i z a d a s  nos d i v e r s o s  métodos a q u i  e x p o s t o s .  Não é i n  - 

d i c a d a  apenas  a  d i s t â n c i a  u t i l i z a d a  no método da  mediana, uma vez  que a  

s u a  Única d i f e r e n ç a  em r e l a ç ã o  a o  método d a  c e n t r ó i d e  r e s i d e  na d e f i n i -  

ção  d a s  médias  d o s  grupos ,  como f o i  v i s t o  no i t e m  IV.2.4.  



TABELA IV.2 - D i s t â n c i a s  e n t r e  g r u p o s  u t i l i z a d a s  em 

métodos h i e r a r q u i z a d o s  a g l o m e r a t i v o s  

M é t o d o  D i s t â n c i a .  d : J  

L igação  s i m p l e s  

L igação  comple ta  

C e n t r ó i d e  

Ward 

d s  = m i n  
I J  

e .Eg  
dij 

1 I 

d c  = máx 
I J dij 

eiE g1 

e  .EgJ 
J 

Média de  g rupo  

No método da  l i g a ç ã o  s i m p l e s ,  como v i s t o  no i t e m  IV.2.1,  d o i s  

e l ementos  d i s t a n t e s  e n t r e  s i  podem s e r  r e u n i d o s  em um mesmo grupo ,  d e s d e  

que e n t r e  e l e s  h a j a  uma c a d e i a  d e  o u t r o s  e lementos .  E s t e  e f e i t o  d e  c a d e i a  
9 

f a z  com que  s e  ob tenha  s o l u ç õ e s  do t i p o  (exemplo dado por  D I D A Y  e  SIMON 1: 

F i g .  IV.2 - Grupamentos no método da l i g a ç a o  s i m p l e s  

Pode h a v e r  c a s o s  em que t a i s  e f e i t o s  se jam d e s e j á v e i s .  No c a s o  

g e r a l ,  no e n t a n t o ,  e s s a  c a r a c t e r í s t i c a  p r e j u d i c a r á  a  q u a l i d a d e  d a  s o l u ç ã o  

o b t i d a .  



O método d a  c e n t r õ i d e  ( e ,  em consequênc ia ,  o  da  mediana)  a p r e s e n  - 
t a  pouca u t i l i d a d e  p r â t i c a  p o r  não e n f o c a r  d i r e t a m e n t e  a  d i s p e r s ã o  d o s  

e lementos  no g r u p o :  a b o r d a  a p e n a s  a s  médias  e não a s  v a r i ã n c i a s .  

Na p r á t i c a ,  em g e r a l ,  o s  métodos que s e  mostram mais  Ú t e i s  s ã o  

o s  da  l i g a ç ã o  comple ta ,  d e  Ward e  da  média d e  grupo.  

O método d a  l i g a ç ã o  comple ta ,  como f o i  v i s t o  no i t e m  IV.2.2,  tem 

como c r i t é r i o  o  d i â m e t r o  de  g rupo  d I P  I :  
m 

d l p  1 = máx. d ( g  1 = mãx. máx. 
I dij m 

'm gI€ Pm e e  .E gI 
i J  

No i t e m  11 .4 .6 ,  p o r  o u t r o  l a d o ,  f o i  v i s t o  que d I g  1 não tem g r a n  r - 

d e  s e n s i b i l i d a d e  p a r a  a  d i s t r i b u i ç ã o  i n t e r n a  dos  e lementos  d e  g  enfocan I ' - 
do apenas  a  d i s t ã n c i a  e n t r e  s e u s  p o n t o s  mais  a f a s t a d o s .  Apesar d e s s a  d i f i  

c u l d a d e ,  o  método d a  l i g a ç ã o  comple ta  a p r e s e n t a  s o b r e  o s  métodos de  Ward 

e  da média d e  g rupo  d u a s  v a n t a g e n s .  Exige  mui to  menos c á l c u l o s  que e s s e s  

d o i s  o u t r o s  métodos e  p e r m i t e ,  como s e  pode n o t a r  na Tabe la  [ IV.2) ,  a  u t i  - 

l i z a ç ã o  de  q u a l q u e r  m é t r i c a .  A s s i m ,  s e  f o s s e  n e c e s s á r i a  a  u t i l i z a ç ã o  d e  

uma " m é t r i c a  d e  c o r r e l a ç ã o " ,  o  

t a .  

O método d e  Ward tem, 

minimizar  a  soma d o s  quadrados  

i t e m  IV.2.51, t endendo  a s s i m  a  

sã01  . 

método adequado s e r i a  o  d a  l i g a ç ã o  comple - 

p o r  sua  v e z ,  a  c a r a c t e r í s t i c a  de  p r o c u r a r  

d e n t r o  dos  g rupos  W ( v e r  Teorema [ I V . l )  do  

fo rmar  g rupos  compactos ( d e  pequena d i s p e r  - 

No c a s o  do método da  média de  grupo,  a  d i s t â n c i a  u t i l i z a d a ,  como 

s e  obse rva  na T a b e l a  (IV.21,  é:  

Como f o i  comentado no i t e m  IV.2.6 ,  ao  s e  a p r e s e n t a r  o  método, a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o  não f i c a  c l a r a .  O método t e n d e  a  g e r a r  g rupos  compactos : 

6 l evada  em c o n t a ,  na u n i ã o  de  d o i s  g rupos  g  I e g J J  
não s ó  a  v a r i â n c i a  i n  - 

2 .  
t e r n a  S e  5' d e  cada  um, mas também a  d i s t â n c i a  e n t r e  s u a s  c e n t r õ i d e s .  

I J 
P o r  o u t r o  l a d o ,  nos  i t e n s  IV.2 .5  e  IV.2.6 f o i  i n d i c a d o  como a  

a n á l i s e  da  e v o l u ç ã o  d o s  v a l o r e s  d a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  g rupos  pode, nos mé - 
t o d o s  de  Ward e  d a  média d e  grupo,  s u g e r i r  o  número d e  g rupos  m a  s e r  ado - 

t a d o .  No c a s o  mais  g e r a l ,  quando não s e  d i s p õ e  " a  p r i o r i "  d e  i n d i c a ç ã o  a 1  - 
- - 

guma do número m a  s e r  ado tado ,  p a r e c e  conven ien te  e f e t u a r - s e  um c i c l o  

completo [ a t é  k = l )  d e  um método h i e r a r q u i z a d o  a g l o m e r a t i v o  adequado, exa  - 



g  
minando-se a  e v o l u ç ã o  d o s  v a l o r e s  d e  d  . 

I J  
E comum, na v i d a  r e a l ,  a  e x i s t ê n c i a  de  g rupos ,  s u b g r u p o s ,  e t c . ,  

o  que t o r n a  a d e c i s ã o ,  q u a n t o  a o  número m a  s e r  ado tado ,  b a s t a n t e  r e l a t i  - 
va .  Por  exemplo, q u a n t o s  g r u p o s  s e  deve  tomar  no caso  a p r e s e n t a d o  na Figu - 
r a  ( I V . 3  1 ? Dois ou q u a t r o  g r u p o s ?  

F i g .  I V .  3 - Grupos e  Subgrupos 

Ambas a s  s o l u ç õ e s  "fazem s e n t i d o "  e  não p a r e c e  que a  opção p o s s a  

s e r  f e i t a  independen temente  do c a s o  em e s t u d o .  

No e n t a n t o ,  s e  e s s a  d i v i s ã o  em g r u p o s ,  subgrupos ,  e t c . ,  f o r  bem 

pronunc iada ,  a evo lugão  d o s  d i v e r s o s  v a l o r e s  d e  d g  no desenvo lv imento  
IJ'  

do  p r o c e s s o  h i e r a r q u i z a d o  a g l o m e r a t i v o ,  d e v e r á  s e  a p r e s e n t a r  da  forma a b a i  h 

g  
F i g .  I V .  4 Evoluções  d e  d no caso  de  g rupos ,  subgru-  

pos ,  e t c .  I J  

I s t o  p e r m i t i r á  a  de te rminação  d e  v a l o r e s  t í p i c o s  m l ,  m2. m 3 , . . . .  

que ,  por  sua  vez ,  a n a l i s a d o s  d e n t r o  do c o n t e x t o  do problema p r á t i c o  em 

q u e s t ã o ,  poderão i n d i c a r  um v a l o r  adequado p a r a  m.  

Uma o u t r a  s o l u ç ã o  s e r i a  a d o t a r ,  p o r  exemplo, no c a s o  do método 

da  l i g a ç ã o  completa ,  o  s e g u i n t e  procedimento:  d o i s  grupos  g  I e g~ 
so s e -  

r i a m  un idos  s e  a  d i s t â n c i a  completa  d c  I J '  d a  Tabe la  (IV.21,  f o r  i n f e r i o r  



a uma f r a ç ã o  a, d e f i n i d a  a  p r i o r i ,  do d i â m e t r o  d ( E )  do c o n j u n t o  E d o s  n 

e l ementos  e  e2, . .. e n :  

d [ E )  = máx. d i j .  
e  e . € E  
i' J 

I s s o  s i g n i f i c a  e s t a b e l e c e r  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  d i â m e t r o  d e  

q u a l q u e r  g rupo  formado.  Quando e s s e  l i m i t e  f o s s e  a lcançado ,  o  a l g o r i t m o  

s e r i a  i n t e r r o m p i d o .  

No c a s o  do método d e  Ward, p o d e r - s e - i a  e s t a b e l e c e r  u m l i m i t e i d ê n  - 
t i c o  p a r a  a  soma d o s  q u a d r a d o s  d e n t r o  do  g r u p o .  No c a s o  da média d e  grupoJ 

e  a t r a v é s  do  Teorema IIV.31, poder - - se - i a  e s t a b e l e c e r  um l i m i t e  p a r a  a  va  - 

r i â n c i a  i n t e r n a  de  cada  g rupo .  

F i n a l m e n t e ,  cabe  comenta r  a  e x i s t ê n c i a  d e  métodos h i e r a r q u i z a d o s  

d i v i s i v o s ,  i s t o  é, t é c n i c a s  em que ,  em cada  p a s s o ,  um de te rminado  g rupo  6 

p a r t i c i o n a d o ,  a o  i n v é s  d e  s e  e f e t u a r  uma aglomeração.  Um exemplo d i s s o  s e  - 

r i a  o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o ,  onde P  r e p r e s e n t a  uma p a r t i ç ã o  do c o n j u n t o  E 
k  

( i n i c i a l i z a ç ã o l  

Forme um Único grupo,  c o n s t i t u i d o  d e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  

de  E: P  = E; 1 

Faça k = l  

em k grupos :  

P a s s o  O :  

P a s s o  1: 

P a s s o  2: 

( d e t e r m i n a ç ã o  do grupo g a  s e r  p a r t i c i o n a d o )  
L  

Determine gL€  Pk t a l  que  

d ( g  I = máx. 
L di j 

= d l X  X I = d  
e i , e j ~ g  L p 4  q  P q 

s e j a  máximo 

(formação d e  d o i s  novos g rupos  p o r  p a r t i ç ã o  d e  g  ) L 
Faça 

g~ = { e }  P e  g J = { e  9  
1 ; 

Aloque o s  demais  e l ementos  d e  g  L a  gI O U  gJ ,  conforme 

f o r  menor a  d i s t â n c i a  a  e  ou e  ; 
P 9  - 

Faça pk t l=  Pkn{gL} U { g I l  U {gJ} e  k = k + l  



P a s s o  3: ( r e g r a  d e  p a r a d a )  

Se k = n  , p a r e  

s e n ã o  , vá p a r a  o  P a s s o  1. 

Note-se  que  e s s e  método p r o c u r a  m i n i m i z a r  o  d i â m e t r o  d e  g rupo  e  

pode s e r  u t i l i z a d o  com q u a l q u e r  m é t r i c a .  Uma o u t r a  r e g r a  d e  pa rada  pode- 

r i a  s e r  dada p e l o  t é r m i n o  d o  a l g o r i t m o  quando d  f o s s e  i g u a l  ou i n f e r i o r  
P 9  

a  a. dlE1,  o que  i m p l i c a r i a  em e s t a b e l e c e r  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  

d i â m e t r o  d o s  g r u p o s  formados .  O número d e  g r u p o s  p o d e r i a  a i n d a  s e r  d e t e r  

minado a  p a r t i r  da a n á l i s e  do  dendograma [ a  exemplo do  que f o i  f e i t o  nos  

i t e n s  IV.2.5 e  IV.2.61, que,  n e s s e  c a s o ,  c o r r e s p o n d e  a  d i v i s õ e s ,  e  não a  

aglomerações ,  como nos  c a s o s  a n t e r i o r e s .  

Exemplo 

F i g .  I V .  5  - Exemplo 

No p r i m e i r o  passo ,  a  d i s t â n c i a  máxima é dada por  d  A s s i m ,  e2  
24' 

e e  s ã o  a s  ' sementes"  d e  d o i s  g r u p o s : l e l ,  e2} e  {e3, e4,  e5, eo ,e71 .  A r e s o  
4  - 

l u ç ã o  do problema é resumida na F i g u r a  [IV.61: 



F i g .  I V .  6 - Dendograma 

I V . 4  - ALGORITMO DE LANCE E  WILLIAHS 

LANCE e  W I L L I A M S ~ ~  e  W I S H A R T ~ ~  ( v e r  também DURAN e O D E L L ~ ~  e  D I  
9 

DAY e  SIMON I ,  demonstraram que  é p o s s i v e l  i n c o r p o r a r  em um Único a l g o r i t  - 

mo o s  s e i s  métodos h i e r a r q u i z a d o s  a g l o m e r a t i v o s  que foram a q u i  d e s c r i -  

t o s .  O método g e r a l  p a r t e  d a  s e g u i n t e  equação b á s i c a ,  que f o r n e c e  a  d i s  - 

t â n c i a  e n t r e  um grupo g e  um grupo g onde g  = g  Ug . 
k L ' L I J '  

onde a a f3 e y assumem v a l o r e s  p a r t i c u l a r e s ,  conforme o  método u t i l i  
i' j '  - 

zado .  

IV.4.1 - METODO DA LIGAÇÃD SIMPLES 

S e j a  d  uma f u n ç ã o  d e  d i s t â n c i a  q u a l q u e r .  Tomando a . =  a . =  1/2  , 
1 J  

f3 = O e  y = -1/2, t em-se  , a  p a r t i r  da e q u a ç ã @ b á s i c a :  



IV.4.2 - METODO DA LIGAÇÃO COMPLETA 

Se ja  d uma função de d i s t â n c i a  qua lquer .  Tomando agora a =a.=1/2, 
i J  

B = O  e y=1/2, tem-se, usando r a c i o c í n i o  análogo ao do item a n t e r i o r :  

Quando gL= gIUgJ, nL= n +n . Sejam então  
I J  

A' equação bás i ca  fornece :  

Resta en tão  provar  que e s sa  equação é v á l i d a :  

Teorema IV.4: 

s e  gL = gIUgJ, en tão  



Colocando o  s o m a t ó r i o  em r. em e v i d ê n c i a  e  r e a r r a n j a n d o - s e  os termos,tem-se: 

Como n = n  +n 
L I J '  



Novamente, como n = n + n  
L I J '  

- 
I 

C C 1 - - 
Como x = - x + x I = -  + n  x 

rL  n 
i=l  r i  j=l  r j  n 

("1 'r1 J r ~ '  ' 
L L 

o que  comple ta  a demonstração do t eo rema .  

IV.4.4 - METODO DA MEDIANA 

Como f o i  v i s t o  no i t e m  IV.2.4,  o método da  mediana 6 i d ê n t i c o  a o  

método da cen t ró i .de ,  com a Única exceção d e  que,  a o  s e  u n i r  d o i s  g r u p o s  . 
assume-se que  s ã o  d e  i g u a l  tamanho. A s s i m ,  tomando n = n = n  [ l o g o  n = 2 n I ,  

I J L 
tem-se,  p e l o  Teorema (IV.41,  que  



Logo, o método da mediana pode s e r  o b t i d o  da equação bás ica  do 

método de Lance e W i l l i a m s  fazendo-se 

IV.4.5 - METODO DE WARD 

No caso do método de WARD t e m s e :  

A equação b á s i c a  fo rnece :  i 

como é demonstrado abaixo:  

Teorema I V . 5 :  

se  gL= gIUgJ e gK é um grupo qualquer,  então 



Como, por d e f i n i ç ã o  [ i t em IV.2.51: 

tem-se : 

Por o u t r o  lado ,  pe lo  teorema (IV.41 do i tem IV.4.3, s e  gL= g Ug I J 
e gK qualquer ,  tem-se: 

P e l a s  equações (IV.41 e (IV.5) , tem-se en tão :  

n + n  n n + n  n n + n  
J K J  

n n 
I J 

n +n 
K L I K I I J - -  

%L - n n 
D ~ ~ +  - 

n n n 
OK J n 

2 a 

n n n n n 
D~~ 

K L L K I L K J  L I J  

ou s e j a ,  

completando a demonstração do teorema. 

IV.4.6 - MÉTODD DA MEDIA DE GRUPO 

Toma-se nesse caso:  



B = y = O .  

A equação básica fornece: 

n 
I 2  

n 
D2 = - J 2 
KL 

n %I + - 
n 

'KJ 
L L 

que é validada pelo teorema abaixo. 

Teorema IV.6: 

Se gL= gIUgJ e gK é um outro'grupo qualquer, então 

Demonstração: 

Por definição , 

n 
K 

n I n~ n~ 

Multiplicando e dividindo as parcelas por n I e n respectivamen 
J ' - 

te: 

completando-se assim a demonstração. 

Em resumo, o método de Lance e Williams permLte a resolução de 

problemas de análise de grupamento via métodos hierarquizados aglomerati - 

vos, a partir de uma Única equação básica, onde seus parâmetros são ajus - 



t a d o s  conforme o  método h i e r a r q u i z a d o  a g l o m e r a t i v o  a  s e r  u t i l i z a d o .  A s s i m ,  

a d i s t â n c i a  d g  e n t r e  um grupo  g 
K e 8~~ onde gL= gIUgJ a 6 dada p o r :  m- 

c u j o s  p a r â m e t r o s  s ã o  resumidos  na Tabe la  (IV.33. 

~ n t ã o ,  no método d e  Lance e  Wi l l i ams ,  no p a s s o  em q u e  s e  d e f i n e  

o s  g rupos  g1 e  gJ que  s e r ã o  u n i d o s  p a r a  f o r m a r  o  g rupo  g  é p o s s í v e l  
L ' 

c a l c u l a r  a s  novas  d i s t â n c i a s  d  p a r a  o s  demais  g r u p o s  g  a  p a r t i r  d a s  
KL' K '  

d i s t . â n c i a s  d e f i n i d a s  no p a s s o  a n t e r i o r :  

O método e s p e c i f i c a  a s s i m ,  como c a l c u l a r  r e c u r s i v a m e n t e  a  d i s t â n  - 

c i a  e n t r e  o s  g r u p o s  sem que ,  em cada  p a s s o ,  t a l  c á l c u l o  t e n h a  d e  s e r  e f e  - 

t u a d o  a  p a r t i r  da  e s t a c a  z e r o .  No p a s s o  i n i c i a l ,  como cada grupo 6 forma- 

do por  um Único e lemento ,  e  c a s o  s e  u t i l i z e  como medida d e  semelhança en - 
t r e  pon tos  a  m é t r i c a  e u c l i d i a n a ,  a  d i s t â n c i a  e n t r e  o s  g rupos  s e r i a ,  nos  

s e i s  métodos abordados ,  dada p e l a  p r ó p r i a  d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  e n t r e  e s s e s  

e lementos .  

F i n a l m e n t e ,  c a b e  e n f a t i z a r  que o  método d e  Lance e  Wil l iams s e  

c o n s t i t u i ,  apenas,numa t é c n i c a  g e r a l  p a r a  a t u a l i z a ç ã o ,  em cada  i t e r a ç ã o  , 
g  

d a s  d i s t â n c i a s  dKL e n t r e  o s  d i v e r s o s  g r u p o s  g  já formados e  o  n o v o  K 
grupo gL= g I U g J  N ~ O  é, a s s i m ,  um método e s p e c i f i c o  h i e r a r q u i z a d o  aglome - 

r a t i v o  d e  a n á l i s e  d e  grupamento.  





V . 1  - I N T R O D U Ç A O  

No i t e m  111.3 f o i  d e s c r i t o  o  procedimento  g e r a l  d e  um método d e  r e a  - 
l o c a ç ã o  i t e r a t i v a :  começando-se com uma p a r t i ç ã o  i n i c f a i  P z  do c o n j u n t o  

. . . 

k E dos  n  e l e m e n t o s  em m g r u p o s ,  a  i d d i a  6 g e r a r  s u c e s s i v a m e n t e  Pm 

t a i s  que 

O p r o c e s s o  6 i n t e r r o m p i d o  quando algum t e s t e  d e  convergênc ia  ' 6  s a  - 
t i s f e i t o ,  i n d i c a n d o  que uma m e l h o r i a  d a  p a r t i ç G o  nso p o d e r i a  mais  s e r  o b t i  - 
da  p e l o  método u t i l i z a d o .  Ev iden temente ,  e s s a  s o l u ç ã o  , p a r a  um dado 

número m d e  g r u p o s ,  não c o r r e s p o n d e r S  n e c e s s a r i a m e n t e  a  um &imo g l o b a l ,  

c o n s t i t u i n d o - s e ,  no e n t a n t o ,  p e l a  i m p o s s i b i l i d a d e  de  m e l h o r i a ,  em um n i í n i  - 
no l o c a l .  

Segundo ANDERBERG', a  g r a n d e  vantagem d e s s e s  métodos s o b r e ,  p o r  e  - 
xemplo, o s  métodos R i e r a r q u i z a d o s ,  r e s f d e  em s u a  ext rema e f i c i ê n c i a  compu- 

t a c i o n a l .  Geralmente ,  p a r a  um dado numero m ,  a convergênc ia  ê o b t i d a  a t é  

um máximo d e  c i n c o  i t e r a ç õ e ç ,  havendo r e a l m e n t e  g r a n d e  dec rêsc imo em f  lpk1 
m 

na p r i m e i r a  d e l a s ,  

A l ê m  d i s s o ,  como s e  ver; a d t a n t e ,  a l g u n s  dos  métodos d e  r e a l o c a ç ã o  

i t e r a t i v a  possuem a f l e x i b i l t d a d e  d e  p e r m 3 t t r  que o  ndmero d e  g rupos  da  s o  - 
l u ç ã o ,  ou soluÇQes, também seja  f o r n e c f d o  p e l o  a l g o r i t m o ,  A s s i m ,  o  t e x t o  

que s e  segue  a b o r d a  d u a s  g r a n d e s  c l a s s e s  d e  métodes:  com numero f i x o  e  va - 
r i á v e l  de  g r u p o s .  T n i c i a l m e n t e ,  no e n t a n t o ,  s e r ã o  a b o r d a d a s  algumas t ê c n i  - 

tas p a r a  a  g e r a ç ã o  d e  uma s o l u ç ã o  i n i c t a l .  

V.2 - GERAÇAO DE UMA SOLUÇAO TNTCIAL 

Como s e  o b s e r v o u . n o i t e m  a n t e r i e r , o s  mdtados de  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  

par tem d e  uma s o l u ç ~ o  i n i c i a l ,  a  s e r  r e f i n a d a .  Exis tem,  p e l o  menos, qua- 

t r o  t g c n i c a s  b á s i c a s  p a r a  a  g e r a ç &  d e s s a  s o l u ç ã o  i n i c i a l :  

- p o r  e s c o l h a  i n t e n c i o n a l ;  

- p o r  s e l e ç ã o  a l e a t ó r i a ;  

- a t r a v é s  d e  um método h i e r a r q u i z a d o ;  e 

- a t r a v é s  d e  p o n t o s  "semente" .  

1 ANDERBERG comenta que a  e s c o l h a  i n t e n c i o n a l  pode s e r  f e i t a  com ba - 

s e  em uma d e t e r m i n a d a  v a r i a v e l  que o  a n a l i s t a  c o n s i d e r e  coma mais  impor tan  - 
t e  e  que a  s e l e ç ã o  a l e a t ó r i a  não s e r i a  uma a l t e r n a t i v a  a t r a e n t e ,  uma v e z  

que o s  g r u p o s  a s s i m  formados não possuem n e c e s s a r i a m e n t e  homogeneidade a 1  - 
guma, 



Por  o u t r o  l a d o ,  a q u e l e  a u t o r  in fo rma  que um agrupamento h i e r a r q u i z a  - 
do d e  t o d o  o  c o n j u n t o  d o s  n  e l e m e n t o s  não s ó  pode r e q u e r e r  mais e s f o r ç o  

computac iona l  que o  r e s t o  da  a n á l l s e ,  mas também i r i a  l i m i t a r  em mui to  o  

p o r t e  dos  problemas a  serem c o n s l d e r a d o s .  A a l t e r n a t i v a ,  n e s s e  c a s o ,  i n d i  - 
cada  p o r  LANCE e W I L L I A N S ~ ~ ,  ê a p l i c a r  o  a l g o r f t f i o  h i e r a r q u i z a d o  a  um s u b  - 

c o n j u n t o  d o s  n  e lementos  [de um tamanho d e  150 a  250 u n l d a d e s , p o r  exemplo) 

u t i l i z a n d o - s e  o s  g rupos  a s s i m  formados  como n ü c l e o s  p a r a  a  a l o c a ç ã o  d o s  d e  - 
mais  pon tos ,  que s e r r a m  a t r t b u f d o s  a o  g rupo  que d e l e s  e s t i v e s s e  mais  prÓxi  - 
mo. 

Um o u t r o  esquema b a s t a n t e  u t i l  8 o  d a s  p o n t o s  denominados p o r  ANDER - 
B E R G ~  d e  p o n t o s  "semente" .  T a l  denarninação d e c o r r e  do  f a t o  de  que e s s e s  

p o n t o s ,  n e s s e  procedimento ,  s e  c o n s t i t u e m  em sementes  de  novos g rupos ,  que  

s ã o  formados ao s e  a t r i b u i r  o s  d i v e r s o s  e lementos  de  E a o  grupo que c u j a  
I 

semente e s t ã  ma is  prdxima. A N D E R E R G ~  c l t a  o i t o  m a n e i r a s  de  s e  c r i a r  pon  

t o s  sementes :  

[ a )  e s c o l h a  d o s  m p r i rne f roç  e l e m e n t s s  de  E; 

I b l  s e l e ç ã o  s i s t e m á t i c a ,  com p a s s o  Tn/ml, d e  m e lementos  de  E; 

Ccl s e l e ç ã o  s u b j e t i v a  d e  m e l e m e n t o s  de  E )  

Cdl s e l e ~ ã o  a l e a t 8 r i a  d e  m e lementos  de  EJ 

Cel g e r a ç ã o  a l e a t a r i a  d e  m p o n t o s  do R P ~  

If-1 c á l c u l o  d a s  c e n t r ó i d e s  d e  uma p e ~ t i ç & o  q u a l q u e r  de  E e m  m g- 

pos  J 

Cgl a n a l i s e  moda1 d e  A Ç T R A H A N ~  r v e r  também W T M ~ A R T ~ ~  e  DURAN e  

O D E L L ~ ~ I  r 

- c ã l c u l o  d s  "dens idade"  d e  cada  e lemento  Cnunero d e  o u t r o s  e l e  

mentos  d e n t r o  d e  uma d i s t â n e l a  p rede te rminada  dl I ;  

- a r d e n a ç s o  d o s  e l e m e n t o s  a  p a r t i r  d e  sua  "dens idade"  e  e s c o l h a  

do e lemento  d e  m a i o r  "dens idade"  camo p r i m e i r o  pon to  semente ;  

- e s c o l h a  d e  pon tos  sementes  s u b s e q u e n t e s  em ordem d e  " d e n s i d a  - 

de" d e c r e s c e n t e ,  s u j e i t a  cond ição  de  que  cada novo pon to  d e  

semente e s t e j a  p e l o  menos a  uma distância d2 d o s  o u t r o s  pon 

t o s  sementes  j á  e s c o l h i d o s ;  

- c a s o  h a j a  e x c e s s o  d e  p o n t o s  sementes ,  p r o c e d e r  a  u m  agrupamen - 

t o  h i e r a r q u i z a d o  d e s s a s  sementes ,  a t é  que um número m s e j a  ob  - 

t i d o .  Caso h a j a  f a l t a  d e  sementes ,  ~ j u s t a r  dl  e  d2 e  r e p e t i r  

o  p rocesso ;  

Ih í  t ê c n t c a  d e  BALL e H A L L ~  : 

- e s c o l h a  da  c e n t r ó i d e  d e  E camo p r i m e i r o  ponto  semente;  

- s e l e ç i o  s u b s e q u e n t e  d e  pon tos  sementes  p e l o  exame, em ordem 



c r e s c e n t e  d o s  f n d i e e s ,  d o s  e l e m e n t o s  d e  E, a c e i t a n d o  como s e  - 
mente q u a l q u e r  pon to  a  uma d i s t â n c i a  maior  que um v a l o r  p r e d e  - 

t e r m i n a d o  d ,  d a s  demais  sementes ,  a t ê  que  m p o n t o s  se jam e s c o  - 
l h i d o s  ou o  c o n j u n t o  E s e j a  e x a u r i d o  ( n e s s e  c a s o ,  s e  m p o n t o s  

não forem e s c o l h i d o s ,  d i m i n u i r  o  v a l o r  de  d  e  r e p e t i r  o  p r E  

c e s s o 1  . 
A e s s a  l i s t a ,  que e v i d e n t e m e n t e  não 6 e x a u s t i v a ;  pode-se  a c c e s c e r  

como mètodo d e  s e l e ç ã o  a  e s c o l h a ,  como sementes ,  d a s  medianas  d e  uma p a r t i  - 

ç ã o  q u a l q u e r  d e  E  em m g r u p o s .  

0 s  mGtodos d e  Cai a  Td), I f l  e  Cgl e  o  mdtodo d a s  medianas  t & m  em 

comum a p r a p r i e d a d e  d e  q u e  o s  g r u p o s  f ~ r r n a d o s  a  p a r t i r  d e s s a s  sementes  têm 

p e l o  menos um membro, O s  m6todos Cel e  Ch) podem g e r a r  p a r t i ç õ e s  i n i c i a i s  

com grupos  v a z i o s .  

No método CgJ a  e s c o l h a  d e  d l  e  d2 r e q u e r e r  v á r i a s  t e n t a t i v a s  

a t é  que s e  o b t e n h a  s u c e s s o ,  Se dl  f o r  excesç lvamente  pequeno, m u i t o s  p o c  

t o s  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  i s o l a d o s ,  ou s e j a ,  com "dens idade"  i g u a l  a  um. Se 

d l  f o r  g rande  demais ,  a  a v a l i a ç ã o  do c a r a t e r  moda1 d o s  pon tos  f i c a  p r e j u d i  - 

c a d a ,  uma vez  que t o d o s  e l e s  t e r a o  " d e n s i d a d e s "  e l e v a d a s ,  Por  o u t r o  l a d o ,  

s e  d2 não f o r  i g u a l  ou s u p e r i o r  a o  dobro  de  dl ,  a l g u n s  p o n t o s  poderão con - 

t r i b u i r  p a r a  a s  " d e n s i d a d e s "  d e  mais  d e  um ponto  "semente" e s c o l h i d o .  Essa  

t é c n i c a  g e r a l m e n t e  e x i g e ,  como s e  vê ,  g rande  e s f o r ç o  computac iona l .  ASTRA 
2  HAN s u g e r e  e n t ã o  que s e j a  a p l i c a d a  a uma amos t ra  de  E, no c a s o  d e  n ser - e  

l evado .  

Tendo em v i s t a  que a  d e t e r m i n a ç ã o  do pa râmet ro  d  tambêm envo lve  um 

p r o c e s s o  de  t e n t a t i v a  e  e r r o ,  o  método Chl i g u a l m e n t e  6 d e s v a n t a j o s o  no 

que s e  r e f e r e  a o  e s f o r ç o  computae iona l .  

A opção por  q u a l q u e r  um d e s s e s  métodos depende,  ev iden temente ,  d a s  

cond ições  d e  cada  problema. Tendo, p o r  o u t r o  l a d o ,  em v i s t a  que o s  méto - 
d o s  d e  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  fornecem mfnimos l o c a i s ,  t a l v e z  s e j a  d e  i n t e  - 
r e ç s e  p a r a  o  a n a l i s t a  a  r e s o l u ç 8 0  do problema p a r a  v s r i a s  so luçÔes  i n i  - 

c i a i s ,  o b t i d a s  p o r  d i f e r e n t e s  m&odos, a n a l i s a n d o - s e  e n t a o  a  c o m p a t i b i l i d a  - 

d e  com a s  so luçÕes  f i n a i s  r e s u l t a n t e s ,  

O s  métodos a  se rem a p r e s e n t a d o s  no i t e m  s e g u i n t e ,  com exceção do m6 - 

t o d o  K-Mèdias, admitem q u a l q u e r  p a r t i ç ã o  i n l c i a l .  S u a s  p r Ô p r i a s  c a r a c t e  - 

r i s t i c a s ,  no e n t a n t o ,  a l i a d a s ,  como f o i  d i t o ,  5s demais  cond ições  do  p r E  

blema, i n d i c a r â o  a o  a n a l i s t a  a s  t s c n i c a s  mais  adequadas  p a r a  a  ge ração  d e s  - 

s a s  



Dent re  o s  metodos com número f i x o  d e  g rupos  ou s e j a ,  a q u e l e s  em que 

o  número d e  g r u p o s  m, da  s o l u ç ã o  f i n a l  do problema, é e s p e c i f i c a d o  a  p r i o  - 
ri ,  des tacam-se  o s  d e  F O R G Y ~ ~  [e  sua  v a r i a n t e  de  JANCEY"), d e  MACQUEEN 27 

(também chamado de  K-Médias) e  o  método d a s  K-Medianas [ d e v i d o  a  MULVEY e  

C R O W O E R ~ ~  I . 
O s  a l g o r i t m n s d e  F O R G Y ~ ~ ,  J A N C E Y ~ ~  e  M A C Q U E E N ~ ~  (também a p r e s e n t a d o s  

em A N D E R B E R G ~ )  s e r ã o  a q u i  descritos s u c i n t a m e n t e ,  dando-se uma maior  6 n f a  - 

s e  n e s t e  t r a b a l h o  a o  mêtodo d a s  K-Medianas, por  s u a  i m p o r t â n c i a  no d e s e n  - 

volvimento  do método d e  programaçao matemdt ica  de  Mulvey e  Crowder, a  s e r  

a p r e s e n t a d o  no i t e m  V I .  5 .  

O método de  Forgy c o n s i s t e  na s e g u i n t e  s e q u ê n c i a  de  p a s s o s  [ v e r  tam - 

bem a l g o r i t m o  Q em D I D A Y  e S T M B N ~ I :  

Passo  O :  Faça k = O 

Passo  1: Se  k = 0, tome uma p a r t i &  q u a l q u e r  P; de  E;  s enão ,  f o r  

m e  uma nova p a r t i ç ã o  P$ de  E, a locando  cada e lemento  a o  

g rupo  c u j o  pon to  semente  e s t á  mais próximo 

Passo  2 :  C a l c u l e  a s  c e n t r ô i d e s  d e s s e s  g rupos  [ e s s a s  c e n t r 6 i d e s  s e  - 
r ã o  o s  p o n t o s  sementes  dos  novos g rupos )  

k Passo  3;  Se  fCPml = f ( P ~ - ' I  , pare :  

s e n ã o ,  f a ç a  k  = k + 1 e  vã p a r a  o  Passo  1. 

Como s e  n o t a ,  o  a l g o r i t m o  i m p l i c a  na u t i l i z a ç ã o  da a l t e r n a t i v a  ( f l  

d e  c á l c u l o  d e  pon to  semente  p a r a  a  ge raqão  de  s o l u ç ã o  i n i c i a l ,  ou s e j a , c á l  - 

c u l o  d a s  c e n t r ô i d e s  d e  uma p a r t i ç ã o  q u a l q u e r .  Caso i s s o  não t e n h a  s i d o  

f e i t o  i n i c i a l m e n t e ,  c e r t a m e n t e  o  s e r á  na p r i m e i r a  i t e r a ç ã o  do Passo  2. 

A s e q u ê n c i a  d e  P a s s o s  1 e 2  g e r a  soluFÕes pk t a i s  que m 

~ [ P B I  5 f ( ~ ~ - l ) ,  

onde a  f u n ç i o  o b j e t i v o  6 ,  normalmente,  a soma dos  quadrados  d e n t r o  d o s  

g rupos ,  d e f i n i d a  no i t e m  IT.4, uma vez  que o  a b j e t i v o  g e r a l  6 o  d e  minimi 

z a r  a s  d i s t â n c i a s  d o s  e l e m e n t o s  5s c e n t r 6 i d e s  d e s s e s  grupos .  Essa  melho - 

r i a  da função o b j e t i v o  É f e i t a  em d u a s  e t a p a s ,  a t r a v é s  dos  P a s s o s  1 e  2 , n a  

forma d e s c r i t a  a  s e g u i r ,  

S e j a  QIP,, A1, ..., A 1 a  soma d o s  quadrados  d a s  d i s t a n c i a s  e u c l i  m - 

d i a n a s  e n t r e  o s  p o n t o s  e  a s  sementes  d e  s e u s  grupos:  

- 
Mais a d i a n t e ,  na demonstração da  convergênc ia  do método d a s  K-Ne- 

d i a n a s ,  s e r ã  v e r i f i c a d o  que a  a l o c a ç ã o  e f e t u a d a  no Passo 1, p a r a  K > 1 ,  6 a  - 



que minirniza $ [ . , A i ,  . . . , A  1. Assim, a p a ç  Q P a s s e  1, tem-se;  
* m 

Por  o u t r o  l a d o ,  d e r i v a n d o  a  ~ x p r e s s ã o  do l a d o  d i r e i t o  da  equação 

(V.11 com r e l a ç ã o  a  cada  componente do v e t o r  A é t r i v t a l  v e r f f i c a r  q u e  3 '  
a s  soluçÕes.A? que minimizam [P: , . I  s ã o  a s  c e n t r ó i d e s  dos  g rupos  d e  k 

J 'm * 
A s s i m ,  no P a s s o  2 ,  tem-se:  

A s s i m ,  p o r  (V.21 e  CV.3) tem-se:  

A v a r i a n t e  d e  J A N C E Y ~ ~  d i f e r e  do método p r o p o s t o  por  Forgy a p e n a s  

no q u e  s e  r e f e r e  2 d e t e r m i n a ç ã o  d e  p o n t o s  s e m e n t e s ,  Nessa v a r i a n t e ,  o  p r i  - 
meiro c o n j u n t o  d e  p o n t o s  sementes  ou 6 definido a  p r i o r i  ou 6 dado p e l a s  

c e n t r ó i d e s  d o s  g rupos  d a  p a r t i ç ã o  i n i c i a P .  Nas i t e r a ç ~ k s  s u b s e q u e n t e s  cada  

novo ponto  semente  6 de te rminado  p e l a  d u p l t c a ç 8 o  do segmento de  r e t a  que  

une o  a n t i g o  p o n t o  semente 2 nova c e n t r f i i d e  do g rupo .  A f i g u r a  (V.11, ba - 
1 çeada em ANDERBERG . i l u s t r a  e s s e  p roced imento i  

novo pon to  semente 

2 nova c e n t r ó i d e  // 
1/ a n t i g o  pon to  semente  

F ig .  V . l  - Determinação do novo pon to  semente  p e l o  método d e  Sancey- 

1 
Segundo ANDERBERG , o  segmento que une  o s  pon tos  1 e  2  da  F t g u r a  

I V . 1 1  pode s e r  e n c a r a d o  como uma d i r e ç ã o  em que o  pon to  semente d e v e r i a  

mover-se p a r a  uma maior  me lhor ia  da p a r t i ç z o .  A d u p l i c a ç ã o  do segmento 

p rocura  a c e l e r a r  o  p r o c e s s o ,  s u g e r i n d o  a q u e l e  a u t o r  que e s s e  procedimento  

não s ó  deve a c e l e r a r  a  ob tenção  d e  uma s a l u ç ã o  p e l o  a l g o r i t m o  mas tambêm 

p o s s i v e l m e n t e  pode l e v a r  a  que e s s a  s o l u ç ã o  que não e s t e j a  cond ic ionada  a  - 
penas  a  s e r  um mínimo l o c a l .  Note-se que n e s s e  método, 5 medida que a  s o l u  - 

ção v i e s s e  a  s e r  o b t i d a ,  o s  p o n t o s  sementes  e  a s  c e n t r ó i d e s  t e n d e r i a m  a  s e  

confund i r :  a s  d i s t â n c i a s  d ,  da F i g u r a  CV.11 ,  s e r i a m  cada vez menores. 

Tanto  o  método d e  Forgy como a  v a r i a n t e  de  Jancey  procuram minimi - 

z a r ,  como s e  v ê ,  a  soma dos  quadrados  d e n t r o  d o s  g rupos .  



A coAvergêncta  do método de  Forgy pode s e r  demonstrada  d e  bma manei - 
r a  b a s t a n t e  s e m e l h a n t e  5 d o  método d a s  K-Medfanas, a  ser a p r e s e n t a d a  a d i a n  - 
t e .  Deve-se s a l i e n t a r ,  porêm, que a l g u n s  a u t o r e s  de f inem como teste d e  con - 
v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o  a  condiqdo d e  que  pk = pk-'. T a l  c r i t ê r i o .  d e  i g u a l  

m m - 
dade d e  pa r t . i çÕes ,  pode p r e j u d i c a r  a c o n v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o :  B a s t a  que  

i e x i s t a m  p e l o  menos d u a s  s o l u ç Õ e ~  P' J; pj  t a i s  que  f (P 1 ( P j  1, O al 
m m m m - 

g a r i t m o  p o d e r i a  e n t ã o  g e r a r  "e te rnamente"  e  d e  forma a l t e r n a d a  a s  so luçÕes  
i 

Pm e  P; , ou s e j a ,  o  método " c i c l a r i a " .  não havendo, e v i d e n t e m e n t e - n e s s e  

c a s o ,  c o n v e r g ê n c i a  alguma. 
1 

Quan to  5 v a r i a n t e  d e  Jancey ,  no e n t a n t o ,  ANDERBERG Informa que  

não se conhece p rova  d e  s u a  convergênc ia  nem e s t ã  d i s p o n f v e l  um exemplo em 

que o  a l g o r i t m o  não t e n h a  converg ido .  
27 

O método d a s  K-Médias, p o r  s u a  v e z ,  d e s e n v o l u i d o  por  MACQUEEN , c o n  - 
s i s t e  na s e g u i n t e  seq t l ênc ta  de  passos :  

Passo  0 :  Tome o s  p r t m e i r o s  m e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  E como p o n t o s  

sementes  

Passo  1: Aloque o s  h - m i  e l ementos  r e s t a n t e s  a o  grupo c u j o  pon to  s e  - 
mente e s t ã  mais  próximo. Após cada a l o c a ç h ,  c a l c u l e  a  cen - 
t r õ i d e  do novo grupo,  que  p a s s a r a  a  s e r  o  novo pon to  s e  - 
mente 

Passo  2: Ao f i n a l  d e s s a  a l o c a ç ã o ,  r e p i t a  o  procedimento  d e  a t r i b u i -  

ção a n t e r i o r  p a r a  todo  o  c o n j u n t o  E ,  r e c a l c u l a n d o ,  quando 

f o r  o  c a s o ,  a s  c e n t r ó i d e s  do g rupo  q u e  ganhou um e lemento  

e  do grupo que perdeu e s s e  e lemento .  

Note-se q u e  e s s e  p r o c e s s o  não 6 i t e r a t i v a ,  correspondendo,  d e  uma 

maneira  g e r a l ,  a  d u a s  " i t e r a ç Õ e s l '  apenas .  Sua d i f e r e n ç a  b á s i c a  em r e l a ç ã o  

a o  método de  Forgy s e  deve  a o  f a t o  de  que a g o r a  o  pon to  semente  é r e c a l c u -  

l a d o  a p ó s  cada a t r i b u i ç ã o  d e  e lemento  a - g r u p o ,  a o  p a s s o  que no método a n t e  - 
r i o r ,  como f o i  v i s t o ,  o s  p o n t o s  semente permaneceriam c o n s t a n t e s  d u r a n t e  

t o d a  a  i t e r a ç ã o ,  

Como a  a t r i b u i ç ã o  d e  um elemento  a  um novo grupo,  n.o P a s s o  2, c o r  - 
responde  5 formação d e  uma nova p a r t i ç ã o  e  novo c á l c u l o  de  pon to  semente  

I c e n t r õ i d e l ,  t em-se ,ao  f i n a l  Passo  2 ,  u t i l i z a n d o  o s  argumentos a p r e s e n t a -  

dos  p a r a  o  método d e  Forgy,  que:  

Por  e f e t u a r  a p e n a s  d u a s  " i t e r a ç Õ e ç l ' ,  e s t e  6 o  a l g o r i t m o  mais  r á p i  - 
do a p r e n s e n t a d o  no p r e s e n t e  e s t u d o .  Sua a p l i c a ç ~ o  p r â t i c a r e s l d e  em que,como 



f o i  d i t o  no i n f c l o  d o  i t e m  V . 1 ,  a s  m a i o r e s  mudanças em f ( P m l J  g e r a l m e n t e  

ocorrem na p r i m e i r a  i t e - a ç ã o .  O comportamento do a l g a r i t m o  depende e v i d e n  - 
1 

t e m e n t e  da  s e q u ê n c i a  d o s  e lementos  { e l r  ..., e  1 .  ANDERBERG . no e n t a n -  
n 

t o ,  i n f o r m a ' q u e  e s t e  f a t o  tem pouca i m p o r t â n c i a  na s o l u ç ã o  f i n a l  quando o s  

g rupos  s ã o  bem s e p a r a d o s .  

E p o s s f v e l  também d e f i n i r  um a l g o r i t m o  K-M&dias c o n v e r g e n t e ,  r e  - 
k  p e t i n d o  - D ,  p r o c e s s o  d e  r e a l o c a ç ã o  c a r a c t e r í s t i c o  do rnétodo a t é  que f [ P  J 

k-1, m 
= f CP, . E s t e  a l g o r i t m o  c o r r e s p o n d e  a o  a l g e r i t m o  , a p r e s e n t a d o  por  

DTDAY. e  STMON'. O método K-Médias i t e r a t i v o  é convergen te .  t e n d o  em v i s t a  

e genera lTzando  p a r a  q u a l q u e r  i t e r a ç ã o  a  equação (V .41 .  Evidentemente ,  o s  

m&-odos K-Médfas procuram min imiza r  a  soma d o s  quadrados  d e n t r o  d o s  g ru -  

pos .  

Como j á  f o i  d i t o  a n t e r i o r m e n t e ,  d e n t r e  o s  métodos d e  r e a l o c a ç a o  i t e  - 
r a t l v a  com número f i x o  de  g rupos  assume, p a r a  e s t e  t r a b a l h o ,  uma impor tân  - 
ela p a r t i c u l a r  o  a l g a r i t m o  d a s  K-Medianas, p e l a  s u a  u t i l i z a ç ã o  no método 

d e  programaçih  matemât ica  de  Mulvey e  Crowder, a q u i  a p r e s e n t a d o  no C a p í t u  - 
10 Uf, 

Desenvolvido p o r  MULVEY e  C R O W D E R ~ ~ ,  o  a l g o r i t m o  d a s  K-Medianas t o  - 
ma a forma: 

Passo  O :  Faça  k = O 

Passo  1: S e  k = O ,  tome uma p a r t i ç ã o  i n i c i a l  q u a l q u e r  de  E  em m 

grupos:  

s e n ã o ,  forme nova p a r t i ç ã o  a locando  cada e lemento  à media 
k  

- 
na d e  grupo mals  ~ r ó x i m a ;  C a l c u l e  f ( P m l  ; Faça K = k  + 1 

Passo  2:  C a l c u l e  a s  medianas  d o s  g rupos  formados no p a s s o  a n t e r i o r  
k k-1 

Passo  3:  R e p i t a  o s  P a s s o s  1 e  2 a t é  que f  [ P  1 = f  1P I .  m m 

Como s e  n o t a ,  e s s e  a l g o r i t m o  6 i d k t i c o  ao d e  Forgy, dLfe r indo  a p e  
n a s  na d e t e r m i n a ç ã o  d o s  pon tos  sementes  I c e n t r ó i d e s ,  no c a s o  d e  Forgy e  me - 
d i a n a s ,  no c a s o  d e  K-Medianas). Evidentemente ,  o  a l g a r i t m o  K-Medianas p r o  - 
c u r a  min imiza r  a  d i s p e r s a 0  v i a  mediana d e  grupo,  d e f i n i d a  no i t e m  I I . 4 , f o r  

necendo uma s o l u ç ã o  que  6 um õ t ima  l o c a l  p a r a  o  problema. 

A prova da  convergênc ia  do a l g o r i t m o  pode s e r  e f e t u a d a  como a p r e s e n  - 
t a d o  a s e g u i r .  S e j a  

o  c o n j u n t o  d e  medianas  d e f i n i d a s  na k-ésima i t e r a ~ ã o .  U a l g o r i t m o  g e r a  en - 
t a o  uma s e q u ê n c i a  



tem- se 

Tomando agora rn 

o segu in te  teorema: 

Teorema V. l ;  a sequência { @ ( v k )  1 = { f ( ~ ; l } é  monotonamente decres - 
tente e convergente. 

~emonst ração:  

L 1 3  o conjunto SCn, m), de p a r t i ç õ e s  d i s t i n t a s  P dos n elementos 
m' 

de E em m grupos, S .  como f o i  v i s t o  no i t e m  111.4, f i n i t o .  As 

sim, o conjunto V = (P,, L,) 1 tarnbêm o é; . 

k 
Dada Lm . a alocação f e i t a  no Passo 1, para k ?  1, é a 

k 
que minimiza @ I., L,J. Tsso pode ser  notado se o problema da 

alocação dos elementos { el,. .., e 1 a grupos com pontos semen n - 
t e s  dados pe las  medianas 

k 
{A:. .... Am 1 f o r ' d e s c r i t o  da forma: 

onde dij = d i s t â n c i a  do elemento ei ao ponto semente 
k [mediana) A j  

1 se ei f o r  alocado ao grupo que tem Ak como ponto 
j 

semente; 

xij=I 0 em caso contr5ci.o. 

O problema pode ser r e e s c r i t o  da forma: 

Min imizar  1 d x + ... + 
1j l j  

= d x  
~k E L; n j  n j  

J J 

S u j e i t o  a 



Nota-se que e s s e  problema c o r r e s p o n d e  a  n problemas s e p a r á v e i s  da 

f orma : 

S u j e i t o  a  

A s o l u ç ã o  Ótima d e s s e  i - é s imo problema a e p a r s v e l  6 t r i v i a l :  b a s t a  t o  - 
mar como x  = 1 a q u e l e  p a r a  o  q u a l  d  6 mínimo, t o r n a n d o  n u l a s  a s  demais  

i j  i j  
v a r i á v e i s .  

No e n t a n t o ,  6 exa tamente  i s s o  que o a l g o r i t m o  d a s  K-Medianas f a z  em 

s e u  p r i m e i r o  p a s s o ,  quando a l o c a  o  e lemento  e  a o  pon to  semente (mediana]  
i 

m a i s  próximo. 

A s s i m ,  como P k * l  é a k partição que minimiza @ [.,L 1, no caso 
m m 

p a r t i c u l a r  tem-se:  

Por  o u t r o  l a d o  e  p o r  d e f i n i ç ã o  d e  mediana de  g rupo ,  

P e l a s  8nequaçÕes. IV.71 e  íV.81, tem-se:  

O que prova a  a f i r m a ç ã o  IV.61, r e p e t i d a  a b a i x o :  

CV. 73 

k A s s i m ,  a  s e q u ê n c i a  {@(v  1 )  é monotonamente d e c r e s c e n t e .  



K Cii i l  {$(v  I )  converge :  s e  t o d o s  o s  v k  g e r a d o s  p e l o  a l g o r i t m o  fo rem 

d i s t T n t o s ,  tem-se  uma s e q u é n c i a  monótona d e c r e s c e n t e  em um 

c o n j u n t o  f i n i t o  e a s s i m ,  n e s t e  c a s o ,  o método converge .  S e ,  

p o r  o u t r o  l a d o ,  o s  v k  g e r a d o s  não forem d i s t i n t o s ,  i s t o  é, s e  
k k - 1 )  

houver  c i c l a g e m  e como fCPml - < f (Pm , a r e g r a  d e  p a r a d a  
k 

f (P,) = f (P:-' I g a r a n t e  o t é r m i n o  do a l g o r i t m o .  A s s i m ,  n o s  

d o i s  c a s o s  p o s s i v e i s  o a l g o r i t m o  t e r m i n a  em um número f i n i t o  

d e  f t e r a ç õ e s ,  I s t o  e ,  converge ,  o que completa  a demonstração 

do teorerna .  

Exemplo : 

S e j a  o mesmo exemplo do i t e m  TV.2.5:  

'Es te  prohlema também f o i  r e s o l v i d o  com o a u x l l i o  da  r o t i n a  CLSTROT, 

a p r e s e n t a d a  na Anexo 1. Tomou-se m = 4 e ado tou-se  como s o l u ç ã o  i n i c i a l  

a  p a r t i ç ã ~  g e r a d a  p e l a  método d e  Ward [ v e r  i t e m  IV.2.5): 

Graf icamente ,  



I - -- v 

x 1 
O rnêtodo convergiu em duas i te raçÕes ,  conforme i l u s t r a d o  pe l a  Tabe- 

l a  I V . 1 1 :  

Tahelõ V. 1 - ~ v o l u ç ã o  da  função o b j e t i v o  - 

Nêtodo d a s  K-Medianas 

I t e r a ç ã o  Função Objet ivo  

Graficamente, 



O agrupamento o b t i d o  6 mals  "compacto" que o  a n t e r i o r .  Note-se  tam - 

bém o  dec rêsc imo o b t i d o  na p r f m e i r a  i t e r a ç G o ,  s e r v i n d o  a  segunda a p e n a s  pa - 
r a  s a t i s f a z e r  a o  t e s t e  d e  c o n v e r g ê n c i a .  Não s e  pode, ev iden temente ,  a f i r -  

mar, com 6aSe nos  e l e m e n t o s  d i s p o n f v e i s  a t ê  e s t e  ~ a ~ f t u l o ,  s e  e s s a  s o l u ç ã o  

6 um dti'mo g loBa l ;  T a l  t a r e f a  s e r d  e x e c u t a d a  com base  no método d e  Nulvey 

e  Crowder, no i t e m  V I .  4 .  

V.4 - METODOS COM NOMERO VARTAVEL DE GRUPOS 

No C a p i t u l o  a n t e r l o r  t e c e u - s e  uma s ê r i e  de  c o m e n t á r i o s  s o b r e  a  e x i s  - 

t ê n c l a  d e  g r u p o s ,  subgrupos  e t c .  e  como uma a n a l i s e  da evo lução  do p r o c e s  - 

s o  h i e r a r q u i z a d o  p o d e r i a  a u x i l i a r  o  a n a l i s t a  na de te rminação  do número m 

d e  g rupos  a  s e r  a d o t a d o  na s o l u ç ã o  f i n a l .  

Essa  d i s c u s s ã o  p o d e r i a  s e r  a q u i  complementada a t r a v é s  da a p r e s e n t a  - 

ç60 de  um exemplo, d e s e n v o l v i d o  p o r  A N D E R B E R G ~  e  d e s c r i t o  p e l a  f i g u r a  a  s e  - 

L . ponto  i s o l a d o  

Fig .  V.2 - Configuração de  um c o n j u n t o  E .  

Esse  c o n j u n t a  E c o n s i s t e  e m  c i n c o  g r u p o s  n a t u r á i s  e  um pon to  i s o l a  - 

do, que não p e r t e n c e  a  nenhum d e s s e s  g rupos .  

Evidentemente ,  o  a n a l i s t a  não s a b e r á  a  p r i o r i  da e x i s t ê n c i a  de  p o c  

t o s  i s o l a d o s .  Caso f o s s e  a p l i c a d o  a  um c o n j u n t o  como E  um a l g o r i t m o  de  r e  

a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  com um nhnero f i x o  m = 3 d e  g rupos ,  p o s s i v e l m e n t e  a  s o  - 
l u ç ã o  s e r i a :  

P3 = I g l J  g2}, Ig3, g4, g  1,  { p o n t o  i s o l a d o } .  
5 

A r f g o r ,  e s t a  s a l u ç ã o  c o r r e s p o n d e  a  uma p a r t i ç ã o  s i g n i f i c a t i v a  de  

E em d o i s  g r u p o s  e  não em t r ês ,  uma vez  que e s t e  ponto  i s o l a d o  pode c o r  - 

r e s p o n d e r  a  uma exceçâo  não s i g n i f i c a t i v a  ou mesmo a  um e r r o  de  medição. 

A s s i m ,  p e r m i t i n d o - s e ,  d e  uma forma s i s t e m á t i c a ,  i n c l u i d a  no a l g o r i t  - 

mo, uma v a r i a ç ã o  no nGmero d e  grupos ,  p o d e r - s e - i a ,  também, o b t e r  uma s o l u -  

r$10 p a r a  m = 4  da forma:  

Agora f o l  o b t i d a  uma p a r t i ç ã o  d e  E ,  s i g n i c a t i v a ,  e m  t r ê s  gruposlsem 



c o n s i d e r a r  o p o n t o  i ç o l a d o l .  

Por  o u t r o  l a d o ,  pode ser que h a J a ,  c o m  já s e  comentou no C a p í b u l o  

a n t e r i o r ,  ma3s d e  um n f v e l  de  agregação s i g n i f i c a t i v o  em E .  No exemplo d a  

F i g u r a  IV.21-, c a s o  não s e  c o n s i d e r e  o pon to  i s o l a d o ,  o s  g r u p o s  g  
3' g4 e 8 5  

poderiam s e r  ag rupados  p a r a  s e  f o r m a r  uma t i p o l o g i a  s i g n i f i c a t i v a  com t r ê s  

grupamentos,  como s e  comentou no p a r â g r a f o  a n t e r i o r .  P o r  o u t r o  l a d o ,  um 

e s f o r ç o  no s e n t i d o  d e  s e  c r i a r  q u a t r o  ou s e i s  g rupos  [sem c o n s i d e r a r  o  pon - 
t o  t s o l a d o l  f r T a  g e r a r  g r u p o s  mal d e f i n i d o s .  

O s  mêtodos a serem d i s c u t i d o s  a  s e g u i r ,  também a p r e s e n t a d o s  em AN - 
DERBERG~, fo ram d e s e n v o l v i d o s  p a r a  t r a t a r  e s s e s  problemas.  E s s e s  métodos. 

como s e  ver; a d i a n t e ,  dependem c r i t i c a m e n t e  do v a l o r  d e  c e r t o s  p a r â m e t r o s  

de  c o n t r o l e  c u j a  determinamão é f e i t a  a t r a v e s  de  t e n t a t i v a  e '  e r r o ,  o  . que 

p r e j u d i c a . s e n s l v e l m e n t e  s u a  u t i l i z a ç ã o  p r a t i c a .  P e l a  s u a  p r ó p r i a  n a t u r e  - 

z a ,  s ã o  métodos que  exigem grande  e s f o r ç o  computac iona l .  No e n t a n t o ,  uma 

a p r e s e n t a ç ã o  s u c i n t a  d e s s a s  t ê c n i c a s  i l u s t r a  v á r i o s  a s p e c t o s  t e ó r i c o s  i n t e  - 

r e s s a n t e s ,  como s e  ver: a s e g u i r .  

O p r i m e i r o  d e s s e s  mêtodos  deve-se  a  M A C Q U E E N ' ~  e  c o n s i s t e  numa va - 
r i a n t e  da t ê c n i c a  K-Mêdias, v l s t a  no i t e m  a n t e r i o r .  0 s  p a s s o s  do a l g o r i t  - 
mo s ã o  como s e  s e g u e :  

Passo O :  

Passo  1: 

Passo 2:  

Passo  3: 

E s c o l h a  v a l o r e s  p a r a  o s  t r ê s  paramet ros  M [número i n i c i a l  

d e  g r u p o s l ,  A Ipa râmet ro  de  aglomeração)  e  R [ p a r a m e t r o  de  

r e f i n a m e n t o ]  

Tome o s  M p r i m e i r o s  e lementos  de  E como sementes  de  M g r u  - 
pos  i n i c i a i s  

C a l c u l e  a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  e s s a s  M p r i m e i r a s  sementes .  

S e  a  menor d i s t â n c i a  e n t r e  duas  sementes  f o r  i g u a l  ou i n f e  - 
r i o r  a A ,  r euna  e s s a s  d u a s  sementes  em um s ó  grupo,  c a l c u -  

l a n d o  a s  c e n t r õ i d e s  do grupo r e s u l t a n t e .  R e c a l c u l e  a s  d i s  - 

t â n c i a s  e n t r e  e s s a  nova c e n t r ó i d e  e  a s  demais sementes .  Re - 
p i t a  e s s e  procedimento  a t é  que a  menor d i s t â n c i a  e n t r e  s e  - 
mentes  Cou cen t rÔides1  s e j a  s u p e r i o r  a  A 

Ex i s t em a i n d a  In-M1 e lementos  não agrupados .  R e p i t a  e n t ã o  

Cn-MI v e z e s  o  s e g u i n t e  procedimento:  

- e s c o l h a  um e lemento  não agrupado;  

- s e  a  d i s t â n c i a  d e s s e  e lemento  5 c e n t r ó i d e  mais pr6xima 

f o r  i g u a l  ou s u p e r i o r  a o  parâmetro  de  r e f i n a m e n t o  R, t o  - 
me e s s e  e lemento  em q u e s t ã o  como semente  d e  um novo g r z  

po; 



- s e  a  d t s t â n c i a  do e lemento  c e n t r õ i d e  mais próxima f o r  

i n f e r i o r  a  R ,  a l o q u e  o  e l e m e n t o  a o  grupo a s s o c i a d o  a  es - 
s a  c e n t r 6 i d e .  A t u a l i z e  a  c e n t r õ i d e  do novo grupo forma - 
do e  c a l c u l e  a d i s t â n c i a  d e s s a  nova c e n t r ó i d e  5s c e n t r ó i  - 

d e s  d o s  demais  g rupos .  S e  a g o r a  a  menor d e s s a s  d i s t â n  - 
tias f o r  i g u a l  ou i n f e r i o r  a  A (pa râmet ro  de  agrupamen - 
t o ] ,  r euna  o s  d o i s  g rupos  e  r e p i t a  e s s e  procedimento  a t é  

que a  menor distância e n t r e  c e n t r ó i d e s  s e j a  s u p e r i o r  a  A 

Passo  4 :  Após a  a l o c a ç ã o  d e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s ,  tome a s  c e n t r ó i d e s  

e x i s t e n t e s ,  se jam q u a n t a s  forem,  como pon tos  sementes  f i  - 
x a s  e  r e a l o q u e  cada  e lemento  a o  pon to  semente mais p r ó x i  - 

mo. 

Como s e  n o t a ,  o s  P a s s o s  1, 2 e  3 geram uma p a r t i ç ã o  i n i c i a l  em que 

a s  c e n t r 8 i d e s  d o s  g r u p o s  possuem e n t r e  s i  uma d i s t â n c i a  s u p e r i o r  a  A ( e s s e  

f a t o  6 g a r a n t i d o  p e l o  Ült imo proced imento  do P a s s o  33. Permi t indo-se  que 

g r u p o s  com c e n t r ô i d e s  proximas C d i ç t a n c i a s  i n f e r i o r  a  A )  sejam r e u n i d o s ,  e  - 
v i t a - s e  que s e  c r i e  d i s t i n ç Õ e s  f i n a s  que d iv idam a r t i f i c i a l m e n t e  o s  gr; 

p o s ,  Cr iando-se  novos g r u p o s  quando a s  d i s t â n c i a s  s ã o  e l e v a d a s  f s u p e r i o r  

a  R I ,  p r o c u r a - s e  a  i d e n t i f i c a ç ã o  d e  novos g r u p o s  a i n d a  não d e t e c t a d o s  e  d e  

p o n t o s  I s o l a d o s .  No e n t a n t o ,  A N D E R B E R G ~  comenta que,  além da obse rvação  

d e  que R > A ,  não 6 dispon ive l -  nenhuma o u t r a  r e g r a  p r á t i c a  p a r a  a  d e t e r m i n a  - 

ção d e s s e s  p a r â m e t r o s ,  a  não s e r  que e l e s  podem s e r  d e f i n i d o s  como f r a ç õ e s  

da  d f s p e r s ã o  do  c o n j u n t o  E. 

O Passo  4 do a l g a r i t m o  c o n s i s t e  a p e n a s  numa i t e r a ç ã o  de  melhor ia  d a  

função  o b j e t i v o ,  em t e r m o s  de  soma d o s  quadrados  d e n t r o  dos  g rupos ,  t a l  co  - 
mo e f e t u a d o  no a l g o r i t m o  K-Médias ( a p r e s e n t a d o  no i t e m  V.3). Esse  P a s s o  4 

assume g r a n d e  i m p o r t â n c i a  no a l g o r i t m o  em v i r t u d e  do f a t o  de  que a q u i ,  nos  

P a s s o s  1, 2 e  3, a  exemplo do que  o c o r r e  no K-Médias, o  r e s u l t a d o  depende 

da ordem dos  e l e m e n t o s  e l J  e 2 ,  ..., e n ,  no c o n j u n t o  E .  

F ina lmente ,  c a b e  a p r e s e n t a r  tambêm a  t é c n i c a  IÇODATA ( I t e r a t i v e  

S e l f  - 0 r g a n i z i n g . D a t a  A n a l y ç i s  T e c h n i q u e ) .  O mêtodo f o i ~ d e s e n v o l v i d o  no 

S t a n f o r d  Resea rch  I n s t i t u t e  e  s u a  a p r e s e n t a ç s o  mais conhecida  f o i  e f e t u a  
'1 - 

da p o r  BALL e  H A L L ~  . Exis tem,  no e n t a n t o ,  v a r i a s  v e r s õ e s  do método. AN 
1 

- 
D E R B E R G ~  , p o r  exemplo, a p r e s e n t a  uma v e r s ã o  com o i t o  pa râmet ros  de  con - 

10  t r o l e .  Nes te  t r a b a l h o  o p t o u - s e  p e l a  v e r s ã o  i n d i c a d a  p o r  DURAN e  ODELL , 

que ê 6em m a i s  s i m p l e s .  

P!essa v e r s ã o ,  o s  p a s s o s  do  a l g o r i t m o  s ã o  o s  s e g u i n t e s :  

Passo  O :  Gere uma p a r t i ç ã o  i n i c i a l  em m g rupos  se lec ionando  a l e a t o  - 



a; 

r i a m e n t e  rn e l ementos  como p o n t o s  çemente e  a ' locando o s  

I n  - m3 e l e m e n t o s  r e s t a n t e s  a o  pon to  semente  mais  próximo 

P a s s o  1: C a l c u l e  a s  d i s t â n c i a s  médias  q u a d r á t i c a s  ( v e r  i t e m  IV.2.61 
I 

e n t r e  o s  m g rupos  formados  no p a s s o  a n t e r i o r .  Combine o s  

g r u p o s  que  t i v e r e m  e n t r e  s i  uma d i s t â n c i a  média q u a d r á t i c a  

i n f e r i o r  a  R.  

P a s s o  2 :  D i v i d a ,  p o r  um método q u a l q u e r ,  em d o i s  grupamentos ,  o  s 
2 

g r u p o s  onde a v a r i â n c i a  s de  q u a l q u e r  v a r i á v e l  f o r  supe  - 

r i o r  a  um v a l o r  l i m i t e  v .  A s s i m  a  v a r i â n c i a  i n t e r n a  Ç 

[ v e r  i t e m  11.4.23 é l i m i t a d a  s u p e r i o r m e n t e :  

P a s s o  3 :  R e p i t a  o s  P a s s o s  1 e  2  a t é  que a  c o n v e r g ê n c i a  s e j a  o b t i d a ,  

ou-se ja ,  uma r e p e t i ç ã o  d o s  P a s s o s  1 e  2  não muda a  c o n f i g u  - 
' 

r a ç ã o  dos  g rupos .  

Como s e  n o t a ,  e s s e  a l g o r i t m o ,  a  p a r t i r  d e  uma c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  

q u a l q u e r ,  p r o c u r a  c r i a r  g rupos  c u j a  d i s p e r s ã o  s e j a  c o n t r o l a d a  p e l o  u s u á r i o  

[ a  v a r i â n c i a  i n t e r n a  é l i m i t a d a  em pv1, e v i t a n d o  a  formação d e  g rupos  mal 

d e f i n i d o s  p e l a  u n i ã o  d a q u e l e s  c o n s i d e r a d o s  próximos (que possuam e n t r e  s i  

uma d i s t â n c i a  i n f e r i o r  a  R I .  

Esse  a l g o r i t m o  a p r e s e n t a  a  desvantagem d e  poder  c i c l a r :  s e  R f o r  
2  

bem i n f e r i o r  a  pv e ,  p o r  consequênc ia ,  a  S . e n t ã o  6 p o s s i v e l  que d o i s  g r u  - 

pos  f iquem sempre sendo  r e u n i d o s  e  s e p a r a d o s  nos  P a s s o s  1 e  2 .  

D Teorema ( I V . 3 1 ,  que  p e r m i t i u  e s s a  obse rvaçãp  s o b r e  c i c l a g e m ,  tam - 

bém i n d i c a  que  não há s o l u ç ã o  p a r a  c o n t o r n a r  d e f i n i t i v a m e n t e  o  problema.  O 

Teorema in fo rma  que ,  no c a s o  de  d i s t â n c i a  média q u a d r á t i c a ,  a o  s e  r e u n i r  

d o i s  g rupos  g  I e  gJ p a r a  formar  um grupo  g  tem-se:  
L' 

pu s e j a ,  

A s s i m ,  t e r - s e - i a  que  o s  p a r ã m e t r o s  d e  c o n t r o l e  dever iam g u a r d a r  a  

r e l a ç ã o  : 

O parârnet ro  a depende dos  tamanhos n  e  n dos  g rupos ,  que  não e  
I J 

conhecido a  p r i o r i .  A s s i m ,  nada mais s e  pode f a z e r  senão tomar  R b a s t a n t e  



I n f e r i o r  a pv e  c o n t r o l a r  o  n d m e r ~  d e  i t e r a ç o e s  do m é t o d ~ ,  p a r a  e v i t a r ,  

mesmo n e s s e  c a s o .  o s  e f e i t o s  da  c i c l a g e m  e  p e r m i t i r  a  pa rada  do a l g o r i t m o .  
f 

Em v E s t a  do e x p o s t o ,  f i c a  b a s t a n t e  e v i d e n t e  a  ex t rema  e f i c i ê n c i a  

computacfonal  dos  mdtodas d e  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a . c o m  número f i x o  d e  g r l  

pos.  Sempre que s e  puder  a b r i r  mão d a  n e c e s s i d a d e  d e  uma s o l u ç ã o  Ótima, 

deve-se  o p t a r  p o r  um dos  m&odos d e s s e  t i p o ,  que s ã o ,  d e n t r e  o s  a p r e s e n t a -  

d o s  n e s t e  t r a b a l h o ,  o s  mals  r á p i d o s ,  

0 s  mêtodas  com n h e r o  v a r i á v e l  d e  grupos ,  como s e  v i u ,  a p e s a r  d e  s e  - 
rem t e o r i c a m e n t e  I n t e r e s s a n t e s ,  a p r e s e n t a m  i n h n e r a s  d i f i c u l d a d e s  p r á t i c a s  

para a sua i m p l e m e n t a ç ~ o ,  o que não impede que o  metodo ISODATA, p o r  exem- 

p l o ,  s e j a  c i t a d o  na l i t e r a t u r a  a  r e s p e i t o  como b a s t a n t e  p o p u l a r  [ v e r ,  p. 

ex . ,  DURAN e ODELL I . 
Fina lmente  e  complementando a  d i s c u s s ã o  que vem sendo  e f e t u a d a  a t é  

aquf s o b r e  o  ncmero d e  g r u p o s  a serem a d o t a d o s  n a s  so luçÕes  f i n a i s ,  c a b e  
1 

mencionar a  s e g u i n t e  t ê c n i c a ,  também c i t a d a  em ANDERBERG . que p r o c u r a  e x  - 

piorar a  e f i c i é n c i a  computac iona l  d o s  métodos r e a l o c a t i v o s  com m f i x o ,  s u a  

vantagem s o b r e  o s  métodos h i e r a r q u i z a d o s  no que s e  r e f e r e  5 r e d i s t r i b u i ç ã o  

d e  e lementos  nos  g rupos  e  a  n e c e s s i d a d e  d e  uma a v a l i a ç ã o  d o s  n i v e i s  s i g n i -  

Passo  1: 

Passo  2: 

Comece com uma p a r t i ç ã o  q u a l q u e r  i n i c i a l ,  e m  um número m 

d e  g rupos  

U t i l i z e  um a l g o r i t m o  q u a l q u e r  de  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  com 

numero f i x o  d e  g r u p o s ,  p a r a  d e t e r m i n a r  uma p a r t i ç ã o  d e  E 

em m g rupos  (no  c a s o  de  u t i l i z a ç ã o  d e  um a l g a r i t m o  i t e r a t i  - 

vo, d e f i n a  um número máximo de  i t e r a ç õ e s  e n t r e  2 e  5 ,  t e n  - 

do em v i s t a  que,  como f o i  v i s t o  no i t e m  V . l ,  é n e s s a s  i t e  - 
r a ç õ e s  I n i c i a i s  que a s  ma iores  m e l h o r i a s  na f u n ç ã o  o b j e t i -  

vo  c o s t  umam o c o r r e r 1  

Faça m = m - 1. S e  m agora  f o r  i g u a l  a  um l i m i t e  i n f  e  - 
r i o r ,  p a r e .  s e n ã o ,  c a l c u l e  a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  o s  [m + 1 1  

g rupos  e x i s t e n t e s ,  una em um s ó  grupo o s  d o i s  grupamentos  

mais  prôxlmos e  vá p a r a  o  Passo  1. 

A da  função  o b j e t i v o ,  n a s  soluqÕes p a r a  o s  d i v e r s o s  v a l o r e s  

d e  m, pode i n d i c a r  a s  p a r t i ç õ e s  mais  s i g n i f i c a t i v a s ,  d e  uma forma semelhan - 
t e  a o  i n d i c a d o  no i t e m  TV.3, p a r a  o s  métodos h i e r a r q u i z a d o s .  



D e n t r e  o s  modelos c i t a d o s  no i t e m  111.4  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do  p r o  

blema d e  a n á l i s e  d e  grupamento,  foram s e l e c i o n a d o s  p a r a  a p r e s e n t a ç ã o  n e s t e  
4 1 t r a b a l h o ,  d o i s  modelos d e  programação i n t e i r a  p r o p o s t o s  p o r  V I N O D  . T a l  

e s c o l h a  s e  deve  a o  f a t o  d e  que,  a p e s a r  d a  s o l u ç ã o  v i a  programação i n t e i r a  

d e s s e s  modelos não s e r  em g e r a l  v i á v e l ,  t e n d o  em v i s t a  o  e x c e s s i v o  tempo 

d e  processamento  que  o s  métodos d e  programação i n t e i r a  costumam e x i g i r ,  é 

p o s s í v e l ,  p a r a  o s  d o i s  modelos,  como se v e r á  a d i a n t e ,  o b t e r  uma s o l u q ã o  

Ótima d e  forma e f i c i e n t e  a t r a v é s  d e  o u t r a s  t é c n i c a s  d e  programação matemá - 
t i c a .  

O p r i m e i r o  dos  modelos d e  Vinod, a q u i  denominado " P r i m e i r o  Modelo 

d e  Vinod", a p r e s e n t a ,  como a p o n t a  a q u e l e  a u t o r ,  uma profunda r e l a ç ã o  com 

problemas d e  l o c a l i z a ç ã o  ( e s s e  a s p e c t o  s e r á  abordado no i t e m  VI.61. P a r a  
2 9 

e s s e  modelo, MULVEY e CROWDER propuseram um método que, a  p a r t i r  d e  o t i  - 

mização p o r  s u b g r a d i e n t e s ,  pode f o r n e c e r  d e  forma e f i c i e n t e  uma s o l u ç ã o  

Ótima p a r a  o  problema. 

O a q u i  denominado "Segundo Modelo d e  Vinod" s e r á  a p r e s e n t a d o  no 

i t e m  VI.3,  a p e n a s  em s u a  v e r s ã o  u n i v a r i a d a  ( p = l 1 .  P a r a  e s s e  c a s o  u n i v a r i a  - 
do, R A C I ~ ~  f o r n e c e u  um a l g o r i t m o  d e  programação dinâmica  que p e r m i t e  uma s o  - 

l u ç ã o  e f i c i e n t e  p a r a  o  problema. Embora V I N O D ~ ~  também a p r e s e n t e  p a r a  e s  - 
s e  modelo uma v e r s ã o  m u l t i v a r i a d a ,  a  opção p e l o  c a s o  u n i v a r i a d o  s e  d e v e  a  

que,  p e l o  menos a o  conhecimento  do a u t o r ,  não é d i s p o n í v e l ,  p a r a  p - > l ,  um 

método e f i c i e n t e  p a r a  a  ob tenção  d e  s o l u ç ã o  Ótima p a r a  o  "Segundo Modelode 

Vinod" . 

VI.2 - PRIMEIRO MODELO DE VINOD ' 

De acordo  com e s s e  modelo, o  problema d e  a n á l i s e  d e  grupamento po - 

d e  s e r  formulado como s e  s e g u e :  

S u j e i t o a  y2:  = 1 , i ~ 1  
j EJ J-J 



onde , 

I = c o n j u n t o  dos  n  e lementos ;  

J = c o n j u n t o  d e  medianas  e l e g i v e i s  (usua lmente  J = I ) ;  

d i j  
= d i s t â n c i a  e n t r e  o s  e l ementos  e  e  e  . 

i j' 

1 s e  e  é a l o c a d o  a o  g rupo  que tem e  como mediana 
'i j 

= i j 
O em c a s o  c o n t r á r i o  ; 

1 s e  e  é mediana 

'j j 
= { j 

O em c a s o  c o n t r á r i o ;  e  

m = número d e  g r u p o s .  

Deve-se n o t a r  que :  

- a  função  o b j e t i v o  a  s e r  minimizada é a  d i s p e r s ã o  v i a  me - 

d i a n a  d e  grupo,  a p r e s e n t a d a  no i t e m  11 .4 .4 ;  

- o  o b j e t i v o  do modelo é s e l e c i o n a r  m medianas ( c e n t r o s  

d e  g r u p o )  d e n t r e  a s  p o s s i v e i s ,  a l o c a n d o  o s  demais  e l e  - 

mentos a o s  g rupos  r e p r e s e n t a d o s  por  e s s a s  medianas,  d e  

forma a  que a  soma .das  d i s t â n c i a s  d o s  e lementos  a o s  r e s  - 

p e c t i v o s  c e n t r o s  d e  g rupo  s e j a  mínima; 

- a  r e s t r i ç ã o  IVI.2.21 g a r a n t e  que cada  e lemento  s ó  pode - 

r á  s e r  a l o c a d o  a  um grupo;  

- a  r e s t r i ç ã o  (VI.2.31 impõe que o  número d e  g rupos  s e j a  

i g u a l  a  m;  e  

- a  r e s t r i ç ã o  (VI.2.41 i n d i c a  que o  e lemento  e. s ó  pode 
i - 

r á  s e r  a l o c a d o  ao grupo r e p r e s e n t a d o  por  e  s e  e  f o r  
j j 

mediana.  



R e s t a  m o s t r a r  que  s e  y  = 1 na s o l u ç ã o  ó t i m a  do problema, e . r e a l  
j 3 J - 

é mediana.  I s s o  pode s e r  v i s t o  a t r a v é s  da função  o b j e t i v o  (VI.2.11 . S e j a  
- 

g j  
- ei I yil = 1 1 . Note-se  q u e  e . ~ g  . Supondo, p o r  a b s u r d o  , que a  media 

J j - 
na do g rupo  f o s s e  e e não e 

k E g j  j ' t e r - s e - i a  

A s s i m ,  f a z e n d o  y  - 
kk 

- 1 e  y j j  = O s e r i a  p o s s i v e l  o b t e r - s e  uma m e l h o r i a  na 

função o b j e t i v o , e  y =1 não c o r r e s p o n d e r i a  a  uma s o l u ç ã o  ó t ima .  Como a  s o  
j j - 

l u ç ã o  é ó t i m a ,  não e x i s t e  e ~g  que  p e r m i t a  t a l  m e l h o r i a  e  a s s i m  e  é a  
k j j 

mediana d e  g . 
j 

E s s e  p r i m e i r o  modelo d e  Vinod cor responde  a  um problema d e  p ro -  
2 

gramação l i n e a r  i n t e i r a ,  com n v a r i á v e i s  b i n á r i a s ,  o  que r e s t r i n g e  s u a  a -  

p l i c a ç ã o  a  p rob lemas  d e  p o r t e  m u i t o  r e d u z i d o .  No e n t a n t o ,  como s e  v e r á  no 

i t e m  VI.5,  é p o s s i v e l ,  a  p a r t i r  do problema d u a l  Lagrangiano,  o b t e r - s e  p z  

r a  e s t e  modelo d e  Vinod uma s o l u ç ã o  e f i c i e n t e  v i a  o t i m i z a ç ã o  p o r  s u b g r a  - 
29 

d i e n t e s ,  na forma p r o p o s t a  p o r  MULVEY e  CROWDER . 

V I . 3  - SEGUNDO MODELO DE V I N O D  - CASO U N I V A R I A D O  

S e j a  X = {x ,  . . . . x n )  , x ~ E R ,  O c o n j u n t o  d e  medidas a s s o c i a d a s  

a  um c o n j u n t o  E  = ( e  . . . . e  ) d e  n e l ementos ,  t e n d o - s e  como o b j e t i v o  
1' n  

o b t e r  uma p a r t i ç ã o  d e  E em m g r u p o s  que minimize a  soma dos  quadrados  den 

t r o  do grupo W [ v e r  i t e m  11 .4 .11 :  

Como X . E R  , tem-se  
1 



O segundo modelo d e  Vinod - c a s o  u n i v a r i a d o ,  p rocura  r e s o l v e r  e s  - 
s e  problema u t i l i z a n d o  a  p r o p r i e d a d e  da c a d e i a  - c a s o  u n i v a r i a d o  [ v e r ,  p. 

10 
e x . ,  V T N O D ~ ' ,  R A O ~ ~  ou OURAN e  ODELL I .  No e n t a n t o ,  p a r a  que s e  p o s s a  e-  

n u n c i a r  a  p r o p r i e d a d e ,  f a z - s e  n e c e s s á r i a  uma r e d e f i n i ç ã o  do problema. 

S e j a  Z = { z .  ... , z  1 o  c o n j u n t o  r e s u l t a n t e  da o rdenação ,  em o r  
1' n - 

dem c r e s c e n t e ,  do c o n j u n t o  X, i s t o  é, Z. é t a l  que:  

S e j a  também E'  = {e;.  . , e '  1 O c o n j u n t o  d e  e l e m e n t o s  a s s o c i a  
n  - 

d o s  a  Z,  r e s u l t a n t e  da  r e o r d e n a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  i n i c i a l  E ;  

A p r o p r i e d a d e  d a  c a d e i a  pode e n t ã o  s e r  enunc iada  da s e g u i n t e  f o r  - 
ma: " s e  e '  p e r t e n c e ,  na s o l u ç ã o  Ótima d e  um problema d e  a n á l i s e  d e  g rupa  

i - 
mente u n i v a r i a d o  [ p = l  I ,  a o  g rupo  g  do q u a l  e !  é o  p r i m e i r o  e lemento  , k' J 
e n t ã o  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  e ' ,  r = I j + l l ,  ... . [ i - 1 1 ,  também per tencem a  

r 

gk I ' .  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  p r o p r i e d a d e  em q u e s t ã o  a f i r m a  que,  na s o l u  - 
Ótima, s e  e !  e  e '  pe r t encem a o  mesmo grupo,  t o d a  a c a d e i a  d e  elemen 

J i - 
t o s  e n t r e  e '  e  e '  , ou s e j a ,  t a i s  que  

j i 

também p e r t e n c e  ao g rupo :  não e x i s t e m  "buracos"  na c a d e i a .  

Uma d i s c u s s ã o  d e t a l h a d a  da  p r o p r i e d a d e  da  c a d e i a  é a p r e s e n t a d a  em 

V I N O D ~ ~ .  08  uma mane i ra  g e r a l ,  a  j u s t i f i c a t i v a  p a r a  a  v a l i d a d e  d a  r e g r a  s e  

b a s e i a  em que,  s e  a  c a d e i a  não e s t i v e s s e  p r e e n c h i d a ,  i s t o  é, s e  n e l a  houves - 

s e  "buracos" ,  sempre s e  p o d e r i a  f o r m a r  g r u p o s  mais  homogêneos, com menor s o  - 

ma dos  quadrados  

r e s t a b e l e c e s s e  a  

d e n t r o  d o s  g r u p o s ,  a t r a v é s  d e  uma t r o c a  d e  

c a d e i a .  Como exemplo, s e j a  o  c a s o  a b a i x o :  

É e v i d e n t e  que ,  a o  s e  c o l o c a r  e '  no seu  p r ó p r i o  
i 

formando-se o s  g r u p o s  

e lementos  q u e  

... 1 ... 

l u g a r  na cade ia ,  



o b t e r - s e - i a  uma m e l h o r i a  na soma d o s  q u a d r a d o s  d e n t r o  d o s  g rupos ,  uma vez  

que,  p o r  c o n s t r u ç ã o ,  z < z i - i+l ' 

A p a r t i r  da  r e g r a  da  c a d e i a ,  v e r i f i c a - s e  e n t ã o  q u e  e n c o n t r a r  uma 
I 

p a r t i ç á o  d e  E '  (ou ,  e v i d e n t e m e n t e ,  d e  E] que  minimize  a  soma d o s  quadra-  

d o s  d e n t r o  d o s  g r u p o s ,  s i g n i f i c a  d e t e r m i n a r  uma s o l u ç ã o  P* , m 

P* = {e;. e; ,... 1 ... {e;. ..., e;] ... I .... e '  1 , m n  

que  minimize  ( v e r  equação  ( V I . 3 . 1 1 1  : 

S e j a ,  p o r  o u t r o  l ado .  o  g rupo  g k  t a l  que  

O e lemento  e '  , p r i m e i r o  e lemento  d e  g  é d i t o  o  l i d e r  do grupo g A l é m  
j kJ k '  

d i s s o ,  W k .  a  

c u r s i v a m e n t e  

ao  s e  unirem 

soma d o s  quadrados  d e n t r o  d e s s e  grupo,  pode s e r  c a l c u l a d a  r e  - 

a  p a r t i r  do teorema I I V . 1 )  da  s e ç ã o  IV.2.5,  que  informa que,  

d o i s  g r u p o s  g  I e  gJ p a r a  s e  f o r m a r  um g rupo  g tem-se 
L '  

L 
onde dIJ c o r r e s p o n d e  a o  quadrado da d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  e n t r e  a s  c e n t r ó i  - 

d e s  [médias )  d e  g  I e g J .  
A p a r t i r  d e s s e  t eo rema ,  pode-se  c a l c u l a r  r e c u r s i v a m s n t e  W a s o  

k J  - 
ma d o s  q u a d r a d o s  d e n t r o  d e  um grupo g d a  s e g u i n t e  forma: k J  
s e j a  gk = {e;, e! . e  } Tome-se i n i c i a l m e n t e  o  grupo {e!}  . A s o  

~ + 1 '  i J  - 
ma dos  q u a d r a d o s  d e n t r o  d e s s e  grupo composto apenas  por  um e lemento  ev iden  - 

t emente  é n u l a .  

Ao s e  f o r m a r  o  g rupo  { e '  e '  1 . tem-se,  em termos da equação 
j' j+ l  

(VI.3.21:  



~orkando-se o grupo {e' e' 
3' 

e ' 
j+lJ j+2 1 tem-se 

gJ = {e' I ; n = 1  ; W J = O  
j +2 J 

No caso geral, seja A W ~  o acréscimo e m W  devido à inclusão 
j k 

do elemento e' no grupo g = C e' . . . . e' . Em termos da equaqão 
r k j ' r-1 

(VI.3.21 ter-se-ia: 

gI = {e' ..., e' 1 ; n = r - j  ; W =  
I 

L 
j' 

- 2 
r- 1 I e!€gI (zi - zI1 

1 

J 
= {e' 1 ; n = 1  

J 
; WJ = O  

r 

e, finalmente, 
r-1 

r- j wL = WI + A wr = WI+ IZ - - 
j Ir-jl+l r 

z l 2  IVI.3.31 
r-j s=j q 

Assim, o cãlculo de W se resume em utilizar a equação IVI.3.31 
k 

para afirmar que, para o grupo g 
k 

= C e ,  . . . . e' 1 , tem-se: 
i 

VI.3.2 - DESCRIÇÃO DO M O D E L O  

i 
Como, a partir da equação IVI.3.31, o acr6scimo A W  , na soma 

j 
dos quadrados dentro dos grupos W, ao se incluir o elemento e' ao grupo 

i 
{e'j, . e I .  é dado por: 

i-1 i-1 

ew! = 
i -  j z12 , IVI.3.51 (zi - - 
ti-j1+1 i-j q=j s 



tem-se e n t ã o  o  segundo modelo d e  Vinod - c a s o  u n i v a r i a d o :  

Minirnizar 2 A W: yi j  IVI.3.6) 
j s J  isI 

i > j  

S u j e i t o  a  y i j  = 1 
j e J  

(VI .  3.10) 

pnde 

I = Conjun to  dos  n  e lementos  

J = Conjun to  d o s  l i d e r e s  d e  g rupo  e l e g í v e i s  I J = I  1 

A = dado p e l a  equapão ( V I .  3.51 
j 

1 s e  e '  p e r t e n c e  ao grupo l i d e r a d o  p o r  e '  
i 

y i j =  i j 
O em c a s o  c o n t r á r i o  

= i j 
'j j O em c a s o  c o n t r á r i o  

m = número d e  g r u p o s .  

Deve-se e n f a t i z a r  e n t ã o .  q u e :  

- a  função  o b j e t i v o  a  s e r  minimizada é a  soma dos quadrados  den  - 
i 

t r o  d o s  g r u p o s  W, d e f i n i d a  no i t e m  11 .4 .1 ,  onde AW; r e p r e s e n t a  
. J  

o  a c r é s c i m o  e m  W a o  s e  u n i r  e '  a o  grupo { e '  . . . , e  1 , ou 
k i . j' i- 1 



s e j a ,  t u d o  s e  p a s s a  como s e  a s  somas d o s  quadrados  d e n t r o  d o s  

g r u p o s  gk.  i s t o  é, W k ,  f o s s e m  c a l c u l a d a s  r e c u r s i v a m e n t e ;  

- o o b j e t i v o  do modelo é s e l e c i o n a r  rn l í d e r e s  de  grupo ( o  q u e  , 

t e n d o  em v i s t a  a  p r o p r i e d a d e  d a  c a d e i a ,  d e t e r m i n a  a u t o m a t i c a -  

mente  a  p a r t i ç ã o  d e  E '  em n  g rupos1  d e  forma a  min imiza r  a  s o  - 

ma d o s  quadrados  d e n t r o  d o s  g r u p o s ;  

- a  r e s t r i ç ã o ' I V I . 3 . 7 1  g a r a n t e  que  cada  e lemento  s ó  poderá  s e r  

a l o c a d o  a  um grupo;  

- a  r e s t r i ç ã o  IVI.3.81 impõe a  formação d e  m grupos;  

- a s  r e s t r i ç õ e s  (VI.3.91 e  IVI.3.101 correspondem à p r o p r i e d a d e  

d a  c a d e i a .  O que  a s  r e s t r i ç õ e s  impõem é que y  s ó  pode s e r  
i j  

i g u a l  a  1 s e  i L j  e  - - 
. . a  

'jj - ' j+lDj  - = 'i-1,j = 1. 

VI.4 - METODO DE MULVEY E C R O W D E R ~ ~  

V I .  4  .'1 - INTRODUÇÃO 

O p r i m e i r o  modelo d e  Vinod I v e r  i t e m  VI.21 é d e s c r i t o  como: 

Problema V 1  : Minimizar d i j  y i j  
~ E I  j & J  

S u j e i t o  a  



E s s e  problema pode ser r e e s c r i t o  da  forma:  

Problema. PV : Minimizar  2 di j  y i j  
~ E I  jÉJ 

C S u j e i t o a  1 -  
j E J  'ij 

= O i ~ 1  (PV.21 

'ij 
E C ,  sendo  o  c o n j u n t o  C d e f i n i d o  p e l a s  r e s -  

t r i ç õ e s  IV1.3) a  I V l . 5 ) .  

5 
O d u a l  Lagrang iano  d e  PV ( v e r  p .ex .  BAZARAA e  SHETTY p a r a  urna 

a p r e s e n t a ç ã o  d e  d u a l i d a d e  Lagrang iana l  pode,  p o r  sua  vez ,  s e r  d e s c r i t o  c o  - 

Problema DV : Maximizar 0  ( u l ,  u . . . ; uni 
2' 

onde B[ul. u ..., u I = min { 
2 ' 

C C di j  Y i j  + 
n  i&I j & J  

A e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  DV e  um problema d e  o t i m i z a ç ã o  por  subgra -  

d i e n t e s  ( p a r a  uma d i s c u s s ã o  d e t a l h a d a  d e  o t i m i z a ç ã o  p o r  s u b g r a d i e n t e s ,  ver,  
18 

p o r  exemplo, HELD, WOLFE e  CROWDER 1 pode s e r  v e r i f i c a d a  ao s e  o b s e r v a r  

que o  c á l c u l o  d e .  Olul ,  u Z J  ..., uni, em DV, é um problema de  programação 

l i n e a r  i n t e i r a  p a r a  o  q u a l  a  s o l u ç ã o  s e  dá em um c o n j u n t o  f i n i t o  de  s o l u -  

ç õ e s  v i á v e i s  ( n o t e - s e  que  o  c á l c u l o  d e  0 I u  ..., u 1 cor responde  a  uma r n i  
1' n - 

nimização f e i t a  n a s  v a r i á v e i s  y c o n s i d e r a n d o - s e  a s  v a r i á v e i s  d u a i s  u 
i j J  i 

como f i x a s ) .  Tomando k como í n d i c e  d e s s a s  s o l u ç 8 e s  [ k = l ,  .... K l ,  DV pode 
, 



ser r e e s c r i t o  como: 

Problema DV : Maximizar O[ul. u 2 ,  ..., uni 
onde  Olul, u ..., u 1 = m i n i z k  + u v k  : h - 1 ,  ..., I<) 

2  ' n i=l i i 

k 
'ij 

=' v a l o r  d e  y na .k-ésirna s o l u ç ã o  v i á v e l .  
i j  

A s s i m ,  DV pode s e r  r e s o l v i d o  p o r  uma t é c n i c a  d e  o t i m i z a ç ã o  p o r  

s u b g r a d i e n t e s ,  t é c n i c a  e s s a  que p r o d u z i r i a  uma s e q u ê n c i a  d e  s o l u ç õ e s  d u a i s  
1 

l u l ,  u2, ..., un1 , ... , lu1, u ..., uni*. que i r i a  c o n v e r g i r  p a r a  uma 2' 
s o l u ç ã o  Ótima l u  . . ., uni* d e  DV. 

P e l o  Teorema F r a c o  da  Dua l idade  [ v e r ,  por  exemplo, BAZARAA e  SHET 
5 

TY I ,  um v a l o r  d e  f u n ç ã o  o b j e t i v o  a s s o c i a d o  a  q u a l q u e r  s o l u ç ã o  do problema 

d u a l  DV é menor q u e  o  v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  l i g a d a  a  q u a l q u e r  s o l u ç ã o  

do problema pr i rnal  PV. A s s i m ,  q u a l q u e r  s o l u ç ã o  d e  DV ( e  p a r t i c u l a r m e n t e  a  

s o l u ç ã o  ó t i m a )  g e r a  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  na 

s o l u ç ã o  Ótima, do problema prirnal  PV. 

No e n t a n t o ,  não há, n e s s e  c a s o ,  q u a l q u e r  g a r a n t i a  d e  que o  v a l o r  

d a s  funçÕes o b j e t i v o  n a s  so luçÕes  Ótimas d e  PV e  DV se jam i g u a i s .  A s  con - 

d i ç õ e s  do Teorerna F o r t e  da  Dual idade,  que  g a r a n t i r i a m  t a l  r e s u l t a d o ,  não 

s ã o  s a t i s f e i t a s :  C não é convexo, uma vez  que  y ~ { 0 , 1  1 . Uma a p r e s e n t a  
i j - 

ç ã o  d e t a l h a d a  do Teorema F o r t e  da Dua l idade  é e f e t u a d a  em BAZARAA e  SHET- 
5 

TY . MULVEY e  C R O W D E R ~ ~ ,  no e n t a n t o ,  informam que e s t u d o s  e m p í r i c o s  l  i n -  
1 8  

c l u s i v e  o  d e  HELD, WOLFE e CROWDER I e v i d e n c i a r a m  que a  u t i l i d a d e  do meto - 
do  s u b g r a d i e n t e  em problemas d e s s e  t i p o  r e s i d e  na r e l a t i v a  proximidade en - 

t r e  o s  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  g e r a d o s  p e l o  método e  a  s o l u ç ã o  Ótima do p r o b l e  - 

ma p r i m a l .  
2  9  

O método p r o p o s t o  por  MULVEY e  CROWDER p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do p r g  

blerna PV c o n s i s t e ,  e s s e n c i a l m e n t e ,  em r e s o l v e r  DV, a  p a r t i r  de  uma t é c n i c a  

d e  o t i m i z a ç ã o  p o r  s u b g r a d i e n t e s ,  u t i l i z a n d o ,  em cada i t e r a ç ã o ,  a s  in fo rma  - 

ç õ e s  da  s o l u ç ã o  d u a l  p a r a  s e  t e n t a r  g e r a r  uma s o l u ç ã o  p r i m a l ,  p a r a  PV, me - 
1 horada.  



A s s i m ,  o  método pode s e r  v i s t o  como uma t é c n i c a  p r i m a l - d u a l ,  que  

g e r a  d'has s e q u ê n c i a s  d e  soluçÕes:  uma c o n v e r g e  p a r a  a  s o l u ç ã o  do problema 

d u a l  e  a  o u t r a ,  que  não converge  n e c e s s a r i a m e n t e ,  s e  c o n s t i t u i  em t e n t a t i  - 
v a s  d e  g e r a ç ã o  d e  so luçÕes  p r i m a i s  me lhoradas .  A p a r t i r  d e s s e  r a c i o c í n i o  

f i c a  e v i d e n t e  que  não há g a r a n t i a  d e  q u e  o  método venha a  g e r a r  sempre a  

s o l u ç ã o  Ótima do problema p r i m a l .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  deve-se  c o n s i d e r a r  também que,  como ind icam MUL - 
2 9  

VEY e  CROWOER : 

- o  método, ge rando  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  a  s o l u ç ã o  Ótima d e  

PV, p e r m i t e  que s e  a v a l i e  a  q u a l i d a d e  d a s  s o l u ç õ e s  o b t i d a s  p o r  

métodos h e u r í s t i c o s  como, p o r  exemplo, o  método d a s  K-Media - 

nas ;  

- o  problema PV é NP-completo, sendo  improvável  que  um a l g o r i t m o  

e x a t o  e f i c i e n t e  venha a  s e r  e n c o n t r a d o ;  e  

- na p r á t i c a ,  ge ra lmente ,  o  método f o r n e c e  a  s o l u ç ã o  Ótima d e  PV 

em um pequeno número d e  i t e r a ç õ e s  [ q u a n t o  a  e s s e  a s p e c t o ,  aque  - 

l e s  a u t o r e s  ind icam que,  em 1 0  problemas d e  d i f e r e n t e s  p o r t e s ,  

s o l u ç õ e s  Ótimas foram o b t i d a s  a t é  um máximo d e  120 i t e r a ç õ e s ) .  

VI .4 .2  

t e s :  

[ i i l  e  

- DESCRIÇÃO DO HÉTODO 

29 
O método d e  MULVEY e  CROWDER s e  compõe bas icamente  d e  t r ê s  p a z  

[ i )  g e r a ç ã o  d e  uma boa s o l u ç ã o  v i á v e l  i n i c i a l ,  v i a  t é c n i c a s  h i e  - 
r a r q u i z a d a s ,  sendo a  s o l u ç ã o  p o s t e r i o r m e n t e  r e f i n a d a  p e l o  mé - 

t o d o  d a s  k-Medianas; 

[ i i l  g e r a ç ã o  d e  uma s o l u ç ã o  d u a l  p a r a  o  problema, v i a  o t i m i z a ç ã o  

p o r  s u b g r a d i e n t e s ;  e  

[ i i i l  g e r a ç ã o  d e  uma so lução  p r i m a l  v i á v e l  melhorada,  a  p a r t i r  de  

i n f o r m a ç õ e s  f o r n e c i d a s  p e l a  s o l u ç ã o  d u a l  ( P e s q u i s a  P r i m a l l .  

A p a r t e  [ i )  s e  c o n s t i t u i  em i n i c i a l i z a ç ã o  do problema. A s  p a r t e s  

[ i i i l  c o n s t i t u e m  o  corpo do método, que  g e r a , d e  forma i t e r a t i v a , l i  - 

m i t e s  i n f e r i o r e s  [ v i a  s o l u ç ã o  d u a l l  e  s u p e r i o r e s  [ v i a  s o l u ç ã o  p r i m a l l ,  t e r  - 

minando-se o  a l g o r i t m o  quando a  d i f e r e n ç a  E e n t r e  o s  l i m i t e s  é a t i n g i d a  



qu quando o número de  i t e r a ç õ e s  a t i n g e  um v a l o r  predeterminado. 

A sequência  de  Limites i n f e r i o r e s ,  como f o i  v i s t o  no item an te -  

r i o r ,  converge para  a  so lução  do problema DV. A sequência  de  so luções  pr i ,  - 
2 9 

mais v i á v e i s '  não converge necessar iamente .  MULVEY e  CROWDER indicam que, 

ca so  s e  d e s e j a s s e ,  s e r i a  p o s s í v e l  imp lan t a r  na Pesquisa  Prima1 uma r o t i n a  

de  programação dinâmica que g a r a n t i r i a  a  obtenção dessa solução prima1 Ó t i  - 

ma. mas que i s s o  é d e s n e c e s s á r i a ,  uma vez que sua expe r i ênc i a  i n d i c a  que 

so luções  a c e i t á v e i s  I E 0 ,01  3 são  gera lmente  o b t i d a s  pe l a  Pesquisa  P r i  - 

mal que s e r á  d e f i n i d a  a d i a n t e .  

O a lgor i tmo pode ser melhor en tendido  a t r a v é s  do fluxograma q u e  

s e  segue: 

( i )  1 
r 

REFINAMENTO DA SOLU$ÃO PRIMAL INICIAL 

' VIA MÉTODO DAS K -  M E D I A N A S  

( i i  

G E R A  FÃO DE UMA SOLUFÃO DUAL 

VIA OTI MIZAFÃO POR SUBGRADIENTES 

F I M  

GE RAÇÃO DE UMA SOLUÇÃO PRIMAL 

I VIA PESQUISA PRIMAL I 

O detalhamento d e s s a s  e t apas  é f e i t o  a  s e g u i r :  



O s  métodos  h i e r a r q u i z a d o s  e  o  método d a s  k-Medianas foram a p r e s e n  - 

t a d o s  d e t a l h a d a m e n t e  nos  C a p í t u l o s  TV e V d e s t e  t r a b a l h o .  

- Solução  Dual:  

~ u a n t o  5 o t i m i z a ç ã o  por  s u b g r a d i e n t e s .  n o t e - s e  que o  problema DV, 

do  i t e m  a n t e r i o r :  

Problema DV : Maximizar €J(u l .  ..., u 1 
n  

onde B ( u l .  ..., u n  ) =  m i n ~  C C d i j y i j +  ~ . ( - ~ ~ ~ ~ + l l :  
i e I  ~ E J  1 

~ E I  j EJ 

pode s e r  r e e s c r i t o  da  forma: 

Problema DV- : Maximizar B(ul ,  . . . . 'n I 

onde @ t u l ,  ..., u n  I =  m i n { z u i + C  Z ( d i j - ~ . ) y i j : y . . ~ c ~ .  1 
1J  i e I  ~ E I  j & J  

MULVEY e  C R O W D E R ~ ~  sugerem que.  p a r a  um dado c o n j u n t o  [ Ü  l , .  . . , Ü n )  

o  c á l c u l o  do mínimo acima pode f a c i l m e n t e  s e r  e f e t u a d o  tomando y  = 1 p z  
j j 

r a  a s  m menores somas d e  c o l u n a s  d e f i n i d a s  no c o n j u n t o  

{ S [ j l  : SLjI  = C min ( d  - Ü 0 )  1 
i j  

id 
i' 

- O nos  demais  c a s o s .  Empates n a s  somas d e  c o l u n a s  poderiam s e r  r e s o l  " 'jj- - 
v i d o s  a r b i t r a r i a m e n t e  ou a t r a v é s  da t é c n i c a  a  s e r  d e s c r i t a  a d i a n t e  p a r a  a  

P e s q u i s a  Pr i rnal .  ~ e s i ~ n a n d b  e n t ã o  o  c o n j u n t o  dos  j p a r a  o s  q u a i s  
j 

= 1 

como L,  d e t e r m i n a - s e  a s  demais v a r i á v e i s  tomando y  = 1 s e  j . c L  e  
i j  

( d i j  - Gil < O  . e  yi j  = O nos demais c a s o s .  I s s o  s i g n i f i c a  e s c o l h e r  m me - 

d i a n a s  d e  a c o r d o  com s e u s  " c u s t o s  r e d u z i d o s "  S ( . )  e  a l o c a r  um e lemento  

a  uma mediana se o c u s t o  a s s o c i a d o  a  e s s a  a l o c a ç ã o  f o r  n e g a t i v o .  N o t e - s e  

q u e  ass im um o b j e t o  pode s e r  a locado  a  a p e n a s  uma mediana, a  v á r i a s  ou a  

nenhuma. 
j P o r  o u t r o  l a d o ,  a  sequênc ia  { ( u l .  . . . . u n )  } é g e r a d a  p e l o  meto - 

do s u b g r a d i e n t e .  



- ~ o l u ç ã o  P r i m a l :  

Quanto 2 s o l u ç ã o  p r ima1  v i á v e l  do problema PV, MULVEY e  CROWDER 
2  9  

sugerem que s e  tome como medianas  - a q u e l a s  d e t e r m i n a d a s  p e l a  s o l u ç ã o  d u a l  , 

i s t o  é, o  c o n j u n t o  L a o  q u a l  e s t ã o  a s s o c i a d o s  o s  m menores v a l o r e s  d e  S(. ) ,  

a t r i b u i n d o - s e  o s  demais  e l e m e n t o s  5 mediana mais  próxima. A s s i m ,  a  s o l u ç ã o  

pr i rnal  v i á v e l  s e r i a  dada p o r :  

Y j j  = { 
0 em c a s o  c o n t r á r i o .  

L 1 se d i j  = m i n '  {dik} , com 
~ E L  'ij 

= 1 
y; = < k&L 

1J  O em c a s o  c o n t r á r i o  

Uma compl icação  n e s s e  p r o c e s s o  pode o c o r r e r  s e  d o i s  e l e m e n t o s , p o r  

exemplo, e  e  e  . e s t i v e r e m  m u i t o  próximos.  Nesse c a s o ,  S [ p )  = S [ q )  , e  
P  9 

o s  d o i s  e l ementos  t e n d e r ã o  a  se r . -  e s c o l h i d o s  como medianas ,  pe r t encendo  , 

a s s i m  a o  c o n j u n t o  L d e  medianas .  P a r a  r e s o l v e r  e s s a  d i f i c u l d a d e ,  um d o s  

e lementos  é e n t ã o  e l i m i n a d o  do c o n j u n t o  L ,  p o r  exemplo, s u b s t i t u i n d o - o  p~  
10 ( m + l  ) -és imo menor e lemento  d e  {SI.)}. E s s e  p r o c e s s o  d e  i d e n t i f i c a ç ã o  

d e  v i z i n h a n ç a  d e  e l e m e n t o s  e  d e  e l i m i n a ç ã o  d a s  v a r i á v e i s  é denominado p o r  

MULVEY e  C R O W D E R ~ ~  d e  'Pesqu i sa  P r i m a l " .  

Quanto a o  p o n t o  d e  v i s t a  d e  e s f o r ç o  computac iona l ,  MULVEY e  CROW 
2  DER'^ indicam que  cada  i t e r a ç ã o  do método r e q u e r  n + mn o p e r a ç õ e s ,  c e r  - 

c a  d e  metade,  no c a s o  d e  problemas m a i o r e s , d a s  operações  r e q u e r i d a s  p a r a  

s e  o b t e r  a  s o l u ç ã o  p o r  um método h i e r a r q u i z a d o  aglomerati 'vo [ c e r c a  de  2n 
2  

o p e r a ç õ e s ) .  A s s i m ,  d e  uma mane i ra  g e r a l ,  d u a s  i t e r a ç Õ e s  do método d e  N u 1  - 

vey e  Crowder s ã o  e q u i v a l e n t e s  à r e s o l u ç ã o  do problema por  um rnétodo h i e -  

r a r q u i z a d o  a g l o m e r a t i v o .  P o r  o u t r o  l a d o ,  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p o r  MULVEY 

e  C R O W D E R ~ ~  ind icam que  o  número t o t a l  d e  i t e r a ç õ e s  de  s e u  método não p g  

r e c e  depender  c r i t i c a m e n t e  d o s  v a l o r e s  d e  m e  n. 

EXEMPLO 

Apl icando o  método.ao exemplo r e s o l v i d o  no i t e m  V.3 . u t i l i z a n d o  

- s e  a  r o t i n a  CLSTROT a p r e s e n t a d a  no ~ p ê n d i c e  2,  a  convergênc ia  f o i  o b t i  - 

da  em s e i s  i t e r a ç õ e s .  O s  r e s u l t a d o s  e s t ã o  a p r e s e n t a d o s  na t a b e l a  a  s e g u i r ,  

onde a  so lução  pr i rnal  d e  i n i c i a l i z a ç ã o  6 a  o b t i d a  p e l o  a l g o r i t m o  K-Mediams: 



TABELA V I . l  - Método de Mulvey e Crowder a p l i c a d o  ao 

exemplo do i t e m  V.3 

I T E R  F O P  F O S  F O D  E ( % I  

onde 

ITER - i t e r a ç ã o ;  

FOP - função o b j e t i v o  associada 5 solução p r ima1 gerada p e l a  Pes - 

q u i s a  Pr ima l ;  

FOS - funqão o b j e t i v o  assoc iada 5 melhor  so lução p r i m a l  ' o b t i d a  

a t é  a i t e r a ç ã o  (na p r i m e i r a  i teração,FDS é o v a l o r  da f u n  - 

ção o b j e t i v o  associada 5 solução o b t i d a  p e l o  método das K- 

Medianas1 ; 

FOD - função o b j e t i v o  associada 5 solução dual ;  

E ( 2 )  - I -FOS - FOD I / FOD. 

Note-se que a sequência de solu+s geradas p e l a  Pesquisa P r i m a l  

não converg iu  nem gerou uma so lução melhor  que a o b t i d a  p e l o  método das 

K-Medianas que, nesse caso, é Ótima. 

VI.5 - RELAÇÃO ENTRE O METODO DE VINOD E O PROBLEMA DE LOCALIZAÇÃO NÃO 

CAPACITADO: 

O problema de l o c a l i z a ç ã o  não capac i tado  pode se r  d e s c r i t o  ( v e r  
11 

p. ex. MATEUS e BORNSTEIN~~ ou EFFROYMSON e RAY I da forma: 



problema L : Ninimizar C C Cij Zij + C bj Yj IL.11 
isI jsE j EE 

Sujeito a C zij = 1 ~ E I  (L.23 
j EE 

Z < Y  i , j&E ij- j (L.41 

onde 

I = Conjunto de m centros de demanda, a serem abastecidos por uma sé - 
rie de fornecedores, cuja localização e dimensionamento se deseja 

determinar; 

E = Conjunto das n possfveis 1ocalizaçÕes desses fornecedores; 

c = custo associado ao fato do fornecedor j abastecer o centro de de- 
ij 

manda i; 

b.= custo fixo de instalação do fornecedor j; 
J 

1 se o centro i é abastecido pelo fornecedor j 
z = C  
ij O em caso contrário 

1 se o fornecedor j for ativado 
y . =  C 

O em caso contrário 

~ntão, se d. é a demanda do centro i, a dimensão do fornecedor j 
1 

será dada por 2 zij di . 
i €1 

A semelhança entre os Problemas V1 (modelo de Vinodl e L [ proble - 
ma de localização não capacitado 1 é evidente. O Problema V1 poderia en- 

tão ser visto como um caso particular do Problema L, onde b,=O [ou seja , 
J 

os custos de implantação não são levados em considera~ãol, E é subconjun - 

to de I e o número de fornecedores é fixo e conhecido a priori. 



P o r  o u t r o  l a d o ,  e x i s t e  também um o u t r o  c a s o  p a r t i c u l a r  do p r o b l e  - 
ma L que s e r i a  i n t e r e s s a n t e  a n a l i s a r :  o  problema d a s  N-medianas (v .p .  e x .  

28 20 
MATEUS e  BORNSTEIN ou JARVINEN, RAJALA e  SINERVO I .  Esse  problema con  - 
s i s t e  em l o c a l i z a r  N f a c i l i d a d e s  (a rmazéns ,  f o r n e c e d o r e s ,  e t c . )  num g r a f o  

ou r e d e ,  d e  forma a  min imiza r  a  soma d a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  cada nó d a  r e d e  

e  a  f a c i l i d a d e  mais  próxima. Como ind icam MATEUS e  B O R N S T E I N ~ ~ ,  pode-se d e  - 

m o n s t r a r  que  a  s o l u ç ã o  Ótima d e s s e  problema i m p l i c a  e m  l o c a l i z a r  a s  f a c i l i  - 

d a d e s  sempre e m  nós  do g r a f o ,  d e - m a n e i r a  que  o  c o n j u n t o  d e s s e s  nós r e p r e -  

s e n t a  o  c o n j u n t o  d e  l o c a i s  c a n d i d a t o s  p a r a  a  l o c a l i z a ç ã o  ' d a s  f a c i l i d a d e s .  

O problema d a s  N-medianas pode e n t ã o  s e r  d e s c r i t o  a  p a r t i r  do p r o  

blema L,  tomando I = E ,  e l iminando  o s  c u s t o s  f i x o s  em I L . 1 1 ,  tomando como 

c  a  d i s t â n c i a  d  e  t r ans fo rmando  (L .3 )  em i g u a l d a d e :  
i j  i j  

Como s e  n o t a ,  e s s a  fo rmulação  do problema d a s  N-medianas é e q u i v a l e n t e  à 

e x p r e s s ã o  do p r i m e i r o  modelo d e  Vinod. 

MATEUS e  B O R N S T E I N ' ~  a p r e s e n t a m  um a l g o r i t m o  g u l o s o  p a r a  a  r e s o l u  - 

ção  do Problema L que,  embora nem sempre d e t e r m i n e  uma s o l u ç ã o  Ótima, p- 

m i t e ,  no e n t a n t o ,  t a l  como o  método d e  Mulvey e  Crowder, d e t e r m i n a r  i n t e r  - 
29 

v a l o s  p a r a  e s s a  s o l u ç ã o ( * ) .  Mulvey e  Crowder . por  s u a  vez ,  apontam a  ne  - 
c e s s i d a d e  d e  se desenvolverem e s t u d o s  compara t ivos  da  e f i c i ê n c i a  d e s s a s  

d u a s  t é c n i c a s  na r e s o l u ç ã o  d e  problemas n a s  d u a s  á r e a s .  

VI.6 - UM MODELO EFICIENTE DE PROGRAMAÇÃD DINÂMICA PARA O CASO U N I V A R I A  - 

DO - -0 MODELO DE RAO 

Na s e ç ã o  V I . 3  f o i  a p r e s e n t a d o  o  Segundo Modelo de  Vinod - c a s o  

u n i v a r i a d o .  O modelo a l i  d e s c r i t o ,  no e n t a n t o ,  é um modelo d e  p r o g r a m a ç ã o  

l i n e a r  i n t e i r a  e ,  como f o i  apon tado  na i n t r o d u ç ã o  d e s t e  C a p í t u l o  V I ,  mode - 

10s d e  programação i n t e i r a  g e r a l m e n t e  não são  e f i c i e n t e s ,  do ponto d e  v i s  - 

t a  do e s f o r ç o  computacional  e n v o l v i d o  p a r a  a  ob tenção  de  uma so lução .Ót ima .  

I*) ( p a r a  uma d e s c r i ç ã o  d e  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  que reso lvem e s s a  c l a s s e  d e  

problemas,  v e r  também FISHER, NEMHAUSER e  WOLSEY 
47 e  48 

1 



Por  o u t r o  l ado ,  e  baseando-se  em R A O ~ ~ ,  é p o s s i v e l  f o r m u l a r - s e  um 

modelo d e  programação d inâmica  ext remamente  e f i c i e n t e ,  p a r a  a  ob tenção  d e  

uma s o l u ç ã o  Ótima p a r a  o  c i t a d o  Segundo Modelo d e  Vinod - c a s o  u n i v a r i a d o .  

S e j a ,  p o r  exemplo, o  c o n j u n t o  X = { 2 , 6 , 4 , 5 , 2 }  , onde s e  d e s e j a  

p a r t i c i o n a r  o  c o n j u n t o  E ,  a s s o c i a d o  a  X,  em três g r u p o s ,  minimizando-se a  

soma d o s  quadrados  d e n t r o  d o s  g r u p o s .  P a r a  que  s e  u t i l i z e  a  p r o p r i e d a d e  da  

c a d e i a  d e f i n i d a  p a r a  o  Segundo Modelo d e  Vinod - c a s o  u n i v a r i a d o ,  fo rma-se  

o  c o n j u n t o  Z ,  q u e  s e  c o n s t i t u i  numa ordenação  d e  X em ordem c r e s c e n t e  ( v e r  

i t e m  V I . 3 1  : 

d e f i n i n d o - s e  a s s i m  o c o n j u n t o  E '  = { e ; ,  .... e '  } .  a s s o c i a d o  a  Z. c o r r e s -  
n  

pondente  à ordenação  e f e t u a d a .  

Lembrando que um l í d e r  d e  grupo é o p r i m e i r o  e lemento  d e  um g rupo  

[ v e r  i t e m  V I . 3 1  e  que  a  d e t e r m i n a ç ã o  d e s s e s  l í d e r e s  d e  grupo i m p l i c a  na d e  - 

f i n i ç ã o  dos  p r ó p r i o s  g r u p o s ,  uma vez  que a  p r o p r i e d a d e  da  c a d e i a  impõe que  

a  s o l u ç ã o  Ótima do problema d e  formação d e  m g r u p o s  c o r r e s p o n d e  a  m p a r t i  - 

ç õ e s  da forma:  

{e;, e '  ... } ... I e '  e '  
2' j' j+ lJ  1 n 

. . .. e:}Ie;+l, . . .}  . .. { . . .. e '  } 

pode-se  e n t ã o  d e f i n i r ,  p a r a  o  exemplo em q u e s t ã o :  

- e s t á g i o  k  : e t a p a  d e  d e f i n i ç ã o  do k-ésimo grupo.  

- e s t a d o  y k  : í n d i c e  a s s o c i a d o  ao l í d e r  do g rupo  g  ( k = l , . .  . , m 1 -  
k k  

s e  e '  é l í d e r  do g rupo  g  e n t ã o  y  = j ; e  
j k' 

k 
- d e c i s ã o  u : í n d i c e  a s s o c i a d o  a o  l í d e r  do g rupo  g  [ k = l ,  ..., 

k+ 1 
m - 1 1  - n o t e - s e  que a s  d e c i s õ e s  s ó  são  tomadas a t é  

k  = m - 1  . uma vez  que  e m  k  = m não f a z  s e n t i d o  c a l  - 
c u l a r - s e  o  l í d e r  do g rupo  s e g u i n t e ,  que  s e r i a  g  

m+ 1 
[ O  o b j e t i v o  é fo rmar  m g r u p o s ) .  

A s s i m ,  como no e s t á g i o  k  d e f i n e - s e  o  l í d e r  do  grupo g  (dado p e l o  
k  k 

k 
e s t a d o  y  1 e  o  l í d e r  do g rupo  g  (dado p e l a  d e c i s ã o  u 1 ,  f i cam,  n e s s e  e s  

k+ 1 - 

t á g i o ,  p e r f e i t a m e n t e  d e f i n i d o s  t o d o s  o s  e lementos  q u e  compõem g 
k '  

O problema pode s e r  i l u s t r a d o  g r a f i c a m e n t e  da  forma: 



onde a s  s e t a s  ind icam a s  d e c i s õ e s  tomadas ,  ou s e j a ,  o s  í n d i c e s  dos  l í d e r e s  

d o s  g rupos  formados .  Nota-se e n t ã o  que:  

( a1  no e s t á g i o  k = l ,  formou-se  o  g rupo  g  = { e '  e '  1 ,  a o  s e  d e f i  
1 1' 2 . - 

n i r  que  g  t e r i a  como l í d e r  e '  ( p o i s  u l =  3). Como o  . l i d e r  
2 3 

d e  g l  s ó  pode s e r  e '  s ó  e x i s t e  um e s t a d o  v i á v e l  no e s t á g i o  
1 

1 '  
k = l  : y =1 ; 

2 1 
(b1 no segundo e s t á g i o  y =u . De uma mane i ra  g e r a l ,  tem-se:  

k+ 1 k  
Y = u  ; IVI.5.11 

(c1  p e l a s  d e c i s õ e s  i n d i c a d a s  na f i g u r a ,  o s  g rupos  formados s e -  

r i a m  

2 3 
(d1 a o  s e  p e r m i t i r  que  y e  y fossem i g u a i s  a  1, p e r m i t i u - s e  

q u e  a  s o l u ç ã o  do problema a t r a v é s  da Programação D i n â m i c a  

f o r n e c e s s e  também a  p a r t i ç ã o  d e  E '  em 2 e  1 grupos ,  r e s p e c  - 
2 2 

t i v a m e n t e .  Por  exemplo, se y = 1 e  u = 3, tem-se o s  g r u p o s  

{e;, e '  1.  { e;, e '  e '  . A s s i m .  a  d e f i n i ç ã o ,  a t r a v é s  do c á 1  2 4' 5 - 
c u l o  , no s e n t i d o  i n v e r s o ,  d a s  d e c i s õ e s  Ótimas, em cada e s t á  - 

"k g i o  k  ( k = l ,  ..., m - 1 1 ,  p a r a  t o d o s  o s  e s t a d o s  y = l i  p e r m i t e  

a de te rminação  d e  t o d a s  a s  p a r t i ç õ e s  Ótimas d e  1 a  m grupos;  

2 
( e 1  a  r i g o r ,  não f a z  s e n t i d o  p e r m i t i r - s e  que y = 5, uma vez  que, 

2 k+ 1 k  
n e s t e  caso ,  u não pode s e r  d e f i n i d o :  como y 

- 
= u , nao 

2 k  
e x i s t e ,  p a r a  y = 5, v a l o r  d e  u que  s e j a  a d m i s s í v e l .  V e r i f i  - 



m- 1 
c a - s e  e n t ã o  que,  no p e n ú l t i m o  e s t á g i o  y  deve s e r  i n f e r i o r  

m- 1 m-2 
a n  : 1 L y  c n - 1 .  No a n t e p e n ú l t i m o  e s t á g i o ,  1 2  y  L n - 2 .  

m- i 
. D e  uma mane i ra  g e r a l ,  15 y  - n - i .  Caso i = m-k, tem-se  

f i n a l m e n t e ,  

k  
( f l  d e n o t a n d o  por  J ( y  , k)  o  c u s t o  acumulado da  formação d o s  g r u  - 

p o s  { e '  
k J  

... I { e '  
- .k  ' ... 1. ... , ou s e j a  , 

Y u 

onde W é a  soma d o s  quadrados  d e n t r o  do  g rupo  g  o  p r o b l e  
j j' - 

ma d e  programação d inâmica  s e r i a  r e s o l v i d o  no s e n t i d o  i n v e r  - 

s o  a t r a v é s  da s e g u i n t e  equação r e c u r s i v a  d e  o t i m a l i d a d e :  

k  
JCy . kl = min 

k  
W k  + J r u  , k+l l I , (VI .5 .31 

u k  v i á v e l  

p a r a  . k  = 1,  ... , ( m - 1 )  ; 

( g l  p a r a  k=m, o u  s e j a ,  n o  Ú l t i m o  e s t á g i o ,  o  v a l o r  d  e  
m 

~ l ~ ~  , m 1  , p a r a  cada  y  . c o r r e s p o n d e  à soma dos  q u a d r a d o s  
m m 

d e n t r o  do grupo g  que  tem y  como l i d e r .  A s s i m ,  p a r a  y  = n, 
m 

tem-se  

n  
J ( y  , m l  = J l n ,  ml = Wm = O . 

p o i s  W no c a s o ,  c o r r e s p o n d e  à soma d o s  quadrados  d e n t r o  d e  m ' 
um grupo  c o n s t i t u í d o  p o r  um Único e lemento  = e '  . P a r a  

n 
ym = "-1, tem-se o  g rupo  g = { e '  e '  I .  A soma dos  q u z  

m n - 1  ' n 
d r a d o s  d e n t r o  d e s s e  g rupo  é [ v e r  equação [VI .3 .2 )  da  s e ç ã o  

VI .3 .1 )  : 

Em g e r a l ,  p a r a  ym = i, tem-se a  f o r m a ~ ã o  do grupo 

gm = {e;. e '  ..., e '  1 .  
i+lJ n  



Na s e ç ã o  VI.3.1,  f o i  v i s t o  que  a  soma d o s  quadrados  d e n t r o  

d e s s e  g rupo  g  p o d e r i a  s e r  e f e t u a d a  r e c u r s i v a m e n t e .  Naquela 
m 

," 
s e ç a o ,  v e r i f i c o u - s e  que  a  soma dos  quadrados  d e n t r o  do g rupo  

g, = { e '  
j' 

. e! 1 dada  p o r  [ v e r  equações  (VI.3.31 e  
1 

(VI.3.411 : 

r - j  - C  * w ? = C  - 
Wk - ( z  - --- 

r=j+l  r 
C z 1 2  

r=j+l ( r - j l + l  (r-j1 q = j  9  

(VI .5 .4)  

U t i l i z a n d o ,  a  exemplo do e f e t u a d o  naque la  s q ã o  V I . 3 . 1 ,  O 

t eo rema  IIV.11 da  s e ç ã o  IV.2.5,  que  in fo rma  que,  a o  s e  u n i -  

rem d o i s  g rupos  g  
I e g~ 

p a r a  se fo rmar  o  g rupo  g tem-se 
L' 

( V I .  5 .5 )  

c o r r e s p o n d e  a o  quadrado da d i s t â n c i a  e u  c  l i d  i a n a  onde dIJ 

e n t r e  a s  c e n t r ó i d e s  (médias1 d e  g 
e g~ 

i n -  
. I  

c l u i r  o  e lemento  e '  no g r u p o  { e '  
r+ l J  . . . , e '  , que: r n  

e ,  f i n a l m e n t e ,  p e l a  equação ( V I .  5.51 

r n - r  
W L  = W J +  6Wn = W J +  ( z r  - - 2  

l + ( n - r 3  
q = r + l  q  

n - r  

A s s i m ,  6 w'. r e p r e s e n t a  o  ac résc imo na soma d o s  q u a d r a  d o s  
n 

d e n t r o  d o s ' g r u p o s  d e v i d o  2 i n c l u s ã o  de  e '  no grupo {e;+l,..., r 
e '  . De uma mane i ra  g e r a l ,  pode-se c a l c u l a r ,  r ecurs ivamen  

n  - 
t e ,  a  soma dos  quadrados  d e n t r o  do grupo g  = { e ' .  ..., e '  ) f a  

m i n - 
zendo r v a r i a r ,  r e t r o a t i v a m e n t e ,  d e  [ n - 1 )  a t é  ( i ) ,  tendo-se ,  

f i n a l m e n t e ,  e n t ã o  : 



Note-se que a d i f e rença  e n t r e  a s  equações (VI.5.41e (VI.5.7) 
r r e s i d e  apenas em que em A W  o acréscimo do elemento é f e i t o  
j 

, ''à d i r e i t a "  , ou. s e j a ,  cons ide ra - se  que g = e '  . . . . e '  1 U 
r k j ' i- 1 

{e; 1 e, em 6 Wn . o acréscimo é f e i t o  "à esquerda" : I 

gm = 
e U C e;+lD ..., e '  1 . 

n 

A s s i m ,  no exemplo em ques tão ,  t e r - s e - i a  ( v e r  equações (VI. 5 

.51 e (VI.5.6)  : 

g3 = { e '  e '  } = > ~ ( 4 .  31 = 
2 

4' 5 
5 - 4  (5-6)  + J ( 5 ,  31 = 0.50 
1+ (5-43 

Graficamente,  tem-se 

e ' 
1 e ' 

2 



k A s s i m ,  o  c á l c u l o  dos J ( y  , m) sempre é f e i t o  a  p a r t i r  dos r e  - 
s u l t a d o s  da e t apa  a n t e r i o r :  J ( 3 , 3 1 ,  por  exemplo, é ca lcu lado  

a  p a r t i r  d e  J [ 4 , 3 ] .  Além d i s s o ,  tudo s e  passa,  no ú l t imo e s  - 
t á g i o .  como s e  f o s s e  ca lcu lado ,  recursivarnente,  o  c u s t o  da 

formação d e  um único grupo e ,  ..., e '  1 .  
n 

k 
I h l  c a l cu l ados  o s  J [ y  , m ) ,  a determinação das  dec i sões  ó t i m a s  

em cada e s t ado  dos demais e s t á g i o s  pode s e r  e fe tuada  a  pa: 

t i r  da equação CVI.5.31: 

k  
J [ y ,  kl = m i n  

k 
{wk + J [ u  , k + l l I  . 

u k  v i á v e l  

2 
S e j a ,  por  exemplo, k=2 e  y = 2 .  s ã o  p o s s í v e i s ,  nesse caso 

três a l t e r n a t i v a s  de  grupamento 

- . . .{e;} { ei: e '  e '  I 
4' 5  

5  5 - . . e  e '  1 e;, e; 1 
3 

6 - . . e e '  e;> { e; 1 
3' 

0 s  c á l c u l o s  dos c u s t o s  assoc iados  aos  p o s s í v e i s  grupos 
g3: 

g3 = {e;, e '  4 ' e;} 

g3 = l e i ,  e '  5 I 

83 
= {e; 1 

foram efe tuados  no i tem [g )  a n t e r i o r  e  correspondem aos  va- 

l o r e s  de  J (3 ,31=2,00  , J ( 4 , 3 ) = 0 , 5 0  e  J(5,31=0 , r e s p e c t i v a  - 
2 

mente. Por ou t ro  lado ,  para cada v a l o r  admissivel  de u , t e r  

- s e - i a  : 
C) 



Note-se  que  a  s e q u ê n c i a  d e  v a l o r e s  a d m i s s í v e i s  d e  u Z  i m p l i c a  

no a c r é s c i m o  d e  um e l e m e n t o  "2 d i r e i t a "  e ass im,  p e l a  equa; 

ç ã o  IVI.5.41 do item [ g l  a n t e r i o r ,  tem-se:  

Vol tando  a o  exemplo, tem-se:  

u2  = 3 +g2 = { e ;  },.w = 0.00 2 

2  3 
u = 4 =>g = {e;, e;}qW2 = aW2 = 2.00 2 

P a r a  o  c á l c u l o  da  d e c i s ã o  Ótima tem-se [ v e r  equação IVI.5.31: 

2  2 
Nota-se  que  o  m h i m o  d e  J l y  .21 o c o r r e  p a r a  u = 3 ,  que é a s  

Q 
- 

L 
s i m  a  d e c i s ã o  Ótima p a r a  k=2 e  y  = 2 .  Como s e  v e r i f i c a ,  o  

2 
c á l c u l o  do c u s t o  d a  formação do grupo g  p a r a  y  = 2  envo lve  

2 
a p e n a s  o  c á l c u l o  r e c u r s i v o  do c u s t o  da  formação d e  um Único 

g r u p o  {e;. e '  e '  1. Evidentemente  e s s e  procedimento  d e  c á 1  
3' 4 - 

c u l o  da d e c i s ã o  Ótima pode s e r  g e n e r a l i z a d o  p a r a  q u a l q u e r e s  - 
t á g i o  k ( k = l ,  . . . . m - 1 )  e q u a l q u e r  e s t a d o  y k  v i á v e l .  

[ i )  A s s i m ,  em resumo, n o t a - s e  p e l o  expos to  no item (g1 ,  que é 

m a i s  e f i c i e n t e  c a l c u l a r - s e  a  soma dos  quadrados  d e n t r o  dos  

g r u p o s ,  no Último e s t á g i o  [k=m), a t r a v é s  d e  i n c l u s Õ e s  "à e s  - 
querda"  , i s t o  é, a t r a v é s  da  equação IVI.5.73,  o  que c o r r e s  - 
p o n d e r i a  a o  c á l c u l o  do c u s t o  d e  formação d e  a p e n a s  um grupo. 

Nos o u t r o s  e s t á g i o s  [ k = l ,  .... m - 1 1 ,  como s e  v i u  no item(h1, 

é mais  c o n v e n i e n t e  c o n s i d e r a r - s e  a  i n c l u s ã o  d e  e lementos  " 2  

d i r e i t a " ,  c a l c u l a n d o - s e  a  soma dos  quadrados  d e n t r o  dos  g r u  - 
p o s  a t r a v é s  da  equação (VT.5.41, o  que c o r r e s p o n d e  a  que , 



K 
e m  cada  e s t a d o  y d o s  e s t á g i o s  k ( k = l ,  ..., m - 1 1  s e  c a l c u l e  o  

c u s t o  d e  +armação d e  a p e n a s  um g rupo .  

Gra f i camente ,  o s  p roced imentos  d e  c á l c u l o  da  soma d o s  quadra  - 
d o s  d e n t r o  d o s  g r u p o s  poder iam ser i l u s t r a d o s  da forma:  

- i n c l u s ã o  " 2  e s q u e r d a "  (k=ml 

equação (VI.5.71:  

i n c l u s ã o  "à d i r e i t a "  ( k = l ,  . . . . m - 1 1  

equação (VI.5.41 

VI.6.2 - DESCRIÇÃO DO MODELO 

A s  o b s e r v a ç õ e s  c o n t i d a s  na s e ç ã o  a n t e r i o r  podem s e r  r e s u m i d a s  no 

s e g u i n t e  modelo d e  programação d inâmica :  

~ s t á g i o  k  - e t a p a  d e  d e f i n i ç ã o  do k-ésimo grupo; 

k  
~ s t á g i o  y - í n d i c e  a s s o c i a d o  a o  l í d e r  do grupo g  k = l ,  ..., m ; 

k' 
k  

Dec i são  u - í n d i c e  a s s o c i a d o  a o  l i d e r  do grupo g  k = l J  ... 
k + l '  

( m - 1 1 ;  

E s t a d o s  v i á v e i s  YIkl -. c o n j u n t o  d e  í n d i c e s  a s s o c i a d o s  a o s  p o s s í -  

e v e i s  l í d e r e s  do grupo g  Como v i s t o  no 
k' 

i t e m  ( e )  da seção  a n t e r i o r ,  

1 
E s t a d o  i n i c i a l  y - d e  a c o r d o  com o  i t e m  ( a )  a n t e r i o r ,  - 

Equação d e  t r a n s i ç ã o  d e  e s t a d o  - p e l o  i t e m  (b3 a n t e r i o r ,  



k  k k  
IlecisÕes a d m i s s í v e i s  - UCy . kl = { u  l u  ~ { ~ ~ + l , .  . . ,n-Cm-k-1) 1 )  

( v e r  d e f i n i ç ã o  d e  e s t a d o s  v i á -  
k + l  k 

v e i s  : como y = u , é n e c e s s á  - 
k+ 1 

r i o  que y  s e j a  v i á v e l ] .  

Equaçãq r e c u r s i v a  de  o t i m a l i d a d e  : ( v e r  i t e n s  I f l  a I h l  a n t e r i o  - 

r e s l  : 

k  
J l y  , kl = min 

k  
W k  + J t u  , k + l l  . 

uk v i á v e l  

k  
com J ( y  . ml c a l c u l a d o  na forma d e s c r i t a  no i t e m  ( g l .  

VI.6.3 - EFICIENCIA DO MODELO EM RELAÇÃO A ENUMERAÇÃO COMPLETA 

P a r a  k=m, como v i s t o  nos  i t e n s  I g l  e  (i) da s e ç ã o  VI.5.1, o  c á l c u  - 
m m 

10 de J ( y  , m ) ,  p a r a  t o d o  y  . e q u i v a l e  a o  c á l c u l o  do c u s t o  da formação d e  

apenas  um g rupo :  I e;, .... e '  I .  n 

P a r a  1 5 k  L m - 1  , p o r  o u t r o  l a d o ,  tem-se: 

k - p e l a  equação tVI.5.21,  1 5 y  I n - I m - k l ;  

k  
- o  c á l c u l o  da  d e c i s ã o  Ótima em y envo lve  o  c á l c u l o  d a  

formação d e  a p e n a s  um g rupo  ( v e r  i t e n s  (h1 e  Cil da  s e -  

ç ã o  ( V I . 5 . 1 ) ;  

1 
- e m  k = l  tem-se  a p e n a s  um e s t a d o  v i á v e l :  y = 1 ( v e r  i t e m  

( a )  d a  s e ç ã o  (VI.5.11;  e  

- n e s s e  c a s o  ( 1 L k l m - 1  1 ,  o  número d e  c á l c u l o s  d e  forma - 
ç ã o  d e  g r u p o s  é dado p e l o  número t o t a l  d e  e s t a d o s  admis  - 
s i v e i s  : 1 + mg 1 n- Cm-kll 

k=2 

A s s i m ,  o  número t o t a l  d e  c á l c u l o s  d e  c u s t o  d e  formação d e  g r u p o s ,  

N R ,  é dado p o r  
m- 1 

N~ 
= 2 +  { n- (m-k l l .  

k=2 



P o r  exemplo, s e  n=7 e m = 3  , o  número d e  c á l c u l o s  d e  formação d e  g r u p o s  s e  - 
r i a  : 

No c a s o  d a  enumeração comple ta  d e  t o d a s  a s  a l t e r n a t i v a s  d e  g r u p z  

mento, t e r - s e - i a :  

- o  número d e  a l t e r n a t i v a s  d e  grupamento é dado p e l a  s e g u i n t e  e-  

quação ( v e r  i t e m  111.41:  

A s s i m ,  S ( 7 ,  31 = 301. 

- como e m  cada  a l t e r n a t i v a  d e  grupamento s e  e f e t u a  o  c á l c u l o  do 

c u s t o  d e  formação d e  t r ê s  g r u p o s ,  tem-se  

Apesar  d e  s u a  ex t rema  e f i c i ê n c i a ,  o  método é d e  r e d u z i d a  a p l i c a -  

ção,  p o i s  s ó  pode s e r  u t i l i z a d o  no c a s o  u n i v a r i a d o  ou em c a s o s  em que  a s  

p  v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  possam s e r  r e d u z i d a s  a  um Único f a t o r ,  a t r a v é s  d o  

uso d e  alguma t é c n i c a  d e  a n á l i s e  f a t o r i a l  ( p a r a  uma a p r e s e n t a ç ã o  d e t a l h a d a  
16 

d a s  p r i n c i p a i s  t é c n i c a s  v e r ,  p . e x . ,  HARMAN I .  

Recentemente ,  P F E I F F E R ~ ~  a p r e s e n t o u  um exemplo p r á t i c o  em que  

t a l  fenômeno o c o r r e u .  Ana l i sando  a s  d i s p a r i d a d e s  d e  desenvolvimento  no Bra - 
s i l ,  a q u e l e  a u t o r ,  a t r a v é s  d e  a n á l i s e  d e  grupamento,  c r i o u  uma t i p o l o g i a  

d a s  u n i d a d e s  da  ~ e d e r a ç ã o ,  em q u a t r o  g rupos ,  a  p a r t i r  d a s  s e g u i n t e s  c a r a c  - 
t e r í s t i c a s :  

- c a p a c i d a d e  d e  produção econômica; 

- a s s i s t ê n c i a  médica;  

- educação;  

- h a b i t a ç ã o ;  e  

- a l i m e n t a ç ã o .  

Cada c a r a c t e r f s t i c a  f o i  a v a l i a d a  p o r  uma v a r i á v e l .  A s s i m ,  a  capa 

c i d a d e  d e  produção econômica f o i  d e s c r i t a  p e l a  r e n d a  p e r  c a p i t a  em 1970 , 



a  a s s i s t ê n c i a  médica p e l o  número d e  médicos  p o r  100.000 h a b i t a n t e s  em 1975 

é a s s i m  p o r  d i a n t e .  Maiores d e t a l h e s  s o b r e  a  r e s o l u ç ã o  do problema podem 
3 1 

s e r  o b t i d o s  em PFEIFFER . O que  c a b e  r e s s a l t a r  a q u i  é que a m a t r i z  d o s  

c o e f i c i e n t e s  d e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  a s  c i n c o  v a r i á v e i s  e s c o l h i d a s  i n d i c o u  um'a 

e l e v a d f s s i m a  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  t o d a s  e l a s ,  o  que p e r m i t i r i a  s e l e c i o n a r  - s e  

uma " v a r i á v e l  mediana" do g rupo  d e  v a r i á v e i s  [ o  e q u i v a l e n t e ,  p a r a  v a r i á -  

v e l ,  a o  "e lemento  mediano", u t i l i z a d o  na d i s p e r s ã o  v i a  mediana d e  grupo , 

d e f i n i d a  no i t e m  11.4 .43,  p a r a  a  q u a l  p o d e r i a  s e r  a p l i c a d o  o  método d e  RAO. 

Apenas como in fo rmação  v a l e  r e g i s t r a r  que ,  n e s s e  c a s o ,  a  v a r i á v e l  media- 

na s e r i a  a q u e l a  a s s o c i a d a  à c a r a c t e r i s t i c a  h a b i t a ç ã o .  

Um o u t r o  problema p r á t i c o  em que  e s s e  método s e  mos t ra  ' b a s t a n t e  

ú t i l  6 o  c a s o  da  amostragem e s t r a t i f i c a d a  com uma Única v a r i á v e l  d e  e s t r a  - 
3 8 

tif i c a ç ã o  ( v .  p.  ex .  R A J ~ '  ou SUDMAN 1 . Nesse problema, p r o c u r a - s e  p a r t i c i o  - 

n a r  uma popu lação  a  s e r  amostrada  em g r u p o s ,  d e n t r o  d o s  q u a i s  a  v a r i â n c i a  

da  v a r i á v e l  d e  e s t r a t i f i c a ç ã o  é minima. P a r a  que a  e s t r a t i f i c a ç ã o  s e j a  e f e  - 

t u a d a ,  com a  minimização da v a r i â n c i a  a o  i n v é s  da soma dos  quadrados  den- 

t r o  d o s  g r u p o s ,  b a s t a  que se jam i m p l a n t a d a s  no a l g o r i t m o  a s  m o d i f i c a ç õ e s  

c o n v e n i e n t e s  lembrando que:  

Como f o i  v i s t o ,  o s  modelos d e  Vinod, embora não permitam uma s o l u  - 

ção  do problema d e  a n á l i s e  d e  grupamento d e  forma e f i c i e n t e ,  e s t abe lecem 

uma base  na q u a l  podem s e  a p o i a r  métodos mais  e f i c a z e s .  Permanece, no e n  - 
t a n t o ,  p e l o  menos na l i t e r a t u r a  c o n s u l t a d a  p e l o  a u t o r ,  um t ó p i c o  a i n d a  em 

a b e r t o  n e s s a  á r e a :  a  p o s s i b i l i d a d e  d e  implementação,  por  exemplo, d e  um mé - 
3 3 

t o d o  s u b g r a d i e n t e  p a r a  o u t r o s  modelos d e v i d o s  a  V I N O D ~ '  e  a  RAO , que p e r  - 

m i t i s s e m  uma s o l u ç ã o  e f i c i e n t e  p a r a  o  problema d e  a n á l i s e  d e  grupamento 

minimizando a  soma d o s  quadrados  d e n t r o  d o s  g r u p o s  ou a  v a r i â n c i a  i n t e r n a .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  f i c a  e v i d e n t e  que  a  ob tenqão  d e  uma s o l u ç ã o  ót ima 

p a r a  o  problema é f e i t a  a  um p r e ç o  bem mais  e l evado  do que  o  d a s  t é c n i c a s  

h e u r í s t i c a s .  A s s i m ,  a  u t i l i z a ç ã o  d e s s e s  métodos e x i g e  do u s u á r i o  uma a n á l i  - 

s e  c u i d a d o s a ,  não s ó  do p o r t e  do problema a  s e r  r e s o l v i d o  mas também da  

n e c e s s i d a d e  e f e t i v a  d e  ob tenção  d e  uma s o l u ç ã o  Ótirna. 



v11 - APLICAÇAD DE ANALISE DE GRUPAMENTO A D E T E R M I N A Ç ~ O  DE ETAPAS D E 

CRESCIMENTO DE LARVAS 

Durante  v i n t e  e  c i n c o  d i a s  foram colocadas,sucessivamente,  em ca-  

d a  d i a ,  o i t o  l a r v a s  " recém-nasc idas"  em v i n t e  e  c i n c o  v i d r o s .  No f i n a l  do 

v igés imo s e x t o  d i a  r e c o l h e u - s e  o s  v i d r o s  e  e f e t u o u - s e  n a s  l a r v a s  medições  

d a s  v a r i á v e i s  " c á p s u l a  c e f á l i c a l ' ,  "comprimento" e  "peso" .  Obteve-se  a s s i m  

a  T a b e l a  V I I . l  que,  como s e  pode o b s e r v a r ,  não a p r e s e n t a  r e s u l t a d o s  p a r a  

c i n c o  e  q u a t r o  d a s  l a r v a s  com um e  d o i s  d i a s  d e  v i d a ,  o  que r e d u z  a  amos- 

t r a  d e  25 x  8 = 200 p a r a  200 - . 9  = 1 9 1  l a r v a s .  Cada l a r v a  na t a b e l a  é c a  - 
r a c t e r i z a d a  p e l o  c ó d i g o  XXDY, onde X X  r e p r e s e n t a  o  d i a  d e  v i d a  d a  l a r v a  e  

Y o  número d e  ordem da  l a r v a  no d i a .  A s s i m ,  1204 r e p r e s e n t a  a  q u a r t a  l a r  - 
va  d e n t r e  a s  que possuiam doze  d i a s  de  v i d a .  

Sabe-se  que a s  l a g a r t a s  crescem segundo d i v e r s a s  e t a p a s  d e  c r e s c i  - 
mento, denominadas " i n s t a r e s " .  Depois d e  cada e t a p a  e l a s  mudam d e  p e l e ,  ha - 
vendo d e  uma f a s e  p a r a  o u t r a  um s a l t o  no que d i z  r e s p e i t o  p r i n c i p a l m e n t e  

à c á p s u l a  c e f á l i c a ,  que  permanece c o n s t a n t e  em cada i n s t a r .  

D o b j e t i v o  do e s t u d o  é d e t e r m i n a r  a  q u a n t o s  i n s t a r e s  correspondem 

a s  medidas tomadas,  q u a l  a  d u r a ç ã o  média d e  cada  i n s t a r  e  q u a i s  s ã o  a s  ca  - 
r a c t e r í s t i c a s  (média,  v a r i â n c i a ,  e t c . )  d e  cada  i n s t a r  no que d i z  r e s p e i t o  

a o  comprimento, a o  peso  e  a o  d i â m e t r o  d a  c á p s u l a  c e f á l i c a .  A u t i l i z a ç ã o  , 

n e s s e  c a s o ,  da a n á l i s e  de  grupamento s e  deve  a o  f a t o  de  que a  o b s e r v a ç ã o  , 

e m  i n t e r v a l o s  de  tempo p r e d e t e r m i n a d o s ,  d e  uma mesma l a g a r t a ,  é i n f r u t i f e  - 

r a  ( e l a  come a  p r ó p r i a  p e l e )  e  s u a  medição c o n s t a n t e  (que e x i g e  a  admin i s  - 

t r a ç a 0  à l a r v a  d e  c e r t a s  s u b s t â n c i a s )  a l t e r a  s e n s i v e l m e n t e  o  s e u  crescirnen - 
t o .  

A c r e d i t a - s e  q u e  , ex i s t a lm  c i n c o  o u  s e i s  i n s t a r e s  e  que o  

aumento da c á p s u l a  c e f á l i c a  deve s e g u i r  a  "Regra de  Dyat", p e l a  q u a l  a  r a  

z ã o  e n t r e  o s  d i â m e t r o s  da c á p s u l a  c e f á l i c a  nos i n s t a r e s  ( i + l l  e  ( i 1  é cons  - 
t a n t e  p a r a  t o d o  ( i ) :  

Um o u t r o  o b j e t i v o  c o r r e l a t o  a o  e s t u d o  é o  d e ,  ao  s e  tomar  uma l a -  

g a r t a  a o  a c a s o  no campo, d e t e r m i n a r  em que  t n s t a r  e l a  s e  e n c o n t r a .  



TABELA VI1 .1 - Medidas efetuadas na amostra de l a r v a s  

Larva Peso (mgl Comprimento (mm) Medida da ~ á p .  Cef. 



TABELA V I I .  1 - Medidas e f e t u a d a s  na amos t ra  d e  l a r v a s  ( c o n t .  1 

Larva . Peso (rngl Comprimento [mrnl Medida da  Cãp. c e f .  



TABELA VII.l - Medidas efetuadas na amostra de larvas (cont.) 

Larva .Peso (mgl Comprimento (rnm) Medida da Cáp. Cef. 



TABELA V I I . l  - Medidas efetuadas na amostra de l a r v a s  Icont : )  

Larva Peso Img) Comprimento Irnml Medida da Cáp. Cef. 



TABELA WII.1 - Medidas e f e t u a d a ç  na a m o s t r a  d e  l a r v a s  [ c o n t . )  

Larva  P e s o  (mg) Comprimento Imml Medida da  Cáp. Cef. 



TABELA V I I . l  - Medidas e f e tuadas  na amostra de l a r v a s  (cont:] 

Larva P e s o  (mgl Comprimento Imml Medida da ~ á p .  Cef. 



V I 1  .2 - METODOLOGIA UTILIZADA 

Tendo em v i s t a  o s  o b j e t i v o s  d e f i n i d o s  no i t e m  a n t e r i o r ,  a  metodo- 

l o g i a  a d o t a d a  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do  problema f o i  a  d e , v i a  a n á l i s e  de  >grupa - 
mente, t e n t a r  c r i a r  uma t i p o l o g i a  d e  l a r v a s ,  em c i n c o  ou s e i s  g rupos ,  que  

s a t i s f a ç a m  ã Regra de  Dyat. 

A s s i m ,  o  problema f o i  r e s o l v i d o  p a r a  m = 4,5,6 e  7 ,  com o  o b j e t i v o  

d e  s e  a d o t a r ,  d e n t r e  a s  so luçÕes  p a r a  m = 5 ou 6 ,  a q u e l a  que a t e n d e  2s con - 
d i ç õ e s  da  c i t a d a  r e g r a :  pequena v a r i â n c i a ,  em cada grupo,  na c á p s u l a  c e f á  - 
l i c a  e  s a t i s f a ç ã o  da  equação I V I I . 1 1 .  O problema também f o i  r e s o l v i d o  p a r a  

m = 4 e  7  a p e n a s  v i s a n d o  uma conf i rmação  d e  que n e s s e  c a s o  o s  r e s u l t a d o s s e  - 
r i am i n c o m p a t i v e i s  com a s  h i p ó t e s e s  a d o t a d a s .  

P a r a  a  v e r i f i c a ç ã o  da c o n d i ç ã o  impos ta  p e l a  equação I V I I . l ) ,  f o i  

U t i l i z a d o  um modelo de  r e g r e s s ã o  l i n e a r  s i m p l e s  d a  forma:  

sendo u t i l i z a d o  como medida da  q u a l i d a d e  do a j u s t a m e n t o  o  c o e f i c i e n t e  d e  
Z 

de te rminação  R , que é uma medida do poder  " e x p l a n a t ó r i o "  da  r e g r e s s ã o ( v e r ,  
4 3 

p .ex . ,  WESOLOWSKY 1 :  

onde CCi c o r r e s p o n d e  a o  v a l o r  médio d a  c á p s u l a  c e f á l i c a  no grupo i [  i = 2 ,  
L - ... , m ) , C C .  6 o  v a l o r  e s t i m a d o  p e l a  equação de  r e g r e s s ã o ,  I i = 2 ,  ..., m 1 

1 

e  c o r r e s p o n d e  ao v a l o r  médio d e  CC I i = 2 , .  . ., ml. i 
P e l a  equação IVI I .2 )  s e  n o t a  q u e ,  quan to  mais próximo f o r  R' de  1, 

melhor a  q u a l i d a d e  do a j u s t a m e n t o .  

VI I .3  - RESOLUÇÃO DO PROBLEMA 

V I I . 3 . 1  - AMOSTRA REDUZIDA 

Tendo em v i s t a  a  u t i l i z a ç ã o  d o  método de  Mulvey e  Crowder e  a  

d i s p o n i b i l i d a d e  de  tempo d e  p rocessamento ,  p rocurou-se  d i m i n u i r  o  p o r t e  do 

problema a t r a v é s  d e  uma redução  i n i c i a l  da amostra  de  l a r v a s  p a r a  75 ele- 

mentos,  que correspondiam à s  3 p r i m e i r a s  l a r v a s  de  cada d i a .  

Tomando, p o r  o u t r o  l a d o ,  como v a r i á v e i s ,  



TABELA VII.2 - Características aos gruparnentos efetuados na amos - 
tra de 75 larvas; tornando como características para o agrupamento o peso, 

o comprimento e a cápsula cefálica [dados padronizados1 

Número de Grupos Peso Imgl Cornp. Imm) Medida Cáp. Cef. 

Grupos M DP M DP M DP 

1,751 

1,Ol 

O, 91 

1,84 

1,751 

l,O3 

l,32 

1,34 

1,17 

0,78 

1,02 

1,Ol 

O, 91 

O, 56 

l,l7 

O, 78 

1,02 

l,O3 

1,29 

O, 56 

O ,74 

I*) 

Obs. - M - média; DP - desvio padrão 

I*) grupo constituído por apenas um elemento 



TABELA VII.3 - C a r a c t e r i s t i c a s  d o s  gruparnentos e f e t u a d o s  na amos - 

t r a  d e  75 l a r v a s ,  tornando corno c a r a c t e r í s t i c a  p a r a  o  grupamento,  a  c á p s u l a  

c e f á l i c a .  

~Úrnero d e  Grupos Peso Img) Cornp. [mrnl Medida Cáp. Cef .  

Grupos N DP M DP M DP 

Obs. - N - média;  DP - d e s v i o  p a d r ã o  



V1 = peso 

7 V2 = comprimento 

V3 = cápsula cefálica, 

obteve-se, para essa amostra reduzida, a seguinte matriz de correlação, o; - 

de r representa o coeficiente de correlação entre V e V : 
i j i j 

Nota-se então que a variável V3, "cápsula cefálica", é altamente 

correlacionada com as demais, isto 6, o comportamento das outras duas va- 

riáveis é muito semelhante ao do diâmetro da cápsula cefálica. 

Isto quer dizer que grupamentos homogêneos formados apenas com 

base na cápsula cefálica também tenderão a ser homogêneos no que diz res- 

peito ao comprimento e ao peso. 

O problema foi inicialmente resolvido pelo método das K-Medianas 

(apresentado no item V.31, para p=3 (peso, comprimento, cápsula cefálica - 

dados padronizados) e p=l [cápsula cefálical. 0s resultados estão resumi - 

dos nas Tabelas IVII.21 e (VII.3). 

Como se observa na Tabela IVII.21, para p=3 os desvios padrão da 

cápsula cefálica nos diversos grupos são elevados. 0s grupos são bastante 

homogêneos no que diz respeito ao comprimento, que foi assim a variável de - 

cisiva nessa classificação. De qualquer forma, os grupamentos obtidos para 

p=3 não satisfazem ao requisito de pequena variância na cápsula cefálica 

(o desvio padrão, em alguns casos, chega a ser próximo de 50% da média). 

Os resul-Lados para p=l j á  apresentam, como se nota na Tabela 

(VII.3), de uma maneira geral, uma maior homogeneidade no que diz respeito 

à cápsula cefálica. 0s desvios padrão estão ainda um pouco elevados (ainda 

aqui existem casos em que o desvio padrão é de cerca de 50% da média), mas 

são inferiores aos do caso anterior. 

Ilustrando os aspectos computacionais envolvidos, cabe comentar 

que as soluçÕes iniciais para a utilização do algoritmo das K-Medianas fo - 
ram fornecidas pelo método de Ward, tendo o algoritmo das K-Medianas con- 

vergido, em todos os casos, em uma Única iteração. No caso específico de 

p=l e m=4 e 5, tentou-se avaliar a qualidade da solução obtida através do 



método d e  Mulvey e  Crowder, uma v e z  que  e s t e  método, como f o i  v i s t o  no i; 
tem VI.4, f o r n e c e  um l i m i t e  s u p e r i o r  ( função  o b j e t i v o  prima11 e  um l i m i t e  

i n f e r i o r  [ f u n ç ã o  o b j e t i v o  d u a l )  p a r a  o  v a l o r  Ótimo d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  A 

t e n t a t i v a  f o i  i n f r u t i f e r a ,  p o i s  o  método, nos d o i s  exemplos,  a p e s a r  d e  a -  

t i n g i r  40 i t e r a ç õ e s ,  f o r n e c e u  v a l o r e s  de  f u n ç õ e s  o b j e t i v o  pr ima1 e  d u a l  

a i n d a  b a s t a n t e  d e f a s a d a s ,  como s e  pode n o t a r  p e l a  Tabe la  ( V I I . 4 1 :  

TABELA VII .4  - ~ p l i c a ç ã o  do Método de  Nulvey e  Crowder 

p a r a  p = 1  e  m = 4 e 5  

Número d e  Número d e   unção O b j e t i v o   unção O b j e t i v o  

Grupos I t e r a ç Õ e s  Pr ima1 Dual 

Ainda que  o  r e q u i s i t o  d e  homogeneidade não t e n h a  s i d o  s a t i s f e i t o ,  

p rocedeu-se ,  no c a s o  d e  p = 1, a  uma v e r i f i c a ç ã o  d a s  c o n d i ç õ e s  i m p o s t a s  

p e l a  Regra d e  Dyat,  d e s c r i t a  p e l a  equação ( V I I . 1 1 ,  a t r a v é s  da  m e t o d o l o g i a  

a p r e s e n t a d a  no i t e m  V I I . 2 .  O s  r e s u l t a d o s  e s t ã o  resumidos  na Tabe la  ( V I I . 5 )  

que s e  segue :  

TABELA VII .5  - V e r i f i c a ç ã o  da  Regra de  Dyat p a r a  

p = 1  e  m = 4 , 5 , 6 e 7  

N ú m e r o  d e  K R 

G r u p o s  

Como s e  n o t a ,  em t o d o s  o s  c a s o s  o  a jus tamento  f o i  de  boa q u a l i d a  - 

d e ,  sem q u e  s e  p o s s a ,  a  r i g o r ,  o p t a r  por  q u a l q u e r  um d e l e s  como sendo i n -  

d i s c u t i v e l m e n t e  o  melhor .  



P a r a  s o l u c i o n a r  o  impasse ,  t e n t o u - s e ,  a t r a v é s  de  um a l g o r i t m o  

que pudesse  o f e r e c e r  uma s k l u ~ ã o  õ t i m a ,  g e r a r  uma p a r t i ç ã o  da a m o s t r a  d e  

l a r v a s  que não a p r e s e n t a s s e  o s  problemas a t é  a q u i  d e s c r i t o s .  

VII.3.2 - AMOSTRA INTEGRAL 

Tendo em v i s t a  a  maior  e f i c i ê n c i a  do a l g o r i t m o  u n i v a r i a d o  d e  p r o  - 

gramação d inâmica  a p r e s e n t a d o  no i t e m  V 1 . 5 ,  p rocedeu-se  a  uma p a r t i ç ã o  , 

a t r a v é s  do c i t a d o  a l g o r i t m o ,  d e  t o d a  a  amos t ra  d e  191 l a r v a s  em 4,  5,  6 e  

7 grupos ,  u t i l i z a n d o  como v a r i á v e l  d e  c l a s s i f i c a ç ã o  o  d i â m e t r o  d a  c á p s u l a  

c e f á l i c a  e  como f u n ç ã o  o b j e t i v o  a  soma d o s  quadrados  d e n t r o  d o s  grupos .As 

c a r a c t e r í s t i c a s  da  s o l u ç ã o ,  em t e r m o s  d e  medida da c á p s u l a  c e f á l i c a ,  e s t ã o  

resumidas  na T a b e l a  IVII.61. 

Como se n o t a ,  não houve uma m e l h o r i a  acen tuada  na homogeneidade 

dos  g rupos .  O s  d e s v i o s  padrão  a i n d a  que l i g e i r a m e n t e  menores, s ã o  a i n d a  e -  

l e v a d o s :  a i n d a  e x i s t e m  g r u p o s  c u j o  d e s v i o  padrão  é de  c e r c a  d e  30% da m e -  
d i a .  Ainda a s s i m ,  novamente s e  v e r i f i c o u  o  comportamento dos  grupamentos  

e f e t u a d o s ,  em te rmos  d e  s a t i s f a ç ã o  da Regra d e  Dyat. O s  r e s u l t a d o s  s ã o  a -  

p r e s e n t a d o s  na  Tabe la  [VII.7), a  s e g u i r :  

TABELA VII .7  - V e r i f i c a ç ã o  da  Regra de  Dyat no c a s o  d e  

s o l u ç õ e s  b t i m a s  p a r a  p = l  e  m = 4 , 5 , 6  e  7 

N ú m e r o  d e  . K 

G r u p o s  

Aqui novamente não é p o s s ~ v e l  a d o t a r - s e  um v a l o r  i n d i s c u t í v e l  de  

m :  t o d o s  s ã o  "adequados" .  

P e l a  d e s c r i ç ã o  do problema,  a p r e s e n t a d a  no i t e m  V I I . l ,  a  a p l i c a  - 



TABELA V I I . 6  - Média e d e s v i o  p a d r ã o  d a  c á p s u l a  c e f á l i c a ,  n a s  s o  - 
2 l u ç õ e s  Ótirnas o b t i d a s  p a r a  m = 4 ,  5, 6 e 7 .  

~Úrnero  d e  Grupo M é d i a  

Grupos 

Desvio  p a d r ã o  



ç ã o  da a n á l i s e  de  grupamento a o s  d a d o s  da  amos t ra  d e v e r i a  g e r a r ,  p a r a  um 
v a l o r  d e  m i g u a l  5 ou 6 ,  uma s o l u ç ã o  com ín f ima  v a r i â n c i a  na c á p s u l a  c e f á  - 
l i c a  em cada g rupo ,  a p r e s e n t a n d o  na v e r i f i c a ç ã o  d a  Regra d e  Dyat um v a l o r  

p a r a  o  c o e f i c i e n t e  d e  de te rminação  R' próximo d e  1. P a r a  q u a l q u e r  o u t r o  va - 

lar d e  m, esse c o e f i c i e n t e  d e  d e t e r m i n a ç ã o  d e v e r i a  s e r  bem i n f e r i o r  e  a s  

v a r i ã n c i a s  bem maiores .  

Gra f i camente ,  i s s o  s i g n i f i c a  d i z e r  que o s  dados  r e l a t i v o s  a o  d i ã  - 
metro  da  c á p s u l a  c e f á l i c a  dever iam d i s t r i b u i r - s e  de  uma forma semelhan te  

a o  i n d i c a d o  na  F i g u r a  ( V I I . 1 ) :  

F i g u r a  V I I . 1  - D i s t r i b u i ç ã o  e s p e r a d a  da  amos t ra  d e  l a r v a s  

Um exame do h i s tograma  d a  a m o s t r a ,  i n d i c a d o  na F i g u r a  (VII .21 

i n d i c a  que t a l  fenômeno não o c o r r e :  

F i g u r a  V I I . 2  - D i s t r i b u i ç ã o  e f e t i v a  da amos t ra  de  l a r v a s  

A s s i m ,  o s  r e s u l t a d o s  da  a n á l i s e  de  grupamento não devem s u r p r e e n  - 

d e r .  A s o l u ç ã o  Ótima do i t e m  V I I . 3 . 2  apenas  in fo rma  que não é p o s s i v e l  

p a r t i c i o n a r - s e  a  amos t ra  em e s t u d o  na forma a p r e s e n t a d a  na F i g u r a  ( V I I . 1 1 ,  

f a t o  e s s e  q u e  é s u g e r i d o  p e l o  p r ó p r i o  exame da  F i g u r a  ( V I I . 2 ) .  

I s s o  l e v a  a  s u p o r ,  f i n a l m e n t e ,  que  não e x i s t e m  v a l o r e s  t í p i c o s  

p a r a  o  d i â m e t r o  da c á p s u l a  c e f á l i c a  em cada i n s t a r .  Ainda que  a  Regra de  



Dyat s e j a  s a t i s f e i t a ,  t a l  f a t o  o c o r r e  para cada l a r v a ,  individualmente i 
não sendo assim poss ive l  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  d e  um diâmetro 3 e  cápsula  c e f á l i  - 
ca t í p i c o  para  cada i n s t a r .  Consequentemente, também não é poss ive l ,  à l u z  

dos  r e s u l t a d o s  obt idos ,  tomar uma l a r v a  ao acaso no campo e  determinar  em 

que i n s t a r  e l a  s e  encont ra .  

Cabe r e s s a l t a r  que o s  r e s u l t a d o s  a q u i  expostos  baseiam-se mera- 

mente na a p l i c a ç ã o  de  métodos de  a n á l i s e  d e  grupamento. No s e n t i d o  de v a l i  - 
da r  ou não e s s e s  r e s u l t a d o s ,  s e r i a  i n t e r e s s a n t e  a p l i c a r  o u t r a s  t é c n i c a s  de  

a n á l i s e  ao problema em ques tão .  



Em v i s t a  do e x p o s t o  nos c a p f t u l o s  a n t e r i o r e s ,  deve t e r  f i c a d o  

c l a r a  a  n a t u r e z a  e  a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e  cada método a p r e s e n t a d o .  R e s t a  - 

r i a  no e n t a n t o ,  a b o r d a r  a  q u e s t ã o  do p o r t e  dos  problemas a  serem r e s o l v i  - 
d o s  p e l o s  d i v e r s o s  a l g o r i t m o s  a q u i  d e s c r i t o s .  

Se ,  por  um l a d o ,  d e v e  t e r  f i c a d o  e v i d e n t e  a  melhor a p t i d ã o  d o s  

métodos de  r e a l o c a ç ã o  i t e r a t i v a  p a r a  t r a t a r  problemas d e  maior  p o r t e , d a d a  

a  s u a  grande r a p i d e z ,  p o r  o u t r o  é p r e c i s o  l e v a r  em c o n t a  que não s e  pode, 

a p r i o r i ,  i n d i c a r  o  tamanho Cem te rmos  d e  número de  e lementos  a  serem a g r u  - 
p a d o s )  dos  problemas que c a d a  metodo pode t r a t a r :  i s t o  é função  i n c l u s i v e  

da  d i s p o n i b i l i d a d e  de  memória e  tempo d e  processamento  em computador p a r a  

cada  u s u á r i o .  

. A s s i m ,  é b a s t a n t e  p r o v á v e l  que na p r á t i c a  ocorram problemas 

c u j o  p o r t e  é s u p e r i o r  a o s  r e c u r s o s  d i s p o n í v e i s .  

Exis tem p e l o  menos d u a s  mane i ras  de  s e  c o n t o r n a r  e s s a  d i f i c u l d a  - 

d e .  Como exemplo, s e j a  250 o  número d e  e lementos  que o s  r e c u r s o s  d i s p o n i -  

v e i s  permitem a g r u p a r  e  5 .000  o  tamanho do problema o r i g i n a l .  

Uma d a s  m a n e i r a s  d e  s e  r e s o l v e r  o  problema s e r i a  tomar  uma amos - 

t r a  d e  250 e lementos ,  Q o r m a ~  um "grupamento semente"  com e s s a  amos t ra  e ,  a  

p a r t i r  d e s s e  "zrupamento semente" ,  c l a s s i f i c a r  os demais 4.750 e 1 e m e n t o s . E ~  - 

s a  c l a s s i f i c a ç ã o  p o d e r i a  s e r  e f e t u a d a  a locando-se  cada e lemento  não c l a s s i  - 

f i c a d o  ao grupo mais  próximo ou e n t ã o  poder - se - Ia  u t i l i z a r  a s  t é c n i c a s  d e  
7 c l a s s i f i c a p ã o  d e s c r i t a s ,  p o r  exemplo. em T A T S U O K A ~ ~  ou COOLEY e  LOHNES . 

Outra  t é c n i c a  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do problema de  g rande  p o r t e  é 
1 

d e v i d a  a  ANDERBERG e p r o c u r a  p a r t i c i o n a r  o  c o n j u n t o  o r i g i n a l  em b l o c o s  

c u j a  a n á l i s e  d e  grupamento s e j a  v i á v e l .  Em cada b loco  é e f e t u a d a  uma a n á l i  - 

s e  d e  grupamento,  em um número p rede te rminado  d e  g rupos .  Após a  r e s o l u ç ã o  

do problema em cada b l o c o ,  e f e t u a - s e  uma a n á l i s e  de  grupamento no con jun  

t o  d e  t o d a s  a s  c e n t r ó i d e s  ou medianas  dos  grupos  d e f i n i d o s  a n t e r i o r m e n t e  . 
Terminada e s s a  e t a p a ,  o s  e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  o r i g i n a l  são  a l o c a d o s  a o  

g rupo  a que p e r t e n c e  s u a  c e n t r ó i d e  ou mediana ( d e f i n i d a  quando do problema 

r e s t r i t o  a  cada b l o c o ) .  

Como exemplo, s e j a  novamente o  problema de  tamanho 5 .000,  onde 

o s  r e c u r s o s  permitem que s e  e f e t u e  a n á l i s e  de  grupamento de  a t é  250 elemen - 
t o s ,  P e l a  t é c n i c a  d e  ANOERBERG', o  problema p o d e r i a  s e r  r e s o l v i d o  da  s e  - 
g u i n t e  forma : 



- o c o n j u n t o  d o s  5.000 e l e m e n t o s  s e r i a  p a r t i c i o n a d o  em 20 b l o  - 

tos d e  250 e l e m e n t o s ;  

-' em cada  Bloco s e r i a  e f e t u a d a  uma a n á l i s e  de  grupamento em 12 

g r u p o s ,  g e r a n d o - s e ,  em cada  problema,  12  c e n t r ó i d e s  ou media- 

n a s ;  

- a  p a r t t r  d a s  20 x 12  = 240 c e n t r o i d e s  ou medianas  s e r i a m , a t r a  - 

véç d e  a n ã l l s e  d e  g rupamento ,ge rados  m g rupos ;  e  

- o s  5 .000 e l e m e n t o s  o r i g l n a i ç  s e r l a m  c l a s s i f i c a d a s  nos  m g r l  

pos  conforme a  p e r t i n ê n c i a  da c e n t r ó i d e  ou mediana d e f i n i d a  

na segunda e t a p a .  

Como s e  n o t a ,  foram ~ e s o l v i d o s  2 1  problemas de  a n á l i s e  de  g r u -  

pamento. 
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A2.1 - Rotina CLSTOT 

Essa rotina efetua a análise de grupamento através das técnicas 

hierarquizadas aglomerativas descritas nesta tese e dos métodos K-Medianas 

e Mulvey e Crowder. Uma listagem da rotina 6 apresentada nas folhas que se 

seguem. 

Os dados de entrada do programa devem ser organizados da seguinte 

f orma : 

- 1Q cartão: informar, em 7 campos.consecutivos de 5 posições, inician - 

do-se o conjunto na coluna.1, os seguintes dados, alinhan - 

do os valores direita: 

. 19 campo'- número de características 

. 29campo - número de elementos 

. 3? campo - número de grupos 

. 4Qcampo - tipo de impressão, na seguinte forma: 

- ." 1 l1 - resultados intermediários dos métodos hierarqui - 

zados Idendogramas e distância entre os grupos 

unidos em cada iteraçãol. 

- "2" - resultados intermediários do. método K - Medianas 

[valor da função objetivo em cada iteraçãol. 

- "3" - resultados intermediários do método Mulvey e 

Crowder [valores das funções objetivo prima1 e 

dual, e sua diferença percentual, em cada itera - 

çãol . 
- "4" - resultados intermediários dos métodos K-Medianas 

e Mulvey e Crowder. 

- "5" - resultados intermediários de todos os métodos. 

Obs.: - em todos os métodos, qualquer que seja o valor 

informado nesse 4? campo, os resultados finais 

são sempre impressos. 

5? campo - número máximo de iterações nos métodos K - Me - 



d i a n a s  e  Mulvey e  Crowder. 

6? campo - d i s t â n c i a  a  s e r  u t i l i z a d a .  Se  informado o  vd - 
lar " I " ,  é c a l c u l a d a  a  d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a .  

S e  in fo rmado  "2",  é c a l c u l a d a  a  m é t r i c a  d e  

c o r r e l a ç ã o .  Se  informado um v a l o r  d i f e r e n t e  

de "1" e " 2 " ,  o c o r r e r á  e r r o .  

79 campo - p a d r o n i z a ç ã o  d a s  v a r i á v e i s .  Se  informado "I" ,  

o s  dados  s ã o  padron izados .  P a r a  q u a l q u e r  ou - 
t r o  v a l o r ,  o s  dados  permanecem sem padron iza  - ., 
ç a o .  

2Q c a r t ã o :  i n f o r m a r ,  em 8 campos c o n s e c u t i v o s  de  1 p o s i ç ã o ,  i n i c i a n  - 
do-se  o  c o n j u n t o  na  c o l u n a  1, o s  métodos a  serem u t i l i z a -  

d o s .  O método s e r á  u t i l i z a d o  s e  na p o s i ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  

f o r  informado "1": 

. 1Q campo - Ligação S i m p l e s  

. 29 campo - Ligação  Completa 

. 3? campo - Mediana 

. 4"ampo - ~ é d i a  d e  Grupo 

. 5? campo - ~ e n t r ó i d e  

. 6? campo - Ward 

. 7? campo - K-Medianas 

. 89 campo - Mulvey e  Crowder 

Obs.: O método K-Medianas e x i g e  o  p rocessamento  a n t e r i o r  d e  uma t é c n i c a  

h i e r a r q u i z a d a .  O método Mulvey e  Crowder e x i g e  o  processamento  an - 
t e r i o r  do  método K-Medianas. 

- c a r t õ e s  s u b s e q u e n t e s :  i n f o r m a r ,  p a r a  cada e lemento:  

l9 c a r t ã o  - cód igo  do e lemento ,  com 6 c a r a c t e r e s ,  i n i c i a n  - 



do-se na coluna 1. 

demais c a r t õ e s  - informar,  em sequenc ia ,  o s  v a l o r e s  das  p 

observações p a r a  o elemento, em campos de  

10 pos ições ,  com 2 c a s a s  decimais ,  i n i c i a n  - 
do-se o conjunto  na coluna 1. 

Exemplo: S e j a  m = 3 ,  n = 5 ,  p = 2 ,  u t i l i z a n d o - s e  o s  métodos de Ward, K-  

Mediana e Mulvey e Crowder, a d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  em dados padronizados . 
a t é  um máximo de 40 i t e r a ç õ e s  para  o s  métodos K-Medianas e Mulvey e Crow - 

d e r ,  imprimindo-se t odos  o s  pas sos  i n t e r m e d i á r i o s ,  com os  s e g u i n t e s  dados:  

Elemento 0bservaçÕes 

Esses dados se r iam l i d o s  na r o t i n a  CLSTOT da forma [M e 0 r e p r e  - 

sentam, respec t ivamente ,  espaço em branco e z e r o ] :  

MMMMMM 2 M M M M M M  5 M M M M M M  3 M M M M M M  5 M M M M M  50 M M M M M M  1 M M M M M M  1 

00000 111 

MMMM A 1  

MMM 1000000 MMMMMMM 350 

MMMM A2 

MMMM 500000 MMMMMMM 420 

MMMM A3 

M M M M  250000 M M M M M M M  310 

MMMM A4 

M M M M  300000 MMMMMMM 200 

MMMM A5 

MMMM 200000 MMMMMMM 180 
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A2.2 - R o t i n a  CLSTPD 

E s s a  r o t i n a  e f e t u a  a  a n á l i s e  d e  grupamento a t r a v é s  do método d e  

Rao - programação ~ i n â m i c a .  Uma l i s t a g e m  da  r o t l n a  6 a p r e s e n t a d a  n a s  f o  - 
l h a s  que s e  seguem. 

0 s  d a d o s  de  e n t r a d a  do  programa devem s e r  o r g a n i z a d o s  da  s e g u i n  - 
t e  forma : 

- 1 Q a r t ã o :  i n f o r m a r  o n h e r o  mõximo d e  g r u p o s  e  o numero d e  elernen - 
t o s ,  em d o i s  campas consecutivos d e  1 0  p o s i ç õ e s ,  i n i c i a n  - 
do-se  na c o l u n a  1 ,  Os dados  devem s e r , õ l i n h a d o s  2 d i r e i t a  

no campo. 

- c a r t õ e s  s e g u i n t e s :  i n f o r m a r ,  usando um c a r t ã o  p a r a  cada e lemento ,  o có - 
d i g o  do e lemento  e  o v a l o r  da obse rvação  p a r a  e s s e  

e lemento .  O campo d e  c 6 d i g o  tem 6 p o s i ç 6 e s ,  i n i  

c i a n d o - s e  na co luna  1, e o da  in fo rmação  tem 8 p o s i  - 
çÕeç, d a s  q u a i s  t r ê s  correçpondern a  c a s a s  d e c i m a i s .  

Exemplo : Suponha-m = 3,  ri = 5 e  que  a s  o b s e r v a ç õ e s  se jam 

E s s e s  dados  s e r i a m  l i d o s  na r o t i n a  CLSTPD da  s e g u i n t e  forma I M  e  

d represen tam,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e spaço  em branco  e  z e r o 1  
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0s resultados dessa rotina são apresentados da forma: 

U [ I , J i  - decisão Otima da estado I, no estágio J; e 

WII,31 - custo associado a U C T , J l  (custo acumulado da formação 

dos grupos GJ, . . . , G N l .  












