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A C o m b i n a t o r i  a1 P r o g r a m m i n g  t o p i  c  w i t h  s e v e r a 1  

d i f f e r e n t  k i n d s  o f  m e t h o d s  f o r  i  t s  s o l u t i o n  i s  t h e  Max Flow 

P r o b l e m .  T h i s  work  d e s c r i b e s  a n d  a n a l y s e s  t h e  main  m e t h o d s  f o r  

t h e  t r e a t m e n t  o f  t h a t  p r o b l e m .  T h e s e  m e t h o d s  a r e  s i m p l e  a n d  

w i t h o u t  a  s o p h i s t i  c a t e d  d a t a  s t r u c t u r e  a s  some new m e t h o d s  h a v e .  
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RESUMEN - 

Uno d e  1 0 s  t e m a s  t r a t a d o s  e n  P r o g r a m a c i  Ón Combi n a t ó r i  a,  

con  v a r i a d o s  e n f o q u e s ,  1 0 s  c u a l e s ,  s u c e s i  v a m e n t e  m e j o r a n  a  1 0 s  

o t r o s ,  e 1  e 1  I l a m a d o  P r o b l e m a  d e  F l u j o  Máximo. En e s t e  t r a b a j o  

d e s c r i b i m o s  y  a n a l i s a m o s  1 0 s  p r i n c i p a l e s  m é t o d o s  p a r a  e 1  t r a t a  - 

m i e n t o  d e  a q u e l  p r o b l e m a  y  q u e  no s e  c o n s t i t u y e n  s i m p l e s  s o f i s  - 

t i c a c i o n e s  d e  l a  e s t r u c t u r a  d e  d a t o s  u t i l i z a d a ,  c o n f o r m e  o c u r e  

con  m é t o d o s  r e c i e n  t e s  . 
E s o s  m é t o d o s  p r i n c i p a l e s ,  c o n o c i d o s  p o r  1 0 s  n o m b r e s  d e  

s u s  a u t o r e s  s o n  1 0 s  d e  F o r d  y  F u l k e r s o n ,  Edmonds y  K a r p ,  D i n i c ,  

K a r z a n o v  y e1  de  Mal h o t r a - K u m a r - M a h e s h w a r i  . 
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U m  d o s  p r o b l e m a s  d e  P r o g r a m a ç ã o  C o m b i n a t ó r i a  q u e  t e m  

r e c e b i d o  um g r a n d e  número  d e  e n f o q u e s  p a r a  o b t e r  a  s u a  s o l u ç ã o  

é o  P r o b l e m a  d e  F l u x o  Máximo. P r i m e i r o  f o i  a  a b o r d a g e m  d e  F o r d  

e  F u l k e r s o n  1 l 0  ( em 1 9 5 6  e  a  p a r t i r  d e  1 9 6 9 ,  m ú l t i p l a s  p e s q u i  - 

s a s  s ã o  f e i t a s  na  U.S.A, n a  R ú s s i a  e  I s r a e l ,  s e n d o  q u e  a l g u m a s  

d e l a s  n ã o  t i v e r a m  a  d i v u l g a ç ã o  n e c e s s ã r i a  p o r  m o t i v o s  d e  t r a d u  - 

ç ã o .  

O P r o b l e m a  d e  F l u x o  Máximo b a s i c a m e n t e  u m  P r o b l e m a  

d e  P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  e  p o r t a n t o  pode  s e r  r e s o l v i d o  p e l o s  m é t o  - 

d o s  p r õ p r i o s  d e s s e s  t i p o  d e  p r o b l e m a ,  mas d a d a s  a s  c a r a c t e d s  - 

t i c a s  p a r t i c u l a r e s  d e l e  p o d e - s e  o b t e r  a1  g o r i t m o s  q u e  o  a f a s t a m  

d o s  m é t o d o s  de  s o l  u ç ã o  d a q u e l e s  c o n h e c i d o s  p r o b l e m a s  d e  P r o g r a  - 

mação Li n e a r .  

i  . 2 .  D E F I N I Ç ~ E S  PREVIAS 

1 . 2 . 1 .  G r a f o  O r i e n t a d o  

U m  G r a f o  O r i e n t a d o  G = ( V , E )  é uma e s t r u t u r a  f o r m a d a  

p o r  um c o n j u n t o  f i n i  t o  n ã o  v a z i o  V de e l e m e n t o s ,  chamados  de 

Nós o u  v é r t i c e s ,  e  p o r  o  c o n j u n t o  E de  p a r e s  o r d e n a d o s  d e  e l e  - 

m e n t o s  d e  V e  q u e  chamaremos  d e  A r c o s  o u  Ramos. 



N o t a ç ã o :  Dado o  g r a f o  G = ( V , E )  

S e  u E V ,  v  E V => e = ( u , v )  E E o u  
- 
e = ( v , u )  E E ( * )  

0 s  c o n j u n t o s  V e  E s ã o  f i n i t o s .  Os c a r d i n a i s  s e r ã o  

I V I  = n ,  I E l  = m .  

1 . 2 . 2 .  A r c o s  Di r e t o s  e C o n t r á r i o s  

S e  u  e  v  s ã o  d o i s  n ó s  num g r a f o ,  c h a m a r e m o s  d e  A r c o  

D i r e t o  a  um d o s  d o i i  p a r e s ,  o  o u t r o  p a r  s e r á  chamado  d e  A r c o  

Con t r á r i  o .  

e  = ( u , v )  + A r c o  D i r e t o  
- 
e = ( v , u )  + A r c o  C o n t r á r i o  

1 . 2 . 3 .  Nós S u c e s s o r e s  e A n t e c e s s o r ' e s  

S e  v  é um n ó  num g r a f o  G = ( V , E )  c h a m a r e m o s  d e  Nó s u  - 

c e s s o r  d e  v ,  a  t o d o  n ó  x ,  t a l  q u e  e = ( v , x )  é um a r c o  d o  g r a  - 

f o .  S e  d e n o t a m o s  com S ( v )  a o  c o n j u n t o  de n ó s  s u c e s s o r e s  d e  v ,  

t e m o s  : 

( * )  Q u a n d o  f o r  n e c e s s á r i o  f a z e r  d i f e r e n ç a  d o  a r c o  " e "  com ou - 

t r o  s í m b o l  o ,  e s c r e v e r e m o s :  " e " .  - 



S i m i l a r m e n t e  s e  A ( v )  d e n o t a  o s  nós  a n t e c e s s o r e s  de v ,  

temos : 

1 . 2 . 4 .  Arcos  S u c e s s o r e s  e  A n t e c e s s o r e s  

Se v  é u m  nó n u m  g r a f o  G = ( V , E )  e  s e  x é u m  nó s u c e s  - 

s o r  de v ,  chamaremos de Arco S u c e s s o r  de v à t o d o  a r c o  da f o r  - 
- 

ma e  = ( v , x ) .  Se denotamos como S ( v )  ao c o n j u n t o  de a r c o s  su - 

cessares de v ,  t emos :  

- 
S ( v )  = { ( v , x )  / x á S ( v ) l  

S i m i l a r m e n t e  s e  Ã ( v )  d e n o t a  o s  a r c o s  a n t e c e s s o r e s  de 

V ,  t emos :  

1 . 2 . 5 .  - C a p a c i d a d e  de um Arco  

E m  um g r a f o  G = ( V , E ) ,  e s t a b e l e c e r e m o s  a  f u n ç ã o  c de 
-I- E em iRo  ( ' )  que  a t r i b u e  a  c a d a  a r c o  um número r e a l  p o s i t i v o .  

A f u n ~ ã o  c é chamada de Capac idade  do a r c o .  



1 . 2 . 6 .  Rede Caeac i  t a d a  

Se  no  g r a f o  G = (V,E)  e s t a b e l e c e m o s  a  f u n ç ã o  C a p a c i d a  - 

d e  do Arco ,  t e r e m o s  e n t ã o  a  e s t r u t u r a  chamada de Rede C a p a c i t a  - 

P a r a  o s  f i n s  d e s t e  t r a b a l h o  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  d o i s  

nós e s p e c i a i s  chamados de F o n t e  ( s )  e  Poço ( t ) .  Temos e n t ã o  a  

n o t a ç ã o  a  s e g u i r :  

Rede c a p a c i t a d a :  G = ( V , E , c )  

F o n t e :  s s e n d o q u e  S G V  

Poço:  t s e n d o  que  t E V 

V é r t i c e s :  V 

Ramos E 

V-{s , t ) :  V 

1  . 2 . 7 .  - F l u x o  na Rede (Da F o n t e  a t e  o  Poço )  

Se G = (VyEyc) é uma r e d e ,  chama-se de F l u x o  d a  f o n t e  

a t é  o  poço a  f u n ç ã o  r e a l  f  de domin io  i g u a l  ao  c o n j u n t o  E de 

a r c o s  t a l  que :  

[ F  s e v = s  

Quando f o r  p r e c i s o ,  u t i l i  zaremos a  n o t a ç ã o  G = (VyEycyf) 

p a r a  i n d i c a r  que um f l u x o  f  é a s s o c i a d o  à r e d e  G = ( V , E , c ) .  



Se p rocu ramos  uma i n t e r p r e t a ç ã o  do c o n c e i t o  a p r e s e n t a  - 
- 

do a n t e r i o r m e n t e ,  e  f á c i l  e n t e n d e r  que da f o n t e  s s a i  um d e t e r  - 

minado " f l u x o "  de v a l o r  F, o  q u a l  chega  a t é  o  poço t ,  e  que  

n o s  nós  i n t e r m e d i á r i o s  o  " f l u x o "  é c o n s e r v a d o  no s e n t i d o  de 

que  c a d a  nó s e r v e  somen te  p a r a  f a z e r  uma conexão  e n t r e  os  a r  - 

tos a n t e c e s s o r e s  e  s u c e s s o r e s .  A u t i l i d a d e  de c a d a  a r c o  

e  = ( u , v )  é e n t ã o  de f a c i l i t a r  o  p a s s o  do f l u x o  d e s d e  o  nó u 

a t é  o  nó v ,  l o g i c a m e n t e  com a  r e s t r i ç ã o  a s s i n a l a d a  p e l a  c a p a c i  - 

d a d e .  

Na p r o c u r a  da s o l u ç ã o  do p rob lema que  d e s c r e v e r e m o s  

na  p róx ima  s e ç ã o  u t i l i z a r e m o s  o s  a r c o s  p a r a  a c r e s c e n t a r  o  f l u  - 

xo e x i s t e n t e  numa r e d e ,  n e s t e  s e n t i d o  s e  u e  v s ã o  n ó s  e  s e  

e  = ( u , v )  é u m  a r c o  d i r e t o ,  p o r  e l e  pode - se  l e v a r  um a c r ~ s c i m o  

do f l u x o  d e s d e  o  nó u a t é  o  nó v ,  no e n t a n t o  acha remos  c a s o s  

em q u e  e s t a n d o  s i  t u a d o s  no nó u tenhamos que  i r a t e  o  nó w ,  

s e n d o  que  - e  = ( w , u )  é u m  a r c o  d i r e t o  com um d e t e r m i n a d o  f l u  - 
- 

xo f ( e ) ,  não  n u l o ,  n e s t e  c a s o  f a r e m o s  uso  do a r c o  e  = (u,w)$ E 

coril c a p a c i d a d e  f ( e )  o  que  na r e a l i d a d e  é uma e l i m i n a ç ã o  t o t a l  

ou p a r c i a l  do  f l u x o  f ( e )  j á  e x i s t e n t e .  Segundo  a  e x p o s i ç ã o  q u e  

f a r e m o s  a p ó s ,  u m  a r c o  - e  s e r v e  e n t ã o  p a r a  a c r e s c e n t a r  o  f l u x o  

ou p a r a  d i m i n u i - l o  s e  f o r  n e c e s s á r i o .  

1 . 2 . 8 .  C a ~ a c i d a d e  R e s i d u a l  R e l a t i v a  ao  F l u x o  f 

Dados d o i s  nós  a d j a c e n t e s  numa r e d e  c a p a c i t a d a  

G = ( V , E , c )  e  u m  f l u x o  f ,  d e f i n i m o s  Capac idade  R e s i d u a l  de 

e  = ( u , v )  em r e l a ç ã o  ao f l u x o  f ,  e  denotamos t i f ( e ) ,  da  s e g u i n  - 

t e  f o rma :  



Na f i g u r a  1 . 1  a p r e s e n t a m o s  uma r e d e  G = ( V , E y c ) ,  o n d e  
d 

a s  c a p a c i d a d e s  s ã o  e x p r e s s a s  d e n t r o  de c o l c h e t e s ,  e o  f l u x o  e  

e x p r e s s o  s e m  a q u e l e  s r m b o l o .  

F i g u r a  1 . 1  - 



F i q u r a  1 . 2  

1 . 2 . 9 .  - Rede  R e s i d u a l  R e l a t i v a  a o  F l u x o  f 

S e j a  G = ( V , E , c )  uma r e d e  c a p a c i t a d a  e s e j a  f um f l u  - 

xo n a  r e d e ,  chamamos d e  Rede R e s i d u a l  r e l a t i v a  a o  f l u x o  f a  re  - 

de  c a p a c i t a d a  G; = ( V ,  E + ,  c ' ) ,  ( * ) ,  o n d e  d a d o s  o s  n ó s  u  E V ,  

v  V ,  o  a r c o  e  = ( u , v )  p e r t e n c e  a o  c o n j u n t o  E; s e  s o m e n t e  s e  

1 )  u  e v s ã o  a d j a c e n t e s  em G 

2 )  6 f ( e )  ' 0 

( * )  P a r a  n ã o  s o b r e c a r r e g a r  a  n o t a ç ã o ,  q u a n d o  o  f l u x o  f e s t i  - 

ver p e r f e i  t a m e n t e  d e f i n i d o  e s c r e v e r e m o s  s i m p l e s m e n t e  

G ' ,  E ' ,  e . .  



Fazemos  e n t ã o  p a r a  t o d o  a r c o  e  d e  E; 

c l ( e )  = f j f ( e )  

Na f i g u r a  1 . 2  a p r e s e n t a m o s  a  Rede  R e s i d u a l  

G '  = ( V , E 1 , ~ ' )  c o r r e s p o n d e n t e  a  r e d e  da f i g u r a  1 .1 . ,  o n d e  a  l i  - 

n h a  p o n t i l h a d a  é a  c o r r e s p o n d e n t e  r e d e  o r i g i n a l  G .  

1  . 2 . 1 0 .  - A r c o  O t i l  

S e  f é um f l u x o  n a  r e d e  G = ( V , E , c ) ,  c h a m a - s e  de  A r c o  

U t i l  a  t o d o  a r c o  d a  c o r r e s p o n d e n t e  r e d e  r e s i d u a l  G ' .  

1 . 2 . 1 1 .  A r c o  S a t u r a d o  

Chama-se d e  A r c o  S a t u r a d o ,  a  t o d o  a r c o  d a  r e d e  G com 

f l u x o  i g u a l  a  s u a  c a p a c i d a d e .  

S e  o b s e r v a r m o s  a s  f i g u r a s  1 . 1  e  1 . 2 ,  e s e g u n d o  a s  d e  - 

f i n i ç õ e s  1 . 2 . 8  a t é  1 . 2 . 1 1 ,  t e m o s :  

- Todo, a r c o  s a t u r a d o  d a  r e d e  G ,  o r i g i n a  n a  r e d e  res i  - 

d u a l  G' um a r c o  Ú t i l  de s e n t i d o  c o n t r á r i o .  

- Todo  a r c o  e  E n ã o  s a t u r a d o  e  d e  f l u x o  f ( x )  > 0 ,  

o r i g i n a  d o i s  a r c o s  f i t e i  s ,  o  d i r e t o  . ( o  p r ó p r i o )  e o  

c o n t r á r i o  n a  r e d e  r e s i d u a l  G ' .  

- Todo  a r c o  e  = ( u , v )  n ã o  s a t u r a d o  e com f l u x o  n u l o  

n a  r e d e  G ,  é o  p r ó p r i o  n a  r e d e  G ' .  



Segundo o  c o m e n t á r i o  f e i t o  l o g o  d e p o i s  da d e f i n i ç ã o  

1 . 2 . 7  e  p e l a s  d e f i n i ç õ e s  1 . 2 . 8  e  1 . 2 . 9 ,  cada  a r c o  e  = ( x , y )  na 

r e d e  r e s i d u a l  G' = ( V Y E 1  , c 1 )  p e r m i t e  l e v a r  u m  f l u x o  f a ,  com 

f a ( e )  5 c ' ,  de sde  o nó x  a t é  o  nó y ,  a c r e s c e n t a n d o  o  f l u x o  j á  

e x i s t e n t e  na r e d e  G .  E s t e  e scoamen to  de f l u x o  s e  r e f l e t e  na r e  - 
de o r i g i n a l  G = ( V , E , c )  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

- s e  e  = ( x , y )  E E ,  e n t ã o  o  f l u x o  e x i s t e n t e  é a c r e s  - 

tentado p a r a  a  q u a n t i d a d e  de f . luxo q u e  levamos  do 

nó x  a t é  o  nó y .  
- 

- s e  e  = ( x , y )  f! E ,  e n t ã o  e  = ( y , ~ )  E E e  O f l u x o  

e x i s t e n t e  é d i m i n u i d o  p a r a  a  q u a n t i d a d e  de  f l u x o  

que  levamos do nó x a t é  o  nó y .  

1 . 2 . 1 2 .  Caminho de Acrésc imo de F luxo  e n t r e  s e  t Dara o  

F luxo  f .  ( c . a . f . )  - 

Dada uma r e d e  c a p a c i t a d a  G e  u m  f l u x o  f  i n d o  d a  f o n t e  

s ao poço t chama-se de Caminho Acré sc imo  de F luxo  p a r a  f  a  u m  

caminho L de s  a t em G f  

Segundo o  c o m e n t ã r i  o  f e i t o  na  d e f i n i ç ã o  a c i m a ,  f i c a  

c l a r o  o  s i g n i f i c a d o  da p a l a v r a  " a c r é s c i m o " .  



1  . 2 . 1 3 .  C o m ~ r i m e n t o  do Caminho 

Chama-se Comprimento do Caminho L ao número d e  s e u s  

a r c o s .  

1 . 2 . 1 4 .  - D i s t â n c i a  E n t r e  Dois  Nós 

D i s t â n c i a  d ( u , v )  e n t r e  d o i s  nós  u e  v é o  comprimen - 

t o  do caminho ma i s  c u r t o  e n t r e  e l e s .  

1  . 2 . 1 5 .  Caminho f - B l o a u e a d o  

Se L é u m  caminho numa r e d e  c a p a c i t a d a  G = ( V , E , c )  e  

f u m  f l u x o  na  r e d e ,  chamamos de Caminho f - B l o q u e a d o  o u  s i m p l e s  - 

mente  B loqueado  s e  e x i s t i r  um a r c o  s a t u r a d o  no caminho .  

1 . 2 . 1 6 .  Arco f - B l o a u e a d o  

U m  a r c o  e  = ( u , v )  numa r e d e  G = ( V , E , c , f ) ,  é chama - 

do de Arco f - B l o q u e a d o  s e  q u a l q u e r  caminho da fo rma  (u ,v ,w, . . , t )  

é f-B1 oqueado .  



- 
Um n ó  u  é f - B l o q u e a d o  s e  q u a l q u e r  c a m i n h o  d e  u  a  t e 

f - B l  oq u e a d o .  

1 . 2 . 1 8 .  F l u x o  Maximal 

Dada uma r e d e  c a p a c i t a d a  G ,  d i z - s e  q u e  um f l u x o  é Ma - 

x i m a l  s e  t o d o  c a m i n h o  L em G l i g a n d o  a  f o n t e  com o  p o ç o  c o n t é m  

u m  a r c o  s a t u r a d o  p o r  f .  

E m  o u t r a s  p a l a v r a s  podemos  a f i r m a r  q u e  f é f l u x o  maxi - 

mal numa r e d e  G s e  a  f o n t e  s é f - b l o q u e a d a .  

O b s e r v a m o s  q u e  s e  t r o c a r m o s  n a  d e f i n i ç ã o  a c i m a  " .  . . t o  - 

d o  c a m i n h o  L em G . . .  " p o r  " . . .  t o d o  c a m i n h o  L em G +  . . .  I' e n  - 

t ã o  f s e r á  de  f a t o  o  f l u x o  máximo q u e  p o d e  i r  d a  f o n t e  a o  p o ç o  

n a  r e d e  G .  E s s e  f a t o  s e r á  d e m o n s t r a d o  p o s t e r i o r m e n t e .  

1 . 3 .  O PROBLEMA D E  FLUXO M A X I M O  

S e j a  G = ( V y E , c )  uma r e d e  c a p a c i t a d a  com v a l o r e s  i n  - 

t e i r o s ,  s e j a  também f u m  f l u x o  da f o n t e  s a t é  o  p o ç o  t .  O P r o  - 

b l e m a  d e  F l u x o  Mãximo é o  de  a c h a r  a q u e l e  f l u x o  f d e  m a i o r  va  - 

1  o r .  

S e g u n d o  a  d e f i n i ç ã o  1 . 2 . 7 ,  o  P r o b l e m a  é d e s c r i t o  a  s e  - 

g u i  r :  



Maximizar :  F  

S u j e i  t o  a :  

I F  s e u = s  
c f ( u , v )  - C f ( w , u )  = O s e u ~ V  

-F s e  u = t 

Uma p r i m e i r a  abordagem p a r a  a  s o l  ução do p rob l ema  f o i  

f e i t a  p o r  Ford  e  Ful k e r s e n  1 1 em 1 9 5 6 ,  a p r e s e n t a n d o  o  T e o r e  A 

ma do C o r t e  Minimo - Fl uxo Máximo que d e s c r e v e r e m o s  pps  t e r i  o r  - 

mente .  Ante  vejamos : 

C o r t e  S e p a r a n d o  s e t ( C o r t e  s - t )  
A 

S e j a  G = (VyEyc) uma r e d e  c a p a c i t a d a ,  e  s e j a  X um s u b  - 

c o n j u n t o  de nós  i n c l  u i n d o  a  f o n t e  s ,  s e j a  também X = V - X o  

comp lemen ta r  c o r r e s p o n d e n t e  e  que  i n c l u o  o  poço t ,  chama-se  de  

C o r t e  S e p a r a d o  s e  t ou s i m p l e s m e n t e  C o r t e  s - t  e  deno tamos  com 

( X , X ) ,  a o  c o n j u n t o  de a r c o s  e  = ( u , v )  da r e d e  G y  onde  u é u m  

nó em X e  v é u m  nó em X. 

S e j a  p o r  exemplo  a  r e d e  da  f i g u r a  1  . I ,  s e  X = {s ,1 , 3 ) ,  

o  comp lemen ta r  X = { 2 , 4 , t ) ,  e n t ã o  o  C o r t e  s - t  é 

Vejamos a g o r a ,  s e j a  L um caminho q u a l q u e r  q u e  l i g a  s  

a  t ,  é f á c i l  compreende r  que  p e l o  menos um dos  a r c o s  d e l e  p e r  

t e n c e  a o  c o r t e ,  f a t o  que  podemos u s a r  p a r a  a f i r m a r  q u e  s e  na 

r e d e  G ,  t i r a m o s  o s  a r c o s  de u m  c o r t e ,  e n t ã o  não e x i  s t i r ã  cami A 

nho l i g a n d o  s  a t .  



1 . 3 . 2 .  -- C a p a c i d a d e  d o  C o r t e  

S e j a  G = ( V , E , c )  uma r e d e  c a p a c i t a d a  e  s e j a  X um s u b  - 

c o n j u n t o  d o s  n ó s  em V q u e  c o n t é m  a  f o n t e  S .  S e j a  também o  c o r  - 

t e  ( X , X ) ,  c h a m a - s e  d e  C a p a c i d a d e  d o  C o r t e  c ( X , X )  a o  s o m a t ó r i o  

d a s  c a p a c i d a d e s  d o s  a r c o s  q u e  p e r t e n c e m  a o  c o r t e ,  o u  s e j a :  

Com a  f i n a l i d a d e  de  a b o r d a r  o  Teorema  do  C o r t e  Minimo 

- Fl uxo Máximo, a p r e s e n t a m o s  l o g o  a1 gumas p r o p r i e d a d e s  i m p o r  - 

t a n t e s  r e f e r e n t e s  ao  c o n c e i t o  de  c o r t e .  

L E M A  1  - D u a l i d a d e  F r a c a  -- 

d 

O v a l o r  F d e  q u a l q u e r  f l u x o  numa r e d e ,  e  m e n o r  o u  

i g u a l  a  c a p a c i d a d e  d e  u m  c o r t e  q u a l q u e r  ( X , X ) .  

P r o v a  

Dados U e  W ,  s u b c o n j u n t o s  d e  V d e n o t e m o s  p o r  f (U ,W)  

a o  s o m a t ó r i o  C f ( u , w )  s e n d o  q u e  u é um n ó  d e  U e  w u m  n ó  de  

W ,  s i m b o l  i  c a m e n t e  

P o r  s i m p l i c i d a d e  s e  U o u  W é c o n s t i  t u i d o  d e  a p e n a s  u m  e1 e m e n t o  

q ,  e s c r e v e m o s  f ( q , W )  , ( f ( U , q )  , r e s p e c t i v a m e n t e )  a o  i n v é s  d e  

f ( { q ) ,  W), ( f ( U ,  {q}) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ) .  



Reescrevendo as  equações  de conse rvação  de f l u x o  ( 1 )  

temos e n t ã o :  

f ( s , V )  - f ( V , s )  = F 

f ( v , V )  - f ( V , v )  = O onde v E 'V ( 5  

f ( t , V )  - f ( V , t )  =-F 

Somando as  equações  acima pa ra  todo v 6 X,  e  c o n s i d e  - 

rando que s  e X,  e t 4 X ,  temos:  

Como, s e  Y 1  e  Y 2  ( W 1  e W 2 ,  r e s p e c t i v a m e n t e )  s ã o  d i s  - 

j u n t o s ,  e n t ã o  

( f ( Y  . W l  U W2) = f(Y . W 1  ) + f(Y ,W2). r e s p e c t i v a m e n t e )  , f icamos  

com: 

ou s e j a  



Como f ( v , w )  - > O e f ( u , v )  5 c ( u , v ) ,  t e m o s :  

Assim 

o  q u e  p o r  ( 1 0 )  e ( 4 )  a c i m a ,  é o  mesmo q u e  

F - < c ( X , X )  

C . Q . D .  

O l e m a  1  n o s  p e r m i t e  a f i r m a r  q u e  s e  t i ~ v e r m o s  um f l u x o  

f de v a l o r  F e  u m  c o r t e  (X,X)  t a l  q u e  F = c ( X , X )  e n t ã o  f é  um 

f l u x o  máximo e n t r e  s e  t ,  e  (X,X)  é um C o r t e  Minimo ( * )  s e p a  - 

r a n d ò  s e t ( * * ) .  

Vamos a g o r a  p r o v a r  q u e  d a d o s  uma r e d e  G q u a l q u e r  e 

d o i s  d e  s e u s  n ó s  s e t ,  e x i s t e  um f l u x o  d e  s a  t c u j o  v a l o r  é 

i g u a l  a o  d e  um c o r t e  (X ,X)  s e p a r a n d o  s e t .  

- 
( * )  C o r t e  Minimo o u  d e  m e n o r  c a p a c i d a d e .  

( * * )  C o m e n t á r i o  q u e  u s a r e m o s  n a  p r o v a  d o  Teorema  1 .  



T E O R E M A  1  - Dados uma r e d e  c a p a c i t a d a  G = ( V , E , c )  e  

d o i s  nós  s  e  t de V ,  e n t ã o  a s  t r ê s  a f i r m a ç õ e s  a b a i x o  s ã o  e q u i  - 

val  e n t e s .  

1 )  f é u m  f l u x o  máximo e n t r e  s  e  t .  

2 )  Não e x i s t e  um caminho de a c r é s c i m o  de f l u x o  e n t r e  

s  e  t p a r a  o  f l u x o  f .  

3 )  E x i s t e  u m  c o r t e  ( X , X )  c u j a  c a p a c i d a d e  é i g u a l  ao 

v a l o r  F do  f l u x o  f .  

P rova  

( I . - )  => ( 2 . - )  

A p rova  d e s t a  i m p l i c a ç ã o  é i m e d i a t a  p e l o  p r ó p r i o  s i g  - 

n i f i c a d o  do que  é u m  caminho de a c r é s c i m o  de f l u x o  p a r a  u m  f l u  - 

xo f  conforme e x p l i c a d o  em 1 . 2 . 1 2  e  a n t e r i o r e s .  

( 2 . - )  => ( 3 . - )  

C o n s i d e r e  X o  c o n j u n t o  de nós a t i n g í v e l  em G '  a  p a r  

t i r  de S .  Se  a  a f i r m a ç ã o  ( 2 . - )  é v e r d a d e i r a  temos que  t # X e 

p o r t a n t o  (X,X) 6 u m  c o r t e  s e p a r a n d o  s  e  t .  

C o n s i d e r e  e n t ã o  i n i c i a l m e n t e  um a r c o  e  = ( u , v )  com 

u C X e  v  E X. Se obtém d i  r e t a m e n t e  que  

c a s o  c o n t r á r i o  t e r r a m o s  v E X .  

Da mesma forma dado um a r c o  ( v , u ) ,  com u c X e  v  E X, 

temos que  

p o i s  s e n ã o  6 f ( u , v )  = f ( v , u )  > O e  t e r í a m o s  q u e  v  E X .  



Tomando a g o r a  novamente  a  e q u a ç ã o  ( 1 0 )  

s e g u n d o  a s  e q u a ç õ e s  ( 1 5 )  e  ( l 6 ) ,  podemos e s c r e v e r :  

complietando a  p r o v a  d e s s a  i m p l i c a ç ã o .  

E s t a  i m p l i c a ç ã o  é uma c o n s e q u ê n c i a  di r e t a  do l ema  1  

j á  comentada  l o g o  após  a  p r o v a  r e s p e c t i v a .  
C . Q . D .  

Como um c o r o l á r i o  do t eo r ema  1 ,  daremos o  s e g u i n t e :  

T E O R E M A  2 - (Teorema "Min Cut-Max F low")  ( D u a l i d a d e  

F o r t e )  - A s o l  ução do p rob l ema  de d e t e r m i n a ç ã o  do f l u x o  máximo 
- 

e n t r e  s e  t numa r e d e  c a p a c i t a d a  G = ( V , E , c )  dado  em 1 . 3 ,  e  

i g u a l  a  c a p a c i d a d e  do c o r t e  minimo em G s e p a r a n d o  s e  t .  

P rova  

O p rob lema de d e t e r m i n a ç ã o  do f l u x o  máximo é um P r o  

blema de Programação  L i n e a r  l i m i t a d o  em f u n ç ã o  do que  e s t a b e l e  - 

c e  o  1 ema 1  e  p o r t a n t o  p o s s u i  uma s o l  ução v i ã v e l  onde a  f u n ç ã o  

o b j e t i v o  assume o  v a l o r  Ót imo o  que e q u i v a l e  a  d i z e r  que  e x i s  - 

t e  de f a t o  um f l u x o  de v a l o r  máximo. Dado e s s e  f l u x o  máximo o  

t eo r ema  1 nos  g a r a n t e  a  e x i s t ê n c i a  de um c o r t e  s e p a r a n d o  s e t 



c u j a  c a p a c i d a d e  é i g u a l  a o  s e u  v a l o r  e  q u e  p o r  c o n s e g u i n t e  p e  

1 0  l e m a  1 é um c o r t e  mín imo  s e p a r a n d o  s e  t .  

C . Q . D .  

O i t e m  2 d o  t e o r e m a  1  m o t i v a  a  f o r m u l a ç ã o  d e  um p r i  - 

mei r o  a1 g o r i  t m o  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  f l  uxo máximo numa r e d e ,  a1 - 

g o r i  tmo em q u e  s u c e s s i v a m e n t e  aumen tamos  o  v a l o r  do Ú l t i m o  f l  - u 

xo o b t i d o ,  d e t e r m i n a n d o - s e  um c a m i n h o  d e  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  p a  - 

r a  e l e ,  e n q u a n t o  i s s o  é p o s s i v e l ,  e  f a z e n d o - s e  p a s s a r  p o r  e s s e  

c a m i n h o  um a c r é s c i m o  & ( L ) .  Esse a l g o r i t m o  s e  d e v e  a  F o r d  e  

Ful  k e r s o n  e f o i  a p r e s e n t a d o  em 1 9 5 6  1 1 , 1 1 e q u e  d e s c r e v e r e  - 

mos numa p r ó x i m a  s e ç ã o .  

1 . 4 .  O T E O R E M A  M I N . C U T - M A X .  F L O W  V I A  D U A L I D A D E  E M  P R O G R A M A Ç Ã O  

LINEAR 

A i g u a l d a d e  e n t r e  o  v a l o r  do  f l u x o  máximo e  o  d o  c o r t e  

mín imo d a d a  p e l o  T e o r e m a  2 p o d e  s e r  d e m o n s t r a d a  u t i l i z a n d o  o  

T e o r e m a  de  Dual  i d a d e  F o r t e  ( * )  em P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  c o n f o r m e  

v e r e m o s  a  s e g u i r .  

- 
( * )  E s t a  a  j u s t i f i c a t i v a  de t e r m o s  chamado  a o  t e o r e m a  2 em 

1 . 3  d e  " T e o r e m a  da  D u a l i d a d e  F o r t e " .  



C o n s i d e r e  e n t ã o  como p rob l ema  pr ima1  o  n o s s o  P rob l ema  

de Fl uxo Máximo a p r e s e n t a d o  na  s e ç ã o  1 . 3  q u e  r e p r o d u z i m o s  a  s e  - 

g u i r  numa fo rma  compac t a .  

Onde: A é a  m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  da r e d e  

I t  = ( 0 , 0 , . . . , 0 , 1 )  T 

= ( 1  , o , .  . . . . , O )  T 
I s 

f = ( f ( s Y u ) , . . . ,  f ( i y j ) y . . . y f ( ~ y t ) )  
T 

c  = ( c ( s , u ) , . .  . , ~ ( i  , j ) , . . . , c ( y , t ) )  T 

Sejam a g o r a ,  h = ( h s , h u , .  . . , h i  ,... , h t )  a  v a r i á v e l  

dua l  a s s o c i a d a  à s  e q u a ç õ e s  ( d o s  n ó s )  de c o n s e r v a ç ã o  de f l u x o  e  

w = ( w s , , w  
S Y '  

. . . , w i  j y . .  . ,wut )  a  v a r i á v e l  dua l  a s s o c i a d a  a s  r e s  - 

t r i ç õ e s  de  c a p a c i d a d e  dos a r c o s .  

O P rob lema Dual ( P D )  pode e n t ã o  s e r  e x p r e s s o  p o r :  

h i  q u a l q u e r  



Vamos m o s t r a r  a g o r a  q u e  o  v a l o r  ó t i m o  de  (PD)  a  p r ó  - 

p r i a  c a p a c i . d a d e  d o  c o r t e  min imo  e e n t ã o  a p l i c a n d o  o  T e o r e m a  d e  

Dual i d a d e  F o r t e  o b t e r e m o s  a  i g u a l  d a d e :  

V a l o r  do  f l u x o  máximo = C a p a c i d a d e  do  c o r t e  min imo  

P a r a  i s s o  o b s e r v e  q u e  o  p r o b l e m a  ( P D )  f i x a d a s  a s  v a r i  - 
- 
a v e i s  h i ,  i = 1 ,  . . .  ] V I ,  a  m e l h o r  e s c o l h a  p a r a  o s  w i j  é d a d a  

P o r  

w i  = max.{O, h i  - h j }  

F a z e n d o  i s s o  podemos  r e e s c r e v e r  o  (PD)  a g o r a  a p e n a s  

em f u n ç ã o  d a s  v a r i ã v e i s  h i  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

Como & ( h )  é f u n ç ã o  a p e n a s  d a s  d i f e r e n ç a s  ( h i - h j )  6 

p o s s i v e l  a c r e s c e n t a r  a  t o d a s  a s  s u a s  c o o r d e n a d a s  h i  uma c o n s  - 

t a n t e  q u a l q u e r  sem a l t e r a r  o  s e u  v a l o r .  I s s o  s i g n i f i c a  q u e  

e x i s t e  uma s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  o  (PD1)  em q u e  h t  = O  e p o r t a n t o  

h  = 1 E s s a s  d u a s  i g u a l d a d e s  podem e n t ã o  s u b s t i t u i  r a  r e s t r i  - 

ç ã o  h, - h t  = 1  sem q u e  o  v a l o r  ó t i r n o  do p r o b l e m a  s e  m o d i f i q u e ,  

Chame a g o r a  e s s e  ú l t i m o  p r o b l e m a  d e  ( P D 2 ) ,  e vamos 

m o s t r a r  q u e  s e m p r e  e x i s t e  s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  e l e  o n d e  

h i  E { 0 , 1 }  , i  = 1  ,.... n  = \ V I .  
P a r a  i s s o  c o n s i d e r e  li = (5 =h = 1 , E 2 , . . . , E  =f i t=O)  uma 1  s n  

s o l u ç ã o  Ó t i m a  p a r a  ( P D * ) .  

R e p r e s e n t a n d o  p o r  C ( h )  a o  c o n j u n t o  

{ k  E R / ( 3 i  1 h i  = k ) } ,  
- 
h  r e s o l v e :  

m i m  { I  ~ ( h )  1 ,  h  é s o l u ç ã o  ó t i m a  d e  (PD2)  I 



D e f i n i m o s ,  e n t ã o ,  p a r a  t o d o  k E IR 

e  e s t a b e l e ç a  que  e x i s t e  u m  F $ { 0 , 1 1  t a l  que  ~ ( k )  # $. Faça  

a i n d a  M = m a x . { / h i I ,  i = 1 . .  1 e  c o n s i d e r e  

k +  = m i m  {2M, m i m  { k  > k/H(k) P $11 

k -  = max { - Z M ,  max { k  k / ~ ( k )  # $11  

Suponha a g o r a  que 

e  d e f i n a :  

onde 

Como f {0 ,1}  não  a1 t e r amos  o  v a l o r  de h ,  e  h t  que  
- 

c o n t i n u a m  v a l e n d o  1  e  O r e s p e c t i v a m e n t e .  Dessa  m a n e i r a  h '  e  

v i á v e l  p a r a  ( P D 2 )  e  a lém d i s s o  t e r e m o s  

C c ( i  , j )  . ( h ;  - h'.) J = 

( i  ,j)/h; >h: 

C c ( i y j ) . ( K i - L . )  J + 1 - c ( i  , j ) .  {(Ei -Ej)-(k+-I) ; + 
(i , j ) / h i  > h j  ( i  , j ) / h i  > h j  = k 

- 
h i  , h j  #-k 

+ C c ( i , j ) . { ( h i - h . )  J + ( k + - k ) ~  = 

( i ,  j)/E=hi > h  
j 



h '  p o r t a n t o  s e r i a  uma s o l u ç ã o  p a r a  (PD2)  m e l h o r  q u e  h 

em c o n t r a d i ç ã o  com o  f a t o  d e  q u e  h 6 s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  e s s e  

p r o b l  ema.  

Da mesma f o r m a  s e  em ( 2 4 )  o  s i n a l  d e  d e s i g u a l d a d e  f o r  

" < "  e n t ã o  d e f i n i n d o  h "  como h '  s ó  q u e  t r o c a n d o  k f  p o r  k' c h e g a  

remos  a  i d ê n t i c o  r e s u l  t a d o .  

A s s i m  r e s t a  p a r a  E uma ú n i c a  p o s s i b i l i d a d e  que em (24)  

t e n h a m o s  uma i g u a l d a d e .  Mas n e s s e  c a s o  tomando  ĥ  = h  ' 

s e  k # max { k / H ( k )  # $ 1  e  6 = h " ,  em c a s o  c o n t r á r i o  o b t e r e m o s  

q u e  h s e r á  uma s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  ( P D 2 )  e  q u e  l c ( h ) l  = Ic(L)l  - 1  

de  novo  c o n t r a d i z e n d o  a  d e f i n i ç ã o  d e  h. 

D e s s e  modo e l i m i n a m o s  t o d a s  a s  p o s s i b i l i d a d e s  d e  k 

n ã o  s e r  1  o u  O e  p o r t a n t o  o b r i g a t á r i . a m e n t e  T i i  o 0 1 1  i = 1  ,. 
' . . ¶  n .  

Como 5 é s o l  u ç ã o  Õ t i m a  de (PD2)  podemos  e n t ã o  d i z e r  

u s a n d o  também a  i g u a l  d a d e  d o s  v a l o r e s  ó t i m o s  d o s  p r o b l e m a s  P D ,  

PD1 e  P D 2  q u e  o  v a l o r  ó t i m o  d o  p r o b l e m a  d u a l  p o d e  s e r  d a d o  p o r  

q u e  f i n a l m e n t e  u t i l i z a n d o  a  b i  j e ç ã o  ( h  E {O,l ln  -> X = { i / h .  = 1 1  
1 



pode  s e r  e s c r i t o  

q u e  é o  p r ó p r i o  p r o b l e m a  de  d e t e r m i n a ç ã o  d a  c a p a c i d a d ~  d o  c o r  - 

t e  min imo  e  a s s i m  v e r i f i c a m o s  n o s s a  a f i r m a ç ã o  a n t e r i o r .  

1 . 5 .  - ALGORITMO D E  ROTULAÇÃO D E  FORD E FULKERSON (ALGORITMO F - F )  

O A l g o r i  tmo - 

B a s i c a m e n t e  o  a l g o r i t m o  p o s s u i  d u a s  r o t i n a s ,  n a  p r i  - 

m e i r a  e l e  e f e t u a  a  b u s c a  d e  u m  c a m i n h o  d e  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  e  

n a  s e g u n d a  m o d i f i c a  o  f l u x o  n o s  a r c o s  d e s s e  c a m i n h o .  Na v e r s ã o  

m a i s  u s u a l  d a  p r i m e i r a  r o t i n a ,  a  e x p l o r a ç ã o  d a  r e d e  r e s i d u a l  

de  um f l u x o  f a  p a r t i r  da  f o n t e  é e f e t u a d a  a t r a v é s  d e  um a l g o -  

r i t m o  de  r o t u l a ç ã o  em q u e  a  c a d a  n ó  v a t i n g i d o ,  a s s o c i a m o s  um 

r e g i s t r a  d e  i n f o r m a ç ã o  ( o u  r ó t u l o )  i n d i c a n d o :  

1 )  O s e u  a n t e c e s s o r  i m e d i a t o  n o  c a m i n h o  d e  s a t é  e l e ,  

c a m i n h o  q u e  o  a l g o r i  tmo u t i l i z o u  p a r a  a t i n g i - l o .  

2 )  Q u a l  o  máximo a c r é s c i m o  de  f l u x o  q u e  podemos e s c 0  - 

a r  p o r  e s s e  c a m i n h o .  

3 )  S e  o  Ü1 t i m o  ramo d e s s e  c a m i n h o  p e r t e n c e  a  r e d e  o r i  - 

g i n a l  ( s e  d i z  num a b u s o  de l i n g u a g e m ,  q u e  o  ramo é p e r c o r r i d o  

n o  s e n t i d o  d i r e t o  p o r  e s s e  c a m i n h o )  ou  n ã o  ( o  a r c o  é p e r c o r r i  - 

do  n o  s e n t i d o  i n v e r s o ) .  



Os n ó s  a t i n g i . d o s  o u  j á  g e r a d o s  p e l o  a l g o r i t m o  s ã o  t am - 

bém chamados  d e  r o t u l a d o s  e  d e  uma f o r m a  m a i s  p r e c i s a  o  p r o c e  - 

d i m e n t o  e f e t u a d o  é o  s e g u i n t e :  

R o t i n a  A (ROTU) 

P a s s o  O 

I n i c i a l m e n t e  t o d o s  o s  n ó s  s ã o  n ã o  r o t u l a d o s .  A t r i b u i m o s  

e n t ã o  à f o n t e  s o  r ó t u l o  (-,a) e  c o l o c a m o s  s  n a  l i s t a  

dos  n o s  r o t u l a d o s  mas n ã o  e x p a n d i  d o s ,  chamada  L i s t a  A b e r  - 

t a .  

F a ç a  

S <- U 

P a s s o  9 

S e  a  l i s t a  a b e r t a  e s t i v e r  v a z i a  p a r e ,  i s s o  i n d i c a  q ue 

n ã o  e x i s t e  c a m i n h o  de  a c r é s c i m o  de  f l u x o  p a r a  f .  C a s  o  

c o n t r á r i o ,  e s c o l h e m o s  u m  n ó  u  a i n d a  n ã o  e x p a n d i d o  e  n a t u  - 

r a l m e n t e  o  p a s s a m o s  p a r a  a  l i s t a  d o s  n ó s  j á  e x p a n d i d o s  

( L i s t a  F e c h a d a ) .  

S e j a m  a g o r a  v l , v 2 , . . . , v L  o s  s u c e s s o r e s  d e  um n ó  u em 

G ' ,  p a r a  c a d a  um d e l e s  e f e t u e  o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o  

T r a t a - S u c e s s o r  -- --- 

- s e  vi  j á  f o i  r o t u l a d o  n ã o  f a ç a  n a d a ,  c a s o  c o n t r á r i o ,  

- s e  ( u , v i ) o  E e  f ( u , v i )  < c ( u , v i )  c r i e  p a r a  vi o  r ó t u  - 

1 0 :  

( + u ,  E ( v i ) )  o n d e  € ( v i )  = 

= m i m  { c ( u , v i )  - ( f ( u , v i ) ,  E ( u ) }  

- s e  ( u , v i ) $ ~ ,  mas f ( v i , u )  > O a t r i b u a  à v i  o  r ó t u l o  

( - U ,  & ( v i ) )  o n d e  ( v i )  = 

= m i m  { f ( v i  , u ) ,  E ( u ) }  



E m q u a l q u e r  dos  d o i s  c a s o s  c o l o q u e  v i  n a  l i s t a  d o s  

n ó s  n ã o  e x p a n d i d o s .  

- s e  vi = t ,  vá  p a r a  a r o t i n a  d e  a l t e r a ç ã o  d o  f l u x o  (ROTU) 

Fim d e  T r a t a - S u c e s s o r .  

Quando t o d o s  o s  s u c e s s o r e s  j á  t i  v e r e m  s i d o  t r a t a d o s  r e p i t a  

o  p a s s o  1 .  

A r o t i n a  ROTU é a p l i c a d a  a t é  a t i n g i r  o  p o ç o  t ,  c a s o  

s e  v e r i f i q u e  q u e  o  p o ç o  n ã o  é a t i n g i v e l  o  a l g o r i t m o  t e r m i n a ,  

p o i s  n ã o  e x i s t i n d o  c a m i n h o  de  a c r é s c i m o  de  f l u x o ,  o  f l u x o  d e v e  

s e r  máximo.  Quando  o  p o ç o  é a t i n g i d o  a p l i c a - s e  a  r o t i n a  B a b a i  - 

x o ,  q u e  e f e t u a  a  a t u a l i z a ç ã o  d o  f l u x o  n o s  a r c o s  d o  c a m i n h o  u s a  - 

d o  p e l o  a l g o r i  tmo p a r a  c h e g a r  a  t .  E l a  r e c u p e r a  e s se  c a m i n h o  

d e t e r m i n a n d o  o s  s e u s  n ó s  d e  t r á s  p a r a  a  f r e n t e  com o  u s o  d a  

p r i m e i r a  p o s i ç ã o  do r ó t u l o .  

R o t i n a  B (MUF) 

Quando  a  r o t i n a  ROTU f o i  a p l i c a d a  e o  a l g o r i t m o  a t i n g i u  o  

p o ç o ,  e l e  p o d e  e s t a r  r o t u l a d o  com ( + u ,  ~ ( t ) )  o u  ( - u ,  ~ ( t ) ) .  

P a s s o  O 

F a ç a  

U <- t 

E <- ~ ( t )  

P a s s o  1  

- s e  o  n ó  u 6 r o t u l a d o  d a  f o r m a  

( + V ,  ~ ( u ) ) ,  f a z e r  



f ( v , u )  <- f ( v , u )  + E , i r  p a r a  o  P a s s o  2 

- s e  a o  c o n t r á r i o  o  r ó t u l o  é 
. . 

( - V ,  E ( u ) ) ,  f a z e r  

f ( u , v )  <- f ( u , v )  - E , i r  p a r a  o  P a s s o  2 

P a s s o  2 

- s e  v  # s f a z e r  

u <- v ,  e v01 t a r  p a r a  o  P a s s o  1  

- s e v = s  

a p a g a r  t o d o s  o s  r ó t u l o s  e  a p l i c a r  d e  n o v o  a  r o t i n a  ROTU 

1 . 5 . 2 .  - D e t e r m i n a ç ã o  do  C o r t e  s - t  Quando  o  A l g o r i t m o  

P a r a r  --- 

Q u a n d o  o  a l g o r i  tmo t e r m i n a ,  com a  v e r i f i c a ç ã o  d e  q u e  

p a r a  o  f l u x o  f o b t i d o  n ã o  e x i s t e m  m a i s  c a m i n h o s  d e  a c r é s c i m o  

de  f l u x o ,  o  c o n j u n t o  X d o s  n ó s  q u e  e s t ã o  r o t u l a d o s  r e p r e s e n t a  

r ã  e x a t a m e n t e  o  c o n j u n t o  d e  n ó s  a t i n g i v e i s  a  p a r t i r  d a  f o n t e  

em G f  e  p o r t a n t o  (X ,X)  s e r á  um c o r t e  min imo d e  a c o r d o  com o  

q u e  f o i  f e i t o  n a  d e m o n s t r a ç ã o  d o  T e o r e m a  1 .  

O c o n j u n t o  de  r amos  do c o r t e  (X,X)  p o d e  e n t ã o  s e r  f a  - 

c i  l m e n t e  d e t e r m i n a d o ,  p o r  e x e m p l o ,  r e - e x p a n d i n l d o  o s  n ó s  d e  X e 

v e r i f i c a n d o  s e  s e u s  s u c e s s o r e s  e s t ã o  o u  n ã o  em X .  



1  . 5 . 3 .  C0nvergênci .a  Fi.ni t a  do A lgo r i tmo  

A c o n v e r g ê n c i a  f i n i t a  do A l g o r i t m o  de Ford e  F u l k e r  - 

son  p a r a  o  c a s o  de  c a p a c i d a d e s  i n t e i r a s  p a r t i n d o - s e  de  uma s o  - 

l u ç ã o  i n i c i a l  v i ã v e l  também i n t e i r a ,  d e r i v a  do f a t o  d e  que o s  

a c r é s c i m o s  de  f l u x o  p o r  e l e  e x e c u t a d o s  se rem e n t ã o  sempre  i n  - 

t e i r o s  e p o r t a n t o  m a i o r e s  ou i g u a i s  a  u m .  No c a s o  g e r a l  em que  

podem a p a r e c e r  c a p a c i d a d e s  i  r r a c i o n a i  s ,  e s s a  p r o p r i e d a d e  de  

t e r m i n a ç ã o  f i n i t a  s e  p e r d e  conforme m o s t r a  o  exemplo a b a i x o :  

Cons t ru imos  uma r e d e  G = (V ,E , c )  c o n s t i t u i d a  p o r  o i t o  

n ó s :  s ,  x l  , x 2 ,  x3 ,  y1 , y Z y  y 3 ,  t e  com t r ê s  arcos e s p e c i a i s  e l ,  

e 2 ,  e 3  t a i s  q u e :  

e l  = ( x 1 . y 1 )  s endo  que  c ( e l )  = 1  

e 2  = ( x ~ Y Y ~ )  s e n d o  que  c ( e 2 )  = a  

s endo  q u e  c ( e 3 )  = a  2  e 3  = ( ~ 3 3 ~ ~ )  

Além d e s s e s  a r c o s  i n c l u i m o s  na r e d e  o s  a r c o s  : 

( x i Y x j )  e  ( y i y y j )  p a r a  i # j ,  i y j  E U A 3 }  

( s , x i )  e  ( y i y t )  p a r a  i E 1 1 , 2 , 3 }  

F i n a l m e n t e  a c r e s c e n t a m o s  o  a r c o  ( x l  , y 2 )  com c a p a c i d a  - 

de M .  A r e d e  r e s u l t a n t e  e s t ã  r e p r e s e n t a d a  na f i g u r a  1 . 3 .  

A t o d o s  o s  ramos não e s p e c i a i s  a t r i b u i m o s  c a p a c i d a d e  

i l i m i t a d a .  Observemos a i n d a  que a s  c a p a c i d a d e s  dos  a r c o s  e s p e  
2  c i a i s  cumprem a  p r o p r i e d a d e :  1  = a  + a  , a  > 0 .  



X3 Y3 

F i g u r a  1 . 3  - 

2 P e l a s  c o n d i ç õ e s  1  = a  + a  , a > 0 ,  temos que  a  < 1  

e  a s s i m  a  s é r i e  ? a n  c o n v e r g e .  
n = O  

Suponha e n t ã o  que  o  a l g o r i t m o  d e  Fo rd  e  F u l k e r s o n  p a r  - 

t e  da  s i t u a ç ã o  i n i c i a l  em que o  f l u x o  é n u l o  e  q u e  na p r i m e i r a  

i t e r a ç ã o  o  caminho achado  p a r a  f a z e r  o  a c r é s c i m o  de f l u x o  é :  

( s ,  X1' Y 1 '  t ) .  

F e i t a  a  a t u a l i z a ç ã o  dos  f l u x o s  t e r e m o s  q u e  f ( x l  , y ,  ) = 1  

e  a s  c a p a c i d a d e s  r e s i d u a i s  dos  t r ê s  a r c o s  e s p e c i a i s  s ã o  a s  r e  - 

p r e s e n t a d a s  na f i g u r a  a b a i  xo: 

F i a u r a  1 . 4  



A p a r t i r  d e s s e  p o n t o  c o n s i d e r a m o s  que  o  a l g o r i  tmo i r á  
n n n n n n  u t i l i z a r  na i t e r a ç ã o  n + 1  o  caminho:  ( s y x i  , y i  , y j y x j y ~ k y ~ k y t )  

onde : 

( x ~ , y ~ )  é o  a r c o  e s p e c i a l  de  menor c a p a c i d a d e  r e s i d u a l  

não n u l a  ao f i n a l  da i t e r a ç ã o  n .  

n n ( x j y y j )  é O a r c o  e s p e c i a l  de c a p a c i d a d e  r e s i d u a l  n u l a  
( 2 5  

ao f i n a l  da i  t e r a ç ã o  n .  

- 
( x k y Y k )  e  o  a r c o  e s p e c i a l  de m a i o r  c a p a c i d a d e  ao  f i n a l  

da i t e r a ç ã o  n .  

En t ão  p o r  exemplo o  s e g u n d o  e  t e r c e i r o  caminhos  de 

a c r é s c i m o  de f l  uxo u t i  1  i z ados  s e r i a m :  

( s Y x ~ Y Y ~ Y Y ~  J1 J 2 Y Y 2 Y t )  

( S  ' X 2 ' Y 2 ' Y 3 ' X 3 ' X 1  ' y l  Y t )  

r e s p e c t i v a m e n t e  e  que  a p r e s e t a m o s  nas  f i g u r a s  a  s e g u i r :  

o  caminho:  ( s  y x 3 y ~ 3 y  y1 , x l  y x 2 y ~ 2 y t )  

o  a c r é s c i m o :  f  = a  2  

a s  novas  c a p a c i d a d e s :  c l ( e l )  = a  2  

c l ( e j )  = O 

Fi g u r a  1 . 5  - 



o  caminho:  ( s , x 2 y ~ 2 y ~ 3 y ~ 3 ~ ~ l  Y Y ~  , t )  

o  a c r é s c i m o :  a  3  

2  3  a s  novas  c a p a c i d a d e s :  c N ( e l )  = a  - a  = a  4 

3  3 c U ( e 2 )  = a  - a  = O  

c I 1 ( e 3 )  = a  3  

C o n s i d e r e  tambgm q u e ,  g e n e r a l  i zando  o  q u e  obse rvamos  

a o  f i n a l  da p r i m e i r a  i t e r a ç ã o ,  tenhamos ao f i n a l  da  i t e r f a ç ã o  

n ( n  > 1 )  que o c o r r e m  a s  s e g u i n t e s  c a p a c i d a d e s  r e s i d u a i s  p a r a  

o s  a r c o s  e s p e c i a i s  

onde  x i  Y Y ~  y x j y ~ j 9 x k y ~ k  s ã o  d e f i n i d o s  em ( 2 5 ) .  

Vamos v e r i f i c a r  que  s u b s t i t u i n d o  n p o r  n + 1  em ( 2 6 )  

t e r e m o s  a s  c a p a c i d a d e s  r e s i d u a i s  dos  a r c o s  e s p e c i a i s  na  i t e r a  - 

ção  s e g u i n t e .  P a r a  i s s o  o b s e r v e  que  o  a c r é s c i m o  r e a l i z a d o  a t r a  - 

v é s  do ( n  c 1)'  caminho  s e r á  e n t ã o  de  



e  n e s s e  c a s o  o b t e r e m o s  p a r a  o s  r a m o s  e s p e c i a i s  a s  n o v a s  c a p a c i  - 

d a d e s  r e s  i d u a i  s e s p e c y f  i  c a d a s  a b a i  x o :  

t e r e m o s  e n . t ã o  q u e  

O b s e r v a n d o  c o n j u n t a m e n t e  ( 2 7 )  e  ( 2 8 )  v e r i f i c a m o s  q u e  

é p o s s f v e l  e s t e n d e r  p a r a  n  + 1 a s  e q u a ç õ e s  d e  ( 2 6 )  q u e  p o r t a n  - 

t o  s e r ã o  v e r d a d e i r a s  p a r a  t o d o  n  n a t u r a l .  

I s s o  em p a r t i c u l a r  s i g n i f i c a  q u e  numa i t e r a ç ã o  n  q u a l  - 

q u e r  ( n  > 1 )  o  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  s e g u n d o  o  número  d o  c a m i n h o  

s e r á  d e  a n  e  q u e  p o r t a n t o  o  a l g o r i t m o  n ã o  t e r á  t e r m i n a ç ã o  f i n i  

t a .  

O f l u x o  t o t a l  o b t i d o  s e r á  d e  

E s c o l h e n d o  M s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  podemos  f a z e r  o  

v a l o r  d o  f l u x o  máximo 

A s s i m  n ã o  é p o s s i v e l  g a r a n t i r  a o  a l g o r i t m o  d e  F o r d  e  

F u l k e r s o n  t e r m i n a ç ã o  f i n i  t a  e  nem mesmo a s s e g u r a r  q u e  a  s e q u ê n  - 



c i a  d e  v a l o r e s  d e  f l u x o  p o r  e l e  g e r a d a  c o n v e r g e  p a r a  o  v a l o r  

do  f l u x o  máximo.  O e x e m p l o  a c i m a  e n t r e t a n t o  d a  a  i m p r e s s ã o  q u e  

a  c i c l a g e m  d o s  c a m i n h o s  d e  a c r é s c i m o  de  f l u x o  q u e  o  a l g o r i  tmo 

g e r a  s e  devem a o  f a t o  do  p r o c e s s o  d e  d e t e r m i n a ç ã o  d e s s e s  cami  - 

n h o s  s e r  e x t r e m a m e n t e  " m a l - i n t e n c i o n a d o "  n o  s e n t i d o  d e  f o r ç a r  

a  n ã o - c o n v e r g ê n c i  a .  O c o r r e  p o r é m  q u e  mesmo u t i  1  i  z a n d o  c r i  t é  - 

r i o s  em p r i n c i p i o  r a z o á v e i s  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e s s e s  c a m i n h o s  po  - 

d e  o c o r r e r  e s s a  c i c l a g e m ,  como a c o n t e c e ,  p o r  e x e m p l o ,  com a  

v e r s ã o  do  a1 g o r i  tmo d e  F o r d  e F u l  k e r s o n  d e n o m i n a d a  " C a p a c i  t y "  

em q u e  a  c a d a  i t e r a ç ã o  s e  b u s c a  o  c a m i n h o  d e  m a i o r  a c r é s c i m o  

p a r a  o  f l u x o  j á  o b t i d o  1 l 2  1 .  
No e n t a n t o ,  r e g r a s  s i m p l e s  como a  de  p r o c u r a r  a  c a d a  

i t e r a ç ã o  o  c a m i n h o  d e  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  e n t r e  s e t com m e n o r  

n ú m e r o  de  a r c o s  p r o p o s t a  p o r  Edmonds e  Karp  1 ' 1  g a r a n t e  a  c o n  - 

v e r g ê n c i  a  f i n i  t a  d o  a1 g o r i  tmo c o n f o r m e  v e r e m o s  numa p r ó x i m a  se  - 

ç ã o .  

1  . 5 . 4 .  Compl e.xi d a d e  d o  A1 g o r i  - tmo 

S e  m é o  n ú m e r o  d e  a r c o s  em E ,  . s e  F é o  v a l o r  d o  f l u  - 

xo máximo e s e  a s  c a p a c i d a d e s  s ã o  i n t e i r a s  s e g u n d o  a s  condições 

d o  p r o b l e m a ,  n a  t e n t a t i v a  de  e s t i m a r  a  c o m p l e x i d a d e  d o  a1 g o r i  - t 

mo, o b s e r v a m o s  q u e :  

- o  n u m e r o  d e  a c r é s c i m o s  s e r á  no  máximo F. 

- n a  a t r i b u i ç ã o  d o s  r ó t u l o s  o  a l g o r i t m o  f a z  uma p e z  

q u i s a  no  máximo 2m a r c o s ,  p o i  s - c a d a  um d o s  a r c o s  

d a  r e d e  p o d e  s e r  t o m a d o  s e g u n d o  o s  d o i s  s e n t i , d o s .  



Logo a  c o m p l e x i d a d e  s e r á  d e ,  no  máx imo ,  O(mF) p o d e n d o  

- s e  com f a c i l i d a d e  g e r a r  uma f a m 7 l i a  d e  r e d e s  R ( m , F )  o n d e  o  nu  - 

m e r o  d e  o p e r a ç õ e s  e f e t u a d a s  p e l o  a l g o r i  tmo p o s s a  s e r  r e a l m e n t e ,  

p r o p o r c i o n a l  a  e s se  p r o d u t o .  P a r a  i s s o  b a s t a  f a z e r  i  n i  c i  a1 men - 

t e  R ( m , F )  s e r  a  r e d e  d a  f i g u r a  a b a i x o :  

F i g u r a  1 . 7  

S u p o n h a  q u e  o s  d o i s  p r i m e i r o s  c a m i n h o s  e s c o l h i d o s  p e  

1 0  a l g o r i  tmo p a r a  f a z e r  o  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  s ã o ,  r e s p e c t i v a m e n  - 

t e :  

ambos p e r m i t i n d o  um a c r é s c i m o  d e  1  e q u e  d a 7  em d i a n t e  o  a l g o  - 

r i t m o  o s  u t i l i z a  a l t e r n a d a m e n t e  f a z e n d o  s e m p r e  a c r é s c i m o s  d e  1. 

Ao f i n a l ,  t e r ã o  s i d o  u s a d o  2 . F / 2  = F  c . a . f .  e  como c a d a  um 

d e l e s  c o n t é m  m-2 r amos  o  n ú m e r o  t o t a l  d e  o p e r a ç õ e s  e f e t u a d a s  

s e r á  p r o p o r c i o n a l  a  (m-2 )  . F .  



No e x e m p l o  a n t e r i o r  v e r i f i c a m o s  q u e  mesmo l i g a n d o  d i  - 

r e t a m e n t e  o s  n ó s  2  e  3 p a s s a n d o  a  t e r  uma r e d e  com c i n c o  r a m o s ,  

a  v e r s ã o  d e  F o r d  e  F u l k e r s o n  com uma r e g r a  d e  e x p a n s ã o  q u e  d e  - 

t e r m i n a  o s  c .  a . f .  c o n f o r m e  e s p e c i f i c a m o s  a c i m a  n e c e s s i t a r á  d e  

e x a t a m e n t e  F  d e l e s .  S e  F  f o r  m u i t o  a1 t o  a  c o n v e r g ê n c i a  d o  a l g o  - 

r i t m o  s e r á  e n t ã o  e x t r e m a m e n t e  1  e n t a .  

Ao c o n t r á r i o ,  s e  o s  c . a . f .  s ã o  d e t e r m i n a d o s  s e g u n d o  o  

p r o c e d i m e n t o  r e c o m e n d a d o  p o r  Edmonds e  Karp  e  d e s c r i t o  n a  p r o  

xima s e ç ã o  o  f l u x o  máximo em q u a l q u e r  r e d e  c a p a c i t a d a  d o  t i p o  

a p r e s e n t a d a  n a  f i g u r a  1 . 7  s e r á  o b t i d o  u s a n d o - s e  a p e n a s  d o i s  c a  - 

minhas d e  a c r é s c i m o  d e  f l u x o .  

1 . 6 .  - ALGORITMO D E  EDMONDS E K A R P  (ALGORITMO E-K) 

O A l g o r t i m o  

Na p a r t e  f i n a l  d a  s e ç ã o  a n t e r i o r ,  no e x e m p l o  d a  f i g u  - 

r a  1 . 7  o s  c a m i n h o s  d e  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  q u e  e s c o l h e m o s  t e m  

c o m p r i m e n t o  i g u a l  a  m-2. E x i s t e m  e n t r e t a n t o  d o i s  c a m i n h o s  d e  

a c r é s c i m o  d e  f l  uxo i n d e p e n d e n t e s  , d e  c o m p r i m e n t o  a p e n a s  d o i s  

c u j a  u t i l i z a ç ã o  n o s  l e v a  i m e d i a t a m e n t e  a o  f l u x o  máximo a c h a d o .  

Uma f o r m a  de  d e t e r m i n a r  o s  c a m i n h o s  de  a c r é s c i m o  d e  

d e  f l u x o  q u e  l e v a  a  e s s a  e s c o l h a  f o i  p r o p o s t a  p o r  Edmonds e  

Karp  em 1 9 6 9  n a  " C a l g a r y  I n t e r n a t i o n a l  C o n f e r e n c e  o n  Combina - 

t o r i a l  S t r u c t u r e s  a n d  t h e i r  A p p l i c a t i o n s "  e  d i v u l g a d a  em 1 9 7 2  

p e l a  J.A.C.M. 1 9 1 .  O q u e  e l e s  p r o p u s e r a m  f o i  b a s i c a m e n t e  no  

a l g o r i t m o  F-F t o r n a r  m a i s  e s p e c i f i c o  o p r o c e s s o  d e  e s c o l h a  do  

n ó  r o t u l a d o  a  s e r  e x p a n d i d o  e m p r e g a n d o  p a r a  i s s o  a  r e g r a  FIFO 

da b u s c a  h o r i z o n t a l  1 8 1 .  



E m  t e r m o s  de  s e  o b t e r  a  v e r s ã o  de  Edmonds e  K a r p  d o  

a l g o r i t m o  d e  F o r d  e  F u l k e r s o n  t u d o  q u e  p r e c i s a m o s  f a z e r  é i n d i  

c a r  n o  P a s s o  1  da  r o t i n a  R O T U  q u e  o  n ó  a i n d a  n ã o  e x p a n d i d o  q u e  

d e v e  s e r  e s c o l h i d o  é a q u e l e  q u e  f o r  g e r a d o  h á  m a i s  t e m p o .  F a z e n  - 

d o  s e m p r e  i s s o  t e r e m o s  q u e  c a d a  c a m i n h o  de  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  

e n t r e  s e t u t i l i z a d o ,  s e r ã  s e m p r e  um c a m i n h o  com m e n o r  n ú m e r o  

de a r c o s  e n t r e  s e t n a  r e d e  r e s i d u a l  em q u e  e l e  é c a l c u l a d o .  

Veremos  n a  s e ç ã o  s e g u i n t e  q u e  o  n ú m e r o  d e  a r c o s  d e s s e s  cami - 
n h o s  j a m a i  s d e c r e s c e  t e n d o  o b r i g a t o r i a m e n t e  q u e  c r e s c e r  s e  v01 - 

t amos  a  s a t u r a r  um ramo  o u  e l i m i n a r  i n t e i r a m e n t e  s e u  f l u x o .  1 s  - 

s o  l e v a  a  c o n v e r g ê n c i a  f i n i t a  d o  a l g o r i t m o .  

1 . 6 . 2 .  - C o n v e r g ê n c i  a  e C o m p l e x i d a d e  d o  A1 g o r i  tmo 

O r e s u l t a d o  p r i n c i p a l  de  o n d e  p o d e  s e r  e x t r a i d a  a  

c o n v e r g ê n c i a  f i n i  t a  do  m é t o d o  e s u a  o r d e m  d e  c o m p l e x i d a d e  é o  

s e g u i n t e :  

TEOREMA - S e j a m  oi  ( k )  e = i  ( k )  d e f i n i d a s  como a b a i  - 

xo . 

'i ( k )  z o  mín imo  número  d e  a r c o s  num c . a . f .  d a  f o n t e  

s a t é  o  n ó  i ,  d e p o i s  d e  t e r  f e i r o  k a c r é s c i  - 

mos de  f l u x o .  

-r ( k )  o  mín imo número  de  a r c o s  num c . a . f .  d o  n ó  i  i  
a t é  o  p o ç o  t ,  d e p o i s  de  t e r  f e i t o  k a c r é s c i  - 

mos d e  f l  uxo .  



- E n t ã o ,  s e  v e r i f i c a  que s e  cada acréscimo de f l u x o  e  

f e i t o  n u m  c.  a .  f .  com o menor número de arcos  poss ive l  , 

P r o v a  

Suponhamos que e x i s t e  i  e  k t a i s  que oi ( k )  

s e j a  espec i f icamente  

Se lembramos que os = O ,  vi en t ão  

Se ja  ( i , j )  o u  ( j , i )  o  Último arco no menor c . a . f .  de 

s  a t é  i  depois  d o  ( k  + 1)-és imo acréscimo.  Suponhamos que o 

arco d i t o  6 ( j , i ) ,  u m  a r co  d i r e t o  com a c a r a c t e r í s t i c a  de t e r  

f ( j , i )  < c ( j , i ) ,  en t ão  o I k + ' )  = o  ( k + l )  + 1 e  pe la  d e f i n i c ã o  
j 

(33 )  temos 

Depois do k-ésimo acréscimo dever i  amos t e r  f ( j  , i )  = 

c ( j  , i )  pois  caso c o n t r á r i o  teríamos 

con t rad i  zendo nossa supos ição .  



Mas, s e  f ( j , i )  = c ( j , i )  d e p o i s  do k-és imo a c r é s c i m o  e  

f ( j , i )  < c ( j , i )  d e p o i s  do ( k  + 1 ) - é s i m o  a c r é s c i m o  t e r e m o s  que 

( j , i )  é um a r c o  c o n t r á r i o  no ( k  + 1 ) - é s i m o  caminho de  a c r é s c i  - 

mo de f l u x o .  P o r t a n t o ,  s e  o  caminho tem o  menor número de a r  

C O S ,  temos que  

e  como em ( 3 4 )  

s e g u e - s e  que  

c o n t r a r i a n d o  n o s s a  s u p o s i ç ã o .  Logo s e g u e  que 

- 
e  f a l s a ,  p o r t a n t o  

comple t ando - se  a s s i m  a  p rova  de  ( 3 1 ) .  

Uma a rgumen tação  i n t e i  r amen te  a n á l o g a  1 e v a r i  a  a  p r o -  

va ( 3 2 )  e  p o r t a n t o  

C . Q . D .  



Ante s  de a p r e s e n t a r m o s  u m  c o r o l á r i o  d e s s e  t e o r e m a  que  
- 

p r a t i c a m e n t e  d e f i n i  r ã  a  c o n v e r g ê n c i a  do mé todo ,  e  i m p o r t a n t e  

e s c l a r e c e r  que  quando  d izemos  que um a r c o  ( i , j )  é s a t u r a d o  ( o u  

d e s s a t u r a d o )  p e l o  a l g o r i  tmo numa dada  i t e r a ç ã o  i ,  s e :  

1 )  ( i  , j )  e s t á  na r e d e  r e s i d u a l  do f l u x o  o b t i d o  a t é  a  

i  t e r a ç ã o  a n t e r i o r  ( G / )  e  o  f l u x o  em ( i  , j )  s e  t o r n a  

i g u a l  ( o u  d e i x a  de s e r ,  r e s p e c t i v a m e n t e )  a  s u a  ca  - 

p a c i d a d e  após  a  i - é s i m a  i t e r a ç ã o .  

2 )  ( j  , i )  e s t á  em G /  e  o  f l  uxo em ( i  , j )  s e  t o r n a  i g u a l  

a  z e r o  ( d e i x a  de  s e  a n u l a r ,  r e s p e c t i v a m e n t e )  a p ó s  

a  i - eS ima  i t e r a ç ã o .  

F e i t o  i s s o  podemos e n u n c i a r  o  c o r o l ã r i o  c i t a d o  de f o r  - 

ma mais  compac ta  a s s i m :  

Coro1 á r i  o  

Se  u m  a r c o  é s a t u r a d o  na  k - é s ima  e  q - é s ima  i t e r a ç õ e s  

com q  > k ,  e n t ã o  

onde  y ( i )  é o  niimero de a r c o s  c o n t i d o s  no i - é s i m o  caminho de 

a c r é s c i m o  de f l  uxo u t i  l i  zado  p e l o  a1 g o r i  tmo. 

P rova  

Se  o  ramo ( i  , j )  é s a t u r a d o  na  k - é s ima  e  na  q - é s i m a  
d 

i t e r a ç õ e s ,  e n t ã o  e x i s t e  p  t a l  que  k p < q  e  o  a r c o  ( i , j )  e  

d e s s a t u r a d o  na  p-és ima i t e r a ç ã o .  Nessa  i t e r a ç ã o  ( i ,  j )  é p o r t a n  - 

t o  p e r c o r r i  do n u m  s e n t i d o  d i f e r e n t e  do q u e  f o i  n a  k - é s ima  e  des  - 



P o r  o u t r o  l a d o ,  p e l o  t eorema a n t e r i o r  temos q u e :  

a ( P )  > a 0) 
j j 

e  além d i s s o  

a 0) = 
j a i  

( k )  + 1 

j u n t a n d o  ( 3 5 ) ,  ( 3 6 )  e  ( 3 7 ) ,  temos 

'i 
( p )  - > a i  ( k )  + 2 

Como, de novo ,  p e l o  t eorema temos 

a ( 4 )  - > a ( P >  i i  

*i 
( 4 )  > - i 

( k )  

de ( 3 9 )  e  ( 3 8 )  t emos :  

'i 
( 4 )  > a 

i  ( k )  + 2 

De ( 4 0 )  e  ( 4 1 )  t emos :  

h )  + -ri ( 4  > ai  ( k )  + .r a i i  ( k )  + 2 

e ,  p o r t a n t o :  

Y ( 4 )  - > y ( k )  + 2 

C . Q . D .  



E m  c o n s e q u ê n c i a ,  do r e s u l t a d o  a n t e r i o r ,  e  como 

Y ( i )  - < n ,  T i c N ,  c a d a  a r c o  s ó  pode s e r  s a t u r a d o  em no  máxi - 

mo n / 2  i t e r a ç õ e s .  Como em cada  i t e r a ç ã o  um a r c o  é s a t u r a d o s t e  - 

mos que o  número de i t e r a ç õ e s  f i c a  e n t ã o  l i m i t a d o  p o r  n / 2  . m .  

Além d i s s o  o b s e r v e  que  em c a d a  i  t e r a ç ã o ,  t a n t o  o  p r o c e s s o  de 

b u s c a  e f e t u a d o  p e l o  a l g o r i t m o  p a r a  a c h a r  o  caminho d i s p o n y v e l  

de menor número de a r c o s  e n t r e  s  e  t ,  como a  p r ó p r i a  a t u a l i z a  - 

ç ã o  dos f l u x o s  nos  ramos d e s s e  caminho podem s e r  f e i t o s  n u m  

tempo de O(m).  Desse  modo o  número t o t a l  de o p e r a ç õ e s  e f e t u a  

do p e l o  método de Edmonds e  Karp é no máximo de 



ALGORITMO D E  E . A .  DINIC 

O Algor i tmo p r o p o s t o  por  Edmonds e  Karp, sendo uma v e r  - 

s ã o  do a l g o r i t m o  de Ford e  Fu lke r son  r e a l i z a  uma expansão  a  p a r  - 

t i r  da f o n t e  p a r a  a c h a r  cada caminho de ac résc imo  de f l u x o  que 

e l e  u t i l i z a ,  e  que tem a  p r o p r i e d a d e  de c o n t e r  o  menor número 

de a r c o s  e n t r e  todos  os  caminhos da f o n t e  ao poço na r e d e  r e s i  - 

d u a l .  

Faze r  todas  e s s a s  expansões  s i g n i f i c a  em g e r a l ,  r e p e t i  r  

uma s é r i e  de o p e r a ç õ e s  p o i s  de uma i t e r a ç ã o  pa ra  a  s e g u i n t e  pg 

demos r e t i r a r  da r ede  r e s i d u a l  apenas  u m  Único a r c o .  Uma i d e i a  

pa ra  a c a b a r  com t o d a s  e s s a s  r e p e t i ç õ e s  é c o n s t r u i r  um o u t r o  g r a  - 

f o  a u x i l i a r  const i tu!do p e l o s  nós e  a r c o s  da r e d e  r e s i d u a l  que 

façam p a r t e  de algum caminho e n t r e  a  f o n t e  e  o  poço com número 

minimo de ramos. A c a p a c i d a d e  d e s s e s  ramos no novo g r a f o  que 

chamaremos de R e f e r e n t e s  é mantida a  mesma da r ede  r e s i d u a l .  

Obt ido  o  r e f e r e n t e  que s e r á  um g r a f o  em camadas onde a  

p r i m e i r a  contém apenas  a  f o n t e  e  a  Últ ima s ó  o  poço e onde qual  - 

quer  nó e s t a r á  n u m  caminho de ac résc imo  de f l u x o  e n t r e  e s s e s  

d o i s  ( I ) ,  procedemos da s e g u i n t e  forma:  

A p a r t i r  de um f l u x o  i d e n t i c a m e n t e  nu lo  determinamos 

um caminho de ac résc imo  d e  f l u x o  q u a l q u e r  e n t r e  s  e  t ,  e  a t u a l i  - 

zamos o  f l u x o  em s e u s  ramos. E1 iminamos em s e g u i d a  os  nós e  r a  - 

mos que r e s u l t a r e m  bloqueados  em função  d e s s e  a c r é s c i m o .  Após 



f a z e r  i s s o  poderemos g a r a n t i r  que ou bloqueamos a  f o n t e  e  n e s s e  

c a s o  não há mais c . a . f .  no r e f e r e n t e  ou e n t ã o ,  como i n i c i a l m e n  - 

t e  t inhamos ( l ) , fazendo uma s i m p l e s  busca em p r o f u n d i d a d e  sem 

" b a c k t r a k i n g "  poderemos d e t e r m i n a r  u m  novo c  . a .  f .  Esse p r o c e s s o  

de busca é c o n s i d e r a v e l m e n t e  mais s i m p l e s  do que a  busca h o r i  A 

z o n t a l  que efe tuávamos  e n t r e  u m  c . a . f .  e  o u t r o  no a l g o r i t m o  

E - K .  e  i s s o  d e t e r m i n a r á  uma complexidade menor p a r a  e s s e  novo 

método. 

Quando no r e f e r e n t e  não s e  puder  mais e n c o n t r a r  nenhum 

c . a . f .  e n t ã o  a1 teramos o  f l u x o  nos ramos do g r a f o  o r i g i n a l ,  c a l  - 

culamos a  nova r e d e  r e s i d u a l  e  a  p a r t i r  d e l e  u m  novo r e f e r e n t e .  

Repetimos e n t ã o  o  procedimento  acima e  a s s im por  d i a n t e  a t é  ob A 

termos u m  f l u x o  máximo. Com r e s p e i t o  a  e s s e  novo r e f e r e n t e  s e  

vai poder  g a r a n t i r  que e l e  o b r i g a t o r i a m e n t e  t e r á  mais uma cama - 

da do que o  a n t e r i o r ,  ou s e j a ,  a  d i s t â n c i a  e n t r e  a  f o n t e  e  o  po A 

ço na r ede  r e s i d u a l  i r á  c r e s c e r .  

Esse  r e s u l t a d o  a c a r r e t a  que a  exemplo do que o c o r r e  

com Edmonds e  Karp a  s e q u ê n c i a  de caminhos de ac résc imo  de f l u  A 

xo usados e s t a r á  ordenada  de forma não d e c r e s c e n t e  segundo o  nÚ - 

mero de s e u s  ramos. E o  que é mais i m p o r t a n t e ,  e l e  i r á  l i m i t a r  

o  número de r e f e r e n t e s  que p r e c i s a m  s e r  c o n s t r u i d o s  o  que i r á  

d e t e r m i n a r  a  c o n v e r g ê n c i a  f i n i t a  do método. 

U m  a1 g o r i  tmo conceb ido  segundo e s s a s  i d é i a s  g e r a i s  é o  

de E . A .  D i n i c  a p r e s e n t a d o  em 1970 131 na União s o v i é t i c a  e  do 

qual  passamos agora  a  d e f i n i  r formalmente os p roced imen tos  bás  - i  

tos e  os p r i n c i p a i s  e l emen tos  u t i l i z a d o s .  



2 . 2 .  O REFERENTE 

2 .2 .1 .  D e f i n i c ã o  

Se j a m  a  r e d e  c a p a c i t a d a  G = (V,E , c ) ,  o  f l  uxo f na r e  - 

de,  a  r e d e  r e s i d u a l  G '  = ( V , E i , c ' )  e  k o  menor  c o m p r i m e n t o  de 
- 

um caminho  da f o n t e  ao p o ç o  em G i  , chama-se R e f e r e n t e  R a  r e u  - 

n i ã o  dos c a m i n h o s  de a c r é s c i m o  de f l u x o  de c o m p r i m e n t o  k e n t r e  

a  f o n t e  s  e  o p o ç o  t. 

F o r m a l m e n t e  se  V r e p r e s e n t a  o  c o n j u n t o  de nós  de  R e  

se  Ê é o  c o n j u n t o  de s e u s  r a m o s ,  t emos :  

As e x p r e s s õ e s  ( 1 )  e  ( 2 )  a c i m a ,  p e r m i t e m ,  e n t ã o ,  p a r t i  - 

c i o n a r  o c o n j u n t o  de n ó s  de R de modo de f a z e r  d e l e  um g r a f o  em 

camadas c o n f o r m e  i n d i  camos a b a i  x o :  

onde  Vi = {VIVE V ,  d ( s , v )  = i} 

onde Ei = { e  = ( u , v ) / e  E E, u  e Vi -l. V E Vi 1 

A f i g u r a  a b a i  xo e s c 1  a r e c e  as i d é i  as a p r e s e n t a d a s .  



F i g u r a  2.1 - 

2 . 2 . 2 .  Obtenção do R e f e r e n t e  

Cons iderando a  d e f i n i ç ã o  2 . 2 . 1 ,  o  procedimento  p a r a  ob - 

t e r  o  r e f e r e n t e  R = ( V Y E , c i )  a  p a r t i r  do g r a f o  o r i g i n a l  pode s e r  

o  a p r e s e n t a d o  a  s e g u i r , e m  que bas i camen te  s e  e f e t u a  uma busca  

h o r i z o n t a l  onde s e  vai c o n s t r u i n d o  p a r t e  da r ede  r e s i d u a l ,  i n  - 

c1 us i v e ,  c a l c u l a n d o  a  c a p a c i d a d e  de s e u s  ramos e  e s  t r u t u r a n d o - a  

em camadas,  segundo a  d i s t â n c i a  ã f o n t e ,  a t é  que o  poço s e j a  - a  
# 

t i n g i d o .  Uma Programação Dinâmica de t r á s  pa ra  a  f r e n t e ,  e  e n -  

t ã o  e f e t u a d a  p a r a  e l i m i n a r  o s  nós e  ramos que não f a r ã o  p a r t e  

do R e f e r e n t e .  



ALGORITMO P A R A  O B T E N Ç Ã O  D O  R E F E R E N T E  

Dados G = ( V , E , c ) , s , t ,  T V :  T ( v )  = {ramos a d j a c e n t e s  a  v )  

e  um f l u x o  f  de s  a t ,  

f a ç a :  
- 

P a r a  t o d o  v É V ,  A (v )  = @ 

v. = { s ) ,  i  = O e  

Enquan to  t 4 V i  e  V i  # , e x e c u t e :  

P a r a  c a d a  nó ( v )  de V i , e x e c u t e :  

Faça  S ( v )  = @ 

P a r a  t o d o  r 6 T ( v )  , e x e c u t e :  

v '  = o u t r o  nó a d j a c e n t e  a  r 
i 

S e  r = ( v , v l )  e  f ( r )  c ( r )  

Faça  S ( v )  = ? ( v )  U { r )  

Ã ( v l )  = Ã ( v l )  U { r >  

c l ( r )  = c ( r )  - f ( r )  

Faça  r '  = ( v , v l )  
- 
S ( v )  = S ( v )  u { r ' )  e  

Ã ( v ' )  = Ã ( v ' )  U { r ' )  

c 1 ( r ' )  = f ( r )  



Se t E V i  , e x e c u t e :  

k + i ,  V k  = { t l  

Enquan to  i > 0 ,  f a ç a  

E i  = @ 

P a r a  c a d a  v  ã V i - l  f a ç a  

P a r a  c a d a  r = ( v , v i )  c ? ( v )  , e x e c u t e :  

Se v '  6 V i ,  f a ç a  
- 
S ( v )  = S ( v ) / { r l  

Fi m-Para 

Se  T ( v )  + @ , f a ç a  E i  = E i  U T ( v )  

s e n ã o ,  f a ç a  V i  - l  - - V i  - 1 / { ~ 1  

Fim-Para  

Fim-Enquan t o  
k 

Faça :  E = U E i  , e  
i = 1  

Fi m-Se 

Se V i  = 0, p a r e ,  p o i s  não  e x i s t e  caminho de a c r é s c i m o  d e  

f l u x o  e  p o r t a n t o  o  f l u x o  é Ótimo.  

Fi m 

Comentando s u s c i  n t a m e n t e  o  a1 g o r i  tmo a c i m a ,  devemos d i  - 

z e r  que no " l o o p "  do p r i m e i r o  " e n q u a n t o " ,  e l e  e f e t u a  a  c i t a d a  

b u s c a  h o r i z o n t a l  a  p a r t i r  da f o n t e  p a r a  d e t e r m i n a r  o  caminho d e  

a c r é s c i m o  de f l u x o  de menor tamanho e n t r e  s e t .  No d e s e n v o l v i  - 

mento d e s s a  b u s c a  e l e  vai  compondo a s  camadas V i  do r e f e r e n t e  e  
- 

p a r a  cada  nó v  a t i n g i d o  e l e  d e t e r m i n a  os  c o n j u n t o s  % ( v )  e  A(v )  

que r e p r e s e n t a m  o s  a r c o s  que l i g a m  v a  u m  nó d i s t a n d o  da  f o n t e  

na  r ede  r e s i d u a l  mais  um a r c o  e  menos um a r c o  r e s p e c t i v a m e n t e .  



De S ( v )  o  a l g o r i  t m o ,  c o n s t r u i  r5 a s  c a m a d a s  d e  a r c o s  ( E i )  do 

r e f e r e n t e .  

Q u a n d o  e s s a  p r i m e i r a f a s ~ é ~ m p - 1 ~ t ~ ~ - t e m o s  em c a d a  

V i ,  i  = 1 , 2 ,  ..., k O c o n j u n t o  de  n ó s  p a r a  o s  q u a i s  e x i s t e  um cami - 

n h o  de a c r é s c i m o  d e  f l u x o ,  a  p a r t i r  da f o n t e ,  com i a r c o s .  En - 

t r e t a n t o , , n e m  t o d o s  esses  n ó s  f a r ã o  p a r t e  d o  r e f e r e n t e  p o i s  n$o 

n e c e s s a r i a m e n t e  e x i s t i r á  um c . a . f .  com k - i  a r c o s  e n t r e  um d e l e s  

e o  p o ç o .  s e r á  n e c e s s á r i o  e n t ã o  e l i m i n á - l o s  bem como o s  a r c o s  a  

e l e s  a d j a c e n t e s .  E s s a  e l i m i n a ç ã o  é e f e t u a d a  n o  " l o o p "  d o  s e g u n  - 

d o  e n q u a n t o  em q u e  o  a l g o r i  tmo p e r c o r r e  a s  c a m a d a s  V i  em o r d e m  

d e c r e s c e n t e  mas a  c a d a  n ó  v  a t i n g i d o  e n c o n t r a  t o d o s  o s  s e u s  s u  - 

cessares e x a t a m e n t e  como f a z  a  p r o g r a m a ç ã o  d i n â m i c a  d e  t r á s  p a  

r a  a  f r e n t e .  S e  um d e s s e s  s u c e s s o r e s  n ã o  e s t á  m a i s  em V i , l  O a r  - 

c o  q u e  o  l i g a  a  v  é r e t i r a d o  de ? ( v )  e  s e  d u r a n t e  e s s e  p r o c e s s o  

S ( v )  s e  t o r n a r  v a z i o  o  p r ó p r i o  v  s a i  d e  V i .  S e  a o  c o n t r á r i o ,  a o  

f i n a l  do t r a t a m e n t o  d o  n ó  v  a i n d a  h o u v e r  e l e m e n t o s  em % ( v ) ,  e s s e  

c o n j u n t o  s e r á  i n c o r p o r a d o  a  E i  .. 

Quando n e s s e  s e g u n d o  " l o o p "  a t i n g i m o s  a  f o n t e ,  a  c o n s  - 

t r u ç ã o  d o  r e f e r e n t e  e s t a r á  c o m p l e t a  e p a s s a r e m o s  a  t e n t a r  o b t e r  

n e l e  um f l u x o  m a x i m a l .  S e  e n t r e t a n t o  no  d e c o r r e r  d o  p r o c e s s o  d e  

b u s c a  h o r i z o n t a l  g e r a m o s  uma c a m a d a  V i  v a z i a  e n t ã o  podemos  mes - 

mo p a r a r  o  a l g o r i t m o  p o i s  n e s s e  c a s o  n ã o  h a v e r 5  m a i s  nenhum 

c . a . f .  e n t r e  a  f o n t e  e o p o ç o  e o  f l u x o  s e r á  mãximo.  

P a s s a m o s  a g o r a  a  a b o r d a r  o  p r o c e d i m e n t o  e m p r e g a d o  p e l o  

m é t o d o  p a r a  a  o b t e n ç ã o  de  um f l u x o  maximal  n o  r e f e r e n t e .  



2 . 2 . 3 .  De t e rminacão  de um F l u x o  Maximal no  R e f e r e n t e  

Conforme v imos ,  o  a l g o r i t m o  dado em 2 . 2 . 2 .  ob tém o  r e  - 

f e r e n t e  (R)  j á  decompos to  em s u a s  camadas de n ó s  ( V i )  e  a r c o s  

( E i )  E l e  d e t e r m i n a  também p a r a  c a d a  nó ( v )  de R o  c o n j u n t o  de 

s e u s  a r c o s  s u c e s s o r e s  S ( v )  e  a n t e c e s s o r e s  Ã ( v )  bem como p a r a  c a  - 

da a r c o  r do r e f e r e n t e  s u a  c a p a c i d a d e  ( c l ( r ) )  e  s e u s  n ó s  de c h e  - 

gada  e  s a i d a  ( a ( r ) ,  s ( r ) ) .  Da p o s s e  d e s s e s  e l e m e n t o s ,  poderemos 

u t i l i z a r  p a r a  o b t e r  u m  f l u x o  maximal em R o  a l g o r i  tmo a b a i x o  

que comentaremos a  s e g u i r .  

Dados ( V i ;  i = 1 . .  k )  ( E i ;  1  ,. .. , k ) ;  

k k-1 
( Ã ( v )  , Y V E  U v i ) ;  ( s ( v ) ,  Y V G  u v i ) ;  

i  = 1  i  = O  

Enquan to  S ( s )  # @ , e x e c u t e :  

v = s  

i  = O  

Enquan to  v # t ,  e x e c u t e :  

E s c o l h a  r e S(v) 

Faça i = i + 1 

h ( i )  = r 
- 
c  = m i m  { c ,  c 1 ( r ) 1  

v = s ( r )  

F i  m-Enquan t o  

P a r a  c a d a  i  d e c r e s c e n d o  de k a t é  1 ,  e x e c u t e :  
- 
r = h ( ? )  

A 

c l ( F )  = c 1 ( . ? )  - c  

f 1 ( . 7 )  = f'(-F) + C 

Se  c l ( F )  = 0 ,  f a ç a :  



P a r a  t o d o  v  E V i  - 1 ,  e x e c u t e :  

S e  F ( v )  = @ e x e c u t e  

P a r a  t o d o  r E Ã ( v ) ,  f a ç a :  

v '  = a ( r )  
- 
~ ( v ' )  = F ( v 1 ) / { r ~  

F i m - P a r a  

- 
'i -1 - v ~ - ~ / { v I  
F i  m-Se 

F i m - P a r a  

F i  m-Para  

F i m - E n q u a n t o  

Fi m 

No p r o c e d i m e n t o  i n d i c a d o  p o r  A o  a l g o r i t m o  c o n s t r ó i  um 

c . a . f .  s em n e c e s s i d a d e  de nenhum " b a c k t r a c k i n g "  e  em B e l e  e f e  

t u a  o  a c r é s c i m o  d e  f l u x o ,  q u e  é o  máximo p o s s ' i v e l ,  n o s  a r c o s  

d e s s e  c a m i n h o .  

F e i  t o  e s s e  a c r é s c i m o ,  p e l o  menos u m  d o s  a r c o s  d o  cami - 

n h o  f i c a  s a t u r a d o  e  é e l i m i n a d o  do r e f e r e n t e  em C .  Além d i s s o  

q u a n d o  s a t u r a m o s  u m  a r c o  r = ( u , v ) ,  podemos c r i a r  " b e c o s  sem 

s a i d a " ,  i s t o  é ,  p o d e  h a v e r  a r c o s  o n d e ,  mesmo s e n d o  o  f l u x o  me - 

n o r  q u e  a  c a p a c i d a d e ,  q u a l q u e r  a c r é s c i m o  q u e  p r e t e n d a m o s  f a z e r  

p a s s a r  p o r  e l e s ,  i m p l i c a  num a u m e n t o  de  f l u x o  n o  a r c o  em q u e s  - 

t ã o  o  q u e  n ã o  é m a i s  p o s s i v e l .  E s s a  é p o r  e x e m p l o  a  s i t u a ç ã o  

dos  a r c o s  e l  = ( s , n l ) ,  e 2  = ( n l  , n 3 ) ,  e 3  = ( n 2 , n 3 )  com r e s p e i t o  

ao  a r c o  e 4  = ( n 3 , t )  s a t u r a d o  n a  r e d e  da f i g u r a  2 . 3 .  



F i q u r a  2 . 3  

Os a r c o s  n e s s a  s i t u a ç ã o  d i t o s  b l o q u e a d o s ,  bem como os  

nós  q u e  tem t o d o s  o s  a r c o s  s u c e s s o r e s  com e s s a s  c a r a c t e r í s t i c a s  

s ã o  e l i m i n a d o s  em D .  

Todo e s s e  p r o c e s s o  va i  s e n d o  r e p e t i d o  o b t e n d o - s e  novos  

c . a . f . ,  a t u a l i z a n d o  o  f l u x o  em s e u s  a r c o s  e  e l i m i n a n d o  o s  e l e -  

mentos  b l o q u e a d o s  a t é  que da  p r õ p r i a  f o n t e  não s a i  a  m a i s  nenhum 

a r c o .  Quando i s s o  a c o n t e c e r ,  l o g i c a m e n t e ,  s e s t a r á  b l o q u e a d o  e  

vo l t amos  a  u s a r  o  a l g o r i t m o  da s e ç ã o  2 . 2 . 2 .  p a r a  t e n t a r  o b t e r  

um novo r e f e r e n t e .  

Passamos a g o r a  a  e s t u d a r  a  comp lex idade  do a l g o r i t m o  

de D i n i c .  

2 . 3 .  CONVERGENCIA E COMPLEXIDADE D O  ALGORITMO 

A c o n v e r g ê n c i a  f i n i t a  do a l g o r i  tmo e s t á  g a r a n t i d a  pe 
l a s  mesmas c o n d i ç õ e s  que  a s s e g u r a m  a  t e r m i n a ç ã o  do método  de  Ed 

monds e  Karp dado  que  e l e  também sÕ u t i l i z a  caminhos  de  a c r é s c i  - 

mo de f l u x o  como o  menor número de a r c o s  p o s s í v e l .  P a r a  m o s t r a r  



que  a  comp lex idade  em tempo do a l g o r i t m o  s e  t o r n a  menor que  o  

de Edrnonds e  Karp p r e c i s a m o s  i n i c i a l m e n t e  do s e g u i n t e  r e s u l t a d o .  

L E M A  D-1 

Quando acabamos de p r o c e s s a r  um r e f e r e n t e  com k cama - 

das  não  e x i s t e m  ma i s  caminhos  de a c r é s c i m o  de f l u x o  com k ramos 

O U  menos.  

P rova  -- 

Suponha que  i s s o  não s e j a  v e r d a d e  e  que  p o s s a  e x i s t i r  

um r e f e r e n t e  R com k camadas e  t a l  que chamando de f e  f o  f l u  - 

xo na  r e d e  o r i g i n a l  a n t e s  e  d e p o i s  do s e u  p r o c e s s a m e n t o ,  temos 

u m  caminho de a c r é s c i m o  de f l u x o  L em G+ de tamanho menor que k 

e  que  p o r t a n t o  não pode c o n s t a r  de G ; .  Mas p a r a  q u e  L q u e  não 

p e r t e n c e  a  G f  venha a  a p a r e c e r  d e p o i s  em G é n e c e s s á r i o  q u e  pa - 

r a  a lgum de s e u s  a r c o s  ( i , j ) ,  ( j , i )  p e r t e n ç a  a  G f  e  mais p r e c i  - 

s a m e n t e  que  ( j , i )  t e n h a  s i d o  u sado  d u r a n t e  o  t r a t a m e n t o  de R 

p o r  um caminho de a c r é s c i m o  de f l u x o  L ' .  

E n t r e t a n t o  da d e m o n s t r a ç ã o  do c o r o l ã r i o  do  t e o r e m a  na  

s e ç ã o  1 . 6 . 2 . ,  temos como " l a y - p r o d u c t "  a  s e g u i n t e  a f i r m a ç ã o :  

"Se usamos s empre  c . a . f .  de menor número de a r c o s ,  en  - 

t ã o  d e p o i s  que um c . a . f .  P c o n t e n d o  o  a r c o  ( j , i )  é empregado  

q u a l q u e r  c . a . f .  p a s s a n d o  p o r  ( i  , j )  t e r á  tamanho m a i o r  q u e  P" .  

Fazendo e n t ã o  P = L'  n e s s a  a f i r m a ç ã o  e  r e p r e s e n t a n d o  

p o r  y ( L )  o  número de a r c o s  de c a d a  caminho L ,  ob temos  

c o n t r a r i a n d o  n o s s a  h i p ó t e s e  i n i  c i a l  . 
C . Q . D .  



Como c o n s e q u ê n c i  a  i m e d i a t a  d e s t e  lema temos q u e  o  a l g o  - 

r i t m o  c o n s t r ó i  e  p r o c e s s a  não m a i s  de ( n - 1 )  r e f e r e n t e s  e  que  

p o r t a n t o  s e  e l e  g a s t a  O ( T )  com c a d a  r e f e r e n t e ,  s u a  complex idade  

s e r á  no máximo O ( ~ T ) .  

Passamos a g o r a  a  t e n t a r  d e t e r m i n a r  -r. 

2 . 3 . 1 .  T e m ~ o  G a s t o  na  C o n s t r u c ã o  do R e f e r e n t e  

O p r o c e s s o  de c o n s t r u ç ã o  do r e f e r e n t e  é . c o n s t i t u i  do ,ba  - 

s i c a m e n t e  p o r  uma b u s c a  h o r i z o n t a l  p a r a  d e t e r m i n a r  o  caminho de 

menor número de a r c o s  e n t r e  s  e  t ( 1 )  e  uma programação  dinâmi - 

c a  ( 2 )  p a r a  e l i m i n a r  nós e  ramos que  fo ram a t i n g i d o s  em ( 1 )  mas 

que  não f a r ã o  p a r t e  do r e f e r e n t e .  

Ambos e s s e s  p r o c e s s o s  s ã o  s a b i d a m e n t e  O(m) dado  q u e  ca  - 

da a r c o  é t r a t a d o  uma Única vez em q u a l q u e r  d e l e s .  Desse  modo a  

c o n s t r u c ã o  do r e # f e r e n t e  f i c a  s e n d o  O ( m ) .  

2 . 3 . 2 .  - Tempo G a s t o  na Ob tenção  de um F luxo  Maximal no 

R e f e r e n t e  --- 

No que  d i z  r e s p e i t o  a  o b t e n ç ã o  de u m  f l u x o  maximal no  

r e f e r e n t e ,  devemos o b s e r v a r  o  s e g u i n t e :  

Quando de te rminamos  um c . a . f .  l i g a n d o  a  f o n t e  a o  poço 

no r e f e r e n t e ,  um a r c o ,  p e l o  menos é b l o q u e a d o  e  p o r t a n t o  o  núme - 

r o  d e s s e s  caminhos é O(m) . 
Cada caminho p o s s u i  no máximo n-1 a r c o s  e  como t u d o  

q u e  fazemos  p a r a  d e t e r m i n á - l o s  é " a n d a r  p a r a  f r e n t e "  ga s t amos  

O(n )  p a r a  a c h a r  cada  um d e l e s  e  p o r t a n t o  O(nm) no t o t a l .  



I d ê n t i c o  tempo é d i s p e n s a d o  no t r a b a l h o  d e  a t u a l i z a ç ã o  

do f l u x o  n o s  ramos  d e  c a d a  c . a . f .  mas n a  e l i m i n a ç ã o  d e  a r c o s  j á  

b l o q u e a d o s  o  tempo t o t a l  é de O(m) q u e ,  é c l a r o ,  c a d a  a r c o  s ó  é 

e l i m i n a d o  uma v e z .  F i n a l m e n t e  d e v i d o  ao  f a t o  de  t e r m o s  o ( m >  

c . a . f .  o  número  de  v e z e s  em q u e  d u r a n t e  a e x e c u ç ã o  e n t r e  u m  
- 

c . a . f .  e  o u t r o ,  o  a l g o r i t m o  p e r g u n t a  s e  um n ó  e s t á  b l o q u e a d o  e  

O(nm) . J u n t a n d o  t o d o s  e s s e s  r e s u l t a d o s  pademos  v e r i f i c a r  q u e  a  

c o m p l e x i d a d e  em tempo do m é t o d o  de  D i n i c  na  o b t e n ç ã o  d e  um f l u  - 

xo maximal  n o  r e f e r e n t e  é O ( n m ) .  

F i n a l m e n t e  r e u n i n d o  a s  c o n c l u s Õ e s  d e  2 . 3 . 1 .  e  2 . 3 . 2 .  

v e r i f i c a m o s  q u e  podemos f a z e r  -C = max Cm,nm) = nm e  q u e  porta! 

2 t o  o  a l g o r i t m o  d e  D i n i c  s e r á  O(n  m ) .  



ALGORITMO D E  A . V .  K A R Z A N O V  

Na p r o c u r a  da  s o l  u ~ ã o  do  P r o b l e m a  d e  F l u x o  Máximo,  a s  

a b o r d a g e n s  j á  d e s c r i  t a s  f o r a m  s u c e s s i v a m e n t e  s e n d o  mel h o r a d a s  

em t e r m o s  d o  t empo  g a s t o  n a  b u s c a  do  c a m i n h o  d e  a c r é s c i m o  d e  

f l  u x o .  

O a l g o r i t m o  E - K  é uma v e r s ã o  do  a l g o r i t m o  F-F com c o n  - 

v e r g ê n c i a  g a r a n t i d a  p e l o  f a t o  d e l e  p r o c u r a r ,  s e m p r e ,  u s a r  o  c a  - 

minho  d e  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  m a i s  c u r t o  e n t r e  a  f o n t e  e o  p o ç o .  

O d e  D i n i c  f a z  u s o  de  um s u b g r a P o  d a  r e d e  r e s i d u a l  o  q u a l ,  e s t á  

g a r a n t i d o ,  c o n t é m  t o d o s  o s  c a m i n h o s  d e  a c r é ~ c i m o  d e  f l u x o  d e  me - 

n o r  c o m p r i m e n t o  e n t r e  s e  t e  q u e  v ã o  s e n d o  s u c e s s i v a m e n t e  b l o  . - 

q u e a d o s  com uma s i m p l e s  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  sem " v o l t a " .  

Mas a t é  a q u i ,  como s e m p r e ,  u t i l i z a m o s  c . a . f .  p a r a  f a  - 

z e r  a s  a1 t e r a ç õ e s  d e  f l u x o ,  podemos  d i z e r  q u e  s e m p r e  d i s p o m o s  

de  um f l  uxo v i á v e l  em q u a l q u e r  momento da  e x e c u ç ã o  d o  a1  g o r i  tmo.  

E n t r e t a n t o  é p o s s ? v e l ,  p e l o  menos no  q u e  s e  r e f e r e  a 

o b t e n ç ã o  de  um f l u x o  max ima l  n o  r e f e r e n t e ,  o b t e r  um a l g o r i  tmo 

m a i s  e f i c i e n t e  a b a n d o n a n d o  a  u t i l i z a ç ã o  d e  c . a . f .  e com i s s o  a  

g a r a n t i a  de  s e  t e r  s e m p r e  um f l u x o .  I s s o  f o i  o  q u e  m o s t r o u  A . V .  

K a r z a n o v  l 6  1 com s e u  m é t o d o ,  o  q u a l  chamaremos  d e  A l g o r i  tmo K .  

E s s e  a l g o r i t m o  é i d ê n t i c o  a o  d e  D i n i c ,  e x c e t o  n a  m e t o  - 

d o l o g i a  e m p r e g a d a  p a r a  b l o q u e a r  a  f o n t e  no  r e f e r e n t e  e p o r  i s s o  

1  i m i t a m o s  n o s s a  a p r e s e n t a ç ã o  a o  t r a t a m e n t o  d e s s e  p r o b l e m a .  E s s a  



2 me todo log ia  que diminui  pa ra  O ( n  ) os O(nm) g a s t o s  p o r  D i n i c  pa 

ra  e f e t u a r  e s s a  o p e r a ç ã o ,  pode s e r  melhor d e s c r i t o  usando-se o  

c o n c e i t o  de P r e f l u x o  que i n t r o d u z i r e m o s  a  s e g u i r  j u n t o  com ou - 

t r o s  e l emen tos  u t i l i z a d o s  p e l o  a l g o r i  tmo K .  

3 .2 .  -- D E F I N I Ç Õ E S  B A S I C A S  

3 . 2 . 1 .  Função Admissivel  

S e j a  e  u m  a r c o  numa rede  c a p a c i t a d a  G = ( V  , E ,  c ) ,  cha - 

ma-se de Função Admissivel  a  aque la  função  r e a l  h c u j o  dominio 

é E e  t a l  que O < h ( e )  - < c ( e ) ,  pa ra  t o d o  e  E E .  

3 . 2 . 2 .  - Nó D e f i c i e n t e  ou Não E q u i l i b r a d o  

Se h é uma função  a d m i s s i v e l ,  v E V e  u m  nó numa rede  

G = ( V , E , c ) ,  chama-se de N Õ  D e f i c i e n t e  a q u e l e  nó que tem a  s e  - 

guin t e  p r o p r i e d a d e :  

3 . 2 . 3 .  D e f i c i ê n c i a  do Nó 

O v a l o r  D h ( v )  da d e f i n i ç ã o  3 . 2 . 2 .  é chamado a  d e f i c i ê n  - 

tia do nó v com r e l a ç ã o  a  h .  

Sempre que não houver  r i s c o  de confusão  omi t i remos  o  



i n d i c e  h  p a r a  s i m p l i f i c a r  a  n o t a ç ã o .  

3 . 2 . 4 .  Nó E q u i l i b r a d o  

S e  n a  d e f i n i ç ã o  3 . 2 . 2 .  t e m o s  q u e  D h ( v )  = 0 , o  n ó  v  é d i  - 

t o  E q u i l  i b r a d o  o u  n ã o - d e f i c i e n t e .  

3 . 2 . 5 .  P r e f l u x o  d e  s a  t 

D a d o s :  uma r e d e  c a p a c i t a d a  G = ( V , E  , c )  e  s e  t d o i s  d e  

s e u s  n ó s ,  c h a m a - s e  d e  P r e f l  uxo  d e  s a t ã f u n ç ã o  r e a l  g:E -> iR 

q u e  tem a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  

P . 1 .  - O 5 g ( e )  5 ~ ( e )  

o u  s e j a ,  g é uma f u n ç ã o  a d m i s s r v e l .  

- 
i s t o  é , a  d e f i c i ê n c i a  d e  q u a l q u e r  n ó  e  s e m p r e  

n ã o  n e g a t i v a .  

-- 
P . 3 .  - S e  v ~  V é  um nó  d e f i c i e n t e  e n t ã o  o  n ó  v  e g-  

b l o q u e a d o .  

P . 4 .  - A f o n t e  s é g - b l o q u e a d a .  



3 .3 .  C A R A C T E R I Z A Ç Ã O  D O  FLUXO MAXIMAL E M  TERMOS D E  PREFLUXO 

Segundo a  d e f i n i ç ã o  3 . 2 . 5 .  a c i m a ,  s e  dado  u m  p r e f l u x o  

g ,  não  e x i s t i r e m  nós  d e f i c i e n t e s ,  e n t ã o  g  s e r ã  um f l u x o  maximal. 

E que n e s s e  c a s o ,  s e n d o  e q u i l i b r a d a  g s e r á  mesmo u m  f l u x o  de s  

a  t e  p o r  P .4 .  a  f o n t e  e s t a r á  b l o q u e a d a .  

E e x a t a m e n t e  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  de  F luxo  Maximal dada  - a 

cima q u e  o  a l g o r i t m o  de Ka rzanov ,  que  passamos a  d e s c r e v e r ,  u t i  - 

l i z a  p a r a  b l o q u e a r  a  f o n t e  no r e f e r e n t e .  

3 . 4 .  A SOLUÇÃO INICIAL 

P a r a a  s o l u ç ã o  d o n o s s o  p r o b l e m a ,  i n i c i a l m e n t e ,  f a z e  - 

mos o  f l u x o  i g u a l  a  c a p a c i d a d e  nos ramos que  saem da f o n t e  e  ze - 

r o  no r e s t o .  Ass im,  p a r t i m o s  j á  s a t i s f a z e n d o  as  c o n d i ç õ e s  P . I . ,  

P .2 .  e  P . 4 .  que  manteremos sempre  a t e n d i d a s  d u r a n t e  t o d a  a  e x e -  

cução .  Não t e m o s ,  e n t r e t a n t o  P .  3.  p o i s  os  nós  da p r i m e i r a  cama - 

da e s t ã o ,  t a n t o  d e f i c i e n t e s  como n ã o - b l o q u e a d o s .  

3 . 5 .  PROCEDIMENTOS BASICOS 

O a1 g o r i  tmo b u s c a  o b t e r  um f l u x o  maximal f a z e n d o  uso 
- 

da c a r a c t e r i z a ç ã o  dada na  s e ç ã o  3 . 3 .  e ,  p o r  i s s o  mesmo, e  cons  - 

t i t u i d o  de doi  s  p r o c e d i m e n t o s  b á s i c o s :  

1 )  A V A N Ç O  que  v i s a  o b t e r  u m  p r e f l u x o  de s  a  t ,  ou ma i s  

p r e c i s a m e n t e  de s a t i s f a z e r  a c o n d i ç ã o  P .3 ,  j á  que  a s  o u t r a s  t r ê s  

c o n d i ç õ e s  de d e f i n i  ção de p r e f l  uxo e s t a r ã o  permanentemen t e  a t e n  - 



d i  d a s .  

2 )  EQUILÍBRIO, que  s ó  a p l i c a d o  quando  a  s o l u ç ã o  v i  

g e n t e  j á  f o r  u m  p r e f l u x o  e  o b j e t i v a  e q u i l i b r a r  os  nós  d e f i c i e n -  

t e s .  

Cada vez  que  chamamos e s t e s  p r o c e d i m e n t o s ,  e l e s  t r a t a m  

c o n j u n t a m e n t e  t o d o s  o s  nós  de uma camada e  a  a ç ã o  q u e  e l e s  e f e  - 

tuam n e s s e s  n ó s ,  é d e s c r i  t a  a  s e g u i r .  

3 . 6 .  PROCEDIMENTO D E  A V A N Ç O  

S e  um nó v da camada e s t á  e q u i l i b r a d o  ou b l o q u e a d o ,  - A 

vanço não m o d i f i c a  o  f l u x o  nos  a r c o s  a  e l e  a d j a c e n t e s .  Mas s e  v 

e s t á  d e f i c i e n t e  e  n ã o - b l o q u e a d o  e n t ã o  Avanço f a z  e s c o a r  o  máxi - 

mo p o s s i v e l  a  d e f i c i ê n c i a  de v p e l o s  ramos a i n d a  l i v r e s  que  de - 

l e  p a r t e m .  Se a  d e f i c i ê n c i a  de v f o r  menor ou i g u a l  a  sama da s  

f o l g a s  d e s s e s  ramos e l a  s e r á  e n t ã o ,  i n t e i r a m e n t e  s u p r i m i d a  e  o  

nó r e s u l  t a r á  e q u i l i b r a d o .  Se  f o r  ma io r  e n t ã o  t o d a s  e s s a s  f o l g a s  

s e r ã o  e s g o t a d a s  e  p o r t a n t o  não h a v e r á  ma i s  ramos l i v r e s  s a i n d o  

de v que  p a s s a r á  a  s e r  b l o q u e a d o .  

Ao f i n a l  da a p l i c a ç ã o  do p r o c e d i m e n t o  a  uma camada V i ,  

onde i  < k ,  p o r t a n t o ,  s e  c u m p r i r á  P .3 .  em t o d o s  o s  s e u s  n ó s .  Pa - 

r a  i s s o ,  e n t r e t a n t o ,  f e z - s e  c h e g a r  um a c r é s c i m o  de f l u x o  a  n ó s  

1  i  v r e s  de V i t l  que  o b r i g a t o r i a m e n t e  e s t a r ã o  d e f i  c i  e n t e s  n e s s a  

o c a s  i ã o .  

Vejamos u m  exemp lo :  



3 . 1 .  " a "  

3 . 1  . " b "  

F i g u r a  3.1 - 



3 . 7 .  PROCEDIMENTO D E  E O U I L ~ B R I O  

Quando a p l i c a m o s  E q u i l í b r i o ,  j á  t e m o s  u m  p r e f l u x o  e  

p o v ~ t a n t o  n ã o  e x i s t e m  n e s s e  momento ,  n ó s  d e f i c i e n t e s  e  n ã o  b l o  - 

q u e a d o s  . 
P a r a  c a d a  nó  v  d e f i c i e n t e ,  e  p o r t a n t o  b l o q u e a d o ,  d a  c a  - 

mada q u e  e s t á  t r a t a n d o ,  E q u i l i b r i o  e l i m i n a  o e x c e s s o  n e l e  acumu - 

l a d o  r e d u z i n d o  o  f l u x o  em s e u s  a r c o s  d e  e n t r a d a .  A s u p r e s  s ã o  

c o m p l e t a  d e  d e f i c i ê n c i a  d e  v ,  p r o c e d e n d o - s e  d e s t e  f o r m a ,  e s t á  

a s s e g u r a d a  p e l a  p r o p r i e d a d e  P . 2  , v e r d a d e i r a ,  d u r a n t e  t o d a  a  - a  

p l  i c a ç ã o  do  a1 g o r i  tmo .  

Ao f a z e r  e s s a  r e d u ç ã o  n a  e n t r a d a  de  f l u x o  num nÕ d e  

uma camada  V i  o  p r o c e d i m e n t o  f a z  a u m e n t a r ,  o u  c r i a ,  d e f i  c i ê n  

tias em V i - l .  E m  p a r t i c u l a r ,  e l e  p o d e  t o r n a r  d e f i c i e n t e  u m  nó  

n ã o - b l o q u e a d o  d e  V i  - l  q u a n d o  e n t ã o ,  d e i x a r e m o s  d e  t e r  u m  p r e f l u  - 



F i a u r a  3 . 2  



3 .8 .  - CONDIÇÕES MANTIDAS E A S E Q U Ê N C I A  DE PROCEDIMENTOS E M P R E G A -  

DOS P E L O  ALGORITMO - 

Observemos em p r i m e i r o  1  uga r  que a  a p l i c a ç ã o  de  qua l  

q u e r  dos p roced imen tos  a  uma camada e q u i l i b r a  s e u s  nós e  pode 

apenas aumen ta r ,  mas nunca d i m i n u i r  a  d e f i c i ê n c i a  de nós de ou - 

t r a s  camadas o  que impede a  c r i a ç ã o  de d e f i c i ê n c i a s  n e g a t i v a s .  

Assim P . 2  i r á  s e  manter  d u r a n t e  toda  a  execução .  Como também 

sempre r e s p e i  tamos as r e s t r i ç õ e s  de capac i  dade conservaremos  P.l 

e  além d i s s o  p a r a  d e s s a t u r a r m o s  um a r c o  ( s , v )  d u r a n t e  a a p l i c a  - 

ção de E q u i l í b r i o  a  V 1  s e r á  n e c e s s á r i o  que v e s t e j a  b loqueado  e  

p o r t a n t o ,  a  f o n t e  j ama i s  s e r á  l i v r e  mantendo-se P . 4 .  

Assim, v e r i  f icamos  que a  a f i  rmação f e i  t a  an te . r io rmen te  

de que e s s a s  t r ê s  cond ições  sempre ocorrem é v e r d a d e i r a .  

Vejamos agora  como as cond ições  r e s t a n t e s :  P . 3  e  o  - e  

qui l í b r i o  de todos  os n ó s ,  s ã o  c o n s e g u i d a s .  

Representemos agora  por  A i  e  E Q i  , O - < i  - k a  a p l i c a  - 

ção de Avanço e  E q u i l i b r i o  a  camada V i ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

Após a  i n i c i a l i z a ç ã o ,  como vimos, apenas V I  não s a t i s  - 

f e z P . 3 .  Executamos e n t ã o  A l  pa ra  r e s o l v e r  e s s e  problema,  mas 

com i s s o ,  fazemos s u r g i r  nós d e f i c i e n t e s  não b loqueados  em V 2  

e  p a r a  e l i m i n á - l o s  executamos A 2  e  ass im s u c e s s i v a m e n t e  a t é  que 

chegamos ao poço quando e n t ã o  teremos um p r e f l u x o .  Obt ido  e s s e  

p r e f l  uxo passamos a  t e n t a r  e q u i l i b r á - l o  a p l i c a n d o  i n i c i a l m e n t e  

E Q k - l  que pode c r i a r  d e f i c i ê n c i a s  em V k m 2 .  Se e s s a s  de'ficiências 

não a t ingem nós l i v r e s  de V k - 2 y  executamos E Q k - 2  podendo p e r t u r  - 

b a r  o  e q u i l í b r i o  de V k m 3 .  Se a p e s a r  d e s s a  p e r t u r b a ç ã o  c o n t i n u a  

mos a  t e r  um p r e f l u x o  e n t ã o  fazemos E Q k m 3  e  a s s im por  d i a n t e  

a t é ,  supondo que não vol temos ã f o n t e ,  e  que passemos a  t e r  nós 



d e f i c i ê n t e s  e  n ã o  b l o q u e a d o s  n a  camada  V i  i m e d i a t a m e n t e  a n t e r i o r  

a  ú l t i m a  a  q u e  a p l i c a m o s  E q u i l i b r i o .  

Como no  s u b g r a f o  f o r m a d o  p e l a s  c a m a d a s  a t é  V i  o s  f l u x o s  

n ã o  f o r a m  a1  t e r a d o s  p o r  E q u i l í b r i o ,  e l a s  c o n t i n u a m  s a t i s f a z e n d o  

P .  3 e  d e s s e  modo a p l  i  c a n d o  a g o r a  A i  , A i  +l , . . . . A k  v01 t a r e m o s  a  

c o n s e g u i r  um p r e f l u x o .  De n o v o  f a z e m o s  E Q k - l ,  E Q k - 2 ,  e t c .  e n o  

c a s o  d e  d e i x a r m o s  de  t e r  um p r e f l  uxo v01 t a m o s  a  s e q u ê n c i a  d e  

A v a n ç o s  i n d i c a d a  a c i m a  e  a s s i m  p o r  d i a n t e  a t é  q u e  s e  o b t e n h a  a  

r e g r a  d e  p a r a d a  do a l g o r i  tmo q u e  é i n d i c a d a  a  s e g u i r .  

3 . 9 .  - R E G R A  D E  P A R A D A  

q u e :  

D e p o i s  d e  a p l i c a r m o s  E Q 1  podemos  p a r a r  o  a l g o r i  tmo p o r  

i )  S e  d e c i d i m o s  a p l i c a r  EQ, p o r q u e  t i n h a m o s  u m  p r e f l  uxo 

e a  Ú n i c a  p o s s i b i l i d a d e  d e  E Q l  d e s t r u i r  e s s a  c o n d i  - 

ç ã o  e r a  e l e  c r i a r  d e f i c i ê n c i a s  em n ó s  l i v r e s '  d e  

V. = { S I .  Como a  f o n t e  é s e m p r e  b l o q u e a d a  i s s o  é im - 

p o s s í v e l  e  p o r t a n t o  a p ó s  E Q 1  c o n t i n u a m o s  a  t e r  um 

p r e f l  uxo .  

i i )  Quando  e x e c u t a m o s  E Q i  o  f a z e m o s  a o  f i n a l  d e  uma s e  - 

q u ê n c i a  E Q k - l .  E Q k m z y . . .  , E Q i + l y  E Q i  q u e  e q u i l i b r a  

t o d a s  a s  c a m a d a s  d e  V i  a o  p o ç o .  

F a z e n d o ,  e n t ã o  i  = 1  t e r e m o s  q u e  a p ó s  E Q l  t o d o s  o s  n ó s  

d o  g r a f o  e s t a r ã o  e q u i  1  i b r a d o r s .  

J u n t a n d o  ( i )  e  ( i i )  v e r i f i  camos q u e  a  s o l u ç ã o  c o r r e n t e  

a p ó s  a  e x e c u ç ã o  de  E Q 1  é um p r e f l u x o  e q u i l i b r a d o  o  q u e  c a r a c t e r i  - 

z a  um f l  uxo rnaxi mal . 



3 .10 .  O ALGORITMO 

3 . 1 0 . 1 .  - O b s e r v a ç õ e s  P r é v i  a s  

An te s  de a p r e s e n t a r m o s  uma v e r s ã o  do a l g o r i t m o  numa f o r  - 

ma m a i s  p róx ima  da imp lemen tação  vamos d e s c r e v e r  como os  p r o c e d i  - 

mentes empregados  p o r  e1 e  devem e f e t u a r  a1 gumas o p e r a ç õ e s .  

i )  No p r o c e d i m e n t o  de  Avanço: 

E n c o n t r a d o  u m  nó d e f i c i e n t e  e  não  b l o q u e a d o  o  a l g o  - 

r i t m o  e s c o a  s u a  d e f i c i ê n c i a  da s e g u i n t e  f o r m a :  

P a r a  c ada  nó v o  a l g o r i t m o  mantém % ( v )  numa l i s t a  o r  - 

denada  ( r l  , r 2 , . .  . 
% )  

) que  r e p r e s e n t a r e m o s  p o r  4 v) 

e  onde  h = I S ( v )  1 .  O e s c o a m e n t o  de d e f i c i ê n c i a  de v  

p e l o s  ramos de S ( v )  s e  dá e n t ã o ,  s empre  p e l o  e lemen  - 

t o  de d ( v )  de menor í n d i c e  que  a i n d a  p o s s u i  a lguma 

f o l g a  d i s p o n í v e l ,  ou s e j a ,  s e  u s a  o  a r c o  ri s e  

rl , r 2 , . .  . , ri - 7  j á  t i  verem s i d o  s a t u r a d o s  a n . t e r i  ormen - 

t e .  

O i n d i c e  d e s s e  p r i m e i r o  e l e m e n t o  a i n d a  d i s p o n i v e l  da  

l i s t a é i n d i c a d o  p o r  u m a p o n t a d o r  p ( v )  e  é i n t e r e s  - 

s a n t e  o b s e r v a r  q u e  n u m  momento q u a l q u e r  da e x e c u ç ã o  

do a l g o r i  tmo, e n t r e  t o d o s  o s  componentes  de S(v) s o .  

mente  r 
P (  v )  

pode não e s t a r  nem s a t u r a d o  nem t e r  f l u  - 

xo n u l o .  I s s o  em p a r t i c u l a r  s i g n i f i c a  q u e  s e :  

a )  Al(v) : número de a r c o s  de  % ( v )  que  tem s e u  f l u  - 

a1 t e r a d o  p e l a  R-és ima a p l i c a ç ã o  de Avanço a  cama- 

da de v ;  

b )  y t ( v )  número de a r c o s  de 5 ( v )  q u e  s ã o  s a t u r a  - 

dos n e s s a  a p l i c a ç ã o ,  e n t ã o  s e r á  v e r d a d e  q u e  



4&d 5 yL( v) + 1  

E s s e  r e s u l t a d o  s e r á  u s a d o  p o s t e r i o r m e n t e  n a  

t e r m i n a ç ã o  d a  compl e x i  d a d e  d o  a1  g o r i  tmo .  

i i )  E m  E q u i l i b r i o :  

No q u e  d i z  r e s p e i t o  a  r o t i n a  d e  E q u i l i b r i o  é 

( 1 )  

d e -  

i  n  - 

t e r e s s a n t e  r e s s a l t a r  o s  d o i s  p o n t o s  q u e  i n d i c a  - 

mos a  s e g u i r :  

a )  O a l g o r i t m o  g u a r d a  p a r a  c a d a  n ó  n ã o  b l o q u e a d o  

t o d o s  o s  a r c o s  q u e  t r o u x e r a m  f l u x o  a t é  e l e  

d e s d e  a  ú l t i m a  v e z  em q u e  E q u i l i b r i o  f o i  a p l i  - 

cada a  s u a  c a m a d a .  S ã o  e s s e s  a r c o s  q u e  s e r ã o  

u t i l i z a d o s  p a r a  e l i m i n a r  a  d e f i c i ê n c i a  d o  nó  

s e  a  e l e  p r ó p r i o  v i e r m o s  a  a p l i c a r  E q u i l i b r i o .  

E: c1  a r o ,  s e r á  s u f i  c i e n t e  c o n s i d e r a r m o s  a p e n a s  

e s s e s  r a m o s ,  p o i s  q u a n d o  a p l i c a m o s  e q u i  l r b r i o  

a o  nó  a  ú l t i m a  v e z  e l i m i n a m o s  s u a  d e f i c i ê n c i a  

e  p o r t a n t o  q u a l q u e r  n o v o  e x c e s s o  q u e  t e n h a  s e  

a c u m u l a d o  no  n ó ,  sõ p o d e  t e r  s i d o  o r i g i n a d o  

p o r  n o v a s  c h e g a d a s  d e - f l  uxo a  e l e  a  p a r t i  r 

d e s s e  momento.  A1 ém d i s s o ,  p r o c e d e n d o  d e s s e  

modo e v i  t a m o s  q u e  um n ó  v  da  camada  V i  ao qual 

j á  a p l  i camos  E Q i  v01 t e  a  s e  t o r n a r  d e f i  c i  e n t e  

em e x e c u ç õ e s  p o s t e r i o r e s  d e  E Q i + l  ( 2 )  I s s o  

n o s  p e r m i t i  rá  p r o v a r  q u e  n ã o  s e  a p l i c a  e q u i l i  - 

b r i o  a  um nó  m a i s  d e  uma v e z .  



b )  Embora n ã o  s e j a  n e c e s s á r i o ,  p a r a  n ã o  t e r  d e  

c r i a r  o u t r a  r o t i n a ,  r e s o l v e m o s  i n c l u i r  em 

E Q i  também a  t a r e f a  d e  v e r i f i c a r  s e  V i - l  p o z  

su i  n ó s d e f i c i e n t e s l i v r e s  o u  n ã o .  D e s s a  f o r  - 

ma ao f i n a l  d e  E Q i  j á  p o d e r e m o s  o p t a r  e n t r e  

A i  - i  e E Q i  - l  c o n f o r m e  h a j a  o u  n ã o  d e s s e s  n ó s  

em V i  - l  . 
P a r a  q u e  i s s o  s e j a  f e i t o ,  e n t r e t a n t o ,  p r e c i -  

s a m o s  i n c l u i r  em E q u i l i b r i o  o  s e g u i n t e  p r o c e  - 

d i m e n t o :  

"Após e l i m i n a r  a s  d e f i c i ê n c i a s  d e  uma camada  

V i  e  a u m e n t a n d o  s e  f o r  o  c a s o ,  a s  d e f i  c i ê n  - 

c i a s  d e  n ó s  de  V i - l  e  d e c l a r a n d o  o s  a r c o s  

q u e  chegam a o s  n ó s  d e  V i  t r a t a d o s ,  como b l o  - 

q u e a d o s ,  p a r a  c a d a  v  e V i - l  d e f i c i e n t e ,  f a  - 

ç a  p ( v )  i n d i c a r  o  p r ó x i m o  e l e m e n t o  d e  d ( v )  

a t é  q u e  r P W  d e i x e  d e  s e r  b l o q u e a d o  o u  q u e  

s e  c h e g u e  a o  f i m  d a  l i s t a  q u a n d o  e n t ã o  s e  

i n d i c a r á  q u e  o  p r ó p r i o  n ó  v  e s t á  b l o q u e a d o " .  

3 . 1 0 . 2 .  A E s t r u t u r a  d e  Dados  

O a l g o r i  tmo d e  K a r z a n o v ,  p a r a  o b t e r  u m  f l u x o  maximal  

n o  r e f e r e n t e ,  c o n s i d e r a  a  s e g u i n t e  e s t r u t u r a  d e  d a d o s :  

1 )  P a r a  c a d a  camada  V i ,  uma 1  i  s t a  c o n t e n d o  s e u s  n ó s .  

2 )  P a r a  t o d o  a r c o  e  C Ê ,  um v e t o r  ( a e ,  s e  , c ( e ) )  i n d i  

c a n d o  o  n ó  d e  e n t r a d a ,  n ó  de  s a i d a  e  a  c a p . a c i d a d e  

do a r c o ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  



3 )  Pa ra  cada nó v ,  uma l i s t a  dos s e u s  a r c o s  s u c e s s o r e s :  
- v S(Y) = ( r l  ,.. . , r i ) ,  onde CJ = / % ( v >  1 .  

4 )  Pa ra  cada nó v, uma l i s t a  Â ( v )  dos a r c o s  que t r azem 

f l u x o  a t é  e l e  desde  a  Ú I  t ima a p l i c a ç ã o  de e q u i l 7 b r i o  

a  s u a  camada que i n i c i a l m e n t e  e s t a r á  v a z i a  e  que r e  - 
- v presentamos  por  A ( v )  = ( e  , . . . , e V -  

I A ( v >  l 1 .  

Usamos a i n d a  os apon tadores  p ( v )  e  p ' ( v )  que ind icam u m  

e l emen to  de T ( v )  e  u m  de Ã ( v ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

Além d i s s o  usamos as v a r i á v e i s  l ó g i c a s  "a rco -b loqueado  

( e )  I' e  "Execute-Avanço".  

3 .10 .3 .  - D e s c r i ç ã o  do A1 g o r i  tmo 

P R O G R A M A  PRINCIPAL 

Para  t o d o  e E  E ,  f a ç a :  
- 
f ( e )  = c ( e )  

"a rco -b loqueado"  ( e )  = f a l s o  

Fim-Para 

Pa ra  todo e  e S(s)  , f a ç a :  

Pa ra  t o d o  i  de 2 a  k , e x e c u t e :  

Pa ra  todo  v c V i ,  f a ç a :  



Faça  i = 1  

E x e c u t e  Avanço  

AVANÇO 

P a r a  c a d a  v  E Vi ,execu te :  

E n q u a n t o  D ( v )  > O e  p ( v )  < I T ( v ) l , f a ç a :  - 

F i  m-Enq uan t o  

F i  m-Para 

Se i = k - 1 ,  E x e c u t e  E q u i l i b r i o  

s e n ã o , f a ç a  i = i+l e E x e c u t e  Avanço 

F i  m-Avanço 



P a r a  c a d a  v  E V i , e x e c u t e :  

S e  D( v )  > O , f a ç a :  

i = 1 ,  

R e p i t a  a t é  D ( v )  = O 

v  p '  = e i ,  q '  = a  
P  

d '  = m i m  { D ( v ) ,  f ( p l ) )  

D ( v )  = D ( v )  - d '  

D ( q l )  = D ( q ' )  + d '  

f ( p l )  = f ( p l )  - d '  
- 
f ( p l )  = f ( p l )  + d '  

" a r c o - b l o q u e a d o "  ( p ' )  = v e r d a d e  

i = i + l  

F i  m-Repi  t a  

F i  rn-Se 

p l ( v )  = 1  

i i ( v )  = 

F i  m - P a r a  

S e  i = 1 ,  p a r e ,  a  s o l u ç ã o  c o r r e n t e  é um f l u x o  m a x i m a l .  

S e n ã o ,  f a ç a  i = i - 1  e  p a r a  c a d a  v  E V i , e x e c u t e :  

S e  D ( v )  > 0 ,  f a ç a :  

E n q u a n t o  p ( v )  - < I S ( v )  1 e  " a r c o - b l o q u e a d o "  

f a ç a  

P ( V )  = P ( V )  + 1  

F i  m - E n q u a n t o  

S e  p ( v )  5 I S ( v )  1 ,  " E x e c u t e - A v a n ç o "  = v e r d a d e .  

S e  " E x e c u t e - A v a n ç o "  e n t ã o  e x e c u t e  

A v a n ç o ,  s e n ã ò  e x e c u t e  E q u i  l T b r i o  

F i m - E q u i  1  i b r i  o  



3 . 1 1 .  C O N V E R G Ê N C I A  E COMPLEXIDADE D O  ALGORITMO 

P a s s a m o s  a g o r a  a  m o s t r a r  q u e  o  a l g o r i t m o  d e  K a r z a n o v  

t e r m i n a  em tempo f i n i  t o  e  a  i n d i c a r  s u a  o r d e m  d e  c o n v e r g ê n c i a .  

P a r a  i s s o  p r e c i s a m o s  d o s  s e g u i n t e s  r e s u l  t a d o s :  

L E M A  K-1 - 

S e  u m  nó é b l o q u e a d o  p e l o  a l g o r i t m o ,  e l e  c o n t i n u a r á  a s  - 

s i m  a t e  o  f i n a l  d a  e x e c u ç ã o .  

P r o v a  

S u p o n h a  q u e  i s s o  n ã o  s e j a  v e r d a d e .  S e j a  e n t ã o  v um nó 

q u e  o  a l g o r i t m o  b l o q u e o u  e  p o s t e r i o r m e n t e  l i b e r o u  f a z e n d o  v01 - 

t a r  a  e x i s t i r  um c a m i n h o  L = ( V  = v O , v l  , v ~ , . . . , v ~  = t )  t a l  q u e  o s  

a r c o s  ( V ~ , V ~ + ~ ) ,  i  = O ,  . . . , p -  1  n ã o  e s t e j a m  s a t u r a d o s .  Como a n t e s ,  

q u a n d o  v  e s t a v a  b l o q u e a d o ,  c e r t a m e n t e  h a v i a  a r c o s  s a t u r a d o s  n e s  - 

s e  c a m i n h o ,  podemos d e f i n i r  r = ( V ~ , V ~ + ~ ) ,  j = P -  como 
j 

s e n d o  o  Ú l t i m o  d o s  a r c o s  d e  L q u e  o  a l g o r i t m o  d e s s a t u r a  a n t e s  

de  v  v o l t a r  a  s e r  l i v r e .  E n t r e t a n t o  a  Ú n i c a  o c a s i ã o  em q u e  o  a1  - 

g o r i t m o  p o d e  d e s s a t u r a r  e s s e  a r c o  é q u a n d o  s e  a p l i c a  E q u i 1 i b r i . o  

' j + l  e  no c a s o  d e  v j + l  e s t a r  b l o q u e a d o .  Mas n e s s e  c a s o ,  mesmo 

a p ó s  a  d e s s a t u r a ç ã o  d e  r h a v e r á  um a r c o  d e  L ( v ~ , v ~ + ~ ) ,  j + l  < 
j ' - 

< R  < p  - 1  q u e  e s t a r á  s a t u r a d o ,  c o n t r a r i  a n d o  a  p r ó p r i a  d e f i n i  - - - 

ç ã o  de  r D e s s e  modo o  c a m i n h o  L n ã o  p o d e r á  v o l t a r  a  " l i b e r a r "  
j .  

o  nó  v  c o n f o r m e  e s t a m o s  a s s u m i n d o .  

P o r t a n t o  a  s u p o s i ç ã o  q u e  f i z e m o s  é f a l s a  o  q u e  demons - 

t r a  o  l e m a .  

C . Q . D .  



L E M A  K-2 

i )  Se um nó d e i x a  de s e r  d e f i c i e n t e ,  e n t ã o  e l e  c o n t i  - 

nuará  e q u i l i b r a d o  a t é  o  f i n a l  do a l g o r i t m o .  

i i )  Toda a p l i c a ç ã o  de E q u i l í b r i o  que p r e c e d e  i m e d i a t a  - 

mente uma de Avanço acaba com a  d e f i c i ê n c i a  de p e l o  menos um 

nó. 

Prova -- 

i )  U m  nó v d e f i c i e n t e  s ó  pode d e i x a r  de s ê - 1 0  p e l a  - a  

p l i c a ç ã o  a  e l e  de E q u i l í b r i o  e n e s s e  c a s o  v e s t a r i a  b loqueado 

n e s s a  o c a s i ã o .  Como p e l o  lema K-1, v c o n t i n u a r á  b loqueado  a t é  

o  f im  do a l g o r i t m o ,  Avanço não poderá  t r a z e r  mais f l u x o  a t é  e l e ,  

a s s i m  a  ú n i c a  p o s s i b i l i d a d e  d e s s e  n ó  v01 t a r  a  s e r  d e f i c i e n t e  s e  - 

r i a  em função  de reduzi:rmos o  f l u x o  n u m  de s e u s  a r c o s  s u c e s s o  - 

r e s  numa a p l i c a ç ã o  de e q u i l y b r i o  a  camada s e g u i n t e .  Tal p o s s i b i  - 

l i d a d e  e n t r e t a n t o  é e l i m i n a d a  p e l a  p r o p r i a  maneira  com que Equi - 

l i b r i o  e s c o l h e  o s  ramos que chegam a  u m  nó p a r a  e l i m i n a r  s u a  de - 

f i c i ê n c i a  ( 2 ) .  Desse modo o  nó ,  uma vez e q u i l i b r a d o  c o n t i n u a r ;  

a s s  im. 

i i )  A ú n i c a  p o s s i b i l i d a d e  de uma execução  de Avanço su - 

c e d e r  uma de E q u i l y b r i o  é termos q u e ,  pa ra  algum i  E (2, ..., k-1) , 

E Q i  ao e l i m i n a r  a  d e f i c i ê n c i a  de u m  nó v c r i o u  o u t r a  n u m  nó l i  - 

vre  de V i m l  quando e n t ã o  executaremos  a  s e g u i r  A i - l .  Esse f a t o  

é s u f i c i e n t e  pa ra  demons t ra r  a  a f i r m a ç ã o  ( i i ) .  

C . Q . D .  



L E M A  K-3 - 

O número de vezes  que E Q  j ,  j = 1  2 , . . . , 1  ou A i  , 

i  = 1  , 2 , .  . . , k-1 é e x e c u t a d o ,  e s t á  l i m i  t a d o  s u p e r i o r m e n t e  po r  

n - 1  ( * ) .  

Prova 

Sejam e  1  . 1  e  a i  i = l , . . ,  1  o  número 
j ' 

de vezes  que E Q  e  A i  s ã o  e x e c u t a d o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  
j 

Observe e n t ã o  que e n t r e  duas a p l i c a ç õ e s  s u c e s s i v a s  de 

E Q k - l  temos o b r i g a t o r i a m e n t e  u m  p a r  E Q k  , * j - i  , j e { 2 , . . . , k - 1 1  

que e l i m i n a  a  d e f i c i ê n c i a  de p e l o  menos u m  nó p e l o  lema K - 2 .  Co - 

mo a i n d a  p o r  e s s e  lema,  u m  nó que de ixou  de s e r  d e f i c i e n t e  não 

pode v01 t a r  a  s ê - 1  o  e  como e n t r e  e s s e s  nós não podem e s t a r  a  

< ( n - 2 )  + 1  = n-1.  f o n t e  e  o  poço temos imed ia t amen te  que e k - l  

Ora ,  como p a r a  cada  execução  de E Q  temos fo rçosamen te  
j 

uma de E Q j - ,  , podemos concl  ui r que para  todo  j ( 2 , .  . . , k-1 I  , 

e .  n - 1  ( 3 )  completando a  p r i m e i r a  p a r t e  da p r o v a .  
J - 

Mas também e n t r e  duas execuções  de A i  temos o b r i  g a t ó  

r i a m e n t e  uma de E Q k m l  o  que s i g n i f i c a  que p a r a  t o d o  i e  {2,..,k-11, 

a .  < e  
1 - k-1 + 1 .  

Jun tando  e s s e  r e s u l t a d o  a  ( 3 )  mostramos que o  a l g o r i t  - 

mo tem c o n v e r g ê n c i a  f i n i  t a  chegando p o r t a n t o  a  a t i n g i r  as  condi - 

ções  de s u a  r e g r a  de p a r a d a .  I s s o  em p a r t i c u l a r  s i g n i f i c a  que 

após a  ú1 t ima execução  de E Q k - l  não mais s e  u t i l i z a  o  p roced i  - 

( * )  E s t e  f a t o  comprova a  c o n v e r g ê n c i a  f i n i  t a  do método. 



m e n t o  d e  Avanço  e d e s s e  modo t e m o s  r e a l m e n t e  q u e  p a r a  t o d o  

i E { 1 , 2  ,..., k - 1 1 ,  a -  < e 
i - j - 1  o  q u e  j u n t o  com ( 3 )  e n c e r r a  a  p r o -  

v a .  

C . Q . D .  

Podemos  a g o r a  e n u n c i a r  o  r e s u l t a d o  p r i n c i p a l  d e s s a  SE 

ç ã o  q u e  s e  r e f e r e  a  c o m p l e x i d a d e ,  em t e m p o ,  d o  a1 g o r i  t m o .  

TEOREMA K-2 - 

2 O a l g o r i t m o  d e  K a r z a n o v  l e v a  um tempo d e  O ( n  ) p a r a  o b  - 

t e r  um f l u x o  maximal  em um r e f e r e n t e .  

P r o v a  -- 

Vamos l i m i t a r ,  i n i c i a l m e n t e ,  o  n ú m e r o  d e  a l t e r a ç õ e s  d e  

f l u x o  n o s  a r c o s ,  e f e t u a d a s  p e l o  a l g o r i  tmo .  S Õ  a1  t e r a m o s  o  f l u x o  

num a r c o  ( v , v l )  d u r a n t e  uma a p l i c a ç ã o  d e  E q u i l i b r i o  s e  n e s s a  - a  

p l i c a ç ã o  e l i m i n a m o s  a d e f i c i ê n c i a  d e  v ' .  Como i s s o ,  p e l o  l e m a  

K-2 só  p o d e  a c o n t e c e r  uma ú n i c a  v e z  d u r a n t e  a  e x e c u ç ã o  d o  a1  go - 

r i t m o ,  c o n c l u i m o s  q u e  também o  f l u x o  de ( v , v ' )  s ó  p o d e  s e r  a1  t e -  

r a d o  uma ú n i c a  v e z  p e l o  p r o c e d i m e n t o  d e  Equ i  I í b r i o .  Cons i d e r a n  - 

d o  e n t ã o  t o d o s  o s  r a m o s  t e m o s  p o r t a n t o  q u e  o  n ú m e r o  t o t a l  d e  v a  - 

r i a ç õ e s  d e  f l u x o  n e l e s  e f e t u a d o s  p o r  E q u i l i b r i o  6 l i m i t a d o  p o r  

m. ( 4 )  

C o n s i d e r e  a g o r a :  

i )  M = n ú m e r o  t o t a l  d e  a t u a l i z a ç õ e s ,  n o  v a l o r  d o  f l u x o  

n o s  r a m o s ,  e f e t u a d a  p o r  Avanço  no  d e c o r r e r  d e  

t o d o  o  a l g o r i  tmo.  



i i )  M i e  = "mero de  a r c o s  q u e  t e m  s e u  f l u x o  a1  t e r a d o  p e  - 

l a  R - é s i m a  a p l i c a ç ã o  de  A i .  

i i i )  m i e  = número  d e  a r c o s  q u e  s ã o  s a t u r a d o s  d u r a n t e  a  

R-és i rna  e x e c u ç ã o  d e  A i .  

v i )  n i  = nÜmero d e  n ó s  d e  V i .  

De n o v o ,  u s a n d o  o  f a t o  de  q u e  u m  a r c o ,  p a r a  t e r  s e u  

f l u x o  d i m i n u i d o  p o r  E q u i l i b r i o ,  e  em p a r t i c u l a r  s e r  d e s s a t u r a d o ,  

n e c e s s i t a  q u e  s e u  n ó  d e  c h e g a d a  e s t e j a  b l o q u e a d o ,  o b t e m o s  q u e  

um mesmo a r c o  não '  s e r á  s a t u r a d o  d u a s  o u  m a i s  v e z e s  p o r  Avanço e  

a s s i m :  

Além d i s s o ,  s o m a n d o  t o d a s  a s  d e s i g u a l d a d e s  d a d a s  em 

( 1  ) t emos  q u e :  

e  d e s s e  modo: 

a  Ú l t i m a  d e s i g u a l d a d e  s e  d e v e n d o  a  ( 5 )  . e  ao  T e o r e m a  K-1 que  a f i r  - 

ma s e r  a i  5 ( n c l ) ,  Vi  € { l , . . . , k } .  



P a r a  a s  demais  o p e r a ç õ e s  e  t e s t e s  e f e t u a d o s  p e l o  a l g o  - 

r i t m o ,  o s  s e g u i n t e s ,  1  i m i t e s  s u p e r i o r e s  podem s e r  e s  t a h e l  e c i d o s :  

a )  O número de v e z e s  que  o  a l g o r i t m o  r o t u l a  u m  ramo co - 

mo b l o q u e a d o  em E q u i l T b r i o ,  é c e r t a m e n t e ,  menor ou i g u a l  a  m ,  

d ado  q u e  i s s o  a c o n t e c e  no máximo uma vez p a r a  c ada  ramo ( 7 ) .  

Também o  número t o t a l  de veze s  que  E q u i l i b r i o ,  p a r a  

u m  dado  v a1 t e r a  p ( v ) ,  p e l o  f a t o  de r 
P (  v )  

e s t a r  b l o q u e a d o  é l i m i  

t a d o  em m p o r  i d ê n t i c o  m o t i v o .  ( 8 )  

b )  O número de veze s  que  avanço  p e r g u n t a  s e  um nó é de  - 

f i c i e n t e  ou  s e  é b l o q u e a d o  é com c e r t e z a  menor do que  ( n - l ) . n  

p o i s  p e l o  t eo r ema  K-1, c ada  Ai é e x e c u t a d o  um número d e  veze s  

não  m a i o r  que  ( n - 1 ) .  ( 9  

J u n t a n d o  e n t ã o  ( 4 ) ,  ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 )  ob temos  que  o  

a l g o r i  tmo b l o q u e i a  a  f o n t e  n u m  r e f e r e n t e  em u m  tempo q u e  não  po - 

de s e r  m a i o r  q u e :  

C.Q.D. 

F i n a l m e n t e  obse rvamos  que  de a c o r d o  com o  q u e  vimos no 

c a p i t u l o  a n t e r i o r :  

a )  Não podemos t e r  mais  de n r e f e r e n t e s  p a r a  p r o c e s s a r .  

2 b )  A c o n s t r u ç ã o  de cada  r e f e r e n t e  é f e i t a  em O(n ) .  

c )  A a t u a l i z a ç ã o  dos f l u x o s  a p ó s  o  p r o c e s s a m e n t o  de u m  

r e f e r e n t e  é O ( m ) .  



A s s i m ,  o  p r o c e s s a m e n t o  c o m p l e t o  de  um r e f e r e n t e  i n c l u i  - 

da  s u a  c o n s t r u ç ã o ,  o b t e n ç ã o  d e  um f l u x o  maximal  d e  s a  t n e l e  e  

a t u a l i z a ç ã o  de  f l u x o  nos. r amos  do  g r a f o  o r i g i n a l  no f i n a l  do 
2 t r a t a m e n t o  é O(n  ) .  Como t a i s  o p e r a ç õ e s  n ã o  i r ã o  s e r  r e p e t i d a s  

m a i s  d e  n  v e z e s  c o n c l u ~ m o s  q u e  o  a l g o r i  tmo d e  K a r z a n o v  d e t e r m i  - 

3 n a  o  f l u x o  mãximo em um tempo n ã o  s u p e r i o r  a  O(n ) .  



O ALGORITMO M K M  
--L 

Em 1978 ,  V . M .  M a l h o t r a ,  M . P .  Kumar e  S . N .  M a h e s h w a r i  

15 1 ,  a p r e s e n t a r a m  o  m é t o d o  p a r a  d e t e r m i n a ç ã o  do f l u x o  máximo 

r e f e r e n c i a d o  n a  l i t e r a t u r a  como a l g o r i  tmo dos " t r ê s  h i n d u s "  o u  

abreviadamente, c o n f o r m e  o  f a r e m o s ,  a1 g o r i  tmo MKM. E s s e  a1 g o r i  t 

3 mo como o  de K a r z a n o v  t e m  a  c o m p l e x i d a d e  O ( n  ) ,  mas é de m a i s  

s i m p l e s  f o r m u l a ç ã o .  

Como t o d o s  o s  mé todos  p r o p o s t o s  após D i n i c ,  o  a l g o r i  - t 

mo MKM 6 uma v a r i a ç ã o  d e s s e  p r o c e d i m e n t o  em que  uma n o v a  t e c n o  - 

l o g i a  é a p l i c a d a  p a r a  b l o q u e a r  a  f o n t e  n o  r e f e r e n t e .  A f o r a  a  

mudança n e s s e  p r o c e d i m e n t o  o  a l g o r i t m o  é i d ê n t i c o  ao de D i n i c .  

P a r a  podermos  i n t r o d u z i  r o  p r o c e d i m e n t o  e f e t u a d o  p e l o  

a1 g o r i  tmo n e c e s s i  tamos de a1 gumas d e f i n i  ções  p r é v i  as q u e  p a s s a  - 

mos a  d a r  a b a i x o .  



4 . 2 . 1 .  P o t e n c i a l  de Fluxo do Nó 

Dados uma rede  c a p a c i t a d a  G = (VyE,c) d o i s  nós s  e t 

( a  f o n t e  e  o  poço)  e  u m  f l u x o  f  de s  a  t ,  d e f i n e - s e  p a r a  cada 

nó v o  que chamaremos de P o t e n c i a l  de Fluxo do N Õ ,  p f ( v ) ,  da 

s e g u i n t e  manei r a :  

i i i )  s e  v = t 

O p o t e n c i a l  de f l u x o  de um nó é p o r t a n t o  o  mínimo en - 

t r e  a  capac idade  r e s i d u a l  t o t a l  dos a r c o s  s u c e s s o r e s  do nó e  a  

dos a r c o s  a n t e c e s s o r e s  d e l e ,  e v i d e n t e m e n t e ,  o  p o t e n c i a l  de f l u  - 

xo de um nó é a máxima q u a n t i d a d e  de ac résc imo  de f l u x o  que po - 

demos f a z e r  p a s s a r  ( c h e g a r  e  s a i r )  p e l o  n ó ,  assumindo que s ó  

e x i s t e m  r e s t r i ç õ e s  de capac idade  nos a r c o s  a d j a c e n t e s  a  e l e .  



4 . 2 . 2 .  N Õ  R e f e r e n c i a l  

Chama-se de Nó R e f e r e n c i a l  ( r f )  a  u m  n Õ  da r e d e  com a  

p r o p r i e d a d e  de t e r  o  menor p o t e n c i a l  do f l u x o ,  ou s e j a  

p f ( r f )  = m i m  { p f ( v ) }  
vcv 

4 . 2 . 3 .  P o t e n c i a l  R e f e r e n c i a l  

Se  r é u m  nó r e f e r e n c i a l ,  chama-se de P o t e n c i a l  Refe  f  - 

r e n c i a l  a o  p o t e n c i a l  de f l u x o  em r f .  

Quando não h o u v e r  d ú v i d a s  a c e r c a  de que f l u x o  e s t a m o s  

nos r e f e r i n d o ,  e s c r e v e r e m o s  r a p e n a s  ao  i n v é s  de r f .  

D e f i n i d o s  o s  c o n c e i t o s  ac ima ,  podemos a p r e s e n t a r  o  l e  - 

ma no q u a l  s e  fundamenta  o  p r o c e d i m e n t o  b á s i c o  u t i l i z a d o  p e l o  

a l g o r i  tmo. 

L E M A  - S e j a  G = (V,E , c )  uma r e d e  em camadas c a p a c i t a  - 
- 

d a ,  s  e  t d o i s  nós  de V e  f  u m  f l u x o  de s  a  t .  Se y f  e  um nó 

r e f e r e n c i a l  , e n t ã o  .é p o s s i v e l  o b t e r  u m  f l u x o  f '  c u j o  v a l o r  é o  

v a l o r  de f  aumentado em p f ( r f )  e  p a r a  o  q u a l  temos p f , ( r f )  = O .  

P rova  -- 

Se p o r  a c a s o ,  s  não f o r  o  ú n i c o  nó da p r i m e i r a  cama - 

d a ,  e n t ã o  vamos t e r  u m  o u t r o  nó q n e s s a  camada e  p o r t a n t o  com 

p o t e n c i a l  n u l o ,  uma vez  que  Ã ( q )  = @. O nó q s e r á  e n t ã o ,  é c l a  - 

r o ,  u m  n Õ  r e f e r e n c i a l  e  a  t e s e  do lema e s t a r á  t r i v i a l m e n t e  - a  

t e n d i d a  sem que n e c e s s i t e m o s  f a z e r  a c r é s c i m o  de f l u x o  a lgum.  O 



mesmo s e  d á ,  c a s o  a  ú l t i m a  camada não s e  c o n s t i t u a  u n i c a m e n t e  

de t e  p o r t a n t o  podemos a s s u m i r ,  r e p r e s e n t a n d o  a  i - é s i r n a  cama - 

da p o r  V i ,  i = 0  k que  V, = { s )  e  V k  = {t}. 

S e j a  e n t ã o  j a  camada de u m  nó r e f e r e n c i a l  r f .  Vamos 

m o s t r a r  que  s e  i n t r o d u z i m o s  um a c r é s c i m o  de f l u x o  no v a l o r  de 

p f  em r f  é s empre  p o s s i v e l  f a z ê - l o  c h e g a r  a t é  o  poço .  P a r a  ve 

r i f i c a r  i s s o  b a s t a  mos t r a rmos  que s e  e s s e  a c r é s c i m o  de f l u x o  

v a l e n d o  p f  consegue  c h e g a r  a t é  a  camada V k y  j - < k < t e l e  tam 

b e m  c h e g a r á  a t é  V k t l  po i  s  e n t ã o  poderemos u s a r  i t e r a t i  vamente  

e s s e  r e s u l t a d o  p a r a  p r o v a r  que  é p o s s i v e l  f a z e r  com q u e  o s  6 f  

i n t r o d u z i d o s  cheguem a  ú l t i m a  camada q u e  contém a p e n a s  t .  

Se j am e n t ã o  V k  uma camada a  q u a l  consegu imos  f a z e r  

o s  p f  a d i c i o n a i s  chegarem e 6 ( n ) ,  n E V k ,  a p o r ç ã o  desse a c r e s  - 

cimo que a t i n g e  nó n .  Temos e n t ã o  q u e :  

Assim, o s  6 ( n )  a  m a i s ,  que  chegam a  q u a l q u e r  n de V k  

p o d e r ã o  s e r  e s c o a d o s  p e l o s  ramos que  d e l e  saem a t é  a  camada 

v k + l  comprovando n o s s a  a f i r m a ç ã o .  

I n v e r t e n d o  a g o r a  os  s e n t i d o s  dos ramos do c j rafo  e  é 

1  Õgi c o ,  a  o r d e n a ç ã o  de s u a s  camadas ,  m o s t r a r i a m o s ,  p r o c e d e n d o  

de fo rma  i d ê n t i c a  que  i g u a l m e n t e  s e r i a  p o s s j v e l  f a z e r  com q u e ,  

n e s s a s  novas  c o n d i ç õ e s ,  um a c r é s c i m o  de f l u x o  de 6 f  o r i g i n a d o  

em r f  c h e g a s s e  a t é  S .  Se  r e i n v e r t e r m o s  o  s e n t i d o  dos r a m o s , i s  - 

s o  q u e r  d i z e r  que  u m  aumento  de 6 f  i n t r o d u z i d o  em s pode  s e r  

l e v a d o  i n t e g r a l m e n t e  a t é  r f  e  d a i  e n t ã o  a t é  t con fo rme  v e r i f i  - 

camas a n t e r i o r m e n t e .  Pode - se  p o r t a n t o  g e r a r  u m  novo  f l u x o  f '  

c u j o  v a l o r  é m a i o r  q u e  o  de f em 6 f  e  t a l  q u e :  



A Ú1 t ima i g u a l  dade p e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  de 6 f .  

C.Q. D. 

4 . 3 .  O ALGORITMO 

Conhecido o  lema a n t e r i o r  o  procedimento  b á s i c o  empre - 

gado p e l o  a l g o r i t m o  M K M  p a r a  b l o q u e a r  a  f o n t e  no r e f e r e n t e  pode 

s e r  i n d u z i d o .  E s p e c i f i c a m e n t e  e s s e  procedimento  é o  s e g u i n t e :  

Cons ide re  f  um f l u x o  de s  a  t no r e f e r e n t e  R ,  c o n s i d e  - 
- - 

r e  também R = ( V , E y S )  um s u b g r a f o  do r e f e r e n t e ,  d e l e  o b t i d o  r e  - 

t i r a n d o - s e  o s  nós e  ramos que em i t e r a ç õ e s  a n t e r i o r e s  s e  d e t e r  - 

minou e s t a r e m  b loqueados ,  e  onde c ( e )  = c ( e )  - f ( e ) ,  + e  E.  

No i n i c i o  do a l g o r i t m o  temos R = R e  f  = 0 .  

R e p r e s e n t e  agora  por  Õ o  f l u x o  i d e n t i c a m e n t e  nu lo  em a ,  
de te rmine  e n t ã o  para  todo  v e o  p o t e n c i a l  p õ ( v )  e a  s e g u i  r  

u m  nó r e f e r e n c i a l  r õ  . Obtenha e n t ã o  um f l u x o  i em a de v a l o r  

p 6 ( r õ )  e  t a l  que p i ( r õ )  = O conforme o  lema g a r a n t e  s e r  p o s s i  - 

v e l .  F e i t o  i s s o  a t u a l i z e  f  f azendo  f ( e )  = f ( e )  + ? ( e ) ,  p a r a  t o  - 

do e  c E e  f i n a l m e n t e  obtenha  um novo R r e t i r a n d o  do a t u a l  o  

nó r g ,  O S  ramos a  e l e  a d j a c e n t e s  e  todos  a q u e l e s  ramos de í( que 

s ã o  s a t u r a d o s  p o r  T .  Após processar inos u m  R c u j o  r e f e r e n c i a l  t e  

nha s i d o  s  ou t, paramos o  a l g o r i  tmo, em c a s o  c o n t r á r i o  r e p e t i  - 



mos o  p r o c e s s o .  
d 

A r e g r a  de p a r a d a  a n t e r i o r m e n t e  d e s c r i t a  e  e v i d e n t e  

p o i s  s e  a  f o n t e  f o r  e l i m i n a d a  de R ,  também s e r á  de R e  p o r t a n t o  

não e x i s t i r á  c . a . f .  da  f o n t e  s  ao poço t e m  R e  o  f l u x o  s e r á  

maximal.  O mesmo s e  pode d i z e r ,  é l ó g i c o ,  s e  e l im inamos  o  poço .  

Vamos a g o r a  e s p e c i f i c a r  como o  a1 go r i tmo  e f e t u a  o  trans - 

p o r t e  em R de u m  aumento de  f l u x o  de v a l o r  p 7 ( F )  da f o n t e  a t é  
- 
r e  da: a t é  o  poço .  

O p r o c e d i m e n t o  empregado s e g u e  a  l i n h a  u t i l i z a d a  n a  de - 

m o n s t r a s ã o  do l ema ,  p r i m e i r o  i n t r o d u z i n d o  u m  a c r é s c i m o  de  f l u x o  
- 

no v a l o r  de A 7 ( ? )  em r que  supomos p e r t e n c e r  a  camada de 

R .  E m  s e g u i d a  e l e  e s c o a  e s s e  a c r é s c i m o  aumentando o  f l u x o  nos 
- 

ramos de  g ( ? )  o  que  i n t r o d u z  d e f i c i ê n c i a s  em nós de V i + l .  T r a  - 
t a  de  e l i m i n a r  e n t ã o  a s  d e f i c i ê n c i a s  d e s s a  camada aumentando o  

f l u x o  dos ramos que  d e l a  saem o  que t o r n a  d e f i c i e n t e s  o s  nós  de  
- 

e  a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e  a t é  que  o  poço s e j a  a t i n g i d o .  

F e i t o  i s s o  e l e  e x e c u t a  i d ê n t i c o  p r o c e d i m e n t o  s ó  que  em 

s e n t i d o  c o n t r á r i o  caminhando na d i  r e ç ã o  da f o n t e .  E e v i d e n t e  que 

o  t e rmo  " s e n t i d o  c o n t r á r i o "  é usado  não  e x a t a m e n t e  com o  s i g n i  - 

f i c a d o  g r a m a t i c a l ,  mas e x p r e s s a n d o  que  a  " p r i m e i r a  camada" a  

s e r  a t i n g i d a  p o r  e s s e  p r o c e s s o  s e r á  fo rmada  p e l o s  nós  d e  V k - l  
que  p e r t e n c e m  a  A ( F ) ,  a  s egunda  p e l o s  nós  V k - 2  l i g a d o s  a  e s s e s  

nós  e  a s s i m  p o r  d i a n t e  a t é  c h e g a r  a  V. ou s e j a  a t é  a t i n g i r  a  

f o n t e  S .  

P a r a  t o r n a r  mais  e f i c i e n t e  o  processo, ,a  forma empregada  

p e l o  a l g o r i t m o  p a r a  e s c o a r  a  d e f i c i ê n c i a  de u m  nó t a n t o  quando 

s e  anda no s e n t i d o  do poço como no da f o n t e  é a  s e g u i n t e :  



I n i c i a l m e n t e  p a r a  c a d a  nó  v ,  c o l o c a m o s  t a n t o  o s  s e u s  

a r c o s  s u c e s s o r e s  em R ,  como o s  a n t e c e s s o r e s  em l i s t a s  o r d e n a d a s  

( s l  , s 2 , .  . . ) e  ( a l  , a 2 , .  . . ) r e s p e c t i v a m e n t e ,  o n d e  q = IS(v)l  
' a ~  

e  p  = I Ã ( v )  1 .  F e i t o  i s s o ,  o  a l g o r i t m o  u t i l i z a  o  s e g u i n t e  p r i n c i  - 
p i o :  "um a r c o  ( v , s i ) ,  ( ( a j y v )  q u a n d o  andamos  no  s e n t i d o  d a  f o n  - 

t e ) ,  sÕ é u s a d o  p a r a  e s c o a r  uma d e f i c i ê n c i a  t e m p o r á r i a  em v 

no t r a t a m e n t o  d e  u m  d a d o  a ,  s e  ( v , s l ) ,  .. . , ( V , S ~ - ~ ) ,  ( ( a 1 d J ) ~  
- 

( a 2 v )  , . . . ( a j l  v )  r e s p e c t i v a m e n t e )  o u  n ã o  p e r t e n c e m  a R o u  

acabam d e  s e r  s a t u r a d o  n o  p r ó p r i o  p r o c e s s o  de  e s c o a m e n t o  d e s s a  

d e f i c i ê n c i  a " .  E s s e  p r i n c y p i o  é e x a t a m e n t e  o  mesmo e m p r e g a d o  p g  

1 0  a l g o r i t m o  d e  K a r z a n o v  p a r a  o  e s c o a m e n t o  d e  d e f i c i ê n c i a s  no 

p r o c e d i m e n t o  d e  A v a n ç o ,  s ó  q u e  a q u i  o  a p r e s e n t a m o s  numa o u t r a  

1  i n g u a g e m .  

4 . 3 . 1 .  A E s t r u t u r a  d e  Dados 

A e s t r u t u r a  de  d a d o s  com q u e  t r a b a l h a  o  a l g o r i  tmo q u e  

i r e m o s  a p r e s e n t a r  é s e m e l h a n t e  a  u t i l i z a d a  p e l a s  v e r s õ e s  a p r e  

s e n t a d a s  d o s  a l g o r i  tmos d e  D i n i c  e  K a r z a n o v  u s a n d o  o  c o n j u n t o  

de  n ó s  d e c o m p o s t o  em c a m a d a s ,  com o s  c o n j u n t o s  Ã ( v )  e  S ( v )  p a r a  

t o d o  nó  e  com a s  t r i n c a s  ( a ( e ) ,  s ( e ) ,  c ( e ) )  p a r a  t o d o  a r c o .  Co - 

mo o  a l g o r i t m o  d e  K a r z a n o v  e l e  u t i l i z a  u m  v e t o r  D ( - )  d e  d imen  - 

s ã o  ( V I  = n  o n d e  g u a r d a  a s  d e f i c i ê n c i a s  d o s  n ó s  e  também um apon - 

t a d o r  p l ( v )  p a r a  o  p r i m e i r o  a r c o  a i n d a  d i s p o n í v e l  d e  % ( v )  q u e  

como em K a r z a n o v  s e r á  uma l i s t a  o r d e n a d a .  A m a i s  a p e n a s  o  f a t o  

de  q u e ,  como e l e  " e m p u r r a  f l u x o "  em ambos o s  s e n t i  d o s  a  p a r t i  r 

do  r e f e r e n c i a l ,  i r á  p r e c i s a r  também u m  i n d i c a d o r  p 2 ( v )  p a r a  o  

p r i m e i r o  e l e m e n t o  d i s p o n y v e l  d e  Ã ( v )  q u e  como v imos  em 4 . 3 .  



também s e r á  o rdenado .  Além d i s s o  p a r a  i n d i c a r  s e  u m  ramo perma - 

nece  no R c o r r e n t e  ou não ,  e l e  usa a  v a r i á v e l  l ó g i c a  " N ~ o - e s t á -  

4 . 3 . 2 .  - Descr i ção  do A1 g o r i  tmo 

P R O G R A M A  PRINCIPAL 

Dados: k , s  ,t 

( V i ,  i = O , l , . . . , k )  
- ( R v ) ,  S ( V ) ,  YV E V )  

( a ( e ) ,  s ( e ) ,  c ( e ) ,  Ve E E ) ,  e x e c u t e :  

Para  t o d o  e  E E f a c a  
- 
c ( e )  = c ( e )  

A 

N ã o - e s t a - e m - ~ ( e )  = f a l s o  

Para  t o d o  i  de 1  a  k -1 ,  f a ç a :  

Pa ra  todo  v E V i  , e x e c u t e :  

D(v) = O 

Execu te :  DETERMINAÇÃO D O  PRIMEIRO p 

Enquanto I s , t )  ^ R ,  e x e c u t e  

Tra tamento  de R 
Se r s  t e x e c u t e :  

Cá lcu lo  de p 

Fim-Se 

Fi m - E n q  uan t o  

Fi m 



ROTINA: DETERMINAÇÃO D O  PRIMEIRO p 

- 
Dados ( S ( v ) ,  A ( v ) ,  Vv E V )  e  ( c ( e ) ,  Ye E E) e x e c u t e :  

Faça p 2 ( s )  = O e  

Pa ra  cada e  4 S ( s )  , execu te :  

p 2 ( s )  = P *  ( s )  + ( e )  

Fim-Para 

p = p 2 ( s ) ,  r = s ,  i = O  r 
Pa ra  cada i e n t r e  1  e  k -1 , execu te :  

Pa ra  cada v E V i  , e x e c u t e :  

p l ( v )  = o  
Pa ra  cada e  E Ã ( v ) , e x e c u t e :  

p1 ( v )  = p l ( v )  +C( , )  

Fi m-Para 

Se p l ( v )  p f a ç a  p = p , ( v ) ,  r = v ,  i  = i  r 

p 2 ( v )  = 0 

Para  cada e  S ( v ) , e x e c u t e :  

p2(")  = p 2 ( v )  + C ( e )  

Fi m-Para 

Se P ~ ( v )  ' P f a ç a  

P = p 2 ( v ) .  r = v ,  i r  = i  

Fim-Para 

Fim-Para 

Faça p ,  ( t )  = O e 

Para  cada  e  6 Ã ( t ) , e x e c u t e :  

( * )  p ,  e  p 2  s ã o  as  f o l g a s  de 'chegada" e  " s a í d a "  de cada nó r e s  

p e c t i  vamente.  



p l ( t )  = P l ( t )  + Y ( e )  

Fim-Para 

Se p l ( t )  < p , f a ç a  p = p l ( t ) ,  r = t ,  i  = i  r 

Dados ( p l  ( v ) ,  p 2 ( v ) ,  Vv c V ) , e x e c u t e :  

Pa ra  cada i  e n t r e  1  e  i - 1  e x e c u t e :  

Pa ra  cada v E V i  , e x e c u t e :  

Se j? < p f a ç a  p = p,  r  = V ,  i r  = i 

Fim-Para 

s e  p l ( t )  < P  f a ç a  p = p l ( t ) ,  r = t ,  i r  = k 

Fi m-Cá1 cul  o  p 

ROTINA: T R A T A M E N T O  D E  R 

Anda p a r a  F r e n t e  ( r )  

Enquanto i  - < k-1 , e x e c u t e :  

Para  cada v E Y i  e x e c u t e :  

Anda pa ra  F r e n t e  ( v )  - 

Fim-Para 

Faça i  = i - 1  

Fi m-Enquan t o  

Faça D(r) = p ,  i  = i r  - 1  

Anda p a r a  Trás  ( r )  

Enquanto i  - > 1 f a ç a  

Pa ra  cada  v E V i ,  e x e c u t e :  



Anda p a r a  T r á s  ( v )  

F i m - P a r a  

F a ç a  i = i - 1  

P a r a  c a d a  e  e S ( r )  f a ç a  

V '  = s ( e )  
- 

P , ( v ' )  = P 1 ( v l )  - c ( e )  

"Não e s t á  em RI' ( e )  = v e r d a d e  

F i m - P a r a  

F im-Se  

Se Ã ( r )  = @ , e x e c u t e  

P a r a  c a d a  e  E Ã ( r )  f a ç a  

v '  = a ( e )  
- 

P ~ ( v ' )  = p 2 ( v 1 )  - c ( r )  

"Não e s t é  em R "  ( e )  = v e r d a d e  

Vi = Vi / I r }  
r r 

F i m - T r a t a m e n t o  de R 

ROTINA ANDA PARA FRENTE ( v )  

Dados  ( I D ( v )  , p l ( v )  , p 2 ( v ) ,  P l ( v )  , p 2 ( v ) } ,  P a r a  t o d o  v  E V )  3 

- 
( { f ( e ) ,  c ( e )  , " ~ ã o  e s t á  em R ( e ) ,  p a r a  t o d o  e  c E } ) ,  

- 
( Ã ( v ) ,  S ( V ) ) ,  e x e c u t e :  

p 2 ( v )  = p 2 ( v )  - D ( v )  

E n q u a n t o  D ( v )  > 0 ,  e x e c u t e :  

E n q u a n t o  "Não e s t á  em R l 1 ( e V  
P1 ( v )  

) = v e r d a d e ,  f a ç a  

p l ( v )  = p l ( v )  + 1  

F i  m - E n q u a n t o  



d  = m im { T ( e ) ,  D ( v ) )  

D ( v )  = D( -V)  - d  

f ( e )  = f ( e )  + d  

v '  = s ( e )  

P ~ ( v I )  = p l ( v l )  - d  

D ( v l )  = D ( v l )  + d  

Se F ( e )  = d f a ç a  

p l ( v )  = p l ( v )  + 1  

"Não e s t á  em R H ( e )  = v e r d a d e  

S e n ã o ,  f a ç a  
- 
c ( e )  = c ( e )  - d  

F i  m-Enquan t o  

F i  m-Anda p a r a  F r e n  t e  

Dados ( { D (  v )  Y pl ( v ) .  p 2 (  v )  .Pl ( v )  , p2 (  v )  I. Y v  c V) , 
- 

( { f ( e ) ,  c ( e )  , "Não e s t á  em R 1 ' ( e ) ) ,  V e  G V) 
- 

( I Ã ( v ) ,  S ( v ) I ,  .tFv V ) ,  e x e c u t e :  

p l ( v )  = p l b )  - D ( v )  

E n q u a n t o  D ( v )  > O ,  - e x e c u t e :  

E n q u a n t o  "Não e s t á  em R "  V 

( r P 2 ( v )  
) = v e r d a d e ,  f a ç a :  

p 2 ( v )  = p 2 ( v )  + 1  

F i m - E n q u a n  t o  

d  = m i m  { c ( e ) ,  D ( v )  1 



p 2 ( v )  = p 2 ( v )  + 1  

Não e s t á  em i "  ( e )  = v e r d a d e  

S e n ã o ,  f a ç a :  
- 
c ( e )  = T ( e )  - d  

Fim-Enquan t o  

Fim-Anda p a r a  T r á s .  

4 . 4 .  COMPLEXIDADE D O  A L G O R I T M O  

C o n f o r m e  v imos  a n t e r i o r m e n t e ,  é s e m p r e  p o s s T v e l  g a r a n  - 

t i r  o  s e g u i n t e :  "Cada  v e z  q u e  f a z e m o s  um a c r é s c i m o  d e  f l u x o  d e  

f o r m a  a  z e r a r  o  p o t e n c i a l  do n ó  r e f e r e n c i a l  c o r r e n t e ,  n o  máximo 

um Ú n i c o  a r c o  a d j a c e n t e  a  q u a l q u e r  nÕ v  a i n d a  n ã o  e l i m i n a d o  p g  

d e r ã  t e r  s e u  f l u x o  m o d i f i c a d o  s e m  s e r  s a t u r a d o " .  

R e p r e s e n t a n d o  e n t ã o  p o r  E ;  o c o n j u n t o  de  a r c o s  q u e  s ã o  

s a t u r a d o s  q u a n d o  t r a t a m o s  o  i - é s i m o  i ( E i )  podemo a f i r m a r  q u e  

o  número  de  m o d i f i c a ç õ e s ,  n o  v a l o r  do f l u x o  em a r c o s ,  e f e t u a d a s  

n e s s a  a p l i c a ç ã o  d a s  r o t i n a s  Anda p a r a  F r e n t e  e  Anda p a r a  T r á s  a  " é l i m i t a d a  p o r  

I v l  + I E ; I  

o n d e  I V I  = n .  

Somando e n t ã o  em i ,  v e r i f i c a m o s  q u e  o  n ú m e r o  d e  a t u a l  - i 

z a ç õ e s  d e  f l u x o  d u r a n t e  t o d a  a  e x e c u ç ã o  d o  a l g o r i  tmo t e m  o r d e m  

n ã o  s u p e r i o r  a  



O b s e r v e  a i n d a  q u e  a  o b t e n ç ã o  d o s  p o t e n c i a i s  p e l a  p r i  - 

mei r a  v e z  demanda  um t e m p o  d e  

O ( l E l )  ( 8 )  

e s u a  a t u a l i z a ç ã o  a p ó s  c a d a  a c r é s c i m o  d e  f l u x o ,  q u e  é f e i t a  t a m  - 

bém n a s  r o t i n a s  c i t a d a s  r e q u e r  um t empo  t o t a l  d e  n o  máximo 

Alem d i s s o  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  c a d a  r e f e r e n c i a l  r e s t a  a  

o p e r a ç ã o  d e  d e t e r m i n a r  o  m e n o r  e l e m e n t o  n ã o  n u l o  d e  uma l i s t a  

d e  ] V I  c o m p o n e n t e s  q u e  é O ( I V 1 ) .  G a s t a - s e  p o r t a n t o  com i s s o ,  

2 como t e r m o s  n o  máximo I v I  r e f e r e n c i a i s ,  O(IV1 ) .  ( 1 0 )  

F i n a l m e n t e ,  n o  p r o c e s s o  d e  e l i m i n a ç ã o  d o s  r e f e r e n c i a i  s 

d i s p e n d e m o s  no  máximo O ( I E 1 )  em t empo  ( 1 1 ) .  A s s i m ,  j u n t a n d o  ( 7 ) ,  

( 8 ) ,  ( 9 ) ,  ( 1 0 ) ,  ( l l ) ,  t e m o s  q u e  o  a l g o r i t m o  M K M ,  b l o q u e i a  a  f o n  - 

2 2 t e  n o  r e f e r e n t e  em um t empo  n ã o  s u p e r i o r  a  O(IV1 ) = O(n  ) .  

Na o b t e n ç ã o  d o  f l u x o  maximo,  a  r e p e t i ç ã o  d e s s e  p r o c e s  - 

3 3 s o  p a r a  c a d a  r e f e r e n t e  d e t e r m i n a d o  g a s t a r á  a o  t o d o  O(IV1 ) = O(n ) 

o p e r a ç õ e s .  Essa s e r á  a  c o m p l e x i d a d e ,  em t e m p o ,  d o  a l g o r i  t m o ,  d a  - 

d o  q u e  a  a t u a l i z a ç ã o  d o s  f l u x o s  n o  g r a f o  o r i g i n a l  d e p o i s  d e  p r o  - 

c e s s a d o  um r e f e r e n t e  e a  p r ó p r i a  d e t e r m i n a ç ã o  d o s  r e f e r e n t e s  

n ã o  l e v a m  um t e m p o  s u p e r i o r  a  e s se  c o n f o r m e  a p r e s e n t a m o s  no  c a  - 

p i t u l o  2 .  



CAPITULO 5 

CONCLUSÕES - 

O P r o b l e m a  de  F l u x o  Máximo é um d o s  p r o b l e m a s  d e  P r o  - 

g r a m a ç ã o  C o m b i n a t õ r i a  p a r a  o s  q u a i s  s e  d i s p õ e  d e  uma g r a n d e  va  - 

r i e d a d e  d e  c o n t r u i b u i ç õ e s  p a r a  o b t e r  a  s o l u ç ã o  d o  mesmo. 

A p r i m e i r a  d e l a s  f o i  o  " a n t o l Õ g i c o "  A l g o r i t m o  d e  F o r d  

e  F u l k e r s o n  o  q u a l  é,  t ambém,  c o n h e c i d o  como o  m é t o d o  d o s  cami  - 

n h o s  de  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  e q u e  p r o c u r a  o  f l u x o  máximo c o n s  - 

t r u i  n d o  s u c e s s  i  vamen t e  f 1  uxos  q u e  cumprem a s  c o n d i  ç õ e s  d a d a s  em 

( 1 )  e  ( 2 )  d a  s e ç ã o  1  . 2 . 6 .  E s s a  c o n s t r u ç ã o  d o  f l u x o  é e x e c u t a d a  

p o r  m e i o  de a c r é s c i m o s  f e i t o s  n o s  a r c o s  d e  c a m i n h o s  q u e  o  p r g  

p r i o  a l g o r i  tmo d e t e r m i n a .  
d 

A p r o c u r a  d e s s e s  c a m i n h o s ,  e n t r e t a n t o ,  e f e i t a  s e m  n e  - 

nhum c r i t é r i o  e s p e c i a l  p a r a  o r i e n t á - l a  e p o r  i s s o  p o d e  a c o n t e  - 

c e r  q u e  s e j a m  u s a d o s  c a m i n h o s  " l o n g o s "  o  q u e  p o d e  mesmo a c a r r e  - 

t a r ,  n o  c a s o  de  h a v e r  c a p a c i d a d e s  i r r a c i o n a i s ,  n a  p e r d a  d a  p r o  - 

p r i e d a d e  de t e r m i n a ç ã o  f i n i  t a  do  a l g o r i  tmo .  

D e p o i s  de  u m  l o n g o  p e r r o d o , ~ d m o n d s  e K a r p  m o s t r a r a m  que 

u s a n d o  s e m p r e  c a m i n h o s  de  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  d e  m e n o r  t a m a n h o  o  

a l g o r i  tmo de  F o r d  e  F u l k e r s o n  s e  t o r n a  g a r a n t i d a m e n t e  f i  n i  t o  

com uma compl e x i  d a d e  d e  t i p o  p o l  i n o m i a l  , d e p e n d e n d o  s ó  d a  q u a n  - 

2 t i d a d e  de a r c o s  e n ó s  da r e d e ,  e s p e c i f i c a m e n t e  O(nm ) .  

S e g u e - s e  a  c o n t r i b u i s ã o  m a i s  i m p o r t a n t e ,  a  d e  D i n i c  

i n v e n t o r  do r e f e r e n t e ,  q u e  p e r m i t e  a  d e t e r m i n a ç ã o  em " b l o c o "  de 

c a m i n h o s  de a c r é s c i m o  de f l u x o  d e  t a m a n h o  minimo e n t r e  a  f o n t e  

2  e o  p o ç o .  A c o m p l e x i d a d e  m e l h o r a  e n t ã o  p a r a  O(n  m) .  



Os t r ê s  m é t o d o s  j á  d e s c r i  t o s  p o s s u e m  como c a r a c t e r i s t i  - 

tas comuns. a  d e  u t i l i z a r  o s  c a m i n h o s  p a r a  o s  a c r é s c i m o  d e  f l u x o  

e a  d e  t r a b a l h a r  com f l u x o s  s e m p r e  v i á v e i s .  I s s o  e n t r e t a n t o  n ã o  

a c o n t e c e  com o  a l g o r i  trno de  K a r z a n o v  o  q u a l  f a z  u s o  d e  p s e u d o  

" f l u x o s "  d e n o m i n a d o s  p r e f l  u x o s .  

O a1 g o r i  trno de K a r z a n o v  também u s a  o  r e f e r e n t e ,  a q u e l e  
- c o n s t r u i d o  p o r  D i n i c ,  mas a  d i f e r e n ç a  è n t r e  ambos o s  m é t o d o s  e  

e x a t a m e n t e  a  f o r m a  d e  p r o c u r a r  o  b l o q u e i o  d a  f o n t e  n e s s e  r e f e  - 

r e n t e  o  q u e  s i g n i f i c a  a  o b t e n ç ã o  do  f l u x o  m a x i m a l .  No q u e  s e  re  - 
3 f e r e  a  c o m p l e x i d a d e  e l e  b a i x a  p a r a  O(n  ) .  

O a1 g o r i  tmo M K M  a  e x e m p l o  dos  d o i s  a n t e r i  o r e s  f a z  u s o  

d o  r e f e r e n t e  e  s ó  modi f i c a  a  manei  r a  de  o b t e r  o  f l  uxo maxi mal , 

f a z e n d o  us-o dos- e o n e e i  t o s  d e  p o t e n c i a l  e d e  n ó  r e f e r e n c i a l .  A 

c o m p l e x i d a d e  é e x a t a m e n t e  a  mesma q u e  a  de  K a r z a n o v .  

Além d a s  a b o r d a g e n s  d e s c r i t a s  a c i m a  e x i s t e m  uma s é r i e  

de  o u t r a s  q u e  em s u a  m a i o r i a  n ã o  t r a z e m  p r o p r i a m e n t e  nenhuma  me 

t o d o l o g i a  n o v a  p a r a  o  t r a t a m e n t o  d o  p r o b l e m a ,  mas a p e n a s  c o n s e  

guem compl e x i  d a d e s  m e n o r e s  s o f i  s t i  c a n d o  a  e s t r u t u r a  d e  d a d o s  

u t i l i z a d a .  Todos  e s s e s  m é t o d o s  q u e  a p a r e c e m  n a  l i s t a  a  s e g u i r  

j u n t o  com o s  q u e  t r a t a m o s  n e s s e  t r a b a l h o  s e  i n i c i a m  com a  c o n s  - 

t r u ç ã o  d o  r e f e r e n t e  e s ó  m o d i f i c a m  o  c r i t é r i o  p a r a  o b t e r  n e l e  

um f l  uxo maxi mal . 



A u t o r  -- 

F o r d  e  F u l k e r s o n  

Edmonds e Karp  

D i n i c  

K a r z a n o v  

C h e r k a s k y  

Gal i 1  

T r ê s  H i n d u s  

Gal i 1  -Naamad 

S h i  l o a c h  

Kapl  an S l  e a t o r  

Ano -- 

1 9 5 6  

1 9 6 9  

1 9 7 0  

1 9 7 3  

1 9 7 7  

1 9 7 8  

1 9 7 8  

1 9  79 

1 9 7 9  

1 9 8 0  

C o m p l e x i d a d e  - 

E n t r e  t o d o s  esses  n o v o s  a1  g o r i  tmos  d e s t a c a m o s  i n i  c i  a 1  - 

m e n t e  o  d e  C h e r k a s k y  q u e  n a  p r o c u r a  do f l u x o  max ima l  d i v i d e  o  

r e f e r e n t e  em s u p e r  camadas  c o n s t i t u i d a s  de  v á r i a s  c a m a d a s  s u c e s  - 

s i v a s .  D e n t r o  d e  c a d a  s u p e r  c a m a d a ,  p o d e - s e  d i z e r  q u e  o  m é t o d o  

o p e r a  como o  d e  D i n i c  e n q u a n t o  q u e  c o n s i d e r a n d o  a s  " s u p e r c a m a  - 

d a s  como c a m a d a s " ,  e l e  t r a b a l h a  como o  d e  K a r z a n o v .  A o b t e n ç ã o  

d e s s a s  s u p e r c a m a d a s  é f e i t a  de  t a l  f o r m a  q u e  s e  o b t e m  um b e l o  

e x e m p l o  de  como m i s t u r a n d o  d o i s  a l g o r i t m o s  p a r a  r e s o l v e r  um mes - 

mo p r o b l e m a ,  c o n s e g u i m o s  um t e r c e i  r o  mai s e f i  c i  e n t e .  

Além d e s s e  a l g o r i  tmo c i t a m o s  o  de K a p l a n  S l e a t o r  d o s  

m a i s  m o d e r n o s  e q u e  u s a ,  p a r a  g u a r d a r  c a m i n h o s  ,uma e s t r u t u r a  
d 

d e  d a d o s  chamada  " b i a s e d  2 - 3  t r e e " ,  a r v o r e s  n o s  q u a i s  a s  f o l h a s  

c o r r e s p o n d e m  a o s  a r c o s  do c a m i n h o .  

F i n a l m e n t e  g o s t a r i a m o s  d e  o b s e r v a r  q u e  a n a l i s a n d o  a s  

compl e x i d a d e s  d a  t a b e l  a a c i m a ,  v e r i f i c a m o s  q u e  e 1  a s  t e n d e m  p a r a  

o  a m b i c i o n a d o  O ( m n ) .  E n t r e t a n t o  a i n d a  e s t á  a b e r t a  a  q u e s t ã o  d e  

s e  p o d e r  g a r a n t i r  q u e  esse  l i m i t e  e ,  d e  f a t o ,  um " b o u n d "  i n f e  



r i o r  p a r a  a  c o m p l e x i d a d e  em t empo  de  um a l g o r i t m o  q u a l q u e r  d e  

f l u x o  máximo o  q u e  s e  a c r e d i t a  s e r  p o s s i v e l .  De t o d a  f o r m a ,  q u e  

e s se  l i m i t e ,  a o  q u a l  j á  e s t a m o s  c h e g a n d o ,  s e j a  v á l i d o  o u  n ã o ,  a  

p e s q u i s a  r e l a t i v a  a o  p r o b l e m a ,  p a r e c e  e n c o n t r a r - s e  p e r t o  d a  s a  

t u r a ç ã o  n ã o  d e v e n d o  e x p e r i m e n t a r  n o s  p r ó x i m o s  a n o s  o  mesmo d e  - 

s e n v o l  v imen t o  a p r e s e n t a d o  n a  ú l  t i m a  d é c a d a .  
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