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C A P ~ T U L O  I - O PROBLEMA DE HORARIO : APRESENTAÇÃO - - 

E REVISA0 DA LITERATURA - -- 

I .  i .  INTRODUÇÃO 

A p r e s e n t e  pesqu i sa  f o i  desenvolvida  v i sando  formular  

um a lgor i tmo p a r a  a  cons t rução  de h o r á r i o s  de a u l a  de Un ive r s i  - 

dades , por computador, e  implementar um programa p r o t ó t i p o .  

Neste p r ime i ro  c a p í t u l o  apresentamos o  problema de ho - 

r á r i o ,  descrevemos a lguns  problemas a f i n s  e  re la tamos  o  r e s u l  - 

t ado  da r e v i s ã o  da  l i t e r a t u r a  s o b r e  a  const rução de h o r á r i o s  

por  computador. 

No cap5tu lo  I1 int roduzimos os  p r i n c i p a i s  conce i to s  

n e c e s s á r i o s  p a r a  uma c a r a c t e r i z a ç ã o  da na tu reza  do problema de 

h o r á r i o  e  apresentamos o  p r i n c i p a l  r e s u l t a d o  t e ó r i c o :  o  p rob l e  - 

ma de h o r á r i o  é NP-completo, e s t a b e l e c i d o  por EVEN, I T A I  e  SHA - 

MIR (16) em f i n s  de 1976. Descrevemos o  a lgor i tmo g e r a l  de back - 

t r a c k  e  os  r e s u l t a d o s  de pesquisas  r ecen t e s  s o b r e  métodos de 

t o r n á - l o  mais e f i c i e n t e  . Finalmente ,  in t roduzimos os algoritms 

de aproximação e  a  questão da co loração  aproximada de g r a f o s  . 
No c a p í t u l o  I11 formulamos o  problema de h o r á r i o  p a r a  

so lução  por um algorimo de b a c k t r a c k ,  d iscut imos a  e s c o l h a  des - 

t e  método de so lução  e  estabelecemos a lguns  r e s u l t a d o s  t e ó r i -  

cos sob re  a  redução da c a r d i n a l i d a d e  do espaço de e s t a d o s  e ,  

com base  n e s t e s  r e s u l t a d o s  , examinamos a lguns  a spec tos  h e u r í s  - 

t i c o s  . 
O c a p í t u l o  IV a p r e s e n t a  uma desc r i ção  g e r a l  da imple - 

mentação do a lgor i tmo por um programa desenvolvido 



com base  nos r e s u l t a d o s  do c a p í t u l o  111. 

Finalmente ,  o  c a p í t u l o  V e n c e r r a  e s t e  t r a b a l h o  com con - 

c lusões  e  suges tões  pa ra  pesqu i sa  p o s t e r i o r .  

O s  g r a fos  cons t i tuem a  e s t r u t u r a  a b s t r a t a  mais u t i l i z a  - 

da no p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  t a n t o  no t ra tamento  do problema de ho - 

r á r i o  como do a lgor i tmo de back t r ack .  Adotamos a  t e rmino log ia  

usada p e l o  P r o f .  J . L .  SZWARCFITER n a  sua  obra  r e c e n t e ,  GRAFOS E 

ALGORITMOS COMPUTACIONAIS. 

1 . 2 .  - OS DIVERSOS PROBLEMAS DE HORARIO E METODOS DE SOLUÇÃO 

1 . 2 . 1 .  -- UMA DESCRIÇÃO INFORMAL 

O problema de cons t rução  de h o r á r i o s  por  computador 

vem sendo d i s c u t i d o  na l i t e r a t u r a  t é c n i c a  h á  pe lo  menos um quar  - 

t o  de s é c u l o .  As d i v e r s a s  versões  d e s t e  problema podem s e r  des 

c r i t a s  informalmente como segue .  Em p r imei ro  l u g a r  temos os -- p a r  

t i c i p a n t e s  , num s e n t i d o  bem amplo : p r o f e s s o r e s ,  tu rmas ,  s a l a s ,  - 

l a b o r a t ó r i o s ,  equipamentos,  e t c ,  bem como um conjun to  de -- h o r a s ,  

também chamadas - per íodos .  A s  - d i s p o n i b i l i d a d e s  - enumeram p a r a  ca  

da p a r t i c i p a n t e  o  subconjunto  de ho ra s  em que e s t e  p a r t i c i p a n t e  

pode s e r  a locado em cada uma das a u l a s ,  exames, c o n f e r ê n c i a s ,  

ou gener icamente ,  even tos ,  nos q u a i s  e s t á  envolv ido .  Cada even- 

t o  é c a r a c t e r i z a d o  p e l a  s u a  duração ,  pe lo  a s sun to  e  p e l a  c o l e  - 

ção de p a r t i c i p a n t e s  que devem r e u n i r - s e  pa ra  s u a  r e a l i z a ç ã o .  

Com f r e q u ê n c i a ,  e  por  motivos d i v e r s o s ,  s ão  p r e f i x a d a s  as  ho ra s  

de a lguns  poucos even tos .  



Dada uma t a l  s i t u a ç ã o ,  um h o r á r i o  - é uma t a b e l a  que as - 

sacia a  cada even to  o  número e s t i p u l a d o  de horas  du ran t e  as 

q u a i s  os r e s p e c t i v o s  p a r t i c i p a n t e s  e s t ã o  d i s p o n í v e i s  p a r a  a  

s u a  r e a l i z a ç ã o  e  t a l  que s e j a  s a t i s f e i t o  o  r e q u i s i t o  fundamen - 

t a l ,  i n t r í n s e c o  ao problema de h o r á r i o ,  de que em cada h o r a  ca  - 

da p a r t i c i p a n t e  e s t e j a  v incu lado  a  não mais do que um even to .  

E m  v i s t a  d e s t a  e s t r u t u r a  s o f i s t i c a d a ,  o  problema de 

h o r á r i o  corresponde na p r á t i c a  a  v á r i a s  s i t uações  de i n t e r e s s e  

t a i s  como h o r á r i o s  de a u l a  de e s c o l a s  e  u n i v e r s i d a d e s ,  h o r á  - 

r i o s  de exames em univerdidades  ou de p a l e s t r a s  em conferên  - 

tias . 
O h o r á r i o  de au l a s  em g e r a l  r e f e r e - s e  a  uma semana, 

sendo mantido i n a l t e r a d o  duran te  todo o  per íodo  l e t i v o  e  ass im 

cons idera -se  que o  s e u  -- c i c l o  é de uma semana. Frequentemente 

devem s e r  a t end idas  c e r t a s  ex igênc i a s  a d i c i o n a i s  que var iam de 

i n s t i t u i ç ã o  p a r a  i n s t i t u i ç ã o .  

A cons t rução  de h o r á r i o s  de exames ou de p a l e s t r a s  em 

c o n f e r ê n c i a s ,  em g e r a l  v i s a  organizâ-10s  de modo que possam se r  

r e a l i z a d o s  no menor tempo p o s s í v e l ,  considerando a  quan t idade  

e  capacidade de s a l a s  e  a u d i t ó r i o s  d i s p o n í v e i s ,  o  espaçamento 

e n t r e  exames p r e s t a d o s  por  cada a luno e  o u t r o s  aspec tos  que va - 

r iam segundo as c i r c u n s t â n c i a s .  

Um problema c o r r e l a t o ,  que também tem s i d o  c i t a d o  oca  - 
L 

s ionalmente  no con tex to  do problema de h o r á r i o  r e f e r e - s e  a  d i s  - 

t r i b u i ç ã o  dos a lunos  de uma Univers idade pe l a s  m ú l t i p l a s  t u r -  

mas correspondentes  a  cada uma das v á r i a s  d i s c i p l i n a s  em que 

s e  inscrevem em cada per íodo l e t i v o .  Pa ra  cada d i s c i p l i n a  são  

o f e r e c i d a s  d i v e r s a s  a l t e r n a t i v a s  de h o r á r i o ,  e s t a b e l e c i d a s  a  



p r i o r i  p e l a  adminstração acadêmica, e  os  a lunos  devem s e r  d i s -  

t r i b u i d o s  p e l a s  turmas levando em con ta  f a t o r e s  t a i s  como a  ca  - 

pacidade das s a l a s  d i s p o n i v e i s  p a r a  a  r e a l i z a ç ã o  das  a u l a s ,  as 

p r e f e r e n c i a s  eventualmente expressas  pe lo  a luno quanto ao p r g  

f e s s o r  que v a i  l e c i o n a r  a  m a t é r i a ,  a  p a r t e  do d i a  em que as au  - 

l a s  s ão  min i s t r adas  e  e t c .  STEWART e  CLARK (42) apresentam a  

d e s c r i ç ã o  de t a lhada  de um t a l  s i s t ema  usado na U n i v e r s i t y  o f  

Maryl and.  

I  . 2 . 2 .  - OS DIVERSOS METODOS DE SOLUÇÃO 

O s  mais va r i ados  métodos foram propostos  p a r a  a  s o l u  - 

ção das d i f e r e n t e s  versões  do problema de h o r á r i o .  SCHMIDT e  

STROHLEIN (40) apresentam uma b i b l i o g r a f i a  com c e r c a  de 235 r e  - 

f e r ê n c i a s  , abrangendo a  l i t e r a t u r a  d i spon íve l  a t é  1 9  7 9 .  

Na seção 1 . 3  t ra tamos dos métodos h e u r í s t i c o s .  

A seção  I .  4 é dedicada 5 l i n h a  de pesqu i sa  i n i c i a d a  

em 1962 por  GOTLIEB ( 2 0 ) .  É a  mais longa d e s t e  c a p í t u l o ,  p e l a  

impor tânc ia  t e ó r i c a  e  p r á t i c a  do t r a b a l h o  r e a l i z a d o  por GOTLIEB 

e  CSIMA e  o u t r o s .  

Na seção  I .  5  descrevemos o  t r a b a l h o  de JOHNSTON e  WOL - 

FENDEN (27) que u t i l i z a r a m  um a lgor i tmo de back t r ack  e  em I  .6 

algumas abordagens p o r  co loração  de g r a f o s .  Concluindo e s t e  ca - 

p z t u l o ,  na seção  1 . 7  descrevemos uma ap l i cação  da programação 

l i n e a r .  

A questão das condições n e c e s s á r i a s  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  

de um h o r á r i o  de a u l a s  é t r a t a d a  por  SMITH ( 4 1 ) .  Um dos t r a b a  - 

l hos  mais c i t a d o s  s o b r e  c r i t é r i o s  p a r a  a v a l i a r  a  qua l idade  dos 



h o r á r i o s  produzidos  por  computador f o i  r e a l i z a d o  po r  BARRA - 

CLOUGH ( 4 ) .  

1 . 3 . 1 .  INTRODUCÃO 

A maior ia  dos métodos h e u r í s t i c o s  o r ig inou - se  no proces - 

s o  manual de cons t rução  de h o r á r i o s .  Em cada e t a p a  do processo  

manual é p r e c i s o  responder  a  p e l o  menos duas q u e s t õ e s :  

- qual  a  próxima turma a a l o c a r  

- que per íodos  devem s e r  a t r i b u i d o s  a  cada um dos 

seus  even tos .  

A p r ime i r a  v i s t a  parece  que a  ques t ão  c r u c i a l  é a  segunda p o i s  

s e  sempre for respondida co r r e t amen te ,  não s ó  a  p r i m e i r a  ques - 

t ã o  s e r á  redundante mas também o  h o r á r i o  s e r á  o b t i d o  rapidamen - 

t e  e  nunca ser; p r e c i s o  a l t e r a r  a  a locação  de um pe r íodo  a  algum 

evento .  E n t r e t a n t o ,  a  e x p e r i ê n c i a  mostra  que uma boa r e s p o s t a  

à pr ime i r a  questão pode c o n t r i b u i r  p a r a  uma r e s p o s t a  mais ade- 

quada 5 segunda,  na  medida em que p e r m i t i r  a n t e c i p a r ,  ou a t é  

e v i t a r ,  o  aparecimento de d i f i c u l d a d e s  em e t a p a s  subsequentes .  

Em v i r t u d e  d e s t a  c o n s t a t a ç ã o ,  a  ma io r i a  dos métodos h e u r í s t i  - 

tos d e f i n e  e  u t i l i z a  i nd i cado re s  que or ien tam o  a lgor i tmo n a  

e s c o l h a  da próxima turma a  a l o c a r  e  dos per íodos  que s e r ã o  r e  - 

se rvados  aos seus  even tos .  Es t e s  i nd i cado re s  são baseados num 

agregado de c a r a c t e r í s t i c a s  e  procuram t r a d u z i r  empirioamente 

a  s i t u a ç ã o  c o r r e n t e  do h o r á r i o  que e s t á  sendo c o n s t r u i d o  e  a  

l i b e r d a d e  de e s c o l h a  que a inda  r e s t a  p a r a  a l o c a r  as  turmas r e  - 



mantes cen t e s  . Exemplos d e s t e s  i nd i cado re s  podem s e r  encontrados  

nos t r a b a l h o s  de BRITTAN e  FARLEY (6)  e  WOOD (46) , e n t r e  o u t r o s .  

Como apontado pe los  r e s p e c t i v o s  a u t o r e s ,  e s t e s  a lgor i tmos  

podem d e i x a r  de o b t e r  so lução  p a r a  um dado problema, mesmo que 

e l e  e x i s t a  ou en t ão  podem e n t r a r  em "loop" por  causa  das t r o c a s  
- 
as  q u a i s  s e  r e c o r r e  p a r a  con to rna r  a  imposs ib i l i dade  de a loca  - 

ção de algum evento  e  que podem t o r n a r - s e  c í c l i c a s .  Apesar des - 

t a s  l i m i t a ç õ e s ,  os métodos h e u r í s t i c o s  são  impor tan tes  p e l a  en  - 

genhosidade no t ra tamento  de c e r t a s  ex igênc i a s  e s p e c i a i s ,  por 

permi t i rem a  cons t rução  de h o r á r i o s  compatíveis  com as  s a l a s  

d i s p o n í v e i s  e  pe los  e x c e l e n t e s  r e s u l t a d o s  na  cons t rução  de h o r á  - 

r i o s  de exames em Univers idades .  A s e g u i r  apresentamos uma b r e  

ve desc r i ção  de d o i s  a lgor i tmos  h e u r í s t i c o s  pa ra  a  const rução 

de h o r á r i o s  de a u l a s .  

1 . 3 . 2 .  O ALGORITMO H E U R Í S T I C O  DE BRITTAN E FARLEY 

O s i s t e m a  implementado por BRITTAN e  FARLEY (6) i nco r -  

pora  s o f i s t i c a d o s  c r i t é r i o s  p a r a  a  e s c o l h a  da próxima turma e  

pa ra  a  r e so lução  de c o n f l i t o s  em caso  de imposs ib i l i dade  de a l o  - 

cação de alguma a u l a .  As a u l a s  de uma mesma turma são  a locadas  

todas  de uma s ó  vez ,  começando p e l a s  mais longas e  procurando 

a s segu ra r  uma boa d i s t r i b u i ç ã o  d e s t a s  au l a s  pe lo s  d i a s  da sema - 

na .  A s  turmas vão sendo e sca l adas  p a r a  a t r i b u i ç ã o  de h o r á r i b s  

segundo v a l o r e s  c r e s c e n t e s  de um ind i cado r  chamado f o l g a .  Es t e  

i nd i cado r  exprime a  maior ou menor f a c i l i d a d e  com que as  a u l a s  

de uma turma poderão encon t r a r  um h o r á r i o  po is  é i g u a l  ao núme - 

r o  de per íodos  que con t inuar iam d i s p o n í v e i s  por  e s t a  turma s e  



e l a  f o s s e  a locada .  

Para  cada um per íodo  i n i c i a l m e n t e  d i spon íve l  p o r  uma 

turma, mantem-se um r e g i s t r o  da quan t idade  de turmas j á  a l o c a  - 

das n e s t e  per íodo  e  c o n f l i t a n t e s  com a  turma em ques t ão .  E s t e  

número exprime a  quant idade de au l a s  que p rec i s a r i am s e r  de s lo  - 

cadas  p a r a  algum o u t r o  per íodo  s e  f o s s e  n e c e s s á r i o  l i b e r a r  o  

per íodo  considerado.  É p o r t a n t o  um i n d i c a d o r  da r e l a t i v a  d i f i -  

c u l  dade com que e s t e  per íodo  pode r i a  s e r  tornado d i spon íve l .  As - 

s i m ,  quando não s e  consegue e n c o n t r a r  um per íodo  pa ra  a t ende r  

uma dada a u l a ,  examinam-se os per íodos  onde e l a  p o d e r i a  s e r  

a l o c a d a ,  em ordem c r e s c e n t e  d e s t a  d i c i c u l d a d e  . 

I  . 3 . 3 .  - UM ALGORITMO QUE MELHORA O HORÁRIO POR EST~GIOS 

O método propos to  por AUST ( 3 )  pa ra  a  cons t rução  de ho rá  - 

r i o s  de e s c o l a s  é inovador  sob o  s e g u i n t e  a spec to .  Pra t icamen - 

t e  todos os a lgor i tmos  p a r a  a  cons t rução  de h o r á r i o s  procuram 

i r  alocando os eventos  a t é  que todos se jam acomodados sem v io -  

l a r  nenhuma das r e s t r i ç õ e s  . A c a r a c t e r í s  t i v a  comum a  e s t e s  a 1  - 

gori tmos é e x i g i r  que em cada e t a p a  da cons t rução  do h o r á r i o  se - 

jam r e s p e i t a d a s  todas  as r e s t r i ç õ e s .  A s  r e g r a s  usadas p a r a  e s  - 

co lha  da turma a  a l o c a r ,  bem como dos per íodos  em que 

suas  au l a s  s e r ã o  a locadas  , visam p r e s e r v a r  e s  t a  c a r a c t e r í s t i c a .  

O método de AUST ( 3 )  es t ende  o  t r a b a l h o  de LAWRIE ( 2 9 )  e  con - 

s i s t e  em o b t e r  p r ime i ro  um "ho rá r io  p r o v i s ó r i o "  no s e n t i d o  de 

que contém todos os e v e n t o s ,  eventualmente com v io l ação  de a1 - 

gumas r e s t r i ç õ e s .  Em s e g u i d a ,  e s t e  h o r á r i o  é c o r r i g i d o ,  remo- 

vendo as  v io l ações  d e s t a s  r e s t r i ç õ e s .  Além das a u l a s  com h o r a  - 



r i o s  p r e f ixados  consideram-se t r ê s  t i p o s  de r e s t r i ç õ e s  que de - 

vem s e r  r e s p e i t a d a s  no h o r á r i o  f i n a l .  Em p r ime i ro  l u g a r , a l g u n s  

e  ventos  podem e x i g i r  do i s  ou mais per íodos  consecu t ivos  deven - 

do s e r  a locados  em b loco  e  r e s p e i t a n d o  a s  i n t e r r u p ç õ e s  na tu-  

r a i s  t a i s  como almoço e  f i m  de d i a .  A segunda r e s t r i ç ã o  ex ige  

que ,  em cada pe r íodo ,  o  número de p ro fe s so re s  a locados  não e x  - 

ceda o  número de p r o f e s s o r e s  d i s p o n í v e i s .  Finalmente ,  a s  m ú l t i  - 

p l a s  a u l a s  de uma mesma turma devem s e r  d i s  t r i b u i d a s  uniforme- 

mente pe lo s  d i a s  da semana. 

O a lgor i tmo propos to  r e s o l v e  o  problema em t r ê s  e s t á  - 

g ios  : 

- c o n s t r o i  um h o r á r i o  que i nco rpo ra  as  au l a s  com h o r á r i o s  p r g  

f i xados  e  no qua l  os  b locos  de duas ou mais a u l a s  respe i tam 

as i n t e r r u p ç õ e s  n a t u r a i s ;  

- reduz o  d é f i c i t  de p r o f e s s o r e s  em cada onde e s t i v e r  

ocor rendo ,  mantendo o  h o r á r i o  c o r r e t o  quanto aos h o r á r i o s  pre - 

f i xados  e  b l o c o s ;  

- c o r r i g e  a  d i s t r i b u i ç ã o  das a u l a s ,  preservando as  ca rac t e r i ' s -  

t i c a s  j á  asseguradas  nos e s t á g i o s  a n t e r i o r e s .  

O p r ime i ro  e s t á g i o  6 r e s o l v i d o  como uma s é r i e  de p r g  

blemas de f l uxo  de r e d e s .  O segundo e  o  t e r c e i r o  e s t á g i o s  são  

r e s o l v i d o s  por  a1  g o r i  tmos h e u r í s  t i c o s  que r ea l i zam t r o c a s  dos 

eventos  que compõem o  h o r á r i o .  Pa ra  cada v io l ação  encont rada  é 

gerado e  r e s o l v i d o  um pequeno problema de programação i n t e i r a  

que determina qua is  as t r o c a s  que devem s e r  r e a l i z a d a s  paraque 

cada novo h o r á r i o  t enha  menos v io l ações  do que o  a n t e r i o r .  Se 

em algum e s t á g i o  não s e  consegui r  impor a  obse rvânc i a  das r e s  - 

t r i ç õ e s  correspondentes  en t ão  o  problema dado é considerado i n  - 

v i á v e l ,  terminando o  processamento . 



I . 4 .  A - ABORDAGEM DE GOTLIEB E CSIMA 

1 . 4 . 1 .  APRESENTAÇAO - 

No Congresso do IFIP de 1 9 6 2  GOTLIEB (20) ap re sen tou  

um método i t e r a t i v o  p a r a  a  cons t rução  de h o r á r i o s  de a u l a s  de 

e s c o l a s  por computador, permit indo a  incorporação i n i c i a l  de 

a lguns  h o r á r i o s  e s t a b e l e c i d o s  a  p r i o r i .  E s t e  t r a b a l h o  desper  - 

t o u  i n t e r e s s e  du ran t e  v á r i o s  anos por  duas r azões .  

A p r i m e i r a ,  porque f o i  um dos p r imei ros  programas pa  

r a  a  so lução  do problema de h o r á r i o  com embasamento t e ó r i c o ,  

e spec i f i camen te  a s  condições n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  

e x i s t ê n c i a  de um s i s t e m a  de r e p r e s e n t a n t e s  d i s t i n t o s  de subcon - 

j u n t o s ,  e s  t a b e l e c i d a s  por  HALL ( 22) . 
.a 

A segunda r a z ã o ,  provavelmente a  mais ponderáve l ,  e  

porque enunc iava ,  e  s e  ba seava ,  numa conj  e c t u r a  p romissora :  

- ou o  programa c o n s e g u i r i a  i r  incorporando os  h o r á r i o s  p rees  - 

t a b e l e c i d o s  e  de t e rmina r i a  o s  r e s t a n t e s ,  e  i s t o  sem nunca 

p r e c i s a r  r e g r e d i r  p a r a  modi f ica r  uma e sco lha  j á  f e i t a ,  caso 

e x i s t i s s e  solução p a r a  a  i n s t â n c i a  dada do problema; 

- ou e n t ã o ,  em cada e s t á g i o ,  s e r i a  capaz de reconhecer  o s  ho rá  - 

r i o s  p r e e s t a b e l e c i d o s  que,  s e  a c e i t o s ,  conduziriam a  uma s i  - 

tuação  de i n e x i s t ê n c i a  de so lução  p a r a  a  i n s t â n c i a  dada do 

problema. 

Em l i n h a s  muitos g e r a i s ,  o  esquema propos to  por GOTLIEB 

recebe  como e n t r a d a  na ma t r i z  R de r e q u i s i t o s  onde o  elemento 

r ( i ,  j )  exprime quantas  vezes  (horas  ou per íodos)  o  p r o f e s s o r  i 

deve e n c o n t r a r  a classe j num d i a  de m per íodos  ou h o r a s .  A s o l u  - 

ção do problema de h o r á r i o  c o n s i s t e  em c o n s t r u i r  um a r r a n j o  



("array") a  t r ê s  dimensões: p r o f e s s o r e s ,  c l a s s e s  e  Ca - 

da elemento do a r r a n j o  r e p r e s e n t a  o  encont ro  p o t e n c i a l  de um da - 

do p r o f e s s o r  com uma dada c l a s s e  num c e r t o  per íodo do d i a .  Pode- 

s e  v i s u a l i z a r  ass im e s t e  a r r a n j o :  cada per íodo  corresponde a  um 

plano h o r i z o n t a l  e  em cada plano h o r i z o n t a l  temos uma m a t r i z ; c a  - 

da l i n h a  da  m a t r i z  corresponde a  um p r o f e s s o r  e  cada co luna  cor  - 

responde a  uma c l a s s e .  O s  elementos do a r r a n j o  t r i d i m e n s i o n a l  

tem v a l o r  zero ou um. Se algum elemento do a r r a n j o  tem v a l o r  ze - 

r o  i s t o  imp l i ca  a  imposs ib i l i dade  de um encontro  e n t r e  o  p ro fe s  - 

s o r  e  a  c l a s s e  no pe r iodo  cor respondente .  Um elemento com v a l o r  

u n i t á r i o  s i g n i f i c a  que o  p r o f e s s o r  e  a  c l a s s e  podem encon t r a r -  

s e  n e s t e  p e r í o d o .  O a r r a n j o  6 i n i c i a l i z a d o  com v a l o r  um i n d i c a n  - 

do que cada p r o f e s s o r  pode encon t r a r - s e  com qualquer  c l a s s e  em 

qualquer  p e r í o d o .  0s h o r á r i o s  p r e e s t a b e l e c i d o s  são i n c l u i d o s  s u  - 

cess ivamente  , logo no i n í c i o ,  segundo a s  suas  p r i o r i d a d e s  . A me - 

dida que os  c á l c u l o s  s e  desenvolvem, c e r t o s  uns vão sendo t r o  - 

cados p a r a  zeros  e ,  ao f i n a l  do processamento:  

- em cada per íodo  cada p r o f e s s o r  pode encon t r a r - s e  com somente 

uma c l a s s e  e  cada c l a s s e  pode encon t r a r - s e  com um p r o f e s s o r  

somente ; 

- cada p r o f e s s o r  encont ra -se  com cada c l a s s e  o  número de vezes 

e s t a b e l e c i d o  na  ma t r i z  de r e q u i s i t o s  R .  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  processamento v i s a  t rans formar  e s t e  a r r a n  - 

jo  t r i d i m e n s i o n a l  de um e s t a d o  i n i c i a l  onde todos os  elementos 

valem um em o u t r o ,  f i n a l ,  t a l  que a  soma de todos o s  elementos 

de uma mesma v e r t i c a l ,  d e f i n i d a  pe lo  p r o f e s s o r  i e  c l a s s e  j ,  s e  - 

j a  exatamente i g u a l  ao v a l o r  do elemento r ( i , j )  dado n a  ma t r i z  

de r e q u i s i t o s  R .  



O método de GOTLIEB ex ige  que duran te  o  p rocesso  compu - 

t a c i o n a l  s e j a  exaninada cada seção p l ana  d e s t e  a r r a n j o .  E s t a s  

seções  p l a n a s  são  ma t r i ze s  de zeros e  uns.  Fixando um p r o f e s s o r ,  

a  correspondé.nte seção p l a n a  mostra a s  combinações de 

c l a s s e s  e  per íodos  p a r a  e s t e  p r o f e s s o r .  Fixando a  c l a s s e ,  a  s e  - 

ção p l a n a  ex ibe  as  a s soc i ações  p o s s í v e i s  e n t r e  p r o f e s s o r e s  e  pe  - 

~ i ' o d o s  p a r a  e s t a  c l a s s e .  Finalmente ,  escolhendo um p e r í o d o ,  a  

r e s p e c t i v a  seção p l ana  nos  dá as  a s soc i ações  p o s s í v e i s  e n t r e  os  

p r o f e s s o r e s  e  a s  c l a s s e s  n e s t e  per íodo  se l ec ionado .  

O exame de cada seção p l ana  é f e i t o  em duas e t a p a s :  

- e t a p a  1: Tes t e  de V i a b i l i d a d e ,  pa ra  v e r i f i c a r  s e  a inda  c o n t i  - 

nua sendo p o s s í v e l  r e a l i z a r  cada uma das a s soc i ações  

que f a l t a m  n e s t e  seção p l a n a ;  

- e t a p a  2 :  "Redução" da Ma t r i z ,  que c o n s i s t e  em mudar de um p a  

r a  zero o s  v a l o r e s  dos elementos da m a t r i z ,  d e f i n i d a  

por  e s t a  seção  p l a n a ,  que representam as soc i ações  

que nunca poderão v i r  a  s e r  usadas n e s t e  p l ano .  

E s t e  t r a b a l h o  de GOTLIEB (20) é a  origem do que prova - 

velmente pode s e r  cons iderado  como um dos s i g n i f i c a t i v o s  e s  f o r  - 

ços de desenvolvimento de programas p a r a  a  so lução  do problema 

de cons t rução  de h o r á r i o s  de au l a  por  computador. A s  c o n t r i b u i  - 

ções  que s e  seguiram abordaram os s e g u i n t e s  a spec tos :  

- a  c o n j e c t u r a  de GOTLIEB 

- a lgor i tmos  mais e f i c i e n t e s  p a r a  a  c i t a d a  "Redução" de ma t r i  - 

zes 

- a lgor i tmos  mais e f i c i e n t e s  p a r a  o  Tes t e  de V iab i l i dade  

- fundamentos t e ó r i c o s  do método 

e  s e  es tenderam p e l o  menos a t é  1971 com o  a r t i g o  de LIONS ( 3 3 ) .  



I . 4  .2 . H 1  STÕRI C0 E EVOLUCÃO 

Na 18?  Conferência  Anual da ACM, r e a l i z a d a  em agos to  

de 1963,  CSIMA E GOTLIEB (11) r e l a t a r a m  os r e s u l t a d o s  de expe 

r i ê n c i a s  f e i t a s  com o  programa em casos  envolvendo nove p ro fe s  - 

s o r e s  e  nove c l a s s e s ,  considerando d i a s  Ú te i s  com nove per íodos  

de a t i v i d a d e s  e s c o l a r e s .  O s  r e s u l t a d o s  foram cons iderados  s a t i s  - 

f a t ó r i o s  p o i s  dos 2 2 3  problemas de h o r á r i o  propostos  todos  ha  - 

viam s i d o  r e s o l v i d o s  com suces so .  E n t r e t a n t o ,  em a lguns  poucos 

casos  cons t a t o u - s e  que a  c o n j e c t u r a  o r i g i n a l  não s e  confirmava 

e  em consequência a  mesma f o i  r e v i s t a  e  completada. 

Animado pe lo  r e l a t o  acima,  DUNCAN (15) c o n s t r u i u  um 

programa baseado no t r a b a l h o  de GOTLIEB e  CSIMA, ~ o r é m  mais gg  

r a l  no s e n t i d o  de que a c e i t a r i a  p r o c e s s a r  problemas com ou t ros  

números de p r o f e s s o r e s ,  c l a s s e s  e  per íodos  d i á r i o s  que não os 

nove usados por  GOTLIEB e  CSIMA. E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  de um pro  - 

blema p a r a  o u t r o  poder ia  s e r  usado um número d i f e r e n t e  de pro 

f e s s o r e s ,  c l a s s e s  e  p e r í o d o s .  Foram mantidas a s  r e s t r i ç õ e s  o r i  - 

g i n a i s  de que cada p r o f e s s o r  encont ra  cada c l a s s e  apenas uma vez 

e que o  número de p r o f e s s o r e s  e  c l a s s e s  deve s e r  o  mesmo den t ro  

de cada problema. E s t e  programa v i sava  r e a l i z a r  t e s t e s  p a r a  de - 

t e rmina r  s e  o  método s e r i a  a inda  v á l i d o  p a r a  casos  maiores e  ve - 

r i f i c a r  como o  tempo de processamento c r e s c e r i a  com o  tamanho 

do problema. 0s  r e s u l t a d o s  dos 303  t e s t e s  r e a l i z a d o s ,  usando um 

IBM 7090  e s t ã o  n a  t a b e l a  1.1. 



TABELA I .1 - Resul tados  dos t e s t e s  de DUNCAN (15) 

-- 
Pro fes so re s  

e  Classes  Per íodos  Casos 
Tempo Médio 

(minutos ) 

A ava l i ação  de DUNCAN é a  s e g u i n t e :  

"During these  t e s  t ç  t h e r e  were no f a i l u r e s  encounte red ,  

and t h e  l a r g e r  cases  d i d  n o t  r e q u i r e  any r e v i s i o n  of  

t h e  o r i g i n a l  theory  . 
The i n c r e a s e  i n  t ime i s  by a  f a c t o r  o f  about two f o r  

each t e a c h e r  added, and t h i s ,  a l though d i s t u r b i n g ,  i s  

no t  s u r p r i s i n g  i n  view o f  t h e  method of  s o l u t i o n  of  

t he  problem". 



Fina lmen te  DUNCAN c o n c l u i  que a  f i l o s o f i a  b á s i c a  do método de 

GOTLIEB e  CSIMA pode s e r  man t ida  p a r a  r e s o l v e r  problemas  c o n c r e  - 

t o s  de h o r á r i o  e  in fo rma  q u e  com b a s e  n e s t e  método s e r i a  desen  - 

v o l v i d o  um programa p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  de h o r á r i o s  de e s c o l a s  

r e a i s .  

R e l a t a  LIONS (32) que após o  s u c e s s o  dos t e s t e s  r e a l i  - 

zados p o r  DUNCAN, o  método de GOTLIEB e  CSIMA f o i  c o n s i d e r a d o  

s u f i c i e n t e m e n t e  p romissor  p a r a  s e r  t e s t a d o  em s i t u a ç õ e s  r e a i s .  

Como i s t o  r e p r e s e n t a r i a  um c o n s i d e r á v e l  empreendimento, t a n t o  em 

termos de programaçãocom em i n t e r a ç ã o  com e s c o l a s ,  em maio de 

1 9 6 4  The 0 n t á r i o  I n s t i t u t e  f o r  S t u d i e s  i n  Educa t ion  c o n f i o u  e s  - 

t a  t a r e f a  2 empresa J .  Kates  and  A s s o c i a t e s ,  de T o r o n t o ,  Ontá - 

r i o .  

O próximo p r o g r e s s o  é r e l a t a d o  p o r  GRIFFITH (21)  da  J .  

Kates  and A s s o c i a t e s .  A c o n s t a t a ç ã o  de DUNCAN de que a  i n c l u s ã o  

de cada novo p r o f e s s o r  redundava em d u p l i c a ç ã o  do tempo de p ro -  

cessamento  f e z  com que o  p r o c e s s o  de "redução" das  m a t r i z e s  e n  - 

v o l v i d a s  fossem implementado p o r  um a l g o r i t m o  mais e £ i c i e n t e ,  

mantendo porém a  f i l o s o f i a  g e r a l  do método. P a r a  e v i d e n c i a r  e s  - 

t e  a p e r f e i ç o a m e n t o ,  GRIFFITH ( 2 1 )  r e l a t a  que e s t a  modi f i cação  

t e v e  como c o n s e q u ê n c i a  r e d u z i r  de 75 minutos p a r a  a l g u n s  segun  - 

dos o  tempo de processamento  de um problema com 1 8  p r o f e s s o r e s  

e  c i t a  que um o u t r o  p rob lema ,  a g o r a  com 4 3  p r o f e s s o r e s ,  e x i g i u  

c e r c a  de 3  minutos  de processamento .  

A s e g u i r  LIONS (30) da J. Kates  and A s s o c i a t e s  d e s c r e  - 

ve a  a p l i c a ç ã o  do e n t ã o  j á  conhecido  "método ~ Ú n ~ a r o "  n a  r e a l i  - 

zação do T e s t e  de V i a b i l i d a d e  bem como p a r a  a  s u b s e q u e n t e  "Redu 

ção" das m a t r i z e s  e n v o l v i d a s .  O "método Húngaro" é um a l g o r i t m o  

que p e r m i t e  o b t e r  uma a s s o c i a ç ã o  de c u s t o  Ótimo e n t r e  o s  v é r t i  - 



ces  de um g ra fo  b i p a r t i t e  com 2 n v é r t i c e s .  Convém lembrar  que 

cada seção p l ana  do a r r a n j o  t r i d imens iona l  que c o n s t i t u i  o espa - 

ço onde s e  c o n s t r o i  a  so lução  do problema de h o r á r i o  envolve 

sempre duas das t r ê s  en t idades  : p r o f e s s o r e s ,  c l a s s e s  e per íodos  

e que e s t a  seção p l a n a ,  no método de GOTLIEB e CSIMA, é uma ma - 

t r i z  e f e t i vamen te  quadrada.  Com o "método ~ Ú n ~ a r o "  o T e s t e  de 

V iab i l i dade  é implementado p e l a  ap l i cação  s u c e s s i v a  de um proce  - 

dimento (que e l e  chama EXPAND) a determinadas f i l a s  das seções  

p l anas  do a r r a n j o  t r i d i m e n s i o n a l .  I s t o  é f e i t o  a t é  que s e  cons i  - 

ga uma a s soc i ação  em cada seção p lana  cons iderada  ou s e  eviden - 

c i e  a imposs ib i l i dade  de f a z ê - l o .  A "redução" da mat r iz  é o b t i  - 

da en t ão  mediante uma Única ap l i cação  d e s t e  procedimento.  Uma 

desc r i ção  r e c e n t e  do "a lgor i tmo Húngarow com prova de cor reção  

e exemplo de ap l i cação  encon t r a - se  em PAPADIMITRIOU e STEIGLITZ 

( 3 7 )  

A c o n t r i b u i ç ã o  s e g u i n t e  6 ,  i n f e l i z m e n t e ,  n e g a t i v a .  Re - 

l a t a  LIONS (66) que após completar  algumas cen tenas  de h o r á r i o s  

com dados or iundos  de e s c o l a s  r e a i s ,  encont rou  um problema que 

r e f u t a  a c o n j e c t u r a  de GOTLIEB. Neste t r a b a l h o ,  enviado como 

c a r t a  ao E d i t o r ,  LIONS descreve o problema e menciona que outros 

casos  su rg i r am nos q u a i s ,  apesa r  de s e  v e r i f i c a r e m  as condições 

que foram t i d a s  por  s u f i c i e n t e s ,  não f o i  p o s s í v e l  c o n s t r u i r  o 

h o r á r i o .  Em cada um d e s t e  c a s o s ,  pequenas va r i ações  n a  e s  t r a t é  - 

g i a  da conclusão do h o r á r i o  foram s u f i c i e n t e s  p a r a  con to rna r  a 

d i f i c u l d a d e .  Conclui afirmando que,  como t a i s  casos  a i n d a  são 

r a r o s  na u t i l i z a ç ã o  do programa, mantém a convicção de que o m é  - 

todo de GOTLIEB e CSIMA é a base  de um s i s t e m a  p r á t i c o  e Ú t i l  

pa ra  a cons t rução  de h o r á r i o s .  



O contraexemplo ob t ido  por LIONS l eva  DEMPSTER a  a n a l i  - 

s a r  o  problema, e x p l i c a r  porque a  conjec tura  não s e  confirmou e  

propor condições ( t a n t o  necessá r i a s  como s u f i c i e n t e s )  a 1  t e r n a t i  - 

vas . 
Finalmente SMITH (41) desenvolve um formalismo ge ra l  

para  o  conjunto das condições necessá r i a s  para  a  e x i s t ê n c i a  de 

uma solução pa ra  um dado problema de h o r á r i o ,  seguido de uma - a  

va l iação  dos v á r i o s  conjuntos .  O conjunto de condições necessá  - 

r i a s ,  usado por GOTLIEB e  CSIMA, é i n c l u i d o  no grupo dos compu - 

tacionalmente e f i c i e n t e s  . 

I  . 4 .3 .  A UTILIZACÃO DO &TODO DE GOTLIEB E CSIMA 

Normalmente a s  e sco la s  desenvolvem as  suas  a t i v i d a d e s  

seguindo um h o r á r i o  que d i s t r i b u i  as d ive r sas  aulas  ao longo da 

semana. O método de GOTLIEB e  CSIMA reso lve  o  problema de um 
a 

d i a  e  assim a  produção de h o r á r i o s  de cada e sco la  e  f e i t a  em 

duas e  tapas  : 

- a  solução do problema semanal; 

- a  solução do problema d i á r i o .  

Es t e  processo f o i  usado durante  algum tempo pa ra  a  pro - 

duçáo de h o r á r i o s  pa ra  algumas escolas  da Provinc ia  de On tá r io ,  

Canadá e  assim é i n t e r e s s a n t e  r e g i s t r a r  a  ava l iação  de LIONS (32) 

que p a r t i c i p o u  ativamente do p r o j e t o .  



1 . 4 . 3 . 1 .  O Método. na  p r á t i c a  

Embora normalmente o s  problemas semanal e  d i á r i o  se jam 

semelhan tes ,  o  método de GOTLIEB e  CSIMA somente é usado pa ra  a  

solução de cada problema d i á r i o .  O problema semanal c o n s i s t e  em 

d i v i d i r  um conjun to  de even tos  que cons t i tuem as a t i v i d a d e s  s e  - 

manais , em c inco  ou s e i s  subconjuntos  , cada um dos , qua i s  d e f i n e  

um problema d i á r i o .  A e x p e r i ê n c i a  na u t i l i z a ç ã o  do método mos - 

t r o u  que o  problema semanal é de so lução  muito mais f á c i l  poy 

que um p r o f e s s o r  ou uma c l a s s e  pode p a r t i c i p a r  de d i v e r s a s  a t i  - 

vidades du ran t e  cada d i a ,  mas s ó  pode e s t a r  engajado em uma Úni - 

ca a t i v i d a d e  em cada p e r í o d o .  Assim, o p rocesso  de so lução  do 

problema semanal pode s e r  consideravelmente  mais s imples  do que 

pa ra  o  problema d i á r i o .  E s t a  d iv i s ão  do problema, d e c o r r e n t e  da 

l i m i t a ç ã o  dos computadores en t ão  d i s p o n í v e i s ,  t rouxe a  vantagem 

de p e r m i t i r  o  a tendimento,  em cons ide ráve l  p roporção ,  de c e r t o s  

r e q u i s i t o s  q u a l i t a t i v o s ,  d i f í c e i s  de d e f i n i r ,  que idea lmente  o  

h o r á r i o  acabado deve r i a  e x i b i r .  Por exemplo, s e  um p r o f e s s o r  e  

uma c l a s s e  devem encon t r a r - s e  t r ê s  vezes por  semana en t ão  uma 

vez na segunda,  uma na q u a r t a  e  uma na s e x t a - f e i r a  é cons ide ra  - 

do e x c e l e n t e ,  enquanto uma vez na t e r ç a ,  uma na  q u i n t a  e  uma na  

s e x t a - f e i r a  é b a s t a n t e  a c e i t á v e l  mas duas vezes n a  q u i n t a  e  uma 

vez n a  s e x t a - f e i r a  é considerado péssimo. 

O método usado pe lo  programa que r e s o l v e  os  problemas 

semanais é b a s t a n t e  empí r ico .  O s  eventos  que devem r e a l i z a r - s e  

duran te  a  semana são examinados um por  um, na  ordem das p r i o r i  - 

dades e s t a b e l e c i d a s  p e l a s  e s c o l a s .  Todos os  poss i 've is  desdobra - 

mento d e s t e s  eventos  p e l o s  d i a s  da semana s ã o  considerados  e  

ava l i ados  por  meio de uma função de mér i t o .  E s t a  função l e v a  em 



con ta  a  d i s t r i b u i ç ã o  dos eventos  ao longo da semana bem como as 

d i s p o n i b i l i d a d e s  remanescentes de p r o f e s s o r e s ,  c l a s s e s  e  s a l a s  

nos v á r i o s  d i a s  da semana. A so lução  do problema semanal é cons - 

t r u i d a  por  meio de um procedimento razoavelmente s imples  que ,  a  

cada pas so ,  examina a  s i t u a ç ã o  um pouco à f r e n t e  e  e s c o l h e  aque - 

l e  desdobramento que permite  p roporc ionar  aos eventos  do f i n a l  

da l i s t a  c a r a c t e r í s t i c a s  q u a l i t a t i v a s  p e l o  menos a c e i t á v e i s .  

Ve r i f i cou - se  que o  a lgo r i tmo  que r e p a r t e  o problema s e  - 

mana1 num conjun to  de problemas d i á r i o s  é b a s t a n t e  adequado pa  

r a  o b t e r  uma d i s t r i b u i ç ã o  v i á v e l ,  mantendo a inda  r azoáve l  d i s  - 

t r i b u i ç ã o  dos pe r íodos  cor respondentes  a  cada ma té r i a .  Por exem - 

p l o ,  pa ra  a s  ma té r i a s  com t r ê s  a u l a s  semanais f o i  p o s s í v e l  v i r  - 

tualmente  s u p r i m i r  as d i s t r i b u i ç õ e s  do t i p o  segunda,  t e r ç a  e  

q u a r t a ,  em f a v o r  de d i s t r i b u i ç õ e s  do t i p o  s,egunda, t e r ç a  e  quin  - 

t a ,  nas qua i s  não há  mais do que do i s  d i a s  consecu t ivos .  

As e s c o l a s  preparam o s  dados p a r a  os  r e s p e c t i v o s  ho rá  - 

r i o s  em fo rmulá r io s  p r o j e t a d o s  p a r a  u t i l i z a ç ã o  independente  da 

a s s i s t ê n c i a  de a n a l i s t a s .  Numa p r i m e i r a  f a s e  do programa os  da  - 

dos são l i d o s  e  c r i t i c a d o s  quanto à c o n s i s t ê n c i a  i n t e r n a ,  e  o r  - 

denados segundo a s  suas  p r i o r i d a d e s .  A s e g u i r  são desdobrados 

pe lo s  d i a s  da semana. Produz-se um r e l a t ó r i o  ex ib indo  o s  dados 

e  a  d i s t r i b u i ç ã o  dos e v e n t o s ,  numa forma adequada p a r a  v e r i f i c a  - 

ção v i s u a l .  Se o s  r e s u l t a d o s  não forem considerados  s a t i s f a t ó  - 

r i o s ,  os  dados podem s e r  modificados e  submetidos a  novo proces  - 

samento. Dentro da f i l o s o f i a  de que o  computador 6 apenas uma 

f e r r amen ta ,  v e r i f i c o u - s e  s e r  extremamente Ú t i l  r e t o c a r  manual - 

mente e s t a  d i s t r i b u i ç ã o  dos eventos  pe lo s  d i a s  da semana e  i n  - 

corporar  e s t a s  modif icações  nos processamentos subsequentes  do 

mesmo problema semanal .  E s t a  p o s s i b i l i d a d e  tem a  vantagem de 



p e r m i t i r  às e s c o l a s  a  v e r i f i c a ç ã o  dos r e s u l t a d o s  i n t e rmed iá r io s ,  

el iminando even tua i s  e r r o s  e  omissões na  e s p e c i f i c a ç ã o  dos da 

dos .  

Uma vez conseguida uma d i s t r i b u i ç ã o  s a t i s f a t ó r i a ,  paz  

s a - s e  à so lução  dos problemas d i á r i o s  e  é n e s t e  ponto que e n t r a  

o  a lgor i tmo de GOTLIEB e  CSIMA propriamente d i t o .  Finalmente ,  

produzem-se o s  r e l a t ó r i o s  ex ib indo  os  h o r á r i o s  de cada p r o f e s  - 

s o e r ,  c l a s s e  e  s a l a .  

O programa usado c o n s i s t e  de c e r c a  7000 comandos FOR - 

TRAN e  300 i n s t r u ç õ e s  em MAP p a r a  operações booleanas  não dispo - 

n í v e i s  d i r e t amen te  em FORTRAN. O computador e r a  um IBM 7094 da 

Universidade de Toronto.  

1 .4 .3 .2 .  A s  D i f i cu ldades  e  a    vali ação de LIONS (32) -- 

Para  a  so lução  do problema d i á r i o ,  o  a lgor i tmo de GOT - 

L I E B  e  CSIMA pra t icamente  a s segu ra  que s e  o b t e r á  um h o r á r i o  t ão  

logo s e  cons iga  i n c l u i r  os  h o r á r i o s  p r e - e s t a b e l e c i d o s  . V e r i f i  - 

cou-se que p a r a  os  problemas mais complicados,  não s e  conseguia  

c o n c l u i r  logo no 1 9  processamento,  a  f a s e  de incorporação  dos 

h o r á r i o s  p r e - e s  t a b e l e c i d o s  . Tornava-se n e c e s s á r i o  a b r i r  mão de 

c e r t a s  ex igênc i a s  e ,  com base  no d i agnós t i co  fo rnec ido  p e l o  p ro  - 

grama o  a n a l i s t a  a t i v a v a  c e r t o s  c o n t r o l e s  do programa p a r a  modi - 

f i c a r  a  ordem em que os r e q u i s i t o s  eram p roces sados .  Em a lguns  

casos  r a r o s  foram n e c e s s á r i o s  a t é  s e i s  processamentos com t a i s  

a j u s t e s  p a r a  r e s o l v e r  o  problema de uma e s c o l a ;  em média,  t r ê s  

rodadas eram s u f i c i e n t e s .  Frequentemente a  i n t e rvenção  do ana - 

l i s t a  p a r a  r e s o l v e r  um problema e r a  f r u s t a d a  pe lo  aparecimento 



s u b s e q u e n t e  de o u t r o s  problemas .  A s s i m  a t i n g i a - s e  um p o n t o  além 

do q u a l  a  i n t e r v e n ç ã o  dos a n a l i s t a s  p r o p o r c i o n a v a  um r e t o r n o  c a  - 

da vez  menor e  e r a  p r e f e r í v e l  d e v o l v e r  o  problema 2 e s c o l a  p a r a  

r e t o q u e s  f i n a i s .  

Quanto aos  a s p e c t o s  q u a l i t a t i v o s ,  obse rvou-se  que a s  

e s c o l a s  d i f e r e m  s i g n i f i c a t i v a m e n t e  n a  ê n f a s e  dada 5s d i v e r s a s  

q u a l i d a d e s  que um h o r á r i o  deve e x i b i r .  Alguns a s p e c t o s  c o n s i d e  - 

r ados  extremamente i m p o r t a n t e s  p o r  algumas e s c o l a s  s e q u e r  chega  - 

ram a  s e r  mencionados p o r  o u t r a s .  

Qualquer  h o r á r i o  de a u l a  é a  e x p r e s s ã o  de um compromis - 

s o .  Cons ta tou-se  que  em g e r a l  é i m p o s s í v e l  i n c o r p o r a r  num h o r á  - 

r i o  t o d a s  a s  e x i g ê n c i a s  que uma e s c o l a  pode f o r m u l a r .  Embora s e  

possa  d e s e n v o l v e r  c r i t é r i o s  o b j e t i v o s  p a r a  a v a l i a r  a  q u a l i d a d e  

de um h o r á r i o ,  como p r o p o s t o  p o r  BARRACLOUGH ( 4 ) ,  c e r t a m e n t e  

um c r i t é r i o  i m p o r t a n t e  é e s s e n c i a l m e n t e  s u b j e t i v o :  E s t a r i a  a  e s  - 

c o l a  d i s p o s t a  a comprá-lo? Sob e s t e  p r i sma  r e l a t a  LIONS(32) que 

um h o r á r i o  p r o d u z i d o  n a s  p r i m e i r a s  e x p e r i ê n c i a s  com o  método, em - 

b o r a  a i n d a  l o n g e  de p e r f e i t o ,  f o i  c o n s i d e r a d o  p e l a  e s c o l a  como 

de grande  v a l o r  e  f o i  c o n v e r t i d o  no h o r á r i o  ado tado  no ano l e t i  - 

vo 1966-1967. Por  o u t r o  l a d o ,  um h o r á r i o  a v a l i a d o  como p e r f e i t o  

p e l o s  c r i t é r i o s  p r o p o s t o s  p o r  BARRACLOUGH ( 4 )  f o i  d e c l a r a d o  

inadequado .  T a i s  s i t u a ç õ e s  mostram que o  s u c e s s o  de um s i s t e m a  

de c o n s t r u ç ã o  de h o r á r i o s  não pode s e r  t o t a l m e n t e  a v a l i a d o  a p g  

n a s  com b a s e  em c r i t é r i o s  o b j e t i v o s .  



I . 4 . 4 .  OS ASPECTOS FORMA1 S 

Final izamos a  apresen tação  da abordagem de GOTLIEB e  

CSIW com um enunciado da Conjec tura  de GOTLIEB e  com a  e x p l i c a  - 

ção de DEMPSTER pa ra  a  e x i s t ê n c i a  de contra-exemplos que r e f u t a  - 

ram e s t a  Conjec tura .  

Teoricamente e s t e  método pode s e r  r e l ac ionado  com s i s  - 

temas de r e p r e s e n t a n t e s  d i s t i n t o s  de subcon jun tos ,  a  cons t rução  

de quadrados l a t i n o s ,  a  coloração de gra fos  e  f l uxos  em redes  

de mult icomodidades.  

A d e s c r i ç ã o  do formalismo do método de GOTLIEB e  CSIMA 

6 baseada em DEMSTER ( 1 2 )  e  DEMPSTER (13)  . 

I . 4 . 4  . l .  Algumas Def in icões  

O a lgo r i tmo  de GOTLIEB e  CSIMA recebe  como e n t r a d a  uma 

ma t r i z  R e  um conjun to  S ' .  R é uma - mat r i z  de r e q u i s i t o s ,  de e l e  - 

mentos i n t e i r o s  não n e g a t i v o s ,  quadrada,  de ordem n  e  t a l  que a  

soma dos elementos de cada f i l a  ( l i n h a  ou coluna) p e r f a z  m, o  nÚ - 

mero de per íodos  por d i a .  O v a l o r  de r i j  é o  número de vezes 

que o  p r o f e s s o r  i deve e n c o n t r a r  a  c l a s s e  j  num d i a  de m p e r í o  - 

dos.  A quan t idade  de p r o f e s s o r e s  e  c l a s s e s  é dado por  n .  O con - 

jun to  S '  é c o n s t i t u i d o  pe los  h o r á r i o s  p re -es  t a b e l e c i d o s  que de - 

vem s e r  con t idos  em qua lquer  so lução  S do problema dado. Denota - 

remos por  P ( R , S 1 )  um t a l  problema de h o r á r i o .  

A so lução  de P(R,S ' )  é c o n s t r u i d a  com o  a u x í l i o  de um 

a r r a n j o  A = (a i jk  ) que pode s e r  v i s u a l i z a d o  como um empilhamen - 

t o  de m m a t r i z e s  n x n  cu jos  elementos pertencem a  C 0 , l ) .  Desig - 



naremos por A O  o  e s t ado  i n i c i a l  d e s t e  a r r a n j o ,  quando todos  os 

elementos tem v a l o r  1 e  por A" a r r a n j o  que s e  ~ b t é m  a  p a r t i r  

de A O  mediante a  i nc lu são  dos h o r á r i o s  p r e - e s t a b e l e c i d o s  dados 

em S ' .  

Sejam X = (xi jk)  e  Y = (yi jk)  do i s  a r r a n j o s  t r i d i m e n  - 

s i o n a i s  cu jos  elementos x  i j k  e  u  i jk pertencem a  ( 0  , I ) .  No que 

s e  segue é convenien te  a d o t a r  a s  d e f i n i ç õ e s  abaixo, conforme DEM - 

PSTER ( 1 2 ) .  

A e- união e  a  - i n t e r s e ç ã o  de X e  Y são d e f i n i d a s  p o r :  

O a r r a n j o  X e s t á  -- con t ido  no a r r a n j o  Y ,  o  que denotaremos por  

A c a r d i n a l i d a d e  do a r r a n j o  X, denotada por 1x1, é dada p o r :  

E s t a s  d e f i n i ç õ e s  também podem s e r  a p l i c a d a s  a  a r r a n j o s  a  uma e  

duas dimensões que contem com o  mesmo número de elementos em f i  - 

l a s  cor respondentes .  

Qualquer a r r a n j o  A = (ai  jk) com pe lo  menos um elemento 

não nulo e  t a l  que A A O  é chamado a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  - 



de P ( R , S t ) .  

Uma seção  p l a n a  de um a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  A e  

qua lquer  m a t r i z  o b t i d a  f i xando - se  qua lquer  um dos t r ê s  í n d i c e s  ; 

uma -- f i l a  do a r r a n j o  A é qua lquer  v e t o r  o b t i d o  f i xando - se  d o i s  

dos t r ê s  í n d i c e s  de A .  O a r r a n j o  n u l o ,  aque le  onde todos  o s  e l e  - 

mentos tem v a l o r  z e r o ,  s e r á  denotado por  0 .  Uma d i s p o n i b i l i d a d e  

de A é qua lquer  elemento a  i j k  de A que tem v a l o r  1 ,  sendo c a r a c  - 

t e r i z a d a  p e l a  t r i p l a  ( i ,  j  , k )  . 
Nesta r e p r e s e n t a ç ã o ,  uma so lução  de P ( R , S t )  é um a r r a n  - 

j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  S  = ( s i j k  ) que pode s e r  v i s t o  como um 

con jun to  ordenado de m a t r i z e s  Sk t a i s  que :  

e  em cada m a t r i z  Sk cada l i n h a  e  cada  co luna  contém apenas um 

elemento com v a l o r  1. 

O a l g o r i t m o  p ropos to  por  GOTLIEB e  CSIMA toma como pon - 

t o  de p a r t i d a  o  a r r a n j o  A O  e o  con jun to  S '  e  mediante  a  t r o c a  

de c e r t a s  d i s p o n i b i l i d a d e s  p a r a . z e r o  ge r a  uma s equênc i a  de  a r  

r a n j o s  de d i s p o n i b i l i d a d e s  

que t r ans forma  A' na so lução  S de  P ( R , S 1 ) .  GOTLIEB observou que 

em qua lquer  seção p l ana  da so lução  S  são  s a t i s f e i t a s  c e r t a s  con 

d i ções  b id imens iona i s  . Assim, p rocurou  e s t a b e l e c e r  um con jun to  

de condições  a p l i c á v e i s  a  seções  p l anas  de a r r a n j o s  de d i s p o n i  - 

b i l i d a d e s  e  que fossem s u f i c i e n t e m e n t e  poderosas  p a r a  e l i m i n a r  

aque l a s  d i s p o n i b i l i d a d e s  que jamais poderiam e s t a r  c o n t i d a s  em 



qua lquer  solução de P ( R , S 1 ) .  E s t a s  são denominadas a s  - c o m  

( p l a n a r e s )  -- f o r t e s  de H a l l .  Conjecturou GOTLIEB que s e  f o s s e  pos - 

s f v e l  por  e s t e s  meios r e d u z i r  A o  a  um a r r a n j o  A '  contendo os  ho - 

r á r i o s  p r ee s  t a b e l e c i d o s  em S  ' e  s a t i s f a z e n d o  e s t a s  condições  

(p l ana re s )  f o r t e s  de H a l l ,  que asseguram a  e x i s t ê n c i a  de s o l u -  

ções  em cada plano de A '  ( i . e .  p a r a  um p r o f e s s o r ,  uma c l a s s e  ou 

um per íodo)  , e s t a s  condições s e r i a m  s u f i c i e n t e s  , bem como neces - 

s á r i a s ,  pa ra  a s s e g u r a r  a  e x i s t ê n c i a  de uma so lução  S  e A '  p a r a  

o  problema ( t r i d i m e n s i o n a l )  P  ( R ,  S ' ) . Admitia-se também que -- qua l  

quer d i s p o n i b i l i d a d e  de A 1  pode r i a  s e r  e s c o l h i d a  como per tencen  - 

t e  a  uma so lução  e  que sempre s e r i a  p o s s í v e l  r e d u z i r  A '  a  um no - 

vo , A2,  que c o n t i n u a r i a  s a t i s f a z e n d o  a s  condições  f o r t e s  de Hall. 

A s e g u i r ,  escolhendo uma d i s p o n i b i l i d a d e  qua lquer  de e  a p l i  - 

cando o  processo de redução s e r i a  p o s s í v e l  c o n t i n u a r  i t e r a n d o  

a t é  cer tamente  o b t e r  uma so lução  S .  E m  consequência dos t e s t e s  

r e l a t a d o s  por CSIMA e  GOTLIEB (11) , v e r i f i c o u - s e  que a s  condi  - 

ções  (p l ana re s )  f o r t e s  de Ha l l  s ão  i n s u f i c i e n t e s  pa ra  e l i m i n a r  

todas  a s  d i s p o n i b i l i d a d e s  que não poderiam p e r t e n c e r  a  uma s o l u  - 

ção de P ( R , S ' ) .  A s s i m  a  c o n j e c t u r a  ~ r i g i n a l  f o i  modif icada p a z  

sando a  p o s t u l a r  a  e x i s t ê n c i a  em A '  de -- alguma d i s p o n i b i l i d a d e  

que conduz i r i a  a  A 2  e  que por  meio de -- alguma d i s p o b i n i l i d a d e  de 

A2 s e  chega r i a  a A 3 ,  e  ass im por d i a n t e ,  a t é  uma so lução  S  p a r a  

P ( R , S 1 ) .  

O problema P (R ,S1)  d e s c r i t o  acima f o i  denominado por 

CSIMA de um problema - sem f o l g a s  ( " t i g h t " ) .  0 s  problemas de ho rá  - 

r i o  de e s c o l a s  r e a i s  são r ep re sen t ados  t i p i camen te  por ma t r i ze s  

de r e q u i s i t o s  não quadradas ,  nas  qua i s  a s  somas segundo l i n h a s  

e  colunas  podem d i f e r i r .  CSIMA (10) mostra que qualquer  p r o b l e  

ma de h o r á r i o  com t a l  m a t r i z  de r e q u i s i t o s  sempre pode s e r  imer - 



s o  num problema sem f o l g a s  na forma d e s c r i t a  por P ( R , S t )  e  que 

uma solução de P ( R , S t )  fo rnece  uma solução p a r a  o  problema r ea l .  

I . 4 . 4 . 2 .  A s  - Condições F o r t e s  de H a l l  

S e j a  8 o  conjun to  de todos o s  subconjun tos  de 

N = { 1 , 2 ,  .. ., n l .  Então um a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e  A s a t i s  - 

f a z  a s  - condições (p l ana re s )  de H a l l  s e :  

i )  f ixando  i ,  

I A i j I  L L ' i j  , p a r a  todo J C?! 
jc  J j e J  

f ixando  j ,  

I U  A i j I  2 L r i j  , p a r a  todo I E 3 
i~ J i ~ 1  

i i i )  f ixando  k ,  

I U  n jkI  > L 1 = ) J I ,  pa ra  todo Jet3 
i 6  J jGJ 

E s t a s  t r ê s  condições são a  expressão das  condições n e c e s s á r i a s  

e  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  de um s i s tema de r e p r e s e n t a n t e s  

d i s t i n t o s  de subconjun tos ,  e s t a b e l e c i d a s  por Ha l l  (22) . No p r e  - 

s e n t e  con tex to  a s  condições acima implicam a  e x i s t ê n c i a  de uma 

so lução  p l ana  c o n t i d a  em A p a r a  cada v a l o r  dado de i ,  j  ou k  . Um 

d 

a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  que não s a t i s f a z  e s t a s  condições e  

d i t o  i n v i á v e l .  --- 



Uma p a r t i ç ã o  @ do conjunto N é d i t a  mais f i n a  que 

o u t r a  p a r t i ç ã o  de N s.e todos os  conjuntos de Q2 são sub - 

conjuntos dos conjuntos de e  pelo menos dois  conjuntos de 

p2 são subconjuntos de própr ios  de . 
@l 

Um a r r a n j o  de d i spon ib i l idades  A s a t i s f a z  as - condições 

_(planares) f o r t e s  de Hall  s e  s a t i s f a z  as condições de Hal l  e  s e  

a inda : 

a 

i )  f ixando i ,  e x i s t e  uma p a r t i ç ã o  e  a  mais 

f i n a  d e n t r e  a s  p a r t i ç õ e s  de N, t a l  que pa ra  todo J E 

para  

J e  j '  N\J; 

i i )  f ixando j ,  e x i s t e  uma p a r t i ç ã o  d e N ,  e  
j  

e  a  mais 

f i n a  den t re  as  p a r t i ç õ e s  de N, t a l  que para  todo I e 
j  

para  

e  
A 

i i i )  f ixando k ,  e x i s t e  uma p a r t i ç ã o  e  a  mais 

f i n a  d e n t r e  a s  p a r t i ç õ e s  de N, 



p a r a  

j  e' J e  j ' g  N\J . 

Usamos \ pa ra  deno ta r  a  d i f e r e n ç a  de con jun tos .  

Segundo DEMPSTER ( 1 2 )  e  DEMPSTER (13) a s  condições 

que foram a c r e s c i d a s  ãs condições de Ha l l  asseguram que A 

é um a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  de c a r d i n a l i d a d e  maximal e  que 

admite uma so lução  p l a n a r  em cada um dos t r ê s  p lanos  que passam 

por  cada d i s p o n i b i l i d a d e  de A .  Uma solução de P ( R , S 1 )  é um a r  - 

r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  p a r t i c u l a r  no s e n t i d o  de s a t i s f a z e r  

a s  condições f o r t e s  de Ha l l  de modo t a l  que todos o s  con jun tos  

de p a r t i ç õ e s  de í n d i c e s  que s e  r e f e r em a  f i l a s  não n u l a s  podem 

s e r  tomados como os  elementos de N, i . e .  somente p a r a  uma s o l u  - 

ção todas  a s  des igua ldades  s e  v e r i f i c a m  como igualdades ,  nas con - 

dições  f o r t e s  de H a l l .  

I .4 .4 .3 .  A Conjec tura  

No t r a b a l h o  de CSIMA (10) descreve-se  como t r ans fo rmar  

um a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  que s a t i s f a z  a s  condições  de Hall 

em um --- único a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  que a tende  a s  condições 

f o r t e s  de Ha l l  e  ass im tem c a r d i n a l i d a d e  maximal. Tal  t r a n s f o r  - 

mação, a p l i c a d a  a  um a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e s  A 6 denominada 

uma redução de A e  o  único a r r a n j o  r e s u l t a n t e ,  caso e x i s t a ,  é de - 



nominado por GOTLIEB e  CSIMA de - a r r a n j o  r eduz ido ,  sendo denota  - 

d.o por r(A) . 
Finalmente ,  uma d i s p o n i b i l i d a d e  a i jk  de um a r r a n j o  de 

d i s p o n i b i l i d a d e  a r b i t r á r i o  A é d i t a  - consignada s e  não e x i s t i r  

nenhuma o u t r a  d i s p o n i b i l i d a d e  nas t r ê s  f i l a s  de A que passam 

por a -  i j k '  A operação de  consignação c o n s i s t e  em mudar p a r a  ze - 

r o  todas  a s  o u t r a s  d i s p o n i b i l i d a d e s  d e s t a s  t r ê s  f i l a s .  O novo 

a r r a n j o ,  o b t i d o  de A mediante a  consignação de a i j k ,  s e r á  d e s i g  - 

nado por  Aa pa ra  uma dada t r i p l a  ( i ,  j  , k )  . Naturalmente A, pode 

s e r  i n v i á v e l  embora A não o  s e j a .  

S a t i s f e i t o s  e s t e s  p r e l imina re s  podemos enunc i a r  a  con - 

j e c t u r a  r ev i sada  de GOTLIEB e  CSIMA. 

CONJECTURA 

S e j a  S  uma so lução  de P (R ,S1)  c o n t i d a  num a r r a n j o  de dispo-  

n i b i l i d a d e s  A que s a t i s f a z  a s  condições f o r t e s  de Ha l l  e  s e  - 

a 

j a  a  uma d i s p o n i b i l i d a d e  de A .  Então ou Aa e  i n v i á v e l  ou 

e x i s t e  uma so lução  Sa i n c l u i n d o  d i s p o n i b i l i d a d e  a  con t ida  

em r (Aa) . 

É a  e s t a  c o n j e c t u r a  r e v i s a d a  que LIONS (31) encontrou 

um contra-exemplo 1 2  x 1 2  x 3 .  Um o u t r o  contra-exemplo 8 x 8 x 3  
A 

é apresen tado  em DEMPSTER (12 ) .  I s t o  s i g n i f i c a  que .e p o s s í v e l  

g e r a r  um a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a d e  que s a t i s f a z  as  condições 

f o r t e s  de H a l l  mas que não contém so lução  de P ( R , S 1 ) .  E n t r e t a n  - 

t o ,  sabe-se  também que na ausênc ia  de h o r á r i o s  pré-estabelecidos 

(S '  = (3) sempre s e  pode o b t e r  um h o r á r i o ,  CSIMA ( 1 0 ) .  



1 . 4 . 4 . 4 .  A - Aná l i s e  de DEMPSTER (12) 

O s  motivos da não confirmação d e s t a  Conjec tura  são  ana - 

l i s a d o s  em DEMPSTER (12) . Segundo e l e ,  o  problema é que embora 

ex i s tam so luções  p l a n a r e s  nos t r ê s  p lanos  p e r t e n c e n t e s  a cada 

d i s p o n i b i l i d a d e  de qual'quer a r r a n j o  A que s a t i s f a z  a s  condições 

f o r t e s  de H a l l ,  e s t a s  condições não são  su f i c i en t emen te  podero 

s a s  p a r a  a s segu ra r  que um conjun to  d e s t a s  so luções  p l a n a r e s  sem - 

pre  possa  s e r  conjugado pa ra  formar uma solução do problema t r i  - 

dimensional  P ( R . S f ) .  

Procurando o f e r e c e r  uma con t r i bu i ção  c o n s t r u t i v a ,  DEM - 

PSTER (12) d e f i n e  "cadeias  redundantes"  e  c l a s s i f i c a  as  d i spon i  

b i l i d a d e s  em pares  e  ímpares .  Es t abe l eceu  também as  condições 

n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  de uma so lução  con - 

tendo uma d i s p o n i b i l i d a d e  dada de um a r r a n j o  de d i s p o n i b i l i d a  - 

des reduz ido .  O p a r á g r a f o  s e g u i n t e  é a  conclusão do s e u  e s tudo .  

"Ao que tudo i n d i c a  são  extremamente r a r a s  a s  i n s t â n  - 

c i a s  em que o  a lgo r i tmo  de GOTLIEB e  CSIMA de ixa  de d e t e c t a r  i n  - 

compat ib i l idades  du ran t e  a  cons t rução  de h o r á r i o s  r e a i s .  Não obs - 

t a n t e .  e  de acordo com o  e s p í r i t o  da abordagem de GOTLIEB e  CSI - 

MA pode r i a  s e r  d e s e j á v e l  desenvolver  um algor i tmo que pudesse 

l o c a l i z a r  e  e l i m i n a r  as  d i s p o n i b i l i d a d e s  que não podem v i r  a  

p e r t e n c e r  a  uma so lução .  E n t r e t a n t o ,  como t a l  a lgor i tmo deve r i a  

l o c a l i z a r  cade i a s  redundantes e  e l i m i n a r  todas  a s  d i s p o n i b i l i d a  - 

des ímpares que precedem o  pr imei ro  ponto de ramif icação  de ca - 

da c a d e i a ,  t a l  a lgor i tmo provavelmente s e r i a  i n e f i c i e n t e " .  



I  . 5  . - UMA APLI CAÇÃO DO ALGORITMO DE BACKTRACK 

A desc r i ção  de t a lhada  do a lgor i tmo de b a c k t r a c k  é ap re  - 

sen t ada  na seção  11.6 po is  e s t e  f o i  o  método por nós adotado no 

p r e s e n t e  t r a b a l h o .  

A u t i l i z a ç ã o  p i o n e i r a  do a lgor i tmo de back t r ack  pa ra  a  

cons t rução  de h o r á r i o s  de a u l a  de e s c o l a s  f o i  empreendido por  

JOHNSTON e  WOLFENDEN ( 2 7 )  e  ap re sen t ada  no Congresso da IFIP de 

1968. Neste a r t i g o  os au to re s  apresentam os documentos usados 

pa ra  a  e s p e c i f i c a ç ã o  dos dados e  descrevem brevemente o  a l g o r i t  - 

mo implementado . Em l i n h a s  g e r a i s  e s t e s  documentos descrevem os  

p a r t i c i p a n t e s  de cada a u l a ,  sua  duração e  indicam quantas  vezes 

cada uma d e s t a s  a u l a s  deve s e r  r e a l i z a d a  por semana; informam a  

d i s p o n i b i l i d a d e  de cada p a r t i c i p a n t e  ( p r o f e s s o r ,  c l a s s e ,  s a l a ,  

equipamento e s p e c i a l )  e  os h o r á r i o s  p r e f i x a d o s .  

O programa 6 baseado num a lgor i tmo de back t r ack  onde 

cada so lução  p a r c i a l  é e s t e n d i d a  mediante a  e sco lha  de um h o r á  - 

r i o  p a r a  a  r e a l i z a ç ã o  de uma a u l a ,  com duração de um ou mais pe - 

r í odos  consecu t ivos .  I n i c i a lmen te  vão sendo se l ec ionadas  e  i n  - 

corporadas  ao h o r á r i o  as au l a s  com h o r á r i o s  p r e f ixados  e  aque - 

l a s  que ,  em consequência das e sco lhas  a n t e r i o r e s ,  f i cam com ape 

nas  uma a l t e r n a t i v a ,  i s t o  é ,  são fo rçadas  a  u s a r  c e r t o s  horá -  

r i o s .  As au la s  de maior duração tem p recedênc i a .  F ina lmente ,  

sempre que h á  alguma l i b e r d a d e  de e s c o l h a .  a v a l i a - s e  p a r a  cada 

a u l a  o  v a l o r  de 



onde m é o  número t o t a l  de i t e n s  (p ro fe s so ree  e  c l a s s e s )  envol - 

vidos  e  s é o  número de a l t e r n a t i v a s  que o  j-ésimo i t e m  poz j  
s u i  em cada um dos per íodos  a inda  d i s p o n f v e i s  p a r a  e s t a  au l a .  

A próxima a u l a  a  s e r  s e l e c i o n a d a  p a r a  a  a t r i b u i ç ã o  de um h o r á  

r i o  t e n t a t i v o  é aque la  que tem o  menor v a l o r  de X .  

I .  6 . O PROBLEMA DE H O M R I O  E COLORACÃO DE GRAFOS 

A co loração  de g ra fos  tem s i d o  c i t a d a  f requentemente  

no con tex to  do problema de h o r á r i o .  Tanto a  co loração  de v é r t i  - 

v e s ,  como a de a r e s t a s  tem s i d o  usada.  

Vejamos a  abordagem por co loração  de v é r t i c e s .  Dado 

um problema de h o r á r i o ,  c o n t r ó i - s e  um g r a f o  G(V,E) . Cada v é r t i  - 

ce v e  V corresponde a  um avento  ( a u l a ,  exame) e  v i c e - v e r s a .  O 

conjunto  E de a r e s t a s  con te r á  o  p a r  ( v , v ' )  s e  e  somente s e  os  

eventos  correspondentes  aos v é r t i c e s  v  e  v '  t ive rem em comum 

algum p a r t i c i p a n t e .  Uma so lução  do problema de h o r á r i o  pode 

s e r  o b t i d a  a  p a r t i r  de uma k-co loração  de G, i n t e r p r e t a n d o  ca  - 

da co r  como um pe r íodo  d i f e r e n t e .  Frequentemente a  so lução  de - 

s e  j  ada deve i n c o r p o r a r  h o r á r i o s  p r e f ixados  p a r a  a lguns  eventos  

e  r e s p e i t a r  r e s t r i ç õ e s  na  d i s p o n i b i l i d a d e  dos p a r t i c i p a n t e s .  Em 

termos de co loração  de v é r t i c e s ,  os h o r á r i o s  p r e f ixados  c o r r e s  

pondem a  cores  p r e e s t a b e l e c i d a s  p a r a  c e r t o s  v é r t i c e s ,  enquanto 

r e s t r i ç õ e s  à d i s p o n i b i l i d a d e  dos p a r t i c i p a n t e s  implicam n a  r e s  - 

t r i ç ã o  das cores  que podem s e r  usadas p a r a  os v é r t i c e s  c o r r e s  - 

pondentes . NEUFELD e  TARTAR (35) ana l i sam teor icamente  e s  t e  
- 

problema com h o r á r i o s  p r e f ixados  e  r e s t r i ç õ e s  a  d i s p o n i b i l i d a  - 

de dos p a r t i c i p a n t e s  e  mostram como c o n s t r u i r  um g r a f o  G sem 



t a i s  condic ionamentos ,  e q u i v a l e n t e  ao g ra fo  ass im condicionado.  

Em 1968,  WELSH e  POWELL (45) examinaram a  cons t rução  

de h o r á r i o s  de exames por  co loração  de v é r t i c e s .  Estabeleceram 

uma c o t a  s u p e r i o r  p a r a  o  número cromático de um g r a f o  e  apre  - 

sen ta ram um a lgor i tmo h e u r í s t i c o  que r e s p e i t a  e s t a  c o t a  supe- 

r i o r .  E n t r e t a n t o ,  a l e r t a m  p a r a  o  f a t o  de que a  d i f e r e n ç a  :entre 

e s t a  c o t a  s u p e r i o r  e  o  número cromát ico pode t o r n a r - s e  a r b i t r a  - 

r iamente  grande pa ra  c e r t o s  g r a f o s  . É i n t e r e s s a n t e  comparar e s  - 

t e  r e s u l t a d o  como o  o b t i d o  por GAREY e  JOHNSON (17) em 1976,  

apresen tado  n a  senção 11 .8 .  

A co loração  de a r e s t a s  também tem s i d o  usada.  Um t r a  - 

ba lho  n e s t a  l i n h a  é o  de MCDIARMID (34) . 

I .  7 .  A PROGRAMACÃO LINEAR E O PROBLEMA DE HORARIO 

O a r t i g o  de AKKOYUNLU ( 2 )  descreve um modelo matemáti - 

co p a r a  a  a locação de turmas de um departamento de uma un iver  - 

s i d a d e  e  a p r e s e n t a  um a lgor i tmo p a r a  obtenção de uma so lução  

globalmente ó t ima ,  mediante a  a s soc i ação  de um c u s t o  a  cada ca - 

r a c t e r i s t i c a  e x i b i d a  pe lo  h o r á r i o .  O s  cu s to s  podem s e r  i n f i n i -  

tos  (quando s e  tornam r e s t r i ç õ e s ) ,  bem como p o s i t i v o s  ou nega - 

t i v o s  (pa ra  c a r a c t e r í s t i c a s  i n d e s e j á v e i s  e  d e s e j á v e i s  , r e spec -  

t i vamen te ) .  O modelo é suficientemente poderoso p a r a  a t e n d e r  t o  - 

das a s  e x i g ê n c i a  u s u a i s .  E n t r e t a n t o ,  admite-se que não há l i m i  - 

t ação  p a r a  o  número t o t a l  de s a l a s  de a u l a s  d i s p o n í v e i s  ; em 

compensação, o  problema mais s imples  e  mais conc re to ,  de compe - 

t i ç ã o  de v á r i a s  turmas p o r  r ecu r sos  e s p e c i a i s  como um l a b o r a t ó  - 

r i o ,  pode s e  incorporado f ac i lmen te  no modelo. 



O a lgor i tmo c o n s i s t e  em r e d u z i r  o  problema dado de ho - 

r á r i o  ao que em e s s ê n c i a  é um problema de programação l i n e a r  

que é en tão  r e s o l v i d o  p a r a  p roduz i r  um h o r á r i o  de c u s t o  g loba l  

mínimo mediante um procedimento Simplex adaptado.  

A u t i l i z a ç ã o  d e s t e  método ev idenc iou  algumas d i f  i c u l  - 

dades da abordagem p o r  programação martemática. Em p r i m e i r o  l u  - 

g a r ,  s ão  escassos  os p r i n c í p i o s  que or ien tam a  a t r i b u i ç ã o  de 

c u s t o s  a  cada uma das c a r a c t e r í s t i c a s  que podem s e r  l evadas  em 

conta  pe lo  modelo. Mais a i n d a ,  é extremamente d i f í c i l  a q u i l a  - 

t a r  a  impor tânc ia  r e l a t i v a  das c a r a c t e r i s t i c a s  de t i p o s  d i v e r  - 

s o s ,  pa ra  e f e i t o  de a t r i b u i ç ã o  de c u s t o s .  E s t a  d i f i c u l d a d e  de 

f i x a r  os cus to s  é b a s t a n t e  i n q u i e t a n t e  po i s  uma l i g e i r a  p e r t u r  

bação dos s eus  v a l o r e s  pode r e s u l t a r  num h o r a r i o  d ra s t i camen te  

d i f e r e n t e .  Uma segunda d i f i c u l d a d e  r e s i d e  no f a t o  de que a  s o  - 

lução  Ótima pode p e n a l i z a r  i n ju s t amen te  algum p r o f e s s o r  ou a1 - 

guma turma e  às suas  c u s t a s  o b t e r  um Ótimo g l o b a l .  Como podem 

e x i s t i r  so luções  próximas da Ótima, mais e q u i t a t i v a s ,  o  p rogra  - 

ma implementado imprime também algumas poucas d e s t a s  s o l u ç õ e s .  



CApfTULO I1 - A NATUREZA DO PROBLEMA DE HORARIO - - 

E DO ALGORITMO DE BACKTRACK - 

No c a p í t u l o  I apresentamos  algumas das abordagens  u s a  - 

d a s  n a  p r á t i c a  p a r a  s o l u ç ã o  do problema d e  h o r á r i o .  Agora i n  - 

traduzimos o s  p r i n c i p a i s  c o n c e i t o s  que permitem c a r a c t e r i z a r  a 

n a t u r e z a  do problema de h o r á r i o  do pon to  de v i s t a  t e ó r i c o  e 

que proporc ionam um c o n t e x t o  p a r a  d e s c r i ç ã o  do a l g o r i t m o  de 

b a c k t r a c k ,  e s c o l h i d o  p a r a  a implementação de um programa protÓ - 

t i p o  p a r a  c o n s t r u ç ã o  de h o r á r i o s  de a u l a .  

E s t e  c a p i t u l o  pode s e r  d i v i d i d o  em t r ê s  p a r t e s .  A p r i  - 

m e i r a ,  s e ç õ e s  1 1 . 2  a 1 1 . 4 ,  t r a t a  dos problemas em g e r a l ,  com - 

p l e x i d a d e  de  a l g o r i t m o  e problemas NP-completo. A segunda  p a r  

t e ,  s e ç ã o  1 1 . 5 ,  a p r e s e n t a  o p r i n c i p a l  r e s u l t a d o  t e ó r i c o  conhe - 

tido s o b r e  o problema de h o r á r i o :  é um problema NP-completo. A 

t e r c e i r a  p a r t e ,  s e ç õ e s  11 .6  a 1 1 . 8 ,  resume os d o i s  t emas :  p r g  

blemas NP-completo e a l g o r i t m o s ,  desc recendo  duas das v á r i a s  

t é c n i c a s  de  abordagem dos problemas NP-completo : a l g o r i t m o  de  

b a c k t r a c k ,  s e ç ã o  1 1 . 6 ,  e a l g o r i t m o s  de aproximação,  s e ç ã o  1 1 . 7 .  

F i n a l m e n t e ,  em 11 .8  apresentamos  um r e s u l t a d o  s o b r e  e x i s t ê n c i a  

de a l g o r i t m o s  de  aproximação p a r a  o problema de c o l o r a ç ã o  de 

g r a f o s ,  c u j a  e s t r u t u r a  é b a s t a n t e  semelhan te  à do problema de 

h o r á r i o .  

Completamos e s t a  i n t r o d u ç ã o  com um b r e v e  comentár io  de 

ordem g e r a l  s o b r e  c o m p u t a b i l i d a d e ,  complexidade e d i f i c u l d a d e  

i n t r í n s e c a  dos problemas .  



A t e o r i a  da computabil idade exprime o  conce i to  i n t u i -  

t i v o  de procedimento computacional por  meio de modelos matemá- 

t i c o s  da  computação e ,  com base  n e s t e s  modelos p rocura  e s t a b e  - 

l e c e r  o  que pode e  o  que não pode s e r  f e i t o  por meio de a lgo  - 

r i tmos .  Visa d e s c o b r i r  as  l i m i t a ç õ e s  ú l t i m a s ,  a b s o l u t a s , i n t r í n  - 

s e c a s  n a t u r e z a  da computação. 

A t e o r i a  da complexidade t r a t a  dos aspec tos  q u a n t i t a -  

t i v o s ,  em termos de consumo dos r ecu r sos  computacionais .  Es tu  - 

da ,  por  meio de uma t e o r i a  g e r a l ,  a s  p ropr iedades  que devem ser 

s a t i s f e i t a s  por qualquer  p o s s í v e l  medida da  d i f i c u l d a d e , o u  - com 

p lex idade  de problemas e  a lgo r i tmos .  A ques tão  impor t an t e ,  e  - 

onde e s t á  o  d e s a f i o  maior ,  r e s i d e  em de te rminar  p a r a  cada p r g  

blema e  quan t idade  mínima de r ecu r sos  computacionais  que são  

n e c e s s á r i o s  p a r a  sua  s o l u ç ã o ,  por  qualquer  a lgor i tmo e x i s t e n t e  

ou que venha a  s e r  p ropos to .  Es t a  quan t idade  mínima de r e c u r -  

s o s  c o n s t i t u i  um l i m i t e  i n f e r i o r  da d i f i c u l d a d e  i n t r í n s e c a , i n e  - 

r e n t e  ao problema. 

Por s u a  v e z ,  a  a n á l i s e  dos a l g o r i t m o s ,  ao exp r imi r  o  

consumo de r e c u r s o s  computacionais  por meio d e s t a s  medidas ,per  - 

mite  c l a s s i f i c a r  os a lgor i tmos  segundo a  sua  complexidade, com - 

e  v e r i f i c a r  as  p o s s i b i l i d a d e s  do s e u  aperfe içoamento.  

Ainda não foram e s t a b e l e c i d o s  os l i m i t e s  i n f e r i o r e s  
4 

da complexidade de muitos problemas de grande impor tânc ia  p r a  

t i c a .  Assim, ado ta -se  p rov isor iamente  como ind i cado r  d e s t a  d i  

f i c u l d a d e  a  complexidade dos melhores a lgor i tmos  conhecidos pa - 

r a  r e s o l v ê - l o s .  Desta  forma, a  t e o r i a  da complexidade computa - 

c i o n a l  proporciona um melhor conhecimento da n a t u r e z a  dos p r g  

blemas , ao p e r m i t i r  c l a s s i f i c á - l o s  segundo a  s u a  d i f i c u l d a d e  

i n t r í n s e c a ,  demonstrada ou presumida. 



Quanto p o s s i b i l i d a d e  de so lução  a l g o r i t m i c a  o s  p r g  

blemas s ão  d e c i d í v e i s  o u  i n d e c i d l v e i s .  0 s  d e c i d l v e i s ,  em o r  - 

dem dec re scen t e  de d i f i c u l d a d e  i n t r í n s e c a  são c l a s s i f i c a d o s  em: 

problemas que provadamente exigem tempo pe lo  menos exponenc ia l ,  

N P - d i f í c i l ,  NP-completo e  po l inomia i s .  

O problema de h o r á r i o  de au l a s  na  sua  forma mais i n  - 

t e r e s s a n t e  do ponto de v i s t a  p r á t i c o  6 NP-completo, embora em 

c e r t o s  casos  p a r t i c u l a r e s  f a v o r á v e i s ,  s e j a  po l inomia l .  

1 1 . 2 .  PROBLEMAS E LINGUAGENS FORMAIS 

Visando t o r n a r  mais c l a r a  a  apresen tação  d e s t e  t r a b a  - 

l h o ,  descrevemos informalmente a lguns  termos r e l ac ionados  com 

problemas a lgo r i tmicos  . 
Um - problema a l g o r i t m i c o  é uma ques tão  g e r a l  a  s e r  r e s  

pondida,  denominada -- o b j e t i v o  do problema, possuindo d i v e r s o s  

parâmetros cu jos  v a l o r e s  s ã o  deixados em a b e r t o .  Geralmente es  - - 

t e s  parâmetros  são e s t r u t u r a d  a b s t r a t a s  t a i s  como m a t r i z e s ,  g r a  - 

f o s ,  c o n j u n t o s ,  funções ,  l inguagens  e  e t c .  Define-se um p rob le  - 

ma fornecendo ( i )  uma d e s c r i ç ã o  g e r a l  dos s eus  parâmetros  e  

( i i )  a  e s p e c i f i c a ç ã o  das p ropr iedades  que a  r e s p o s t a  ou -- s o l u -  

ção deve e x i b i r .  Obtem-se uma' i n s t â n c i a  do problema a t r i b u i n d o  -- - 

v a l o r e s  a  todos  os  parâmetros  do problema; e s t e s  v a l o r e s  cons - 

t i t u e m  dos -- dados do problema. Assim, um problema é o  conjun to  

de todas  as  suas  i n s t â n c i a s .  

Para  cada problema a lgo r i tmico  P  d e f i n e - s e  uma função 

que a s s o c i a  a  cada i n s t â n c i a  I de P o  s e u  - tamanho, gera lmente  

expresso por  um i n t e i r o .  E s t a  função não 6 Única e  s u a  e sco lha  



é d i t a d a  por considerações  t e ó r i c a s  e  p r á t i c a s  re lac ionadas  com 

a  d iscussão  do problema considerado. 

É conveniente d e s t a c a r  t r ê s  c l a s s e s  de problemas a lgo  - 

r i tmicos  : problemas de o t imização ,  de loca l i zação  e  de dec isão .  

Um problema de otimização P é um problema de - minimiza- 

ção ou de maximização. Consis te  de um conjunto D de i n s t â n c i a s .  - 
Cada i n s t â n c i a  I  D é c o n s t i t u i d a  por um par  (S ,m) onde S  é um 

d 

conjunto de --- soluções  v i á v e i s  para  a  i n s t â n c i a  I  enquanto m e  

uma função que a s soc ia  a  cada I  E D e  a  cada solução v i  áve 1 

s e S um número p o s i t i v o  chamado va lo r  d e s t a  solução.  Se P é um 

problema de minimização (maximização) então uma - solução Ótima 

da i n s t â n c i a  I D é uma solução v iáve l  s *  s t a l  que, pa ra  t o  - 

O o b j e t i v o  de um problema de otimização é o b t e r  uma solução ó t i  - 

ma, caso e x i s t a .  

Um - problema de loca l i zação  tem por o b j e t i v o  encon t ra r  

uma e s t r u t u r a  de c e r t o  t i p o  e  que s a t i s f a ç a  um dado conjunto de 

propriedades.  O o b j e t i v o  de um problema de decisão é d e c i d i r  s e  

a  r e spos ta  é SIM ou NÃO a  uma questão r e f e r e n t e  a  alguma e s t r u -  

t u r a  a b s t r a t a  dada. 

O s  problemas de decisão s ã o ,  em g e r a l ,  mais s imples  do 

que os problemas associados de loca l i zação  e  de ot imização.  A s  - 

s im,  alguma prova da sua eventua l  i n t r a t a b i l i d a d e  pode s e r  e s  - 

t endida  ao correspondente problema de loca l i zação  ou de o t imiza  - 

ção . 
A t e o r i a  formal da complexidade dos problemas f o i  de - 

senvolvida em termos de l inguagens formais ,  com as qua i s  teve  



origem. Embora um t a n t o  a r t i f i c i a l ,  i s t o  f o i  f e i t o  ass im por  

duas r azões .  A p r i m e i r a ,  porque s i m p l i f i c a  a  no tação .  A segun - 

da r azão ,  é porque permite  t r a t a r ,  por  meio de um modelo comum, 

problemas or iundos de d i s c i p l i n a s  d ive r sa s  t a i s  como t e o r i a  dos 

números, banco de dados , grafos  , ot imização combinatór ia ,  e t c .  
4 

Assim, o  t r a t amen to  i n t u i t i v o  da complexidade dos problemas e  

desenvolvido em termos de problemas 'de dec i são ,  enquanto o  t r a  

tamento r i g o r o s o  r e a l i z a - s e  por meio de l inguagens  fo rma i s .  F i  - 

nalmente,  a  t r a n s i ç ã o  e n t r e  e s t a s  duas formulações,  quando ne - 

c e s s á r i a ,  é f e i t a  adotando um esquema de cod i f i cação  adequado 

que permi te  a p r e s e n t a r  o  problema de dec i são  como um problema 

de reconhecimento de uma linguagem. 

Concluindo e s t a  b reve  r ev i são  de te rminolog ia  mencio - 

naremos apenas que um t ra tamento  de ta lhado  des t e s  a spec tos  e  

da complexidade de problemas a lgo r i tmicos  é apresentado por  GA - 

REY e  JOHNSON (18) e  HOPCROFT e ULLMAN ( 2 5 ) ,  e n t r e  o u t r o s .  Uma 

abordagem r i g o r o s a  e  p i o n e i r a ,  po i s  baseada apenas em proble -  

mas de d e c i s ã o ,  f o i  desenvolvida por  SZWARCFITER (43) . 



11.3.  A - COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS 

A t e o r i a  da complexidade computacional t r a t a  dos aspec  - 

t o s  q u a n t i t a t i v o s  da so lução  de problemas a l g o r i t m i c o s .  Em ge - 

r a l  ex i s tem v á r i o s  a lgor i tmos  pa ra  a  so lução  de um dado p rob le  - 

ma. A cada um d e s t e s  a lgor i tmos  podem s e r  a s soc i adas  c e r t a s  me - 

didas  da s u a  e f i c i ê n c i a  de u t i l i z a ç ã o  dos r ecu r sos  computacio - 

n a i s .  Aval ia-se  e s t a  e f i c i ê n c i a  exprimindo a  medida de cada uma 

das grandezas consideradas  como s i g n i f i c a t i v a s  , como uma função 

do tamanho da e n t r a d a .  Algumas das grandezas mais importantes  

são  o  número de passos executados pe lo  a lgo r i tmo ,  o  espaço de 

memória usado e ,  pa ra  a lgor i tmos  implementados em hardware,  o  

tamanho e  a  profundidade dos c i r c u i t o s .  Dentre os  v á r i o s  c r i t é  - 

r i o s  de e f i c i ê n c i a  c i t a d o s  acima, o  mais impor tan te  6 o  tempo 

de processamento,  em função do tamanho da e n t r a d a .  

A obtenção das expressões  a n a l í t i c a s  p a r a  a  e f i c i ê n c i a  

de tempo e  espaço dos a lgor i tmos  envolve t r ê s  a s p e c t o s :  um mode - 

10 matemático da computação, uma medida do tamanho da e n t r a d a  e  

s a í d a  do a lgo r i tmo ,  e  c a r a c t e r í s t i c a s  dos dados em r e l a ç ã o  ao 

a lgor i tmo:  p i o r  ca so ,  caso médio e  melhor caso .  O s  modelos de 

computação mais udados são  a  máquina de Tur ing ,  i n t r o d u z i d a  por 

A .  Tur ing em 1936,  e  o  modelo RAM - "Randon Access Machino" - 

i n t roduz ido  por  COOK e  RECKHOW (9) em 1973. Para  a  a n á l i s e  de 

a lgor i tmos p r e f e r e - s e  o  modelo RAM por  modelar mais naturalmen- 

t e  os computadores d i g i t a i s  e  por i n d u z i r  uma h i e r a r q u i a  de 

c l a s s e s  de complexidade mais f i n a  do que aque la  proporcionada 

p e l a  máquina de Turing . 
A concei tuação mais c l a r a  e  d i d á t i c a  da complexidade 

de tempo dos a lgo r i tmos ,  em re l ação  ao modelo RAM, encont ra -se  



em SZWARCFITER (43) e  s e r á  apresentada ,  em resumo, a  s e g u i r .  

S e j a  P  um programa que implementa um algoritmo a e  s e  - 

j a  E a  sua  e n t r a d a .  

DEFINIÇÃO 11.1 - - Passo de um algori tmo a é a  computação de uma 

ins t rução  do programa P que o  implementa. 

DEFINIÇÃO 1 1 . 2  - Complexidade l o c a l  do algoritmo a é o  número 

t o t a l  de passos necessár ios  pa ra  a computação completa de P,pa - 

r a  uma c e r t a  en t r ada  E .  

DEFINIÇÃO 11 .3  - Complexidade ( l o c a l )  a s s i n t ó t i c a  de um algo-  

ritmo é um l i m i t e  s u p e r i o r  da sua  complexidade l o c a l ,  pa ra  uma 

c e r t a  en t r ada  suf ic ien temente  grande.  

DEFINIÇÃO 1 1 . 4  - Complexidade de p i b r  caso - (ou . simplesmente 

complexidade) de um a lgor i tmo,  é o  v a l o r  máximo dent re  todas - 

as  suas  complexidades a s s i n t ó t i c a s  , para  en t radas  s u f i c i e n t e  - 

mente grandes.  

DEFINIÇÃO 1 1 . 5  - Sejam f (n) e  g(n) funções de i n t e i r o s  em reais; 

escrevemos f ( n )  = O(g(n ) ) ,  o  que s e  l ê  "f(n)  é da ordem de g(n)", 

s e  e x i s t i r e m  cons tan te s  p o s i t i v o s  C e  No t a i s  que f(n) - < C.  g(n) 

para  todo n  > N o .  

A notação apresentada na def in ição  (11.5) 6 usada pa - 

r a  exprimir  a  complexidade de a lgor i tmos .  

A medida que os a lgori tmos para  muitos problemas i m  - 

por t an te s  foram sendo ana l i sados  e  aper fe içoados ,  começaram a  



emergir  c e r t o s  padrões su rp reenden te s .  Em pr imei ro  l u g a r  v e r i  - 

f i cou - se  que a  complexidade de muitos a lgor i tmos  é po l inomia l ,  

i s t o  é ,  l i m i t a d a  super iormente  por um polinÔmio em n ,  onde n  é 

o  tamanho da i n s t â n c i a  do problema. Curiosamente, e s t e s  polinÔ 
3 -- 

2 2 3  mios são  de ba ixo  g r a u v . g .  n ,  n  , n  , n  . Emsegundo l u g a r  

cons ta tou-se  que e x i s t e  uma c l a s s e  c o n s t i t u i d a  por muitos p r g  

blemas de grande impor tânc ia  p r á t i c a  para  os q u a i s  não s e  co- 

nhecem a lgor i tmos  de complexidade pol inomial  , mas que sempre po - 

dem s e r  r e s o l v i d o s  por  a lgor i tmos  exponenciais  i .  e .  a lgor i tmos  

c u j a  complexidade é uma função exponencial  de n .  Assim, o  e s t u  - 

do da complexidade dos a lgor i tmos  acabou por r e v e l a r  a lgo  s o  - 

b r e  a  p r ó p r i a  na tu reza  dos problemas,  permit indo c l a s s  if ica-10s 

em t r a t á v e i s  quando possuem algor i tmos de complexidade po l ino  - 

m i a l ,  e  i n t r a t á v e i s  em caso c o n t r á r i o .  

Neste s e n t i d o ,  o  caso g e r a l  do problema de h o r á r i o  de 

au l a s  é i n t r a t á v e l ,  como exposto  na seção I1 . S .  



1 1 . 4 .  - PROBLEMAS NP-COMPLETO 

A preocupação com a  e f i c i ê n c i a  dos a lgori tmos p r a t i c a  - 

mente acompanha o  desenvolvimento da computação. Como c i t a  

COOK (8) pp. 402, j á  em 1953 Von Neumann destacava a  d i s t i n ç ã o  

e n t r e  a lgori tmos pol inomiais  e  exponenciais .  Segundo GAREY e  

JOHNSON (18) pp.  7, a  na tureza  fundamental d e s t a  d i s t i n ç ã o  em 

face  da na tureza  i n t r í n s e c a  dos problemas, f o i  d i s c u t i d a  p r i  - 

meiramente por A .  Cobham em 1 9 6 4  e  J .  Edmonds em 1965. Edmonds 

f o i  o  pr imeiro a  q u a l i f i c a r  como "bons" os a lgori tmos pol ino  - 

miais  . Esta  é a  ca rac te r i zação  a c e i t a  a tualmente ,  sendo consi-  

derados - e f i c i e n t e s  os a lgori tmos pol inomia is .  

Ao longo dos anos f o i  poss íve l  i r  construindo a l g o r i t  - 

mos cada vez mais e f i c i e n t e s  para  muitos problemas. Uma exce 

l e n t e  i l u s t r a ç ã o  des t e  f a t o  é apresentada por TARJAN (44) pp.  

475-483 onde mostra a  evolução dos a lgori tmos e  das suas  com- 

plexidades para  dez problemas importantes  na p r á t i c a .  Apenas 

como exemplo, citamos o  algoritmo de - planar idade .  - Se baseado 

6 di re tamente  no teorema de Kuratowski, t e r i a  complexidade O(n ) ; 

em 1963 f o i  proposto um algori tmo que,  implementado em 1 9 6 9  

3  apresentava um desempenho de O (n  ) . Usando e s t r u t u r a s  de da- 

dos mais adequadas, em 1 9 7 2  f o i  ob t ido  um algoritmo O(n l o g  n) 

o  qual deu l u g a r  a  um algoritmo O(n) em 1974. 

O exemplo acima é uma amostra do sucesso o b t i d o  na 

construção de a lgori tmos e f i c i e n t e s .  E n t r e t a n t o ,  há  uma grande 

quantidade de problemas, também de extrema importância  p r á t i c a ,  

para  os qua is  a inda não s e  conseguiu c o n s t r u i r  a lgor i tmos p o l i  - 

nomiais,  nem tampouco provar  que t a i s  a lgori tmos ' não possam 

e x i s t i r .  0s melhores algoritmos conhecidos p a r a  e s t e s  proble  - 



mas são  - exponenc ia i s  . A consequência pos i t i v a  d e s t e  apa ren t e  

f r a c a s s o  f o i  a  i d e n t i f i c a ç ã o  de uma nova c l a s s e  de problemas,  

denominada NP e  o  reconhecimento da sua  maior d i f i c u l d a d e  i n  - 

t r í n s e c a .  A c a r a c t e r i s t i c a  fundamental d e s t a  c l a s s e  é a  p o s s i  - 

b i l i d a d e  de v e r i f i c a r ,  por  um a lgor i tmo - po l inomia l ,  s e  uma s o  - 

lução  p ropos t a  realmente  s a t i s f a z  a s  condições que são e x i g i  - 

das p a r a  q u a l i f i c a r - s e  como uma solução da i n s t â n c i a  dada do 

problema - i s t o  c o n s t i t u i  o  "passo de reconhecimento" r e f e r i  - 

do na  d e f i n i ç ã o  (11.7) . 
A s  d e f i n i ç õ e s  ap re sen t adas  a  s e g u i r ,  e  que conduzem 

- 
a  d e f i n i ç ã o  da c l a s s e  NP-completo, também são  baseadas  em 

SZWARCFITER (43 ) .  

DEFINIÇÃO 11.6 - A c l a s s e  P  é c o n s t i t u i d a  pe lo s  problemas de 

dec i são  que admitem a lgo r i tmo  po l inomia l  p a r a  a  s u a  so lução .  

DEFINIÇÃO 1 1 . 7  - A - c l a s s e  NP é c o n s t i t u i d a  por  todos os  p r g  

blemas de dec i são  t a i s  que e x i s t e  uma j u s t i f i c a t i v a  2 respos  - 

t a  SIM cu jo  passo de reconhecimento pode s e r  r e a l i z a d o  por um 

a lgor i tmo po l inomia l  no tamanho da e n t r a d a  do problema cons i -  

derado.  

A r e l a ç ã o  e n t r e  a s  c l a s s e s  P  e  NP 6 um t ó p i c o  e x t r e -  

mamente impor tan te  em Ciênc ia  da Computação. Sabe-se que 

P g2 NP. E n t r e t a n t o ,  é um problema em a b e r t o  s e  P = NP.  Todas 

as  ev idênc i a s  sugerem que P # NP. Um argumento a  f avo r  d e s t a  

c o n j e c t u r a  6 que a  c l a s s e  NP inco rpo ra  um grande número de 

problemas pa ra  os  q u a i s  inúmeros pesquisadores  j á desenvolve - 

ram e s f o r ç o s  p a r a  o o n s t r u i r  a lgor i tmos e f i c i e n t e s .  E n t r e t a n t o ,  



não s e  conseguiu c o n s t r u i r  a lgor i tmos  po l inomia i s  p a r a  qua l  - 

quer  um d e s t e s  problemas.  

S e j a  P(D,Q) um problema de decisão onde D r e p r e s e n t a  

o conjunto  de t odas  as  i n s t â n c i a s  de P ,  e Q é a ques tão  c o r r e s  - 

pondente . 

DEFINIÇÃO 11.8  - Uma t ransformação pol inomial  de um problema de 

dec i são  P1 (D1 ,Ql) no problema P2 (D2 ,Q2) é uma função f :D1 -+ D2 

t a l  que: 

i )  f  pode s e r  computada por um a lgor i tmo pol inomial  

i i )  pa ra  toda i n s t â n c i a  I E D1 do problema P1 tem-se que P1 

pos su i  r e s p o s t a  SIM, s e  e somente s e  P2 também possu i  r e s  - 

pos t a  SIM p a r a  a i n s t â n c i a  f ( I )  . 

DEFINIÇÃO 11.9  - Um problema de dec i são  P é denominado NP-com- 

l e t o  quando a s  s e g u i n t e s  condições forem ambas s a t i s f e i t a s  E- 

i )  P e NP 

i i )  todo problema de dec i são  P' c NP pode s e r  t ransformado pg 

1 inomialmente nQ problema P . 

A condição ( i i )  da d e f i n i ç ã o  (11.9) imp l i ca  que ,  s e  um p rob le  - 

ma NP-completo P pode s e r  r e s o l v i d o  em tempo po l inomia l ,  en t ão  

todo problema de NP Admite também um a lgor i tmo po l inomia l .  A -- 

classe NP-completo corresponde aos problemas de maior d i f i c u l d a  - 

de den t r e  o s  p e r t e n c e n t e s  a NP. 

Caso somente a condição ( i i )  da def inção  (11.9) s e j a  

cons iderada ,  não importando s e  ( i )  6 s a t i s f e i t o  ou não ,  o p r g  

blema é denominado - N P - d i f í c i l  . Consequentemente , a d i f i c u l d a d e  

i n t r í n s e c a  de um problema N P - d i f í c i l  é não menor 40 que a de 

um problema NP-comple to .  



11 .5 .  A COMPLEXIDADE DO PROBLEMA DE HORARIO -- 

Em f i n s  de 1976 foram publ icados  os r e s u l t a d o s  o b t i -  

dos por  EVEN, I T A I  e  SHAMIR (16) sob re  a  complexidade do p r g  

blema de h o r á r i o  de a u l a s .  O s  a u t o r e s  demonstram que o  p rob le  - 

ma de dec i são  c o n s t i t u i d o  peza  versão g e r a l  do problema de ho - 

r á r i o  é NP-completo. 0utross.im mostram que um caso p a r t i c u l a r  

do problema de h o r á r i o  pode s e r  r e s o l v i d o  em tempo po l inomia l .  

Apresentamos a  s e g u i r  s u a  formulação do problema de h o r á r i o  e  

o s  p r c n c i p a i s  r e s u l t a d o s .  

DEFINIÇÃO 1 1 . 1 0  - Sendo dados 

i )  um conjun to  f i n i t o  H de h o r a s  da semana; 

i i )  uma coleção {P1 ,P2 . . . , Pn}, onde Pie_ H ;  ( i s t o  é,  e x i s -  

tem n  p r o f e s s o r e s  e  Pi é o  conjun to  das ho ra s  em que o  

i -és imo p r o f e s s o r  pode l e c i o n a r )  ; 

i i i )  uma co leção  {C1 ,C2 . . . , C 1 ,  onde C .  H ;  ( i s t o  6 ,  e x i s -  m 3 

tem m c l a s s e s  e  C é o  conjun to  das ho ra s  em que a  j - é s i -  
j  

ma c l a s s e  pode t e r  au l a )  ; 

i v )  uma m a t r i z  R de i n t e i r o s  não n e g a t i v o s ,  de m l i n h a s  e  n  
a 

co lunas ;  (o elemento r i j  exprime o  numero de ho ra s  de au - 

l a  que o  i -és imo p r o f e s s o r  deve m i n i s t r a r  p a r a  a  j-ésima 

c l a s s e ) .  

O problema de h o r á r i o  c o n s i s t e  em d e c i d i r  s e  e x i s t e  uma - função 

h o r á r i o  

(onde f ( i , j  ,h)  = 1 s e  e  somente s e  o  p r o f e s s o r  i l e c i o n a  pa ra  

a  c l a s s e  j  du ran t e  a  h o r a  h) s a t i s f a z e n d o :  



a) f ( i , j , h )  = 1 impl ica  h ã  P i n C  * 

j '  

b)  C f ( i , j , h )  = r -  pa ra  todo 1 - < i - < n e 1 - < j - < m; 
1 , j '  he H 

c)  C f ( i , j , h  - < 1, p a r a  todo 1 - < j  - < m e h C H ;  
i=l 

d) C i ,  h - < 1 ,  p a r a  todo 1 - < i < n e h C H .  
j =i 

Na d e f i n i ç ã o  acima, a condição ( a )  a s segu ra  que a a u  - 

l a  s ó  s e  r e a l i z a  quando o p r o f e s s o r  e a c l a s s e  e s t ã o  dispon?-  

v e i s ;  (b) a s s e g u r a  que o número de a u l a s  min i s t r adas  p e l o  p ro-  

f e s s o r  i pa ra  a c l a s s e  j  tem o v a l o r  e s t i p u l a d o  por r i ,  ; (C)  

assegura  que cada c l a s s e  encon t r a  um s ó  p r o f e s s o r  em cada a u l a  

e (d)  impõe que em cada hora  cada p r o f e s s o r  l e c i o n a  p a r a  não 

mais do que uma c l a s s e .  

TEOREMA 11.1 - É NP-completo o problema de h o r á r i o  da d e f i n i -  

ção ( I 1  -10) . 

A demonstração f o i  r e a l i z a d a  por EVEN e t . a l .  (16) me - 

d i a n t e  a t ransformação de uma versão  mais s imples  do problema 

acima num problema de 3-SATISFABILIDADE, que f o i  demonstrado 

s e r  NP-completo por  S .  Cook em 1971. 

DEFINIÇAO I1 .ll - Um problema de h o r á r i o  é - sem r e s t r i ç õ e s  de 

h o r á r i o  s e  p a r a  todo  1 - < i - < n e 1 - < j  - < m, Pi = C = H ;  é d i  
j  - 

t o  - aparentemente v i á v e l  s e  nem os p r o f e s s o r e s  nem a s  c l a s s e s  es - 

t ã o  sobrecar regadas  , i s t o  é,  



m 
i) p a r a  todo 1 < i < n  , - - C r i j  - < I H I  

h  =l 

n  
i i )  pa ra  todo 1 - < j  < m , C r - i j  - < I H I  

i =l 

Neste mesmo a r t i g o ,  EVEN e t  . a1  . (16) mostram que a  ve r  - 

são  p a r t i c u l a r  do problema de h o r á r i o ,  e s p e c i f i c a d a  na d e f i n i  - 

ção ( I I . 1 1 ) ,  sempre tem so lução  e  e s t a  so lução  sempre pode s e r  

o b t i d a  por  um a lgor i tmo de a s soc i ação  em g ra fos  b i p a r t i t e s  ,que 

é po l inomia l .  

I I .  6 .  - O ALGORITMO DE BACKTRACK 

Na f a l t a  de um processo  melhor,  i n s t â n c i a s  de tamanho 

r azoáve l  de c e r t o s  problemas combinatór ios  podem s e r  r e s o l v i -  

das por um processo  e q u i v a l e n t e  a  uma busca  e x a u s t i v a  de todas  

a s  p o s s i b i l i d a d e s ,  porém organ izada  de modo a  s e r  bem mais e f i  - 

c i n t e  do que o  exame e x a u s t i v o .  E s t a  busca  pode s e r  e s t r u t u r a  - 

da sob a  forma de uma á rvore  que é p e r c o r r i d a  em profundidade 

e  f o i  chamada de - back t r ack  por D . H .  LEHMER na década de 50.  I n i  - 

c ia lmente  descrevemos o  método e  em seguida  apresentamos alguns 

f a t o s  s o b r e  o  desempenho d e s t e s  a lgor i tmos  . 

11 .6  . l .  - DESCRIÇÃO 

Para  a p l i c a r  o  método de b a c k t r a c k ,  é p r e c i s o  formu- 

l a r  o  problema de modo que a s  so luções  procuradas  possam s e r  



expressas  por n - tup la s  (xl ,  . . . , xn) onde cada xi é se l ec iona -  

do de um conjunto f i n i t o  Xi e  d e f i n i r  uma função 

t a l  que fn (x l ,  .. ., xn) = VERDADEIRO s e  e somente s e  (xl ,..., xn) 

é uma solução da i n s t â n c i a  dada do problema. 

Se j a  mi a  c a r d i n a l  idade de Xi . Existem m = m l  9. . . . mn 

n- tup las  , das qua i s  em g e r a l  apenas umas poucas s a t i s f a z e m  f n .  

A abordagem por f o r ç a  b r u t a  c o n s i s t i r i a  em formar todas  e s t a s  

n - tup la s  e  i r  t e s t ando  e  separando como soluções aquelas  que 

s a t i s f a z e m  f n .  O a lgor i tmo de backt rack  propõe-se chegar ao 

mesmo r e s u l t a d o  porém gastando substancialmente  menos e s f o r ç o .  

A i d é i a  b á s i c a  é i r  cons t ru indo  a  n - tup la  componente 

a  componente e  d e f i n i r  funções f k ( x l ,  . . . , xk) , O - < k  - < n ,  pa  

r a  descobr i r  s e  a  k - t u p l a  cons t ru ida  a t é  e s t e  ponto,  chamada 

solução p a r c i a l ,  é t a l  que não pode s e r  es tendida  para  formar - -- 

uma n- tupla  que s a t i s f a z  f n .  I s t o  é,  procura-se i d e n t i f i c a r  e  

r e j e i t a r ,  o  quanto a n t e s ,  as  - não soluções  encontradas enquanto 

s e  busca as  so luções .  A grande v i r t u d e  des t e  processo r e s i d e  

no s e g u i n t e :  s e  f o r  poss íve l  assegurar  que a  solução p a r c i a l  

(x l ,  . . . , xk) é t a l  que (x l ,  . . . , Xk, X k + l '  . . . ,  x,) nunca pg 

derá  v i r  a  s e r  uma so lução ,  para  quaisquer va lo res  de 

X k + l  ' . . . , xn então podem s e r  exc lu idas  as m k,l . ... . m n  

n- tuplas  que tem xl , . . . , xk como os k  pr imeiros  componentes, 

sem sequer  s e  dar  ao t r aba lho  de c o n s t r u i - l a s  a  p a r t i r  de 

X1, . .. , Xk. 

Assim, além de c o n s t r u i r  f n  é prec i so  i n v e n t a r  fun- 

ções in t e rmed iá r i a s  fk (x l ,  ..., x k ) ,  O - < k  < n ,  t a i s  que ,  s e  

f k  (xl ,  . . . , xk) = FALSO então (x l ,  . .  . , xk) certamente não po- 



de s e r  es tendida  para  formas n- tuplas  que sejam soluções da 

i n s t â n c i a  dada do problema. Segundo KNUTH (28) , e s t a s  funções 

in t e rmed iá r i a s  devem s e r  t a i s  que 

para  O k  < n .  I s t o  é,  s e  f k ( x l ,  . . . , xk) = FALSO então ne- 

nhuma solução p a r c i a l  (x l ,  . . . , xk,  xktl ) poderá s a t i s f a z e r  

fk+l e ,  por indução , nenhuma n- t u p l a  (x l ,  . . . , xk , x ~ + ~ ,  . . . , xn) 

poderá s a t i s f a z e r  f n .  

O método de backt rack  funciona assim. Começamos (k=O) 

com a t u p l a  v a z i a  ( ) ,  escolhemos um primeiro elemento de X1 

c-omo v a l o r  de xl e  avaliamos f l ( x l ) .  Se f  (x ) = FALSO então 
1 1  

{xl l  x  X 2  x ... x Xn não contém n - tup la  que s a t i s f a ç a  f n . A s s i m  

escolhemos um segundo elemento de X1 e  avaliamos f l ( x l ) ,  a t é  

que s e j a  encontrado um elemento t a l  que f l  (xl) = VERDADEIRO. Se 

um t a l  elemento não e x i s t e  em X1 então a  i n s t â n c i a  dada do pro - 

blema não tem so lução .  Encontrado um va lor  para  x l ,  os elemen - 

t o s  de X 2  são examinados a t é  ob te r - se  um va lo r  pa ra  x2 t a l  que 

f2(x1,x2)  = VERDADEIRO. Se t a l  elemento f o i  encontrado então 

passamos a  X3 em busca de um elemento que s e r á  o  v a l o r  de x3 

t a l  que f3(x1 ,x2 ,x3)  = VERDADEIRO e  e t c .  E n t r e t a n t o ,  s e  

f k ( x l ,  ..., xk) = VERDADEIRO mas é impossí'vel e sco lhe r  um e l e  - 

mento de Xk+l como v a l o r  de xk +1 que permi t e  estender (xl, . . , xk) 

Para ( ~ 1  7 - . 9 Xk, xk+l) fk+ l  (xl Y 
0 Y Xk, X k + l  ) = VERDADEIRO 

então torna-se  necessá r io  r e g r e d i r  a t é  o  conjunto Xk e  esco- 

l h e r  um novo v a l o r  pa ra  o  k-ésimo componente.Este a t o  de "back - 

t r ack"  deu o nome ao método. E m  segu ida ,  recomeça-se o  exame 

dos elementos de Xk+l, desde o p r ime i ro ,  a t é  encon t ra r  um va - 

l o r  pa ra  x ~ + ~  que permita e s t ende r  a  solução p a r c i a l  com k com - 



ponentes pa ra  uma so lução  p a r c i a l  com ( k + l )  componentes e  t a l  

que fk,l (x l ,  , xk'  xk+l  ) = VERDADEIRO. Cabe obse rva r  que os 

k  pr imei ros  componentes j á  se lec ionados  em g e r a l  r e s t r i ngem a  

um subconjunto de Xk+l a  e sco lha  do v a l o r  de x ~ + ~ .  Muitas ve - 

zes pode s e r  n e c e s s á r i o  r e g r e d i r  v á r i a s  e t apas  a t é  que s e  o b t e  - 

nha uma so lução  p a r c i a l  que novamente possa s e r  e s t e n d i d a .  Por 

f im ,  há  de o c o r r e r  uma d e n t r e  as  duas s i t u a ç õ e s  s e g u i n t e s .  Ou 

não s e  encon t r a  nenhuma n - tup la  que s a t i s f a z  f n ,  após t e r  r e -  

gredido e  experimentado todos os elementos de X1, caso em que 

a  i n s t â n c i a  dada do problema não tem so lução ;  ou en tão  obtem- 

s e  uma ou v á r i a s  s o l u ç õ e s ,  que são  n - tup la s  com as c a r a c t e r í s  - 

t i v a s  d e s e j a d a s ,  i s t o  é ,  t a i s  que fn (x l ,  . . . , xn) = VERDADEIRO. 

Cada B- tup la  (O - < k - < n) gerada no processo de busca 

é denominada e s t a d o  do problema, s a t i s f a ç a  ou não a  função f k .  

O conjunto d e s t a s  k - t u p l a s  c o n s t i t u i  o  chamado espaço de e s t a  - 

dos do problema. Es t e  espaço de e s t ados  pode s e r  v i s t o  como um 

g ra fo  e s t r u t u r a d o  em árvore  en ra i zada  e  r o t u l a d a ,  que é percor  - 

r i d a  em profundidade ( "deph t - f i r s t " )  2 medida que os e s t ados  

vão sendo gerados e  t e s t a d o s  em busca de so luções .  0s v é r t i c e s  

correspondem aos e s t a d o s  e  as a r e s t a s ,  aos va lo re s  e sco lh idos  

p a r a  os componentes das k - tup la s  . A á rvore  assim o b t i d a  é a  cha - 

mada á rvore  de back t r ack  ou árvore  do espaço de e s t a d o s .  Como 

as  so luções  s ão  n - t u p l a s  que s a t i s f a z e m  f n  segue-se  que,  s e  

e x i s t i r e m ,  e s t a s  so luções  e s t a r ã o  no n í v e l  n  da á rvo re .  

Na desc r i ção  acima admitimos que as  so luções  procura  - 

das s ão  t u p l a s  com uma quant idade f i x a  de componentes e  que s a  - 

t i s f a z e m  uma determinada função.  E n t r e t a n t o ,  o  método também 

pode s e r  ap l i cado  a  problemas onde as  so luções  podem s e r  formu - 

l a d a s  como t u p l a s  com quant idade v a r i á v e l  de componentes, como 



i l u s t r a d o  por  HOROWITZ e  SAHNI (26) 5s pp. 327-333. Neste caso,  

a s  so luções  podem s e r  encont radas  em v á r i o s  n í v e i s  da á r v o r e .  

11 .6 .2 .  O DESEMPENHO DOS ALGORITMOS DE BACKTRACK 

I n i c i a l m e n t e  é p r e c i s o  reconhecer  que é exponencia l  a  

complexidade d e t e s  a lgor i tmoç .  E n t r e t a n t o ,  p a r a  c e r t a s  i n s t â n  - 

tias o  a lgor i tmo pode g e r a r  O (n) e s t ados  enquanto pa ra  ou t ro s  

pode v i r  a  g e r a r  quase todos o s  v é r t i v e s  da á r v o r e  do espaço 
L 

de e s t a d o s .  Por o u t r o  l a d o ,  segundo GAREY e  JOHNSON ( 1 8 ) ,  a s  

vezes é p o s s í v e l  r e d u z i r  e s t a  complexidade por uma esoo lha  

mais engenhosa dos o b j e t o s  s o b r e  os q u a i s  s e  f a r á  a  busca .  

A e f i c i ê n c i a  dos a lgor i tmos  de back t r ack  depende muito 

de qua t ro  f a t o r e s :  

- o  tempo n e c e s s á r i o  p a r a  g e r a r  o componente da t u p l a ;  

- a  quan t idade  de elementos em Xk; 

- o  tempo g a s t o  pa ra  a v a l i a r  a s  funções f k  pa ra  cada um dos 8 s  - 

tados  ; 

- a  quant idade de v a l o r e s  x  que são  compati'veis com os va lo-  k  

r e s  previamente  s e l ec ionados  p a r a  x l ,  ..., x ~ - ~ .  

A s  funções f k  são  cons ideradas  boas quando reduzem s u b s t a n c i a l  - 

mente a  quan t idade  de e s t ados  ; o  s e u  p r o j e t o  porém é um compro - 

misso p o i s  a s  mais e f i c a z e s  demandam, em g e r a l ,  mais tempo pa  

r a  s e r  a v a l i a d a s .  Muitas abordagens procuram r e d u z i r  o  tempo 

t o t a l  de processamento mediante a  redução do número de e s t ados  

gerados na busca .  A s  t é c n i c a s  c l á s s i c a s  de o b t e r  e s t a  redução 

são  a  p r e c l u s ã o ,  a  - fusão  de subárvores  e  a  reordenação.  Uma 

desc r i ção  p i o n e i r a  é ap re sen t ada  por  GOLOMB e  BAUMERT ( 1 9 ) .  



A p rec lu são  c o n s i s t e  em i d e n t i f i c a r  no problema c o n s i  - 

derado alguma r e l a ç ã o  e n t r e  o s  componentes das so luções  p a r c i  - 

a i s  que possa  s e r  usada p a r a  impedir  que s eque r  venham a  s e r  

gerados v a l o r e s  p a r a  xk que são  incompat íve i s  com os  v a l o r e s  

j á  s e l ec ionados  pa ra  x l ,  . . . , x ~ - ~ .  A fusão  de subárvores  p r g  

c u r a  i d e n t i f i c a r  s i m e t r i a s  no problema pa ra  r e d u z i r  a  uma f r a  - 

ção o  número de casos  a  examinar,  obtendo-se a s  demais s o l u -  

ções por  s i m e t r i a .  A reordenação é apresen tada  na  l i t e r a t u r a  

como um p r i n c í p i o  g e r a l  de busca  e f i c i e n t e .  A i d é i a  é a  s egu in  - 

t e :  em muitos problemas os  conjuntos  Xi podem s e r  tomados em 

qua lquer  ordem e  ass im é mais e f i c i e n t e  s e l e c i o n a r  o  próximo 

componente da t u p l a  daquele  con jun to  que tem menos e lementos .  

A s e g u i r  resumidos os  r e s u l t a d o s  de duas pesqu i sa s  r e c e n t e s  s o  - 

b r e  e s t e s  temas,  pub l icados  em 1980 e  1 9  83. 

Em 1980 HARALICK e  ELLIOTT (23) publ icaram um exce l en  - 

t e  e s tudo  sob re  algumas t é c n i c a s  de aumentar a  e f i c i ê n c i a  dos 

a lgo r i tmos  de b a c k t r a c k .  O s  a u t o r e s  resumem a  f i l o s o f i a  d e s t e  

t r a b a l h o  em do i s  p r i n c i p i o s :  

- "Remember what you have dowe t o  avo id  r e p e a t i n g  t h e  same 

- "To suceed ,  t r y  f i r s t  where you a r e  most l i k e l y  t o  f a i l l ' .  

Antes de descrever  os s e u s  r e s u l t a d o s  convém a p r e s e n t a r  sua  

t e rmino log ia  p e c u l i a r .  Assim, ex i s tem N - unidades e  a  cada un i  - 

dade corresponde um conjun to  de M p o s s í v e i s  v a l o r e s  ou - r ó t u l o s .  

O problema examinado c o n s i s t e  em a t r i b u i r  um r ó t u l o  a  cada un i  - 

dade de modo a  s a t i s f a z e r  um conjun to  de r e s t r i ç õ e s .  Um conjun - 

t o  R de pares  (un idade ,  r ó t u l o )  s a t i s f a z e n d o  um dado conjunto  

de r e s t r i ç õ e s  é d i t o  - c o n s i s t e n t e ;  d o i s  pa re s  que podem p e r t e n  - 

ter a  R s ão  d i t o s  c o n s i s t e n t e s .  A s  unidades às q u a i s  j á  foram 



a t r i b u i d o s  r ó t u l o s  são  a s  unidades - passadas ,  a  unidade - co r r en -  

t e  é aque la  cu jo  r ó t u l o  e s t á  sendo a t r i b u i d o  e  s ão  f u t u r a s  as 

unidades às q u a i s  a inda  f a l t a  a t r i b u i r  um r ó t u l o .  É u t i l i z a d a  

uma t a b e l a  pa ra  cada n í v e l  da á r v o r e -  de busca ,  que r e g i s t r a  os  

r ó t u l o s  a inda  p o s s í v e i s  pa ra  cada unidade.  Para  i l u s t r a r  o  de - 

senvolvimento do s e u  t r a b a l h o  usam o  problema das N r a inhas  

num t a b u l e i r o  de xadrez .  

Na p r i m e i r a  p a r t e  do t r a b a l h o  discutem c inco  t é c n i c a s  de 

u t i l i z a ç ã o  da t a b e l a  pa ra  me.morizar e  r eco rda r  os r e s u l t a d o s  

dos t e s t e s  de c o n s i s t ê n c i a  que s ão  r e a l i z a d o s  ao longo do p r g  

cesso  de b u s c a ,  p a r a  e v i t a r  repeti ' -10s no f u t u r o .  E s t a s  t é c n i  - 

são  por e l e s  denominadas "look ahead", " p a r t i  a1  look ahead" , 

"forward checking" , "backchecking" e  "backmarking" -- . 
"Look ahead" c o n s i s t e  em as segu ra r  que cada unidade 

f u t u r a  tem p e l o  menos um -k.ótulo compatível  com os r ó t u l o s  das 

unidades passadas  e  c o r r e n t e ,  e  pe lo  menos um r ó t u l o  compatível 

com algum dos r ó t u l o s  p o s s í v e i s  das unidades f u t u r a s .  Como t a l  

procedimento não pode memorizar o s  r e s u l t a d o s  da ma io r i a  dos 

t e s t e s  de c o n s i s t ê n c i a  e n t r e  unidades f u t u r a s  pa ra  u s a r  em e t a  - 

pas subsequentes  de "look ahead", dá-se p r e f e r ê n c i a  as "partia1 

look ahead", que t e s t a  s e l e t i vamen te  a s  unidades f u t u r a s  e n t r e  

s i .  "Forward checking" t e n t a  e v i d e n c i a r  uma i n c o n s i s t ê n c i a  o  
a 

quanto a n t e s ,  t e s t a n d o  s e  e x i s t e  alguma unidade f u t u r a  sem r o  - 

tu10 c o n s i s t e n t e  com o  p a r  c o r r e n t e .  Se cada unidade f u t u r a  

tem r ó t u l o s  c o n s i s t e n t e s ,  memoriza-se i s t o  copiando os  r e spec  - 

t i v o s  pa re s  (un idade ,  r ó t u l o )  na  tab.ela do próximo n í v e l  da á r  - 

vore .  "Backchecking" é semelhante ao "forward checking": os t e s  - 

t e s  de c o n s i s t ê n c i a  são  r e a l i z a d o s  e n t r e  o  p a r  (un idade ,  ró tu -  

l o )  c o r r e n t e  e  os  pa re s  passados ,  mas não com pa re s  f u t u r o s .  F i  - 



nalmente , "backmarking" é "backchecking" com uma c a r a c t e r í s  t i- 

ca  a d i c i o n a l :  após r e g r e d i r  do n í v e l  u  ao n í v e l  v  e  avançar  no - 

vamente, t e s t a - s e  a  c o n s i s t ê n c i a  dos r ó t u l o s  da unidade do n í  - 

v e l  u  apenas com os p a r e s  do n í v e l  v  a t é  u-1,  i s t o  é ,  somente 

com aque les  pa re s  cu jos  r ó t u l o s  podem t e r  mudado. 

A s e g u i r  comparam experimentalmente o  desempenho dos 

a lgo r i tmos  de back t r ack  s imples  e  de back t r ack  en r iquec ido  com 

cada uma das c inco  t é c n i c a s  c i t a d a s ,  quando ap l icados  ao p r g  

blema de s a t i s f a ç ã o  de r e s t r i ç õ e s  a l e a t ó r i a s .  A p a r t i r  d e s t a s  

e x p e r i ê n c i a s  concluem que o  back t r ack  s imples  é o  menos e f i c i  - 

e n t e  na ma io r i a  dos casos  e  que 'backmarking" e "forward checking" 

são os  mais e f i c i e n t e s  p a r a  os  problemas considedados . A s  medi - 

das de complexidade usadas  baseiam-se no número: de t e s t e s  de 

c o n s i s t ê n c i a  e f e t u a d o s ,  de consu l t a s  às t a b e l a s  e  de v é r t i c e s  

gerados na busca  de t odas  a s  so luções .  

Na segunda p a r t e  de s e u  t r a b a l h o ,  HARALICK e  E L L I O T T  

(23)  examinam mais duas a p l i c a ç õ e s  do p r i n c í p i o  de que quanto  
4 

mais cedo f o r  d e t e c t a d a  alguma i n c o n s i s t ê n c i a ,  t a n t o  melhor : e  

o  chamado p r i n c í p i o  de " f a i l  f i r s t " .  E m  c e r t o  s e n t i d o  e s t e  prin - 

c í p i o  j á  f o i  ap l i cado  em "look ahead" e  "forward checking". A 

p r ime i r a  das duas novas ap l i cações  r e f e r e - s e  à ordem em que são 

f e i t o s  o s  t e s t e s  de c o n s i s t ê n c i a s  e n t r e  a  unidade c o r r e n t e  e  

as  unidades passadas .  Pe lo  c i t a d o  p r i n c í p i o ,  devemos f a z e r  p r i  - 

meiro os  t e s t e s  que tem maior p robab i l i dade  de apon ta r  inconsis - 

t ê n c i a s  p o i s  com i s t o  não precisaremos f a z e r  os demais t e s t e s  

Para  o  problema das N r a i n h a s  i s t o  s i g n i f i c a  que o s  t e s t e s  de 

c o n s i s t ê n c i a  do r ó t u l o  da unidade c o r r e n t e  com os  r ó t u l o s  das 

unidades passadas  devem s e r  f e i t a s  por n í v e i s  dec re scen t e s  . 



A segunda a p l i c a ç ã o  a d i c i o n a l  d e s t e  p r i n c í p i o  propõe- 

s e  determinar  a  ordem em que as  unidades devem s e r  tomadas pa  

r a  a t r i b u i ç ã o  das r ó t u l o s .  Pelo  p r i n c í p i o  c i t a d o  a  melhor o r -  

dem é aque l a  que toma como a  próxima unidade a  que tem menos 

r ó t u l o s  a inda  d i s p o n í v e i s .  Experimentalmente consta tam que a  

observânc ia  d e s t e  p r i n c í p i o  tem o  e f e i t o  de r e d u z i r  o  número 

de t e s t e s  de c o n s i s t ê n c i a  a  r e a l i z a r  por  problema, em r e l a ç ã o  

a  uma ordenação a l e a t ó r i a  das un idades ,  além de r e d u z i r  a  va - 

r i â n c i a  em r e l a ç ã o  às médias o b t i d a s .  Finalmente ,  provam a n a l i  - 

t i camente  que e s t a  ordenação minimiza os va lo re s  esperados  dos 

comprimentos dos caminhos com origem na r a i z  da á r v o r e  de bus - 

ca .  E s t a  demonstração é baseada em duas h i p ó t e s e s :  a  p r o b a b i l i  - 

dade de sucesso  num t e s t e  de c o n s i s t ê n c i a  de um dado r ó t u l o  de 

uma unidade depende apenas do n í v e l  em que e  usado e  i nde  - 

pendente de q u a i s  são  as  unidades passadas .  S e j a  Pi (n)  a  proba - 

b i l i d a d e  de que algum r ó t u l o  da unidade u  s a t i s f a ç a  o s  t e s t e s  

de c o n s i s t ê n c i a  quando no n í v e l  i ,  em r e l a ç ã o  a  uma unidade a r  - 

b i t r á r i a ,  e  s e j a  P(u) a  mesma p robab i l i dade  r e f e r i d a  ao n í v e l  

1 da á r v o r e ;  en t ão  a  segunda h i p ó t e s e  6 que 

i-1 Pi(u) = a . P(n) p a r a  O < a - < 1. 

Concluem que "forward checking" combinado com ordenação Ótima 

das unidades conduz a  a lgor i tmos  de busca  mais e f i c i e n t e s  do 

que "look ahead" ou "backmarking". 

Por Últ imo, em f i n s  de 1983 PURDOM e  BROWN (38)  p u b l i  - 

caram uma a n á l i s e  do desempenho do a lgor i tmo de b a c k t r a c k  a p l i  - 

cado 2 obteção de todas  a s  so luções  que s a t i s f a z e m  fórmulas 

booleanas  na forma normal con jun t iva  com t termos,  e  s l i t e r a i s  

por  termo,  s o b r e  um conjun to  de v  v a r i á v e i s .  Supõe-se que 



a  t = v  pa ra  algum a .  O s  ob je t ivos  sobre  os qua i s  s e  f a z  a  hus- 

ca são a s  v  v a r i á v e i s ,  donde árvores  de backt rack  com n í v e i s  O 

a  v.  A s  funções in t e rmed iá r i a s  f k  são tomadas como conjunçóes 

daqueles termos que só  envolvem as (k-1) v a r i á v e i s  de f in idas  

em n í v e i s  a n t e r i o r e s  e  a  v a r i á v e l  a  s e r  se lec ionada  pa ra  o  n í  - 

v e l  k .  

Sendo as  v a r i á v e i s  booleanas ,  cada v é r t i c e  tem 0 , l  ou 

2 f i l h o s .  O s  com zero f i l h o s  correspondem a  v é r t i c e s  onde a  

função in t e rmed iá r i a  f k  tem v a l o r  FALSO pa ra  qualquer v a l o r  e s  - 

colh ido  para  a  v a r i á v e l  c o r r e n t e .  0s v é r t i c e s  com um f i l h o  i n  - 

ditam que s ó  e x i s t e  um v a l o r  que s a t i s f a z  a  função intermediá-  

r i a  e  os  v é r t i c e s  com do i s  f i l h o s ,  chamados v é r t i c e s  b i n á r i o s ,  - 

indicam que ambos os va lo res  da v a r i á v e l  são a c e i t á v e i s ,  pelo 

menos por o ra .  PURDOM e  BROWN (38) propõem-se a  determinar  a  

quantidade média de v é r t i c e s  b i n á r i o s  nas árvores  de backt rack  

ob t idas  pa ra  e s t e  problema quando a  próxima v a r i á v e l  s e l e c i o n a  - 

da pa ra  inc lusão  na á rvore  é aquela que tem a  menor quantidade 

(dent re  1 ou 2) de va lo res  que sa t i s f azem a  função intermediá-  

r i a  correspoddente ao n í v e l  considerado; o  desempate é f e i t o  

pelo s u b s c r i t o  da v a r i á v e l .  

Após uma a n á l i s e  muito extensa concluem que a s  árvo- 

r e s  o b t i d a s ,  quando as v a r i á v e i s  são se lec ionadas  na ordem des - 

c r i t a ,  possuem em média N v é r t i c e s  b i n á r i o s  onde: 

i )  para  s / 2  < a < s-1 e  s - > 3  

i i )  enquanto,  para  1 < a  - < s / 2  e  s - > 3 

( s - ~ - ' ) / ( ~ - ~ ) )  I < N < exp I e{(v (s-CC-1) /(5-2)) (Inv) ( S - ~ ) / ( S - ~ I ~ ~  e q l e ( v  - - 



Por o u t r o  l a d o ,  BROWN e PURDOM (7) e s t abe l ece ram que o  v a l o r  

esperado p a r a  o  número de v é r t i c e s  numa á rvore  de b a c k t r a c k  

comum ( i s t o  é ,  sem nenhuma ordenação e s p e c i a l  das v a r i á v e i s )  , 

pa ra  o  mesmo problema é 

N = e x p l e ( v  ( s -a )  / (S.-1) 
1 I 

Assim, concluem que a  mencionada ordenação das v a r i á v e i s  con- 

duz a  uma redução do v a l o r  do expoente e  p o r t a n t o  r e s u l t a  numa 

redução d r á s t i c a  do tempo de processamento do a lgor i tmo de:back - 

t r a c k .  

1 1 . 7 .  ALGORITMOS - DE APROXIMAÇÃO 

A c l a s s e  N P - d i f í c i l  contém muitos problemas de  o t imi -  

zação combina tór ia  impor tan tes  na p r á t i c a ,  donde a  neces s idade  

de r e s o l v e r  i n s t â n c i a s  grandes d e s t e s  problemas num tempo r a  - 

zoável  . 1s t o  e s t imu lou  a  pesquisa  de a lgor i tmos  h e u r í s  t i c o s  de 

ba ixa  complexidade po l inomia l  e  que produzem so luções  aproxima - 

das .  Uma ab,ordagem, que deu l u g a r  aos  - a lgor i tmos  de aproxima- 

ção - c o n s i s t e  em r e l a x a r  o  s e n t i d o  de " r e so lve r "  um probilema de 

o t imização :  ao i nvés  de e x i g i r  que o  a lgor i tmo produza sempre 

uma so lução  Ótima, ex ige - se  apenas que produza uma s o l u ç ã o  v i á  - 

v e l  , próxima da Ótima. 

E m  g e r a l  o s  a lgor i tmos  h e u r í s  t i c o s  são considerados  

imunes a  uma a n á l i s e  p r e c i s a  da qua l idade  dos seus r e s u l t a d o s .  

Recentemente v e r i f i c o u - s e  que em a lguns  cas,os é p o s s í v e l  de- 

monstrar  r igorosamente  que o s  r e s u l t a d o s  gerados por  um ahgo- 

r i tmo h e u r í s t i c o  pa ra  um dado problema nunca d i fe rem da s o l u -  



ção Ótima por mais do que uma cons tan te  ou uma percentagem, co 

nhecida a  p r i o r i .  I s t o  é,  oferece-se  uma g a r a n t i a  para  qua l ida  - 

de dos r e su l t ados  aproximados. 

S e j a  I uma i n s t â n c i a  de um problema de otimização com - 

b i n a t ó r i a  P e  A um a lgor i tmo.  Designaremos por OPT(1) o  v a l o r  

da solução Ótima e  por A(1) o  va lo r  da solução v iáve l  gerada 

por A para  a  mesma i n s t â n c i a  I  de P .  Admitimos que OPT(1) > O 

e  A(1) > O pa ra  toda i n s t â n c i a  I  de P.  A s  de f in i ções  

são de GAREY e  JOHNSON (18) .  

DEFINIÇÃO 1 1 . 1 2  - A 6 um - algoritmo de aproximação para  P,  s e  

dada qualquer  i n s t â n c i a  I  de P,  A gera  uma solução v i á v e l  para  

a  i n s t â n c i a  considerada.  Se A(1) = OPT(1) então A é um - a l g o r i t  - 

mo de otimização para  o  problema P .  -- 

O s  problemas diferem na forma como podem s e r  aproxima - 

dos ,  o  que dá luga r  a  v á r i o s  t i p o s  de g a r a n t i a s  de desempenho 

para  os a lgori tmos de aproximação. 

DEFINIÇÃO 11.13  - A 6 um algoritmo de aproximação a b s o l u t a  pa - 

r a  P s e ,  e  somente s e ,  para  toda i n s t â n c i a  I  de P 

para  alguma cons tan te  k .  

DEFINIÇÃO 11.14 - Um - esquema de aproximação para  o  problema de 

otimização P é um ãlgoritmo A que recebe como en t rada  uma i n s -  

t â n c i a  I  de P  e  uma cons tan te  E > 0 ,  que prescreve a  p rec i são  

dese jada ,  e  gera  uma solução v i á v e l  Ae ( I )  t a l  



Usamos o  termo "esquema" na  d e f i n i ç ã o  (11.14) p o i s  A ,  n a  r e a l i  - 

dade,  o f e r e c e  um conjun to  de a lgor i tmos  de aproximação p a r a  P ,  

um p a r a  cada v a l o r  f i x o  de 6 . 

DEFINIÇÃO 11.15 - Um - esquema de aproximação pol inomial  é um e s  - 

quema de aproximação t a l  que ,  f i x a d o  um & > O ,  a  s u a  complexi- 

dade é pol inomia l  no tamanho da i n s t â n c i a  I de e n t r a d a .  

DEFINIÇÃO I1 . l 6  - Um esquema de aproximação c u j a  complexidade 

A é pol inomial  no tamanho da i n s t â n c i a  I e  do v a l o r  de 1 / g  , e  

um esquema de aproximação plenamente pol inomial  . 

O que pode,  e  o  que não pode s e r  conseguido p e l o  a lgo  - 

r i tmos  de aproximação é examinado e n t r e  o u t r o s  por HOROWITZ e  

SAHNI (26) , GAREY e  JOHNSON ( 1  8) , PAPADIMITRIOU e  STEIGLITZ (37). 

Es t e s  a u t o r e s  mostram que o s  melhores r e s u l t a d o s  que podem s e r  

ga ran t idos  por  t a i s  a lgor i tmos  não dependem t a n t o  da n o s s a  en - 

genhosidade em cons t ru í -10s  mas, pr imordia lmente ,  decorrem da 

p r ó p r i a  n a t u r e z a  de cada problema. Assim, por exemplo, s e  

P  # NP en tão  simplesmente não pode e x i s t i r  esquema de aproxima - 

ção pol inomial  p a r a  o  problema de co loração  mínima dos v é r t i -  

ces  de um g r a f o ,  comentado a  s e g u i r .  



11 .8 .  -- COLORACÃO DE GRAFOS: MfN1MA E APROXIMADA 

É Ú t i l  examinar agora  a  na tu reza  do problema de colo-  

ração de g r a f o s  , quer  mínima, quer  aproximada. Em p r ime i ro  l u  - 

g a r ,  porque o  problema de h o r á r i o  pode s e r  formulado com na tu-  

r a l i d a d e ,  p e l o  menos nos s e u s  aspec tos  e s s e n c i a i s  como um p r g  

blema de co loração  dos v é r t i c e s  de um g r a f o  (conforme seção 

1 . 6 ) .  Em segundo l u g a r ,  porque i l u s t r a  o  t i p o  de l i m i t a ç ã o  que 

a  n a t u r e z a  dos problemas impõe aos a lgor i tmos  de aproximação. 

S e j a  A(G) o  número de co re s  usadas por  um a lgor i tmo A 

pa ra  c o l o r i r  os  v é r t i c e s  de um g r a f o  G e  x(G) o  número - cromát i  

co de G ,  i s t o  é,  o  número mínimo de cores  que são  n e c e s s á r i a s  

pa ra  c o l o r í - 1 0 s .  

Vejamos a  co loração  mínima. E m  1972 R.M.  KARP provou 

que é NP-completo o  problema de dec i são  assoc iado  ao problema 

g e r a l  de co loração  dos v é r t i c e s  de um g a f o ,  como documentado 

por GAREY e  JOHNSON (18) . I s t o  s i g n i f i c a  que,  s e  P  # NP, en t ão  

não pode e x i s t i r  a lgor i tmo po l inomia l  A t a l  que s e  possa  garan - - 

t i r  que A(G) = x(G) , pa ra  qua lque r  g r a fo  G .  D ian te  d e s t e s  f a -  

t o s  poderiamos t e n t a r  c o n s t r u i r  um a lgor i tmo po l inomia l  que,  

embora não ga ran t indo  a  obtenção da co loração  mínima, s e j a  ca - 

paz de p r o d u z i r  coloração t a l  que s e  possa  g a r a n t i r  que 

A(G) /x(G) nunca exceda um v a l o r  bem de 1. E n t r e t a n t o ,  

nem i s t o  pode s e r  r e a l i z a d o  em f a c e  do s e g u i n t e  r e s u l t a d o  de 

GAREY e  JOHNSON (1 7) . 

TEOREMA 1 1 . 2  - S e ,  pa ra  alguma cons t an t e  r < 2 e  c o n s t a n t e  d ,  

e x i s t i r  um a lgor i tmo po l inomia l  A pa ra  c o l o r i r  o s  v é r t i c e s  de 

um g ra fo  G com A(G) co re s  e  t a l  que 



A(G)  - < r . x(G) + d  

en t ão  e x i s t e  um a lgor i tmo po i inomia l  Ã t a l  que Ã(G) = x ( G ) .  

E s t e  teorema mostra que,  s e  P # NP, en t ão  também não pode e x i s  - 

t i r  esquema de aproximação po l inomia l  pa ra  o  qual  s e  possa  ga- 

r a n t i r  que sempre p roduz i r á  boas co lorações  aproximadas. 



C A P ~ T U L O  I11 - - UM ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE HORARIO 

I1 I. 1. INTRODUÇÃO -- 

No p r e s e n t e  c a p í t u l o  apresentamos um desenvolvimento 

t e ó r i c o  p a r a  a  cons t rução  e  implementação de um a lgo r i tmo  p a  

r a  a  cons t rução  de h o r á r i o s  de a u l a  de Univers idades .  Cons t i  - 

t u i  a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e s t a  p e s q u i s a ,  do ponto de v i s t a  t e ó r i  - 

co. 

Em f a c e  da n a t u r e z a  do problema, optamos por  um a l g o  - 

r i tmo de b a c k t r a c k ,  embora os a lgor i tmos  h e u r í s t i c o s  sempre 

sejam impor tan tes  pa ra  a  so lução  de problemas assoc iados  a  

problemas de dec i são  NP-completo. A a n á l i s e  da á rvo re  do espa  

ço de e s t ados  gerada pe lo  a lgor i tmo de back t r ack  p e r m i t i u  ob - 

t e r  a lguns  r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  sobre  a  redução do número de 

es tados  gerados  na  busca .  E s t e s  r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  também po - 

dem s e r  ú t e i s  no desenvolvimento de a lgor i tmos  h e u r h t i c o s  ou 

en tão  de h e u r í s t i c a s  pa ra  melhorar  o  desempenho de a lgor i tmos  

de back t r ack .  

Em l i n h a s  g e r a i s ,  e s t e  c a p í t u l o  compõe-se de mais s e  - 

t e  seções  que podem s e r  agrupadas em t r ê s  p a r t e s .  A p r i m e i r a ,  

c o n s t i t u í d a  p e l a s  seções  1 1 1 . 2  e  111.3 ,  popõe uma termino10 - 

g i a  e  um modelo pa ra  a  formulação do problema de h o r á r i o  v i  - 

sando um t r a t amen to  p r e c i s o  do problema e  do a lgor l tmo propos 

t o .  A segunda p a r t e ,  seções  1 1 1 . 4  e  111 .5 ,  t r a t a  da e s c o l h a  

do método de so lução  e  da d e s c r i ç ã o  do a lgor i tmo de back t r ack  

ap l i cado  ao problema de h o r á r i o .  Finalmente a s  seções  111.6,  

1 1 1 . 7  e  111.8 apresentam os  p r i n c i p a i s  r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  

r e f e r e n t e s  à c a r d i n a l i d a d e  do espaço de e s t ados  e  s u a  r edu  - 



ção ,  quer  por  reordenação quer  por cons iderações  h e u r í s t i c a s  . 

DEFINIÇÕES PRELIMINARES - 

A s e g u i r  reunimos os  termos geralmente  usados no âm - 

b i t o  da admin is t ração  acadêmica no con tex to  do problema de ho - 

r á r i o  de a u l a s ,  com a acepção que t e r ã o  no r e s t a n t e  do p re sen  - 

t e  g raba lho .  E s t e s  têrmos s e r ã o  usados n a  formulação do pro  - 

blema de h o r á r i o  e do a lgor i tmo propos to  pa ra  r e s o l v ê - l o ,  bem 

como na  d e f i n i ç ã o  de o u t r o s  têrmos,  r e l a t i v o s  ao a lgor i tmo e 
L 

a organ ização  dos s eus  dados de e n t r a d a .  Admitiremos que o c i  - 

c10 do h o r á r i o  é c o n s t i t u i d o  por  uma semana. Apresentamos tam - 

bém a lguns  comentários r e f e r e n t e s  às d e f i n i ç õ e s  e uma breve  

d i s cus são  da impor tan te  ques tão  das s a l a s  de a u l a .  

1 1 1 . 2 . 1 .  DEFINIÇÕES 

DEFINIÇÃO 111.1 - -- Corpo d i s c e n t e  de uma d i s c i p l i n a  6 o conjun - 

t o  de todos os  a lunos  i n s c r i t o s  n e s t a  d i s c i p l i n a  num dado pg  

r í o d o  l e t i v o .  

DEFINIÇAO 1 1 1 . 2  - Carga h o r á r i a  semanal de uma d i s c i p l i n a  é o 

número nominal de horas  de a u l a  que a Univers idade deve propor - 

c i o n a r  em cada semana a cada a luno i n s c r i t o  n e s t a  d i s c i p l i n a .  

DEFINIÇÃO 111.3  - - Configuração da ca rga  h o r á r i a  semanal de 

uma d i s c i p l i n a  é cada um dos p o s s ~ v e i s  desdobramentos de sua  



carga  h o r á r i a  semanal em uma ou mais a u l a s ,  tendo cada a u l a  

uma duração nominal e s p e c i f i c a d a .  

DEFINIÇÃO 111.4 - Curso de uma d i s c i p l i n a  6 a  s equênc i a  das 

au l a s  d e s t a  d i s c i p l i n a  ao longo do per íodo  l e t i v o ,  m i n i s t r a  - 

das p e l o  mesmo p r o f e s s o r ,  pa ra  os  mesmos a l u n o s ,  v i sando  cum - 

p r i r  um programa e s t a b e l e c i d o  de a t i v i d a d e s  d i d a t i c a s .  Em ca  - 

da semana a  soma das durações d e s t a s  a u l a s  p e r f a z  a  c a r g a  ho - 

r á r i a  semanal da d i s c i p l i n a .  

DEFINIÇÃO 111.5  - -- Classe  de uma d i s c i p l i n a  é um subconjun to  do 

corpo d i s c e n t e  d e s t a  d i s c i p l i n a ,  c o n s t i t u i d o  por todos  os a l u  - 

nos que pretendem p a r t i c i p a r  de um mesmo cu r so  d e s t a  d i s c i p l i  - 

na .  A c l a s s e  c o n s t i t u i  o  menor grupo i n d i v i s í v e l  de a lunos  pa - 

r a  e f e i t o  de cons t rução  do h o r á r i o  de a u l a s .  

DEFINIÇÃO 111.6 - - Período é cada uma das p a r t e s  de i g u a l  dura  

ção em que os  d i a s  da semana s ã o  d iv id idos  p a r a  e f e i t o  de 

cons t rução  do h o r á r i o  de a u l a s .  A duração do per íodo  é i g u a l  

ao máximo d i v i s o r  comum das durações das a u l a s ,  quando expres  - 

s a s  em minutos.  

DEBINIÇÃO 1 1 1 . 7  - Recurso é um p r o f e s s o r ,  uma c l a s s e  ou  algum 

equipamento e s p e c i a l  ( v . g .  ~ a b o r a t ó r i o ,  r e t r o p r o j e t o r ,  e t c . )  

n e c e s s á r i o  5 r e a l i z a ç ã o  das a u l a s  de um cu r so .  

DEFINIÇÃO 111.8  - -- Dispon ib i l i dade  de um r e c u r s o  6 o  conjun to  

dos pe r lodos  em que e s t e  r ecu r so  e s t á  l i v r e  p a r a  p a r t i c i p a r  

das a u l a s .  



DEFINIÇÃO 1 1 1 . 9  - -- Turma é a  associação de uma d i s c i p l i n a  e  

dos recursos  necessá r ios  à r e a l i z a ç ã o  das au la s  de um curso 

d e s t a  d i s c i p l i n a .  

DEFINIÇÃO 1 1 1 . 1 0  - - Disponib i l idade  de uma turma é o  conjunto 

dos per íodos em que e s t a  turma . e s t á  l i v r e  para  a  r e a l i z a ç ã o  

de a u l a s .  É por t an to  a  i n t e r s e ç ã o  das d i spon ib i l idades  dos 

seus  r ecu r sos .  

DEFINIÇÃO 111.11 - -  orár rio de uma turma é a  e s p e c i f i c a ç ã o ,  p a  

r a  cada a u l a ,  do d i a  da semana em que s e r á  r e a l i z a d a  e  dos 

seus  períodos de i n í c i o  e  término. 

Para cada turma devem s e r  indicadas  as  c a r a c t e r í s t i  - 

tas q u a l i t a t i v a s  que o  seu  h o r á r i o  deve a p r e s e n t a r ,  t a i s  como: 

- a  configuração da carga h o r á r i a  semanal e sco lh ida  e n t r e  vá - 

r i a s  eventualmente p o s s í v e i s ;  

- s e  as  au la s  podem s e r  todas e l a s  r e a l i z a d a s  em d ia s  consecu - 

t i v o s ,  ou não, além de o u t r a s ,  examinadas na  subseção 111.3.2. 

DEFINIÇÃO 1 1 1 . 1 2  - Duas ou mais turmas são d i t a s  - c o n f l i t a n t e s  

quando exigem um mesmo recurso  para  a  r e a l i z a ç ã o  das suas  au - 

l a s .  0s h o r á r i o s  de turmas c o n f l i t a n t e s  devem s e r  d i s j u n t o s .  

DEFINIÇÃO 111.13 - A matr iz  de c o n f l i t o  de um problema de ho- 

r á r i o  P envolvendo a s  n  turmas t l , t 2 ,  ..., tn é a  mat r iz  qua 

drada X = Ix- - 1 de ordem n  t a l  que x i j  = 1 s e ,  e  somente 
1 J  

s e ,  a s  turmas ti e  t são c o n f l i t a n t e s  e  x i j  = O caso con 
j - 

r i o .  



I I I .2 . 2  . ALGUNS COMENTARIOS 

Pa ra  a  imensa maior ia  dos problemas de  engenharia,^: - 

s i c a ,  Matemática e  o u t r a s  c i ê n c i a s  t r a d i c i o n a i s  d i spõe-se  de 

uma t e rmino log ia  j á  consagrada e  que permi te  formulá- los  p r g  

c isamente  pa ra  um t ra tamento  a n a l í t i c o .  Uma das p r i m e i r a s  d i  - 

f i c u l d a d e s  com que nos deparamos no desenvolvimento do p re sen  - 

t e  t r a b a l h o  f o i  a  necess idade  de t o r n a r  um pouco mais p r e c i s a  

a  t e rmino log ia  usada correntemente com r e l a ç ã o  ao problema de 

h o r á r i o .  A s  d e f i n i ç õ e s  ap re sen t adas  em g e r a l  r e f l e t e m  o  s i g n i  - 

f i c a d o  com que os  têrmos cor respondentes   sã^ usados na  Univer - 

s idade  Fede ra l  do Rio de J a n e i r o  e ,  provavelmente,  em o u t r a s  

i n s t i t u i ç õ e s  de ens ino  s u p e r i o r .  E n t r e t a n t o ,  convém r e s s a l t a r  

que v á r i o s  dos têrmos aqui  d e f i n i d o s  também são  usados com ou - 

t r o s  s i g n i f i c a d o s  no ambiente acadêmico. Por exemplo, "curso" 

pode des igna r  cada uma 'das  d i v e r s a s  modalidades de formação 

p r o f i s s i o n a l  o f e r e c i d a s  p e l a  Univers idade ; "turma" i n d i c a  tam - 

bém o  con jun to  de todos o s  a lunos  i n s c r i t o s  nas mesmas d i s c i  - 

p l i n a s ,  que a s s i s t e m  às  mesmas a u l a s  e  pretendem a  mesma f o r  - 

mação p r o f i s s i o n a l .  Finalmente ,  " c l a s se"  pa race  s e r  pouco usa  - 

da na  Univers idade ,  mas f o i  adotada pa ra  u s a r  '!turmaM com o  

s i g n i f i c a d o  da d e f i n i ç ã o  (111 .9) .  

O número de a lunos  que compõem o  corpo d i s c e n t e  de 

uma d i s c i p l i n a  determina a  quan t idade  de turmas d e s t a  d i s c i  - 

p l i n a  num dado per íodo  l e t i v o .  Muitas d i s c i p l i n a s ,  p r i n c i p a l  - 

mente do Cic lo  Bás i co ,  possuem um corpo d i s c e n t e  t ã o  numeroso 

que p r e c i s a  s e r  desdobrado em d i v e r s a s  c l a s s e s  p a r a  a  r e a l i z a  

ção das a u l a s .  Assim, é n e c e s s á r i o  poder e s p e c i f i c a r  v á r i a s  

turmas pa ra  a  mesma d i s c i p l i n a .  São var iados  o s  c r i t é r i o s  que 



pres idem a  d i s t r i b u i ç ã o  dos a lunos  p e l a s  d i v e r s a s  turmas de 

uma mesma d i s c i p l i n a .  Um c r i t é r i o  n a t u r a l  c o n s i s t e  em p a r t i  

c i o n a r  os a lunos  segundo a  formação p r o f i s s i o n a l  que p re t en -  

dem o b t e r .  Se algum dos con jun tos  ass im o b t i d o s  a inda  f o r  con - 

s i d e r a d o  por demais numeroso, e l e  pode s e r  d i v i d i d o  em classes 

menores a t é  o b t e r - s e  turmas com quant idade adequada de alunos.  

Por o u t r o  l a d o ,  p a r a  d i s c i p l i n a s  e l e t i v a s  por  exemplo, e s t e  

c r i t é r i o  pode conduz i r  a  v á r i a s  c l a s s e s  com número reduzido 

de a lunos  e  n e s t e  caso a  admin is t ração  acadêmica pode p r e f e  - 

r i r  t r a t a r  cada uma d e s t a s  c l a s s e s  com "subc lasses"  e  reuni'- 

l a s  numa c l a s s e  que da rá  l u g a r  a  uma s ó  turma. Neste  Último 

c a s o ,  devem s e r  t r a d a s  como c o n f l i t a n t e s  as  turmas cu j a s  c l a s  - 

s e ç  contêm alguma ' t subc l a s se"  em comum. I s t o  suge re  que,  ao 

i nvés  de c o n s i d e r a r  os  a lunos  e s t r u t u r a d o s  em c l a s s e s ,  deve- 

r iam sê-10 em "subc lasses" .  E n t r e t a n t o ,  p r e f e r imos  manter a  

c l a s s e  como o menor grupo i n d i v i s i v e l  de a lunos  porque a  gran - 

de maior ia  dos problemas de h o r á r i o  pode s e r  o rgan izada  conve - 

nien temente  por  meio de c l a s s e s .  Por o u t r o  l a d o ,  uma u t i l i z a  - 

ção l i b e r a l  de " subc l a s se s "  pode r i a  conduz i r  a  r e l a ç õ e s  de 

c o n f l i t o  t ã o  numerosas que s e r i a  impossível  c o n s t r u i r  um ho rá  - 

r i o  de a u l a s  com c i c l o  de uma semana. Para  e s p e c i f i c a r  as  r e -  

l a ç õ e s  de c o n f l i t o  deco r r en t e s  de "subc lasses"  comuns, podem 

s e r  usadas as " c l i ques  de turmas",  d e f i n i d a s  n a  subseção 

1 1 1 . 3 . 4 .  

Como a s  r e l a ç õ e s  de c o n f l i t o  d i f i c u l t a m  a  so lução  de 

um problema de h o r á r i o ,  é sempre conveniente  r e d u z i - l a s  a  um 

mínimo. Assim, as turmas devem s e r  organizados  de t a l  modo que 

o s  r ecu r sos  que de l a s  p a r t i c i p a m  acar re tem a  menor quan t idade  

o s s í v e l  de c o n f l i t o s .  Quanto mais e s p a r s a  a  m a t r i z  de c o n f l i  - 

t o ,  t a n t o  melhor.  



I I I .2 .3 .  A - QUESTÃO DAS SALAS DE AULA - 

Um aspec to  importante e  frequentemente associado ao 

problema de h o r á r i o  de a u l a s ,  r e f e r e - s e  ã determinação das s a  - 

l a s  onde s e r ã o  r e a l i z a d a s  e s t a s  a u l a s .  E n t r e t a n t o ,  após exami - 

n a r  e s t a  questão decidimos o m i t i r  s eu  t ra tamento no p resen te  

t r a b a l h o ,  e  i s t o  por v á r i o s  motivos. 

Em pr imei ro  l u g a r ,  porque consideramos e s t a  questão 

suf ic ien temente  complexa para  merecer um estudo 5 p a r t e ,  que 

pode s e r  ex tenso .  Acreditamos que uma solução adequada deve 

minimizar o  deslocamento dos a lunos e  l e v a r  em conta  f a t o r e s  

t a i s  como a  capacidade,  l o c a l i z a ç ã o  e  ju r i sd ição  a d m i n i s t r a t i  - 

va das s a l a s  d i s p o n í v e i s ,  além de prover s a l a s  p a r a  r e a l i z a -  

ção de c o n f e r ê n c i a s ,  seminár ios  e  e t c .  

A 

Em segundo l u g a r ,  como r e l a t a d o  na seção 1 1 . 5  e  

NP-completo o  problema de decisão correspondente 5 versão mais 

i n t e r e s s a n t e  do problema de h o r á r i o  e  assim julgamos desacon - 

s e l h á v e l  t e n t a r  r e s o l v e r ,  concomitantemente, os  problemas de 

construção do h o r á r i o  de au la s  e  da determinação das suas  s a  - 

l a s .  

Por ou t ro  l a d o ,  na p r á t i c a  cons ta ta -se  que o s  campi 

u n i v e r s i t á r i o s  dispõem de s a l a s  em quantidade t a l  que ge ra l  - 

mente é poss íve l  a tender  um h o r á r i o  de au las  pronto .  Assim, a  

solução do problema de s a l a s  de a u l a  poderia  s e r  f e i t a  por um 

algoritmo independente que de te rmina r i a ,  para  cada a u l a  de uma 

turma, a  s a l a  onde e l a  pode s e r  r e a l i z a d a .  

Embora as s a l a s  de a u l a  não constem. do modelo adota  - 

do, admitimos que cada a u l a  ex ige  exatamente uma s a l a  para sua 

r e a l i z a ç ã o .  



111.3. - A ESTRUTURA DO MODELO ADOTADO 

A e sco lha  e  a  organização das d e f i n i ç õ e s  a p r e s e n t a  - 

das na  seção  1 1 1 . 2  f o i  no r t eada  p e l a  i d e n t i f i c a ç ã o  dos p r i n c i  - 

p a i s  f a t o s  que devem s e r  levados  em con ta  na  formulação do mo - 

de10 em r e l a ç ã o  ao qua l  s e r á  desenvolvido um a lgor i tmo pa ra  a  

cons t rução  dos h o r á r i o s  de a u l a .  E s t e  modelo r e f e r e - s e  ao fun  - 

cionamento da Univers idade sob o  a spec to  l i m i t a d o  5 c o n s t r u  - 

ção e  u t i l i z a ç ã o  dos h o r á r i o s  de a u l a .  

O MODELO E AS REsTRICÕES INTRÍNSECAS - 

Em e s s ê n c i a .  consideramos a s  d i s c i p l i n a s  e  os  r e c u r  - 

s o s  - p r o f e s s o r e s ,  c l a s s e s  e  equipamentos e s p e c i a i s  - como en  - 

t i d a d e s  i ndependen te s ,  que s ão  assoc iadas  p a r a  a  formação de 

turmas.  A admin is t ração  acadêmica,  de comum acordo com os i n  - 

t e r e s s a d o s ,  d e f i n e  as  turmas e  as  c a r a c t e r í s t i c a s  q u a l i t a t i  - 

vas que e s p e r a  dos s e u s  h o r á r i o s ,  informa a  i d e n t i f i c a ç ã o  e  a  

d i s p o n i b i l i d a d e  de cada r ecu r so  e  e s t a b e l e c e  os  h o r á r i o s  p r g  

f i x a d o s ,  s e  houver .  O s  r e cu r sos  usados por  cada turma determi  - 

nam t a n t o  a  d i s p o n i b i l i d a d e  da turma,  como a s  r e l a ç õ e s  de con - 

f l i t o  e n t r e  as turmas ; e s t a s  r e l a ç õ e s  de c o n f l i t o  podem s e r  

expressas  de forma u n i f i c a d a  por uma ma t r i z  de c o n f l i t o .  A 

ún i ca  r e l a ç ã o  p r e v i s t a  e n t r e  as  turmas é a r e l a ç ã o  de c o n f l i  - 

t o .  Pa ra  cada turma deverá  s e r  determinado um h o r á r i o  e  o  

con jun to  dos h o r á r i o s  das turmas c o n s t i t u i  o  h o r á r i o  de a u l a s  

da Univers idade.  

A p r ó p r i a  n a t u r e z a  das en t idades  envolv idas  , o s i g n i  - 



f i c a d o  da s u a  a s soc i ação  e  a  f i n a l i d a d e  de um h o r á r i o  de a u l a s  

exigem que s e j a  s a t i s f e i t o  um conjun to  de r e s t r i ç õ e s  que deno - 

minamos r e s t r i ç õ e s  i n t r í n s e c a s  do problema de h o r á r i o .  A d j e t i  - 

vamos e s t a s  r e s t r i ç õ e s  como i n s t r í n s e c a s  porque e l a s  sempre de - 

vem s e r  s a t i s f e i t a s  por qualquee so lução  de um problema de ho - 

r á r i o  de a u l a s  e ,  no que couber ,  também devem s e r  a t end idas  pe - 

10s dados.  

Em r e l a ç ã o  ao modelo adotado,  consideramos como r e s  - 

t r i ç õ e s  i n t r í n s e c a s  as  s e g u i n t e s  : 

a)  as  turmas que envolvem uma mesma c l a s s e  devem t e r  d i s c i p l i  - 

nas d i s t i n t a s  ; 

b) as  turmas não podem d i f e r i r  apenas p e l o  equipamento espe- 

c i a l  ; 

c) os h o r á r i o s  de turmas c o n f l i t a n t e s  devem s e r  d i s  jun tos  ; 

d) o  h o r á r i o  de uma turma somente pode u s a r  os  per íodos  c o n t i  - 

dos na s u a  d i s p o n i b i l i d a d e  ; 

e )  o  h o r á r i o  de uma turma deve s e r  t a l  que a  soma das durações 

das a u l a s  i g u a l e  a  ca rga  h o r á r i a  semanal da d i s c i p l i n a  cor -  

r e s  pondente ; 

f )  o  h o r á r i o  de uma turma deve s e r  t a l  que as suas  a u l a s  se jam 

r e a l i z a d a s  em d i f e r e n t e s  d i a s  da semana; 

g) toda  a u l a  tem a  duração de um ou mais per íodos  consecut ivos;  

h )  t oda  a u l a  e x i g e  um p r o f e s s o r ,  uma c l a s s e  e ,  eventualmente ,  

um equipamento e s p e c i a l .  

E s t a s  r e s t r i ç õ e s  i n t r í n s e c a s  também poderiam s e r  enun - 

c i adas  como propos ições  que devem t e r  o  v a l o r  l ó g i c o  VERDADEIRO 

pa ra  todas  as so luções  de uma i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o  



e pe los  seus  dados. Por conveniência ,  designamos por  Ao t a n t o  

o  conjunto des t a s  o i t o  r e s t r i ç õ e s  como das proposições co r re s  - 

pondentes . 
Em l i n h a s  g e r a i s ,  as  r e s t r i ç õ e s  (a) e  (b) referem-se 

à def in i ção  das turmas,  (c) a  ( f )  dizem r e s p e i t o  aos h o r á r i o s  

das turmas enquanto (g) e  (h) referem-se às a u l a s .  Cabe des t a  - 

c a r  que muitos au tores  consideram a r e s t r i ç ã o  ( f )  apenas como 

um r e q u i s i t o  dese jáve l  e  não como uma r e s t r i ç ã o  in t r ín seca .Na  - 

turalmente  , o modelo permite  que qualquer p r o f e s s o r  p a r t i c i p e  

de duas ou mais turmas com a mesma d i s c i p l i n a  ou com d i s p l i  - 

nas d i f e r e n t e s ;  permite  também que qualquer p r o f e s s o r  p a r t i c i  - 

pe de duas ou mais turmas com a mesma c l a s s e ,  embora i s t o  s e  - 

j  a  bem mais r a r o  nas Universidades.  

Além de s a t i s f a z e r  e s t a s  o i t o  r e s t r i ç õ e s  i n t r í n s e c a s  

geralmente espera-se  que um h o r á r i o  de au las  a tenda  c e r t o s  r e  - 

q u i s i t o s  q u a l i t a t i v o s ,  ana l i sados  a  s e g u i r .  

111.3.2. OS ASPECTOS QUALITATIVOS 

Dado um problema de h o r á r i o  e  duas soluções  d i f e r e n  - 

t e s ,  eventualmente uma de las  poderá v i r  a  s e r  considerada me - 

l h o r  do que a  o u t r a .  Embora uma t a l  ava l iação  tenha sempre um 

componente s u b j e t i v o  , é poss íve l  enumerar algumas c a r a c t e r í s  - 

t i c a s  que contribuem para  uma melhor ava l iação  de um dado ho - 

r á r i o  de a u l a s .  

Assim, e m g e r a l  é dese jáve l  que: 

a) a  carga h o r á r i a  semanal da d i s c i p l i n a  s e j a  desdobrada em 



a u l a s  com aproximadamente a  mesma duração ; 

b)  todas  a s  a u l a s  de uma mesma turma comecem à mesma h o r a ;  

c) as a u l a s  de uma mesma turma não se jam todas em d i a s  conse - 

c u t i v o s  ; 

d) s e j a  f a c u l t a d o  aos p r o f e s s o r e s ,  p r inc ipa lmente  aos de tem - 

po p a r c i a l ,  e s c o l h e r  d i a  da semana em que ob r iga to r i amen te  

deve have r  uma a u l a  de cada uma das  suas  turmas;  

e )  a  ca rga  h o r á r i a  semanal de a u l a s  de cada aluno d i s t r i b u a -  

s e  equ i t a t i vamen te  pe los  d i a s  da semana; 

f )  a  c a r g a  h o r á r i a  semanal de a u l a s  de cada p r o f e s s o r  u t i l i z e  

o  menor número p o s s í v e l  de d i a s ;  

g) a s  a u l a s  min i s t r adas  pe lo  mesmo p r o f e s s o r  num mesmo d i a  

guardem e n t r e  s i  um i n t e r v a l o  não i n f e r i o r  a  um número da - 

do de p e r í o d o s .  

Em r e l a ç ã o  ao modelo ado tado ,  as c a r a c t e r í s t i c a s  (a)  

a (d)  cons t i tuem as  - c a r a c t e r í s t i c a s  - q u a l i t a t i v a s  - - do h o r á r i o  

de uma turma e  devem s e r  e s p e c i f i c a d a s  pe lo  u s u á r i o .  O a t e n d i  - 

mento de (e )  6 proporcionado,  a inda  que i n d i r e t a m e n t e ,  p e l a  

i nd i cação  da d i s p o n i b i l i d a d e  de cada r e c u r s o ,  e  em p a r t i c u  - 

l a r  de cada c l a s s e ,  pe lo  u s u á r i o .  Deixamos de c o n s i d e r a r  as 

c a r a c t e r í s t i c a s  ( f )  e  (g) po is  cada uma de l a s  i n t r o d u z  uma no  

va r e l a ç ã o  e n t r e  turmas que j á  s ão  c o n f l i t a n t e s  , pa race  bas - 

t a n t e  d i f í c i l  a tendê-as  em toda  g e n e r a l i d a d e ,  e  não e s t á  c l a  - 

r o  s e  s e r i a  adequado f azê - lo  em f a c e  da complexidade do pao- 

blema de h o r á r i o .  Por o u t r o  l a d o ,  a  p o s s i b i l i d a d e  de e s p e c i f i  - 

c a r  a  d i s p o n i b i l i d a d e  de cada r e c u r s o ,  aliada 2 l i b e r d a d e  de 

e s p e c i f i c a r  qua lquer  combinação d e s t a s  q u a t r o  c a r a c t e r í s t i c a s  

q u a l i t a t i v a s  p a r a  cada turma, proporcionam ao u s u á r i o  meios 



b a s t a n t e  s i g n i f i c a t i v o s  para  moldar o  h o r á r i o  de au las  segun - 

do as suas  necess idades .  Como em c e r t o  s e n t i d o  e s t a s  qua t ro  

c a r a c t e r i s t i c a s  (a )  e  (d) const i tuem r e s t r i ç õ e s  à d i s p o n i b i l i  - 

dade da turma, devem s e r  usadas c r i t e r iosamen te  para  que a  

i n s t â n c i a  dada do problema de h o r á r i o  tenha pelo menos uma so  - 

lução .  

A s  c a r a c t e r í s t i c a s  q u a l i t a t i v a s  são e s p e c i f i c a d a s  i n  - 

ditando, para  cada turma: 

- a  configuração da carga h o r á r i a  semanal ; 

- s e  todas as suas  au las  devem começar à mesma h o r a ,  ou podem 

começar em horas d i f e r e n t e s  ; 

- s e  é permi t ido ,  ou não,  que todas  as  suas au la s  sejam r e a l i  - 

zadas em d i a s  cons ecut ivos  ; 

e ,  para  cada p r o f e s s o r ,  quando i s t o  f o r  considerado importan- 

t e  

- o  d i a  da semana em que obr iga tor iamente  deve haver  a u l a  de 

cada uma das suas turmas. 

Analogamente às r e s t r i ç õ e s  i n t r í n s e c a s  , e s t a s  ca rac  - 

t e r i s t i c a s  q u a l i t a t i v a s  também poderiam s e r  formuladas como 

propos ições ,  que devem t e r  o  v a l o r  lóg ico  VERDADEIRO pa ra  t o  - 

da solução da i n s t â n c i a  dada do problema de h o r á r i o .  



111.3 .3 .  UMA FORMULACÃO DO PROBLEMA DE HORARIO 

Sendo dados 

- um conjun to  T = I t l , t Z ,  . . . , tn l  de n  turmas,  onde cada 

turma 6 a  a s soc i ação  de uma d i s c i p l i n a  e  dos r e c u r s o s  neces - 

s á r i o s  2 r e a l i z a ç ã o  de um curso d e s t a  d i s c i p l i n a ;  

- a  i d e n t i f i c a ç ã o  e  a  d i s p o n i b i l i d a d e  de cada r e c u r s o ;  

- as  c a r a c t e r í s t i c a s  q u a l i t a t i v a s  que devem s e r  e x i b i d a s  pe lo  

h o r á r i o  de cada turma;  

- o s  h o r á r i o s  p r e f ixados  p a r a  algumas das  turmas de T ;  

de te rminar  caso e x i s t a ,  

- um conjun to  de h o r á r i o s  pa ra  a s  turmas de T s a t i s f a z e n d o  o  

con jun to  Ao de r e s t r i ç õ e s  i n t r í n s e c a s  e apresentando as ca 

r a c t e r í s  t i c a s  q u a l i t a t i v a s  e s p e c i f i c a d a s  . 

I! convenien te  des igna r  por  A, o  con jun to  de t odas  a s  

p ropos ições  que devem s e r  s a t i s f e i t a s  por  qualquer  so lução  de 

uma i n s t â n c i a  dada do problema d e s c r i t o  acima. A proposição 

( I11  . l )  a p r e s e n t a  algumas r e l a ç õ e s  e n t r e  Ao, A, e  o u t r o s  con- 

jun tos  de p ropos ições  que s e r ã o  usados na  seção 111.5 e  s egu in  - 

t e s .  

PROPOSIÇAO 111.1 - Sejam Pi uma i n s t â n c i a  do problema de h o r á  - 

r i o  c o n s t i t u i d o  pe lo  con jun to  de turmas { t l , t 2 ,  . . , ti} e  de - 

mais dados ,  e  Ai o  con jun to  de todas  as  proposições  que devem 

s e r  s a t i s f e i t a s  por  qua lquer  so lução  de Pi. O s  con jun tos  *i 

correspondentes  às i n s t â n c i a s  P p a r a  i = L ,  2 ,  . . . , n  i ' são 



t a i s  que: 

A o c  A 1 c  A 2 c  ... C An 

onde Ao é o conjunto de proposições correspondentes às r e s t r i  - 

ções i n t r í n s e c a s  do problema de h o r á r i o .  

Demonstração : as i n s t â n c i a s  consideradas Pi e  os  r e spec t ivos  

conjuntos de proposições A i ,  i = 1 , 2 ,  . . . , n são 

1ns t â n c i a  Conjunto Conjunto de 

de Turmas Propos ições  

P1 I t l l  A1 

P 2  I t l , t 2 l  A 2  

. . . ... ... 
'n ~ t ~ , t ~ ,  . . . .  tnl An 

In ic i a lmen te ,  para  i = 1 , 2 ,  . . . , n 

A o c  Ai 

pe l a  p r ó p r i a  def in ição  de Ao e  A i .  

Por ou t ro  l a d o ,  qualquer  solução de Pi oontém uma so  - 

lução de Pi-l  e  assim o  conjunto d i f e rença  A ~ \ A ~ - ~  é não va- 

zio e  contém as proposições c o r r e s p o ~ d e n t e s  às c a r a c t e r í s t i c a s  

q u a l i t a t i v a s  impostas ao h o r á r i o  de turma t i ,  donde 

Ai-1" Ai , para  i = 1 , 2 ,  . . . ,  n 

combinando (1) e  (2) teremos 



111 .3 .4 .  GRAFOS E RELACÕES DE CONFLITO 

As r e l a ç õ e s  de c o n f l i t o  e n t r e  as  turmas de um p rob le -  

ma de h o r á r i o  exprimem a  i n t e r a ç ã o  e n t r e  e s t a s  turmas.  Es t a s  

r e l ações  r e s t r i ngem os  per íodos  que podem s e r  usados p e l a s  au - 

l a s  de uma dada turma, em deco r r ênc i a  da sua  u t i l i z a ç ã o  por tu r  - 

mas c o n f l i t a n t e s  com a  turma cons ide rada .  É convenien te  r e p r e  - 

s e n t a r  e s t a  r e l ações  de c o n f l i t o  por  meio de g r a f o s ,  como des - 

c r i t o  a  s e g u i r .  

DEFINIÇAO 1 1 1 . 1 4  - S e j a  T = { t l , t Z ,  . .. , t n }  um con jun to  de 

n  turmas de um problema de h o r á r i o  P .  O g r a f o  de c o n f l i t o  de P 

é o  g r a f o  G ( V , E )  r o t u l a d o  em v é r t i c e s ,  t a l  que 

- e x i s t e  uma cor respondênc ia  b iun ívoca  e n t r e  os con jun tos  V de 

v é r t i c e s  e  T de turmas e  a  turma ti T é o  r ó t u l o  do v é r t i  - 

ce vi V ,  p a r a  i = 1 , 2 ,  . . . , n .  

- o  conjunto  E de a r e s t a s  de G contém a  a r e s t a  (vi , v - )  s e ,  e  
J 

somente s e  as turmas ti e  t são  c o n f l i t a n t e s  , p a r a  
j 

Das d e f i n i ç õ e s  (111.13) e  ( I11  .14) segue-se  que a  m a t r i z  de ad - 

a 

j a c ê n c i a  do g r a f o  de c o n f l i t o  de um problema de h o r á r i o  P e  

i g u a l  à mat r i z  de c o n f l i t o  de P .  O g r a f o  de c o n f l i t o  pe-rmite 

examinar com n a t u r a l i d a d e  a  decomposição do problema de horá -  

r i o  e  o f e r e c e  uma a l t e r n a t i v a  pa ra  a  e s p e c i f i c a ç ã o  das r e l a -  

ções de c o n f l i t o .  



111.3.4 . l .  A Decomposição do Problema de  orár rio 

Uma vez o b t i d o  o  g r a f o  de c o n f l i t o  de uma i n s t â n c i a  

do problema de h o r á r i o  P com n  tu rmas ,  podemos v e r i f i c a r  s e  

e l e  é conexo ou não.  Se e s t e  g r a f o  f o r  não conexo e n t ã o  e x i s  - 

tem k  - > 2 componentes conexos.  E s t e s  componentes conexos p a r  - 

t i c ionam o  con jun to  dos v é r t i c e s  do g r a f o  de c o n f l i t o  (e  dos 

s eus  r ó t u l o s )  em subgrafos  com n l ,  n 2 ,  . . . , nk v é r t i c e s  e  

nl + n 2  + . . . nk = n .  Ora,  a  cada componentes conexo do gra fo  

de c o n f l i t o  corresponde um conjun to  de turmas,  c o n s t i t u i d o  p c  

10s r ó t u l o s  dos seus  v é r t i c e s .  A s s i m ,  e s t a  p a r t i ç ã o  do conjun 

t o  dos v é r t i c e s  do g ra fo  de c o n f l i t o  induz a  mesma p a r t i ç ã o  do 

conjunto  das n  turmas de P ,  i s t o  é ,  em k subconjuntos  de t u r  - 

a 

mas t a i s  q u e ,  p a r a  i = 1 , 2 ,  .. . ,  k  o  i -és imo subconjun to  e  

c o n s t i t u í d o  pe los  r ó t u l o s  dos v é r t i c e s  do i-és imo componente 

conexo do g ra fo  de c o n f l i t o .  Sendo a  r e l a ç ã o  de c o n f l i t o  a  úni  - 

ca p r e v i s t a  e n t r e  a s  turmas e  por  não e x i s t i r  i n t e r a ç ã o  e n t r e  

turmas p e r t e n c e n t e s  a  componentes d i s t i n t o s ,  segue-se  que e s t a  

p a r t i ç ã o  do g r a f o  de c o n f l i t o  imp l i ca  uma p a r t i ç ã o  aná loga  do 

problema dado,  em i n s t â n c i a s  independentes  e  menores. Es t a s  

i n s t â n c i a s  s ão  "menores" no s e n t i d o  de que cada uma d e l a s  en  - 

volve uma quant idade  menor de turmas do que a  i n s t â n c i a  o r i g i  - 

na1  do problema. E s t a  decomposição também 6 a p l i c á v e l  quando , 

além da r e l a ç ã o  de c o n f l i t o ,  de f ine - se  o u t r a s  r e l a ç õ e s  e n t r e  

as  turmas,  desde que e s t a s  r e l ações  se jam d e f i n i d a s  apenas en - 

t r e  turmas c o n f l i t a n t e s  . Por exemplo, e s t a  decomposição condu - 

z i r i a  a  problemas independentes  mesmo que t ivessem s i d o  d e f i n i  - 

das as r e l a ç õ e s  correspondentes  5s c a r a c t e r í s t i c a s  ( f )  e /ou  

(g) da seção  111 .3 .2 .  A proposição 1 1 1 . 2  resume e s t a  a n á l i s e .  



PROPOSIÇÃO 1 1 1 . 2  - Se o  g r a f o  de c o n f l i t o  de um problema de ho - 

r á r i o  P tem k componentes conexos en t ão  P  pode s e r  decomposto 

em k problemas independentes  : uma p a r a  cada componente conexo . 

Na p r á t i c a ,  e s t a  decomposição é extremamente Ú t i l  por - 

que : 

a) em g e r a l ,  a  soma dos tempos de processamento n e c e s s á r i o s  pa - 

r a  o b t e r  a  so lução  de cada uma d e s t a s  k i n s t â n c i a s  s e r á  - me 

no r  do que o  tempo de processamento ex ig ido  pa ra  a  so lução  - 

do problema não decompos t o  ; 

b) s e  não e x i s t e  so lução  pa ra  um dado problema de h o r á r i o  P ,  

en t ão  não e x i s t e  so lução  pa ra  uma, ou v á r i a s ,  das k i n s t â n  - 

tias em que P pode s e r  decomposto; e n t r e t a n t o ,  é mais f á c i l  

determinar  os motivos que levam algumas d e s t a s  k i n s t â n c i a s  

a  não t e r  so lução  i so ladamente ,  e  p rov idenc ias  a s  a l t e r n a  - 

~ Õ e s  dos dados,  do que f a z ê - l o  p a r a  o  problema não decom- 

p o s t o .  

Em f a c e  de (a )  e  (b) acima, e  de s e r  NP-,completo o  

problema de dec i são  a s soc i ado  ao problema de h o r á r i o  cons ide ra  - 

do n e s t e  t r a b a l h o ,  conc lu i - s e  que é impor tan te  o r g a n i z a r  a s  

turmas de modo que a  i n s t â n c i a  dada do problema possa  s e r  de- 

composta em i n s t â n c i a s  independentes  e  menores, t a i s  que s e j a  

o  menor p o s s í v e l  o  número de turmas na  maios d e s t a s  i n s t â n c i a s .  



111.3 .4 .2 .  A l t e r n a t i v a s  - de Espec i f icação  de Turmas 

C o n f l i t a n t e s  

Em p r i n c í p i o ,  as  r e l ações  de c o n f l i t o  e n t r e  a s  turmas 

de um dado 'problema podem s e r  o b t i d a s  a  p a r t i r  do exame dos r e  

cursos  que p a r t i c i p a m  de cada turma. E n t r e t a n t o ,  há s i t u a ç õ e s  

em que é conveniente  e s p e c i f i c a r  exp l i c i t amen te  que ce r t a s -  t u r  - 

mas de um dado problema de h o r á r i o  P  são  c o n f l i t a n t e s .  I s t o  po - 

d e r i a  s e r  . f e i t o  ind icando  que os elementos cor respondentes  da 

ma t r i z  de c o n f l i t o  devem t e r  v a l o r  1. Uma forma mais conc i sa  

de f a z ê - l o  b a s e i a - s e  num conce i to  de g r a f o s .  S e j a  

I t i ,  t . . . , tk l  um subcon junto  de turmas de P  t a l  que cada 
j  ' 

turma 6 c o n f l i t a n t e  com todas  as  o u t r a s  d e s t e  s u b c s n j u n t o .  Se -- 

const rui rmos o  g ra fo  de c o n f l i t o  de P  veremos que os v é r t i c e s  

cor respondentes  a  e s t a s  turmas t i ,  t j  , . . . , tk cons t i tuem um 
A 

sub gra fo  completo que ,  em t e o r i a  de g r a f o s ,  e  denominado 

c l i q u e .  Convém e s c l a r e c e r  que a lguns  a u t o r e s  como HARRAY (24) 

e  REINGOLD, NIEVERGELT e  DE0 (39) definem c l i q u e  como um sub- 

g ra fo  completo maximal . J á  BERGE ( 5 ) , PAPADIMITRIOU e  STEIGLITZ 

( 37) , SZWARCFITER (43) denominam qualquer  subgrafo  completo co - 

mo c l i q u e  . Prefer imos a  acepção ado tada  por  SZWARCFITER ( 4 3 )  . 
Inc iden ta lmente  ci tamos que muitos problemas envolvendo d e t e r -  

minação de c l i q u e s  são  NP-completo, como documentado po r  GAREY 

e  JOHNSON ( 1 8 ) .  A próxima d e f i n i ç ã o  adap ta  e s t e  c o n c e i t o  p a r a  

turmas.  

DEFINIÇÃO 1 1 1 . 1 5  - -- Clique de turmas é um subconjunto  de turmas 

de um problema de h o r á r i o  t a l  que,  n e s t e  subcon jun to ,  cada t u r  

ma c o n f l i t a  com todas  as  demais. 



Assim, p a r a  i n d i c a r  que as turmas t i ,  t j ,  . . . ,  tk são 

todas c o n f l i t a n t e s  e n t r e  s i ,  h a s t a  e s p e c i f i c a r  que cons t i tuem 

uma c l i q u e  e  s e r ã o  t r a t a d a s  como c o n f l i t a n t e s  , independentemen - 

t e  dos s e u s  r e c u r s o s .  I s t o  r e s o l v e ,  por exemplo, a  d i f i c u l d a d e  

no t ra tamento  de turmas que são  c o n f l i t a n t e s  por  causa  de "sub - 

c l a s s e s "  comuns, d i s c u t i d a  ao f i n a l  de 1 1 1 . 2 . 2 .  

1 1 1 . 4 .  - MÉTODO DE SOLUÇÃO: ESCOLHA E DESCRIÇÃO 

Neste ponto passamos a  examinar a  s e g u i n t e  q u e s t ã o :  

Propor  um a lgo r i tmo  pa ra  r e s o l v e r  o  problema de h o r á  - 

r i o  d e s c r i t o  n a  seção 1 1 1 . 3 . 3  sabendo que o  r e s p e c t i v o  p rob le  - 

ma de dec i são  é NP-completo, e considerando a  e x p e r i ê n c i a  r e l a  - 

t a d a  n a  l i t e r a t u r a  d i s p o n í v e l ,  resumida no Cap í tu lo  I .  

Dentre a s  t é c n i c a s  g e r a i s  de so lução  de problemas com - 

b i n a t ó r i o s  cons ideramos como candida tos  os s e g u i n t e s  : 

- programação matemática 

- busca e x a u s t i v a  e s  t r u t u r a d a  em árvore  (enumeração i m p l í c i t a )  

- métodos h e u r í s t i c o ç  (enumeração incompleta)  

ou enventualmente uma combinação d e s t a s  t é c n i c a s ;  vejamos b r e  - 

vemente em que c o n s i s t e  cada uma d e l a s .  



Em programação - matemática,  o  problema é formulado abs - 

t ra tamente  sob a  forma 

o t imiza r  f ( x )  - , x c  - S ~ R ~  

onde R" é o conjunto de todos os ve to res  n-dimensionais de nÚ - 

meros r e a i s  e  f  é uma função em r e a i s  d e f i n i d a  sobre  S .  S  é o 

conjunto de r e s t r i ç õ e s ,  sendo de f in ido  por igualdades e  d e s i  - 

gualdades envolvendo os componentes de - x = (x l ,xZ ,  . . . , xn) e  

f  é a função o b j e t i v a .  Todo - x E S é uma - solução v iáve l -  , tam - 

bém chamada programa. Um problema de programação matemática v i  - 

s a  e s t a b e l e c e r  s e  e x i s t e  uma solução v iáve l  que o t imiza  (maxi - 

miza ou minimiza) o  va lo r  de f ( x )  - e ,  em caso a f i r m a t i v o ,  o b t e r  

uma ou t a l v e z  as soluções  Ótimas. Existem d ive r sas  modalidades 

de programação matemática t a i s  como programação l i n e a r ,  não li - 

n e a r ,  i n t e i r a  e  e t c ;  frequentemente e s t a s  t écn icas  são adapta  - 

das pa ra  problemas de f luxos  em redes .  

Nos métodos de busca - exaus t iva  e s t r u t u r a d a  em á r v o r e ,  

a  busca é organizada sob a  forma de uma árvore  e  a  enumeração 

é d i t a  i m p l í c i t a  porque,  t ão  logo s e  cons ta t e  que um dado vér - 

r i c e  não pode pe r t ence r  2 solução procurada,  exc lu i - se  de qual - 

que consideração p o s t e r i o r  toda a  subárvore com r a i z  n e s t e  ver  - 

t i c e .  De acordo com a forma de exploração dos v é r t i c e s  da árvo - 

r e  e  a  e x i s t ê n c i a  ou não de uma função o b j e t i v a  a  o t i m i z a r ,  d i s  - 

t inguem-se basicamente t r ê s  v a r i a n t e s  : "b acktrack" (sequencial) , 

programação dinâmica ( p a r a l e l a )  e  "branch and bound" (em p a r t e  

sequencia l  e  em p a r t e  p a r a l e l a ) .  

0s métodos h e u r i s t i c o s  usam e s t r a t é g i a s  i n t u i t i v a s ,  

o ra  bem simples  o r a  s o f i s t i c a d a s ,  baseadas em observações empí - 

r i c a s , p a r a  p roduz i r  com rapidez  alguma solução v iáve l  do pro - 



blema. Para  problemas de ot imização propõem-se g e r a r  so luções  

v i á v e i s  da so lução  Ótima, Em g e r a l  e s t a s  e s t r a t é g i a s  

s ão  sob medida pa ra  cada problema e  pouco s u j e i t a s  a  t ra tamen - 

t o  matemático,  razão p e l a  q u a l  p ra t i camente  não há  r e s t r i ç õ e s  

quanto 2 e s t r u t u r a  das abordagens h e u r í s  t i c a s  . Es ta s  es  t r a t é  - 

g i a s  procuram o r i e n t a r  a  cons t rução  de uma so lução  usando ape- 

nas p a r t e  das a l t e r n a t i v a s  d i s p o n í v e i s  e  por  i s t o  são de enume - 

ração incomple ta .  Não sendo e x a u s t i v o s ,  podem de ixa r  de encon- 

t r a r  so luções  com as c a r a c t e r í s t i c a s  d e s e j a d a s ,  mesmo que t a i s  

so luções  ex i s t am.  Para  a lguns  problemas de ot imização combina - 

t ó r i a  é p o s s í v e l  c o n s t r u i r  a lgor i tmos  h e u r í s  t i c o s  com g a r a n t i a  

de desempenho, no s e n t i d o  de que a  so lução  por  e l e s  gerada não 

d i f e r e  da so lução  ót ima por mais do que uma cons t an t e  ou pe r -  

centagem. T a i s  são os a lgor i tmos  de aproximação d e s c r i t o s  suma - 

r i amente  n a  seção 1 1 . 7  onde também apresentamos algumas r e f e  - 

r ê n c i a s  b i b l i o g r á f i c a s .  

1 1 1 . 4 . 2 .  A ESCOLHA DO METODO - DE SOLUÇÃO 

In i c i a lmen te  devemos d e c i d i r  s e  a  so lução  buscada de - 

ve o t i m i z a r  alguma função o b j e t i v a  e ,  em caso  a f i r m a t i v o ,  cons - 

t r u i r  e s t a  função ou s e  b a s t a  o b t e r  uma so lução  v i á v e l ,  s a t i s -  

fazendo o  conjunto  An de r e s t r i ç õ e s  d e s c r i t o  em 111 .3 .3 .  

Quanto função o b j e t i v a ,  o  problema de h o r á r i o  de au - 

l a s  não pos su i  uma função o b j e t i v a  t ã o  n a t u r a l  quanto  a  d ispo - 

n í v e l  por  muitos o u t r o s  problemas.  Ou melhor ,  o  v a l o r  ót imo da 

função o b j e t i v a ,  o b t i d o  n a  p r á t i c a  por h o r á r i o s  cons t ru idos  ma - 

nualmente ,  exprime o  r e s u l t a d o  de uma negociação envolvendo de - 



depar tamentos ,  p r o f e s s o r e s  e  c l a s s e s ,  i t e r a d a  por  v á r i a s  t e n  - 

t a t i v a s  de c o n c i l i a r  i n t e r e s s e s  l eg í t imos  mas mui tas  vezes  mu - 

tuamente e x c l u s i v o s .  Em suma, e s t e  Ótimo exprime o  melhor com - 

promisso e n t r e  c r i t é r i o s  o b j e t i v o s  e  j u i zos  s u b j e t i v o s  dos i n  - 

t e r e s s a d o s .  A d i f i c u l d a d e  não e s t á  no compromisso, po i s  e s t e  é 

o  papel  da função o b j e t i v a ,  mas n a  cons t rução  de uma função que 

exprima f ided ignamente ,  e  p a r a  uso computacional , a  i n t e r a ç ã o  

e n t r e  os  inúmeros aspec tos  a  c o n s i d e r a r .  Por o u t r o  l a d o ,  as  d i  - 

f i c u l d a d e s  cons t a t adas  n a  p r á t i c a  com t a i s  funções ,  r e l a t a d a s  

na seção I .  7 p a r a  modelos de programação l i n e a r  do problema de 

h o r á r i o  de a u l a s ,  mostram que a  t é c n i c a  de cons t rução  d e s t a s  

funções p a r a  o  problema cons iderado  r eque r  pe squ i sa s  a d i c i o  - 

n a i s  p a r a  t o r n a r - s e  o  ins t rumento  v a l i o s o  que é p a r a  o u t r o s  

problemas.  

Assim, abrimos mão da ot imização e  consideramos que 

r e s o l v e r  o  problema de h o r á r i o  de a u l a s  c o n s i s t e  em o b t e r  uma 

so lução  v i á v e l .  Dentre os métodos c i t a d o s ,  restam-nos d o i s  : a  

busca  e x a u s t i v a  por "backtrack"  e  os métodos h e u r í s t i c o s ,  exce  - 

t o  os a lgor i tmos  de aproximação d e s c r i t o s  n a  seção 11. 7 . En - 

t r e  e s t e s  d o i s ,  optamos po r  um a lgor i tmo de "backtrack" ,  pe los  

motivos abaixo : 

a) a n ã o  confirmação da c o n j e c t u r a  de GOTLIEB e  CSIMA, subse  - 

ção 1 . 4 . 4 . 3 ,  e  a  a n á l i s e  de DEMPSTER, subseção I . 4 . 4  . 4 ,  mos - 

t ram que não e x i s t e  nenhum processo  e f i c i e n t e  pa ra  e s c o l h e r  

o  h o r á r i o  de uma turma de t a l  modo que e l e  nunca p r e c i s e  

s e r  a l t e r a d o ;  ass im,  qua lquer  a lgo r i tmo  de cons t rução  de ho - 

r á r i o s  deve prever  e s t a  p o s s i b i l i d a d e .  



h) os métodos h .eur i ' s t icos ,  quando baseados numa boa i d é i a ,  são 

b a s t a n t e  s a t i s f a t Ó r i o s  , como a t e s  tado p e l o  t r a b a l h o  de B R I T  - 

TAN e  FARLEY ( 6 ) apresen tados  em I .  3 . 2 ;  e n t r e t a n t o ,  pa rece  

que r e s t a  pouco a  f a z e r  p a r a  melhorá- lo .  

c) um a lgo r i tmo  de back t r ack  examina s i s temat icamente  uma árvo - 

r e  f i n i t a  e  p o r t a n t o  não h á  r i s c o  de e n t r a r  em " loop",  mas 

p a r a  c e r t o s  a l g o r i  tmos h e u r í s  t i c o s  de cons t rução  de horários 

6 p e l o  menos complicado e v i t a r  que i s t o  suceda ,  conforme r e  - 

l a t o  de expe r i ênc i a s  p r á t i c a  c i t a d a s  em I .  3 .  

d) f i n a l m e n t e ,  quanto ao desempenho, ambos tem seus  pontos  f r a  - 

cos . Ambos, p e l a  sua  p r ó p r i a  n a t u r e z a ,  podem d e i x a r  de ob - 

t e r  uma so lução :  os h e u r í s  t i c o s  , porque fazem uma enumera - 

ção incompleta  e  os  de back t r ack  porque a  enumeração i m p l í  - 

c i t a  que fazem, pa ra  c e r t a s  i n s t â n c i a s ,  pode demandar um 

tempo de processamento que exceda os  l i m i t e s  p r á t i c o s .  

I I1 . 4 . 3 .  UMA BREVE DESCRICÃO DO ALGORITMO SELECIONADO 

Na seção  11.6 descrevemos o  a lgor i tmo de back t r ack  

e  as  p r i n c i p a i s  t é c n i c a s  de melhorar  o  s e u  desempenho. Assim, 

para  completar  a  e sco lha  do a lgor i tmo res tam a inda  as s egu in  - 

t e s  t a r e f a s :  

- fo rmular  o  problema de modo que a s  suas  so luções  se jam t u -  

p l a s ;  

- d e f i n i r  a função que i d e n t i f i c a r á  uma t u p l a  como s o l u ç ã o ;  

- c o n s t r u i r  as  funções i n t e r m e d i á r i a s  que i d e n t i f i c a r ã o  a s  t u  - 

p l a s  que não podem s e r  e s t e n d i d a s  pa ra  formas so luções  ; 



- propor alguma t é c n i c a  p a r a  melh-orar o  desempenho do a l g o r i t  - 

mo. 

Um a s p e c t o  impor tan te  do problema de h o r á r i o  6 a  e x i s  - 

t ê n c i a  de r e l a ç õ e s  de c o n f l i t o  e n t r e  as  turmas.  Uma p r i m e i r a  

fbrma c o n s t r u t i v a  de a p r o v e i t a r  e s t e  f a t o  s e r i a  a  s e g u i n t e :  da - 

da uma i n s t â n c i a  do problema cujo  g r a f o  de c o n f l i t o  é não cone - 

xo,  e l a  p o d e r i a  s e r  decomposta segundo os componentes conexos 

do s e u  g ra fo  de c o n f l i t o  e  o  a lgor i tmo de back t r ack  s e r i a  usa  - 

do para  o b t e r  o  h o ~ á r i o  de a u l a s  de todas  as  turmas de cada 

componente. O h o r á r i o  da i n s t â n c i a  dada do problema s e r i a  a  

união dos h o r á r i o s  das turmas que cons t i tuem cada um dos compo - 

nen te s  conexos.  E m  f a c e  da n a t u r e z a  do problema de h o r á r i o  e  do 

a lgor i tmo de b a c k t r a c k ,  t a l  decomposição s ó  pode c o n t r i b u i r  pa - 

r a  a  redução do tempo de processamento.  E n t r e t a n t o ,  sem perda  

de gene ra l i dade  e  v i sando  s i m p l i f i c a r  um pouco a  ap re sen t ação ,  

p re fe r imos  a d m i t i r  que as  i n s t â n c i a s  cons ideradas  do problema 

de h o r á r i o  tem g r a f o  de c o n f l i t o  conexo. 

Segue-se b reve  exame das t a r e f a s  c i t a d a s  acima,  com 

base  na seção  11 .6 ,  dedicada ao a lgo r i tmo  de back t r ack  e  no de - 

senvolvimento apresen tado  nas  seções  1 1 1 . 2  e  111 .3  s o b r e  o  p ro  - 

blema de h o r á r i o  de a u l a s .  

Seguindo HARALICK e  ELLIOTT (23) , num dado i n s t a n t e  

da execução do a lgo r i tmo  de back t r ack  as  turmas passadas  --- são  

aquelas  p a r a  a s  q u a i s  j á  f o i  d e f i n i d o  um h o r á r i o ,  a  turma cor -  

r e n t e  é aque la  cu jo  h o r á r i o  e s t á  sendo se l ec ionado  e  s ã o  -- f u t u -  

r a s  as  turmas p a r a  as  q u a i s  a i n d a  f a l t a  e s c o l h e r  um h o r á r i o .  

I n i c i a l m e n t e ,  dada uma i n s t â n c i a  do problema de h o r á  - 

r i o  com n  tu rmas ,  as  so luções  são  n - t u p l a s  nas  qha i s  cada com - 



a 

ponente é um p a r  ( turma,  h o r á r i o  d e s t a  turma) .  Uma n - t u p l a  e  

uma so lução  s e  e  somente s,e s a t i s f a z  o  con jun to  An de p ropos i  - 

ções apresen tado  em 111.3.3.  Assim, qua lquer  so lução ,  caso e x i s  

t a ,  e s t á  no n í v e l  n da á rvo re  do espaço de e s t a d o s .  

A s  funções i n t e r m e d i á r i a s  s e r ão  os conjuntos  Ak de 

p ropos ições  ( O  - < k  < n) também c i t a d o s  em 111 .3 .3 ,  o  que imp l i  - 

ca  que o  h o r á r i o  e sco lh ido  p a r a  a  turma c o r r e n t e  deve s e r  com - 

p a t í v e l  com os h o r á r i o s  j á  e sco lh idos  pa ra  as  turmas pas sadas .  

Além dos con jun tos  Ak deverão s e r  usadas p ropos ições  que a s s e -  

gurem que o  h o r á r i o  s e l ec ionado  pa ra  a  turma c o r r e n t e  é t a l  

que r e s t e  pe lo  menos um h o r á r i o  d i spon íve l  p a r a  cada turma f u  - 

t u r a .  Neste ponto temos uma segunda opor tun idade  de a p r o v e i t a r  

bem a s  r e l a ç õ e s  de c o n f l i t o ,  r e s t r i n g i n d o  e s t e s  t e s t e s  de con - 

s i s t ê n c i a  5s turmas c o n f l i t a n t e s  com a  turma c o r r e n t e .  

Finalmente ,  pa ra  melhorar  a  e f i c i ê n c i a ,  além dos t e s  - 

t e s  de c o n s i s t ê n c i a  c i t a d o s ,  procuraremos r e d u z i r  o  tamnaho do 

espaço de e s t ados  mediante reordenação das turmas : em cada n í  - 

v e l  da á rvo re  s e r á  s e l e c i o n a d a  como a  turma c o r r e n t e  aque l a  

que tem a  menor quant idade de h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s .  Por o u t r o  

l a d o ,  o  problema de h o r á r i o  não tem s i m e t r i a s  nem t r a n s l a ç ó e s  

que possam s e r  usadas p a r a  r e d u z i r  a inda  mais a  c a r d i n a l i d a d e  

do espaço de e s t a d o s .  



1 1 1 . 5 .  - O ALGORITMO E O ESPAGO DE ESTADOS 

Abordamos agora  a lguns  de ta1h .e~  do a lgor i tmo de back- 

t r a c k  adotado p a r a  a  so lução  do problema de h o r á r i o  e  examina 

mos o  espaço de e s t ados  gerado p e l a  s u a  execução.  Em 111 .5 .1  

formulamos como n - t u p l a s  as  so luções  de uma i n s t â n c i a  dada do 

problema e  d i scu t imos  as  funções i n t e r m e d i á r i a s  que s e r ã o  usa  - 

das .  E m  111.5.2 descreveremos o  espaço de e s t ados  e  examinamos 

sua  e s t r u t u r a ,  concluindo que é uma á r v o r e .  E m  111.5 .3  v e r i f i  - 

camos o  e f e i t o  d e s t a s  funções sob re  a  á rvo re  do espaço de e s t a  - 

dos e  em 1 1 1 . 5 . 4  in t roduzimos a  questão da ordem em que as  t u r  - 

mas devem s e r  tomadas pa ra  r e d u z i r  o  número de e s t ados  gerados 

na busca .  

111.5.1.  FUNCÕES INTERMEDIARIAS E SOLUCÕES 

A 

P e l a  d e f i n i ç ã o  ( I I I . 1 1 ) ,  o  h o r á r i o  de uma turma e  a  

e s p e c i f i c a ç ã o ,  p a r a  cada a u l a ,  do d i a  da semana em que s e r á  r e  - 

a l i z a d a  e  dos s e u s  per íodos  de i n í c i o  e  término.  

Consideremos uma i n s t â n c i a  I do problema de h o r á r i o  

de a u l a s  d e s c r i t o  em 111 .3 .3  e  s e j a  T = { t l ,  . .., t n}  O con - 

jun to  das n  turmas que cons t i tuem e s t a  i n s t â n c i a .  Designaremos 

por  Hi o  conjunto  de todos os h o r á r i o s  ' i , 1 7  h i , d i  da 

turma ti cons iderada  i so ladamente ,  i s t o  é ,  ignorando a  i n t e r a  - 

ção de ti com cada uma das demais turmas de T .  Assim, os h o r á  

r i o s  de Hi devem s a t i s f a z e r  o  con jun to  Ao de r e s t r i ç õ e s  i n t r i n  - 

s e c a s  (subseção 111.3 .1)  e  a inda  a p r e s e n t a r  a s  c a r a c t e r í s t i c a s  

q u a l i t a t i v a s  ( f i n a l  de 111.3.2)  e s p e c i f i c a d a s  pe lo  u s u á r i o  p z  



r a  o  h o r á r i o  da turma t i  em algum e s t á g i o  da execução do a lgo  - 

r i tmo de backt rack .  Com e s t a  no tação ,  as  soluções  da i n s t â n c i a  

dada do problema se rão  n- tuplas  de pares  ( turma, h o r á r i o  d e s t a  

turma) , que sa t i s f azem o  conjunto An de propos ições ,  i s t o  é,  

A n ( ( t i ,  h i , j l  1 .. . ( t n y  h n , j n ) )  = VERDADEIRO . 
Tratemos agora das funções in t e rmed iá r i a s  que s e r ã o  

usadas pa ra  o r i e n t a r  a  escolha do h o r á r i o  da turma c o r r e n t e .  

Consideremos uma solução da i n s t â n c i a  dada do problema, r e  - 

presentada p e l a  n - tup la  

Ora, n e s t a  solução o  h o r á r i o  da turma genér ica  tk+l deve s e r  

compatível com os h o r á r i o s  das turmas 5 sua esquerda - turmas 

passadas - e  com os h o r á r i o s  das turmas 5 sua  d i r e i t a  - turmas 

f u t u r a s .  No momento da escolha  do h o r á r i o  de tk+l os h o r á r i o s  

das turmas passadas são conhecidos,  bastando e sco lhe r  hk+l, 
k+l 

de modo que 

s e j a  uma solução da i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o  c o n s t i t u í  - 

da pe las  turmas t l ,  . . . , t k , t k + l ,  i s t o  é ,  devemos t e r  

h  1 ,  (tk,hk,j,), (tk+17 k+l,jktl ) ) = VERDADEIRO %+i (( t l  y h l  , jl 

Como o  conjunto de proposições Ak+l  é a  conjunção de Ak com as  

ex igências  q u a l i t a t i v a s  impostas ao h o r á r i o  da turma t k  +l 
se -  

gue-se que 



h t h l , j  " ', (tk,hk,jk) ' (tk+l' k+l, jk+l ) )  implica 

e  assim podemos tomar os  conjuntos de proposições Ak, O - < k  < n ,  

como as funções i n t e r m e d i á r i a s .  Reunimos e s t a s  considerações  

na def in ição  (111.16) . 

DEFINIÇAO 1 1 1 . 1 6  - Horário -- p a r c i a l  de ordem ( k i l ) ,  O - < k  < n ,  

é a  ( k + l )  - t u p l a  que s e  obtem estendendo um h o r á r i o  p a r c i a l  de 

ordem k ,  mediante a  inc lusão  do p a r  ( t k + l ,  ) como o  
hk+ l  , j k+ l  

(k+l)-ésimo componente e  t a l  que e s t a  ( k + l ) - t u p l a  s a t i s f a ç a  o  

conjunto Ak +1 de proposições r e f e r e n t e s  às turmas t l ,  . . . , t t k'  k+l'  

i s t o  é ,  

o  horá r io  p a r c i a l  de ordem zero é a  t u p l a  vaz ia  ( ) .  

Considerando a  def in ição  (111 . l 6 )  , as soluções  de uma 

i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o  de au la s  com n  turmas são ho - 

r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem n .  

Vejamos agora a  compat ibi l idade do h o r á r i o  da turma 

co r ren te  com os h o r á r i o s  das turmas f u t u r a s .  Infe l izmente  não 

s e  conhece nenhum c r i t é r i o  que permi ta  e sco lhe r  um h o r á r i o  pa  

r a  a turma tk +l de modo que o  h o r á r i o  p a r c i a l  ob t ido  sempre pos - 

s a  s e r  es tendido  pa ra  formas uma solução da i n s t â n c i a  dada do 

problema. E n t r e t a n t o ,  é poss íve l  reconhecer um h o r á r i o  p a r c i a l  

que certamente não pode s e r  es tendido  para  formar uma so lução .  

A i d é i a  é a  s e g u i n t e .  Suponhamos que estamos estendendo o  horá  



r i o  p a r c i a l  de ordem zero  p a r a  formar um h o r á r i o  p a r c i a l  de o r  - 

dem um, mediante a  esco1h.a de um h o r á r i o  p a r a  a  turma t l .  Como 

a inda  não temos turmas pas sadas ,  podemos tormar qua lque r  h o r á  - 

r i o  de H1. Uma vez e sco lh ido  e s t e  h o r â r i o  de t l ,  p a r a  cada t u r  - 

ma t f u t u r a  e  c o n f l i t a n t e  com tl marcaremos como não mais d i s  
C - 

p o n í v e i s  por  t aque les  h o r á r i o s  de H c  que tem algum per íodo  
C 

em comum com o  h o r á r i o  e sco lh ido  pa ra  t l .  Suponhamos que e s t e  

mesmo procedimento s e j a  adotado imediatamente depois  da esco  - 

l h a  do h o r á r i o  de t 2 ,  . . ., tk .  Assim, no momento de e s c o l h e r  

um h o r á r i o  p a r a  tk+l b a s t a r á  tomar um h o r á r i o  não marcado de 

H k + l  e  seguramente e l e  s e r á  compatível  com os  h o r á r i o s  de t o -  

das as  turmas passadas .  Repetiremos e s t e  mesmo processo  de mar - 

caçáo ,  agora  p a r a  todas  a s  turmas tc f u t u r a s  e  c o n f l i t a n t e s  

com tk+l.  O ponto  impor tan te  é o  s e g u i n t e :  como r e s u l t a d o  des - 

t a  marcação ( e  das marcações a n t e r i o r e s )  pode v i r  a  suceder  

que pa ra  alguma turma f u t u r a  t o  r e s p e c t i v o  con jun to  H c  aca 
C ' - 

b e  càntendo apenas h o r á r i o s  marcados. I s t o  s i g n i f i c a  que não 

mais e x i s t e  em H, h o r á r i o  compatível  com os h o r á r i o s  s e l e c i o n a  - 

dos p a r a  as  turmas tl , . . . , tk+l i s t o  é, com .o h o r á r i o  p a r c i a l  

de ordem ( k + l )  c o n s t r u i d o .  Segue-se que não a d i a n t a  e s t e n d e r  

e s t e  h o r á r i o  p a r c i a l ,  devendo-se desmarcar os  h o r á r i o s  que f o  

ram marcados devido ao h o r á r i o  e s c o l h i d o  pa ra  tk +1 e  t e n t a r  um 

o u t r o  h o r á r i o  p a r a  tk+l. Adotaremos p o r t a n t o  o  s e g u i n t e  c r i t é  - 

r i o  : 

Dado um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ( k + l ) ,  o  h o r á r i o  s e l e c i o  - 

nado p a r a  a  turma tk+l deve s e r  t a l  que cada turma f u t u r a  

e  c o n f l i t a n t e  com t k + l ,  t enha  pe lo  menos um h o r á r i o  dispo - 

n í v e l  e  compatível  com o  h o r á r i o  p a r c i a l  cons iderado .  



Designaremos po r  Bk, O - i k. i n ,  o  conjunto  de p ropos ições  co r  - 
a 

respondentes  ao c r i t é r i o  d e s c r i t o  acima; o  domínio de Bk e  o  

con jun to  dos h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem k .  Se 

Bk+i  ( yhl ,  . 3 (tkyhk, jk1 (tk+l hk+l ,jk+l ))  = FALSO 

en tão  e s t e  h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ( k + l )  cer tamente  não pode 

s e r  e s t e n d i d o  a t é  uma so lução  porque e x i s t e  pe lo  menos uma t u r  - 

ma f u t u r a ,  c o n f l i t a n t e  com t k + l ,  pa ra  a  qua l  não e x i s t e  nenhum 

h o r á r i o  compatível  com o  h o r á r i o  p a r c i a l  considerado . Neste  ca  - 

s o  deveremos e s c o l h e r  um o u t r o  h o r á r i o  p a r a  a  turma tk+l .  Por 

o u t r o  l a d o ,  s e  

1 ( t  h  ) ,  (tk+17 
k 9  kYjk  

) ) = VERDADEIRO 

en t ão  t a l v e z  e s t e  h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ( k + l )  possa  i r  s e n  - 

do e s t end ido  a t é  o b t e r - s e  uma so lução  da i n s t â n c i a  dada do p r o  - 

blema. 

DEFINIÇÃO I11 . I 7  - Um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k ,  é v i á v e l  

s e  B k ( ( t l y h l , j l  1 , . . O ,  ( t k y h k , j k  ) ) = VERDADEIRO é i n v i á v e l  em 

caso c o n t r á r i o  , O - < k  < n .  

É impor tan te  f r i s a r  que a  marca usada p a r a  a s s i n a l a r  

o s  h o r á r i o s  não mais d i s p o n í v e i s  po r  cada turma tc f u t u r a e  coa - 

f l i t a n t e  com tk 
+ 1 deve p e r m i t i r  i d e n t i f i c a r  a  turma tk+l como 

a  responsáve l  p e l a  marcação d e s t e s  h o r á r i o s .  Como todas  a s  t u r  - 

mas de um h o r á r i o  p a r c i a l  s ã o  d i s t i n t a s ,  segue-se  que e s t a  mar - 

ca pode t e r  o  v a l o r  do p r o p r í o  í n d i c e  ( k + l )  da turma tk+l.Mais 

a i n d a ,  em cada e s t á g i o  e s t a  marca deve s e r  a p l i c a d a  somente aos 



h o r á r i o s  a i n d a  não  marcados dos c o n j u n t o s  H e  que usam algum 
C 

p e r í o d o  também usado p e l o  h o r á r i o  c o r r e n t e  de tk+l. Com i s t o ,  

s e  um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ( k + l )  r e v e l a r - s e  i n v i á v e l ,  o b r i  - 

gando a  e s c o l h a  de um novo h - o r â r i o  p a r a  tk,l, s e r á  p o s s í v e l  

desmarcar  em c a d a  c o n j u n t o  H c  apenas  os h o r á r i o s  q u e  foram mar - 

cados  devido  a o  h o r á r i o  abandonado de tk+l A s  e v e n t u a i s  mar - 

cas  d e v i d a s  aos  h o r á r i o s  e s c o l h i d o s  p a r a  a s  turmas  p a s s a d a s  

tl , . . . , tk s e r ã o  mant idas  i n a l  t e r a d a s  . E s c o l h i d o  um novo h o r á  - 

r i o  p a r a  tk + I 7  novamente s e r ã o  marcados com ( k + l )  a l g u n s  h o r á  - 

r i o s  de cada  c o n j u n t o  H c  c o r r e s p o n d e n t e  a  cada  turma tc f u t u r a  

e  c o n f l i t a n t e  com tk+l. 

Em resumo: com a u x í l i o  d e s t e  p r o c e s s o  de marcação,  o  

a l g o r i  tmo p r o p o s t o  c o n s t r o i  ( k + l )  - t u p l a s  que s a t i s f a z e m  o  con 

j u n t o  Ak+l de p r o p o s i ç õ e s  i s t o  é ,  s ã o  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de o r  - 
L 

dem ( k + l ) .  Ob t ido  um t a l  h o r á r i o  p a r c i a l ,  procedemos a  marca - 

ção c i t a d a  e  t e s t a m o s  s e  e s t e  h o r á r i o  p a r c i a l  é v i á v e l  o u  não 

i s t o  é ,  s e  s a t i s f a z  ou  não o  c o n j u n t o  B k + l  de p r o p o s i ç õ e s .  F i  - 

n a l m e n t e ,  a  função  i n t e r m e d i á r i a  a p l i c á v e l  a  uma ( k + l )  - t u p l a  

em cada  e s t á g i o  da execução do a l g o r i t m o  de b a c k t r a c k  é a  con- 

junção dos c o n j u n t o s  Ak+l  e B k + l  de p r o p o s i ç õ e s .  

1 1 1 . 5 . 2 .  - O ESPAGO DE ESTADOS 

De a c o r d o  com subseção  1 1 . 6 . 1 ,  o  e s p a ç o  de e s t a d o s  

de um problema é o  c o n j u n t o  das k - t u p l a s  g e r a d a s  d u r a n t e  o  p r o  - 

c e s s o  de b u s c a  de t o d a s  a s  s o l u ç õ e s  de uma i n s t â n c i a  dada do 

problema.  Segundo DIJKSTRA (14) p p .  11 



"The s t a t e  space  d e s c r i b e s  t h e  amount of  freedom o f  t h e  

sys tem;  i t  jus , t  has  nowhere e l s e  t o  gol1. 

O g r a f o  do espaço de e s t ados  é um g r a f o  r o t u l a d o ;  cada v é r t i c e  

corresponde a  um e s t a d o ,  sendo r o t u l a d o  com a  d e s c r i ç ã o  do e s  - 

t ado  cor respondente  e  cada a r e s t a  é as soc i ada  ao operador  que 

t rans forma o  e s t a d o  correspondente  a  uma das suas  extremidades ,  

no e s t ado  correspondente  o u t r a  extremidade.  Segundo NILSSON 

(36) pp. 23 e s t e  g r a fo  pode s e r  e s p e c i f i c a d o  e x p l í c i t a  ou i m -  

p l í c i t a m e n t e .  Na e s p e c i f i c a ç ã o  e x p l í c i t a ,  todos o s  v e ? t i c e s  e  

a r e s t a s  são  enumerados, por  exemplo, por  meio de uma t a b e l a .  Na 

e s p e c i f i c a ç ã o  i m p l í c i t a ,  são dados um conjunto  f i n i t o  de v é r t i  - 

ces que são o s  v é r t i c e s  i n i c i a i s ,  o s  operadores  que ap l i cados  

a  um c e r t o  v é r t i c e  permitem o b t e r  cada um dos v é r t i c e s  ad j acen  - 

t e s  a e s t e  v é r t i c e ,  e  os c r i t é r i o s  que ca rac t e r i zam um dado 

v é r t i c e  como correspondendo a  um e s t a d o  so lução .  

Usando a t e rmino log ia  de NILSSON (36) pp. 1 1 ,  a d o t a r e  - 

mos a  s e g u i n t e  d e f i n i ç ã o :  

DEFINIÇÃO 111 .18 - O -- espaço de e s t a d o s  -- do problema - de h o r á r i o  

de a u l a s  com n - > 1 turmas ,  onde cada turma ti tem um conjun to  

Hi com di > O h o r á r i o s ,  é ass im c o n s t i t u i d o :  

i )  e s t ados  : são  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem k ,  O - < k - < n ;  o  

e s t a d o  i n i c i a l  é o h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem zero  ( i  . e . , v a  - 

zio)  . 
i i )  operadores  : são  o s  procedimentos computacionais  que t r a n s  - 

formam um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k num h o r á r i o  p a r c i a l  

de ordem ( k + l )  , quando o  a lgor i tmo de b a c k t r a c k  avança,  



ou num h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem (k-1) , quando r e g r i d e .  

i i i )  c r i t é r i o  de sucesso :  os e s t a d o s  que correspondem 5s s o l u  - 

ções s ão  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem n ,  contendo p o r t a n t o  

os h o r á r i o s  das n  turmas dadas .  

DEFINIÇÃO 111.19 - O g ra fo  do espaço de e s t ados  -- do problema de 

h o r á r i o  -. é o  g r a f o  e s p e c i f i c a d o  impl ic i t amente  p e l a  d e f i n i ç ã o  

(111.18) , onde os v é r t i c e s  correspondem aos es  tados  e  as  a r e s  - 

t a s ,  aos operadores  . 

TEOREMA 111.1 - O g ra fo  do espaço de e s t ados  do problema de ho - 

r á r i o  com n  - > 1 turmas é uma á r v o r e  e n r a i z a d a .  

Demonstração 

i )  Por d e f i n i ç ã o  d e s t e  g r a f o ,  e x i s t e  exatamente um v é r t i c e  

i n i c i a l ,  que correponde ao e s t a d o  i n i c i a l  e  cu jo  r ó t u l o  é 

o  h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ze ro ,  i s t o  é ,  ( ) . Designare - 

mos p o r  v. e s t e  v é r t i c e .  

i i )  Es te  g r a fo  é conexo devido s u a  e s p e c i f i c a ç ã o  i m p l í c i t a :  

qua lquer  novo v é r t i c e  vk é gerado a  p a r t i r  de um v é r t i c e  

j á  e x i s t e n t e  mediante a  a p l i c a ç ã o  de um operador .  A s s i m  , 

qua lquer  v é r t i c e  é a l cançáve l  a  p a r t i r  do v é r t i c e  i n i c i a l .  

S e j a  vk um v é r t i c e  cu jo  r ó t u l o  é um h o r á r i o  de ordem k.Um 

caminho desde v, a t é  vk contém os v é r t i c e s  vo, vi,. . . , v ~ - ~ ,  

vk e  os s e u s  r ó t u l o s  s ã o :  



Como todos e s t e s  v é r t i c e s  s ão  d i s t i n t o s ,  o  caminho é s i m  - 

p l e s  (seguindo t e r m i n o l g i a  de SZWARCFITER ( 4 3 ) )  e  tem com - 

primen t o  k  . 

i i i )  Se vk tem como r ó t u l o  um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k  en tão  

todo caminho s imples  e n t r e  v, e  vk tem exatamente k  a r e s -  

t a s .  Com e f e i t o ,  p a r t i n d o  do e s t a d o  i n i c i a l  cu jo  r ó t u l o  é 

o  h o r á r i o  p a r c i a l  v a z i o ,  só  chegaremos a  um v é r t i c e  vk c? 

jo  r ó t u l o  é um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k mediante pe lo  

menos k  a p l i c a ç õ e s  do operador .  Por o u t r o  l a d o ,  s e  u s a r  - 

mos k '  > k  a p l i c a ç 3 e s  do operador  en tão  não 6 mais " s i m -  

p l e s "  o  caminho c o n s t r u i d o  por que há de t e r  r eg red ido  pe - 

10 menos uma vez ,  passando ass im p o r  um v é r t i c e  j á  gerado 

an t e r io rmen te ,  p o i s  do c o n t r á r i o  o  h o r á r i o  p a r c i a l  o b t i d o  

s e r i a  de ordem k '  > k .  

i v )  O caminho s imples  e n t r e  v, e  vk é Único. Suponhamos que 

e x i s t e  um o u t r o  caminho s imples  de v, a t é  vk ;  en t ão  per -  

correndo e s t e  o u t r o  caminho, ob ter iamos o  s e g u i n t e  horá -  

r i o  p a r c i a l  de ordem k  como r ó t u l o  de vk:  

Como e s t e s  do is  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem k  rotulam o  nies - 

mo v é r t i c e ,  e s t e s  h o r á r i o s  p a r c i a i s  s ão  i g u a i s ,  donde 



e  p o r t a n t o  os d o i s  caminhos s imples  reduzem-se a  um s ó .  

V) E n t r e  d o i s  v é r t i c e s  qua i sque r  vi e  v  e x i s t e  um Único ca  
j - 

minho s imples  p o i s  do c o n t r á r i o  e n t r e  um de l e s  e  v. have - 

r i a  mais de um caminho s i m p l e s ,  con t rad izendo  o  r e s u l t a d o  

do i t e m  a n t e r i o r .  

Assim, concluimos que o  g r a f o  do espaço de e s t ados  cons i -  

derado é uma á r v o r e  p o i s  é conexo e  e n t r e  d o i s  v é r t i c e s  

qua i squer  e x i s t e  um Único caminho s  imples . Tomaremos v. 

como a  r a i z  d e s t a  á rvore  p o i s  todos o s  demais v é r t i c e s  são 

gerados  a  p a r t i r  de vo.  

I I I  . 5  . 3 .  A - ARVORE DO ESPAÇO DE ESTADOS 

Na subseção a n t e r i o r  demonstraremos que o  g r a f o  do e s  - 

paço de e s t a d o s  e s p e c i f i c a d o  p a r a  o  problema de h o r á r i o  de au - 

l a s  é uma á r v o r e .  A s e g u i r  definimos e s t a  á rvore  de forma des - 

c r i t i v a  e  apontamos o  e f e i t o  das funções i n t e r m e d i á r i a s  Ak e  Bk 

sob re  s u a  c o n s t i t u i ç ã o  . 

DEFINIÇÃO 1 1 1 . 2 0  - A - á r v o r e  do espaço de - es t ados  do problema 

de h o r á r i o  é uma á r v o r e  e n r a i z a d a ,  r o t u l a d a ,  c u j a  r a i z  r e p r e  - 

s e n t a  o  e s t a d o  i n i c i a l ,  tem por  r ó t u l o  o  h o r á r i o  p a r c i a l  de o r  - 



dem zero  e  e s t á  no n í v e l  ze ro .  Nas subárvores  com r a i z  no n í  - 

v e l  k ,  O - < k  - < n ,  os  h o r á r i o s  p a r c i a i s  - v i á v e i s  de ordem k  são 

os  r ó t u l o s  da r a i z  e  s e u s  f i l h o s  tem como r ó t u l o  todos o s  ho ra  - 

r i o s  p a r c i a i s  ( v i á v e i s  e  i n v i á v e i s )  de ordem ( k + l )  , onde so - 

mento o  h o r á r i o  hk+l , do ( k + l )  -és imo componente v a r i a  s a t i s f a  - 

zendo 

( t 1  h  , I )  Y Y (tk 'hk, jk) , (tkcl yhkcl , j  )) = VERDADEIRO ; 

cada a r e s t a  e n t r e  o  h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k  e  o s  h o r á r i o s  

p a r c i a i s  de ordem ( k + l )  é r o t u l a d a  com o  pa r  ( tk+l  ,hk+l , ) c o r  - 

respondente  . 

Observe-se que somente os h o r á r i o s  p a r c i a i s  v i á v e i s  tem 

s u c e s s o r e s ;  como cada turma ti tem um conjun to  não vaz io  de ho - 

r á r i o s ,  a  r a i z  do n í v e l  zero  sempre tem f i l h o s .  Cons.ider?emos 

um h o r á r i o  p a r c i a l  v i á v e l  de ordem k  e  s e j a  tk+l a  turma cor -  

r e n t e .  0s h o r á r i o s  e s c o l h i d o s  pa ra  e s t a s  k  turmas passadas  e  a  

marcação d e s c r i t a  em 1 1 1 . 5 . 1  r e s t r i n g e m  a  um subconjunto  de 

IIk+l os  h o r á r i o s  de tk+l que podem s e r  usados p a r a  e s t e n d e r  o  

h o r á r i o  p a r c i a l  cons iderado  p a r a  formar h o r á r i o s  p a r c i a i s  de 

ordem ( k + l )  , i s t o  é,  k - t u p l a s  que s a t i s f a z e m  Ak,T. Assim, o  

e f e i t o  de Ak+l é f a z e r  com que não s e j a m s e q u e r  c o n s t r u i d a s ,  

não aparecendo na  á r v o r e ,  a s  ( k + l )  - t u p l a s  que não s a t i s f a r i a m  

*k+l porque u t i l i z a r i a m  h o r á r i o s  de tk+l incpmpat íve i s  com o s  

h o r á r i o s  j á  s e l ec ionados  pa ra  a s  k  turmas pas sadas .  Na termino - 

l o g i a  de GOLOMB e  BAUMERT ( 1 9 ) ,  i s t o  c o n s t i t u i  a  - p r e c l u s ã o .  

Por o u t r o  l a d o ,  as  ( k + l ) - t u p l a s  que s a t i s f a z e m  Ak+l 

são  o s  h o r á r i o s  p a r c i a i s  e  cons t i tuem a  á r v o r e  do espaço de e s  - 



t ados ;  cada h o r á r i o  p a r c i a l  pode s e r  v i á v e l  ou i n v i á v e l .  Os ho - 

r á r i o s  p a r c i a i s  i n v i á v e i s  de ordem ( k + l )  são aqueles que não 

sa t i s f azem Bk+l  ; sã0  gerados,  aparecem na á rvore ,  mas não tem 

sucesso res .  Assim, as funções Bk+l  r ea l izam a  -- poda da á rvore .  

Precisam s e r  gerados porque somente é poss íve l  c o n s t a t a r  que 

são i n v i á v e i s  após c o n s t r u í - l o s ,  r e a l i z a r  a  marcação d e s c r i t a  

em 1 1 1 . 5 . 1  e  s ó  en tão  t e s t a r  s e  cada turma c o n f l i t a n t e  com tk+l 

cont inua tendo pelo menos um h o r á r i o  d i spon íve l .  Por Último,os 

h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem (kc l )  que sa t i s f azem Bk+l  são  d i t o s  

v i á v e i s  e  são os únicos que tem sucesso res .  

I  I I  .5 . 4  . A REORDENACÃO DAS TURMAS 

A reordenação 6 apresentada como um p r i n c í p i o  g e r a l  

de busca e f i c i e n t e  para  algoritmos de backt rack .  Consis te  em 

s e l e c i o n a r  o  próximo componente da t u p l a  que e s t á  sendo cons- 

t r u i d a  daquele conjunto que tem menos elementos d isponíve is  ; 

para  o  problema de h o r á r i o  e s t e s  podem s e r  os conjuntos Hi, ou 

seus  subconjuntos , de h o r á r i o s  das turmas dadas t i ,  1 - < i < n  . 
Classif icaremos a  reorrdenação em -- e s t á t i c a  e  - dinâmica. 

Na reordenação e s t á t i c a ,  as turmas ser iam tomadas nu - 

ma ordem f i x a  es  tab.elecida a  p r i o r i .  Na reordenação - dinâmica, a  

próxima turma s e k i a  e sco lh ida  segundo algum c r i t é r i o  baseado 

no es tado  co r ren te  da computação. A ordenação dinâmica po de 

s e r  r e s t r i t a  ou i r r e s t r i t a .  Na ordenação dinâmica --- r e s t r i t a  t o  v 

dos os ho rá r ios  p a r c i a i s  de ordem k ,  O - < k  - < n ,  envolvem as 

mesmas turmas e  p o r t a n t o  na mesma ordem.. Um problema de horá  - 

r i o  com n  turmas tem n!  espaços de e s t ado  d i s t i n t o s ,  sob orde - 



nação dinâmica r e s t r i . t a .  A á rvore  de um dado espaço de e s t ados  

é c a r a c t e r i z a d a  p e l a  ordem em que as turmas vão sendo a s s o c i a  - 

das aos s e u s  n í y e i s .  Na reordenação dinâmica -- i r r e s t r i t a ,  os  ho - 

r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem k ,  O - < k  < n ,  podem d i f e r i r  p e l a r  t u r  - 

mas que envolvem, ou p e l a  ordem em que foram usadas .  

No r e s t a n t e  do p r e s e n t e  t r a b a l h o  usaremos ordenação 

dinâmica r e s t r i t a .  

111 .6 .  A CARDINALIDADE DO ESPAÇO DE ESTADOS -- 

111 .6 .1 .  -- INTRODUÇÃO 

Consideremos uma i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o  com 

n  turmas t . . . , tn. S e j a  H i  o  conjunto  de h o r á r i o s  da turma 1' 

t i  cons iderada  i so ladamente ,  como d e s c r i t o  no i n í c i o  da subse  - 

ção 111 .5 .1  e  s e j a  di a  c a r d i n a l i d a d e  de Hi, pa ra  1 - i - < n  . 
Sem pe rda  de gene ra l i dade  suporemos que é conexo o  g r a f o  de con - 

f l i t o  da i n s t â n c i a  dada do problema. Propomo-nos e s t a b e l e c e r  

uma expressão  pa ra  a  c a r d i n a l i d a d e  do espaço de e s t ados  gerado 

por  um a lgo r i tmo  de back t r ack  que no n í v e l  k  a p l i c a  a s  funções 

i n t e r m e d i á r i a s  Ak e  Bk, supondo uma ordenação dinâmica r e s t r i  - 

t a  das n  turmas dadas.  Como j á  mencionado, i s t o  s i g n i f i c a  que 

o  k-ésimo componente de todos os h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem k  

gerados é sempre um h o r á r i o  da mesma turma t k ,  i s t o  é um par  

( t k ,  h k , j  ) onde h k ,  E Hk, O < k  - < n .  A s s i m ,  ao e s t e n d e r  o  ho - 

r á r i o  p a r c i a l  de ordem zero p a r a  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem 1 ,  

tomamos sempre h o r á r i o s  da turma t l ;  ao e s t e n d e r  o s  h o r á r i o s  



p a r c i a i s  de ordem 1 p a r a  os de ordem 2 ,  tomamos sempre horá-  

r i o s  da turma t 2  e  e t c .  e  ao e s t e n d e r  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de o r  - 

dem (n-1) pa ra  formar os  de ordem n  tomaremos h o r á r i o s  de t u r  - 

ma tn.  Nestas condições teremos n!  espaços de e s t ados  d i s t i n  - 

t o s ,  um p a r a  cada uma das n! permutações dos i n t e i r o s  de 1 e  n. 

Dado um espaço de e s t ados  Q, f i c a  per fe i tamente  d e f i n i d a  a  t u r  - 

ma cu jos  h o r á r i o s  cons t i tuem o  k-ésimo componente dos h o r á r i o s  

p a r c i a i s  de ordem k e  de ordens maiores do que k .  

Por concisão chamaremos de v é r t i c e s  v i á v e i s  (inviáveis) 

os que representam h o r á r i o s  p a r c i a i s  v i á v e i s  ( i n v i á v e i s )  . Fina l  - 

mente, suporemos que a  i n s t â n c i a  dada do problema tem p e l o  me - 

nos uma s o l u ç ã o ,  o  que impl ica  que ,  p a r a  1 < i - < n ,  di > O e  

também são e s t r i t a m e n t e  maiores do que zero a  quant idade  t o t a l  

de vér ' t i ces  e  a  quant idade de v é r t i c e s  v i á v e i s ,  em cada n í v e l  

da á r v o r e .  

Uma vez o b t i d a  a  expressão da ca rd ina l idade  do espaço 

de e s t a d o s ,  examinaremos em que ordem as  turmas devem s e r  toma - 

das para  r e d u z i r  a  c a r d i n a l i d a d e  do espaço de e s t ados  gerado .  

1 1 1 . 6 . 2 .  -- AS FUNÇÕES q(Q,k) e  r (Q,k)  

Suponhamos en tão  cons t ru ida  a  á rvore  do espaço de e s -  

tados  Q, gerada na busca de todas  a s  so luções  de uma dada i n s  - 

t â n c i a  do problema. O espaço Q é o b t i d o  tomando as turmas numa 

c e r t a  ordem que representamos por  t l  , t l ,  . . . , tn.  No n í v e l  ze - 

r o  (desta á rvo re  temos exatamente um v é r t i c e ,  correspondente  ao 

h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ze ro ,  que é sempre v i á v e l .  No n í v e l  k  

d e s t a  á rvo re  temos v é r t i c e s  v i á v e i s  e  i n v i á v e i s .  



DEFINIÇRO 1 1 1 . 2 1  - Repres'entamos p o r  siri($ ,k)  a  quan t idade  t o  - 

t a l  de v é r t i c e s  ( is t>o ê,  v i á v e i s  e  i n v i á v e i s )  no n í v e l  k da á r  - 

vore  do espaço  de e s t a d o s  $. Analogamente, sou t ($ ,k )  r e p r e s e n  - 

t a  a  quan t i dade  de v é r t i c e s  v i á v e i s  no n í v e l  k da mesma árvore .  

I n f e l i z m e n t e  não s e  s a b e  de t e rmina r  antec ipadamente  

os v a l o r e s  de s ( $ , k )  e  de sout i n  ($ ,k )  a  p a r t i r  dos dados de 

uma i n s t â n c i a  do problema e  da ordem em que a s  turmas s ã o  toma - 

das p e l o  a l g o r i t m o  de b a c k t r a c k  p a r a  a cons t rução  dos h o r á r i o s  

p a r c i a i s .  Sabemos apenas que 

Assim, adotamos a  a t i t u d e  mais s imples  de supo r  c o n s t r u í d a  a  

a rvo re  e  c o n t a r  todos os  v é r t i c e s ,  e  os  v é r t i c e s  v i á v e i s , e m  ca  - 

da n í v e l  k .  Obteremos a s s im  os  v a l o r e s  e x a t o s  de s i n ($ ,k )  e  

s ( $ , k )  q u e ,  n e s t e  s e n t i d o ,  f i cam bem d e f i n i d o s .  Usamos os o u t  

s u b s c r i t o s  "in" e  "out"  porque ao p e r c o r r e r  a  á rvo re  da r a i z  

p a r a  as  f o l h a s ,  si, ( $ , k )  r e p r e s e n t a  a  quan t idade  de v é r t i c e s  

que "chegam" ao n í v e l  k  enquanto  soUt($ ,k)  é o  número de v é r t i  

ces  do n í v e l  k  que tem s u c e s s o r e s ,  e  é p o r  meio d e s t e s  v é r t i -  

ces  que passamos do n í v e l  k  ao n í v e l  ( k + l )  da , á r v o r e .  Como por  

h i p ó t e s e  a  i n s t â n c i a  dada do problema tem p e l o  menos uma s o l u  - 

çáo , 

p a r a  todo o s  espaços  de e s t a d o  $ e  todo n í v e l  k ,  O - < k  - < n  . 
Vejamos ago ra  o  que sucede quando estendemos o s  h o r á  - 

r i o s  p a r c i a i s  v i á v e i s  de ordem k  p a r a  o b t e r  o s  h o r á r i o s  pa r -  

c i a i s  ( v i á v e i s  e  i n v i á v e i s )  de ordem ( k + l )  , tomando h o r á r i o s  

da  turma tk+l. Ora ,  f i x a d o  um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k ,  em 



4 

g e r a l  apenas uma p a r t e  dos dk 
+ 1 h o r á r i o s  de Hk+l e  compatível  

com os  h o r á r i o s  j á  s e l ec ionados  pa ra  cada uma das k  turmas pas - 

s a d a s .  Mais a i n d a ,  em g e r a l  são d i f e r e n t e s  os  sub,conjuntos de 

'k+1 que s ã o  formados pe lo s  h o r á r i o s  de tk+l a inda  compatFveis 

com os d i f e r e n t e s  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem k .  Es t e  a l i á s  é o  

e f e i t o  da p re  c lusão  proporcionada p e l a s  funções i n t e r m e d i á r i a s  

A k c l .  Assim, o  número t o t a l  de v é r t i c e s  no n í v e l  ( k t l ) ,  r e p r e -  

s en t ado  po r  s i n ( $ , k + l )  , s a t i s f a z  a  des igualdade 

0 < s i n  ( $ , k + l )  s o u t  ($ ,W dk+l 

que pode s e r  r e e s c r i t o  n a  forma 

Os termos que f iguram no numerador e  no denominador da expres  - 

s ã o  acima são  bem d e f i n i d o s  e  não n u l o s .  Representaremos por 

q ( $ , k + l )  o  v a l o r  d e s t a  r a z ã o ,  i s t o  é ,  por  d e f i n i ç ã o  

Mul t ip l i cando  por  dk+l os  membros da Última igua ldade  teremos 

o  que nos permi te  i n t e r p r e t a r  q ( $  , k + l )  . dk+l como a  quan t ida -  

de média de suces so re s  no n í v e l  ( k t l ) ,  por  cada v é r t i c e  v i á v e l  

do n l v e l  k .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  é a  quan t idade  média de ho rá -  

r i o s  da turma tk+l que podem s e r  udados p a r a  e s t e n d e r  h o r á r i o s  

p a r c i a i s  v i á v e i s  de ordem k ,  gerando h o r â r i o s  p a r c i a i s  ( v i á -  

v e i s  e  i n v i á v e i s )  de ordem ( k + l )  . ~ambém podemos i n t e r p r e t a r  

q ( $ , k + l )  como a  f r a ç ã o  dos h o r á r i o s  de tk+l que são  compatíveis 



com os h o r á r i o s  j á  se lec ionados  pa ra  as k  turmas passadas ,  em 

re lação  ao número de h-orários in i c i a lmen te  d i spon íve i s  pela  tur - 

ma c o r r e n t e  t k + l  ' 

Uma vez obt ido  cada v é r t i c e  do n í v e l  ( k + l )  , devemos 

a p l i c a r  a  função in t e rmed iá r i a  Bk+l  para  determinar q u a i s  des - 

t e s  v é r t i c e s  são v i á v e i s .  S e j a  s  ( $ , k + l )  a quantidade de vér ou t  - 

t i c e s  v i á v e i s  e  s ( $ , k + l )  a  quantidade t o t a l  de v é r t i c e s  nes-  i n  

t e  n í v e l  ( k + l ) .  Aqui completamos a  construção de um novo n í  - 

v e l  da á rvore  e  assim teremos novamente 

O < s o u t ( a , k + u  5 s in ($ ,k+ l )  , 

que pode s e r  r e e s c r i t o  na forma 

O < s o u t  ($ ,k+l ) /  s i n ( $ , k + l )  5 1 

Ambos os termos da expressão acima são bem def in idos  e  convém 

r e p r e s e n t á - l a  por r (I) , k + l )  fazendo 

r ( * , k + l )  = sou t (9 ,k+ l ) /  siri($ , k + U  

Naturalmente,  O < r ( $ , k + l )  4 1. 

A função r ( $ , k + l )  t raduz  o f a t o  de que den t re  os h o r á r i o s  de 

tk +l compatíveis com os h o r á r i o s  j á  selecionados para  as  k  t u r  - 

mas passadas ,  e  que dão l u g a r  aos s i n ( $ , k + l )  v é r t i c e s  do n í -  

v e l  ( k + l )  , apenas a  f r ação  r ( $ , k + l )  também é compatível com os 

ho rá r ios  das (n- ( k + l )  ) turmas f u t u r a s ,  no s e n t i d o  de que cada 

uma de las  cont inue tendo pe lo  menos um h o r á r i o  d i spon íve l .  

Podemos resumir e s t a  a n á l i s e  como segue.  Dado um espa - 

ço de es tados  $ , a  cada turma co r ren te  se l ec ionada  p a r a  o  n í -  

ve l  (k+ l )  são associadas  a s  funções 

A pr imei ra  exprime quant i ta t ivamente  o  e f e i t o  da prec lusão  so  - 



b r e  os h o r á r i o s  da turma t k + l ,  e f e tuada  p e l a  função in t e rmed iá  - 

r i a  Ak +1 e  a  segunda t r a d u z  quan t i t a t i vamen te  o  e f e i t o  da poda 

da â rvore  r e a l i z a d a  p e l a  funçáo i n t e r m e d i á r i a  B k + l .  O v a l o r  de 

q ( $ , k + l )  é determinado p e l a s  turmas passadas  enquanto o  v a l o r  

de r ( $ , k + l )  6 determinado p e l a s  turmas f u t u r a s .  Segue-se a  de - 

f i n i ç ã o  fo rma l .  

DEFINIÇAO 1 1 1 . 2 2  - A s  funções q ($ ,k )  e  r ( $ , k )  são d e f i n i d a s  pe  - 

l a s  i gua ldades  aba ixo :  

onde k  é um n í v e l  gené r i co  da á rvo re  do espaço de e s t a d o  $ .  

A s  funções q  e  r ,  a p e s a r  da s imp l i c idade  das r e s p e c t i  - 

vas d e f i n i ç õ e s  são  b a s t a n t e  Ú te i s  no exame da á rvore  do espaço 

de e s t a d o s .  Apresentam algumas propr iedades  i n t e r e s s a n t e s  que 

s e r ã o  e s t a b e l e c i d a s  e  u t i l i z a d a s  no r e s t a n t e  d e s t e  c a p ? t u l o  ..A1 - 

gumas propr iedades  t r i v i a i s  são r eun idas  aqui  pa ra  e f e i t o  de 

r e f e r ê n c i a .  

Pa ra  t oda  á rvore  do espaço de e s t ados  $ e  n í v e l  k :  



111.6 .3 .  UMA EXPRESSA0 PARA A CARDINALIDADE DO 

ESPAÇO DE ESTADOS --- 

S e j a  $ o  espaço de e s t a d o s  onde os  h o r á r i o s  da turma 

t .  cons t i tuem o  i -és imo componente dos h o r á r i o s  p a r c i a i s  de 
1 

ordem i ,  p a r a  i - < i - < n.  I s t o  6 ,  os v é r t i c e s  do n í v e l  i da á r  - 

vore  são o b t i d o s  p e l a  e s c o l h a  de h o r á r i o s  p a r a  a  turma t i .  

TEOREMA 1 1 1 . 2  - A quant idade  de v é r t i c e s  no n í v e l  k  da á rvo re  

do espaço de e s t ados  $ , p a r a  O < k  - < n ,  é dada por 

Demonstração - 

s e r ã  f e i t a  por  indução sob re  o  n í v e l  k  da á r v o r e .  

Pa ra  k = l ,  a  turma c o r r e n t e  é tl e  como a inda  não t e -  

mos turmas p a s s a d a s ,  todos o s  dl h o r á r i o s  da turma tl podem 

s e r  usados p a r a  formas os h b r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem 1. Assim, 

teremos dl v é r t i c e s  no n í v e l  1. Por o u t r o  l a d o ,  p a r a  k = l  a  ex  

pressão  p ropos t a  fo rnece  

p o i s  r ($ ,O)  = q ( $ , l )  = 1 

Assim, a  expressão p ropos t a  fo rnece  o  número c o r r e t o  

de v é r t i c e s  p a r a  o  n í v e l  1. Suponhamos en tão  que s e j a  v á l i d a  

a t é  e  i n c l u s i v e  o  n í v e l  (k -1) .  Po r t an to  

lc-1 



Mult ip l icando  siri($ ,k-1) , O número de v é r t i c e s  no n í v e l  (k-1) , 

por  r ( $ , k - 1 )  obteremos o  número de v é r t i c e s  v i á v e i s  no n í v e l  

( - 1  , o  qual  m u l t i p l i c a d o  por ' {q($ ,k)  . dk} nos da rá  si,($ , k )  , 

o  número t o t a l  de v é r t i c e s  no n í v e l  k .  Teremos en t ão  

sin($.k)  = - -q  ($ ,k )  .dk . sin($,k-1) donde 

Ora ,  os  t r ê s  f a t o r e s  que p r é m ~ l t i ~ l i c a m  o  p rodu tó r io  são  o  s e u  

argumento p a r a  i = k  e  p o r t a n t o  

o  que demonstra o  teorema. 

TEOREMA 111 .3  - Na á rvo re  do espaço de e s t ados  $,  a  quan t idade  
a 

t o t a l  de v é r t i c e s  a t é  e  i n c l u s i v e  o  n í v e l  m ,  p a r a  1 < m < n ,  e - - 

dada por 

Demonstração 

s e r á  f e i t a  por  indução sob re  o  v a l o r  de m.  

Com e f e i t o ,  pa ra  m = l  a  á r v o r e  é c o n s t i t u í d a  p e l a  r a i z  

e  pe los  dl v é r t i c e s  do n í v e l  1. Assim, N ( $ , l )  = 1 + dl ,  que e  

o  v a l o r  da expressão  p ropos t a  pa ra  m = l .  Supondo que a  expres -  

s ão  s e j a  ve rdade i r a  p a r a  2 , 3 ,  . . . , (m-1) , teremos 



Por o u t r o  l a d o ,  o  v a l o r  de. N(S ,m) é dado por 

onde o  p r o d u t ó r i o  é a  quant idade de v é r t i c e s  no n í v e l  m da á r -  

v o r e ,  de acordo com o  teorema (111.2) . S u b s t i t u i n d o  o  v a l o r  de 

N($,m-1) n a  ú l t i m a  igua ldade  p e l a  sua  expressão  teremos 

donde 

o que demonstra o  teorema. 

Com base  no teorema (111.3) obtemos a  s e g u i n t e  expres  - 

são  pa ra  a  c a r d i n a l i d a d e  do espaço.  de estados $  

TEOREMA 1 1 1 . 4  - Dada uma i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o  com 

n  turmas e  p e l o  menos uma s o l u ç ã o ,  o  v a l o r  de 

é i n v a r i a n t e  s o b r e  todos os n !  espaços  de e s t a d o s  A ,  o b t i d o s  a  

p a r t i r  do espaço I/J por . . reordenação dinâmica r e s t r i t a  das  n  t u r  - 

mas; ( a l , a 2 ,  . .., a,) é uma permutação dos i n t e i r o s  de 1 a  n .  



Demonstração 

Consideremos a  á r v o r e  do espaço de e s t ados  h onde a  

turma t é as soc i ada  ao n i v e l  i ,  sendo ( a l , a 2 ,  . . . , a,) uma 
a  : 
I 

permutação dos i n t e i r o s  de 1 a  n .  

Pelo  teorema ( I 1  I .  2)  

n 
s i n (h ,n )  = n r ( i - 1  ( h , )  d  } e  

i=l ai 

Como todos os  h o r á r i o s  p a r c i a i s  p a r c i a i s  de ordem n  s ã o  v i á -  

v e i s  porque não mais ex i s t em turmas f u t u r a s ,  segue-se  que 

s (h ,n )  = si, ($ ,n )  p o i s  ambos exprimem a  quant idade de s o l u -  i n  

ções de uma mesma i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o .  A s s i m  

o  que prova o  teorema. 

TEOREMA 1 1 1 . 5  - Nas mesmas h i p ó t e s e s  do teorema (111.4) , o  

v a l o r  de 

também é i n v a r i a n t e  . 



Demons t r a c ã o  

Pe lo  teorema 111.4 

Como . n d  = n di e  são não nu los  por h i p ó t e s e ,  f i c a  
1=1 'i i=l n  

provada a  i n v a r i â n c i a  de n { r ( X , i - 1 )  . q (X , i ) }  nas  condições  
i=l 

propos t a s .  

1 1 1 . 7 .  A - REDUÇÃO DA CARDINALIDADE DO ESPAÇO DE ESTADOS -- 

Nesta seção  es tabelecemos um c r i t é r i o  pa ra  o r i e n t a r  a  

e sco lha  da turma que deve s e r  a s soc i ada  ao n í v e l  ( k + l )  da árvo - 

r e  do espaco de e s t a d o s ,  de modo a  r e d u z i r  o  número t o t a l  de 

v é r t i c e s  n e s t e  n í v e l ,  em f a c e  da e sco lha  j á  r e a l i z a d a  p a r a  os 

k p r imei ros  n í v e i s .  

TEOREMA 111.6 - Con~ider~emos  uma i n s t â n c i a  do problema de liorá - 

r i o  com n  turmas.  S e j a  X e  espaço de e s t ados  onde os  h o r á r i o s  

da turma ti cons t i t uem o  i-ésimo componente dos h o r á r i o s  p a r -  

c i a i s  de ordem i ,  1 - < i - < k. S e j a  6 e  espaço de e s t ados  .onde 

o s  h o r á r i o s  da turma t cons t i tuem o  i-ésimo componente dos 
(a i )  

h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem i ,  onde n = ( a l ,  . . . , ak) é uma pe r  - 

mutação dos i n t e i r o s  1 a  k .  En tão ,  a  cada h o r á r i o  p a r c i a l  v i 5  - 

v e l  de ordem k de 8 corresponde um h o r á r i o  p a r c i a l  v i á v e l  de 

ordem k de X e  v i c e - v e r s a ,  e  ambos usam os  mesmos h o r á r i o s  de 

turmas.  



Demons t r a c ã o  

S e j a  .rr = ( a  l ' a 2 '  . . . , ak) a  permutação cons i de rada  

dos i n t e i r o s  de 1 a t é  k .  Pa ra  s i m p l i f i c a r  um pouco a  no t ação ,  

faremos a l  = a , ..., ak = y . S e j a  

um h o r á r i o  p a r c i a l  v i á v e l  de ordem k  de 8 .  

Pa ra  p rova r  o  teorema mostraremos que e x i s t e  em h uma 

X 8 k - t u p l a  vk com os  mesmos componentes que em vk , porém na  

ordem que c a r a c t e r i z a  o  espaço A .  Mostraremos que e s t a  k - t u p l a  

é um h o r á r i o  p a r c i a l  e  que e s t e  h o r á r i o  p a r c i a l  é v i á v e l .  De - 

p o i s  t r a t a r emos  da r e c í p r o c a .  

Por d e f i n i ç ã o  ( I11  . l 6 )  e  (111.17) os h o r á r i o s  p a r c i a i s  de 

ordem k  são  k - t u p l a s  de h o r á r i o s  de turmas,  i s t o  é,  de pares  

( turma,  h o r á r i o  d e s t a  turma) que s a t i s f a z e m  o  con jun to  Ak de 

proposições  ; são  v i á v e i s  aque les  h o r á r i o s  p a r c i a i s  que s a t i s f a  - 

zem o  con jun to  Bk de p ropos ições  . 
Consideremos a  k - t u p l a  

o b t i d a  de v i  por  uma permutacão dos s e u s  h o r á r i o s  de turmas que 

c o n s i s t e  em c o l o c a r  o  p a r  ( t  e 
, V ) de vk ,  onde @ = a  como i '  
A o  a.-ésimo componente de vl, . A s s i m  por exemplo, s e  

1 

en tão  a l  = 2 ,  a 2  = 3 e  a 3  = 1 donde 



a E c l a r o  que a  k - t u p l a  v i  sempre pode s e r  cons t r u i d a ,  e  ún i ca  

e  o s  seus  h o r á r i o s  de turmas e s t ã o  n a  ordem que c a r a c t e r i z a  o  

espaço h .  Res ta  mos t r a r  que s a t i s f a z  Ak e  B k .  

h 8  Ora,  por  construção vk e  vk contém os mesmos h o r á r i o s  

8  h de turmas e  s e  Ak(vk) = VERDADEIRO en t ão  também Ak(vk) = VER- 

X DADEIRO p o i s  vk é uma enumeração dos mesmos h o r á r i o s  de turma 

8  que em v k ,  s ó  que com o u t r a  ordenação.  Assim, v i  s a t i s f a z  Ak 

e  p o r t a n t o  é um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k, r e s t a n d o  mos t r a r  

que é v i á v e l .  Como. as  turmas f u t u r a s  em r e l a ç ã o  ao n í v e l  k  são 

a s  mesmas nos espaços  A e  8 ,  segue-se  que v i  s a t i s f a z  Bk s e  

8  X Bk(vk) = VERDADEIRO. Mais a i n d a ,  como em vk e  v: o s  h o r á r i o s  

de turmas são  os  mesmos, pa ra  cada turma f u t u r a  s e r i am marca - 

dos como não d i spo .n íve i s  os mesmos h o r á r i o s ,  t a n t o  em A como 

em 8  e  ass im cada turma f u t u r a  con t inua  dispondo dos mesmos 

8  h o r á r i o s  t a n t o  em h como em 8 .  Assim, s e  Bk(vk) = VERDADEIRO 

en tão  também devemos t e r  B ~ ( V ; )  = VERDADEIRO. Res ta  a  p o s s i b i  - 

l i d a d e  de que,  p a r a  algum i < k ,  v i  s e  tenha to rnado  i n v i á v e l .  
X 

Mas i s t o  também não pode s e r  s u s t e n t a d o  porque,  sendo vk com - 

p a t í v e l  com os  h o r á r i o s  das turmas f u t u r a s  em r e l a ç ã o  ao n í -  

v e l  k ,  v: s ó  podei-ia s e r  incpmpat;vel com o  h o r á r i o  de alguma 

turma t i + l ,  . .. , t k ,  o  que c o n t r a d i r i a  o  f a t o  de que v; s a t i s  - 

f a z  A k .  Segue-se p o r t a n t o  que v i  também é v i á v e l .  

A Pa ra  p rovar  a  r e c í p r o c a ,  b a s t a r i a  tomar v k ,  um h o r á r i o  

p a r c i a l  v i á v e l  de ordem k  do espaço de e s t ados  A ,  r eordenar  os 

h o r á r i o s  de turmas segundo a  permutação r, obtendo uma k - t u  - 

e 8  
p l a  vk . Aplicando a  vk os argumentos j á  usados acima, mostra  - 

8 
riamos que vk é um h o r á r i o  p a r c i a l  v i á v e l  de ordem k  no espa - 

X 
ço de e s t ados  8 ,  que usa  os  mesmos h o r á r i o s  de turmas que vk .  

1s t o  c o n c l u i  a  demonstração d e s t e  teorema. 



COROLARIO 1 1 1 . 2  - A s  á rvores  dos espaços de es tados  X e  8 espe 

c i f i c a d o s  no teorema (111.6) possuem a  mesma quantidade de vér - 

t i c e s  v i á v e i s  no n í v e l  k .  I s t o  é, s (A,k) = sou t (8 ,k )  . out  

Demons t racão  

Como para  cada h o r á r i o  p a r c i a l  v i áve l  de ordem k  de X 

e x i s t e  um correspondente h o r á r i o  p a r c i a l  v i áve l  de ordem k  em 

8 ,  e  reciprocamente ,  segue-se que ambos os espaços de e s t ado  

possuem a  mesma quantidade de h o r á r i o s  p a r c i a i s  v i á v e i s  de o r  - 

dem k .  

TEOREMA 1 1 1 . 7  - Sejam X e  8 do i s  espaços de es tado  como no teo  - 

rema (111.6) .  S e j a  tk+l a  turma cujos h o r á r i o s  const i tuem o  

(k+l)-és imo componente das t u p l a s  em h e  8 .  Então,  a  cada horá  - 

r i o  p a r c i a l  de ordem (k+ l )  de X corresponde um h o r á r i o  p a r c i a l  

de ordem (k+ l )  em 8  e ,  v i ce -ve r sa ,  e  ambos são formados pe los  

mesmos h o r á r i o s  de turmas. 

Demonstração 

In ic ia lmente  lembramos que e s t e s  h o r á r i o s  p a r c i a i s  de 

ordem (k+ l )  podem s e r  v i á v e i s  pu i n v i á v e i s .  

h ' 8  Sejam vk e  vk os h o r á r i o s  p a r c i a i s  v i á v e i s  de ordem 

k  que usam os mesmos h o r á r i o s  de turmas,  como no teorema (111.6). 

Então,  t a n t o  no espaço X como em i3 a  turma tk+l t e r á  d isponí -  

h v e i s  os mesmos h o r á r i o s .  Assim, vk e  v! podem s e r  es tendidos  

com os mesmos h o r á r i o s  da turma tk+l. Se a  ( k + l )  - t u p l a  o b t i d a  

X estendendo vk s a t i s f a z  Ak+l então a  ( k + l ) - t u p l a  o b t i d a  e s t en -  



0 dendo vk com o  mesmo h o r á r i o  de tk+l também s a t i s f a r á  Ak+l  e  

rec iprocamente .  

COROL~RIO 111.3  - O s  espaços de e s t ados  X e  0 do teorema (III.7), 

i n c l u i n d o  agora  a  turma t k + l ,  t e r ã o  a  mesma quant idade de h o r á  - 

r i o s  p a r c i a i s  de ordem ( k + l )  , i s t o  é,  s i n ( h , k + l )  = sin(O , k + l )  . 

Demonstração 

Se a  cada h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ( k + l )  do espaço X 

corresponde um h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem ( k + l )  de 0 ,  e  v i ce -ve r  - 

s a ,  en tão  ambos o s  espaços t e r ã o  a  mesma quant idade de h o r á  - 

r i o s  p a r c i a i s  de ordem ( k + l ) .  Assim, a s  r e s p e c t i v a s  á rvo re s  t e  - 

r ã o  a  mesma quant idade  de v é r t i c e s  no n í v e l  ( k + l )  donde 

TEOREMA 111.8 - Como no teorema ( I I I . 7 ) ,  consideremos a s  árvo- 

r e s  dos espaços  de e s t ados  X e  0 e  s e j a  tk+l a turma s e l e c i o n a  - 

da p a r a  e s t e n d e r  o s  h o r á r i o s  p a r c i a i s  v i á v e i s  de ordem k  pa ra  

h o r á r i o s  p a r c i a i s  de ordem ( k + l ) .  Então 

Demonstracão 

Por d e f i n i ç ã o  (111.22) da função q teremos 



Pelos  c o r o l á r i o s  (111.2) e ( I11  - 3 )  o s  d o i s  denominadores são 

i g u a i s  e n t r e  s i  nas duas expressões  acima, bem como os d o i s  nu - 

meradores donde, de f a t o  

o que demonstra o teorema 

O teorema (111.8) mostra que é a e s c o l h a  das k pr imei  - 

r a s  turmas,  e não a ordem em que e s t a s  turmas são  tomadas, quem 

determina o v a l o r  da função q ,  r e f e r i d o  ao n í v e l  ( k + l )  da árvo - 

r e ,  p a r a  cada uma das (n-k) turmas r e s t a n t e s .  Neste s e n t i d o  po - 

demos d i z e r  que o v a l o r  da função q para  a turma c o r r e n t e  6 de - 

terminado pe lo  con jun to  das  turmas passadas .  

Por o u t r o  l a d o ,  o v a l o r  da função r do n í v e l  ( k + l )  s o  - 

mente pode s e r  determinado após a e sco lha  da turma c o r r e n t e ,  

cons t rução  dos h o r á r i o s  d e s t a  turma e exame da s u a  i n t e r a ç ã o  

com os  h o r á r i o s  das t u rmas fu tu ra s  c o n f l i t a n t e s  com a turma con - 

s i d e r a d a .  Neste s e n t i d o ,  dizemos que o v a l o r  da função r é de - 

terminado p e l a  turma c o r r e n t e  e p e l a s  turmas f u t u r a s .  

Vejamos agora  a redução da c a r d i n a l i d a d e  do espaço de 

e s t a d o s .  Sob reordenação dinâmica r e s t r i t a ,  a passagem do n í  - 

v e l  k ao n í v e l  ( k + l )  da á rvo re  é f e i t a  tomando-se uma determi-  

nada turma que designaremos por tk+l e ro tu l ando  todas  as  a r e s  - 

t a s  e n t r e  os  n í v e i s  k e ( k + l )  com algum h o r á r i o  da turma tk+l. 

Convém resumir  num s ó  teorema (111.9) o s  r e s u l t a d o s  j á  ob t idos  

nos teoremas ( I I I . 6 ) ,  (111.7) e ( I I I . 8 ) ,  e s e u s  c o r o l á r i o s .  



TEOREMA 111 .S - Dada uma i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o  com 

n  turmas,  são i n v a r i a n t e s  , sobre  todos  os  espaços de e s t a d o  I) 

o b t i d o s  por  reordenação dinâmica r e s t r i t a  das  turmas 

t l , t 2 >  . . . , tk as soc i adas  aos n í v e i s  1 a t é  k ,  

i )  o  número de h o r á r i o s  p a r c i a i s  v i á v e i s  de ordem k  

i i )  o  número t o t a l  de h o r á r i o s  p a r c i a i s  ( v i á v e i s  e  i n v i á v e i s )  

de ordem ( k + l )  que tem como (k+l)-és imo componente h o r á  - 

r i o s  da turma tk+l 

i i i )  o  v a l o r  de q ( I ) , k+ l )  .dk+l correspondente  à e s t a  turma t k+l ' 

Es te  teorema (111.9) mostra  que uma vez e s c o l h i d a s  as 

turmas cu jos  h o r á r i o s  cons t i tuem os  k  p r ime i ros  componentes 

dos h o r á r i o s  p a r c i a i s ,  f icam determinados o  número de v é r t i  - 

c e s  no n í v e l  k  e ,  p a r a  cada turma f u t u r a  tk+l o  v a l o r  de 

q ( I ) , k+ l )  .dk+l que e l a  t e r á  s e  f o r  a s soc i ada  ao n í v e l  ( k i l ) .  Co - 

mo e s t e s  v a l o r e s  não dependem da ordem em que a s  k p r i m e i r a s  

turmas foram s e l e c i o n a d a s ,  conc lu i - s e  que o  que rea lmente  i m -  

p o r t a  é - quem são  e s t a s  k  p r ime i r a s  turmas.  

A redução da  c a r d i n a l i d a d e  do espaço de e s t a d o s  deve 

v i s a r  a  redução do número t o t a l  de v é r t i c e s ,  quer v i á v e i s  quer 

i n v i á v e i s .  Assim, o  problema g e r a l  é :  

s u j e i t o  ao r e s u l t a d o  do teorema (111.4) , segundo o  

qua l  

( r ( $ , i - 1 )  . q ( $ , i )  . d . }  = c o n s t a n t e .  
1 i=l 



Dentre a s  d i f i c u l d a d e s  de o b t e r  e s t a  minimização e s t á  o  f a t o  

de que cada v a l o r  r ( $ , k + l )  somente é conhecido depois  que s e  

dec ide  qua l  a  turma tk,l que s e r á  a s soc i ada  ao n í v e l  ( k + l )  , p a  

r a  i r  cons t ru indo  o  espaço de e s t a d o s  $ .  

O a lgor i tmo de back t r ack  começa com um h o r á r i o  pa r -  

c i a l  vaz io  e ,  em cada e s t á g i o  p rocura  e s t ende r  um h o r á r i o  pa r  - 

c i a l  v i á v e l  de ordem k ,  1 - < k  < n ,  pa ra  um h o r á r i o  p a r c i a l  

( v i á v e l  ou i n v i á v e l )  de ordem ( k + l ) .  D e s t a r t e  abordaremos o  

problema da redução da c a r d i n a l i d a d e  do espaço de e s t a d o s  da 

s e g u i n t e  forma: dadas a s  turmas j á  a s soc i adas  aos n í v e i s  1 até 

k ,  qual  a  melhor e sco lha  da turma tk+ly den t r e  todas  a s  t u r -  

mas f u t u r a s  tk,l ,  tk+2y ..., tn? Adotaremos en t ão  o  s e g u i n t e  

c r i t é r i o :  escolheremos p a r a  tk+l aque la  turma que conduz ao 

menor número de v é r t i c e s  ( v i á v e i s  e  i n v i á v e i s )  no n í v e l  ( k + l ) .  

E s t a  turma é c a r a c t e r i z a d a  p e l o  teorema (111.10) . 

TEOREMA 111.10 - S e j a  $ o  espaço de e s t ados  que e s t á  sendo 

cons t ru ido  e  se jam t l ,  . . . , tk as  turmas j á  a s soc i adas  aos n i  - 

v e i s  1 , 2 ,  . . . , k  da á rvo re  do espaço de e s t ados  $ , para 1 - < k < n .  

Obtem-se o  menor número t o t a l  de v é r t i c e s  no n í v e l  ( k + l )  s e l e  - 

cionado p a r a  e s t e  n í v e l  aque la  turma tk,l que dentre todas  as  

turmas f u t u r a s  p o s s u i  o  menor v a l o r  de q ( $  , k + l )  .dk,l. 

~ e m o n s  t r a ç ã o  - 

Pe la  d e f i n i ç ã o  (111.22) o  número t o t a l  de v é r t i c e s  no 

n í v e l  ( k + l )  é dado por  



Pelo c o r o l á r i o  ( I I I . 2 ) ,  o  v a l o r  de sOut ($ ,k) depende apenas 

das turmas j á  s e l ec ionadas  pa ra  os n í v e i s  1 , 2 ,  . . . , k e  não 

depende da ordem em que e s t a s  turmas foram tomadas. Pelo  t eo  - 

rema ( 1 1 1  8) , o v a l o r  de q ( $ , k + l )  .dk+l é determinado p e l a s  k  

turmas j á  s e l ec ionadas  e  independe da ordem em que e l a s  foram 

assoc iadas  aos n í v e i s  1 , 2 ,  . . . , k .  Assim, dadas e s t a s  k  t u r  - 

mas, o  v a l o r  de 

depende apenas de q ( $  , k + l )  . dk+l. Nestas condições s in (q ,  k) se 
r ã  mínimo s e  e  somente s e  f o r  s e l ec ionada  pa ra  o  n í v e l  ( k + l )  

aque la  turma que tem o menor v a l o r  de q ( $ , k + l )  .dk+l. 

Es t e  teorema mostra que podemos r e a l i z a r  uma minimi - 

zação l o c a l ,  s e l ec ionado  para  cada n í v e l  aque la  turma t k + l  

que tem o menor v a l o r  de q($  , k + l )  .dk+l. Não podemos c o n c l u i r  

que s e  t r a t a  de uma minimização g loba l  porque a  e sco lha  da 

turma c o r r e n t e  pa ra  o  n í v e l  ( k + l )  determina o  v a l o r  da função 

r parar e s t e  n í v e l ,  e  da função q  p a r a  cada uma das turmas con - 

f l i t a n t e s  com a turma se l ec ionada  p a r a  o  n í v e l  ( k + l )  . E s t e  

a spec to  s e r á  examinado mais detidamente na  seção 111.8 .  

A a n á l i s e  desenvolvida a t é  aqu i  f o i  baseada numa a r  - 

vore de back t rack  to ta lmente  cons t r u i d a .  f! importante  r e s s  a l -  

t a r  que o  a lgor i tmo de back t rack  r e a l i z a  uma busca em profun-  

didade.  Assim, ao p a s s a r  p e l a  p r ime i r a  vez do n í v e l  k ao n í  - 

v e l  ( k + l )  ,não s e  conhece o  v a l o r  e x a t o  de q ( $ , k + l )  .dk+l pa ra  

cada uma das (n-k) turmas f u t u r a s .  Como exposto na subseção 

111.6 .2 ,  q ( @ , k + l )  .dk+l pode s e r  i n t e r p r e t a d o  como o v a l o r  mé - 

d io  do número de h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s  por  uma turma tk+L , sg 



pondo j á  cons t ru ido  todo  o  n í v e l  imediatamente a n t e r i o r  (k) . 
A cada i n s t a n t e  o  a lgor i tmo de back t r ack  conhece a  quan t idade  

de h o r á r i o s  d i s p o n i v e i s  por  cada turma f u t u r a ,  em r e l a ç a o  a  

um dada h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem k .  Embora possam s e r  construi - 

das aproximações melhores , acumulando conhecimento adqu i r ido  

em o u t r o s  v é r t i c e s  do mesmo n í v e l  k ,  convém t e r  p r e s e n t e  que 

a  redução da c a r d i n a l i d a d e  é um meio pa ra  r e d u z i r  o ,  e s f o r ç o  

computacional .  Assim, na implementação s e r á  s e l e c i o n a d a  para  

o  n í v e l  ( k + l )  aque l a  turma que t i v e r  a  menor quan t idade  de ho - 

r á r i o s  d i s p o n í v e i s  no momento em que e s t a  dec i são  f o r  tomada. 

Por o u t r o  l a d o ,  o que impor ta  é s a b e r  qua l  a  turma 

que tem o  menor v a l o r  de q ( $ , k + l )  .dk+l,  e  não e s t e  v a l o r  exa - 

t o .  Como a s  quan t idades  de h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s  por  cada t u r  - 

ma f u t u r a  s ão  comparadas e n t r e  s i  "mantendo f i x o "  um mesmo ho - 

r á r i o  p a r c i a l  de ordem k ,  é a l tamente  p o s s í v e l  que a  ordena- 

ção baseada nos v a l o r e s  c o r r e n t e s  s e j a  muito da orde-  

nação que s e r i a  o b t i d a  com o  conhecimento dos v a l o r e s  e x a t o s .  

Mais a i n d a ,  s e  houver alguma d i f e r e n ç a ,  e l a  ce r tamente  s e r á  

e n t r e  turmas cu jos  v a l o r e s  de q ( $ , k + l )  .dk +l são  mui to  p róx i -  

mos. 



111.8.  ALGUNS ASPECTOS HEURÍSTICOS 

A redução da ca rd ina l idade  do espaço de es tados  apre  

sen tada  na seção a n t e r i o r  f o i  baseada na re lação  e n t r e  a quan- 

t i dade  de v é r t i c e s  v i á v e i s  num dado n í v e l  k  e  a  quantidade m é  - 

d i a  de sucessores .  A informação usada pelo a lgori tmo de back- 

t r a c k  r e s t r i n g i a - s e  ao v a l o r  de q ( $ , k + l )  .dk para  a  turma a  +l 

s e r  s e l ec ionada .  O s  r e su l t ados  obt idos  permitiram uma melhor 

compreensão do processo de busca e  sugerem uma o u t r a  aborda - 

gem. E s t a  abordagem é baseada no teorema ( I11  - 4 )  segundo O 

qual  o  v a l o r  de 

é i n v a r i a n t e  sobre  todos os espaços de e s t a d o ,  pa ra  uma dada 

i n s t â n c i a  do problema de h o r á r i o  com n  turmas; s e j a  C e s t e  va - 

l o r  cons tan te .  

Consideremos então e s t e  i n v a r i a n t e ,  r e e s c r i t o  de mo - 

do a  ev idenc ia r  a  p a r t e  correspondente às turmas passadas ,que 

designaremos por x ,  a  p a r t e  y r e f e r e n t e  ao v a l o r  de q ( ~ J ~ , k + l ) d ~ + ~  

da turma co r ren te  e  a  p a r t e  Z que i n c l u i  r ( $ , k + l )  e  os  f a t o -  

r e s  r e f e r e n t e s  5s turmas f u t u r a s .  

A s s i m  

com x,y.z = C .  



No momento em que e s t ã o  e s c o l h i d a s  a s  k  p r i m e i r a s  t u r  - 

mas, o  v a l o r  de x f i c a  i r revogavelmente  determinado.  

I n i c i a l m e n t e  suponhamos que ao s e l e c i o n a r  a  turma co r  - 

r e n t e  p a r a  o  n í v e l  ( k + l )  de acordo com o  teorema (111.10) en - 

contramos duas turmas,  tk+l e t ' k + l  que apresentam 

I s t o  imp l i ca  que a  e s c o l h a  de tk+l 
O U  t ' k + l  poderá a-  

f e t a r  apenas os f a t o r e s  de z ,  mantendo z com v a l o r  c o n s t a n t e  e  

j á  determinado por x.y. Um c r i t é r i o  de desempate pode basea r -  

s e  em o u t r a s  informações conhecidas s o b r e  e s t a s  duas turmas,  

t a i s  como 

- a  ca rga  h o r á r i a  semanal 

- o  número de turmas f u t u r a s  c o n f l i t a n t e s  com cada uma d e s t a s  

turmas.  

O e f e i t o  da e sco lha  da turma c o r r e n t e  man i f e s t a - se  so  - 

b r e  o s  f a t o r e s  de z t a n t o  p e l a  v a l o r  de r ( $ , k + l )  p a r a  o  nl'vel 

c o r r e n t e  ( k + l ) ,  como p e l a  redução do número de h o r á r i o s  d ispo-  

n i v e i s  por  cada turma f u t u r a  c o n f l i t a n t e  com a  turma c o r r e n t e ,  

i s t o  é,  p e l a  redução dos r e s p e c t i v o s  v a l o r e s  de q ( $ , i ) d i  em z .  

O ponto impor tan te  é o  s e g u i n t e :  em g e r a l  

- o  v a l o r  de r ( $ , k + l )  - decresce  com o  crescimento t a n t o  da ca r -  

ga h o r á r i a  semanal como do número de turmas c o n f l i t a n t e s  com 

a  turma c o r r e n t e  t k + l  ' 

- com o  c resc imento  da ca rga  h o r á r i a  de tk+l - decresce  o  v a l o r  

de q ( $ , i )  .di de cada turma f u t u r a  c o n f l i t a n t e  com tk+l. 

- quanto  maior f o r  o  número d e s t a s  c o n f l i t a n t e s ,  maior s e r á  o  

número de f a t o r e s  q ( $  , i )  . di de z que s e r ã o  r eduz idos .  



Como o  va lo r  de z deve manter-se cons tan te ,  segue-se o  c r e s c i  - 

mento do v a l o r  do produto r ( $  , k + 2 )  .r($,,.k+3) . . . . . r ( $ , n - 1 )  na 

expressão z .  I s t o  por sua  vez ind ica  que c resce  a  proporção 

de v é r t i c e s  v i á v e i s  em re lação  ao número t o t a l  de v é r t i c e s  no 

r e s t a n t e  da á rvore .  Por ou t ro  l a d o ,  uma redução mais severa  

de r ( + , k + l )  do n í v e l  co r ren te  e  dos va lo res  de q ( $ , i )  .di de 

algumas turmas f u t u r a s  podem conduzir  a  uma redução do número 

t o t a l  de v é r t i c e s  ( v i á v e i s  e  inv iáve i s )  no r e s t a n t e  da árvore.  

O e f e i t o  combinado poder ia  s e r  uma redução e f e t i v a  do número 

de v é r t i c e s  i n v i á v e i s ,  e  não apenas da f r ação  que const i tuem 

em re l ação  ao númeto t o t a l  de v é r t i c e s .  Somente para  r e s s a l  - 

t a r  e s t e  e f e i t o ,  observe-se que s e  f o s s e  possfve l  i r  escolhen  - 

do em cada n í v e l  uma turma de modo que 

teríamos uma árvore  do espaço de es tados  sem v é r t i c e s  i n v i á -  

v e i s !  Embora i s t o  não possa s e r  conseguido pa ra  o  problema de 

h o r á r i o ,  em v i s t a  da sua  complexidade, é certamente uma meta 

da qua l  devemos procurar  aproximar-se.  

Es t a s  cons iderações ,  i n t roduz idas  sob o  p r e t e x t o  de 

uma reg ra  de desempate, sugerem o  uso de ou t ros  ind icadores ,  

mais informados pa ra  s e l e c i o n a r  a  turma c o r r e n t e .  Es tes  i n d i  - 

cadores poderiam s e r  cons t ru idos  usando o  v a l o r  de q($,k+l).dk,l, 

a  carga h o r á r i a  semanal, o  número de a u l a s ,  e  a  quantidade de 

turmas f u t u r a s  c o n f l i t a n t e s  com a  turma a  s e r  e sco lh ida .  En- 

t r e t a n t o ,  nas i n s t â n c i a s  do problema onde todas as turmas' tem 

aproximadamente a  mesma carga h o r á r i a  semanal,  o  mesmo número 

de a u l a s  e  cada turma c o n f l i t a  com todas  as o u t r a s ,  e s t e  i n d i  



cador t e r i a  pouca d i s c r iminação ,  além daquela proporcionada 

por q(@Yk+l) * d k + l *  

Finalmente ,  como pretendemos u s a r  o  a lgor i tmo de back- 

t r a c k  p a r a  o b t e r  uma so lução  da i n s t â n c i a  dada do problema,pas - 

s a  a  s e r  mais impor tan te  a  ordem em que os h o r á r i o s  de uma da- 

da turma são  s e l ec ionados  p a r a  a  formação de h o r á r i o s  p a r c i a i s .  

Por s e r  r e a l i z a d a  sob re  um mesmo n í v e l  da á r v o r e ,  e s t a  reodde- 

nação pode r i a  s e r  denominada de "ho r i zon ta l " .  E s t e  a spec to  não 

f o i  examinado no p r e s e n t e  t r a b a l h o .  



CAPÍTULO I V  - O PROGRAMA PROTÓTIPO - 

Neste c a p í t u l o  apresentamos uma breve  d e s c r i ç ã o  do pro  - 

grama que f o i  cons t ru ido .  O desenvolvimento d e s t e  programa t eve  

mais as  c a r a c t e r í s t i c a s  de pesquisa  do que implementação pura  e  

s imples  de um programa to t a lmen te  e s p e c i f i c a d o  segundo o  e s t a d o  

da a r t e .  A l é m  de conf i rmar  que é p o s s í v e l  c o n s t r u i r  um programa 

de acordo com o  desenvolvimento t e ó r i c o  apresen tado  no c a p í t u l o  

111,  e s t a  implementação p e r m i t i u  i d e n t i f i c a r  algumas d i f i c u l d a  - 

des de ordem p r á t i c a ,  so luc ionadas  s a t i s f a t o r i a m e n t e ,  e  l e v a n t a r  

um aspec to  t e ó r i c o  pa ra  pesqu i sa  p o s t e r i o r .  

1 V . l .  - DESCRIÇÃO GERAL 

O programa f o i  e s c r i t o  em FORTRAN IV por ques tões  de 

p o r t a b i l i d a d e .  Compõe-se de um programa p r i n c i p a l  e  32 s u b r o t i  - 

n a s ,  pe r fazendo  4500 comandos. No computador B6 700 da BURROUGHS 

demanda 60s de compilação e  o  código r e s u l t a t e  ocupa 5500 pa l a -  

v ras  . 
O s  dados de e n t r a d a  são  organ izadas  e s senc i a lmen te  co - 

mo d i s c u t i d o  de forma a b s t r a t a  nas  seções  1 1 1 . 2  e  111.3  e  r e s u  - 

midos em 111.3 .3 .  Para  f a c i l i t a r  a  c r i a ç ã o  de r e l a ç õ e s  de con- 

f l i t o  a r b i t r á r i a s  e n t r e  c l a s s e s ,  o  que é Ú t i l  em e x p e r i ê n c i a s ,  

foram usadas a s  c l i q u e s  de turmas ( d e f i n i ç ã o  111.15) . 
A medida que o s  dados vão sendo l i d o s ,  procede-se  a  

uma c r í t i c a  d e t a l h a d a ,  c u j a  e f i c i ê n c i a  e  u t i l i d a d e  foram compro - 

vadas nas  vezes em que o  programa f o i  usado.  Obtidos o s  dados ,  



e s e  pe rmi t i do  p e l a  ausênc ia  de e r r o s ,  passa -se  à f a s e  de mon- 

tagem das e s t r u t u r a s  usadas em f a s e s  subsequentes .  A i n s t â n c i a  

dada do problema é decomposta em seus  componentes conexos ,  de 

acordo com a  seção  111.3 .4 .  Passa-se  en t ão  cons t rução  do ho - 

r á r i o  de cada componente por  v e z ,  usando o  a lgor i tmo de  back- 

t r a c k  d e s c r i t o  em 1 1 1 . 5 .  I n i c i a l m e n t e  determina-se  s e  quan t ida  - 

de de h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s  por cada turma ti do componente, is  - 

t o  é os v a l o r e s  de di d e s c r i t o s  no i n í c i o  da seção 111.6 .1;  a  

cons t rução  d e s t e s  h o r á r i o s  é comentada mais a d i a n t e ,  em I V .  2 .  

A s e g u i r  s e l e c i o n a - s e  a  turma com o menor v a l o r  de q($,l).di que 

f i c a  en t ão  d e f i n i t i v a m e n t e  a s soc i ada  ao n í v e l  1 da á r v o r e  de 

busca.  O a lgo r i tmo  prossegue a  busca  em' profundidade e  p a r a  ca  - 

da n í v e l  s e l e c i o n a - s e  aque l a  turma que ,  naquele  i n s t a n t e ,  po? 

s u i  a  menor quan t idade  de h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s ,  de acordo com 

a  a n á l i s e  ap re sen t ada  ao f i n a l  da seção  1 1 1 . 7 .  

Em cada componente pode s e r  a t i n g i d a  qua lquer  m a  das 

duas s i t u a ç õ e s :  ou f o i  o b t i d o  um h o r á r i o  p a r a  a  i n s t â n c i a  cons - 

t i t u i d a  p e l a s  turmas do componente cons iderado ,  ou en t ão  f o i  

a t i n g i d o  um n í v e l ,  digamos j , além do qua l  é imposs íve l  p a s s a r  

por não e x i s t i r  h o r á r i o  p a r c i a l  de ordem j que s a t i s f a ç a  B 
j *  

Neste ú l t imo c a s o ,  a r b i t r a r i a m e n t e  é e x c l u i d a  do componente a  

turma que h a v i a  s i d o  a s soc i ada  ao n I v e l  j e  é impressa  uma men - 

sagem. Como e s t a  exc lusão  pode f a z e r  com que o  componente con - 

s ide rado  de ixe  de s e r  conexo, de t e rminam~se  os  seus  componen- 

t e s  conexos e  o  programa retoma o ( s )  componente(s) r e s u l t a n -  

t e ( ~ )  d e s t a  exc lusão .  Ao f i n a l  do processamento de cada compo- 

nen t e  é emi t ido  um r e l a t ó r i o  indicando qua is  a s  turmas e x c l u i  - 

das ,  s e  alguma, e  o s  h o r á r i o s  o b t i d o s  p a r a  a s  demais. 0s compo - 

nen te s  vão sendo processados  um a  um a t é  que todos tenham s i d o  



processados .  Ao término,  é emtido um r e l a t ó r i o  g e r a l  com as  

informações sob re  cada componente do problema dado. 

A s a í d a  é b a s t a n t e  de t a lhada  ind icando  o  h o r á r i o  de 

cada turma dada,  r e s p e c t i v o  p r o f e s s o r ,  c l a s s e  e  d i s c i p l i n a .  

Mais a i n d a ,  p a r a  cada c l i q u e  de turmas o  h o r á r i o  é ap re sen t ado  

sob a  forma de ma t r i z  h o r a s  x  d i a s  da semana. Embora o u t r o s  r e  - 

l a t ó r i o s  possam s e r  p roduz idos ,  como por  exemplo o s  h o r á r i o s  

de todas  a s  turmas de uma mesma d i s c i p l i n a ,  não o  foram p o i s  

não há nenhuma d i f i c u l d a d e  em f a z ê - l o .  

I V . 2 .  - ALGUNS DETALHES DE - IMPLEMENTAÇÃO 

Segue-se a  d e s c r i ç ã o  de uns poucos d e t a l h e s  de imple - 

mentação, a lguns  dos qua i s  - i t e n s  b  e  c  - ofereceram c e r t a  d i f i  - 

culdade a t é  serem equacionados s a t i s f a t o r i a m e n t e .  

a)  A d i s p o n i b i l i d a d e  de cada turma 6 o b t i d a  p e l a  i n t e r s e ç ã o  

das d i s p o n i b i l i d a d e s  dos s e u s  r e c u r s o s ,  sendo determinada de 

uma vez s ó  a n t e s  de s e r  i n i c i a d o  o  back t r ack .  

b) 0s h o r á r i o s  - d i s p o n í v e i s  por cada turma (que cons t i tuem os  

conjuntos  Hi  do i n í c i o  da seção  I11 .S  . l )  podem s e r  b a s t a n t e  nu - 

merosos . Ao invés  de cons t ru í -10s  todos de uma s ó  vez p a r a  uso 

p o s t e r i o r ,  desdobra-se e s t e  p rocesso  em duas e t a p a s .  P r ime i ro ,  

constroem-se as  " d i s t r i b u i ç õ e s "  e  du ran t e  o  p rocesso  de b  ack- 

t r a c k  vão sendo gerados os  h o r á r i o s  p o s s í v e i s  em cada d i s t r i -  

b u i ç ã o ,  em f a c e  dos per íodos  a inda  d i s p o n í v e i s .  Cada "dis  t r i -  
a 

buição"  e ,  s implesmente ,  uma t u p l a  de d i a s  da semana em que a  



turma cons iderada  pode t e r  a u l a ,  em f a c e  das c a r a c t e r í s t i c a s  

q u a l i t a t i v a s  ( f i n a l  da seção 111.3.2) e  da d i s p o n i b i l i d a d e  ob - 

t i d a  p a r a  a  turma. A s s i m  por  exemplo uma turma com t r ê s  a u l a s  

por semana de c inco d i a s  t e r i a  a t é  C; = 10 combinações de d i a s  

da semana do t i p o  (2?,  4 ? ,  5 ? ) ,  (2? ,  4? ,  6$? ) ,  e t c .  Cada combi - 

nação d e s t a s  é uma " d i s t r i b u i ç ã o " .  Algumas d e s t a s  dez d i s t r i -  

bu ições  s e r i a m  eventualmente r e j e i t a d a s  por  usarem todos  o s  

d i a s  consecu t ivos  como por  exemplo ( z ? ,  3?, 4:) . 

c) O s t a t u s  de um per íodo  da d i s p o n i b i l i d a d e  de uma turma r e f e  - 

r e - s e  à p o s s i b i l i d a d e  de sua  u t i l i z a ç ã o  pa ra  a s  a u l a s  da  turma 

cons iderada .  Por exemplo, e s t e  s t a t u s  pode r i a  s e r  não d i spon í -  

v e l ,  d i s p o n í v e l ,  não mais d i spon íve l  porque usado pe lo  h o r á r i o  

de alguma turma passada e  c o n f l i t a n t e  com a  turma cons ide rada .  

O problema e s t á  no f a t o  de que ,  quando o  a lgor i tmo de backtrack 

r e g r i d e ,  deve s e r  mudado o  s t a t u s  de c e r t o s  per íodo  con t idos  

na d i s p o h i b i l i d a d e  de turmas f u t u r a s ,  c o n f l i t a n t e s  com a  turma 

c o r r e n t e .  O s  pe r íodos  que devem t e r  mudado o  s t a t u s  s ã o  apenas 

aqueles  que são  comuns ao h o r á r i o  abandonado da turma c o r r e n t e  

e  que foram marcados como não mais d i s p o n í v e i s  exatamente  devi  - 

do a  e s t e  h o r á r i o .  I s t o  é implementado marcando cada per?odo 

que i n i c i a l m e n t e  e s t a v a  d i s p o n í v e l ,  com o  número do n í v e l  onde 

e s t a v a  o  a lgor i tmo de b a c k t r a c k  no momento em que e s t e  deixou 

de s e r  d i spon íve l  por  cada turma f u t u r a  c o n f l i t a n t e  com a  t u r  - 

ma cons ide rada .  Mais a i n d a ,  s e  algum pe r íodo  j á  e s t á  ass im 

marcado e l e  não é marcado de novo quando o  a lgor i tmo avança.  

Assim, quando o  a lgor i tmo r e g r i d e  do n í v e l  k ,  somente vol tam a  

s e r  d i s p o n í v e i s  os  per íodos  marcados com k  n a  d i s p o n i b i l i d a d e  

de cada turma f u t u r a  c o n f l i t a n t e  com a  turma a s soc i ada  ao nível 

k .  



d) Vejamos agora o  t e s t e  de compat ibi l idade do h o r á r i o  da t u r  - 

ma cor ren te  em re lação  às turmas f u t u r a s .  A cada vez que é s e  - 

lecionado um horá r io  para a  turma c o r r e n t e ,  é necessá r io  f a z e r  

a  marcação d e s c r i t a  e  v e r i f i c a r  s e  cada turma f u t u r a  c o n f l i t a n  

t e  com a  turma co r ren te  cont inua tendo pelo menor um h o r á r i o  

d i spon íve l ,  como apresentado na seção 111.5.1. 1s t o  é f e i t o  man - 

tendo as  turmas c o n f l i t a n t e s  com a  turma co r ren te  numa l i s t a  

autoorganizada,  de t a l  maneira que ao s e r  encontrada uma turma 

f u t u r a  que de ixa  de t e r  h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s ,  e l a  é passada ao 

i n í c i o  da l i s t a .  Assim, e l a  s e r á  a  pr imei ra  a  s e r  t e s t a d a  ao 

s e r  se lec ionado um novo h o r á r i o  para  a  turma c o r r e n t e .  

IV.3. LIMITAÇÕES 

Foram f e i t a s  t r ê s  s impl i f i cações  na construção des t e  

programa p r o t ó t i p o .  São e l a s :  as au las  de cada d i s c i p l i n a  são 

de igua l  duração e  a t é  t r ê s  por  semana, embora possam d i f e r i r  

de turma para  turma. Omitiu-se o  t ra tamento de equipamentos es - 

p e c i a i s  na e spec i f i cação  das turmas. 

IV.4. UMA OUESThO PARA ANALISE 

Durante a  construção do programa s u r g i u  a  segu in te  
A 

ques tão :  s e  o  algoritmo de backt rack  p r e c i s a r  r e g r e d i r ,  s e r a  

sempre necessá r io  r e g r e d i r  ao n í v e l  imediatamente a n t e r i o r ?  De - 

signemos por t k + l  a  turma assoc iada  ao n í v e l  (k+ l )  . Se f o r  i m  - 

poss íve l  o b t e r  um h o r á r i o  pa ra  a  turma c o r r e n t e  tk+l então s e  



r á  necessá r io  r e g r e d i r .  Mas observe-se que,  s e  a  turma tk não 

c o n f l i t a  com a  turma tk + 1 hem com nenhuma turma f u t u r a  c o n f l i  - 

t a n t e  com tk +l então podemos r e g r e d i r  di re tamente  pelo menos 

ao n í v e l  (k-1) . A questão é :  dado um n í v e l  (k+ l )  ao qua l  e s t á  

assoc iada  a  turma t k + l ,  como c a r a c t e r i z a r  o  n í v e l  mais próximo 

da r a i z  ao qua l  é poss íve l  r e g r e d i r  d i re tamente ,  e  sem e l i m i  - 

n a r  nehuma so lução?  Embora i s t o  tenha s i d o  reso lv ido  na imple- 

mentação, demandaria uma a n á l i s e  mais formal.  

IV.5. RESULTADOS 

Em f a c e  do grande volume de t r a b a l h o  i n v e s t i d o  no de - 

senvolvimento des t e  programa p r o t ó t i p o ,  foram b a s t a n t e  l i m i t a  - 

das as expe r i ênc ia s  j á  r e a l i z a d a s .  Ainda assim f o i  p o s s ~ v e l  ob - 

t e r  uma boa i l u s t r a ç ã o  do e f e i t o  da reordenação dinâmica r e s -  

t r i t a  das turmas proposta  pelo teorema (111.10) :ao avançar pg 

l a  pr imei ra  vez do ni'vel k  ao n í v e l  (k+ l )  devemos a s s o c i a r  ao 

ni'vel (k+ l )  aquela  turma que tem menos h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s .  

A t a b e l a  ( IV. l )  f o i  produzida pelo programa junto  com 

a  solução de um problema exemplo cons t i t u i d o  por c inco turmas,  

todas  c o n f l i t a n t e s  e n t r e  s i ,  e  designadas pe los  números 101, 

102, 103, 104,  105 apresentadas  ao programa n e s t a  mesma ordem. 



TABELA IV. 1 - 

NUMERO DE HORARIOS DISPONIVEIS 

INICIAL FINAL 

A coluna 1 ind ica  o  n í v e l  da á rvore  ao qual a  turma 

da coluna 2 f o i  assoc iada .  A coluna 3 i n d i c a  a  quantidade de 

ho rá r ios  d isponíve is  por cada turma da coluna 2 ,  independente - 

mente de qualquer  o u t r a  turma. Finalmente a  coluna 4 mostra o  

número de h o r á r i o s  que cada uma t i n h a  no momento em que f o i  s e  - 

lecionada pa ra  s e r  assoc iada  ao n í v e l  indicado na coluna 1. 

Em pr imeiro l u g a r ,  s e  por exemplo a  turma no 1 0 1  ti- 

vesse s i d o  assoc iada  ao n í v e l  l ,  a  árvore  t e r i a  9 0  v é r t i c e s  nes - 

t e  n í v e l ,  ao invés  dos 1 2  indicados na t a b e l a .  Por ou t ro  l a  - 

do, a  turma no 1 0 5  i n i c i a lmen te  t i n h a  1 0 4  a l t e r n a t i v a s  de ho rá  - 

r i o .  Foi assoc iado  ao n í v e l  4 e n e s t e  i n s t a n t e  t i n h a  (aproxima - 

damente) 11 h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s ,  pois  os demais 93 h o r á r i o s  

prec isar iam dos períodos j á  ugados pelos  h o r á r i o s  das t r ê s  t u r  - 

mas j  á assoc iadas  aos n í v e i s  a n t e r i o r e s  da á r v o r e .  



CAPÍTULO V - CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA PESOUISA 

Dividimos e s t e  c a p í t u l o  em t r ê s  p a r t e s  : conclusões r e  - 
- 

f e r e n t e s  à p a r t e  t e ó r i c a ,  a  implementação e  sugestões  p a r a  pes - 

quis  a .  

V . 1 .  CONCLUSÕES -- SOBRE A PARTE TEÓRICA 

a) Foi desenvolvida uma formulação do problema de h o r á r i o  de 

au la s  inc lu indo  a s  r e s t r i ç õ e s  i n t r í n s e c a s  do problema e  a1  - 

mas c a r a c t e r í s t i c a s  q u a l i t a t i v a s  - seções  1 1 1 . 2  e  111.3. 

b) Quanto à escolha  do espaço de es tados  adotamos como unidade 

a  turma e  alocamos de uma s ó  vez todas as au la s  de cada 
- 

turma an te s  de passar  a  prõxinia. Es t a  e sco lha  revelou-se  - a  

dequada p e l a  f a c i l i d a d e  com que c e r t o s  aspectos  qualitativos 

r e f e r e n t e s  ao h o r á r i o  puderam s e r  incorporados e  p e l a  r e l a  - 

t i v a  s impl ic idade  des te  t ra tamento  no programa implementado. 

c)  Com base n e s t a  formulação f o i  proposto um algori tmo de back - 

t r a c k  e  de f in ido  rigorosamente o  s e u  espaço de e s t ados  - s e  - 

ção 1 1 1 . 5  - de modo a  p e r m i t i r  uma a n á l i s e  q u a n t i t a t i v a .  

d) A a n á l i s e  do espaço de es tados  - seção 111.6 - permi t iu  de - 

f i n i r  as  funções q ($  ,k) e  r ( $ , k )  , que exprimem q u a n t i t a t i v a  - 

mente o  e f e i t o  da ap l icação  das funções in t e rmed iá r i a s  Ak e  

Bk do algori tmo de back t rack .  



e)  Foi  e s t a b e l e c i d o  r igorosamente  um c r i t é r i o  p a r a  minimi z a r  o  

número t o t a l  de v é r t i c e s  no n í v e l  ( k + l )  da á rvo re  de back- 

t r a c k ,  dadas as  turmas j á  s e l ec ionadas  p a r a  os  k  p r ime i ros  

n í v e i s  - teorema 1 1 1 . 1 0 .  Segundo a  d i scussão  do f i n a l  da s e  - 

ção 111 .7 ,  e s t e  c r i t é r i o  pode s e r  implementado s a t i s f a t o r i a  - 

mente com base  no número de h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s  p o r  cada 

turma f u t u r a .  

f )  Foi  e s t a b e l e c i d o  um i n v a r i a n t e  envolvendo a s  funções q ($,k) 

e  r ( $ , k )  - teorema 1 1 1 . 4 .  E s t e  i n v a r i a n t e  permi te  examinar 

o  e f e i t o  de h e u r í s t i c a s  p a r a  a  redução da c a r d i n a l i d a d e  do 

espaço de e s t a d o s ,  como d e s c r i t o  em 111.8 .  

g) O c r i t é r i o  g e r a l  de tomar como a  próxima turma aque l a  que 

tem menos h o r á r i o s  d i s p o n í v e i s ,  deco r r en t e  do teorema 111.10, 

tem o mér i t o  de i n c l u i r  com n a t u r a l i d a d e  a s  turmas com h o r á  - 

r i o s  p r e f i x a d o s ,  po i s  e s t a s  tem exatamente um h o r á r i o  dispo - 

n í v e l .  Lembramos que mui tas  abordagens exigem um t r a t amen to  

p a r t i c u l a r  p a r a  as  turmas com h o r á r i o s  p r e f i x a d o s .  

h )  Analogamente, o  i n v a r i a n t e  do teorema 111.4 e  a  d i s cus são  

sob re  a s p e c t o s  h e u r í s t i c o s ,  j u s t i f i c a m  por meios q u a n t i t a t i  - 

vos porque s ão  adequadas c e r t a s  h e u r í s t i c a s  no t ra tamento  

p r e f e r e n c i a l  de turmas com maior ca rga  h o r á r i a  semanal ou 

maior número de turmas c o n f l i  t a n t e s  . 



V . 2 .  CONCLUSÕES SOBRE A IMPLEMENTACÃO 

a)  Em f a c e  do tamanho do programa o b t i d o ,  é p r e f e r í v e l  a d m i t i r  

que qua lquer  programa de cons t rução  de h o r á r i o s  de a u l a  de - 

ve rá  s e r  implementado como um s i s t e m a  c o n s t i t u i d o  por  vá- 

r i o s  programas c o r r e l a t o s  , mas independentes .  

b)  S e r i a  bem mais de se j áve l  c o n s t r u i r  um s i s t e m a  i n t e r a t i v o  

que permi ta  ao u suá r io  i r  r e t i r a n d o  ou acrescen tando  r e s t r i  - 

ç õ e s ,  p a r a  o b t e r  h o r á r i o s  q u a l i t a t i v a m e n t e  cada vez mais 

s a t i s f a t ó r i o s  . 

c)  0s  poucos r e s u l t a d o s  ob t idos  mostram que é v i á v e l  implemen - 

t a r  um programa baseado no desenvolvimento t e ó r i c o  apresen-  

tado no c a p í t u l o  I11 e  i l u s t r a m  o e f e i t o  f avo ráve l  da r e o r  - 

denação ado tada ,  em termos de redução da c a r d i n a l i d a d e  do 

espaço de e s t a d o s .  

V .  3. SUGESTÕES PARA PESQUISA POSTERIOR 

a) E s t a b e l e c e r  c r i t é r i o s  p a r a  d e c i d i r  em que ordem o s  h o r á r i o s  

de cada turma devem s e r  usados ,  i s t o  é ,  como r e a l i z a r  a  o r  - 

denação " h o r i z o n t a l "  mencionada na  seção 111.8.  

b)  E s t a b e l e c e r  c r i t é r i o s  envolvendo por exemplo a  função q($,k), 

dk ,  a  ca rga  h o r á r i a  semanal ,  o  número de turmas f u t u r a s  con 

f l i t a n t e s  com a  turma cons ide rada ,  conforme seção 111 .8 ,  pa - 

r a  r e d u z i r  o  tempo de processamento e  não apenas a  c a r d i n a -  

d ina l i dade  do espaço de e s t a d o s .  



c)  e condição n e c e s s á r i a  p a r a  que o  espaço de e s t ados  s e j a  m í -  

nimo que a  turma a s soc i ada  ao n í v e l  k  t enha  menos a l t e r n a t i  - 

vas de h o r á r i o  d i spon íve i s  que a  turma a s soc i ada  ao n í v e l  

( k + l )  , ambas r e f e r i d a s  ao n í v e l  (k-1) ? 

d) A questão do n í v e l  mais próximo da r a i z ,  ao qual! s e  pode r i a  

r e g r e d i r ,  como mencionado ao f i n a l  da seção I V . 4 .  

e )  No a lgor i tmo de back t r ack  p ropos to ,  no momento em que todas  

as  turmas c o n f l i t a n t e ç  com uma turma dada j á  e s t ã o  a locadas ,  

O h o r á r i o  da ( s )  turma(s)  que r e s t a  a l o c a r  pode s e r  e s c o l h i -  

do l iv remente  e n t r e  os  h o r á r i o s  p o r  e l a ( s )  d i s p o n í v e i s .  Se 

j a  U o  con jun to  de todas  as  turmas dadas e Y o  subconjun to  

contendo a s  turmas t a i s  que todas  a s  suas  c o n f l i t a n t e s  j á  

foram as soc i adas  aos n í v e i s  da á rvo re  e  j á  tem h o r á r i o s  de - 

f i n i d o s .  Com i s t o  o  a lgor i tmo de back t rack  pode r i a  l i m i t a r -  

s e  a s  turmas do subconjun to  X = U \ Y e  t e r i a  apenas 1x1 n í  

v e i s ,  com 1x1 < I u I  . Como p a r t i c i o n a r  U de modo que o  e spa  - 

ço de e s t a d o s  r e f e r e n t e  apenas as turmas de X s e j a  de c a r d i  - 

n a l i d a d e ,  ou c u s t o ,  mínimo? 
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