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Nos problemas de Programação Não L inea r  com Res- 

t r i ç õ e s  L inea re s ,  ex i s t em d i v e r s o s  métodos p a r a  e n c o n t r a r  uma 

s o l u ç ã o ,  que ,  no melhor dos c a s o s ,  s e r á  Ótima. 

Nestes  métodos, o s  Mul t i p l i cado re s  de Lagrange 

(M-L) são  impor tan tes  porque permitem t e s t a r  uma das  condi-  

ções  de o t ima l idade .  Mas, nos métodos baseados na  E s t r a t é g i a  

de Conjuntos A t ivos ,  o s  M-L tem maior impor tânc ia  na  convergên - 

tia do a lgor i tmo.  

Geralmente não é p o s s í v e l  c a l c u l a r  exatamente e s  - 

s e s  M-L, mas s i m  o b t e r  o s  es t imadores  d e l e s ,  gerando um p rob le  - 

ma de ~ í n i m o s  Quadrados que pode s e r  r e so lv ido  usando f a t o r i -  

zação QR.  Mas a i n d a ,  nos métodos de conjuntos  a t i v o s ,  em cada 

i t e r a ç ã o  modif ica-se  o  Conjunto At ivo  s e j a  adic ionando ou apa- 

gando uma r e s t r i ç ã o  ou uma v a r i á v e l .  Nesse caso não é p r e c i s o  

c a l c u l a r  novamente o s  f a t o r e s  QR, s ó  s e  deve a t u a l i z a r  a  ma- 

t r i z  o b t i d a  an t e r io rmen te .  

A p r e s e n t e  d i s s e r t a ç ã o  tem po r  o b j e t i v o  apresen-  

t a r  o s  r e s u l t a d o s  de pesqu i sa s  sob re  o s  t ó p i c o s  c i t a d o s ,  que 

s e  encontram disseminados em d i v e r s o s  a r t i g o s  e  l i v r o s  t e n t a n -  

do-se aqu i  f o r n e c e r  uma v i s ã o  g e r a l  d e l e s ,  o  q u a l ,  ac red i tamos ,  

a inda  não e s t á  publ icado  num Único t e x t o .  

P o r t a n t o ,  no c a p í t u l o  11, expõe-se o  Problema 

dos ~ í n i m o s  Quadrados, que ses;  r e s o l v i d o  usando f a t o r i z a ç ã o  

QR baseado nas  p rop r i edades  das ~ r a n s f o r m a ç õ e s  Or togona is .  



Nos c a p í t u l o s  I11 e  I V  são  apresen tados  os  aspec - 

t o s  t e ó r i c o s  e  a p l i c a ç õ e s  das Transformações Or togona is .  

Nos ~ a p í t u l o s  V e  VI ,  apresentam-se o s  fundamen- 

t o s  da f a t o r i z a ç ã o  QR e  procedimentos desenvolvidos  recentemen - 

t e  p a r a  o b t e r  a  m a t r i z  Q .  

No c a p í t u l o  VI1 d e t a l h a - s e  a s  a t u a l i z a ç õ e s  da f a  

t o r i z a ç ã o  QR,  e  f i na lmen te  no c a p í t u l o  V I 1 1  ap re sen t a - se  uma 

ap l i cação  n a  obtenção dos es t imadores  dos M-L p a r a  problemas 

Não-Lineares r e s t r i t o s  l inearmente .  



'PROBLEMA 'DE' TVIÍNIMOS' OUADRADOS LINEARES 

2 . 1 .  Motivação 

O problema de Mínimos Quadrados Lineares  é apresen-  

tado num c a p í t u l o  i s o l a d o  dada sua  impor tânc ia  e  ap l i cação  nas 

d i v e r s a s  á r e a s .  

Geralmente p a r a  qua lquer  problema com dados que so -  

bredeterminem uma s o l u ç ã o ,  r e c o r r e - s e  a  um Método de Aproxima- 

gão sendo o  de Mínimos Quadrados o  mais usado.  

No caso l i n e a r  tem-se x  como o v e t o r  de i ncógn i -  

t a s  no problema de a j u s t e  de uma função l i n e a r  Ax a  um v e t o r  

de dados r e a i s  denotado por  b  . 
Em Programação Matemática, tem-se que A é a ma- 

t r i z  de r e s t r i ç õ e s  e  b  o  v e t o r  a  s e r  s a t i s f e i t o ,  Se o  s i s t e  - 

ma Ax = b náo é compat íve l ,  o  o b j e t i v o  é o b t e r  um ponto xL 

t a l  que 1 lb - A X ~  l L  s e j a  mínimo. 
2 

Uma o u t r a  a p l i c a ç ã o  temos em Otimização r e s t r i t a  

não Linear  quando s e  v a i  o b t e r  os Mul t i p l i cado re s  de Lagrange 

assoc iados  à s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s .  Uma exp l i cação  mais d e t a l h a -  

da s e r á  dada no capi ' tulo V I I I .  

2 . 2 .  Enunciado do Problema -- 
Dada uma m a t r i z  A(nxt) de p o s t o  k c min(n ,  t )  e  

dado um v e t o r  b(nx1) , e n c o n t r a r  um v e t o r  x( tx1)  t a l  que m i -  

nimize a  norma e u c l i d e a n a  do v e t o r  r e s i d u a l  r , onde:  



Em algumas ap l i cações  6 p o s s í v e l  u s a r  a norma um 

ou a  norma i n f i n i t o ,  mas a  so lução  conduz a  um problema com- 

b i n a t ó r i o  d i f í c i l .  

Demonstram-se a s  condições n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n  - 

t e s  p a r a  que x  s e j a  so lução  do problema de Mínimos Quadra- 

dos.  

TEOREMA 1: 

A condição n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  que x  s e  
L - 

j a  so lução  dos Mínimos Quadrados é :  

A onde é a  t r a n s p o s t a  da ma t r i z  A.  O ponto xL e  Único 

s e  A t i v e r  p o s t o  completo ( k  = mín(n,  t ) )  . 

a) Necessidade 
2 

Suponha que a  x corresponde o  r e s íduo  I 1 r ( 1 = 

2 I 1 b-Ax 1 1 mínimo, mas : 

~ ~ ( b  - Ax) = s f O 

O r e s íduo  correspondente  a  (x + ris) onde e  

um e s c a l a r  é :  



L p a r a  O < ri < o  que c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  de r e s íduo  
I IA1 1 

mínimo. 

b)  S u f i c i ê n c i a  

T 
Suponha A (b - AxL) = O . S e j a  r ( € )  o  v e t o r  r e  

s i d u a l  correspondendo a  o u t r o  v e t o r  qua lquer  (xL + E ) ,  onde 

E é também um v e t o r ,  e n t ã o :  

Em b) , s e  / I A E ] ~  > O , p a r a  todo E , é eviden-  

t e  que a  so lução  6 Única. Admita p o r t a n t o  que A z  = O p a r a  
- 

algum v e t o r  E , o  que t o r n a r i a  x  L + ; so lução  do problema 

dos Mínimos Quadrados. 
- 

E n t r e t a n t o ,  i s t o  s ó  é p o s s í v e l  com E = O , dado 

s e r  A de pos to  completo. 

Da h i p ó t e s e  do Teorema 1 ,  ~ ~ ( b  - Ax) = O , temos 



o segu in te  s i s tema de equações chamadas Equações Normais : 

T T A A x = A b  (2 - 3 )  

O s i s tema a n t e r i o r  t e r á  uma solução s e  a mat r iz  

T (A A) f o r  não s i n g u l a r ;  condição pa ra  i s t o ,  s e r á  demonstrada 

no segu in te  teorema: 

TEOREMA 2 

T A mat r iz  A A é não s i n g u l a r  se  e somente s e  a s  

colunas de A são l inearmente  independentes (posto coluna com- 

p l e t o )  . A demonstração encontra-se  em DAHLQUIST-BJORCK (2) . 
Por tan to ,  quando as  colunas de A são l inearmente  i n  - 

dependentes, a solução x é Única: L 

onde A+ é a Pseuda-Inversa da ma t r i z  A. Existem d i v e r s a s  de- 

f i n i ç õ e s  pa ra  A' , mas a mais u t i l i z a d a  é :  

T 
assumindo que (A A) é não s i n g u l a r ,  desde que A tem pos to  com- 

p l e t o .  

T 
Se A f o r  mal condicionada,  a mat r iz  A A também é ,  

evi tando-se  usa r  a s  equações normais. 

Por tan to  ,utilizam-se os &todos de Ortogonalização como 

a l t e r n a t i v a  p a r a  encon t ra r  a solução ao problema de ~ í n i m o s  

Quadrados. 



Devido à i n v a r i â n c i a  da norma euc l ideana  n a  p r é -  

m u l t i p l i c a ç ã o  de v e t o r e s  por  ma t r i ze s  o r togona is  temos p a r a  

qua lquer  ve t o r  y(nx1) e  qualquer  ma t r i z  o r togona l  Q(nxnj 

que : 

No caso do problema de Mínimos Quadrados que con- 

s i s  t e  em minimizar a  norma euc l ideana  do v e t o r  r e s i d u a l ,  temos : 

p a r a  qua lquer  ma t r i z  o r togona l  Q(n,n) e  qua lquer  v e t o r  

x ( t x 1 ) .  

As t ransformações  o r togona i s  mais usadas s ão  : t r a n s  - 

formações de Householder e  de Givens que s e r ã o  apresen tadas  

no s e g u i n t e  c a p í t u l o .  

Dependendo das dimensões r e l a t i v a s  de n , t  e  gos- 

t o  (A) é conveniente c l a s s i f i c a r  os d i f e r e n t e s  casos em: 

Caso l a :  ( n = t )  

Determinado (pos to  completo) 

Caso l b  : ( n = t )  -- 
Sem so lução  ou inde te rmi-  
nado (pos to  de£ i c i e n t e )  

Ax = b  
pos to  (A) =n= t p o s t o  (A) =!k n  = t 



Caso 2a :  (n  > t )  

Sobredeterminado (ou  
de terminado)  p o s t o  
completo 

Ax-b (ou Ax=b) 
pos to(A) = t < n 

Caso 3a :  ( n  t )  

Inde  te rminado 
p o s t o  completo 

Caso 2b: ( n  > t )  

Sobrede te rminado  
p o s t o  d e f i c i e n t e  

Ax-b 
p o s t o  (A) =k < t < n 

Caso 3b:  ( n  < t )  

Inde te rminado  
p o s t o  d e f i c i e n t e  

O s  t r ê s  c a s o s  a p r e s e n t a d o s ,  s e r ã o  t r a t a d o s  no ca-  

p í t u l o  V ao expor  a f a t o r i z a ~ ã o  QR p a r a  cada um d e l e s .  



No c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  mencionou-se os  Métodos de 

Or togona l ização  como a l t e r n a t i v a  ã formação das  equações nor  - 

mais p a r a  a  reso lução  do Problema de Mínimos Quadrados. 

E s t e s  métodos s ão  convenientes  devido a  s u a  e s t a -  

b i l i d a d e  nos c á l c u l o s  já que as  normas de v e t o r e s  s ão  i n v a r i -  

a n t e s  po r  p r é -mu l t i p l i cação  po r  ma t r i ze s  o r t o g o n a i s .  

A t ransformação de Householder é d e f i n i d a  a  p a r -  

t i r  de uma ma t r i z  e lementa r  s i m é t r i c a  da  forma: 

2 
onde B = I  I w ~  l 2  / 2 , sendo w um v e t o r  qua lquer  não nu- 

l o .  

Uma ma t r i z  de Householder é or tonormal :  

Com e f e i t o ,  

Sejam agora  d o i s  v e t o r e s  qua i sque r  e  d i f e r e n t e s  



a e b de i g u a l  comprimento Eucl ideano;  e x i s t e  uma ma t r i z  

de Householder que t ransforma a em b , i s t o  é :  

Aplicando a t rans formação ,  temos : 

De (3.2)  concluimos que o v e t o r  transformado Ha 

é simplesmente uma d i f e r e n ç a  e n t r e  o v e t o r  o r i g i n a l  a e um 

m ú l t i p l o  do v e t o r  Householder w . P o r t a n t o ,  o v e t o r  t r a n s -  

formado é i d ê n t i c o  ao o r i g i n a l  em todas  suas  componentes onde 

o v e t o r  w de Householder é zero.  

A t ransformação de Householder e as Mat r izes  de 

Givens, permitem r e d u z i r  um v e t o r  coluna dado, digamos v,num 

múl t ip lo  de uma coluna da ma t r i z  i d e n t i d a d e .  I s s o  s i g n i f i c a  

encon t r a r  uma m a t r i z  ortonormal P ( t x t )  t a l  que:  

P v =  p e t  onde p é o múl t ip lo  (3 .3)  

No caso da t ransformação de Householder veremos 

que uma determinada sequênc ia  d e l a s ,  s e j a  H1 H 2  . . . H = Q , 
P 

t ransforma uma m a t r i z  A numa ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  R i e :  



S e j a  HR uma t ransformação de Householder da  s e  

gu in t e  forma: 

onde as p r i m e i r a s  R - 1  componentes de w s ã o  ze ros .  Cada 
R 

HR é e s c o l h i d a  p a r a  i n t r o d u z i r  zeros  nas  ú l t imas  n-L com- 

ponentes  da R-ésima coluna de A. 

Vejamos um exemplo p a r a  en tender  o p rocesso  da  r e  - 

dução. S e j a  A uma m a t r i z  (nx t )  = (5x3) , de pos to  completo 

A t ransformação de Householder H1 , é t a l  que o 

produto  de H1 e  a  p r i m e i r a  coluna de A é zero  nas  Últimas 

(n-1) = 4 componentes. 

Ao a p l i c a r  e s t a  t ransformação m a t r i z  A, i n t r o -  

duzem zeros  nos elementos com c í r c u l o s  em [ 3 . 6 ) ,  tendo a ma- 

t r i z  HIA a s e g u i n t e  forma: 



Agora,  uma m a t r i z  H 2  é e s c o l h i d a  p a r a  i n t r o d u -  

z i r  z e r o s  nos  e lementos  com c í r c u l o s  em (3 .7)  . Acontece que 

a  p r i m e i r a  componente do v e t o r  w 2  que d e t e r m i n a  H 2  é ze ro  

e  e n t ã o  os componentes j á  ze rados  e  os  chamados r; s ão 

i n a l t e r á v e i s  p e l a  a p l i c a ç ã o  de 

t e n d o - s e  o  s e g u i n t e  : 

L J  

H Z  ( v e j a  ( 3 . 5 ) )  a  HIA , ob- 

Por  ú l t i m o  a  m a t r i z  de t r a n s f o r m a ç ã o  H 3  é e s c o -  

l h i d a  p a r a  i n t r o d u z i r  z e r o s  nos e lementos  com c í r c u l o s  em 

( 3 . 8 ) ,  f i c a n d o  novamente i n a l t e r á v e i s  o s  e l ementos  j á  z e r a -  

dos e  os  r , ob tendo-se  f i n a l m e n t e :  i j 

Observando a 

r 1 3  

r 

r33  

O 

o 2 3  1 
e x p r e s s ã o  (3 .4 )  e  (3 .9)  , e l a s  t ê m  a  

4 

mesma forma. Por  o u t r o  l a d o ,  desde  que cada  m a t r i z  H~ e  

o r t o g o n a l ,  o  p r o d u t o  H H H também o  é. 3 2 1  



Cons t rução  das ma t r i ze s  de Householder - : 

O pr imei ro  passo  da redução s e r á  desenvolvido teo  - 

r icamente ,  sendo os demais s i m i l a r e s .  

S e j a  al a  p r i m e i r a  coluna da m a t r i z  A . Esco- 

l he - se  w1 e @1 em (3.5) t a l  que:  

com H1 o r togona l  e  p = - + I l a l l l  onde o  s i n a l  s e r á  e s c o l h i  - 

do de modo a  manter o  s i n a l  da p r i m e i r a  coordenada de a l , con  - 

forme ( 3 . 6 ) .  O v a l o r  abso lu to  de p j á  l e v a  em conta  a  pro-  

p r iedade  de H de i n v a r i â n c i a  da norma euc l ideana  do v e t o r  

transformado e i s s o  s e r 5  demonstrado. 

Def ine-se:  

onde a = - + 1 segundo a  p r i m e i r a  componente de a 1 
A s  p r i  - 

meiras componentes de W1 e al se rão  respec t ivamente  @1 e 

E onde: 

Usando a  d e f i n i ç ã o  ( 3 . 5 )  p a r a  H1 , tem-se: 



-. 
Aplicando a  t ransformação H1 a s  colunas da ma- 

t r i z  A , obtemos: 

O c á l c u l o  de Hlal j á  f o i  amostrado,  obtendo-se  

uma coluna com todas  suas  componentes n u l a s  exce to  a  p r ime i -  

r a .  

Pa ra  c a l c u l a r  H a  p a r a  j  > 1 , temos: 
1 j  

Tem-se uma sequênc ia  de c á l c u l o s :  



com a  qua l  a  Transformação de Householder H1 é determinada 

p a r a  o  v e t o r  W1 

3.2 .  ~ r a n s f o r m a ç õ e s  de Givens 

As  t ransformações  de Givens,  mais s imples  que as  

de Householder , são  Rotações de Planos usadas  p r inc ipa lmen te  

pa ra  a n u l a r  um elemento de um v e t o r .  

E s t a s  t ransformações  s ão  e q u i v a l e n t e s  2 de House- 

h o l d e r ,  onde o  v e t o r  de Householder tem elementos d i f e r e n t e s  de 

zero s ó  nas  pos i ções  i e j : 

Uma ma t r i z  de r o t a ç ã o  de p l a n o ,  d i f e r e n c i a - s e  da  

m a t r i z  i d e n t i d a d e  s ó  nas  l i n h a s  e colunas i e  j . 
Assumindo que i < j , en tão  uma ro t ação  do plano 

( i ,  j )  é r e p r e s e n t a d a  por  uma ma t r i z  da forma: 

2 onde c = cos e , s  = sen  e p a r a  algum e e  c Z  + s  = 1. 

Por o u t r o  l a d o ,  tem-se: 



i e  en t ão  a s  ma t r i ze s  
P j  

s ão  or tonormais  i . e .  : 

DONGARRA e t  a l l i  ( 4 )  enfa t izam que as t rans forma - 

ções  de Givens possuem duas p ropr iedades  i n t e r e s s a n t e s  : 

1) Uma ro t ação  do p lano  r eque r  pouco t r a b a l h o  ao s e r  a p l i c a d a  

num v e t o r .  

- i S e j a  v  = P v 
j 

o c o  s o l  
C 

Em g e r a l  : 

p a r a  k f i ,  k f  j  

2 )  A ma t r i z  pode s e r  e s c o l h i d a  p a r a  a n u l a r  um elemento do 
j 

v e t o r ,  s e j a  i ou j . 



- 
2.a)  Anulando v i  : 

de re  a  mesma ma t r i z  P~ , obtendo: 
j 

- donde svi  = cv e  s  = v . /  p , c  = v . /  p . Neste caso v  s e  
j J 1 i - 

r á  ca l cu l ado  usando os v a l o r e s  de  c  e  s , i , e . :  

No exemplo acima te r íamos :  

1 0 0 0 0  

o c o s 0  

0 0 1 0 0  

o s  o - c  o 

0 0 0 0 1  

onde : 



- 
2.b) Anulando vi : 

Neste caso,  usa-se  a  matr iz  P' com os elementos:  
i 

j  j  P i ( i , j )  = ( i )  = s  
1 

- 
S e j a  v  = ~j  v  : i j 

- 
Vk - Vk pa ra  k f  i , k f  j  

- 
Anulando vi : s v  

j  
= cvi e  s = vi/p , c  = v . / ~  

- 7 
onde o  va lo r  de v  s e r á  calculado usando os va lo res  de c  e  

j  

No exemplo teríamos : 

1 O 0 0 0  

o - c o s o  

o o 1 0 0  

o s o c o  

o O 0 0 1  



onde : 

Assim uma sequênc ia  de ro tações  de p lano  pode s e r  

e sco lh ida  p a r a  i n t r o d u z i r  zeros  den t ro  de uma m a t r i z ;  mas não 

a r b i t r a r i a m e n t e ,  desde que ro t ações  p o s t e r i o r e s  podem des - 

t r u i r  zeros j á  i n t r o d u z i d o s .  

E s t a  sequência  de ro t ações  de p l a n o ,  é e s c o l h i d a  

p a r a  z e r a r  elementos num v e t o r  ou uma ma t r i z .  Se por  exem- 

p l o  se transforma o 1 v e t o r  v = (vl  , v 2 , .  . . , v i , .  . .vn) no ve- 
- 

t o r  v = v e u sa - se :  i i 

onde ei  é o i -és imo v e t o r  u n i t á r i o  (canônico) e P?  é 
1 

a 

transformação de Givens que anu la  o elemento i na  coluna j . 
t -2 Desde que pi é or togona l  temos v v = v . 

j i 
P o r t a n t o ,  usando transformações de Givens , uma ma- 

t r i z  A(nxt) de pos to  completo pode s e r  decomposta segundo: 

onde : 

A expressão  P1 , p o r  exemplo, 6 na  r e a l i d a d e  um 

produto de ma t r i ze s  de Givens: 



Tal que PIA tem como p r i m e i r a  coluna um mÚlt ip lo  de 
L 

s e g u i d a ,  apl ica i ido P2  a  ma t r i z  PIA , onde: 

obtem-se P2 P1 A c u j a  segunda coluna é zerada do elemento 3 

a t é  n  , e os  elementos j á  zerados das p r i m e i r a s  colunas  p e r -  

manecem i n a l  t e r a d o s  ; segundo e s s e  procedimento obtemos f i -  

nalmente a  ma t r i z  Q , segundo a  expressão  ( 3 . 2 6 )  . 



G'I'VENS 

A s  t ransformações  a  serem apresen tadas  n e s t e  cap í -  

t u l o  s e r ã o  usadas  pos t e r io rmen te  quando s e  j ari estud-adas as 

a t u a l i z a c õ e s  da  f a t o r i z a ç ã o  Q R .  

4 . 1 .  Redução de um v e t o r  v ( tx1)  a  um m ú l t i p l o  de e  
1 

S e j a  P v =  pel onde p = Ilv112 , en tão  P pode 

s e r  e s c r i t o  como: 

Da mesma forma 6 p o s s í v e l  r e d u z i r  um v e t o r  l i n h a  

T v  ( l x t )  a  um m ú l t i p l o  de e: t a l  que:  

s e r á  o b t i d o  ap l icando  pT ao v e t o r  vT onde: 

j á  que p fT  = P 
i 

J j e  



4 . 2 .  T r i angu la r i zação  de uma m a t r i z  quadrada - 

O o b j e t i v o  é o b t e r  uma ma t r i z  t r i a n g u l a r  R t a l  

que :  PA = R 

onde P r e p r e s e n t a  uma sucessão  de t ransformações  de Givens.Ob -- 

s e r v e  que ,  em consequência  da o r togona l idade  de P , obtém-se, 

da i d e n t i d a d e  : 

uma decomposição que pode s e r  ú t i l  na reso lução  de equações no r  - 

mais.  A decomposição c i t a d a  co inc ide  com a Decomposição de Cho- 

T l e s k i ,  s e  (A A) f o s s e  s i m é t r i c a  e d e f i n i d a  p o s i t i v a .  

A s e g u i r  exemplif icaremos com uma m a t r i z  (3x3) , pa s  - 

sando em seguida  ao caso g e r a l .  

Passo 1: o v e t o r  coluna A1 da m a t r i z  A é t r a n s -  

- formado no v e t o r  co luna  R1 - ( r l l , 0 , O )  de R : 

1 
A ro t ação  do plano P p a r a  j = 2 , 3  é o b t i d a  modi- 

j 
f i cando  a m a t r i z  i d e n t i d a d e  I com os  e s c a l a r e s  cor respondentes  

Deve t e r - s e  cuidado que o s  e s c a l a r e s  c e s  da  

1 ma t r i z  de r o t a ç ã o  de plano P2 sejam ob t idos  dos elementos 1 

1 1 1  e 2 do v e t o r  coluna P3 A2 de modo que Ã2 = P2 P3 A2 e  



4 

Passo 2 : O v e t o r  coluna A2 da mat r iz  Ã e  

- transformado no v e t o r  coluna R2 - ( r l2  , r 2 2  ,OlT de R i e  : 

A ap l i cação  da matr iz  P: no plano (2 ,3)  ao ve- 

t o r  R1 , não produz mudança nenhuma nesse v e t o r .  

i Desde que P.  v  mantém o  elemento 
vk i n a l  t e r a -  

J 
do pa ra  k f i , k f j e  sendo R uma matr iz  t r i a n g u l a r  su-  

p e r i o r  temos, p a r a  j  > i i em P , rxh = O pa ra  1 > h .Sen 
j  - 

do ass im,  a mat r iz  de ro tação  de p lano  pi no plano (i , j )  
j 

não a f e t a  o  v e t o r  Rh pa ra  h  c i . 

PROCEDIMENTO GERAL: 

S e j a  A uma mat r iz  (nxn) 

Passo 1 : Faça k  = O e  Ã = A 

Passo 2 : Se k = n-1 então Ã é a  mat r iz  t r i a n g u l a r  supe- 

r i o r  R . 
- 

Passo 3 : Faça k  = k + l  e  A = P k  k 
ki-1 . . .  P A n 

vá ao passo 2 

OBSERVAÇÕES : 

Do que vimos acima podemos c o n c l u i r :  



(1)  P a r a  o b t e r  a s  m a t r i z e s  de Givens pk nos  p l a n o s  ( k ,  j )  p a  
j  - 

r a  j  = n ,  . . . k + l  em cada  p a s s o  k  , os e s c a l a r e s  c o r r e s -  

ponden tes  c  e s s ã o  c a l c u l a d o s  usando o s  e l ementos  

j  e  k  do v e t o r  c o l u n a  Ák d a  m a t r i z  Ã que f o i  o b t i d a  

n a  Úl t ima  r o t a ç ã o .  

(2)  A Úl t ima  r o t a ç ã o  pode s e r  r e a l i z a d a  no mesmo p a s s o  ou  no 

a n t e r i o r  mas s ó  p a r a  j  = k + l  . 
k  - (3) Fazendo Á = P  A no p a s s o  3 ,  s ó  r e a l i z a  a  o p e r a ç ã o  pk Ã. 

J 1 

p a r a  j  = n ,  . . . k + l  e  i = k . .  . n  . 
k  - - 

(4)  A ope ração  P .  A s ó  m o d i f i c a  o  e lemento  akk t a l  que 
- J 

2 1 / 2  - akk = ( ãkk2  + ã 
k  j  e a k j  

= o .  

Resumindo o  procedimento  e  obse rvações  a n t e r i o r e s ,  

temos o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o  p a r a  o b t e r  a  m a t r i z  t r i a n g u l a r  supe - 

r i o r  R . 

ALGORITMO: 

Passo  1 : Faça k  = O . 
Passo  2 : Se k  = n - 1  e n t ã o  A 6 a  m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i  - 

o r  R . 
Passo  3  : Faça k  = k + l  

k  
Obte r  P .  A p a r a  j  = n , . . .  k + l  

k Obte r  P .  A i  : 
I 



Obter P k 
j Ai para i = 

k + l ,  . . . , n  

Vá ao passo 2 .  

4 . 3 .  Tr iangular ização  de uma mat r iz  de Hessenberg s u p e r i o r  --- 

Uma mat r iz  A é d i t a  a s e r  Hessenberg s u p e r i o r  s e  

a = O (i > j+2) e Hessenberg i n f e r i o r  se  a = O ( j  > i + 2 ) .  A 
i j i j - 

t r i a n g u l a r i z a ç ã o  de uma mat r iz  Hessenberg, é semelhante no caso 

quadrado. 

Para e x p l i c a r  o a lgori tmo de t r i a n g u l a r i z a ç ã o  , con - 

sideremos fl uma ma t r i z  de Hessenberg s u p e r i o r  ( t ,  t -1)  : 

Notemos por  p o número da coluna em que aparece 

o pr imei ro  elemento não-nulo f o r a  da p a r t e  t r i a n g u l a r  de R 

(na f i g u r a  p = 3 ) .  

No exemplo, a mat r iz  apresentada ,  corresponde a 

m a  matriz triangular superior onde foi  apagada a t e r c e i r a  coluna.  



Aplicando t rans formações  de Givens , na s equênc i a  

i nd i cada  em (4.5) , à m a t r i z  R ; obtemos uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  

R - 
s u p e r i o r  onde R é uma m a t r i z  ( ( t - l ) x ( t - ) )  e  O é o 

v e t o r  ze ro  ( t - 1 )  : 

ALGORITMO 

Passo 1 : Faça k  = p-1  

R Passo 2 : Se k  = t-1 en t ão  8 é a  m a t r i z  ( ) o 

Passo 3 : Faça k  = k + l  

R Obter  P ~ + ~  

k  - A Obter  P k + l  rk (onde rk é a  k-ésima coluna de 8)  

2 2 ) (onde 
a  = ( r  

4 

kk + r k + l , k  rkk e o  

(k ,k )  é-simo elemento de 8) 

rkk = a  

r k + l  , k  = o 

y  = s / ( l + c )  

k  - r p a r a  i = Obter  P ~ + ~  i k + l ,  ... t-1 

a = c r  k i  + "k+l , i  

r - 
k + l , i  - y( rk i  + a) - r k t l , i  

r = a  k i  

vá ao passo  2 .  



4 . 4 .  ~ r i a n g u l a r i z a ç ã o  de uma mat r iz  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  com um 

v e t o r  A anexado 
ri 

4 . 4 . 1 .  A v e t o r  l i n h a  na ú l t ima posição 
P  

Considere fi uma matr iz  ( ( t + l ) x t )  em que uma li- 

nha é anexada numa ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  ( t x t )  , conforme 

abaixo : 

X X X X X X  

X X X X X  \ 

Aplicando transformações de Givens na sequência  i n  - 

dicada em (4.7) à matr iz  R , obtemos uma mat r iz  t r i a n g u l a r  supe - 

r i o r  R ( t , t )  : 

onde O é um v e t o r  l i n h a .  

ALGORITMO: 

Passo 1 : Faça k = O 

- 
Passo 2 : Se k = t então R é a  ma t r i z  ( 0) 



Passo 3 : Faça k  = k + l  

Obte r  P t+ l  i? 

k  .. 
Obter  Pt+l  rk : 

c = r  / a  kk 

s = r  t+l , k I a  

rkk = a 

r t + l , k  = O 

y = s / ( l + c )  

k  * Obter  Pt+l r p a r a  i = k + l ,  . . .  t : i 

a = c r  + s r  k i  t+l , i  

r - 
t + l , i  - y( rk i+a)  - r t+l , i  

r = a  k i  

Vá ao passo  2 .  

4 . 4 . 2 .  A 
P  

v e t o r  l i n h a  em p o s i ç ã o  i n t e r m e d i á r i a  

O caso  de A s e r  um v e t o r  l i n h a  anexado in te rme  
P - 

d i á r i o ,  é a  s i t u a ç ã o  mais  f r e q u e n t e  nos problemas de o t im iza -  

ção.  Geralmente acon tece  quando a  m a t r i z  t r i a n g u l a r  é modi f i -  

cada tomando a  forma R = R + e  A como r e p r e s e n t a d o  aba ixo :  
P P  



Neste caso R é uma mat r iz  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  e  

A é um v e t o r  l i n h a  que modif ica  o  v e t o r  l i n h a  R da mat r iz  
P P 

R m 

Para t ransformar numa ma t r i z  t r i a n g u l a r  supe- 

r i o r ,  propõe-se dois  métodos : 

a) Usando Matrizes de Givens dire tamente  e 

b) Usando uma mat r iz  de permutação a  fim de t ransformar a  ma- 

t r i z  (4.8) numa mat r iz  Hessenberg e  após a p l i c a r  mat r izes  

de Givens p a r a  a t i n g i r  a  forma de uma mat r iz  t r i a n g u l a r  su-  

p e r i o r .  

O pr imeiro método s e r á  expl icado n e s t a  seção e  o  

out ro  s e r á  exposto na seção (4.4.3) ao cons iderar  A um ve- 
P 

t o r  coluna.  

4 . 4 . 2 . 1 .  - Uso de transformações de Givens 

Faz-se uma sequência  de ro tações  dos planos (1 ,p)  . 
. . . (p-1 ,p) a t é  que o "bico" desapareça.  Na mat r iz  (4 .8)  R + 

+ e A , temos o v e t o r  l i n h a  R = R + A ; onde Tpk f O 
P  P P P P 

pa ra  k = 1 , 2 ,  . . . p-1 , deve s e r  zerado. Por tan to  o  procedi -  
- 

mento c o n s i s t e  em c a l c u l a r  a  mat r iz  R = P P-1 1 ... P R . 
P P 

ALGORITMO : 

Passo 1 : Faça k = O 
- 

Faça R = R + e A  e 

P P 
- 

Passo 2 : Se k = p-1 en tão  R 6 t r i a n g u l a r  s u p e r i o r .  



Passo 3 : Faça k  = k + l  

Obte r  pk R : 
P  

a = ( r  ' + T  2) 1 / 2  
kk 

- 
pk 

c = r  / a  kk 
- 

s = r p k / a  
- 
rkk = a 
- 
r = O  
pk 

Obter  pk R p a r a  i = k + l ,  
P  i 

vá ao Passo  2 .  

4 .4 .3 .  A v e t o r  co luna  em pos i ção  i n t e r m e d i á r i a  
- 

No caao de s e r  A um v e t o r  co luna  anexado na  
P  

Na s eção  a n t e r i o r  ( 4 . 4 . 2 )  , em que A e r a  um ve- 
P  

t o r  l i n h a ,  mencionou-se duas maneiras  p a r a  t r a n s f o r m a r  (4.8)  

numa m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r .  Uma j á  f o i  expos t a  n e s s a  s e -  



ção e a o u t r a  s e r á  e s tudada  agora .  

O procedimento c o n s i s t e  em u s a r  permutações dos ve - 

t o r e s ,  n e s t e  caso v e t o r e s  colunas  p a r a  t r ans fo rmar  (4.9)  numa 

ma t r i z  de Hessenberg e d a í  u s a r  t ransformações  de Givens ou as  

ma t r i ze s  de permutações p a r a  chegar-se  a uma ma t r i z  t r i a n g u l a r .  

Aplicando-se a fl uma ma t r i z  de permutação à d i -  

r e i t a  convenien te ,  obtém-se uma forma de Hesaenberg s u p e r i o r :  

onde E é a m a t r i z  de permutação. A t í t u l o  de exemplo, s e  
P 

fl possu i  a  e s t r u t u r a  

b a s t a  c o n s i d e r a r  sucess ivamente  as  permutações (2 ,3 )  , ( 2 , 4 )  e  

( 2  , 5 )  que "empurram" cada elemento não nulo x '  para o lugar do ele- 

mento nulo mais à dire i ta  da respectiva linha. Neste caso temos (com 

p = 2 ) :  



A transformação de H (4.10) numa mat r iz  t r i a n g u l a r  

supe r io r  pode s e r  f e i t a  pelo algoritmo apresentado na  seção 

(4.3) des t e  c a p í t u l o ,  

No caso,  apl icando uma sucessão de ro tações  de p la -  

nos ,  temos: 

ESCUDERO (6) apresenta  um algori tmo para  t r a n s f o r -  

mar H (4.10) numa t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  baseando-se nos enfoques 

de TOMLIN (26) e  FORREST e  TOMLIN (12) . Consiste em e l imina r  

os elementos da l i n h a  p de H (4 -10) nas colunas p  a t é  n  e  

então r e a l i z a r  permutações de l i n h a s .  

O procedimento desse algoritmo chamado UTR ("Upper 

t r i a n g u l a r  r e s to ra t ion" )  é :  

(1) Zerar a  l i n h a  p  da mat r iz  R nas colunas p + l  a t é  n  : 

-1 a) I s s o  é f e i t o  usando uma mat r iz  T , 

T - ' = I  - e t  
P  

(4.13) 

onde e  é o  p-ésimo v e t o r  u n i t á r i o ,  t é um v e t o r  li- 
P  

nha da forma: 

t = (O , o , .  . . o , t p + l , .  . . tn) 

-1 e  po r t an to  a  mat r iz  T tem a segu in te  forma: 



, onde 

T - I  = (4.15) 

v e t o r  

r -, 

1 

1 

l ,  tp+l . . .  -t n  

1 
r) 

l i n h a  r 
P  ' 

da forma (O, O, rp ,p+l ... r ) é a  p-ésirna 
Pn 

l i n h a  de R , a  s e r  ze rada .  

b) O v e t o r  t é ca l cu l ado  por  t = r - 
P 

C) Obtém-se o  p roduto  T-I R : 

( 2 )  Subs t i t u indo - se  R na expressão  (4.16) por  H = R + A eT ob 
P P  - 

temos : 

-1 Então considerando l i n h a s  j  de H e  de R temos T H .  E 
J 

T-I R = R p a r a  ( j f p )  e  j = l  n  . Por t an to  a  m a t r i z  
j  j 

T'l  H é a  mesma ma t r i z  R cu jos  elementos r 
p  , p + 1 7  ' r Pn 

foram ze rados ,  o  v e t o r  co luna  R tendo s i d o  s u b s t i t u i d o  
P  

- 1 +A ) . Por T (Rp 

- 
Podemos o b t e r  uma ma t r i z  R t r i a n g u l a r  s u p e r i o r :  

- 
R = E-' T"- (R + A eT) 

p, F P  
onde E e  uma ma t r i z  de permutação conveniente .  O a l g o r i t  

P - 
mo de ta lhado  pode-se e n c o n t r a r  em ESCUDERO (6) . 



Definição 

A f a t o r i z a ç ã o  QR c o n s i s t e  em decompor uma 

A(nxt) como produto  de duas ma t r i ze s  Q(nxn) e  R(nxt) 

ma t r i z  Q é or togona l  e  R é uma ma t r i z  t r i a n g u l a r  

P o r t a n t o :  

ma t r i z  

onde a  

s u p e r i o r .  

Geralmente, a  Última expressão  é mais usada j á  que Q não é ob- 

t i d a  e x p l i c i t a m e n t e .  E s t a  m a t r i z  Q é formada por  uma sequên- 
d 

c i a  de t ransformações  o r togona i s  (ve r  Cap. 111) c u j a  função e  

t r i a n g u l a r i z a r  A. Se A f o r  de pos to  completo a  f a t o r i z a ç ã o  QR 

é ún ica .  

De f a t o ,  a  forma da m a t r i z  R v a r i a ,  segundo a s  d i -  

mensões de A , o  que s e r á  ana l i s ado  na  seção  s e g u i n t e .  

5 . 2 .  Fa to r i zação  QR segundo - a s  - dimensões de A 

No Capí tu lo  I1 foram apresen tados  v á r i o s  casos  de 

s i s t emas  de equações segundo a  e s t r u t u r a  da ma t r i z  A.  Dentro 

de l e s  os mais f r e q u e n t e s  s ã o :  

5 . 2 . 1 .  Caso de s i s t e m a  sobredeterminado (n  > t )  

Considerando uma ma t r i z  A(nxt) e  sendo (n > t )  , 



a decomposição QR s e r á  da  forma: 

onde Q(nxn) e R uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  ( t x t )  não 

necessar iamente  com d i agona l  u n i t á r i a .  

Ao s e  p a r t i c i o n a r  Q segundo Q = (Q1 ,Q2) , onde 
4 

Ql é uma m a t r i z  (nx t )  e  Q2  e  (nx (n - t ) )  obtemos: 

i s t o  é :  

A l é m  d i s s o ,  s e  s e  p a r t i c i o n a  A em (A1 ,A2) , t a l  

que A1 t enha  k colunas  e R s e j a  p a r t i c i o n a d o  segundo 

sendo R1l uma m a t r i z  (kxk) obtemos : 



de onde: 

P o r t a n t o  Q e  
R1 1 compreende a  f a t o r i z a ç ã o  QR 

de A1 . I s t o  é chamado f a t o r i z a ç ã o  QR t runcada  e  é o b t i d a  

sem cus to  a d i c i o n a l  uma vez que a  f a t o r i z a ç ã o  QR g e r a l  t enha  

s i d o  f e i t a .  

5 . 2 . 1 . 1 .  Posto (A) = k < t 

Neste  caso a  decomposição QR de A não é u n i c a .  

DONGARRA e t  a l i :  ( 4 )  propõem a  u t i l i z a ç ã o  de uma ma t r i z  de 

permutação E t a l  que AE é p a r t i c i o n a d a  da  forma: 

onde A1 tem k colunas l inearmente  independentes .  O ob j e t i  - 

vo ev iden te  é s e p a r a r  uma m a t r i z  Al(nxk) de pos to  completo. 

A p a r t e  t r i a n g u l a r  da f a t o r i z a ç ã o  QR toma a  forma: 

onde Rll e R 1 2  s ão  Únicos e  AZ 6 c a l c u l a d a  usando (5 .9 )  

i s t o  é :  



e e n t ã o :  

Usando (5.11) e  (5.12) e  sendo Ql o r t ogona l  temos : 

o q u a l  e x p r e s s a  as  colunas  r e s t a n t e s  de AE como combinações 

l i n e a r e s  das  colunas de A1 

No t r a b a l h o  de DONGARRA e t  a l i i  ( 4 )  a p r e s e n t a  a  

s u b r o t i n a  SQRDC que p o s s u i  uma opção p a r a  permutar  a s  colunas  

de A t a l  que as  colunas i n i c i a i s  de AE se jam independen- 

t e s .  E s t e  pivoteamento é f e i t o  para le lamente  r e a l i z a ç ã o  da 

decomposição e  a  e s t r a t é g i a  p a r a  s e l e c i o n a r  a s  colunas é e f e -  

tuada  na  ma t r i z  R , quem p o s s u i  uma d iagona l  dominante i .  e  : 

P o r t a n t o ,  s e  rkk é ze ro ,  a s  l i n h a s  k  a t é  p  

são também ze ro .  

5 . 2 . 2 .  Caso de Sis tema Indeterminado (n  < t )  
-- 

Neste caso ,  a  f a t o r i z a ç ã o  QR toma a  s e g u i n t e  f o r  - 



onde R é uma ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  ( t x t )  . Se a s  p r i -  

meiras t colunas  de A são l inearmente  independentes ,  a  de- 

composição é Única. Ver equações (5.36) , (5.41) e  ( 5 . 4 2 ) .  

Novamente, o  pivoteamento permi te  i s o l a r  um conjun- 

t o  de colunas  l inearmente  independentes .  Então e x i s t e  uma ma- 

t r i z  de permutação t a l  que:  

O pivoteamento o b r i g a  à m a t r i z  R a  s e r  não s ingu -  

l a r  s e  a  m a t r i z  A tem um conjun to  de colunas  l inearmente  i n -  

dependentes.  Neste caso a s  p r i m e i r a s  t colunas  de AE f o r -  

mam também uma ma t r i z  não s i n g u l a r .  

5 .3 .  Fa to r i zação  QR p a r a  r e s o l v e r  o  Problema dos Mínimos 

Quadrados 
7 

Como f o i  exposto  na  seção (2.2)  do Capí tu lo  11, o  

problema de Mínimos Quadrados c o n s i s t e  em minimizar o  v e t o r  r e -  

s i d u a l  r , onde:  

A condição n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  que XL , 
s e j a  so lução  de ~ í n i m o s  Quadrados é :  



O v e t o r  x  que é so lução  do s i s t e m a  (5.18) é :  

T -1 *T onde: A+ = (A A) , s e  A tem pos to  completo (5.20) 

A expressão  (5.20) d e f i n e  a  pseudo- inversa  da  ma- 

t r i z  A , que não é conveniente  c a l c u l a r - s e  p o r  s e r  i n e x a t a  

se  A f o r  mal condic ionada.  

Uma maneira de e v i t a r  o  c á l c u l o  da  Pseudo- inversa  

é f a t o r i z a r  a  m a t r i z  A : 

onde QT é uma ma t r i z  o r togona l  (nxn) e  R é uma ma t r i z  t r i  - 

angula r  s u p e r i o r  ( t x t )  , não necessar iamente  com d iagona l  u n i  - 

t á r i a .  

Como s e  pode a p r e c i a r ,  a  decomposição (5.21) p a r a  

a  m a t r i z  A é a mesma que p a r a  o  caso de s i s t e m a s  s o b r e d e t e r -  

minado. S e r á  também v i s t o  o  caso  de s i s t emas  indeterminados .  

Para  e n c o n t r a r  uma expressão  p a r a  xL , so lução  do 

Problema dos Mínimos Quadrados considerando a  f a t o r i z a ç ã o  QR 

da m a t r i z  A , par t i c ionaremos  a ma t r i z  Q em : 

onde Q1 é uma ma t r i z  (nx t )  e  Q2 é uma (nx (n - t ) )  , t a i s  

que A = Q1 R . 
Desde que A é uma ma t r i z  de p o s t o  completo i . e .  

pos to  (A) = min(n,  t )  , obtemos : 



R é uma m a t r i z  não s i n g u l a r .  

Po r t an to  : 

Por t an to  : 

d) A so lução  dos ~ í n i m o s  Quadrados xL é encont rada  tal 



que minimize o  r e s i d u a l  1 Ir1 l 2  = 1 lb-Ax1 l 2  

Transformando o  segundo membro da equação (5 .32 ) :  

quando e x i s t e  x  t a l  que:  
v 

L 

Uma o u t r a  maneira de o b t e r  o  v e t o r  r e s i d u a l  é usan- 

do: (5.30) e  (5.33) , 

'I' Mais a i n d a ,  usando (5 .24) i . e .  Q Q = I temos uma expressão  

p a r a  r , i s t o  é :  

porém, a  equação (5.34) é mais v a n t a j o s a  que (5 .35)  j á  que e v i -  

t a  o  c á l c u l o  de Q2 . 



Considerando agora um s i s t ema  indeterminado,  sabe-  

mos que a f a t o r i z a ç ã o  QR p a r a  a ma t r i z  A é da forma: 

onde Q é uma m a t r i z  o r togona l  (nxn) , R é uma ma t r i z  t r i -  

angula r  s u p e r i o r  (nxn) e S uma ma t r i z  (nx ( t -n ) )  . 
Na seção  (5 .2 .2)  v iu - se  que a decomposição (5.36) 

não é a Única a menos que as  p r i m e i r a s  n colunas da  ma t r i z  

A sejam l inearmente  independentes .  Pa ra  i s s o  a mat r iz  A s e r á  

p a r t i c i o n a d a  em: 

onde A1 é uma ma t r i z  quadrada c u j  as  n colunas são  l i n e a r -  

mente independentes .  Neste caso AI e  R s ã o  ma t r i ze s  não 

s i n g u l a r e s .  

Usando a equação (5.36) nas  equações normais : 

obtemos : 

de onde: 



Por  o u t r o  l a d o ,  s endo  A  = (A1 A2) temos de ( 5 . 3 6 )  o s e g u i n -  

Da equação  ( 5 . 4 1 )  : 

S u b s t i t u i n d o  ( 5 . 4 3 )  em ( 5 . 4 2 )  : 

Em resumo,  v o l t a n d o  5 equação  ( 5 . 4 0 )  e usando uma decomposição 

c o n v e n i e n t e  x = (xT ,x;lT obtemos : 

Se x2 se anula (a ~ o l u $ b - ~ d e  norma mínima) o s  p r i -  

m e i r o s  n e l emen tos  d a  s o l u ç ã o  dos ~ í n i m o s  Quadrados xL , i . e .  



o  v e t o r  x  , é encontrado resolvendo-se  
1 

Como (5.32) , a  equação (5.47) é mais e x a t a  que o  

c á l c u l o  da pseudo- inversa ,  obtendo-se : 

para i = n-1 a 1 

onde Qi é o  i -és imo v e t o r  coluna da ma t r i z  Q . 



BRE DETERMINADOS 

Apresentaremos d o i s  procedimentos p a r a  o b t e r  Q na 

f a t o r i z a c ã o  QR, ambos baseados no ~ é t o d o  Modificado de Gram- 

S  chmi d  t (MGS) . 

6 -1. Cálculo das  Mat r izes  Q e  R 

A m a t r i z  Q(nxt) é c a l c u l a d a  em t i t e r a ç õ e s  r e -  

c u r s i v a s .  Chamamos Q(O)  = A , e ,  ao f i n a l  da i t e r a ç ã o  k  , a  

m a t r i z  Q (k) tem a  s e g u i n t e  exp re s são :  

onde (k) é o  i -és imo v e t o r  co luna  da  ma t r i z  Q(l') . O s  ve- q i  

t o r e s  qi (k) , i = 1 , .  . . , k  , são  os  v e t o r e s  d e f i n i t i v o s  

( t )  i =  qi 7 1 ,  ... k da  ma t r i z  Q E Q 
( t )  

P o r t a n t o ,  n a  i t e r a ç ã o  k  , os  v e t o r e s  ('1 i = l , .  q i  

. . . k são  or tonormais  : 

A m a t r i z  R é c a l c u l a d a  de maneira s i m i l a r  com 

R i j  = O  p a r a  i >  j e  i ,  = , 2 ,  t .  O v e t o r l i n h a  Rk 



da ma t r i z  R é o b t i d a  n a  mesma i t e r a ç ã o  k em que o  : v e t o r  

qk é o b t i d o ,  

6 . 2 .  Procedimento p a r a  o b t e r  a  ma t r i z  Q 

Apresentarnos d o i s  a lgor i tmos  p a r a  o b t e r  a  ma t r i z  Q . A 

d i f e r e n ç a  e n t r e  e l e s  e s t á  em a  ma t r i z  Q s e r  normal izada ou 

não.  Esse f a t o  de normal iza r  ou não a  ma t r i z  i n f l u e n c i a  n a  

e s t a b i l i d a d e  do procedimento.  

Considere por  exemplo a s  ma t r i ze s  Q, R ,  Q '  e  R '  

t a1  que : 

onde Q 6 uma m a t r i z  não normal izada.  Verenos que Q' e  Q s e  

re lacionam a t r a v é s  de : 

onde D é uma m a t r i z  d iagona l  ( t x t )  com seus  elementos : 

Então ,  QT Q = D' 

Com e f e i t o ,  de (6.4) , 



T 2 Por s e r  Q '  uma m a t r i z  o r tonormal ,  temos Q Q = D . 
Da mesma forma R é uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  supe- 

r i o r  com'diagonal  u n i t á r i a ,  e  s e  tem 

De tudo que f o i  v i s t o ,  temos que usando a s  m a t r i -  

zes Q e  R no l u g a r  de Q '  e  R '  , as operações de r a í z e s  

quadradas s ão  e v i t a d a s  causando aparentemente vantagens  de o r -  

dem computacional .  

6 .2 .1 .  Algori tmo Q Normalizado ( N  Q A) 

Passo 1 : Obter as  normas 

p a r a  i = k , k + l , .  . . t 

Passo 2 : S e j a  N ( ~ )  0 máximo das  normas no pas so  a n t e r i o r . S e  
k '  

ex i s tem d i f e r e n t e s  normas com o mesmo v a l o r  máximo, a r b i t r a r i a  - 

mente e sco lhe - se  a norma com o p r ime i ro  s u b í n d i c e .  Desde que 

s e  assume que A é de pos to  completo temos que N ( ~ )  # O . 
k ' 



Passo  3 : Se  k '  > k  , a s  k ' - é s i m a s  c o l u n a s  d a  m a t r i z  (k) 

s ã o  t r o c a d a s .  Também t rocam-se  o s  e l emen tos  R i k ,  e Rik dos 

v e t o r e s  l i n h a  R. ( p a r a  i = 1 , 2 , .  . . k-1) . 
1 

 pós a mudança c o n t i n u a - s e  ~ h m . ~ d o  ('1 2 i - é s i  
q i  - 

ma c o l u n a  d a  m a t r i z  Q (k)  e  Ri 5 i - é s i m a  l i n h a  d a  m a t r i z  R.  

Passo  4 : O b t e r  o  v e t o r  qk p a r a  a  i t e r a ç ã o  ( k + l )  o  q u a l  s e  - 

r á  o  v e t o r  d e f i n i t i v o  qk d a  m a t r i z  Q 

Passo  5 : Obte r  o s  e l emen tos  
Rk i ( i = k , k + l ,  . . .  t )  do v e t o r  li - 

nha  Rk . 

- ( k + l )  (k)  
R k i  - qk 9 i 

p a r a  i = k + l , .  . . t 



Passo  6  : C a l c u l a r  v e t o r e s  q  p a r a  a i t e r a ç ã o  ( k + l )  

p a r a  i = k + l , .  . . t 

A o r t o g o n a l i d a d e  d a  e x p r e s s ã o  (6 .2 )  i m p l i c a  que os  v e t o r e s  co- 

l u n a s  q i k )  ( 2  , . . . k) s ã o  t e o r i c a m e n t e  normal i zados  no 

n  
f i n a l  d a  i t e r a ç ã o  k ( i e .  1 qhi (k)  deve  s e r  i g u a l  a 1 )  . Mas o  

h = l  

c á l c u l o  de  qk (kcl) não  é e x a t a  ,dados  os  c á l c u l o s  d a s  normas 

que não s ã o  e x a t a s ,  dev ido  à r e p r e s e n t a ç ã o  l i m i t a d a  de números 

de p o n t o  f l u t u a n t e  no computador.  Mais a i n d a ,  e s s a  i n s t a b i l i -  

dade é i n c r e m e n t a d a  no c á l c u l o  de ( 6 . 1 2 ) .  

Por  tudo i s t o ,  a  f i m  de e v i t a r  e s s a  i n s t a b i l i d a d e ,  

p r o p õ e - s e  uma l i g e i r a  modi f i cação  no  a l g o r i t m o  a n t e r i o r .  Con- 

s i s t e  em não r e a l i z a r  o  p a s s o  4 ( i . e .  não  c a l c u l a r  o  v e t o r  qk 

p a r a  a  i t e r a ç ã o  ( k + l ) )  e  armazenar  no e s c a l a r  dk a  norma 

Nkk)' que  f o i  c a l c u l a d a  nos  p a s s o s  2 e  3 .  Ao f i n a l  do a l g o -  

r i t m o  m o d i f i c a d o ,  o  v e t o r  c o l u n a  d ( t x 1 )  armazena a s  normas 

dos v e t o r e s  q l , q 2 ,  ... q t  que j á  não  e s t ã o  n o r m a l i z a d o s .  

P o r t a n t o ,  a  e x p r e s s ã o  de o r t o g o n a l i d a d e  d a  m a t r i z  
A 

s e r a :  

p a r a  i , j = , 2 , .  t i s t o  é :  



A 1 / 2  
onde o  i - é s i m o  e l emen to  do v e t o r  c o l u n a  ( t x 1 ) 6  e  l / d i  

6 . 2 . 2 .  A lgor i tmo  Q Não Normali  zado (NNQA) - 

Na i t e r a ç ã o  k  d e s t e  a l g o r i t m o  temos : 

P a s s o  1 : O b t e r  o s  e l emen tos  d i ( i = k , k + l , .  . . t )  do v e t o r  d  - 

Passo  2 : ~ n á l o g o  ao p a s s o  2 do a l g o r i t m o  NQA 

P a s s o  3 : Análogo ao p a s s o  3 do a l g o r i t m o  NQA - 

P a s s o  4 : F a z e r :  

P a s s o  5 : O b t e r  o s  e l emen tos  -- Rki ( i  1 , .  . . t )  do v e t o r  li - 

n h a  Rk , mas a g o r a  normal i zando-a  com N L ~ )  , i s t o  é :  

e n t ã o  : 



Passo 6 : Obter v e t o r e s  q p a r a  a  i t e r a ç ã o  ( k + l )  . Da mesma - 

forma que no a lgor i tmo NQA , s e r á  ca l cu l ado  o  v e t o r  q i  

mas agora  considerando que e s t e  v e t o r  não e s t á  normal izado.  Sen - 

do que o  v e t o r  Rk i 

Pode-se 

do usado o  v a l o r  de 

s e r á  normalizado.  P o r t a n t o :  

p a r a  i = k + l , .  . . t 

obse rva r  que no a lgor i tmo NNQA não e s t á  s en  - 
(k) senão o  v a l o r  Nk dk , p o r t a n t o ,  tem- 

s e  poucos e r r o s  de arredondamento. 

Embora no a lgor i tmo NNQA c a l c u l a - s e  as  m a t r i z e s  Q 

e  R onde as  colunas  de Q não são  normalizadas e  s i m  as 

l i n h a s  da  ma t r i z  R , a  f a t o r i z a ç ã o  QR é a  mesma. I s t o  é , c h a  - 

mando Q e  R as ma t r i ze s  ca l cu l adas  p e l o  a lgor i tmo NNQA e  

Q '  , R '  a s  ma t r i ze s  c a l c u l a d a s  pe lo  a lgor i tmo NQA, temos : 

O a n t e r i o r  pode s e r  provado considerando o  elemento Ai j da 

m a t r i z  A o  q u a l  pode s e r  e s c r i t o  como: 

onde R = 1 . 
j j 



No t r a b a l h o  de ESCUDERO ( 5 )  a f i rma-se  que ao ob 

t e r  a  m a t r i z  Q não normal izada e  R uma ma t r i z  normal izada 

com a  d i agona l  u n i t á r i a  i . e .  p e l o  a lgor i tmo NNQA, o  procedimen 

t o  é mais e s t á v e l  que no caso em que Q s e j a  normal izada e  R 

não normalizado ( a lgo r i tmo  NQA). 

6 .3 .  Cálculo  do ~ Vetor Res idua l  r = b-Ax 

Uma vez o b t i d a  a  f a t o r i z a ç ã o  QR da m a t r i z  A,com 

as  m a t r i z e s  Q e  R ca l cu l adas  p e l o  a lgor i tmo NNQA, é p o s s í v e l  

o b t e r  o  v a l o r  de x  . I s t o  s e r á  f e i t o  com a  equação (5.32) a  

qua l  b a s e i a - s e  nas p ropr iedades  de o r togona l idade  da m a t r i z  Q 

i s t o  é :  

Acontece que no c á l c u l o  da  ma t r i z  Q , ex i s t em e r -  

ro s  de arredondamento que poderiam f a z e r  pe rde r  as  p rop r i eda -  

des de o r togona l idade  e  mais a inda  o  v a l o r  de x  s e r i a  i n s t á -  

v e l .  P o r t a n t o ,  uma maneira  de e v i t a r  e s s a  p o s s i b i l i d a d e  de 

e r r o ,  6 s u b s t i t u i r  em qua lque r  operação i n t e r m e d i á r i a  a  expres  - 

s ão 

T 
Si q j  = 0 p a r a  i f j  

que na  r e a l i d a d e  é o  v a l o r  t e ó r i c o .  

A i d é i a  do procedimento é o b t e r  p r ime i ro  o  v e t o r  



r e s i d u a l  r e  após o  v e t o r  de i n c ó g n i t a s  x , sendo que o  ve- 

t o r  r e s i d u a l  r(nx1) é ob t ido  em t - i t e r a ç õ e s  de um modo r e -  

cu r s ivo .  Para  i s t o  cons idera -se  r ( ' )  = b  e  no f i n a l ,  da  i t e -  

ração t , o  r e s i d u a l  r ( t )  toma o  v a l o r  do v e t o r  r e s i d u a l  r .  

Considerando a  equação (5.34) , a  o r togona l idade  d a  

ma t r i z  Q '  i . e .  Q '  Q" = I e  a  no tação  Q1 = Q obtemos: 

Definindo : 

e  s u b s t i t u i n d o - s e  (6.21) em (6.20) obtemos: 

Analogamente ao a n t e r i o r ,  a  expressão  (6.22) pode s e r  s u b s t i -  

t u i d a  p o r :  

onde : 



p a r a  k = 1 , 2 ,  ... t 
t a l  que r (k)  p a r a  k = t  é o  v e t o r  r e s i t u a l  r . 

Na r e a l i d a d e ,  a  e s t a b i l i d a d e  do procedimento  a n t e -  

r i o r  depende d a  e x a t i d ã o  do c á l c u l o  d a  m a t r i z  Q p e l o  a l g o r i t  - 

mo NNQA . Como j á  f o i  e x p o s t o ,  o s  e r r o s  de arredondamento du - 

r a n t e  o  p r o c e s s o ,  podem f a z e r  p e r d e r  a  o r t o g o n a l i d a d e  d a  ma- 

t t r i z  Q i . e .  pode-se  d a r  que qk qi f O o r i g i n a n d o  que  o  v a  - 

l o r  de r (k)  s e j a  i n e x a t o .  

T P o r t a n t o ,  a  e x p r e s s ã o  qk q i  s e r á  s u b s t i t u i d a  p o r  

z e r o ,  ob tendo  uma nova  e x p r e s s ã o  p a r a  (6 .24)  . Mas, convém t r a  - 

T b a l h a r  a n t e s  com a  d i t a  e x p r e s s ã o ,  m u l t i p l i c a n d o - a  p o r  (qk/Nk) 

a  f i m  de amostnar  o  a n t e r i o r  e  f a z e r  a  s u b s t i t u i ç ã o  r e s p e c t i -  

- 2 de que di - Ni . 

Agora s u b s t i t u i n d o - s e  T 
qk q i  = O em (6.25)  , t emos :  

Ao f i n a l ,  obtemos uma e x p r e s s ã o  p a r a  r (k)  . 



p a r a  k = 1 , 2 ,  . . . t 

6 . 4 .  c á l c u l o  do Ve to r  de I n c ó g n i t a s  - - x 

2 
P a r a  c a l c u l a r  o  v a l o r  de x  , que minimiza I 1 r 1 1 , 

pode-se  u s a r  a e x p r e s s ã o  (5 .33)  i . e .  R '  x  = q t T  b ; mas con- 

s i d e r a n d o  o  e lemento  xk temos : 

p a r a  k = 1 , 2 , .  . . t-1 

Agora,  o  o b j e t i v o  é o b t e r  a s  m a t r i z e s  Q e  R co- 

mo no a l g o r i t m o  NNQA a  f i m  de o b t e r  uma e x p r e s s ã o  p a r a  x . 

p a r a  i = l , 2 , .  . . t-1 



Mas, desde que qk b v e r  (6.26) temos: 

p a r a  i = l , 2 , . .  . , t - 1  

2 onde dk = Nk , e :  

No c á l c u l o  de r (k) e de x (k) , usa-se  a s  mesmas 

operações i n t e r m e d i á r i a s  e pode-se e v i t a r  novos c á l c u l o s  de 

r a i z e s  quadradas que produzem muitos e r r o s  de arredondamento. 



ATUAL I ZAÇÕE S DA FATOR1 ZAÇÃO QR 

No c a p í t u l o  I V  ao serem apresen tadas  a  t r i a n g u l a r i z a  - 
ção de mat r izes  por transformações de Givens,  mencionou-se a  r e  - 

l a ção  com os  t ó p i c o s  a  serem desenvolvidos  n e s t e  cap?.tulo. 

O o b j e t i v o  é a p r e s e n t a r  d i f e r e n t e s  c r i t é r i o s  p a r a  a s  

a t u a l i z a ç õ e s  da f a to r i zação  QR os qua i s  fornecem as bases  t e ó -  

r i c a s  p a r a  modi f ica r  a  ma t r i z  de Res t r i ções  At ivas  nos proble-  

mas de Programação Não Linear  que são r e s o l v i d o s  segundo a  meto - 

do log ia  da e s t r a t é g i a  de Conjuntos A t ivos .  

Os t ó p i c o s  desenvolvidos  n e s t e  c a p í t u l o ,  encontram- 

s e  a tualmente  disseminados em d ive r sos  a r t i g o s  e  l i v r o s .  Tentan 

t o - s e  aqu i  f o r n e c e r  uma v i s ã o  g e r a l  d e l e s .  

A a t u a l i z a ç ã o  da f a t o r i z a ç ã o  QR pode s e r  f e i t a  s e -  

guindo o  c r i t é r i o  de Modificação de Posto Um ou os  C r i t é r i o s  de 

~ d i q ã o  ou Apagamento de l i n h a  ou coluna.  Pos te r io rmente  os  

aprofundaremos com ên fa se  no ú l t imo.  

Ao modi f ica r  os  f a t o r e s  deve-se cons ide ra r  os  s e -  

g u i n t e s  problemas : 

a) A modificação deve s e r  f e i t a  em poucas operações ,  o  quan to  

s e j a  p o s s í v e l ,  e spec ia lmente  p a r a  grandes s i s t emas  onde s e  

p r e c i s a  de a t u a l i z a ç õ e s  con t ínuas .  

b) O procedimento numérico deve s e r  e s t á v e l .  

c) Se a  ma t r i z  o r i g i n a l  é e s p a r s a ,  convém manter a  e s p a r s i d a d e  

t a n t o  quanto  s e j a  p o s s í v e l .  



No c a p i t u l o  a n t e r i o r  v iu - se  um a lgor i tmo de f a t o r i -  

zação QR e apresentaram-se  d o i s  procedimentos p a r a  o b t e r  a  ma- 

t r i z  Q . Como r e s u l t a d o ,  usando o  procedimento NQA obtemos as  

ma t r i ze s  Q '  e  R '  em que a s  colunas  de Q '  s ão  normal iza -  

d a s ,  e ,  usando o  procedimento NNQA, obtemos a s  ma t r i ze s  Q e  

R , onde agora  a s  l i n h a s  de R são  normal izadas .  

Temos , p o r t a n t o :  

A = Q ' R '  = QR 

Mais a i n d a ,  lembrando (6.19) e  (5.30) sabemos que:  

em que Ql é a  ma t r i z  não normal izada e  Q i  é a  normal izada ,  

i . e :  

onde D é uma ma t r i z  d iagona l  t a l  que: 

2 2 
Por o u t r o  l a d o ,  considerando a  ma t r i z  D , (D ( i , i )  = di) , 

temos em Q1 uma ma t r i z  o r togona l  com: 

Da mesma forma, R é uma ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  com d i a -  

gonal  u n i t á r i a ,  t a l  que:  



Uma vez o b t i d o s  o s  f a t o r e s  Q e R , admita-se a  ma t r i z  A mo 1 - 

d i f i c a d a ,  s e j a  adicionando s e j a  apagando uma l i n h a  ou uma co lu -  

n a .  Neste c a s o ,  forma-se uma nova mat r iz  Ã e  s e  p rocura  no- 
- 

vos f a t o r e s  Q e R . E s t e s  devem s e r  ca l cu l ados  poupando e s -  

fo r ço  computacional i . e .  , a t r a v é s  de a t u a l i z a ç õ e s  nas  ma t r i ze s  

Q e  R onde foram se l ec ionadas  a s  l i n h a s  ou colunas  a  serem 

ad ic ionadas  ou apagadas. 

A i d é i a  g e r a l  c o n s i s t e  em apagar  ou a d i c i o n a r  uma 

l i n h a  ou uma coluna à s  m a t r i z e s  Q e  R , de modo que Ã = q l ~ ;  
- 

e  apl icando t ransformações  de Givens, modif ica-se  
Ql 

e  R 
- - 

afim que sejam a  f a t o r i z a ç ã o  QR da  ma t r i z  A . 
Nos ú l t imos  anos ,  muitos pesqu i sado re s ,  têm-se ded i  - 

cada aos a lgor i tmos  de a t u a l i z a ç ã o ,  por  exemplo GILL e t  a l i i  

(14) a tua l i zam Q '  e  R ' .  , DANIEL e t  a l i i  (3) a tua l i zam a; e  

R '  e  ESCUDERO (9) ap re sen t a  a lgor i tmos  p a r a  a t u a l i z a r  Q1 e  

R .  

7 . 1 .  - Modificação de uma m a t r i z  o r togona l  

Antes de aprofundar  nas  a t u a l i z a ç õ e s  da f a t o r i z a ç ã o  

QR, daremos uma exp l i cação  da modif icação de uma ma t r i z  o r t o -  

gonal  seguindo os  l inhamento de DANIEL e t  a l i i  ( 3 ) .  E s t e  p ro-  

cesso s e r á  usado n a  seção (7.3)quando s e  ad i c iona  um v e t o r  co lu-  

na  à mat r i z  A. 

S e j a  a  m a t r i z :  



T com colunas  or tonormais  t a l  que Q Q = In e  s e j a  v  E 8 . A 

i d é i a  do p roces so  é p r o c u r a r  v e t o r e s  q  E J f  , r E e  e m  e s  
7 

c a l a r  p' , t a i s  que:  

a  Última coluna é p o r t a n t o :  

T 4 Mult ip l icando  (7.8) por  Q , considerando que a  m a t r i z  Q e  

o r tonormal ,  e  ( 7.7) , obtemos: 

C 

Fazendo v' = q p e  usando ( 7 . 8 ) :  

Se m > n , deve-se t e r  I lql 1 = 1 , p o r t a n t o :  

i . e .  p = I I v ' I  I t a l  que:  



Quando p = O , temos d i re tamente  v  = Qr (da ex- 

p r e s são  (7 .8 ) )  e  (Q,v) = Q(1 , r )  tem pos to  n  . 
Se o  processo  f a l h a ,  i s t o  é ,  P O (pode s e r  o r i g i -  

nado por  e r r o s  de arredondamento no c á l c u l o  de Q , t a l  que a  

T condição de o r togona l idade  Q q  = O não é s a t i s f e i t a ) ,  t e o r i c a  - 

camente qua lquer  v e t o r  u n i t á r i o  o r togona l  ao p o s t o  de Q pode- 

r i a  s e r  s u b s t i t u i d o  por  q  . 
Se o  processo  de modificac,áo é r e a l i z a d a  n a  p resen-  

ç a  de e r r o s  de arredondamento, é improvável que p desapareça  

exatamente f i cando  apenas com um v a l o r  b a s t a n t e  pequeno. E s t e  

p rocesso  v i s a  f o r ~ a r  que Q ~ V '  s e j a  pequeno r e l a t i v a m e n t e  a  

Mas mesmo que 1 l Q T v ' l [  = E I I v I I  comum E pequeno 

e se  p é pequeno demais,  en t ão  o  v e t o r  normalizado q  = v ' / p  

s a t i s f a r i a  s ó  1 1 Q T q l  1 = E 1 lvl 1 / p  e  o  e r r o  r e l a t i v a m e n t e  a  

I ] V I  I p o d e r i a  s e r  enorme. A p a r t i r  d a í ,  t e r - s e - i a  uma pe rda  

de o r togona l idade  no v e t o r  q  ca lcu lado .  

P a r a  r e s o l v e r  o  problema a n t e r i o r ,  usa -se  Reortogona 

l i z a ç ã o  dado que s e  I [ V ' ]  I / [  I v I  I é pequeno, en t ão  a  cance la -  

ção numérica t e r á  provavelmente acontecidoao c a l c u l a r  v '  , j á  

que t a n t o  v '  quanto q  são  r e l a t i vamen te  i n c e r t o s  em s u a s  

normas. P o r t a n t o ,  a  i d é i a  é c o r r i g i r  v '  por  r e o r t o g o n a l i z a -  

ção ,  i s t o  é ,  ap l icando-se  o  p rocesso  novamente, subs tu indo - se  v  

por  v ' ;  assim obtém-se: 

Comparando a  expressão  (7.11) e  (7.15) vemos que 



v '  f o i  s u b s t i t u i d o  p o r  v" e  r p o r  ( r + s ) .  

Se I I v " I I / I I v l I  j á n ã o  é t ã o  pequeno,  e n t ã o  v" 

deve s e r  "esca lado"  a  um v e t o r  q  s a t i s f a t ó r i o .  De o u t r o  modo, 

o  p r o c e s s o  é r e p e t i d o .  

7 . 2 .  Modif icação  de P o s t o  Um 

Um problema é d e s c r i t o  como a  a t u a l i z a ç ã o  dos f a t o -  

r e s  de A segundo uma modi f i cação  de p o s t o  Um, quando a  ma- 
- 

t r i z  m o d i f i c a d a  A toma a  s e g u i n t e  forma:  

onde a é uma e s c a l a r  e  y , z s ã o  v e t o r e s .  (A m a t r i z  a y z  T 

6 de p o s t o  um) . 
A s e g u i r  ap resen ta remos  uma a t u a l i z a ç ã o  g e r a l  de 

p o s t o  um s e g u i n d o  as  i d é i a s  e  s i m b o l o g i a s  de DANIEL e t  a l i i ( 3 )  

(Observe que n e s t e  a r t i g o  s e  t r a b a l h a  com a  m a t r i z  Q n o r m a l i -  

zada) . 
mxn S e j a  A = QR E R (m > n ) ,  u  E R" , v  E Rm e a 

m a t r i z  m o d i f i c a d a  Ã i . e :  

1 )  A p l i c a - s e  o  p r o c e s s o  de m o d i f i c a c ã o  ( ~ e c ~ o ( 7 . 1 ) )  

equação (7 .6)  temos : 



Então:  

Ã Q R , Q com colunas or tonormais  (7.17) 

2) Escolhe-se  ma t r i ze s  de Givens a  serem a p l i c a d a s  5s  ma t r i ze s  

na  expressão (7.17) , que t ransformarão R numa forma de Hes- 

semberg. 

Sejam a s  ma t r i ze s  Gn+l  1 G' ... G~ t a i s  que:  

1 Na r e a l i d a d e  as  ma t r i ze s  G i + l  ( i  = n , n - 1 , .  . - 1 )  i n -  

troduzem zeros sucessivamente num ve t o r  desde o  Último elemento 
1 

a t é  o  segundo dado que Giil  e l i m i n a  o  elemento i+l da coluna 

1.Aplicando Givens a  uma ma t r i z  ( n + l )  x  n  , obtemos ; 

Aplicaremos agora a s  ma t r i ze s  de Givens a  R , da 

expressão (7.17) : 



Como r e s u l t a d o  des sa  a p l i c a ç ã o ,  obtemos uma m a t r i z  

R que é uma forma de Hessenberg s u p e r i o r .  

Deve-se também a p l i c a r  Givens a  Q , sendo que:  

onde a  ma t r i z  tem colunas  or tonormais  e  Ã é :  Ã=QR (7.22) 

3) Uma nova a p l i c a ç ã o  de m a t r i z e s  de Givens s e  f a z  n e c e s s á r i o ,  

a  f im de e l i m i n a r  o s  elementos subdiagona is  de . 
1 2  n  Sejam agora  a s  ma t r i ze s  H 2  H 3  ... Hncl onde Hi+l i 

e l imina  o  elemento ( i + l )  da coluna i que ao serem a p l i c a d a s  n a  

ma t r i z  R , a  t ranformarão ,  numa ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  R 

i s t o  é :  

onde (Q, 4) tem colunas  or tonormais  . Obtém-se f i na lmen te  : 



7.3. Adição de um v e t o r  coluna à matr iz  A 

Dada a  mat r iz  A(nxt) de posto completo (n L t )  

com uma decomposição de QR , onde Q é uma mat r iz  or togonal  

(nxt)  e  R é uma mat r iz  t r i a n g u l a r  supe r io r  ( t x t ) .  Adiciona- 

mos uma coluna a  
t+l à matr iz  A , teremos então uma mat r iz  mo - 

d i f i c a d a  Ã com: 

- 
Neste caso R é uma mat r iz  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  com 

diagonal u n i t á r i a ,  mas Q é uma mat r iz  ( n x ( t + l ) )  que j á  não 

é completamente or togonal  dado que não s e  garante  que: 

Por t an to ,  o  processo c o n s i s t e  em transformar numa mat r iz  o r  
e - 

togonal Q t a l  que R mantenha suas  c a r a c t e r í s t i c a s .  Dado que 

a  mat r iz  Q é or togona l ,  usaremos a  a tua l i zação  j á  exposta  na 

seção (7.1) afim de encont ra r  um v e t o r  q(nx1) e  un v e t o r  

r ( t x 1 )  t a i s  que: 

Aplicando o  a n t e r i o r  na expressão da mat r iz  modificada Ã , ob- 

temos : 



Da e x p r e s s ã o  (7.28) segue  que :  

- 
sendo que o  v e t o r  q  é não normal i zado .  Denotando Q = ( Q  q) , 

temos : 

De acordo  com a e x p r e s s ã o  (7.30)  de a  
t+l devemos o b t e r  o s  v e t o  

r e s  r e  q  . Assumindo que n > t , p r é - m u l t i p l i c a - s e  a ex-  

p r e s s ã o  (7.30)  p o r  QT e  cons ide rando  (7 .28)  e  a c o n d i f ã o  de 

que Q é o r t o g o n a l  obtemos:  

Da mesma fo rma ,  p a r a  o  c 6 l c u l o  

( 7 . 3 2 ) ,  i s t o  é :  

(7 .32)  

de q  , c o n s i d e r a - s e  (7 .30)  e  



Analisando a  Última exp re s são ,  temos teor icamente  I - Q(D51 QT f ;  O 

112 desde que D( tx t )  é uma ma t r i z  d iagona l  com D(i,i) = IIqiII = d i  

onde qi é o  i-ésimo v e t o r  coluna de Q . Mais a i n d a ,  conside-  

rando A = Q D - l  D R sabemos que Q '  = Q D - l  e  R '  = D R;então 

T A = Q '  R '  onde Q '  é uma m a t r i z  normal izada ( i . e ,  Q '  Q '  = I ) .  

-1 T P o r t a n t o ,  I - Q 03 Q = I - Q '  Q ' ~  , mas n a  seção 

(5.3)  nós t ivemos:  

e  n e s t e  caso teremos:  

T T 
onde 4' = ( Q ' ,  Q;) e  d a í  Q; Qi = 0 .  

E m  resumo, T 
Q; é uma ma t r i z  n  x  ( n - t )  com Q; Q; - 

= I e  cu j a s  colunas  formam uma b a s e  o r togona l  p a r a  o  espaço nu- 

l o  de v e t o r e s  o r togona i s  às colunas  de A . 
Por o u t r o  l a d o ,  s e  n = t  , Q; não e x i s t e  e  teremos : 

mas observando (7.33) r e s u l t a  que q=O e  a  t+l = Qr . Neste 

ca so ,  a  ma t r i z  (Q a t+ l  ) (Q Qr) é uma ma t r i z  de p o s t o  t . 

Na seção  (7.1)  apresen tou-se  o  c r i t é r i o  seguido por 

DANIEL e t  a l i i  (3)  que é s i m i l a r  ao exposto  an te r io rmente  com 

a  d i f e r e n ç a  que no de Daniel  não é ga ran t ido  a  o r togona l idade  



Q~~ q 1  = O sendo p r e c i s o  u s a r  a  r e o r t o g o n a l i z a ç ã o  p a r a  r e d u z i r  

a  i n s t a b i l i d a d e  do p r o c e s s o .  

No t r a b a l h o  de E SCUDERO ( 9 )  , a p r e s e n t a - s e  um a l g o  - 

r i t m o  p a r a  a t u a l i z a r  a  m a t r i z  no c a s o  de a d i ç ã o  de c o l u n a .  

- - 
Denotando 'Itil = 9  e  r t+l  (i) temos:  

- 
Passo  1 : 0 s  v e t o r e s  c o l u n a  
- - -- q i  e  r p a r a  i = 1 , .  das  i 

- - 
m a t r i z e s  Q e  R s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  qi e  r . 

i 

- 
Passo  2  : Obte r  v e t o r  c o l u n a  r 

t+l d a  e x p r e s s ã o  ( 7 . 3 2 )  

p a r a  i = I , * . . ,  t 

2 2 
onde di = D ( i  i) = I lqil l 2  

- 
Passo  3  : Obte r  o  v e t o r  c o l u n a  q t + 1  segundo ( 7 . 3 3 )  

A a t u a l i z a ç ã o  p a r a  o  c a s o  n = t  q u a s e  não é u s a d a  dado que em 

g e r a l  n  > t . 



Exemplo : 

S e j a  A = 

O 1 
A 

li E o 
cuja  f a t o r i z a ç ã o  QR e :  

S e j a  agora a  coluna aq a  s e r  adicionada i . e :  

1 1 1 1  
o o o " - 1 ;  E  o o] 

O O E E  
L -I 

Segundo a  expressão (7.26) : 

0 R , temos: 

- - 
Para encon t ra r  as novas mat r izes  Q e  R usaremos 

o  algoritmo d e s c r i t o ,  

- 
Passo 1 : 0s vetores  e  r p a r a  i = 1 , 3  das mat r izes  -- i i 

- 
e  R são as a n t e r i o r e s  i e  r i . e :  i 



- 
a s s o  2 : O b t e r  o  v e t o r  r = (r) onde r = 1 

4 44 

onde 

Passo  3 : O b t e r  o  v e t o r  c o l u n a  
94 

p o r t a n t o :  



Sendo assim as  novas mat r izes  q R s.ão: 

7 . 4 .  A ~ a g a r  um v e t o r  coluna da mat r iz  A 

Dada a  mat r iz  A e  sua  decomposição QR , dese ja - se  

apagar uma coluna da mat r iz  A , obtendo a  modificada Ã i . e :  

onde R é uma mat r iz  de Hessemberg s u p e r i o r  ( tx ( t -1) )  com uma 

subdiagonal u n i t á r i a  desde a  l i n h a  p + l  a t é  t e  t a l  que o  

v e t o r  coluna r é a  p-ésima coluna da mat r iz  R . Por exemplo 

s e j a  t = 6  e  p=3 , então R toma a  segu in te  forma: 



4 

Observe-se que s e  p = t  en tão  R2 desaparece e  l? = R1 e  j á  

uma ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  com d iagona l  u n i t á r i a .  Po r t an to  

p a r a  t r ans fo rmar  f? numa t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  u sa - se  Matr izes  

d e G i v e n s e  Ã s e r á :  

Ã = Q p T P l ?  

onde P é o produto de ma t r i ze s  de Givens: 

Desde que Q f o i  ca l cu l ada  pe lo  a lgor i tmo NNQA, não é normal i -  

zada,  e :  

en tão  : 

À = Q D-' pT P 8' 

onde : 

a' = (Ri Ri) (7.38) 

é t a l  que R i  toma a s  p r i m e i r a s  (p-1) colunas de DR e  K; 

toma a s  Últimas ( t -p )  colunas de DR. 

Aplicando P  5 8' obtemos: 

i s t o  é ,  conseguimos o b t e r  uma ma t r i z  ' t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  



- 
R '  ( t -1 )  x  ( t -1)  cu j  a  d iagona l  não é necessar iamente  a  i d e n t i d a -  

de e  O é o  v e t o r  l i n h a  ( t - 1 ) .  

Por o u t r o  lado admitindo que: 

r e s u l t a  que:  

- 
onde R é t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  ( t - l ) x ( t - 1  com d iagona l  u n i t á  - 

r i a .  

Denotando : 

(Q' ?fl) - Q D -1 pT 

r e s u l t a :  

onde (Q1 ,  4') é uma ma t r i z  or tonormal  (nxt)  ; pode s e r  p ro-  

vado que:  

( ) (Q' C) = I 

p o r t a n t o  6 uma ma t r i z  ortonormal n x ( t - 1 ) .  Usando as  ex- 

p re s sões  (7.40) e  (7.41) temos: 



a Dado que 114il12 e s t á  j á  d i s p o n í v e l ,  i s t o  e ,  
- 
D ( i , i )  p a r a  i = 1 , .  - 1  r e s u l t a :  

onde é uma ma t r i z  o r togona l  (nx( t -1))  e  R é uma ma t r i z  

t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  ( - 1  ( t - 1  com d iagona l  u n i t á r i a .  

O procedimento computacional , cons ide ra  o  p-ésimo 

v e t o r  coluna que s e r á  apagado da ma t r i z  A . 

- 
Passo O : Se p = t  en t ão  f a ç a  R = R 

1 ' 

Apague o  v e t o r  coluna 
q t  de Q f a ç a  0 = Q e  f i -  

n a l i z e  o  procedimento.  

Passo 1 : Obter a  ma t r i z  R '  = (D RI, D R2).  

Obter  Rf p a r a  i = 1 , .  . . ,p-1  onde R i  é a i -és ima  

l i n h a  em R ' .  

= r d1l2 p a r a  j  = 1 , .  . . , p -1  , p + l , .  . . t 
i j i j  i 

Obter R '  i . e  a  p-ésima l i n h a  da  ma t r i z  R '  
P 

$1 = r 
p j  

dl/' p a r a  j = p + i , .  . . , t 
p j  P 

Obter R j  p a r a  i = p + l ,  ..., 1 

4 

f a z e r  7 '  = r '  i i+l 
p a r a  i = p , . . , t - 1  onde 7 '  e a  i 

i -és ima coluna em R ' .  



Passo 2 : Deve-se o b t e r  a s  ma t r i ze s  e  R . - 
- 

Primeiramente o b t e r  R '  t a l  que s e  mantenha P R '  = 

- 
R '  ( )  e  P = P  t+l 

t " *  
pP+l  pP (Ver s e ~ ã o  4 .3 ) .  
p+2 p + l  

A Mas observa-se  que na  m a t r i z  I? temos r = 1 p a r a  
ii 

i = 1 , 2 ,  . . . , p -  1 e  os elementos subdiagonais  s ã o  : 
A 

r i + l , i  = 1 p a r a  i = p  ... t-1 

- 
Obter D ( i , i )  = i' 

ii p a r a  i = 1 , .  . . t-1 v e r  ( 7 . 3 9 )  
- R' R 

Obter R t a l  que ( O  ) = D(OP mantenha-se. 

- - 
Obter Ri p a r a  i = 1  ,... t-1 onde Ri é a i - é s i m a  

- 
l i n h a  de R : 

- 
r = r '  i j i j ( i )  p a r a  j = i + l , .  . . t 

- 
Obter a  m a t r i z  Q '  t a l  que (Q', 4') = Q D -1 pT 

s e  

mantenha. 

Então ,  o b t e r  Q '  = Q D-I 

- 1 / 2  cLhi - qhi/di p a r a  h  = I , . . .  n 

- 
Obter Q '  = Q '  pT - P  p ~ + l  t-1 

- Q '  Pp+l p+2 .. . Pt 

Aqui deve-se c u i d a r  os e s c a l a r e s  ck e  s r e l a c i o -  
k  

nados a s  m a t r i z e s  de Givens k  
Pk+ l  p a r a  k = p , . . . t - 1  

- 
que devem s e r  guardados enquanto obtém-se R '  . 
Por ú l t imo o b t e r  t a l  que s e  t enha  (7.43) i . e  Ã= 

Uma o u t r a  maneira de c a l c u l a r  q e  R , é ap re sen t ada  
- 

por  ESCUDERO ( 9 )  e  c o n s i s t e  em o b t e r  R e  0 simultaneamen - 
t e  de modo que não é n e c e s s á r i o  armazenar c  e  s k  k 



7 . 5 .  Adição de um v e t o r  l i n h a  2 matr iz  A 

S e j a  A f a t o r i z a d a  em QR com as  mesmas c a r a c t e -  

r í s t i c a s  j  á d e s c r i t a s  Queremos agora  ad i c iona r  uma l i n h a  

- 
An+ i a  ma t r i z  A , s e j a  po r  exemplo a  Última l i n h a .  A nova 

ma t r i z  modif icada s e r á :  

onde (Q é uma ma t r i z  o r togona l  ( n + l ) x ( t + l )  t a l  que 

( i , )  = ( i , )  p a r a  i = 1 ,  ... t e  R é umamat r i z  ( t + l ) x t  

t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  com um v e t o r  l i n h a  anexado. 

P o r t a n t o ,  o  o b j e t i v o  é t rans formar  R numa ma t r i z  

t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  e  i s s o  s e r á  f e i t o  usando a s  Mat r izes  de 

Givens, i s t o  é :  

onde P é uma seqüência  de Matr izes  de Givens: 

- - 
O procedimento p a r a  o b t e r  a s  ma t r i ze s  Q , R s e r á  expl icado  

- 
pos t e r io rmen te ;  p r imei ro  anal isaremos a  ma t r i z  modif icada A : 



T R ' 
Dado que C?'  q ' )  P  = (e' 4') , P R '  = ( ) sendo:  o 

- - 
onde Q é uma m a t r i z  o r t o g o n a l  ( n + l ) x t  , R é uma m a t r i z  t r i  - 

- 
angu l a r  s u p e r i o r  ( t x t )  com d i agona l  u n i t á r i a  e  D é uma ma- 

t r i z  d i agona l  ( t x t )  t a l  que :  

- 
D ( i i )  = Tii  p a r a  i = 1 ,  ... t 

O procedimento  computacional  é o  s e g u i n t e  : 

Passo 1 : Obter  a  m a t r i z  R '  = DR (ve r  7.48) 

r = r  i j dl/' p a r a  j = ,  t e i =  i j  i 1 ,  ..., t 

Passo 2 : Obter  a  m a t r i z  Q 1  = Q D - ~  (ve r (7 .48) )  

- - 'I2 p a r a  h  = 1 ,  . . .  n  qhi q h i / d i  

i = I , . . .  t 

o Passo  3 : Fazer  q '  = onde O é um v e t o r  co luna  ( n x l ) ,  e  

q;+i,  i = O p a r a  i = I , . . .  t 

- 
Passo 4 : Obter  a s  m a t r i z e s  R '  e  Q t :  , i s t o  é o b t e r  o s  v e t o -  

- - 
r e s  colunas  r '  e  qk p a r a  k  = 1 ,  ..., t af im de k 
consegu i r  R '  + R '  . 

k  Obter  Pt+l rk , i s t o  é ,  c a l c u l a r  rhk p a r a  h = 

= k ,  t+l como segue :  



r p a r a  i = k + l , .  . . t , i s t o  é ,  ca lcu-  Obter P t+ l  i 

l a r  rhi pa ra  h  = k ,  t+l.  

k  Obter (0' q ' )  P t + l  , i s t o  é ,  c a l c u l a r  pk 
qhk t+l 

e  

k  
9 h , t + l  Pt+l para  h  = 1 , .  . . n + l  

4 

q h , t + l  = ~ ( q h k  C a) - q h , t + l  (não .e .necessár io  

p a r a  k  = * )  

- 
Passo 5 : Obter mat r izes  R e  q , ou s e j a ,  c a l c u l a r  o  v e t o r  

- - 
l i n h a  Ri e  o  v e t o r  coluna 

i p a r a  i = 1 ,  ... t 
t a l  que : 

r = r i j  /rii  i j p a r a  j  = l c l , .  . . t 

- - r 
q h i  'hi ii 

pa ra  h  = 1 , .  . . n + l  

2 2 D ( i i )  = rii 

r = 1  ii 



7 . 6 .  Apagar um v e t o r  l i n h a  da ma t r i z  A 

Considerando a  m a t r i z  A = QR com a s  mesmas c a r a c t e -  

r í s t i c a s  a n t e r i o r e s ,  sendo n  > t , agora  s e r á  a  l i n h a  A n  de 

A a  s e r  apagada. Assumiremos que e s t e  v e t o r  e s t á  n a  p a r t e  i n -  

f e r i o r  da  ma t r i z  A e ,  s e  não f o r ,  pode-se permutar as  l i n h a s  

em A e  Q a  f im  de que:  

onde Q é uma ma t r i z  (nx1)x t  em que f o i  apagado. o  v e t o r  l i-  

nha Qn da ma t r i z  Q(nxt) o r t o g o n a l ,  sendo que agora  não 

é or togona l  e  (Q, en) também não o  é :  

e  Q f O por  d e f i n i ç ã o .  n 

~á é conhecido que Q '  = Q D-I é uma ma t r i z  o r togo-  

na1  e  R '  = DR . P o r t a n t o ,  o  o b j e t i v o  é t r ans formar  a  ? '  numa 

ma t r i z  o r togona l  afim de que:  

2i ' O) ( R ' )  
( A ) = ( o  n  1 A~ 

- - 
onde 0' e  R '  sejam os f a t o r e s  de Ã , a  ma t r i z  Q '  s e j a  o r  = 

tonormal e  R '  s e j a  uma t r i a n g u l a r  s u p e r i o r .  

O p rocesso  c o n s i s t e  em t rans formar  



em or tonormal  sem modi f ica r  a  e s t r u t u r a  da  ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u  - 

p e r i o r  R '  de uma forma b a s t a n t e  s i m i l a r  ao que f o i  f e i t o  na 

seção (7.1)  n a  l i n h a  ( 7 . 6 ) .  I s s o  s i g n i f i c a  que devemos o b t e r  

os e s c a l a r e s  o e  p , o  v e t o r  coluna q ( ( n - 1 ) x l )  e  o  v e t o r  co- 

l una  r ( t x 1 )  t a i s  que a  f a t o r i z a ç ã o  da m a t r i z  (7.52) possa  s e r  

e s c r i t a  como: 

sendo que a  ma t r i z  modif icada ( 7 . 4 9 ) ,  f i c a :  

Por o u t r o  l a d o ,  desde que a  m a t r i z :  

a é or tonormal ,  v a i  s e r  m u l t i p l i c a d a  por  pT (P e  uma sequênc ia  

de Givens) ,  p o r t a n t o ,  a  nova ma t r i z  6 também o r tono rma l ,  e  são 

as  s e g u i n t e s  : 



Provaremos que  a  m a t r i z  (7 .55)  é o r t o n o r m a l ,  e  usaremos a s  ex- 

p r e s s õ e s  (7 .56)  e  (7 .57)  : 

Desde que (7.58)  é o r t o n o r m a l  tem-se :  

e n t ã o  q 1  = O ; a  e x p r e s s ã o  (7 .57 )  pode também s e r  e x p r e s s a  

p o r :  

temos : 

- - 



Usando todo o  a n t e r i o r ,  vol taremos a  expressão (7.54) da  ma- 

t r i z  modif icada usando Givens : 

onde c é um v e t o r  l i n h a  ( l x t )  t a l  que : 

- - - ? A 

D 6 uma m a t r i z  d iagona l  ( t x t )  t a l  que D ( i , i )  = r ii p B e  

or togona l  ( ( n - 1 ) x t )  e  R é t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  com d iagona l  

u n i t á r i a .  

Trabalhando com a  ma t r i z  ( 7 . 5 2 )  i . e :  

usaremos o  procedimento exposto  n a  seção (7 .1)  afim de encon- 

- 
t r a r  os v a l o r e s  o ,  p ,  r e  q  com: 

onde 



é o r t o g o n a l  e ,  denotando T temos o  p r o d u t o  Q* Q*=I: 

P o r t a n t o  : 

e cons ide rando  a g o r a  a  e x p r e s s ã o  (7 .53)  temos que :  

P r e m u l t i p l i c a n d o  a  e x p r e s s ã o  (7.62)  p o r  Q l T  e  lembrando 

( 7 . 6 1 ) ,  obtemos:  

Se p f O , a  m a t r i z  (7.52)  é f a t o r i z a d a  com f a t o r e s  QR dado 

que : 

D e  o u t r o  modo, q u a l q u e r  v e t o r  q que s e j a  u n i t á r i o  e  s a t i s f a -  

T ç a  a  p r o p r i e d a d e  de o r t o g o n a l i d a d e  ' 6 = O p o d e r i a  f o r n e -  

c e r  a  f a t o r i z a ç ã o  QR d a  m a t r i z .  Segundo a  e x p r e s s ã o :  



Se q p = O (7.52) não s e r á  uma ma t r i z  de p o s t o  co lu  - 

na  completo j á  que p e l a  expressão  a n t e r i o r  temos que a ( n + l ) - é -  

sima coluna de (7 .52)  é uma combinação l i n e a r  de suas  n p r ime i  

r a s  colunas  (ma t r i z  Q ' ) .  

Sendo ass im,  aque la  m a t r i z  não t e r á  a f a t o r i z a ç ã o  

QR ; sua  f a t o r i z a ç ã o  é chamada f a t o r i z a ç ã o  completa QR (expos ta  

por  GILL-MURRAY-WRIGHT ( 1 9 )  ) . 

Nesta  f a t o r i z a ç ã o  completa é n e c e s s á r i o  t r o c a r  as co 

lunas  mediante uma ma t r i z  de permutação P a f im de a s s e g u r a r  

que as  r colunas  l inearmente  independentes  se jam processadas  

primeiramente obtendo QAP de forma t r a p e z o i d a l  s u p e r i o r .  Por- 

t a n t o  o o b j e t i v o  é agora t rans formar  e s s a  ma t r i z  numa t r i a n g u l a r  

s u p e r i o r  t a l  que:  

Obteremos agora  expressões  p a r a  c a l c u l a r  a e p ; par t imos  da  

Q ' , T expressão (7.62) e lembrando que Q '  = ( ) e Q = r ob - 
QL 

temos : 

1: 



de onde:  

2 2 Como (7.55)  é o r t o g o n a l ,  1 191. l 2  + o = i , e  e n t ã o  

P o r t a n t o  : 

B 1  Mais a i n d a ,  desde  que Q 1  = ( ) é o r t o n o r m a l ,  temos:  
Qn 

S u b s t i t u i n d o  a  Úl t ima e x p r e s s ã o  em (7.65)  obtemos : 



Por f im:  

Analisando a  Última p a r t e  da m a t r i z  (7.64) temos : 

e  e n t ã o :  

P o r t a n t o  s e  p f O temos p  = o . 

Se p = O  en tão  l T  = 1 e  como Q; Q ~ T  + QA Qn 

+ o2 < 1 r e s u l t a  em que o = O .  Em qualquer  caso p = o . - 

Se p f o r n e c i d a  p e l a s  expressões  a n t e r i o r e s  e  

"pequena", o  procedimento pode t o r n a r - s e  mal condicionado ao 

c a l c u l a r  e  a  p ropr iedade  de o r togona l idade  de (7.52) pode 
?3 rn 

1 s e r  pe rd ida .  Na r e a l i d a d e  o  v a l o r  de P' = 1 - Q n  Qn pode 

s e r  pequeno devido aos e r r o s  de arredondamento no c á l c u l o  de 



e  D ( i i )  = I lqil 1 ,  , e  o  uso de operações de r a i z  quadrada.  

t 
L porém, s e  usamos p = 1 - 1 qni/di , a s  opera-  

i=l 

ções  de r a í z e s  quadradas são  e v i t a d a s  e  o  r i s c o  de p e r d e r  o r t o -  

gonal idade é reduz ido .  

Resumindo tudo ,  temos : 

2 
P = 1 -9;1Qi; T (usando 7.65) 

A expressão  Q '  QnT + a 2  < 1 s e r á  j u s t i f i c a d a  considerando Q '  n  - - 
uma m a t r i z  or tonormal  t a l  que:  

onde : 

Mais a inda  a  ma t r i z  Q ' T  pode s e r  e s c r i t a  como: - 



- 
onde Q; é a m a t r i z  (Q ' q, , j á  que ( Q '  O )  é uma ma t r i z  

Q; 0 Q; 1 

de pos to .  coluna completo,  e n t ã o :  

Denotando Qn como a n-ésima l i n h a  da ma t r i z  Q y T  , obtemos : - 

sendo que : 

ou equiva len temente :  

Se n = t , Q '  Q ' ~  = I e dado que A = Q;R' onde Q i  = Q '  , 

a ma t r i z  Q; não e x i s t e .  

O procedimento computacional é o s e g u i n t e  : assumin 
a 

do que A 6 uma m a t r i z  (nx t )  onde n > t e e de pos to  co lu  - 

n a  completo: 

Passo 1 : Obter o e s c a l a r  p (7.66) t a l  que:  



Passo 2 : Obter  o  v e t o r  coluna i ( n - 1 ) x l  (7.68) t a l  que :  

p a r a  h = 1 , .  . . , n-1 

Passo 3 : Obter a  ma t r i z  R '  = DR 

r = r  i j  d1l2 p a r a  j = l , * . . t ,  i = i j  i 1, ..., t 
Obter a  m a t r i z  Q '  = QD-I 

- 
Passo 4 : Obter as ma t r i ze s  Q '  e  R '  i s t o  é c a l c u l a r  o  v e t o r  

- - 
coluna q1; e  o  v e t o r  l i n h a  R1; p a r a  k  = t , .  . . , 1 

usando a  ma t r l z  P  . 
Obter a  a t u a l i z a ç ã o  de p , reduzindo a  zero  o  k - é s i  

mo elemento de 9: t a l  que (QA p)Pk t+ l  (7.56) s e j a  

r e a l i z a d a  : 

2 1 / 2  
a =  ( P )  s e  p > O  en tão  a  = - a  . 
c  = p/a  

S = qnkIa  - 1 < c < o  

p = a  qnk = 0  

y = s / ( l + c )  

t+ 1 - Obter (e' 4') Pk (7.57) i s t o  é ,  c a l c u l a r  e  
- 
q '  . Na r e a l i d a d e  é c a l c u l a r  qhk e  qh p a r a  h  = 

1, ..., n-1. 



'h = a 

Obter  P:+' R '  i . e .  c a l c u l a r  P:+' R '  p a r a  i = k ,  
i 

..., t 
Obter  rkk e ck , onde Ck 6 o k-ésimo elemento do 

v e t o r  l i n h a  c . 

Obter  rki e c p a r a  i = k + l ,  ..., t 
i 

- 
Passo 5 : Obter  m a t r i z e s  R , Q e D 

r = r /rii i j p a r a  i = i ,  . . . ,  t 
j = i + l ,  ..., t 

- 
(Ihi - qhi rii p a r a  h = 1 , .  . . , n-1 

2 2 
D ( i i )  = rii 

Afim de e v i t a r  e r r o s  de arredondamento computacionais  

e sabendo que : 

-2 - - '  p a r a  k = 1 , .  . . , t os  c á l c u l o s  an t e -  D ( k , k )  dk - rkk 

r i o r e s  de rkk s ã o  s u b s t i t u i d o s  p o r :  



com o s  v e t o r e ç  

no p a s s o  5 como 

- - 
qk 

e Rk p a r a  k  = 1 , .  . . , t , s ã o  c a l c u l a d o s  

- - 
r = r /l?ikll" p a r a  i = k + l , .  .., t k i  k i  

E s t a s  m o d i f i c a ç õ e s  reduzem o  u s o  f u t u r o  de o p e r a ç õ e s  d e  r a i z e s  

q u a d r a d a s .  



CALCULO DOS ESTIMADORES DOS MULTIPLICADORES DE 

LAGRANGE PARA PROBLEMAS NÃO LINEARES RESTRITOS 

LINEARMENTE 

8.1.  Mot ivação:  ~ s t r a t é ~ i a  dos c o n j u n t o s  a t i v o s  em PNL com r e s -  

t r i ç õ e s  l i n e a r e s  

O s  m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange , desempenham um 

p a p e l  mui to  i m p o r t a n t e  n a  m a i o r i a  dos a l g o r i t m o s  e f i c i e n t e s  

p a r a  o t i m i z a ç ã o  r e s t r i t a ,  p r i n c i p a l m e n t e  nos  a l g o r i t m o s  que 

seguem a  me todo log ia  de E s t r a t é g i a  dos Conjuntos A t i v o s .  

Antes  de a p r e s e n t a r  o s  a s p e c t o s  t e ó r i c o s  do c á l c u -  

l o  d e s t e s  m u l t i p l i c a d o r e s  e /ou  s e u s  e s t i m a d o r e s  s e r ã o  e x p o s t o s  

s u a s  u t i l i z a ç õ e s  e  uma v i s ã o  g e r a l  d a  me todo log ia  d a  E s t r a t é -  

g i a  dos Conjuntos  A t i v o s .  

8 .1 .1 .  Enunciado do Problema 

S e j a  o  problema de o t imização  r e s t r i t a  não l i n e a r  

formulado como s e g u e :  

Min F(x) 

( p l )  X E lff 

sendo A' a  m a t r i z  (mxn) , x  o  v e t o r  ( n x l )  , b o  v e t o r  (mxl) . 



Um ponto X é um mínimo l o c a l  f o r t e  de F(x) s e  F(x) 
* 

é def in ido  numa vizinhança de r ad io  6 do ponto x  e  e x i s t e  um 

€ ( O  < E - < 6) t a l  que F(;) < F(x) / I l x - s ~  I < E .  

Um ponto X é um mínimo g loba l  de uma função F(x) s e  

JX E cumpre F ( X )  - < F (x) . 
T A s  notações a  serem us.adas são :  a  - i -és ima l i n h a  
i 

da mat r iz  A ,  g(x) = VF(x), G(x) = v2F(x) .  

8.1.2.  Condições de ot imal idade pa ra  o  problema P1 

Para que um ponto v i á v e l ,  s e j a  solução do ~ p r o -  

blema P l ,  deve s a t i s f a z e r  c e r t a s  condições de o t imal idade .  

Antes de serem mencionadas definiremos . alguns conce i tos .  
7 

Considerando um ponto x  , a  i -és ima r e s t r i ç ã o :  

a' x  > bi d i z - s e :  i - 

1 - 
1)  Ativa : s e  a  x  = b i i 

2 )  I n a t i v a  : s e  a: F > bi 

3) S a t i s f e i t a  : s e  a  r e s t r i ç ã o  é a t i v a  ou i n a t i v a ,  n e s t e  caso 
e 

x  é v iáve l  com r e s p e i t o  à i -és ima r e s t r i ç ã o .  

T - - 
4 )  Violada : s e  a  x  < bi , n e s t e  caso x  é d i t o  i n v i á v e l  (em i 

p a r t i c u l a r ,  com r e s p e i t o  à i -és ima r e s t r i ç ã o ) .  

Definimos : 

1) Â a  mat r iz  de r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  i . e .  cu ja s  colunas são os 

ve to res  I a i }  correspondentes às r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  no ponto 

2)  t é o  número de r e s t r i ç õ e s  a t i v a s .  

3) Z é uma mat r iz  cu j  as  colunas formam uma base pa ra  o  subes- 



AT paço de v e t o r e s  o r togona i s  5s colunas  de A ,  i . e .  A Z = 0. 

T 4) Z g ( 3 )  é o  g r a d i e n t e  p r o j e t a d o  de F no ponto 3. . 
T 5)  Z G(d) Z é chamada Hessiana p r o j e t a d a  de F . 

6 )  d é o  v e t o r  de e s c a l a r e s  chamados Mul t i p l i cado re s  de L â -  

grange assoc iadas  as r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  no ponto % . 
A s  condições s u f i c i e n t e s  p a r a  que 2 s e j a  míni-  

mo l o c a l  do problema P1 s ã o :  

1) AR > b  com Â% = 6 - 
T 

2 )  Z g(R) = O ou equivalentemente  g(%) = ÂTá 

T 4 )  Z G(2)Z é p o s i t i v a  d e f i n i d a .  

A segunda r e s t r i ç ã o  g(%) = 2XTã é a  b a s e  p a r a  o  

p r e s e n t e  c a p í t u l o ,  desde que nosso o b j e t i v o  é c a l c u l a r  os Mul- 

t i p l i c a d o r e s  d . Nos pontos  nos q u a i s  s e  aproxima X é pos-  

s í v e l  d e f i n i r  es t imadores  desses  m u l t i p l i c a d o r e s .  

8 .1 .3 .  Metodologia da  ~ s t r a t é g i a  dos Conjuntos At ivos  

A metodologia  a  s e r  cons iderada  é a  s e g u i n t e :  

Passo 1 : Resolver i t e r a t i v a m e n t e  o  subproblema formado s ó  

p e l a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  i s t o  6 ,as  r e s t r i ç õ e s  de i g u a l  

dade no problema g e r a l  e  as  r e s t r i ç õ e s  de des igua lda  - 

de que s e  tornaram a t i v a s  num ponto v i á v e l .  



Passo 2 : A d i r e ç ã o  de busca  deve s e r  l i m i t a d a  p e l a s  r e s t r i ç õ e s  

que não foram cons ideradas  no subproblema. 

Passo 3 : Calcu l a r  os  Mul t i p l i cado re s  de Lagrange das  r e s t ~ i -  

ções  de des igua ldade  e s t r i t a m e n t e  s a t i s f e i t a s  ou seus  

e s  t imadores . 

Passo 4 : Se algum des se s  m u l t i p l i c a d o r e s  é n e g a t i v o ,  a r e s t r i -  

ção de des igua ldade  cor respondente ,  é apagada tempora - 
4 

r i amente  do con jun to  a t i v o .  A i t e r a ç ã o  s e g u i n t e  e  

f e i t a  novamente desde o  passo  1 . 

A adição de uma r e s t r i ç ã o  ao conjunto  a t i v o  acontece 

quando uma r e s t r i ç ã o  não a t i v a  t o rna - se  a t i v a  ao c a l c u l a r  o  pas - 

s o ,  afim de que a  d i r e ç ã o  de d e s c i d a  s e j a  v i á v e l .  

A metodologia a n t e r i o r  e s t á  bem d e s c r i t a  nos t r a b a -  

l hos  de G I L L  e MURPAY (16) e ( 1 7 )  e L.F.ESCUDER0 ( 6 ) .  

Em g e r a l ,  dada uma e sco lha  das r e s t r i ç õ e s  a t i v a s ,  

d e f i n e - s e  um sub-problema. Se e s s a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  definem 

o  ve rdade i ro  conjunto  a t i v o ,  a  so lução  do subproblema s e r á  i dên  - 

t i c a  so lução  do problema ( 8 . 1 ) .  Mesmo que e s t e  con jun to  s e j a  

i n c o r r e t o ,  os Mul t i p l i cado re s  de Lagrange do subproblema têm 

grande impor tânc ia  porque fornecem informação do problema o r i g i  - 

na1 . 

s i n a l  dos Estimadores 
. - 

P e l a  seção a n t e r i o r ,  pode-se observar  que o  s i n a l  

dos Mul t i p l i cado re s  de Lagrange é mais impor tan te  que a  magnitu - 



de.  I s t o ,  deve-se a  que permi te  i d e n t i f i c a r  que r e s t r i ç õ e s  s e  - 

rão  d e s a t i v a d a s  afim de c a l c u l a r  uma nova d i r eção  v i á v e l  de 

desc ida .  

AO assumir um s i n a l  i n c o r r e t o  dos es t imadores  dos 

M-L, pode acon tece r  o  s e g u i n t e :  

a) Se o  s i n a l  ca lcu lado  é l i g e i r a m e n t e  nega t ivo  enquanto que 

o  v a l o r  exa to  é p o s i t i v o ,  a  r e s t r i ç ã o  a  s e r  d e s a t i v a d a ,  o r i  - 
gina  uma d i r e ç ã o  a s soc i ada  que não é de desc ida .  

b) Se o  s i n a l  ca lcu lado  é p o s i t i v o  quando o  v a l o r  exa to  é nega - 
t i v o ,  en t ão  um término prematuro do a lgor i tmo pode acon tece r  

sem t e r  a t i n g i d o  o  v a l o r  ót imo. 

Uma d i f i c u l d a d e  maior acontece  quando o  v a l o r  c a l -  

culado dos M-L é zero ou perto de zero dado que e x i s t e  maior incerteza 

do s i n a l  no v a l o r  e x a t o .  Neste c a s o ,  a  p ropr iedade  de p o s i t i -  

vidade da ma t r i z  Hess iana ,  não é s u f i c i e n t e  p a r a  g a r a n t i r  ( j u n  - 
* 

t o  com o u t r a s  condições)  que x  s e j a  um mínimo l o c a l .  

Uma o u t r a  conseqUência é o  fenômeno de ZIGUE-ZA- 

GUE, i s t o  6 ,  d e s a t i v a r  desnecessar iamente  uma r e s t r i ~ ã o  numa 

i t e r a ç ã o  p a r a  depois  a t i v á - l a  novamente. 

A s  conseqtiências a n t e r i o r e s  podem s e r  e v i t a d a s  ou 

ao menos contornadas  com um bom procedimento de c á l c u l o  dos e s  - 

t imadores dos Mul t i p l i cado re s  de Lagrange que é o  o b j e t i v o  do 

p r e s e n t e  c a p í t u l o  e  s e r á  apresen tado  nas  seções  s e g u i n t e s .  



8.1.5.  E r ros  no c á l c u l o  dos es t imadores  dos m u l t i p l i c a d o r e s  de 

L a g r  an'ge 

No c á l c u l o  desses  es t imadores  , ex is tem t r ê s  

t i p o s  de e r r o s :  

a) E r ro  de decisão dado que no i n í c i o  não é conhecido que r e s -  

t r i ç õ e s  s e r ã o  ze radas  na  s o l u ç ã o ,  embora o  subconjunto  de 

r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  deve s e r  determinado.  

b) E r ro  de truncamento,  devido a  que as  equações que definem os 

m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange s ão  conhecida s ó  s e  a  so lução  

% é encont rada .  Em qua lquer  o u t r o  ponto x , e s s a s  equa- 

ções s ão  aproximadas com um e r r o  que depende da  d i s t â n c i a  de 

x a  d , assim como das  funções envo lv idas ,  

c) E r ro  ComputBcional o r ig inado  p e l o  c á l c u l o  dos Mul t i p l i cado -  

r e s  usando a r i t m é t i c a  de p r e c i s ã o  f i n i t a ,  mesmo s e  a s  equa- 

ções que definem os  M-L sejam conhecidas exatamente.  

8.1.6.  ~ p l i c a ç õ e s  dos es t imadores  dos m u l t i p l i c a d o r e s  de La- - 
g r  ange 

Os es t imadores  dos M-L são  usados de d i v e r s a s  f o r  - 

mas : 

a) Juntamente com o u t r a s  informações ,  e s t e s  es t imadores  indicam 

s e  um ponto x  dado é uma boa aproximação de 2 . 

b)  O problema r e s t r i t o  pode s e r  t ransformado numa sequênc ia  de 

problemas i r r e s t r i t o s  onde e s s e s  e s  t imadores  são parâmetros  

da função o b j e t i v o  i r r e s t r i t a .  



c) Muitos métodos determinam a d i r eção  de deslocamento,  r e s o l -  

vendo um subproblema cu j  a  formulação depende dos e s  t imadores  . 

8.2. c á l c u l o  dos es t imadores  dos m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange 

(M-L) no Problema Quadrát ico  

Consideremos o problema q u a d r á t i c o  em d e t a l h e ,  dado 

que o s  métodos p a r a  e s t i m a r  os  M-L nos problemas não l i n e a r e s  

em g e r a l ,  são  baseados nas  p ropr iedades  do modelo q u a d r á t i c o .  

Outro f a t o  de i n t e r e s s e  é q u e , é  p o s s í v e l  d e f i n i r  e -  

xatamente os  M-L assoc iados  com a s  r e s t r i ç õ e s  de igua ldade  em 

qua lquer  ponto  no subproblema. 

0 s  métodos p a r a  e s t i m a r  os M-L no problema quadrá- 

t i c o  e problemas não l i n e a r e s  r e s t r i t o s  l i nea rmen te ,  precisam 

que o con jun to  a t i v o  contenha s ó  a s  r e s t r i ç õ e s  que são  s a t i s f e i  - 
a 

t a s  exatamente num ponto v i á v e l .  E s t e  f a t o  não e n e c e s s á r i o  

pa ra  os problemas r e s t r i t o s  não- l inearmente  dado que o conjunto  

a t i v o  v a r i a  segundo o método usado na es t imação d e s t e s  m u l t i p l i  - 

cadores .  

8 .2 .1 .  Enunciado do Problema 

S e j a  o problema quad rá t i co  : 

T x T ~ x + h  x Min Q (x) = -- 2 

4 

onde G é uma ma t r i z  (nxn) cons t an t e  e s i m é t r i c a ,  AT e uma 



mat r i z  (mxn), b  um v e t o r  (mxl) e  h  um v e t o r  ( n x l ) .  

8.2.2.  Condições de Ot imal idade p a r a  o  Problema Quadrát ico  - 

S e  as  condições a  s e g u i r  i nd i cadas  são s a t i s f e i t a s ,  

en tão  X é um mínimo g l o b a l  do problema q u a d r á t i c o ,  sendo G 

p o s i t i v a  d e f i n i d a .  Caso c o n t r á r i o ,  i e  se C não for positiva defi 

n i d a ,  en t ão  é um mínimo l o c a l  f o r t e .  

S e j a  a  m a t r i z  ( txn) de r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  no 

ponto 2 e  B o  v e t o r  ( t x l )  onde t é o  número de r e s t r i -  

ções a t i v a s .  

(1) O ponto X é v i á v e l .  

( 2 )  1 é uma ma t r i z  de pos to  completo. 

(3) Existem e s c a l a r e s  p o s i t i v o s  u  i = 
i '  1 ,  ..., m , chamados 

,os m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange,  t a k s  que:  

a = V Q ~ )  = g(g)  = G 2 + h 

e  que devem v e r i f i c a r :  

> 13 - O p a r a  i = 1 , 2 , .  . . , m (Res t r i ções  de Igua ldade)  . 
i < 1 

?ii = O p a r a  i = ml+l,  . . . , m ( R e s t r i ç õ e s  de Desigualdade,  

sendo a  i -és ima  r e s t r i ç ã o  inativa A'! 2 > b - )  
1 1 

ai - > O p a r a  i = m + l , . . . , m  (Res t r i ções  de Desigualdade,  1 
T * 

sendo a  i -és ima  r e s t r i ç ã o  a t i v a  A .  x = b . 1  
1 1 

*T * * 
(4) A m a t r i z  Z G Z 6 p o s i t i v a  d e f i n i d a ,  onde Z é uma ma- 

t r i z  ( nx (n - t ) )  de p o s t o  completo t a l  que:  



8.2 .2 .1 .  Cálculo  da d i r eção  v i á v e l  

* 
Desde que A p e r t e n c e  ao con jun to  de r e s t r i ç õ e s  a t i  - 

*T * * 
vas A x = b  e p a r a  qua lquer  d i r eção  v i á v e l  e  a > O temos um 

* 
novo ponto  (x + ao) , que s a t i s f a z :  

Considerando (8.4)  e ( 8 . 5 ) ,  e x i s t e  um v e t o r  y que 

s a t i s f a z  : 6 = iy ( 8  ..6) 

I s s o  s i g n i f i c a  que p a r a  cada v e t o r  y , e x i s t e  assoc iado  a  e l e  
* 

um v e t o r  6 que toma a  d i r e ç ã o  do passo  de x  ao ponto v i á v e l  

x  no subespaço de r e s t r i ç õ e s  a t i v a s .  

A equação (8.6) é v á l i d a  desde que 6 p e r t e n ç a  ao nú- 

c l eo  de AT e  a s  colunas  de I: formam uma base  do n ú c l e o ,  s en -  
* * 

do que Z e  A tem pos to  completo. 

At ivos  no Problema 

Quadrát ico  

Usando a  e s t r a t é g i a  dos Conjuntos A t ivos ,  tem-se um 

subproblema r e s t r i t o  com igua ldades  da forma : 

T 1 
Min Q(x) = h x + - x T  G 

2 
S .  a .  

onde Â é uma ma t r i z  de p o s t o  completo formada ao s e l e c i o n a r  f 

colunas da m a t r i z  A , e  6 6 composto dos elementos cor respon-  

den tes  de b  . 



Assumiremos que a  m a t r i z  zT G 2 é p o s i t i v a  d e f i n i  - 
d a ,  onde Z(nx(n- f ) )  é uma ma t r i z  de pos to  coluna completo t a l  

- '1 - 
que A Z  = O . 

T Se 2 G 2 não é p o s i t i v a  d e f i n i d a ,  não tem s e n t i -  
- 

do c a l c u l a r  os  M-L, porque o  ponto Ótimo x do problema 

(8.7)  não s e r á  o  ponto Ótimo do problema quad rá t i co  ( 8 . 2 ) .  I s s o  

s i g n i f i c a  que não f o i  i d e n t i f i c a d o  o  subproblema ve rdade i ro .  

8 .2 .4 .  Obtenção dos Estimadores dos Mul t i p l i cado re s  de Lagran- 

ge no - Problema Quadrát ico  - - 

Associado com o problema (8.7) e x i s t e  um v e t o r  

u ( tx1 )  que s a t i s f a z  o  s i s t e m a :  

A 

Se o  s i s t e m a  (8 .8)  é compat íve l ,  e x i s t e  uma Única so lução  u  
A 

que e s t á  a s soc i ada  5 so lução  x  do subproblema (8 .7 ) .  

Se ex i s tem elementos de 6 que sejam nega t ivos  e  

correspondam 5s r e s t r i ç õ e s  de des igualdade do problema (8.2)  , 
.. 

en tão  x não é o ponto Ótimo R do r e f e r i d o  problema. Nesse 

caso ,  r e t i r a - s e  do subproblema (8.7) aque las  r e s t r i ç õ e s  com 

m u l t i p l i c a d o r e s  nega t ivos  af im de o b t e r  um melhor ponto  v i á -  

v e l  x  t a l  que Q(x) < Q(X) no problema q u a d r á t i c o  ( 8 . 2 ) .  

A so lução  de norma mínima de (8.8) é :  

u = p  - 
g (8.9) 

onde A' é a pseudo- inversa  de Â . Mas r e s o l v e r  o  c i t a d o  

s i s t e m a ,  é análogo a :  



Min 1 l g  - Â U I  I 2 
(8.10) 

cu jo  v a l o r  anu la -se  p a r a  g  = , com g  = g ( x )  e  i = R(x) . 
O v e t o r  que minimiza (8.10) é chamado so lução  de ~ i n i m o s  Qua- 

d rados .  

A so lução  do s i s t e m a  (8.8) s e r á  encont rada  Por 

d i v e r s a s  formas que s e r ã o  ap re sen t adas .  

8 .2 .4 .1 .  Pe l a s  Equações Normais 

Resolvendo o  s i s t e m a  Âu  = ; ' . p e l a s  equações 

normais ,  temos: 

-T- -1 -T u =  ( A A )  A g  

A so lução  o b t i d a  pode f o r n e c e r  uma informação e r r a d a  ( v e r  s e -  

ção 8 .1 .4)  , or ig inando  uma convergência  l e n t a  do a lgor i tmo.  

8 .2 .4 .2 .  P e l a  Fa to r i zação  QR 

Nas seções  (2.2) do c a p í t u l o  I1 e  ( 5 . 3 )  do c a p í t u -  

l o  V ,  e x p l i c i t o u - s e  a s  vantagens  de u s a r  a  f a t o r i z a ç ã o  QR p a r a  

r e s o l v e r  o  problema dos ~ í n i m o s  Quadrados. 

Considerando o  s i s t e m a  Âu = , e  usando os  r e s u l  - 

t ados  ob t idos  nas  seções  r e f e r i d a s ,  temos : 

E s t a  ú l t i m a  equação é mais e s t á v e l  que a  equação 



( 8 )  . P o r t a n t o  obtemos : 

p a r a  i = f - 1 ,  ..., 1 

onde Q1 é a i - é s ima  c o l u n a  de Q1 . O v e t o r  uL o b t i d o  p e l a s  
i 

2 equações  a n t e r i o r e s ,  minimiza  a norma I 1 g-ÂU I I . 
Se a norma é z e r o ,  e n t ã o  o s i s t e m a  Âu = é s a t i s -  

f e i t o  e o p o n t o  x ao q u a l  é a s s o c i a d o ,  s e r á  o p o n t o  Ótimo 
A 

x do subproblema.  P o r t a n t o  u é o v e t o r  e x a t o  d a s  M-L do sub  
L - 

problema.  

Se a norma é d i f e r e n t e  de z e r o ,  e n t ã o  o p o n t o  x não 
A 

cor responde  ao p o n t o  Ótimo x sendo que g ( x )  # g(2)  .Nes te  c a s o ,  

deve r e a l i z a r - s e  uma nova i t e r a ç ã o  p a r a  r e s o l v e r  o subproblema.  

8 .2 .4 .2 .1 .  Es t imadores  de P r i m e i r a  Ordem dos M-L no problema 

Q u a d r á t i c o  

A 

Sendo uL uma aproximação de u , que s a t i s f a z  Âu= 
A 

= g , q u e r  s e  s a b e r  quão próximo e s t á  u de 6 . R e l a c i o -  
L 

A 

nando com o s  p o n t o s  x e x , queremos c a l c u l a r  d = 2 - x . 

Considerando o subproblema ( 8 . 7 ) ,  



A 

Temos R UL = Q1 g p a r a  o  pon to  x e  (8.14)  ; o b t e -  1 

mos d i s t o :  

P o r t a n t o  : 

-1 T onde fii = I I P .  O1 GI/ 6 uma c o n s t a n t e  

O s  e s t i m a d o r e s  dos M-L que s a t i s f a z e m  o  l i m i t e  d a  

d e s i g u a l d a d e  ( C .  1 6 )  s ã o  chamados e s  t imadores  de P r i m e i r a  Ordem. 

P o r  o u t r o  l a d o  s e  G é a  m a t r i z  i d e n t i d a d e ,  o  e s t i  - 

mador u  s e r á  o  v a l o r  e x a t o  u .  L 

De (8 .15)  e  G = I , temos: 

Usando a  f a t o r i z a ç ã o  QR d a  m a t r i z  Â e  a  o r t o g o n a l i d a d e  de Q , 

chega-se  a :  



8 . 2  - 4 . 3 .  Usando um -- ponto a r b i t r á r i o  

A Uma o u t r a  maneira de o b t e r  o v a l o r  exa to  de u , e 

u s a r  as  informaçães num ponto a r b i t r á r i o  x . 
Novamente, usando Âu = e = g + Gd , temos: 

Se G é não s i n g u l a r  e p r émul t i p l i cando  por  ÂT , temos: 

-1 G A fi = G - 1  g + d 

ÂT G-l fi = jqT G- l  + ÂT d 

A 

p e l a  d e f i n i ç ã o  de d = 2 - x , e ,  sendo x e x ponto  v i á v e i s  

do subproblema, é verdade que ÂT d = O , e 

AT G-l A]-1 ÂT G-l íi = (A g ( 8 . 2 0 )  

A  d i f i c u l d a d e  de u s a r  a expressão a n t e r i o r  é que ( A ~  G-' A) ge- 

ra lmente  é mal condic ionada podendo não e x i s t i r ,  e gerando i n s -  

t a b i l i d a d e .  

8 * 2 * 4 * 4 *  Usando o v a l o r  d e QR 

Uma o u t r a  maneira de 
4 

de a n t e r i o r ,  e ca lcu lando  

A 

o b t e r  u ev i t ando  a d i f i c u l d a  - 

pr ime i ro  o v a l o r  de d e 

resolvendo diretamente Â 'u = , usando QR = Â , i .  e : 



Para  c a l c u l a r  d  = 2 - x  , lembramos que d  é uma d i r e ç ã o  v i á -  

v e l  e  pode s e r  o b t i d a  usando (8.4)  ( 8 . 5 )  e  ( 8 . 6 ) ,  i . e . ,  p a r a  

um v e t o r  s q u a l q u e r ,  temos : 

 ré-miltipltcando por zT a  equação Â 6 = c e usando (8.22) e 

(8.23) temos: 

s = - ( zT  G 2) -1 ?T en tão  : g  

-1 T 
d =  - 2CzT GG) 2 g  

Na p r á t i c a  2 é a  ma t r i z  Q2 ( ve r  equação (5.31) do Cap.V) , 

embora ex i s tam o u t r o s  métodos p a r a  o b t ê - l a .  

8 .2 .5 .  Conclusões 

Pe lo  exposto  an t e r io rmen te ,  ex i s tem q u a t r o  maneiras 

p a r a  e s t i m a r  o s  M-L do subproblema quad rá t i co  : (u) , a  s e g u i r  

i nd i cados  : 

-T- -1 -T 
Equação (8.11) : u  = (A A) A g  

Equação (8.12) : Ru = Q; g 
T 

Equação (8.20) : f i =  ( Â ~  G 
-1 ~ ~ - 1  J ~ T  G-l 

g  

-1 T 
Equação (8.21) : f i = R  Q1 ( g +  Gd) 

A s  duas p r i m e i r a s  equações obtém aproximação de 



A 

u e a s  duas Últ imas o v a l o r  e x a t o .  Mas, (8.11) e (8.20) são 

- 1 i n e x a t o s  dado o mau condicionamento de ( A ~  Â) e ( Â ~  G A) , 

p o r t a n t o  recomenda-se (8.21) . 

8.3 .  Cálculo dos Estimadores d a  M-L p a r a  um Problema Geral  de - 

PNL com R e s t r i c õ e s  L ineares  

8 .3 .1 .  Enunciado do Problema 

S e j a  o problema de PNL com r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  : 

Min F(x) 

onde F é uma função não l i n e a r  duas vezes d i f e r e n c i á v e i s ,  ao 

menos p a r a  os  pontos v i á v e i s .  

8 .3 .2 .  Condicões de Ot imal idade 

S e j a  AT a ma t r i z  ( t xn )  de r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  no 

ponto R , b é o v e t o r  ( t  x 1)  correspondendo aos elementos 
% 

de A , sendo : 

A s  condições de o t imal idade  que ?i deve cumprir pa- 

r a  s e r  ponto Ótimo do problema (8.2 5) são  a s  mesmas expos t a s  na 

seção  (8 .1 .2)  . Neste ca so ,  Z s e r á  um ~ í n i m o  Local  F o r t e ,  sendo 



que agora G = G(x) 6 a m a t r i z  Hess iana  de F no ponto  x  . 

8 .3 .2 .1 .  Cálculo da d i r eção  v i á v e l  

* 
Analogamente ao caso q u a d r á t i c o ,  Z é uma ma t r i z  

( n x ( n - t ) )  de p o s t o  coluna completo t a l  que :  

e  e x i s t e  um v e t o r  y t a l  que:  

sendo 8 uma d i r e ç ã o  do passo de 2 ao ponto v i á v e l  x  no e s  - 

paço  de r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  AT X = B . 

8.3 .3 .  Apl icação da ~ s t r a t é g i a  de Conjuntos At ivos  - ao problema 

n ã o - l i n e a r  com r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  

Associado ao problema (8.25) , e x i s t e  um problema 

r e s t r i t o  de i gua ldades  : 

Min F(x) 

onde Â é uma ma t r i z  (nxt)  de pos to  coluna completo,  forma- 

da  pelas f colunas  correspondentes às restrições ativas da matriz A, e  

6 é o vetor (fxl) correspondendo aos elementos de b  em (8.25) . 
O ponto  Ótimo 2 do problema de igua ldades  (8.28) 

deve cumprir a s  condições de o t ima l idade  do problema g e r a l  



( 8 . 2 5 ) .  (Ver s e ç ã o  8 . 1 . 2 ) ) .  No problema (8 .28)  ( r e s t r i t o  de 

i g u a l d a d e s )  o  s i n a l  dos f e l ementos  de 6 não tem r e s t r i ç ã o .  

( v e r  condição  3  da  s e ç ã o  8 .1 .2 )  . 
A L 

Se os  (f-ml) e lementos  de u  c o r r e s p o n d e n t e s  a s  

r e s t r i ç õ e s  de d e s i g u a l d a d e s  do problema (8 .25)  s ã o ,  não n e g a t i -  

A 

v o s ,  o  ponto  Ótimo x é também o p o n t o  Ótimo f de ( 8 . 2 5 ) .  

Caso c o n t r á r i o ,  e s s a s  r e s t r i ç õ e s  s ã o  r e t i r a d a s  do 

problema (8.28) (ou  uma o u t r a  r e s t r i ç ã o  é a d i c i o n a d a )  e  o  p r o c e -  

dimento c o n t i n u a  o t imizando  o  novo problema r e s t r i t o  de i g u a l -  

dades ( 8 . 2 8 ) .  

8 .3 .4 .  Cá lcu lo  dos Es t imadores  de P r i m e i r a  Ordem dos M-L -. - 

P e l a s  cond ições  de o t i m a l i d a d e ,  o  v e t o r  6 dos M- 

L do problema (8 .28)  deve s a t i s f a z e r :  

A d i f e r e n ç a  do problema q u a d r á t i c o ,  s ó  s e r á  p o s s í -  

A A A 

v e l  o b t e r  u s e  o  p o n t o  x e  s e u  g r a d i e n t e  g s ã o  conhec idos .  

Em um p o n t o  x  a r b i t r á r i o  não obtemos o  v a l o r  e x a -  

A 

t o  u  , senão  um e s t i m a d o r  chamado de P r i m e i r a  Ordem. 

Usando o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r ,  o s  
- 

e s t i m a d o r e s  de P r i m e i r a  Ordem s e r ã o  os  mesmos; mas cumpri rão  

d i f e r e n t e s  l i m i t e s .  

O s  e s t i m a d o r e s  s ã o :  

Da equação (8.12)  : uL = R-' Q; g 



Da equação (8.11) : uL = (aT Â~ g  

s e r ã o  ob t idos  os  l i m i t e s  p a r a  a s  fórmulas a n t e r i o r e s .  

Expandindo o  g r a d i e n t e  numa s é r i e  de Taylor  em 

to rno  ao ponto x  , temos: 

onde d  = 2 - x  . Sendo R não s i n g u l a r  e  usando a s  equações 

T T T (5.30) Q1 Â = R , (5.31) Q2 Â = O e  (8.12) RuL = Q1 g  ob t e -  

mos : 

onde M é uma c o n s t a n t e .  

8 .3 .5 .  -- c á l c u l o  dos Estimadores - de Segunda Ordem dos M-L 

Quando a  m a t r i z  Hess iana G é conhecida no ponto 
A 

x  , ex is tem duas a l t e r n a t i v a s  p a r a  o b t e r  o  es t imador  u . 
E s t e s  es t imadores  são  s i m i l a r e s  ao caso  q u a d r á t i c o ,  

sendo que agora  s ó  obtemos uma aproximação de 6 . 



8.3.5 .1 .  A l t e r n a t i v a  I : Estimando d  

Usando a  s é r i e  de Taylor  (8.32) e  denotando D como 

o  termo de truncamento d e s t a  s é r i e ,  temos: 

S e j a  8 o  es t imador  de d  , usando (8 .29) :  = 

onde D '  é o  desvio  devido ao es t imador  6 . 

Se G = G(x) é uma ma t r i z  não-s ingula r  p ré -mul t i -  

p l icaremos (8.35) por  G - l  e  ÃT sucess ivamente:  

n T  G-l 
Fazendo D' = Df e  sendo Ã~ 8 = O , temos: 

A - 
de modo que o  es t imador  de u  e :  

8 .3 .5 .2 .  A l t e r n a t i v a  I1 : usando QR 

Usando a  f a t o r i z a ç ã o  Â = Q1 R , e  calculando o  e s -  

t imador 6 de d  = 2 - x  , subs t i t u i r emos  na equação (8.35) f a  - 

zendo D" = R- 1 T Q1 D' . Por t an to :  

As fórmulas (8.36) e  (8.37) pa ra  o  es t imador  uG 



são chamados Estimadores de Segunda Ordem. 

8 .3 .5 .2 .1 .  c á l c u l o  do es t imador  6 

Para  c a l c u l a r  6 , usaremos os  r e s u l t a d o s  dos casos  

q u a d r á t i c o s  . 
S e j a  w um v e t o r  t a l  que:  

onde v  6 um es t imador  de w . 
Usando (8.35) e  p r é -mu l t i p l i cando  po r  zT  , temos: 

8 . 3 . 5 . 3 .  Conclusões 

Se comparamos as  equações (8.40) e  (8.24) , os va lo -  

r e s  de d e 6 são s i m i l a r e s  i . e .  d  = - z ( zT  G 2 ) z T  g  ; mas 

possuem as  s e g u i n t e s  d i f e r e n ç a s  : 



1. No problema (8 .28 ) ,  G é a Hess iana num ponto a r b i t r ã r i o , s e n  - 

do G um es t imador  de . 
2 .  Dado que F é uma função não l i n e a r  g e r a l ,  o  v e t o r  (g + G6) 

não é necessar iamente  o v e t o r  mesmo quando 6 = d , exce - 

t o  p a r a  6 = d = O ; n e s t e  caso ? = x . 

8 .3 .6 .  Cálculo dos Estimadores Pseudo - Segunda Ordem dos M-L 

Geralmente G não é conhecida ou n e c e s s i t a  de 

muito e s f o r ç o  computacional p a r a  e n c o n t r a - l a .  Então a  d i t a  ma- 

t r i z  é aproximada p e l a  ma t r i z  B (recomenda-se o  Método Quase- 

Newton) . 
Usando a s  equações (8.36) e  (8.37) de uG e u  ( 2 )  G ' 

obtemos respec t ivamente  o s  es t imadores  Pseudo Segunda Ordem: 

onde : 

Se ( z T  B 2) é p o s i t i v a  d e f i n i d a  e  6 é ca l cu l ado  com ( 8 . 4 3 ) ,  

o  s i s t e m a :  

é sempre compat ível .  Po r t an to  uB ( 2 )  (e  t eor icamente  u  s a  B - 

t i s f a z e m  I I A U  - g - B 6  1 l 2  = O p a r a  qua lquer  v a l o r  de B desde 

(2 )  e  u  que uB B se jam os  M-L exa tos  do problema q u a d r á t i c o :  



T Min {g  6 + - g T  B 6 }  2 

Finalmente ,  u  ('1 e  u  B são chamados es t imadores  de Pseudo- 
B 

Segunda Ordem. 

8.4.  Anál i se  dos Estimadores 

~ t é  ago ra ,  apresentou-se  d i v e r s a s  a l t e r n a t i v a s  de 
M 

o b t e r  os  es t imadores  dos M-L. A pe rgun ta  é :  qual  d e l a s  e  a  

melhor? 

1 - Devido ao mau condicionamento das mat r izes  (AT G n l  A) e  

(AT B-I A) , as  fórmulas de u  (8.36) e  uB (1) (8.41) 
G 

são i n s t á v e i s  e  não são recomendadas. 

2 - Mesmo e x i s t i n d o  B - l  , os es t imadores  u  ('1 e  u  
B 

( 2 )  são B 

teor icamente  e q u i v a l e n t e s  mas seus  va lo re s  ca l cu l ados  podem 

-1 s e r  d i f e r e n t e s  devido ao mau condicionamento de (AT B A ) .  

3  - Analogamente, acontece com e  uG (2) é 
U~ 

( l )  , embora uG 

p r e f e r i d o  porque permi te  v e r i f i c a r  s e  o  subespaço verdade i -  

r o  f o i  encontrado ou não.  I s t o  é p o s s í v e l ,  s e  por  exemplo 
A 

no ponto x  , a  ma t r i z  zT G(X) 2 f o r  p o s i t i v a  d e f i n i d a .  

Suponha-se que ao c a l c u l a r  u  ('1 a  ma t r i z  (zT G 2) 
G 

é i n d e f i n i d a ,  i s s o  i n d i c a  que F(x) a inda pode s e r  r eduz i -  

da ,  permanecendo no espaço a t u a l  e /ou  o  ve rdade i ro  subespa - 

ço não f o i  i d e n t i f i c a d o  e  mais r e s t r i ç õ e s  devem s e r  a t i v a  - 

das .  



4 - Quando uma ' r e s t r i ç ã o  é apagada do conjunto  a t i v o ,  baseado 

no f a t o  de t e r  um m u l t i p l i c a d o r  n e g a t i v o ,  NÃO é VERDADEIRO 

que cada d i r eção  de busca  no novo conjunto  a t i v o  s e j a  v i á -  

v e l .  Ver um exemplo em GILL-MURRAY (18) no q u a l  u s a  uma 

d i r e ç ã o  de Newton que não é v i á v e l .  

5 - Observe-se que os  es t imadores  ca lcu lados  na  seção  a n t e r i o r ,  

são ava l i ados  no ponto x  p a r a  uL e  no ponto (x+6) pa ra  

e U ~ *  B 
Na r e a l i d a d e  uG é melhor que ug ; mas em 

tempo computacional não é f á c i l  c a l c u l a r  G , p o r t a n t o  uG 

quase não é usado. 

A A 

6 - Para  o b t e r  u  consideramos que x e  g  são  est imados B 

por  (x+6) e  (g+B6), (equações (8.34) e  ( 8 . 4 2 ) ) ,  en tão  

u  s e r á  melhor que u  s e  (x+6) e  (g+B6) são melhores B L 
A 

es t imadores  de x  e  que x  e  g  respec t ivamente .  

7 - Se o  problema r e s t r i t o  de igua ldade  (8.28) é r e s o l v i d o  usan - 

do aproximações q u a d r á t i c a s  s u c e s s i v a s  ass im como o  p rob le -  

ma (8.44) ( t a l  que o  novo ponto s e j a  (x+ab) sendo 6 a  so-  

lução  do problema (8.44) e  a  o  comprimento de passo)  en- 
d 

t ã o  o  es t imador  de p r i m e i r a  ordem u  p a r a  (x+a6) e  t ã o  L 

bom quanto o  es t imador  de Pseudo - Segunda Ordem u B Re - 

sumindo : 

a) Se B não é uma aproximação ruim de G , uB é melhor 

que u  p a r a  x  e  g(x) . 
L 

b) O es t imador  u.L p a r a  (x+a6) e  g(x+ab) é melhor que 

uL p a r a  x  e  g ( x ) .  



- 
c) O es t imador  u p a r a  (x+a6) e  g(x+a&) é m.elhor que 

L 

8 - Mesmo que B s e j a  próximo a  G ou zT B 2 é próximo a  

zT G 2 , uL 6 a inda  melhor que u  desde que (g+GB) é 
B 

A s ó  uma aproximação de g(x+a6)  e  o  ponto (x+a6) e  uma 
A 

melhor aproximação de x  que o  ponto (x+6) .  

A 

9 - Se a  -+ 1 e o  ponto (x+a6) e s t á  a  x  , s i g n i f i  - 

ca que (x+8) e s t á  próximo a  (x+a6) e  (g+G6) e s t á  

próximo a  g(x+a6) desde que a  aproximação q u a d r á t i c a  de 

F(x+a6) baseada em x e s t á  próxima a  F(x+aB) .Neste  ca so ,  
A 

os  es t imadores  u  e  u  convergema u .  
L B 

8 . 5 .  Conclusões 

Nas seções  a n t e r i o r e s  foram d e s c r i t o s  procedimentos 

p a r a  c a l c u l a r  os es t imadores  dos M-L p a r a  problemas não - l i nea -  

r e s  r e s t r i t o s  l i nea rmen te .  Assim também v iu - se  a  impor t ânc i a  

d e s t e s  es t imadores  n a  performance do a lgor i tmo.  

Foram apresen tados  o s  es t imadores  de P r i m e i r a  O r -  

dem u , de Segunda Ordem uG L e  Pseudo-Segunda Ordem uB , 

dos qua i s  podemos c o n c l u i r :  

1 - O es t imador  de P r ime i r a  ordem u é ob t ido  p a r a  pontos  x  L 

e  (x+aB) com g r a d i e n t e s  g(x) e  g(x+aB).  

O s  o u t r o s  es t imadores  uG (De segunda Ordem) e  

uB(Pseudo-Segunda Ordem) são o b t i d o s  p a r a  o  ponto (x+6) e  

os  g r a d i e n t e s  são (g+B6) p a r a  
U~ 

e  (g+G6) p a r a  
U~ ' 



2 - O es t imador  u  6 sempre melhor que uL ( p a r a  o  ponto  x) 
G 

3 - O es t imador  u  e  melhor que LI ( pa ra  o  ponto x) exce to  B L 

s e  B é uma aproximação ruim de G . 

4 - O es t imador  u  p a r a  o  ponto ( x + a 6 )  6 melhor que u  p a r a  
L L 

o  ponto x  . 

5 - No caso q u a d r á t i c o ,  uG fornece  o s  M-L exa tos  e  u L (pa ra  

o  ponto x) é s ó  uma aproximação. 

O s  t r a b a l h o s  de GILL-MURRAY (18)  e ESCUDERO ( 7 )  

apresentam maiores d e t a l h e s  d e s t e s  es t imadores  . 
Em g e r a l  e s t e s  es t imadores  dos M-L p a r a  r e s t r i ç õ e s  

l i n e a r e s ,  são usados p a r a  d e c i d i r  s e  apagamos ou não uma r e s t r i  - 

ção do conjunto  a t i v o ,  sendo e s t a  dec i s ão  baseada não s ó  no s i -  

n a l  e  t i p o  de es t imador  senão também n a  máxima redução na fun- 

ção o b j e t i v o .  

Uma a l t e r a ç ã o  no conjunto  a t i v o  (com suas  ma t r i ze s  

e  v e t o r e s  correspondentes)  conduz a  uma mudança dos es t imadores .  

Po r t an to  é p r e c i s o  uma a t u a l i z a ç ã o  na ma t r i z  de r e s t r i ç õ e s  a t i -  

vas  a s soc i adas  aos m u l t i p l i c a d o r e s  . Em nosso t r a b a l h o  e s t a  ma- 

t r i z  e s t á  f a t o r i z a d a  em Q e R , sendo apenas p r e c i s o  modif icá-  

l a  segundo o  que f o i  de l ineado  no c a p í t u l o  V I I .  



CONCLUSÕES GERAIS 

No f i n a l  do Capí tulo V I 1 1  apresentou-se a s  conclu- 

sões  espec í f . i cas  aos est imadores dos Mul t ip l icadores  de Lagran- 

ge 

No t r aba lho  desenvolvido,  descreve-se um aprofunda- 

mento t e ó r i c o  da f a t o r i z a ç ã o  QR baseado na propriedade de que a  

norma euc l ideana  é i n v a r i a n t e  por transformações o r togona i s .  

Po r t an to ,  uma v isão  t e ó r i c a  das transformações de 

Householder e de Given é apresentada.  

A s  t ransformações de Givens são ap l icadas  na  t r i a n -  

gu lar ização  de mat r izes .  Essas t r i a n g u l a r i z a ç õ e s  são usadas nas 

a tua l i zações  de uma mat r iz  f a t o r i z a d a  segundo QR. 

Uma apl icação  imediata  dessas  a tua l i zações  é a A l -  

t e ração  do conjunto a t i v o  e  a  a t u a l i z a ç ã o  da mat r iz  assoc iada  
-. 
as  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s .  

Mas, a  importância  da f a t o r i z a ç ã o  QR r e s i d e  na so-  

lução do Problema dos ~ í n i m o s  Quadrados gerado pa ra  a  obtenção 

dos estimadores dos Mul t ip l icadores  de Lagrange. 



& 

No nosso t r a b a l h o ,  o  c á l c u l o  d e s t e s  es t imadores  e  

f e i t o  p a r a  problemas r e s t r i t o s  l i nea rmen te .  Assim, um es tudo  

mais de t a lhado  d e s t e s  es t imadores  p a r a  problemas não l i n e a r e s  

r e s t r i t o s  pode s e r  cont inuação d e s t e  t r a b a l h o .  

Da mesma forma, a c r e d i t a - s e  que a  p e s q u i s a  f e i t a ,  

s i r v a  de base  p a r a  o  desenvolvimento e /ou  melhoramento dos a lgo  - 
r i tmos p a r a  problemas não l i n e a r e s  r e s t r i t o s .  
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