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We r e p o r t  on a  d e t a i l e d  s t u d y  of  a  l a r g e  s i z e  

computa t iona l  L i n e a r  Programming syç tem.  A d e s c r i p t i o n  of 

each employed t e c h n i q u e  a s  wel l  a s  t h e  implemen ta t ion  of 

t h e  s implex  LU; i  . e .  t h e  decomposi t ion  o f  t h e  i n v e r s e  of 

t h e  B a s i s  i n t o  e l e m e n t a r y  L U  m a t r i c e s ,  has  been made. T h i s  

implementa t ion  i s  based on t h e  method developed by F o r r e s t  

and Tomlin being t h e  e s s e n t i a l  enhancement i n t r o d u c e d  i n  

t h e  computa t iona l  sys tem under  examine.  
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INTRODUÇÃO 

O o b j e t i v o  p r i n c i p a l  d e s t e  t r a b a l h o  f o i  e s t u d a r  um 

s i s t e m a  de g r a n d e  p o r t e  em Programação L i n e a r .  Tal e s t u d o  s e  de - 

senvolveu  em duas  f a s e s :  

a  1 .  f a s e  - Estudo do s o f t w a r e  p ropr i amen te  d i t o ,  

onde f o i  f e i t a  a  d e s c r i ç ã o  de cada t é c n i  - 

ca u t i l i z a d a ,  r e s s a l t a n d o  os  mot ivos  do 

uso da t é c n i c a ,  e  a  e x i s t ê n c i a  de o u t r a s  

t é c n i c a s  s e m e l h a n t e s .  

2 ?  f a s e  - Implementação de uma t é c n i c a  não e x i s t e n  - 

t e  no s o f t w a r e .  

O s i s t e m a  o b j e t o  de nosso  e s t u d o  f o i  d e s e n v o l v i d o  

por Ruy E .  Campello e  Maur íc io  G.C. Resende 1 6 1 ,  ambos engenhei  - 

r o s  de FURNAS - C e n t r a i s  E l é t r i c a s  S.A. 

O s o f t w a r e  de FURNAS possu?a  a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e  - 

r í s t i c a s  quando i n i c i a m o s  o nosso  e s t u d o :  

- Simplex Revisado na Forma do Produto  da I n v e r s a .  

- Tratamento  i m p l í c i t o  de v a r i á v e i s  L i m i t a d a s .  

- Esquema de P r i c i n g  mÜ1 t i p l o .  

- Armazenamento de m a t r i z e s  e s p a r s a s  em e s t r u t u r a  de  l i s t a s  enca - 

deadas .  

- Recuperação da i n v e r s a  d a  m a t r i z  b á s i c a  pa ra  r edução  d a s  f i l a s  

e t a  e  c o n t r o l e  de e r r o .  

- S c a l i n g  o p c i o n a l  do programa l i n e a r .  



A t u a l m e n t e  a l é m  d a s  c a r a c t e r i s t i  c a s  c i  t a d a s  a c i m a ,  o  s o f t w a r e  

p o s s u i  um e s q u e m a  de  a t u a l i z a ç ã o  da  m a t r i z  b á s i c a  na  f o r m a  L U ,  

e s q u e m a  e s t e  i m p l e m e n t a d o  p o r  n ó s .  D e s s a  f o r m a ,  t o d o s  o s  t ó p i -  

c o s  d e s e n v o l v i  d o s  n e s s e  t e x t o  c o n s t i t u e m  c o m p o n e n t e s  do s i s -  

t ema  de  FURNAS. 

No C a p i t u l o  I 1  f o r a m  a b o r d a d o s  o s  s e g u i n t e s  t ó p i -  

c o s  de  P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r :  o  s i m p l e x  r e v i s a d o  e  o  s i m p l e x  r e v i -  

s a d o  com t r a t a m e n t o  d e  v a r i á v e i s  l i m i t a d a s .  O o b j e t i v o  n e s s e  

c a p i t u l o  f o i  d a r  de  f o r m a  r e s u m i d a  o  f u n c i o n a m e n t o  d e s t e s  a l g o -  

r i  tmos , n ã o  n o s  p r e o c u p a n d o  a  d e s c r i ç ã o  m a t e m á t i  c a  d o s  

mesmos.  

No C a p i t u l o  I 1 1  t r a t a m o s  i n i c i a l m e n t e  do p r o b l e m a  

d a  a t u a l i z a ç ã o  da  i n v e r s a ,  d e s c r e v e n d o  d u a s  f o r m a s  de  e n c a r a r  

o  p r o b l e m a .  D e s c r e v e m o s  tambêm n e s t e  c a p i t u l o ,  a  Forma do P r o -  

d u t o  da  I n v e r s a  do s i m p l e x  R e v i s a d o ;  t r a t a m o s  do p r o b l e m a  de  

r e i n v e r s ã o  da m a t r i z  b á s i c a ,  p a r a  r e d u ç ã o  d a s  f i l a s  e t a  e  c o n -  

t r o l e  de  e r r o ,  e  f i n a l m e n t e  d e s c r e v e m o s  o  m é t o d o  d e  r e i n v e r s ã o  

d e  L a r s e n  1 1 8  1 ,  m é t o d o  e s t e  u t i l i z a d o  no s o f t w a r e  d e  FURNAS. 

No C a p i t u l o  IV d e s c r e v e m o s  a  f o r m a  d e  a t u a l i z a ç ã o  

d a  i n v e r s a  de  F o r r e s t - T o m l i n  1 1 °  1 ,  também c o n h e c i d a  como o  m ê t o  - 

do pseudo-LU d e  a t u a l i z a ç ã o  do s i m p l e x .  T a l  e s q u e m a  de  a t u a l i -  

z a ç ã o  d e u  l u g a r  a  uma n o v a  v e r s ã o  do a l g o r i t m o  s i m p l e x ,  denomi -  

n a d a  p o r  n ó s  d e  s i m p l e x  L U .  E s t a  v e r s ã o  do s i m p l e x  n ã o  e x i s t i a  

a n t e r i o r m e n t e ,  no s i s t e m a  de  FURNAS, p a s s a n d o  a g o r a ,  a  s e r  u m  

c o m p o n e n t e  do r e f e r i  do s o f t w a r e .  A i n d a  n e s t e  c a p i t u l o ,  d e s c r e -  

vemos o  m é t o d o  de  i n v e r s ã o ,  c o n h e c i d o  como a  f o r m a  d e  E l i m i n a -  

ç ã o  d a  i n v e r s a  1 2 2 1 .  E s t e  m é t o d o  f o r n e c e  a  m a t r i z  i n v e r s a  n a  

f o r m a  de  u m  p r o d u t o  d e  f a t o r e s  t r i a n g u l a r e s  e  e 1  e m e n t a r e s ,  



ma e s t a  n e c e s s á r i a  p a r a  o  desenvo lv imen to  do s i m p l e x  L U .  T r a t a  - 
mos também n e s t e  c a p i t u l o ,  de a lguns  a s p e c t o s  computac iona i s  re  - 

f e r e n t e s  à implementação do s i m p l e x  L U .  

No C a p i t u l o  V descrevemos a  e s t r u t u r a  de dados do 

s i s t e m a  de FURNAS; tentamos a i ,  t o r n a r  mais s imples  os c o n c e i -  

t o s  computac iona i s  de forma a  d e i x a r  o  t e x t o  mais acessTve l  .Des - 
crevemos o  armazenamento da m a t r i z  dos c o e f i  c i e n t e s  t e c n o l ó g i  - 
cos e  o  armazenamento das m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s .  

No C a p i t u l  o  VI des crevemos o  " p r i  c i  ng" múl t i  pl o ,  

t é c n i c a  e s t a ,  que e s t á  implementada no s o f t w a r e  de FURNAS. 

No p í t u l o  VI1 f izemos  u m  e s t u d o  s o b r e  a  t é c n i c a  

de " s c a l i n g " ,  descrevendo o  " s c a l i n g "  u t i  l i  zado no s i s t e m a  de 

FURNAS. 

Esperamos que e s t e  t e x t o  possa  s e r  Ú t i l  p a r a  aque- 

l e s  que quei ram e s t u d a r  Programação L i n e a r  de Grande P o r t e ,  com 

v i s t a s  a  uma implementação de u m  s i s t e m a  d e s t e  t i p o .  



CAPITULO 11 

O M E T O D O  SIMPLEX REVISADO C O M  T R A T A M E N T O  

2 . 1 .  I n t r o d u c ã o  

S e j a  o  problema de  Programação L i n e a r :  

m i n i m l z a r  z  = c t . x  ( 2 . 1 )  
> 

s u j e i t o  a  Ax b  ( 2 . 2 )  

onde A é uma m a t r i z  (mxn) ; x ,  u ,  c s ã o  v e t o r e s  n d i m e n s i o n a i s  

Quando adotamos o método s i m p l e x  t r a d i c i o n a l  na 

r e s o l u ç ã o  de  p rob lemas  do t i p o  acima surgem a s  s e g u i n t e s  d e s  - 

v a n t a g e n s :  

(a)  O c o r r e  u m  aumento de  r e s t r i ç õ e s  p rovocado  p e l a s  d e s i g u a l  - 
d a d e s  em ( 2 . 3 )  ; 

(b )  Consequentemente  t e r e m o s  uma g r a n d e  ocupação  de  memória e  

um g a s t o  de  tempo c o m p u t a c i o n a l  enorme em cada  i t e r a ç ã o .  

Mesmo a  a p l i c a ç ã o  do s i m p l e x  r e v i s a d o  a i n d a  não 

s o l u c i o n a r i a  o  problema do aumento de  r e s t r i ç õ e s .  Tal  p r o b l e  - 

ma é c o n t o r n a d o  s e  é dado u m  t r a t a m e n t o  e s p e c i a l  à s  v a r i á v e i s  

1 i m i t a d a s  no s impl  ex r e v i s a d o .  

N e s t e  t ó p i c o  vamos d e s c r e v e r  o  metodo s i m p l e x  r e  - 
v i s a d o  com t r a t a m e n t o  de  v a r i s v e i s  l i m i t a d a s .  



Estamos supondo  o conhec imen to  do método s i m p l e x  r e  - 

v i s a d o  s o b r e  o q u a l  f a r e m a s  a p e n a s  u m  b r e v e  resumo.  

Nas r e f e r ê n c i a s  I O , 1 2 0 1  e  1 0 6 1  podemos e n c o n t r a r  

d e t a l h a d a m e n t e  o  método s i m p l e x  r e v i s a d o ,  bem como o  t r a t a m e n t o  

de v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  no método s i m p l e x .  Adotamos aqu i  a  n o t a  - 

ç ã o  u sada  em 1 0 4 1 .  

2 . 2 .  O Método S i m ~ l e x  R e v i s a d o  

O método s i m p l e x  r e v i s a d o  pode s e r  r e sumido  nos s e -  

g u i n t e s  p a s s o s ,  a s sumindo  a n t e s  que s e  t e n h a :  

Uma s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  - xB 

Uma r e p r e s e n t a ç ã o  da m a t r i z  i n v e r s a  da b a s e  - B - I 

e  o  t e rmo  i n d e p e n d e n t e  6 = B - ' b  

P a s s o  - 1  : C á l c u l o  do v e t o r  dua l  - n  

t - 1  n = c B . B  

O b s e r v a ç ã o :  -. E s t a  o p e r a ç ã o ,  na l i  t e r a t u r a ,  é d i t a  B T R A N  

(Backwards  TRANsformati o n )  p o r  s e r  uma pós-mul t i  p l  i c a  - 

ção  p e l a  m a t r i z  B - ' .  

P a s s o  2 :  C á l c u l o  dos c u s t o s  r e d u z i d o s  

P r i m e i r a m e n t e  c a l c u l a - s e :  

t z = n  . a  , ( p a r a  t o d o  j t a l  que x s e j a  va -  
j j j 

r i ã v e l  não b á s i c a )  

Depois  c a l c u l a - s e :  

( c j  - z j )  , ( p a r a  t o d o  j t a l  que  x s e j a  v a r i á -  
j 

v e l  não b á s i  c a )  . 



P a s s o  3 :  E s c o l h a  d a  v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a  p a r a  e n t r a r  n a  b a s e  

A v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a  com c u s t o  r e d u z i d o  m a i s  n e g a t i v o  

s e r á  a  e s c o l h i d a .  

S e  n ã o  e x i s t e  v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a  com c u s t o  r e d u z i d o  

n e g a t i v o  e n t ã o  a  s o l u ç ã o  é o t i m a ;  P a r e .  C a s o  c o n t r á -  

r i o ,  s e j a  j = s  o  í n d i c e  d a  v a r i á v e l  e s c o l h i d a  p a r a  

e n t r a r  n a  b a s e .  

P a s s o  4 :  A t u a l i z a ç ã o  da  c o l u n a  q u e  e n t r a  na  m a t r i z  b á s i c a  

O b s e r v a ç ã o :  e s t a  o p e r a ç ã o  é d i t a  FTRAN ( F o w a r d  

T R A N s f o r m a t i o n )  ; 6 c a r a c t e r i z a d a  p e l a  p r é -  

m u l t i p l i c a ç ã o  p o r  B - I .  

P a s s o  5 :  - E s c o l h a  da  v a r i á v e l  q u e  d e i x a  - a  b a s e  

S e j a :  

d 

Se  n ã o  e x i s t e  y i s  > O e n t ã o  p a r e  p o i s  o  p r o b l e m a  e  

i l i m i t a d o ;  c a s o  c o n t r á r i o  x r  s e r á  a  v a r i á v e l  e s c o -  

l h i d a  p a r a  d e i x a r  a  b a s e .  

P a s s o  6 :  P i  v o t e a m e n t o  

C á l c u l o  d a  n o v a  B - I  e  a t u a l i z a ç ã o  d e  6 = B- '  * b  . 
A a t u a l i z a ç ã o  da b a s e  B é f e i t a  com a  s a í d a  do v e -  

t o r  a r  e  a  e n t r a d a  do v e t o r  as  . 
V o l t a r  a o  P a s s o  1 .  



2 . 3 .  O S imp lex  Rev i s ado  com T r a t a m e n t o  de V a r i ã v e i s  L i m i t a d a s  - --- 

A c a r a c t e r i s t i c a  do s i m p l e x  r e v i s a d o  com t r a t a m e n  - 

t o  de  ~ a r i ã v e i s  l i m i t a d a s  que  a s  v a r i ã v e i s  não b á s i c a s  ao  i n  - 

v&s  de  assumirem n e c e s s a r i a m e n t e  o  v a l o r  n u l o ,  assume u m  d o s  

s e u s  l i m i t e s ,  ou o i n f e r i o r  ou o  s u p e r i o r .  I s s o  o c o r r e  t a n t o  

na i n i c i a l i z a ç ã o  ( o b t e n ç ã o  da s o l u ç ã o  b ã s i c a  i n i c i a l )  , q u a n t o  
C 

no d e c o r r e r  do a l g o r i t m s .  P o r t a n t o ,  e  n e c e s s s á r i o  s e r  r e g i s -  

t r a d o  q u a i s  a s  v a r i á v e i s  não b a s i c a s  que assumem s e u  l i m i t e  i n  - 

f e r i o r  e  q u a i s  assumem s e u  l i ' m i t e  s u p e . r i o r .  

Com o  p r o p 0 s i t o  d e  t o r n a r  ma i s  c l a r o  o a l g o r i  tmo 

damos a lgumas  d e f i n i . ç õ e s  i n i c i a i s .  

S e j a  N o c o n j u n t o  d o s  Ynd ice s  d a s  v a r i á v e i s  não  

N = { j / x j  s e j a  v a r i á v e l  não b á s i c a }  

L o c o n j u n t o  dos  T n d i c e s  da s  v a r i z v e i s  não bãs i  - 
tas que  assumem s e u  l i m i t e  i n f e r i o r :  

L = { j / x j  = 2 e x  é v a r i á v e l  não b i i s i c a }  
j j 

Ana1 ogamente  d e f i n i m o s  K :  

K = { j / x j  = u e x e v a r i ã y e l  não h á s i c a l  
j j 

O s i s t e m a  ( 2 , 2 )  c o l o c a d o  na forma p a d r ã o  pode s e r  

e s c r i  t o  como: 

# 

Onde B - e  a  ma t r i , z  bZsi .ca ,  
- 

R - e  a m a t r i z  dos  c o e f i c i e n t e s  d a s  v a r i á v e i s  não b á s i  - 

tas que  assumem s e u  l i m i t e  i n f e r i o r .  



Q - é a  m a t r i z  a s s o c i a d a  à s  v a r i á v e i s  não b á s i c a  que a s -  

sumem s e u  l i m i t e  s u p e r i o r  

x B , x R , x q  s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  as  v a r i á v e i s  b á s i c a s ,  as  

v a r i á v e i s  não b á s i c a s  que assumem s e u  l i m i t e  i n f e r i o r  e  

as v a r i á v e i s  não b á s i c a s  que assumem s e u  l i m i t e  s u p e r i o r .  

S u b s t i t u i n d o  os  v a l o r e s  dos l i m i t e s  de xR e x Q  

( x R  = e R  e xQ = uQ)  em ( 2 . 5 )  temos:  

Por o u t r o  l a d o  ( 2 . 1 )  pode s e r  e s c r i t a  como: 

z = c x  + C X  + C X  B B R R Q Q ( 2 . 7 )  

de onde t e r e m o s ,  s u b s t i t u i n d o  ( 2 . 6 )  em ( 2 . 7 ) :  

O c o n c e i t o  de v i a b i l i d a d e  de uma s o l u ç ã o  b á s i c a  não deve d e i -  

x a r  de l e v a r  em c o n t a  o t r a t a m e n t o  de v a r i á v e i s  l i m i t a d a s .  

D e f i n i ç ã o :  Uma s o l u ç ã o  b á s i c a  x B  é d i t a  v i á v e l  s e  s a t i s f a z  

( 2 . 4 )  e  cada componente de xB e s t á  d e n t r o  do s e u  

i n t e r v a l o  de v a r i a ç ã o ,  i s t o  é :  

F e i t a s  t a i s  c o n s i d e r a ç õ e s  podemos p a s s a r  ao a l g o -  

r i tmo  p r o p r i  amente di t o .  



P a s s o  O : Ini  c i  a 1  i z a ç ã o  

( a )  Cada  v a r i á v e l  o r i g i n a l  a s s u m e  s e u  l i m i t e  i n f e r i o r ;  

( b )  A j u s t a - s e  o  t e r m o  i n d e p e n d e n t e  c o n v e n i e n t e m e n t e  

( c )  I n t r o d u ç ã o  d a s  v a r i ã v e i s  de  f o l g a  e  a r t i f i c i a i s  

p a r a  o b t e n ç ã o  d a  f o r m a  p a d r ã o .  

o b s e r v a ç ã o :  -- T a i s  o p e r a ç õ e s  s ã o  p a r a  o b t e n ç ã o  e  uma s o l u ç ã o  b á s i  - 
c a  i n i c i a l  v i á v e l  ; o  a l g o r i  tmo do m g y a n  de 
d 

e  a p l i c a d o  a t é  q u e  n ã o  e x i s t a m  v a r i á v e i s  a r t i -  

f i c i a i s  n a  b a s e .  

Tendo B" , x B  e  6 

P a s s o  1 :  C á l c u l o  do  v e t o r  d u a l  IT -- 

P a s s o  2 :  C á l c u l o  d o s  c u s t o s  r e d u z i d o s  - 

Cal cu1  a - s e  

P a s s o  3:  E s c o l h a  da v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a  p a r a  e n t r a r  n a  b a s e  

S e j a :  

ds = min{d I 
~ E N  

S e  dS - > O a  s o l u ç ã o  é ó t i m a ,  p a r e ;  c a s o  c o n t r á r i o  xs  



e n t r a r á  na b a s e .  

Observação:  ( 2 . 8 )  pode s e r  e s c r i t o  como: 

Notemos que pa ra  as v a r i á v e i s  não b ã s i c a s  n o  s e u  l i m i t e  i n f e r i o r  

s e  ( c j  - z . )  < O , z d i m i n u i r á  s e  aumentarmos x . Por o u t r o  
J j 

l a d o  p a r a  as  v a r i á v e i s  no s e u  l i m i t e  s u p e r i o r  s e  ( c  - z . )  > O 
J 

( i s t o  é ( z  - c . )  < O )  z  d i m i n u i r á  s e  diminuirmos x . Esco- 
j J j 

l h o  p a r a  e n t r a r  na base  x s  que provoque a  maior  v a r i a ç ã o  (dimi - 

n u i ç ã o )  em z . 

Passo  4 :  A t u a l i z a ç ã o  da co luna  que e n t r a  na m a t r i z  b á s i c a  

Cal cul a r :  

Passo 5 :  Escolha  da v a r i ã v e l  que s a i  da base  

Existem d o i s  casos  a  c o n s i d e r a r :  

caso  ( 1 ) :  xS = L e  s o f r e  u m  ac résc imo  8 e  passa  a  s e r  
S 

- caso  ( 2 ) :  xS - u S  e  s o f r e  um dec résc imo  6 e  p a s s a  a  s e r  

Nota: Desenvolveremos o  c a s o  ( 1 )  com d e t a l h e ;  o  c a s o  ( 2 )  deve 

s e r  d e s e n v o l v i d o  de forma s e m e l h a n t e  e  não o  faremos n e s -  

s e  t e x t o .  

A v a r i a ç ã o  8 de xS deve s e r  t a l  que a  v i a b i l i  - 

dade da nova s o l u ç ã o  não s e j a  a f e t a d a .  Vamos a n a l i s a r  o  que po - 

d e r ã  a c o n t e c e r  n o  caso  ( l ) , i s t o  é,  s e  aumentarmos o  v a l o r  de 

x  do s e u  l i m i t e  i n f e r i o r  1, . s  



Com 1 0  aumento de xS podem o c o r r e r  u m  dos t r ê s  
. . 

casos  : 

( a )  Uma v a r i á v e l  b á s i c a  a t i n g e  s e u  l i m i t e  i n f e r i o r  a n t e s  q ue 

q u a l q u e r  o u t r a  v a r i ã v e l  b á s i c a  a t i n j a  u m  dos s e u s  ex t remos  

e  a n t e s  que xs a t i n j a  s e u  ext remo s u p e r i o r .  

( b )  Uma v a r i á v e l  b á s i c a  a t i n g e  s e u  l i m i t e  s u p e r i o r  a n t e s  q ue 

q u a l q u e r  o u t r a  v a r i á v e l  b ã s i  ca a t i n j a  um dos s e u s  e x t r e m o s ,  

e  a n t e s  de xS a t i n g i r  s e u  l i m i t e  s u p e r i o r .  

( c )  A v a r i á v e l  xS a t i n g e  s e u  l i m i t e  s u p e r i o r  a n t e s  que q u a l -  

q u e r  v a r i á v e l  b á s i c a  a t i n j a  um dos s e u s  ex t r emos .  S e j a  o  

novo v a l o r  de xS = lS + 6 . 
A m o d i f i c a ç ã o  provocada em xB s e r á :  

x B  = 6 - 6 .yS  ( 2 . 1 0 )  

Pe la  v i a b i l i d a d e  ( 2 . 9 )  que tem de s e r  mant ida  temos: 

L < 6 - 6 .yS  í u B  B - ( 2 . 1 1 )  

Tomando ( 2 . 1 1 )  cons ide rando  o  c a s o  ( a )  e  chamando de y l  o  

v a l o r  de 6 , para  e s t e  caso  temos: 

< 6 - l B  6 * Y s  - 

( a l )  p a r a  ys  2 O , 6 pode c r e s c e r  i n f i n i t a m e n t e  que a  

v i a b i l i d a d e  não s e r á  t r a n s g r e d i d a ,  i s t o  é, nenhuma va- 

r i á v e l  b á s i c a  a t i n g e  s e u  l i m i t e  i n f e r i o r .  Fazemos yl=m 

( a 2 )  pa ra  ys E O temos:  

Tomando ( 2 . 1 1 )  cons ide rando  o  c a s o  ( b )  e  chamando de y2 o 



v a l o r  de 8 , para  e.ste. caso  temos:  

( b l )  p a r a  ys 2 O , 6 poderá  c r e s c e r  t a n t o  q u a n t o  s e  quei  - 
r a  sem a f e t a r  v i a b i l i d a d e ,  i s t o  é,  nenhuma v a r i á v e l  b ã  - 

s i c a  a t i n g e  seu  l i m i t e  s u p e r i o r .  Faremos y2 - - c0 

( b 2 )  pa ra  yS O s e j a :  

Tomando agora  o caso  ( c )  e  chmando de y3 o  va- . 

l o r  de 8 pa ra  e s t e  caso temos que :  

Fazendo : 

- 
Se 6 = temos que x  e  i  1 i m i t a d a ;  o  problema s  

de programação l i n e a r  não tem s o l u ç ã o .  P a r e .  

Se 8 < y uma nova s o l u ç ã o  v i á v e l  b á s i c a  é dada 

por  ( 2 . 1 0 ) .  

Nesse ponto temos d o i s  casos  a  c o n s i d e r a r :  

( I )  s e  6 = y não o c o r r e r á  t r o c a  de v a r i á v e l  de b a s e ,  3  

p o i s  nenhuma v a r i á v e l  b á s i c a  a t i n g i r á  u m  ex t remo seu 

p a r a  s e  t o r n a r  não b á s i c a  - lembremos que a s  v a r i á -  

v e i s  não b á s i c a s  assumem u m  dos s e u s  ex t remos  em 



q u a l q u e r  s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  - n e s s e  c a s o  o c o r r e -  

r á  a p e n a s  uma m o d i f i c a ç ã o  no  t e r m o  i n d e p e n d e n t e  d a -  
- 

da  p o r  6 +- b - 6 . y S  o n d e  b  é o  novo  v a l o r  d e  

b .  

( 1 1 )  Se  6  = y ou 6  = y  ( e  6 a) o c o r r e r á  1 2 uma 

t r o c a  d e  v a r i á v e i s ;  x r  s a i r ã  d a  b a s e  a s s u m i n d o  

s e u  l i m i t e  i n f e r i o r  o u  s u p e r i o r  d e p e n d e n d o  do  v a l o r  

d e  6  s e r  y l  ou  y Z  r e s p e c t i v a m e n t e ;  x  e n t r a -  s  
r a r á  na  b a s e .  

O b s e r v a ç ã o :  A n a l o g a m e n t e  s e  c o n s i d e r a  o  c a s o  ( 2 )  q u a n d o  xSSus , 

e  s o f r e  u m  d e c r é s c i m o  6  , e  p a s s a  a  

X = U s  s - 6  ( 6  > O) 

P a s s o  6 :  P i  v o t e a m e n t o  

A t u a l i z a ç ã o  d e  B-' e  d e  b  , c o n f o r m e  o s  c a s o s  c o n s i  - 

d e r a d o s  em ( I )  e  ( 1 1 )  do p a s s o  5 ;  v o l t a r  a o  p a s s o  1 .  ' 

O b s e r v a ç ã o :  ( a )  As d u a s  p o s s i v e i s  a t u a l i z a ç õ e s  d e  b s ã o :  

1 b  - 6 . y s  s e  o c o r r e r  o  c a s o  ( 1 )  d o  p a s s o  5  

=i b + 6 y S  s e  o c o r r e r  o  c a s o  ( 2 )  do  p a s s o  5  

( b )  Os c o n j u n t o s  L e  K devem s e r  a t u a l i z a d o s  na  

p a s s a g e m  d e  uma i t e r a ç ã o  e  o u t r a .  



CAPITULO I11 

A PROBLEMATICA D A  MATRIZ INVERSA 

3 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

A m a i o r  p a r t e  d o s  c ã l c u l o s  no m é t o d o  s i m p l e x  e n v o l  - 

vem a  m a t r i z  i n v e r s a  da  m a t r i z  b á s i c a ,  d e s s a  f o r m a  é c o m p r e e n s i  - 
v e l  a  p r e o c u p a ç ã o  com a  o b t e n ç ã o  e  a  m a n u t e n ç ã o  da m a t r i z  i n v e r  - 

s a ,  t a n t o  m a i s  l i v r e  de  e r r o s ,  q u a n t o  p o s s i v e l ,  bem como o  s e u  

a r m a z e n a m e n t o  d e  f o r m a  m a i s  c o m p a c t a .  

S ã o  três o s  a s p e c t o s  a b o r d a d o s  n e s s e  i t e m  e  q u e  e n  - 

vo lvem a  m a t r i z  i n v e r s a  da  b a s e  no s i m p l e x :  

( 1 )  O p r o b l e m a  d a  a t u a l i z a ç ã o  d a  i n v e r s a ;  

( 2 )  A f o r m a  do p r o d u t o  da i n v e r s a  do s i m p l e x  r e v i s a d o ;  

( 3 )  A r e i n v e r s ã o  da m a t r i z  b á s i c a .  

O p r i m e i r o  a s p e c t o  c o n s t i t u i  uma p e ç a  d a  s e g u n d a  

e  t e r c e i r a  a b o r d a g e m ,  mas a q u i  r e s o l v e m o s  d e s c r e v e - 1  o  s e p a r a d a -  

m e n t e  p a r a  m a i o r  c l a r e z a  do t e x t o .  

3 . 2 .  O p r o b l e m a  - de  a t u a l i z a ç ã o  d a  i n v e r s a  

- 
A a t u a l i z a ç ã o  da i n v e r s a  d a  m a t r i z  b á s i c a  e  u m  

c o m p o n e n t e  i m p o r t a n t e  t a n t o  no s i m p l e x  r e v i s a d o  na s u a  f o r m a  do 

p r o d u t o  d a  i n v e r s a ,  como no a l g o r i t m o  d e  r e i n v e r s ã o  d a  m a t r i z  

b á s i c a ,  u s a d a  p a r a  c o n t o r n a r  o  p r o b l e m a  dos  e r r o s  a c u m u l a d o s  em 

c a d a  i t e r a ç ã o  do s i m p l e x .  



O p rob l ema  da  a t u a l i z a ç ã o  da i n v e r s a  pode s e r  f o r m u l a d o  da s e -  

gui  n t e  m a n e i r a :  

Dada uma m a t r i z  B com i n v e r s a  conhec i  - 
- 

da B - I  , d e s e j a - s e  c a l c u l a r  a  i n v e r s a  da m a t r i z  , que  e  

d i f e r e n t e  de B em a p e n a s  uma c o l u n a .  

E x p r e s s a n d o  a s  m a t r i z e s  p o r  s e u s  v e t o r e s  c01 unas 

temos : 

-- 1  O c á l c u l o  de B deve  s e r  f e i t o  a t r a v é s  de 8'' , que é dada .  

A r e s o l u ç ã o  d e s t e  p rob l ema  pode s e r  f e i t a  da s e -  

g u i n t e  f o rm a :  

Como B é i n v e r s í v e l  o s  s e u s  v e t o r e s  c o l u n a s  a . ( j = l , . . . 3 m )  
J 

s ã o  l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s ,  p o r t a n t o ,  formam uma b a s e  do e s -  

p a ç o - c o l u n a  da m a t r i z  B . S e j a  yq o  v e t o r  que  e x p r e s s a  a  
9  

em f u n ç ã o  dos v e t o r e s  a  , j = 1 , .  . . , m  ; i s t o  é :  
j 

-- 1  A c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  que B e x i s t a  é que 

Y ~ q  
# O 1 4 ( ,  p g s . 3 6 - 3 7 .  Suponhamos 

Y ~ q  
+ O ; p o r  ( 3 . 1 )  pode-  

mos e s c r e v e r :  



onde 

Da d e f i n i ç ã o  de B - ( E  é d i f e r e n t e  de B em apenas uma c o l u -  

na ,  a  co luna  p )  - e  de ( 3 . 2 )  temos: 

- - 
B = B. ( e l  y e 2 y . .  . y e p - l  'yq . e p + l  ,. . . . e m )  

d 

onde e i  e  o  i - é s i m o  v e t o r  co luna  da m a t r i z  i d e n t i d a d e .  S e j a  
- 

E = ( e l  y e 2 9 .  . . y e p - l  9 ~ q y e P + 1  , m e , e m )  E é d i t a  m a t r i z  e lemen- 
P P 

d 

t a r  co luna  ou s implesmen te  m a t r i z  e l e m e n t a r  e  e  c a r a c t e r i z a d a  

por  s e r  i g u a l  ã m a t r i z  i d e n t i d a d e  e x c e t o  quan to  ã p-ésima c o l u -  

na .  Dessa forma:  

--I - -1 - 
Mul t i p l i  cando por  B a  e s q u e r d a  e  po r  B a  d i r e i t a  temos: 

- 1  em função  de B . Ou- que é exa tamen te  o  que querramos:  B 

t r a  maneira  de e n c a r a r  o  mesmo problema é a  que daremos a  s e -  

g u i r ,  mas a n t e s  daremos algumas d e f i n i ç õ e s  de ope rações  com ma- 

t r i z e s .  Consideremos B uma m a t r i z  mxm; 

a  - a  j - é s ima  co luna  de B 
j 

e  - a  j -és ima co luna  da m a t r i z  i d e n t i d a d e  I 
j 

( 1 )  A j - é s ima  co luna  de B pode s e r  e s c r i t a  como: 
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V o l t e m o s  a g o r a  a o  n o s s o  p r o b l e m a  q u e  pode  s e r  r e s u  - 

-- 1 m i  do como o  p r o b l e m a  d e  o b t e r  B a  p a r t i r  d e  B - '  , No 

p r o p ó s i t o  d e  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  vamos ap l ic ,a r  os s e g u i n t e s  p a s -  

s o s :  

( a )  m o d i f i c a r  B de  f o r m a  a  o b t e r  , t r o c a n d o  a  p - é s i m a  c o l u  - 

na  p e l a  c o l u n a  a q  

-- 1  ( b )  c o n s e g u i  r B a  p a r t i  r de  B - I  . 

O p a s s o  ( a )  pode  s e r  e s c r i t o  s e g u n d o  ( 3 . 4 )  p e l a  s e g u i n t e  e x p r e s  - 

s ã o :  

chamando d e  yq = ~ - ' . a ~  t e m o s  : 

chamando 

t e m o s  : 

- 
Tomando a  i n v e r s a  d e  B e x e c u t a m o s  o  p a s s o  ( b )  

F‘ p a s s a r e m o s  a  c h a m a r  de  E p o r  s e r  uma m a t r i z  e l e m e n t a r  
P  

c o l u n a ;  F - I  e x i s t i r á  s e  e  s o m e n t e  s e  
Y~ q  

# O e  p o r  c ã l c u -  

1 o s  t r i v i a i s  v e r i  f i  camos q u e :  



onde : 

P o r t a n t o  teremos : 

3 . 3 .  A forma do p rodu to  da i n v e r s a  do s implex  r e v i s a d o  

A Forma do P rodu to  da I n v e r s a  é uma v a r i a ç ã o  do 

s i m p l e x  r e v i s a d o  que tem como c a r a c t e r r s t i c a  f u n d a m e n t a l ,  a  re  - 

p r e s e n t a ç ã o  da m a t r i z  i n v e r s a  da m a t r i z  b á s i c a  po r  u m  produto  

de m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s .  As v a n t a g e n s ,  que o  tornam u m  método 

computaci onalmente a t r a t i v o ,  p a r a  s e r  usado nos s i s t e m a s  de 

grande  p o r t e  de Programação L i n e a r  s ã o :  

( a )  A m a t r i z  i n v e r s a  da b a s e  não tem de e s t a r  na forma e x p l i c i  

t a ;  s u a  r e p r e s e n t a ç ã o  e q u i v a l e n t e  pode s e r  convenientemen- 

t e  armazenada sequenc i  a lmente  em memóri a  auxi 1 i  a r  na forma 

de f i l a s  e t a .  

( b )  Para  problemas não d e n s o s ,  i s t o  é ,  e s p a r ç o s ,  a  q u a n t i d a d e  

de c á l c u l o  n e c e s s á r i o  pa ra  que s e j a  e x e c u t a d a  uma i  t e r a ç ã o  

do simplex usando a  Forma do Produto  da I n v e r s a ,  pode s e r  

menor que a  q u a n t i d a d e  n e c e s s á r i a  de c á l c u l o  usando a f o r -  



ma do t a b l e a u  e x p l y c i t o  ou o  m é t o d o  r e v i s a d o  com i n v e r s a  e x  - 
p l i c i t a .  

I n i  c i  a l m e n t e  vamos c o n s i  d e r a r  a  ma.nei r a  como s e  

o b t é m  uma r e p r e s e n t a ç ã o  da  m a t r i z  i n v e r s a  d a  b a s e  como u m  p r o d u  - 
t o  de  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s .  S e j a  B 1  = I a  b a s e  i n i c i a l ;  c a d a  

i t e r a ç ã o  é c a r a c t e r i z a d a  p o r  s u b s t i t u i r  na  m a t r i z  b á s i c a  a t u a l  

u m  d e t e r m i n a d o  v e t o r ,  p o r  o u t r o  d e t e r m i n a d o  v e t o r  de  f o r a  d a  b a  - 

s e ,  e  o b t e r  a  i n v e r s a  d a  n o v a  m a t r i z  r e s u l t a n t e .  Como B - I  = 1  
= B ,  = I ,  e  p e l o  i t e m  3 . 2  t emos  q u e  i s t o  é c o n s e g u i d o  d a  s e -  

g u i n t e  m a n e i r a  s e  chamarmos  d e  B 2  a  n o v a  m a t r i z  o b t i d a  

O p r o c e s s o  i t e r a t i v o  p o d e  s e r  e s t a b e l e c i d o  p o r :  

- 1  
k+l  = E ~ . B ~ '  

P o r t a n t o  a  i n v e r s a  d a  m a t r i z  b á s i c a  q u a n d o  f o r e m  f e i t a s  kcl 

t r o c a s  d e  v e t o r e s  s e r á  d a d a  p o r :  

Daremos a g o r a  um b r e v e  r e s u m o  do m é t o d o  s i m p l e x  r e v i s a d o  n a  s u a  

f o r m a  do p r o d u t o  da  i n v e r s a .  I n i c i a m o s  o  a l g o r i t m o ,  com a  ma- 

t r i z  i d e n t i d a d e  como m a t r i z  b á s i c a  i . n i c i a 1 .  Ap6s a  k - é s i m a  i t e  - 

r a ç ã o  a  i n v e r s a  d a  b a s e  s e r á  d a d a  p o r :  

Vamos s u p o r  q u e  E 1  , E 2 , .  . . , E k  e s t e j a m  a r m a z e n a d a s  



P a s s o  1 : Cá1 c u l o  da  s o l u ç ã o  b á s i c a  a t u a l  

x = 6 = (E (E ( + . . . ( E , b ) . . . ) ) )  B k k-1  

P a s s o  2 :  C á l c u l o  d o s  c u s t o s  r e l a t i v o s :  

P r i m e i  r a m e n t e  c a l c u l a r  

d e p o i  s c a l  c u l  a r  

( c j  - )  = ( c j  - r . a  . )  , j t a l  q u e  x  s e j a  va 
J J j - 

r i á v e l  n ã o  b ã s i  c a .  

P a s s o  3 :  E s c o l h a  d a  v a r i á v e l  q u e  e n t r a  na  b a s e .  

S e j a  xS t a l  q u e :  

C ç 
- z  = min { ( c j  - z j ) }  , j t a l  q u e  x s e j a  

S 
j j 

n ã o  b ã s i  c a .  

S e  c S  - z  > O  
S - a  s o l u ç ã o  é ó t i m a  p a r e ;  

c a s o  c o n t r á r i o  x e n t r a  n a  b a s e .  s  

P a s s o  4 :  A t u a l i z a ç ã o  do v e t o r  q u e  e n t r a  na  b a s e  

i s t o  é 

P a s s o  5 :  E s c o l h a  d a  v a r i á v e l  q u e  d e i x a  a  b a s e  p e l o  mesmo m é t o d o  

do s i m p l e x  r e v i s a d o  ( 2 . 2 ) .  D e f i n i ç ã o  de  u m  n o v o  v e t o r  

E k + l  e  v o l t a  a o  p a s s o - 1 .  A d e f i n i ç ã o  d e  E k + l  é f e i  - 

t a  d a m a n e i r a  i n d i c a d a e m  ( 3 . 2 ) :  S e j a  x  a  v a r i á v e l  
P 

q u e  s a i  da b a s e  



coluna p 

onde 

- para i  f p  

r l =  'PS 
i  P 

1 para i  = p 

Observacões : 

( 1 )  A operação B T R A N  s e r á :  

O cá1 culo executado r e c u r s i  vamente s e r á :  

I s t o  é , a  Única componente que é modificada é a  p-ésima.  

A operação FTRAN s e r á :  

( E k . . . ( E * ( E l . a s ) ) . . . )  

e  o cá1 cul o executado r ecu r s  i  vamente s e r á :  

A 

onde as é o  v e t o r  as com zero  na posição ( p , s ) ;  e  
r l ~  

é a  coluna d i s t i n t a  de uma coluna da ma t r i z  i d e n t i d a d e  na 



m a t r i z  e l e m e n t a r  E . 
. j 

( 2 )  As m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  s ã o  a rmazenadas  na s  denominadas  f i -  

l a s  e t a ,  n a s  q u a i s  a p e n a s  a  c o l u n a  d i f e r e n t e  da s  c01 unas  da 

m a t r i z  i d e n t i d a d e  e  a  s u a  r e s p e c t i v a  p o s i ç ã o  d e n t r o  da  ma- 

t r i z ,  s ã o  a r m a z e n a d a s .  

Exemplo: 

Sejam a s  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  dadas  p o r  s u a s  c01 unas  

a s  f i l a s  e t a  c o r r e s p o n d e n t e s  s e r ã o :  

Daqui p a r a  f r e n t e  c o n f u n d i r e m o s  m a t r i z  e l e m e n t a r  e  a  s u a  c o r  - 

r e s p o n d e n t e  f i l a  e t a .  

( 3 )  O p r o c e s s o  i t e r a t i v o  da Forma do P r o d u t o  da I n v e r s a  deve  

s e r  i n t e r r o m p i d o ,  quando  o  número de i t e r a ç õ e s  c r e s c e  m u i t o .  

A q u a n t i f i c a ç ã o  d e s s e  " m u i t o " ,  g e r a l m e n t e  6 o  v a l o r  ( m + 5 0 ) ,  

onde m é o  número de r e s t r i ç õ e s  do p r o b l e m a .  Tal  i n t e r -  

r u p ç ã o  é ne c e s s á r i  a  po i  s  , uma s e q b ê n c i  a  mui t o '  g r a n d e  de 

o p e r a ç õ e s  de p r o d u t o  i n t e r n o ,  pode g e r a r  e r r o s  de a r r e d o n d a  - 

mento r e l e v a n t e s .  O u t r o  m o t i v o  p a r a  a  i n t e r r u p ç ã o  do méto - 

do ,  6 o  c r e s c i m e n t o  i n t e n s o  da s  t r a n s f e r ê n c i a s  memória c en -  

t r a l  ++ memória a u x i l i a r ,  j á  que a s  f i l a s  e t a  na m a i o r i a  

d a s  v e z e s ,  s ã o  a rmazenadas  em memóri a  a u x i l i a r ,  O c r e s c i -  

mento  d e s s a s  t r a n s f e r ê n c i a s ,  aumenta  o  tempo c o m p u t a c i o n a l  

do a l g o r i  tmo,na  r e s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s .  No c a s o  de a rmaze -  



namento da i n v e r s a  em memória c e n t r a l ,  quando c r e s c e  o  núme - 

r o  de i t e r a ç õ e s ,  a  r e p r e s e n t a ç ã o  da  i n v e r s a  a t r a v é s  de f i -  

1  a s  e t a  f i c a  inadequada, do ponto de v i s t a  de ocupação  de me- 

m ó r i a ,  em r e l a ç ã o  r e p r e s e n t a ç ã o  e x p l r c i t a  da i n v e r s a .  Com 

o  ob j e t i  vo de c o n t o r n a r  e s t a s  o b j e ç õ e s ,  p rovocadas  p e l o  

c r e s c i m e n t o  do número de i  t e r a ç õ e s ,  o  p r o c e s s o  é i n t e r r o m p i  - 

do p a r a  a  e x e c u ç ã o  de uma r o t i n a  de r e i n v e r s ã o ,  que f o r n e c e  - 

rã uma i n v e r s a  r e p r e s e n t a d a  p o r  m f i l a s  e t a ,  e  que c e r t a -  

mente s e r á  mais l i v r e  de e r r o s  que  a  a n t e r i o r . N a  s e ç ã o > 3 . 4  

s e r á  t r a t a d a  a  q u e s t ã o  da r e i n v e r s ã o  da  m a t r i z  b á s i c a .  

3 . 4 .  A R e i n v e r s ã o  da m a t r i z  b á s i c a  

Quando  a  forma do p r o d u t o  da  i n v e r s a  é u t i l i z a d a ,  

e  ã medida que o  número de i  t e r a ç õ e s  c r e s c e ,  su rgem o s  s e g u i n -  

t e s  p rob l  emas : 

( a )  O número de f i l a s  e t a  pode c r e s c e r  m u i t o  f a z e n d o  com q ue 

a s  o p e r a ç õ e s  B T R A N  e  FTRAN aumentem e  c o n s e q u e n t e m e n t e  o  

tempo de C P U  g a s t o  p e l o  a l g o r i  tmo. 

( b )  A i n s t a b i l i d a d e  numér i ca  p rovocada  p e l o s  e r r o s  de a r r e d o n d a  - 

mento acumulados  em c a d a  i t e r a ç ã o  pode s e  t o r n a r  mu i to  p e r i  - 
gosa  p a r a  a  c o n f i a b i l i d a d e  do s o f t w a r e .  

( c )  Se a  i n v e r s a  e s t á  a rmazenada  " i n - c o r e " ,  o  e s p a ç o  ocupado  

p e l a  s u a  r e p r e s e n t a ç ã o  a t r a v é s  de f i l a s  e t a s  pode s e r  

mu i to  g r a n d e  em r e l a ç ã o  ao e s p a ç o  g a s t o  na r e p r e s e n t a ç ã o  e x  - 

p l T c i t a  da m a t r i z  i n v e r s a ,  t o r n a n d o  o  método da fo rma do 

p r o d u t o  da i n v e r s a  i n a d e q u a d o .  



O r e c u r s o  u t i l i z a d o  p a r a  c o n t o r n a r  t a i s  problemas nos s i s t e m a s  

comerc ia i s  é r e c a l c u l a r  a  m a t r i z  i n v e r s a  da m a t r i z  b á s i c a  e  

c o n t i n u a r  o  método com e s t a  nova m a t r i z  i n v e r s a  que seguramen te  

t e r á  menos e r r o s  acumulados e  s e r á  mais compacta p o i s  p a r a  k 

i  t e r a ç õ e s ,  k > m e  B(mxm) p rec i sa remos  de m o p e r a ç õ e s  de 

p ivoteamento  p a r a  o b t e r  a  i n v e r s a ,  ou s e j a ,  m m a t r i z e s  elemen- 

t a r e s ,  enquan to  que a  mesma i n v e r s a  e s t a v a  sendo r e p r e s e n t a d a  

por  k m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s .  

A manei ra  de c a l c u l a r  a  i n v e r s a  da m a t r i z  b á s i c a  6 , p a r  - 

t i n d o  da m a t r i z  i d e n t i d a d e  e  u t i l i z a n d o  o  método da a t u a l i z a ç ã o  

da i n v e r s a  d e s c r i t o  no i t e m  3 . 2 ,  c o n s t r u i r  a  nova i n v e r s a  da ma - 

t r i z  b ã s i c a .  

O método que i  remos d e s c r e v e r  é baseado no método de 

Gauss-Jordan ,  e  a  i n v e r s a  é de te rminada  a  p a r t i r  de uma s é r i e  

de p i  voteamentos f e i t o s  nas  c01 unas da m a t r i z  B a  s e r  i n v e r t i  - 

d a ,  

A o rdenação  dos v e t o r e s  da b a s e ,  tem u m  papel  fundamen 

t a l  no método p o i s  é e s t a  ordenação  que vai i n f l u i r  na e s p a r s i -  

dade da r e p r e s e n t a ç ã o  da i n v e r s a .  Dados os v e t o r e s  b l  , b 2  ,. . . , 
b l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s  e x i s t e m  mui t a s  manei ras  de ordena  m - 

10s  p a r a  formarem a b a s e  B . Por  exemplo,  podemos t e r  [bm, 

b m - l ,  .'. . , b l ]  O U  [bl , b m , b 2 , b m - l , .  . .] . Evidentemente t r a t a - s e  

de m a t r i z e s  d i f e r e n t e s  que obviamente p o s s u i r ã o  i n v e r s a s  d i f e -  

r e n t e s .  

O o b j e t i v o  p r i n c i p a l  do método abordado n e s t e  c a p i t u l o  

é o r d e n a r  os v e t o r e s  b l y . . . y b m  de t a l  manei ra  que a  m a t r i z  B 

dai r e s u l t a n t e  t e n h a  uma r e p r e s e n t a ç ã o  da i n v e r s a  o  mais e s p a r -  



s a  p o s s i v e l  . A ordenação  de b l  , . . . 
s b m  

e  na verdade f e i t a  i n -  

d i r e t a m e n t e  a t r a v é s  do p ivo teamen to ,  I s t o  é,  dada uma m a t r i z  

a  e s c o l h a  dos e l emen tos  pi v o t  c o r r e s p o n d e n t e s  a  cada c01 una ,ne-  

c e s s á r i o s  p a r a  o  p r o c e s s o  de de te rminação  da i n v e r s a ,  i m p l i c a  

na verdade em uma permutação ,  em uma r e o r d e n a ç ã o  dos v e t o r e s  

b l Y . . A m  . A i n v e r s a  o b t i d a  s e r á  a  i n v e r s a  da m a t r i z  a s s im 

permutada,  

Nos p a r á g r a f o s  que s e  seguem mos t r a remos  pr imei  r a  - 

mente pa ra  u m  c a s o  p a r t i  c u l a r  de uma m a t r i z  ( 3 x 3 ) ,  B = b b b [TI, 2' 4, 
como a  e s c o l h a  dos pivÔs i m p l i c a  na verdade  na ob tenção  da i n -  

v e r s a  de uma m a t r i z  o b t i d a  a  p a r t i r  da permutação das co lunas  

de B . Mostraremos como a  p a r t i r  da e s c o l h a  de pivÔs é p o s s i -  

ve1 s a b e r  qual  a  permutação que f o i  f e i t a .  

A s e g u i r ,  p a r a  u m  caso  mais g e r a l  de uma m a t r i z  

(mxm) mostraremos como o b t e r  a  i n v e r s a  a  p a r t i  r  de pi voteamen- 

t o s  das c o l u n a s .  Para  e s t e  caso  mais g e r a l  suporemos ,  sem p e r -  

da de g e n e r a l i d a d e ,  que os pi vos j á  e s t ã o  na d iagona l  p r i n c i -  

p a l .  I s t o  ev iden temen te  é sempre p o s s i v e l  a t r a v é s  de uma permu - 
t a ç ã o  adequada das c01 unas .  

Pr imei ramente  faremos uma a n á l i s e ,  do que s e j a  

r ea lmen te  a  m u l t i p l i c a ç ã o  de uma m a t r i z  B , p o r  uma m a t r i z  e l e  - 
mentar  E , com o  o b j e t i v o  de t r a n s f o r m a r  u m  v e t o r  co luna  de 

B n u m  v e t o r  da m a t r i z  i d e n t i d a d e .  E c l a r o  que e s t a  t r a n s f o r -  

mação e s t á  a s s o c i a d a  a  o p e r a ç õ e s  e l e m e n t a r e s  nas  l i n h a s  de B . 
Vejamos de que manei ra :  



S e j a  

i - v e t o r  c o l u n a  de B 

S e j a  E a  m a t r i z  e l e m e n t a r  que t r a n s f o r m a  o  v e t o r  c o l u n a  
1 

de B no v e t o r  e 2  ; i s t o  é 

A mesma m a t r i z  B ( ~ )  pode s e r  c o n s e g u i d a  com a s  s e g u i n t e s  ope-  

r a ç õ e s  e l e m e n t a r e s  n a s  l i n h a s  de B : 

( a )  d i v i s ã o  da l i n h a  2  p o r  b Z l  ( o  p i v o t ) :  

( b )  s u b s t i t u i ç ã o  da l i n h a  1  e  da l i n h a  3 p e l a s  r e s p e c t i v a s  com- 

b i n a ç õ e s  l i n e a r e s  de l i n h a s :  



Assim a  m u l t i p l i c a ç ã o  d e  uma m a t r i z  e l e m e n t a r  E(mxm) p e l a  ma- 

t r i z  B(mxm) com o  o b j e t i v o  d e  t r a n s f o r m a r  uma c o l u n a  d e  B em 

uma c o l u n a  de  I (mxm) n a d a  m a i s  é do q u e  o p e r a ç õ e s  e l e m e n t a r e s  

e f e t u a d a s  n a s  l i n h a s  d e  B . 
P a r a  uma m a t r i z  B ( 3 x 3 )  ve remos  a g o r a  como a  e s c 0  - 

l h a  d o s  p i v Ô s  i m p l i c a  na  a l t e r a ç ã o  da  i n v e r s a  d a  m a t r i z  B p e r  - 
m u t a d a .  

S e j a  

1  I t e r a ç ã o :  

C o n s i d e r e m o s  o  v e t o r  

Suponhamos  b e l  

t e  remos : 

c o l u n a  b l  de  B ; 

e  o  tomando  como o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  p i v o t ,  

-b 
o n d e  q i 2  - - i '  , i # 2  

2  1  

Te remos  e n t ã o  : 



a  2 .  I t e r a c ã o :  

( 2 )  C o n s i d e r e m o s  o  s e g u n d o  v e t o r  de  B ; 

Suponhamos  a g o r a  q u e  b $ E )  # O s e j a  a d o t a d o  como p i v o t  

t e r e m o s  e n t ã o  

o n d e  

3: I t e r a ç ã o  - - 
C o n s i d e r e m o s  o  t e r c e i r o  v e t o r  de  B ( 3 )  . 

Tomemos a g o r a  b \ z )  # O como e l e m e n t o  p i v o t :  



t e r e m o s  e n t ã o  : 

I s t o  é :  

Notemos q u e  B ( ~ )  é a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  com a s  c o l u n a s  p e r m u t a  - 

d a s .  S e j a  P  a m a t r i z  d e  p e r m u t a ç ã o  que f a z  com q u e  I  s e  

t r a n s f o r m e  em B ( ~ ) ,  i s t o  é ,  

D e s s a  f o r m a  ( 3 . 7 )  f i c a :  

M u l t i p l i c a n d o  d i  r e i  t a  ( 3 . 8 )  p e l a  m a t r i z  d e  p e r m u t a ç ã o  i n v e r s a  

P - ' ,  t e r e m o s :  

( 3 . 9 )  n o s  d i z  q u e  



Obtivemos a s s im a  i n v e r s a  de uma m a t r i z  B P - '  na 

forma de u m  p rodu to  de m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s ,  o  que e r a  o  n o s s o  

o b j e t i v o  i n i c i a l .  As m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  s ã o  armazenadas na 
- forma de f i l a s  e t a .  Cabe também lembra r  que como P - '  e  tam- 

bém uma m a t r i z  de permutação ,  B P - '  nada mais 6 do que a  m a t r i z  

B com a s  c o l u n a s  permutadas .  

Na p r á t i  ca não prec isamos  d e t e r m i n a r  P - '  veremos 

a  s e g u i r  como d e t e r m i n a r  a  permutação que f o i  f e i t a  em B . 

S e j a  B dada p o r  s e u s  v e t o r e s  c o l u n a s :  

L d 

Por ( 3 . 8 )  temos: 

e n t ã o  : 

Podemos e s c r e v e r :  

e  p o r t a n t o  

- 
Denominemos B = ,b2] . P e l a  u n i c i d a d e  da 

i n v e r s a  vemos que :  



Comparando ( 3 . 9 . A )  com ( 3 . 1 0 . A )  t e m o s :  

o  q u e  n o s  p e r m i t e  f a c i l m e n t e  i d e n t i f i c a r  a  p e r m u t a ç ã o  e f e t u a d a .  

Uma m a n e i r a  p r á t i c a  d e  o b t e r m o s  a  p e r m u t a ç ã o  d e  B ,  

p r o v o c a d a  p e l a  e s c o l h a  do p i v o t ,  é a  s e g u i n t e :  

Na i t e r a ç ã o  k t e m o s  o  v e t o r - c o l u n a  b k k )  c o n s i -  

d e r a d o  em B ( ~ )  ; s e j a  i  a  l i n h a  do p i v o t  a d o t a d o .  O v e t o r  

b k  de  B d e v e r á  e s t a r  n a  i - é s i m a  p o s i ç ã o  d a  m a t r i z  B permu-  

t a d a  f i n a l .  R e p r e s e n t a r e m o s  i s t o  a t r a v é s  d e  o ( i )  = k , i s t o  
+ 

e ,  o  v e t o r  b k  e s t a r á  n a  p o s i ç ã o  i , o u ,  o  q u e  é o  mesmo, o  

v e t o r  q u e  e s t a r á  n a  i - é s i m a  p o s i ç ã o  d a  m a t r i z  p e r m u t a d a  s e r á  o  

v e t o r  b k  . P a r a  e x e m p l i f i c a r m o s  e s t a  r e g r a  p r á t i c a ,  v01 t emos  

a o  d e s e n v o l v i m e n t o  do m é t o d o ,  com e s c o l h a  de  p i v o t  f o r a  da  d i a -  

g o n a l .  Na i t e r a ç ã o  1 ,  o  p r i m e i r o  v e t o r  c o l u n a  de  B é c o n s i d e  - 

r a d o ;  o  e l e m e n t o  p i v o t  f o i  e s c o l h i d o  n a  -- l i n h a  2  ; d e s t a  f o r m a  

d e f i n i m o s  a ( 2 )  - = - 1  . Na i t e r a ç ã o  2  o  s e g u n d o  v e t o r  c o l u n a  de 
- 

B ( ~ )  é c o n s i d e r a d o  e  o  e l e m e n t o  p i v o t  e s c o l h i d o  e s t á  na  linha 
3 ; d e f i n i m o s  e n t ã o  - 
-. 

A n a l o g a m e n t e  n a  i t e r a ç ã o  3  t e r e m o s  

E n t ã o  ( B P " )  s e r á  d a d a  p o r :  



A e s c o l h a  do e l e m e n t o  pi  v o t  em c a d a  i t e r a ç ã o ,  e  

um f a t o r  de g r a n d e  i m p o r t â n c i a  d e n t r o  da  r e i n v e r s ã o .  E a  e s c 0  - 
l h a  adequada  do e l e m e n t o  p i v o t  em c a d a  i t e r a ç ã o ,  que  i r á  l e v a r -  

-nos  à o b t e n ç ã o  de uma r e p r e s e n t a ç ã o  da  i n v e r s a  mais  e s p a r s a .  

I s t o  s i g n i f i c a r á  em t e rmos  c o m p u t a c i o n a i s ,  menos cá1 c u l o s  e  

menor ocupação  de e s p a ç o  no compu tado r .  

A s e g u i  r p r o c u r a r e m o s  g e n e r a l  i z a r  o  p r o c e s s o  

d e t e r m i n a ç ã o  da i n v e r s a  de .  uma m a t r i z  (mxm) q u a l q u e r .  

S e j a  B uma m a t r i z  a  s e r  i n v e r t i d a :  

Sem p e r d a  de g e n e r a l  i d a d e  suporemos  que  a s  c01 unas  de B e s t e -  

jam a r rumadas  de t a l  fo rma  que o  e l e m e n t o  pi  v o t  em c a d a  i t e r a -  

ç ã o  e s t e j a  na  d i a g o n a l  p r i n c i p a l ,  p a r a  que tenhamos no f i n a l  

do método uma m a t r i z  i d e n t i d a d e  não p e r m u t a d a .  Cabe l e m b r a r  

que t a l  a r rumação  d a s  c o l u n a s  é s empre  p o s s i v e l .  O método de 

r e i n v e r s ã o  que  i r e m o s  d e s c r e v e r  é b a s e a d o  no método de e l i m i n a -  

ç ã o  de G a u s s - J o r d a n  e  é c o n h e c i d o  como a  Forma do P r o d u t o  de 

G a u s s - J o r d a n .  E s t e  método pode s e r  d e s c r i  t o  da  s e g u i n t e  f o rma :  

S e j a  a  m a t r i z  B dada  p o r  ( 3 . 5 ) :  

P a s s o  1 :  C o n s i d e r a r  o  p r i m e i r o  v e t o r  c o l u n a  de B e  c a l c u l a r  



E l  = 

o n d e  

-b 
- 

( 1 )  

'li 1  
- p a r a  

( 1 )  

C o n s i d e r a n d o  B ( ' )  = B t e m o s :  

P a s s o  k  : C o n s i d e r a r  o k - é s i m o  v e t o r  c o l u n a  de B ( ~ )  e  c a l c u l a r  

- 

-, 

onde r+. - - - 



No p a s s o  m t e r e m o s :  ( l e m b r a r  q u e  B = B ( 1 ) )  

- 1  p o r t a n t o ,  B = E m  . .  . E 1  

P a r a  c a r a c t e r i z a r - m o s  a  i m p o r t â n c i a  d a  e s c o l h a  d o  e l e -  

m e n t o  p i v o t ,  d a r e m o s  a  s e g u i r  d o i s  e x e m p l o s  d e  r e i n v e r s ã o  u t i l i -  

z a n d o  o  m é t o d o  d a  F o r m a  d o  P r o d u t o  d e  G a u s s - J o r d a n .  

E x e m p l o  .. ~- 1  

S e j a  B a  m a t r i z  a s e r  i n v e r t i d a :  

Tomando  como p i v o t  o s  e l e m e n t o s  d a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  t e m o s :  

B ( ' )  = B ; p i v o t  b l l  = 1  



('1 t e r emos :  Tomando como e1 emento pi v o t  
b Z 2  

o 

= E 2 . B  I 2  = [ -1 ; tomando como p i v o t  b33  ( 3 )  

temos : 

o -112 

E 3  = f : l/i ; f i a  e t a  c o r r e s p o n d e n t e  n 3  

E s t e  exemplo demonstra  que a p e s a r  da m a t r i z  i n v e r s a  s e r  to t a lmen  - 

t e  d e n s a ,  a  s u a  r e p r e s e n t a ç ã o  p o r  meio de f i l a s  e t a  não é t o t a l -  

mente d e n s a .  

Consideremos agora  a  mesma m a t r i z  B , mas com uma 

seqf iênc ia  de e l emen tos  pi vo t  d i s t i n t a :  



S e j a  b Z l  # O o p r i m e i r o  e l emen to  p i v o t .  Então t e remos :  o ( 2 )  = 

= l ;  

S e j a  b o segundo e l emen to  p i v o t  tomado. Teremos e n t ã o :  

o ( 3 )  = 2 ; 

E 1  = 

- 
O 

E2 = 
1 -3 ; f i l a  e t a  c o r r e s p o n d e n t e :  q 3  - 

- .- [/I - 

- 
1 -1 

O 1 ; f i l a  e t a  c o r r e s p o n d e n t e :  q2 = 

B ( ~ )  = E 2 . B  

Considerando b 1 3  ( 3 )  como o  Ültimo p i v o t  t e remos :  o ( 1 )  = 3  

I! o 1 

1 1 2  o 

; f i l a  e t a  c o r r e s p o n d e n t e :  - 
"1 - 



- 
s e r ã  a  i n v e r s a  da m a t r i z  B = L o ( , )  , b o ( 2 ) , b o ( 3 d =  p 3 , b l  , b 2 ]  

E s t a  e s c o l h a  d e  p i v o t  q u e  n o s  l e v o u  a  uma p e r m u t a ç ã o  d a s  c o l u n a s  

d a  m a t r i z  B , n ã o  f o i  a d e q u a d a ,  p o i s  em r e l a ç ã o  a  e s c o l h a  de  

p i v o t  a n t e r i o r ,  f o r n e c e u  uma r e p r e s e n t a ç ã o  d a  i n v e r s a  p i o r ,  

( m a i s  d e n s a  q u e  a  a n t e r i o r ) .  B a s t a  v e r  q u e  a s  f i l a s  têm a g o r a  

um m e n o r  número  d e  z e r o s .  

S e j a  a  m a t r i z  B d a d a  p o r :  

Tomando b g l  como o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  p i v o t  t e r e m o s :  0 ( 3 )  = 1  ; 



- i l i ]  ; f i l a  e t a  co ryesponden te :  n3 - 

1  / 2  

Tomando b j ; )  como e lemen to  p i v o t  t e remos :  o ( 1 )  = 2 

; f i l a  e t a  c o r r e s p o n d e n t e :  
n 1  

Tomando b$:) como pi v o t  t e remos :  0 ( 2 )  = 3 

1 /12  

- -:.i3 1 ; f i l a  e t a  c o r r e s p o n d e n t e :  q 2  - E 3  - 



E s t a  e s c o l h a  de p i v o t  nos l e v a  s e g u i n t e  permutação das  co lunas  

de B : s e j a  b l , b 2 , b 3  a s  co lunas  de B 

Notemos que a  r e p r e s e n t a ç ã o  da i n v e r s a  a t r a v é s  das f i l a s  e t a  

com e s t a  e s c o l h a  de pi  vo t  é t o t a l m e n t e  densa .  Consi deremos agora  

a  mesma m a t r i z  mas com uma e s c o l h a  do e lemento  p i v o t  d i f e r e n t e .  

S e j a  b Z l  o  p r i m e i r o  e l emen to  p i v o t  e s c o l h i d o :  0 ( 2 )  = 1 

E 1  = 10 116 0 1  ; f i l a  e t a  c o r r e s p o n d e n t e :  ri2 = 1 1 /61 



Tomando b( ' )  como o  s egundo  e l e m e n t o  p i v o t  t e r e m o s :  u ( 3 )  = 2  3  2  

Tomando como t e r c e i r o  e l e m e n t o  p i v o t  b { i )  t e r e m o s :  o ( 1 )  = 3  

E s t a  e s c o l h a  de p i v o t  nos  l e v a  à s e g u i n t e  pe rmu tação  d a s  c o l u -  

n a s  de B : 

S e j a  b l ,  b 2  e  b 3  a s  c o l u n a s  de B 



Notemos agora  que e s t a  e s c o l h a  de p i v o t  é bem melhor  que a  an -  

t e r i o r ,  p o i s  a  r e p r e s e n t a ç ã o  da i n v e r s a  é muito menos densa .  

Tudo i s t o  nos l e v a  a  c o n c l u i  r q u e ,  a  propagação  

de e l emen tos  não nu los  d u r a n t e  o  método de r e i n v e r s ã o ,  pode s e r  

minimizada com uma e s c o l h a  de e l emen tos  pi vo t  adequada.  

Uma p e r g u n t a  que s u r g e  n e s s e  ponto é :  como s e  deve 

e s c o l h e r  o  e l emen to  p i v o t ,  numa dada i t e r a ç ã o ,  p a r a  e v i t a r  o  

apa rec imen to  de novos e l emen tos  não nu1 o s ?  

Na t e n t a t i v a  de r e sponder  a  e s t a  q u e s t ã o ,  devemos 

v o l t a r  à s  r a i z e s  do método de r e i n v e r s ã o  que adotamos,  que nada 

mais é que o  método de El iminação  de Gauss-Jordan .  Novamente 

vamos e n c a r a r  o  método da Forma do P rodu to  de Gauss-Jordan  como 

s u c e s s i v a s  pré-mul t i p l i  cações  da m a t r i z  dada por  m a t r i z e s  e l e -  

m e n t a r e s ,  que t ransformam a s  c o l u n a s ,  da m a t r i z  dada ,  s u c e s s i v a  - 
mente em c o l u n a s  da m a t r i z  i d e n t i d a d e  

E c l a r o  que s e  d u r a n t e  o  p r o c e s s o ,  não houver  propagação  de e l e  - 
mentos não n u l o s ,  i s t o  é,  u m  e lemento  n u l o s  em B ( ~ )  não s e  

t o r n e  não nulo  em B ( i + l )  , e s t e  f a t o  r e f l e t i r á  nas  d e f i n i ç õ e s  

das m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  s u b s e q u e n t e s  e  p o r t a n t o  na e s p a r s i  dade 

das f i l a s  e t a s .  I s t o  po rque ,  a s  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  subsequen - 
t e s  e  f i l a s  e t a s  c o r r e s p o n d e n t e s  s e r ã o  d e f i n i d a s  a  p a r t i r  dos 



e lemen tos  da m a t r i z  B ( i + ] )  

S e j a  B(4x4) a  m a t r i z  na qual  estamos  aplicando,^ 

método de r e i n v e r s ã o .  S e j a  x a  r e p r e s e n t a ç ã o  de u m  e lemento  

não n u l o ,  na m a t r i z  B . 

S e j a  E l  a  m a t r i z  e l e m e n t a r  que vai  t r a n s f o r m a r  a  p r i m e i r a  co- 

l u n a  de B numa co luna  da m a t r i z  i d e n t i d a d e .  A m u l t i p l i c a ç ã o  

E 1  . B  , do ponto de v i s t a  de ope rações  e l e m e n t a r e s ,  e f e t u a  o  s e -  

g u i n t e :  

( a )  s e  o  e l emen to  p i v o t  e s t á  na l i n h a  i  , e s t a  l i -  

nha é d i v i d i d a  p e l o  e l emen to  p i v o t .  

( b )  cada l i n h a  k d i f e r e n t e  da l i n h a  p i v o t ,  é subs  - 

t i t u i d a  por  uma combinação l i n e a r  da l i n h a  

p i v o t  e  da l i n h a  k . 

(Todas e s t a s  ope rações  j á  foram d e t a l h a d a s  n o  i n i c i o  da s e ç ã o  

3 . 4 ) .  

Suponhamos i n i c i a l m e n t e  que o  p i v o t  e s c o l h i d o  s e j a  

b l l  ; e  s e j a  B ( ~ )  = E ]  . B  ; teremos e n t ã o :  



As equações  a b a i x o  definem os e l emen tos  de B ( 2 )  

Observando a s  equações  ( 3 . 1 1 )  e  ( 3 . 1 2 )  v e r i f i c a m o s  que:  

( a )  na l i n h a  p i v o t  não e x i s t e  a  p o s s i b i l i d a d e  de u m  e l e -  

mento .nulo  em B s e  t o r n a r  não nu lo  em B ( 2 )  . 

( b )  nas  l i n h a s  d i s t i n t a s  da l i n h a  p i v o t  t e remos :  

s e  b k j  = O , ( ' )  poderá s e r  nu lo  s e  b l j  ou b k l  b k j  

forem n u l o s .  

Ver i f iquemos  que b i  j e s t á  na l i n h a  do e l emen to  p i v o t  

e b k l  e s t á  na co luna  do e l emen to  p i v o t .  

Adotando e s t a  e s c o l h a  de p i v o t  8' ') poderá  t e r  a  s e g u i n t e  con - 

f i g u r a ç ã o :  



I s t o  não é i n t e r e s s a n t e  p o i s  as  f i l a s  e t a  s e g u i n t e s  t e n d e r ã o  a  

serem t o t a l m e n t e  d e n s a s .  

Se ao i n v é s  de adotarmos b l l  como e lemen to  p i v o t ,  

adotarmos o e l emen to  b 3 1  , t e r í a m o s  a s  s e g u i n t e s  equações  d e f i  

nindo os e l emen tos  de B ( 2 )  . 

Observando as equações  ( 3 . 1 3 )  e  ( 3 . 1 4 )  v e r i f i c a m o s  que:  

b g j  = O pa ra  j = 2 , 3 , 4  i s t o  i m p l i c a  que 

e n t ã o  b ( ' )  = O . Notemos que b 
k j 3  j 

; j = 1 , 2 , 3 , 4  é exatamen- 

t e  a  l i n h a  do e l emen to  p i v o t ;  e  s e  e l a  é e s p a r s a  nenhum elemen- 

t o  nu lo  em B s e  t o r n a r á  não nulo  em B ( ' ) .  Nesse c a s o  B ( 2 )  

poderá  t e r  a  s e g u i n t e  c o n f i g u r a ç ã o :  



O X X X  

B :  j 
E f á c i l  v e r  q u e  s e  f i x a r m o s  a  l i n h a  e  t omarmos  o  p i v o t  n a  c o l u -  

n a  m a i s  e s p a r s a ,  o  r a c i o c y n i o  a n á l o g o  é v á l i d o .  

Podemos a g o r a  d e f i n i  r t rês  e s t r a t é g i  a s ,  d e  e s c o l h a  

do e l e m e n t o  p i v o t  em c a d a  i t e r a ç ã o ,  do m é t o d o  d a  Forma do P r o d u  - 

t o  d e  G a u s s - J o r d a n ,  com o  i n t u i t o  de e v i t a r m o s  a  p r o p a g a ç ã o  de  

e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s .  

E s t r a t é g i a  1 :  e s c o l h e r  como e l e m e n t o  p i v o t ,  n a  i t e r a ç ã o  k ,  o  

( k )  e l e m e n t o  q u e  s e  e n c o n t r a ,  n a  l i n h a  m a i s  e s p a r s a  d a  m a t r i z  B , 

no k - é s i m o  v e t o r  c o l u n a  f i x a d o .  L e v a r  em c o n t a  q u e  uma l i n h a  

s ó  pode  c o n t e r  u m  e l e m e n t o  p i v o t  d u r a n t e  t o d o  o  p r o c e s s o ,  e  q u e  

o  p i v o t  t em de  s e r  n ã o  n u l o .  

E s t r a t é g i a  2 :  e s c o l h e r  como e l e m e n t o  p i v o t ,  na  i t e r a ç ã o  k , o  

e l e m e n t o  q u e  s e  e n c o n t r a  n a  c o l u n a  m a i s  e s p a r s a  de B ( ~ ) ,  n a  k -  

é s i m a  l i n h a  f i x a d a ;  l e v a n d o  em c o n t a  as c o n s i d e r a ç ã o  f i n a i s  d a  

e s t r a t é g i a  1 .  

E s t r a t é g i a  - 3 :  e s c o l h e r  como e l e m e n t o  p i v o t ,  n a  i t e r a ç ã o  k ,  o  

e l e m e n t o  q u e  s e  e n c o n t r a  na  l i n h a  ou  c o l u n a  m a i s  e s p a r s a  p o s s i -  

v e l  da m a t r i z  B ( ~ ) ;  l e v a n d o  em c o n t a  a s  c o n s i d e r a ç õ e s  f i n a i s  

da  e s t r a t é g i a  1 .  



Um f a t o  que  pode s e r  f a c i l m e n t e  v e r i f i c a d o  é q u e ,  

s e  B tem forma t r i a n g u l a r  i n f e r i o r ,  e  s e  p i v o t e a r m o s  na d i a  - 

gona l  p r i n c i p a l ,  não h a v e r á  p ropagação  de e l e m e n t o s  não n u l o s ,  

com a  a p l i c a ç ã o  da Forma do P r o d u t o  de  G a u s s - J o r d a n .  Na r e a l i  - 

dade  t o d a  m a n i p u l a ç ã o  de  e s c o l h a  de  e l e m e n t o  p i v o t ,  v i s a  conâe  - 

g u i r  o  mesmo e f e i t o  do p i v o t e a m e n t o  na d i a g o n a l  em uma m a t r i z  

t r i a n g u l a r  i n f e r i o r .  Os métodos  de e s c o l h a  do e l e m e n t o  p i v o t ,  

na r e i n v e r s ã o ,  que  podemos e n c o n t r a r  com m a i o r  f r e q u ê n c i a  s ã o :  

o  metodo de  Meri t 1 1 ,  O método de H e l l  e rman-Rar i  ck 1 I e  o  

método de L a r s e n  1 1 "  1 .  Todos o b j e t i v a m  a  não p r o p a g a ç ã o  de  e l e  - 

mentos  não n u l o s  na r e p r e s e n t a ç ã o  da i n v e r s a .  

Um método de e s c o l h a  b a s t a n t e  comum é o  que  a d o t a  

como p i v o t ,  o  e l e m e n t o  de  m a i o r  v a l o r  a b s o l u t o  n a s  c o l u n a s  e  

l i n h a s  a i n d a  não  c o n s i d e r a d a s ;  e s t e  método o b j e t i v a  a  d i m i n u i  - 

ção  dos  e r r o s  de  a r r e d o n d a m e n t o .  

O método de  r e i n v e r s ã o  da m a t r i z  b á s i c a  implementa  - 
do no s i s t e m a  de FURNAS 6 o  de  La r sen  I ' " \ ,  que d e s c r e v e r e m o s a  

s e g u i r .  

.. .m..-. . . . . e  t o  d'o' 'd.e' Re i  .n'v'e'r-s'ão' -de L'a'r's'e n 

O método de  L a r s e n ,  ao  i n v é s  de  a d o t a r  como c r i t é  - 

r i o  p a r a  a  e s c o l h a  da l i n h a  p i v o t ,  a q u e l a  que  tem o  m a i o r  e l e  - 

mente em v a l o r  a b s o l u t o ,  a d o t a  o  c r i t é r i o  que l e v a  em c o n t a  a  

d e n s i d a d e  da m a t r i x  c u j a  i n v e r s a  s e  q u e r  o b t e r ,  - e s c o l h e  como 

l i n h a  p i v o t  a q u e l a  que tem a  menor q u a n t i d a d e  de  e l e m e n t o s  não 

nu1 o s .  Na p r a t i c a  f o i  v e r i f i c a d o  1 1 8  1 , que  o  uso  d e s t e  método 

d i m i n u i  a  d e n s i d a d e  d a s  f i l a s  e t a ,  f a t o  e s t e  b a s t a n t e  i m p o r t a n  - 
t e  do pon to  de  v i s t a  c o m p u t a c i o n a l .  A d e n s i d a d e  d a s  f i l a s  e t a  



é que  v a i  i n f l u e n c i a r  no e s p a ç o  n e c e s s á r i o  p a r a  a r m a z e n a r  a  r e -  

p r e s e n t a ç ã o  da  i n v e r s a ,  bem como a f e t a r  a  q u a n t i d a d e  de c á l c u l o  

em cada  i t e r a ç ã o  do a l g o r i  tmo s i m p l e x .  D e s t a  forma r e d u z i r  a  

d e n s i d a d e  d a s  f i l a s  e t a  é d e s e j á v e l  a  fim de r e d u z i r  o  tempo 

c o m p u t a c i o n a l  . 

O método de r e i n v e r s ã o  de L a r s e n  é b a s i c a m e n t e  o  

método da Forma do P r o d u t o  de G a u s s - J o r d a n  com uma e s c o l h a  do 

e l e m e n t o  p i v o t  d i f e r e n t e .  E s t e  método pode s e r  d e s c r i t o  da  s e -  

g u i n t e  f o r m a :  

P a s s o  1 :  I n i c i a l i z a ç ã o  -- - 
S e j a  B(mxm) a  m a t r i z  a s e r  i n v e r t i d a  e  dada  p o r  s e u s  

v e t o r e s  c01 unas  

S e j a  d l )  = B e  o (1xm)  u m  v e t o r  de m p o s i ç õ e s  

p a r a  g u a r d a r  a s  p e r m u t a ç õ e s  d a s  c o l u n a s  de B , p r o v o -  

c a d a s  p e l a  e s c o l h a  do p i v o t .  

P a s s o  2 :  D e t e r m i n a r  o  número de e l e m e n t o s  não n u l o s  em c a d a  l i -  -- 
nha da  m a t r i z  E ( ~ )  . S e j a  N o  número de e l e m e n t o s  

i 
- ( k )  não n u l o s  na l i n h a  i da m a t r i z  B 

P a s s o  3 :  A t u a l i z a ç ã o  do v e t o r  b k  - de B . 
Mul t i p l i  c a r  a s  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  j á  g e r a d a s  p e l o  

v e t o r  b k  , 

Na p r i m e i r a  i  t e r a ç ã o  quando a i n d a  não f o i  g e r a d a  ne -  

nhuma m a t r i z  e l e m e n t a r ,  



P a s s o  4 :  E s c o l h a  da  l i n h a  p i v o t .  

( a )  D e t e r m i n a r  o  c o n j u n t o  P ,  dos  T n d i c e s  d a s  l i n h a s  

q u e  a i n d a  n ã o  f o r a m  t o m a d o s  e l e m e n t o s  p i  v o t ,  e  

q u e  possuam e l e m e n t o s  do v e t o r  b k  c u j o s  v a l o -  

r e s  a b s o l u t o s  s e j a m  m a i o r e s  q u e  uma c e r t a  t o l e -  

r â n c i a  T 

P = {i /p id  > T , e  i  a i n d a  n ã o  t e n h a  s i d o  

a d o t a d a  como l i n h a  de  e l e m e n t o  p i v o t l ;  

i  = I , . . . ,  m 

( b )  E s c o l h e r  como e l e m e n t o  p i v o t  o  e l e m e n t o  b q k  t a l  

q u e  ~ E P  e q u e  N q  s e j a  o  menor  p o s s í v e l  ; 

( c : )  F a z e r  o ( q )  = k 

P a s s o  5 :  G e r a ç ã o  d e  uma m a t r i z  e l e m e n t a r  a  p a r t i  r do v e t o r  

J'k ' t omando  como p i v o t  o  e l e m e n t o  Y q k  

o n d e  : 

n 
p a r a  

Yqk 



P a s s o  6 :  F a z e r  k = k + l  ; 

S e  k > m p a r e ,  p o i s  t e m o s  q u e  

é a  i n v e r s a  p r o c u r a d a  d a  m a t r i z  B p e r m u t a d a  ( E )  

d a d a  p o r :  

Se  k - < m c o n s i d e r a r  

e  v o l t a r  a o  p a s s o  2 .  

Deve t e r  s i d o  o b s e r v a d o  q u e  o  m é t o d o  de  L a r s e n , p r o  

c u r a  a d o t a r  como e l e m e n t o  p i v o t  n a  i t e r a ~ ã o  k a q u e l e  q u e  

e s t á  na  l i n h a  m a i s  e s p a r s a  d e  B ( ~ )  e  na  k - é s i m a  C o l u n a  d e  

B ( ~ )  ; s e j a  

e n t ã o  

I s t o  é,  o  m é t o d o  de  L a r s e n  n ã o  a d o t a  a  m a t r i z  B ( k 

p a r a  d e t e r m i n a r  a  l i n h a  m a i s  e s p a r s a ,  mas sim B ( ~ ) .  

P r i m e i r a m e n t e  o b s e r v e m o s  q u e  s e  o  m é t o d o  c a l c u l a -  



s e  em c a d a  p a s s o  k  a  m a t r i z  B ( k )  c o m p l e t a  e  a  m a n t i v e s s e  n a  

memór ia  p a r a  d e t e r m i n a r  a  l i n h a  m a i s  e s p a r s a ,  p e r d e r i a  m u i t o  em 

e f i  c i ê n c i a  do p o n t o  d e  v i s t a  c o m p u t a c i o n a l  . 

Obse rvemos  também q u e  d k )  é n a  v e r d a d e  f o r m a d a  

a  p a r t i  r d a s  c o l u n a s  de  B ( ' )  = B , e l i m i n a n d o - s e  a s  c o l u n a s  

b l  , . . e , b k - l  . S e  n ã o  há p r o p a g a ç ã o  d e  e l e m e n t o s  n ã o  nu1 o s ,  o  

c á l c u l o  do número  d e  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s ,  n a s  l i n h a s  a i n d a  n ã o  

p i  v o t e a d o s  d e  dk )  e  B ( ~ )  é 0 mesmo. Como o  m é t o d o  d e  L a r -  

s e n  p r o c u r a  e v i t a r  a  p r o p a g a ç ã o  de  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s ,  é d e  s e  

( 2 )  s u p o r  q u e  o s  e l e m e n t o s  n u l o s  em ~ ( ' 1 ,  c o n t i n u e m  n u l o s  em B , 

B ( ~ ) , .  . . , B ( k )  , n a  s u a  g r a n d e  m a i o r i a .  E s t e  f a t o  n o s  p o s s i b i l i  -- 

t a  u t i l i z a r  E ( ~ )  a o  i n v é s  d e  B ( k )  p a r a  o  c á l c u l o  d e  N i  ,com 

( k )  a  v a n t a g e m  d e  n ã o  s e r  n e c e s s á r i o  c a l c u l a r m o s  B . 

A s e g u i  r d a r e m o s  u m  e x e m p l o  do m é t o d o  d e  L a r s e n .  

Exempl o :  
P 

S e j a  T = O ( t o l e r â n c i a )  

S e j a  a  m a t r i z :  

1: i t e r a ç ã o :  S e j a  E' = B ; 

b l  v e t o r  c01 una  c o n s i d e r a d o  



y 1  = b l  p o i s  não e x i s t e  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  g e r a d a s  

P = ' ( 1 , 3 1  

N 1  = m i n { N 1 , N 3 1  , p o r t a n t o  q = 1 

b l  1 é e s c o l h i d o  como p i v o t ;  a ( 1 )  = 1  

M a t r i z  e l e m e n t a r  g e r a d a :  

a  2 .  i t e r a ç ã o :  k = 2 ;  

b 2  v e t o r  c o n s i d e r a d o  

N 2  = 1. 

N 3  = 2  

A t u a l i z a ç ã o  do v e t o r  c o n s i d e r a d o  

P = {3} , N 3  = min{N31 ; p o r t a n t o  q = 3  e  a ( 3 )  = 2 .  

O p i v o t  e s c o l h i d o  s e r á  b g 2  

A m a t r i z  e l e m e n t a r  g e r a d a  s e r á :  



3: i t e r a c ã o :  k = 3 

b 3  .vetar c o n s i d e r a d o  

N2 = 1 

N 3  = 1 

~ t u a l  i zação  do v e t o r  c o n s i d e r a d o  

o  p i v o t  s e r á  
b 2 3  

A m a t r i z  e l e m e n t a r  gerada  s e r á :  

a  4 .  i t e r a ç ã o :  k = 4 ; e n t ã o  



CAPITULO I V  

O SIMPLEX LU 

4 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

E x i s t e m  d o i s  m é t o d o s  f u n d a m e n t a i s  d e  i n v e r s ã o  d e  

m a t r i z ,  q u e  s ã o  com m a i s  f r e q u ê n c i a  e n c o n t r a d o s  n a s  r o t i n a s  d e  

r e i  n v e r s ã o ,  g e r a l m e n t e  d e n o m i n a d a s  INVERT, d o s  s i s t e m a s  c o m e r -  

c i a i s .  S ã o  e l e s :  O m ê t o d o  d a  F o r m a  d o  P r o d u t o  d e  G a u s s - J o r d a n ,  

e o  m é t o d o  d a  Forma  d a  E l i m i n a ç ã o  d a  I n v e r s a .  O m é t o d o  d a  F o r -  

ma d o  P r o d u t o  d e  G a u s s - J o r d a n ,  e s t á  d e s c r i t o  n o  C a p i t u l o  111 ;  o  

m e t o d o  d a  F o r m a  d a  E l i m i n a ç ã o  d a  I n v e r s a  ( 2 2  1 d e s c r e v e r e m o s  n e s  - 

t e  c a p í t u l o .  

D a n t z i g  e t  a l i i b  l o 7  ( c o n s t a t a r a m  uma g r a n d e  v a n t a g e m  

d o  m é t o d o  d a  F o r m a  d e  E l i m i n a ç ã o  d a  I n v e r s a  s o b r e  o  m é t o d o  d a  

F o r m a  d o  P r o d u t o  d e  G a u s s - J o r d a n ,  n o  q u e  d i z  r e s p e i t o  r a p i d e z ,  

p r e c i s ã o  e  e s p a r s i d a d e .  

Ambos o s  m é t o d o s  c a l c u l a m  a  i n v e r s a  d a  m a t r i z  b ã s i  - 

c a  a p r e s e n t a n d o - a  como um p r o d u t o  d e  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s .  A 

d i f e r e n ç a  e n t r e  e s t e s  d o i s  m é t o d o s  r e s i d e  n o  f a t o  d e  q u e ,  o  m e -  
t o d o  d a  F o r m a  d a  E l i m i n a ç ã o  d a  I n v e r s a  a p r e s e n t a  a  i n v e r s a  como 

um p r o d u t o  d e  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  q u e  t ambém s ã o  t r i a n g u l a r e s .  

A a p r e s e n t a ç ã o  d e  B - '  é d a d a  p o r :  

o n d e  u;' 6  uma m a t r i z  e l e m e n t a r  e  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ;  

L:' 5 uma m a t r i z  e l e m e n t a r  e  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r ;  
1 



V e r i f i c a d a  a  e f i c i ê n c i a  do método da Forma da E l i -  

minação da  I n v e r s a ,  s u r g i u  o  i n t e r e s s e  em p r o c u r a r  uma m a n e i r a  

de c o n t i n u a r  o  a1 g o r i  tmo s i m p l e x ,  ( a p õ s  uma r e i n v e r s ã o ,  usando 

a  Forma da E l i m i n a ç ã o  da I n v e r s a ) ,  com a  m a t r i z  i n v e r s a  da ma- 

t r i z  b á s i  ca  na forma f a t o r i  z ada  ( 4 . 1  ) .  P r o c u r a v a - s e  uma manei - 

r a  e f i c i e n t e  e  g e r a l  de a t u a l i z a r  a  m a t r i z  i n v e r s a  da  b a s e  dada 

por  ( 4 . 1 ) .  Os métodos  s u r g i d o s  e n t ã o ,  f o r a m :  o  método de Bar -  

t e 1  e  Golub 1 1 ;  e  o  método de B r a y t o n  e t  a l i i  1 ' 1  que f o i  im- 

p l emen tado  p o r  Tomlin  1 2 7 1 .  

O uso  d e s s a s  novas  m a n e i r a s  de a t u a l i z a ç ã o ,  da i n -  

v e r s a  da b a s e  no método s i m p l e x ,  dão  l u g a r  a  novas  v e r s õ e s  do 

a l g o r i  tmo s i m p l e x ,  que n e s t e  t e x t o  denominaremos de S i m p l e x  L U .  

Devemos o b s e r v a r ,  que e s t a r e m o s  s empre  nos r e f e r i n d o  , a o  s i m p l e x  

na s u a  fo rma  do P r o d u t o  da I n v e r s a ,  com a  i n v e r s a  m a n t i d a  como 

u m  p r o d u t o  de f a t o r e s  t r i a n g u l a r e s  e  e l e m e n t a r e s  quando nos  r e -  

f e r i m o s  ao s i m p l e x  L U .  

E m  p rob l emas  de g r a n d e  p o r t e  d e n s o s ,  nos  q u a i s  a  

r e s o l u ç ã o  r e q u e r  u m  numero m u i t o  g r a n d e  de i t e r a ç õ e s ,  e  c o n s e -  

q l l en t emen te ,  u m  número m u i t o  g r a n d e  de f i l a s  e t a ,  é c o n v e n i e n t e  

após  uma r e i n v e r s ã o  a d e q u a d a ,  a d o t a r  o  s i m p l e x  LU.  O moti  vo 

d i s t o  é que e s t e  método tem como c a r a c t e r y s t i c a ,  a  manutenção  

da e s p a r s i d a d e  na r e p r e s e n t a ç ã o  de B - '  . 
Os s i s t e m a s  c o m e r c i a i s  s ã o  munidos de  u m  esquema 

de e s c o l h a  a u t o m á t i c a ,  p a r a  d e c i d i r  q u a l  v e r s ã o  do s i m p l e x  é a  

mais c o n v e n i e n t e ,  p a r a  p r o s s e g u i  r na  r e s o l  ução de u m  p r o b l e m a .  

E s t e  esquema a d o t a  o  s i m p l e x  L U ,  p a r a  p rob l emas  d e n s o s ,  e  o  Sim - 



p l e x  n a  F o r m a  d o  P r o d u t o  d a  I n v e r s a  p a r a  p r o b l e m a s  e s p a r s o s .  

O s i s t e m a  d e  FURNAS o r i g i n a l  n ã o  e r a  m u n i d o  d a  o p -  

ç ã o  L U  d o  s i m p l e x .  E s t a  o p ç ã o  f o i  i m p l e m e n t a -  

d a  p o r  n ó s  n o  r e f e r i d o  s i s t e m a ,  com o  i n t u i t o  d e  d e i x a - l o  m a i s  

e f i c i e n t e .  C a b e  t ambém s a l i e n t a r  q u e  a  i m p l e m e n t a ç ã o  d o  s im-  

p l e x  L U  r e q u e r e u  uma r o t i n a  d e  r e i n v e r s ã o  u s a n d o  o  m é t o d o  d a  

F o r m a  d a  E l i m i n a ç ã o  d a  I n v e r s a ,  q u e  t a m b é m  n ã o  e x i s t i a  n o  s i s -  

t e m a  d e  FURNAS. 

O e s q u e m a  d e  e s c o l h a ,  q u e  a d o t a m o s  n o  s i s t e m a  d e  

FURNAS, p a r a  a d o ç ã o  d o  s i m p l e x  L U  o u  a  a d o ç ã o  d o  s i m p l e x  n a  

Forma  d o  P r o d u t o  d a  I n v e r s a ,  é o  s u g e r i d o  em 1 1 : 

- c a l c u l a - s e  a  r a z ã o  e n t r e  o  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  n a  

r e p r e s e n t a ç ã o  d a  i n v e r s a  ( #  8 " )  e  o  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  n ã o  

n u l o s  d a  m a t r i z  b á s i c a  ( #  B) ; s e  a  r a z ã o  c a l c u l a d a  f o r  

m a i o r  q u e  1 . 1 ,  o  s i m p l e x  L U  é a d o t a d o ;  c a s o  c o n t r á r i o  o  sim- 

p l e x  n a  F o r m a  d o  P r o d u t o  d a  i n v e r s a  o  s e r á . .  

( #  B) 1  . 1  - s i m p l e x  n a  F . P . 1  I - 
E s t e  e s q u e m a  f o i  i m p l e m e n t a d o  n o  MPSX/370 d a  IBM 1 3 1 .  

Neste c a p í t u l o  i r e m o s  d e s c r e v e r  o  e s q u e m a  d e  a t u a -  

l i z a ç ã o  d a  i n v e r s a  d e  F o r r e s t - T o m l i n  1 1 °  l ,  a  Forma  d a  E l i m i n a -  

ç ã o  d a  I n v e r s a  e o  s i m p l e x  L U ;  a n t e s  d i s t o  p o r é m ,  d a r e m o s  a l g u -  

mas p r o p r i e d a d e s  d a s  m a t r i  z e s  t r i  a n g u l  a r e s ,  q u e  u s a r e m o s  com 

f r e q U ê n c i  a .  



4 . 1  . l .  A1 gumas P r o p r i e d a d e s  -- d a s  M a t r i z e s  --a T r i a n g u l a r e s  

( a )  D e c o m p o s i ç ã o  d e  m a t r i z e s  t r i a n g u l a r e s  

Dada uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  L(mxm) , e s t a  p o d e  s e r  

d e c o m p o s t a ,  num p r o d u t o  de  m a t r i z e s  t r i  a n g u l  a r e s  i n f e r i o r e s  

e  e l e m e n t a r e s ,  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

S e j a  m = 3 

A n a l o g a m e n t e  t e m o s  o  s e g u i n t e  p a r a  m a t r i z e s  t r i a n g u l a r e s  s u  - 

p e r i  o r e s  U(mxm) 

S e j a  m = 3 

No c a s o  g e r a l  t e r e m o s ,  p a r a  L e  U r e s p e c t i v a m e n t e  t r i  - 

a n g u l a r  i n f e r i o r  e  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  (mxm) : 

o n d e  c a d a  L .  e t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  e  e l e m e n t a r ,  d e f i n i d a  
1 

p e l a  i - é s i m a  c o l u n a  de  L ; i = m ;  



- 
onde cada U i  e  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  e  e l e m e n t a r ,  d e f i n i d a  

p e l a  i - é s i m a  co luna  de U ; i = 1 ,  . . . ,  m .  

( b )  I n v e r s ã o  de uma m a t r i z  e l e m e n t a r  -- 

Dada uma m a t r i z  e l e m e n t a r  (mxm) : 

I 

A i n v e r s a  d e s t a  m a t r i z  e l e m e n t a r  é dada p o r :  

- 1 
E = 

P 

onde 

( c )  I n v e r s ã o  de u m  p r o d u t o  de m a t r i z e s  

Dado L = L 1 . L 2  . . .  L m 

temos que:  



p a r a  

t e m o s  q u e :  

4 . 2 .  - A Forma - d e  E l i m i n a ç ã o  d a  I n v e r s a  

O m é t o d o  d e  i n v e r s ã o  d e n o m i n a d o  Forma de  E l i m i n a -  

ç ã o  d a  I n v e r s a ,  e  também c o n h e c i  do como o  mé todo  d a  D e c o m p o s i -  

ç ã o  T r i a n g u l a r ,  e s t á  b a s e a d o  no m é t o d o  de  E l i m i n a ç ã o  d e  G a u s s .  

E s t e  m é t o d o  vem s e n d o  m u i t o  u t i l i z a d o  n a s  r o t i n a s  de  r e i n v e r -  

s ã o  d o s  s i s t e m a s  d e  g r a n d e  p o r t e ,  p o r  s u a  g r a n d e  e f i c i ê n c a  em 

r e l a ç ã o  a o s  o u t r o s  m é t o d o s  c o n h e c i  d o s .  Sua  p r i n c i p a l  c a r a c t e -  

r i s t i c a  é f o r n e c e r  uma r e p r e s e n t a ç ã o  d a  i n v e r s a  n a  f o r m a  f a t o -  

r i z a d a  ( 4 . 1 ) .  

A Forma da  E l i m i n a ç ã o  d a  I n v e r s a  pode  s e r  d e s c r i -  

t a  d a  s e g u i n t e  m a n e i r a :  

Dada uma m a t r i z  B(mxm) , p a r a  s e r  i n v e r t i d a ,  denominamos  B = 





P a s s o  k : C o n s i d e r a r  o k - é s i r n o  v e t o r  d e  B ( k )  , o n d e :  

Defi n i  r :  

- 
L k  - L i 1  d a d a  p o r :  

o 

A p ó s  m p a s s o s  t e r e m o s  + I )  uma m a t r i z  t r i  a n g u l  a r  s u p e -  

r i o r ;  i s t o  é ,  c h a m a n d o  ~ ( m + 1 )  d e  U t e r e m o s  : 



Podemos e n t ã o  e s c r e v e r ,  usando a s  p r o p r i e d a d e s  ( a )  e  ( c )  da s e  - 
- 1 - 1  

ção 4.1 . I ,  (U = U . . . U 1  ; u - I  = U 1  . . . U m  ) : m 

O que s e  pode n o t a r  n o  desenvo lv imen to  do método, é q u e ,  numa 

dada i t e r a ç ã o  k , a  m u l t i p l i c a ç ã o  da m a t r i z  e l e m e n t a r  ~ k '  , 

p e l a  m a t r i z  B ( ~ )  , nada mais é que as  s e g u i n t e s  o p e r a ç õ e s  e l e  - 

mentares  e f e t u a d a s  em B ( ~ )  : 

( k )  ; ( e l e m e n t o  p i v o t )  ( a )  D i v i d i r  a  l i n h a  k p e l o  e l emen to  b k k  

( b )  Para cada l i n h a  i  , i > k e x e c u t a r  a  ope ração  e l e m e n t a r  

de s u b s t i t u i ç ã o  da l i n h a  i  p e l a  combinação l i n e a r  das 

l i n h a s  i e  k , dada p o r :  

- 1 
Os e lemen tos  da m a t r i z  B ( ~ " )  = L k  . B C k )  , podem s e r  

dados p e l  as equações  : 

( k + ! )  
bi j = b ! k )  , p a r a  i  < k ; j = 1 , 2 , . . . , m  

1 J  



Podemos v e r i f i c a r  p e l a  e q u a ç ã o  ( 4 . 2 ) ,  q u e  o s  e l e m e n t o s  n a s  l i -  

n h a s  j á  p i  v o t e a d a s ,  n ã o  s e  m o d i f i c a m .  D e s t a  m a n e i r a  o s  e l e m e n -  

t o s  n u l o s  n e s t a s  l i n h a s  n ã o  s e  t o r n a r ã o  n ã o  n u l o s  no d e c o r r e r  

do p r o c e s s o .  Cabe l e m b r a r  q u e  num m e t o d o  d e  r e i n v e r s ã o  e s t a -  

mos s e m p r e  p r e o c u p a d o s  com a  n ã o  p r o p a g a ç ã o  de e l e m e n t o s  n ã o  

n u l o s ,  a s s u n t o  e s t e ,  j á  a b o r d a d o  no  c a p i t u l o  111.  

A s e g u i  r d a r e m o s  u m  e x e m p l o  de  a p l i  c a ç ã o  do  m é t o d o .  

Exemplo  1 :  

P a s s o  1 :  C o n s i d e r a n d o  o  p r i m e i r o  v e t o r  c o l u n a  d e  B ( 1 )  . 



Passo  2 :  C o n s i d e r a n d o  o  s egundo  v e t o r  c o l u n a  de B (2) 

O 

Passo  3  : Cons ideremos  o  t e r c e i r o  v e t o r  c o l u n a  de B ( 3 )  . - 



P o r  o u t r o  l a d o  t e m o s :  

F i n a l m e n t e  t e m o s  : 

4 . 3 .  O Esquema d e  A t u a l i z a ç ã o  da  I n v e r s a  de  F o r r e s t - T o m l i n  - Des- 

c r i  c ã o  M a t e m á t i  c a  

Suponhamos  q u e  a  r o t i n a  d e . r e i n v e r s ã o  t e n h a  s i d o  e x e c u  - 

t a d a ,  q u e  t e n h a m o s  ~ ~ ' ( m x m )  n a  f o r m a  d e  u m  p r o d u t o  d e  f a t o r e s  

t r i a n g u l a r e s  e  e l e m e n t a r e s :  

O p r o b l e m a  de  a t u a l i z a ç ã o  da  i n v e r s a  p o d e  s e r  c o l o c a d o  d a  s e -  

g u i n t e  m a n e i r a :  S e j a  a  m a t r i z  b á s i c a  B(mxm) d a d a  p o r  s e u s  ve - 

t o r e s  c o l u n a s ,  



S e j a  a  o  v e t o r  c o l u n a  d e  B , q u e  s e r á  s u b t i t u i d o  p e l o  v e -  
P  

t o r  a  , n ã o  p e r t e n c e n t e  5 b a s e ,  f o r m a n d o  a s s i m ,  a  m a t r i z  
- 

9  
B(mxm) d a d a  p o r :  

O m e t o d o  de  a t u a l i z a ç ã o  q u e  denominamos  a q u i  d e  F o r r e s t - T o m l i n ,  

é d e v i  do  B r a y t o n  e t  a1 i i  1 1 ,  e  é também c o n h e c i  do como mé todo  

pseudo-LU.  N e l e  p a r t i m o s  com a  m a t r i z  B - I  n a  f o r m a  d a d a  p o r  

( 4 . 5 ) ,  mas no  e n t a n t o  a  f o r m a  t r i a n g u l a r  não  s e  mantém d u r a n t e  

o  p r o c e s s o ;  m a n t e n d o  s o m e n t e  a  f o r m a  do p r o d u t o  d e  f a t o r e s  e l e -  

m e n t a r e s .  

A e x p r e s s ã o  ( 4 . 5 )  pode  s e r  e s c r i t a  d a  s e g u i n t e  ma- 

n e i  r a  : 

-1  8 - l  = U . 5 

d e s s a  ' f o r m a  t e m o s  q u e :  

com U t r i a n g u l a r  s u p e r i o r .  P o r  o u t r o  l a d o  t emos  q u e  ( L - '  ,E) 

n ã o  s e r á  n e c e s s a r i a m e n t e  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  p o i s  ( L - ' .  a q )  p c  

de  s e r  u m  v e t o r  q u a l q u e r .  S e j a :  

podemos e s c r e v e r :  



O o b j e t i v o  do m é t o d o  d e  F o r r e s t - T o m l i n  é d e f i n i r  m a t r i z e s  d e  

t r a n s f o r m a ç õ e s  e l e m e n t a r e s ,  q u e  a p l i c a d o s  à L - '  a  t o r n e m  

t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  sem c o n t u d o ,  m o d i f i c a r  o s  e l e m e n t o s  n a s  r e  - 

g i õ e s  1 , 2  e  3 da m a t r i z  d a d a  p o r  ( 4 . 6 ) .  

A p r i m e i  r a  t r a n s f o r m a ç ã o  executada é a  mul t ip l i cação  de 

L - '  à d i r e i t a  p o r  uma m a t r i z  de  p e r m u t a ç ã o  Q , q u e  t r a n s f i -  
P r a  a  c o l u n a  a p a r a  a  p o s i ç ã o  m , d e s l o c a n d o  a s  c 0 1  u n a s  

p+ l  , . . . , m  uma p o s i ç ã o  à e s q u e r d a ;  s e j a :  

A m a t r i z  H é uma m a t r i z  d e  H e s s e n b e r g  s ' u p e r i o r ,  e  pode  s e r  

t r a n s f o r m a d a  em uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  de  d i  v e r s a s  

m a n e i r a s .  O m é t o d o  de  F o r r e s t - T o m l i n  a d o t a  a  e s t r a t é g i  a  de  e l i  

m i n a r  em H , o s  e l e m e n t o s  d a  l i n h a  p  , n a s  c o l u n a s  p  a  m-1, 

p a r a  o b t e r  uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  p e r m u t a d a .  

Suponhamos  q u e  a s  m o d i f i c a ç õ e s  em H d e s c r i  t a s  no 



p a r á g r a f o  a n t e r i o r  s e j a m  p r o v o c a d a s  p o r  uma m a t r i z  q u e  denomi.- 

n a r e m o s  d e  R - '  ; - m a i s  a d i a n t e  e s p e c i f i c a r e m o s  q u e  é R-' ; 

s e j a :  

V é uma m a t r i z  t r i a n g u l  a r  s u p e r i o r  p e r m u t a d a .  A p l i c a n d o  a  

p e r m u t a ç ã o  Q -  ' n a s  l i n h a s  d e  V , t e r e m o s  uma m a t r i z  c o m p l e t a  - 

m e n t e  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  Ü . A p e r m u t a ç ã o  Q - '  d e s l o c a r a  a  

p - é s i m a  l i n h a  p a r a  a  p o s i ç ã o  m , d e s l o c a n d o  a s  l i n h a s  p + l  a  

m uma p o s i ç ã o  a c i m a  

De ( 4 . 7 )  podemos  e s c r e v e r :  

i n ve r t e n d o  t e  remos  : 

De ( 4 . 8 )  podemos  e s c r e v e r  



i n v e r t e n d o  t e r e m o s :  

S u b s t i t u i n d o  ( 4 . 1 1 )  em ( 4 . 1 0 )  t e r e m o s  B - I  d a d a  p o r :  

De ( 4 . 9 )  podemos  e s c r e v e r :  

v = Q.ü ; 

i  n v e r t e n d o  t e r e m o s  : 

-- I S u b s t i t u i n d o  ( 4 . 1 3 )  em ( 4 . 1 2 )  t e r e m o s  também B d a d a  p o r :  

8-1 = Q e u - l  * Q - l  . R - l  . L -1 ( 4 . 1 4 )  

-- I Deveremos  a g o r a  o b t e r  a  f o r m a  do p r o d u t o  d e  B . 
S e  o b t i v e r m o s  a  f o r m a  do  p r o d u t o  d e  , a f o r m a  do  p r o d u t o  d e  

-- I B - é i m e d i a t a ,  uma v e z  q u e ,  i n v e r t e r  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  e  

uma o p e r a ç ã o  s i m p l e s .  A e x p r e s s ã o  ( 4 . 1 4 )  p o d e  s e r  t o m a d a  como: 

Na t e n t a t i v a  d e  s e r m o s  m a i s  e x p l 7 u i t o s  f a r e m o s  

a n t e s  de  p r o s s e g u i  rmos , a 1  gumas o b s e r v a ç õ e s  s o b r e  a s  p e r m u t a ç õ e s  

Q e  Q - '  u t i  l i  z a d a s  d u r a n t e  o  p r o c e s s o .  

S e j a  Q a  p e r m u t a ç ã o  q u e  l e v a  a  c o l u n a  p  d a  ma- 
- 

t r i z ,  a  q u a l  e s t á  s e n d o  a p l i c a d a ,  p a r a  a  p o s i ç ã o  m , 

d e s l o c a n d o  a s  c o l u n a s  p + l  a  m uma p o s i ç ã o  2 e s q u e r d a .  N e s t e  

c a s o  Q a p l i c a d a  ã d i r e i  t a  d a  m a t r i z .  



S e j a  A uma m a t r i z  (mxm) d a d a  p o r  s e u s  v e t o r e s  

c o l u n a s ,  e  a p l i q u e m o s  a p e r m u t a ç ã o  Q a  A : 

A p e r m u t a ç ã o  Q-' q u a n d o  a p l i c a d a  à d i r e i  t a  d e  A 

e f e t u a r á  a  s e g u i n t e  m o d i f i c a ç ã o  em A : 

Quando a s  mesmas p e r m u t a ç õ e s  s ã o  a p l i c a d a s  e s q u e r  - 
da da m a t r i z  A o c o r r e m  a s  s e g u i n t e s  m o d i f i c a ç õ e s  n a s  l i n h a s  d e  

A : ( t omemos  a g o r a  A d a d a  p o r  s u a s  l i n h a s )  

V o l t e m o s  a g o r a  à e x p r e s s ã o  ( 4 . 1 5 )  p a r a  a  p a r t i  r 

dai '  c o n s e g u i r m o s  a  f o r m a  do p r o d u t o  d e  . Podemos v e r i f i c a r  

no  e n t a n t o ,  q u e  a  f o r m a  do p r o d u t o  d e  L , j á  a  t e m o s ,  a t r a v é s  

da f o r m a  do p r o d u t o  d e  B ; R é uma m a t r i z  e l e m e n t a r  p o r  c o n s  - 

t r u ç ã o ,  como v e r e m o s  ; p o r t a n t o  s ó  n o s  f a l  t a  a  d e c o m p o s i ç ã o  d e  

Q .TT. Q - I  n u m  p r o d u t o  d e  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  p a r a  t e r m o s  a  f o r -  
- 

ma do p r o d u t o  d e  B . 



Tomemos e n t ã o  v . S e g u n d o  o  d e s e n v o l v i m e n t o  d o  m e -  
- 

t o d o  t e m o s  q u e  U é d a d a  p a r :  

- 
Como U é t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  p o d e  s e r  d e c o m p o s t a  d a  s e g u i n t e  

f o r m a :  

o n d e  Üm é d a d a  p o r :  



J/  
j - é s i m a  c 0 1  una  

e Ü j  p a r a  j = 1  > p - 1  é d a d a  p o r :  

4- 
j - é s i m a  c o l u n a  

C a b e  o b s e r v a r  q u e  e s t a m o s  p r o c u r a n d o  o b t e r  a f o r m a  
# 

d o  p r o d u t o  d e  5 p a r t i r  d a  f o r m a  d o  p r o d u t o  d e  B . I s t o  e ,  
= 

n o s  i n t e r e s s a  s o b r e t u d o ,  q u e  a  f o r m a  d o  p r o d u t o  d e  B s e j a  d e -  

r i v a d a  d a  f o r m a  d o  p r o d u t o  d e  B d e  m a n e i r a  s i m p l e s  e d i r e t a .  

Com e s t e  o b j e t i v o  v a m o s  t e n t a r  a s s o c i a r  a  f o r m a  d o  p r o d u t o  d e  
- 
U com a  f o r m a  d o  p r o d u t o  d e  U d a d a  p o r  ( 4 . 5 . A ) .  

S e j a  U = U . . .  U 1  y 



o n d e  U j + l  é d a d a  p o r :  

J. 
j + l - é s i m a  c o l u n a  

- 
S e j a  " j + l  a  m a t r i z  e l e m e n t a r  i d ê n t i c a  a  

' j + i  s o m e n t e  com 

o  e l e m e n t o  u 
p j + l  

a n u l  a d o .  

.I. .I. 
p-és i  ma j+ l  -ésima 
c01 una c01 una 



- 
Mul t i  pl i  cando " j + l  por  Q a  d i r e i  t a  temos: 

j -és ima co luna  

- - 
Mul t i  pl i  cando U j + l  . Q  a  e sque rda  por  Q - I  temos : 

+ 
j -és i ma 
c01 una 

P o r t a n t o  temos que :  



- 
I s t o  é c o n s e g u i m o s  d e f i n i r  U j  a t r a v é s  d e  U j + l  , q u e  p o r  s u a  

v e z  e s t á  a s s o c i a d a  a  U j + l  

Tomemos a g o r a  Ü , j = 1  ,.. . ,p -1  . 
j 

Ve r i  f  i camos 

q u e  Ü = U j = 1 , .  1  . P o r  o u t r o  l a d o  também podemos v e  
j j - 

r i f i c a r  q u e  Ü = Q - '  Ü j  Q , j = 1  y . . . y p - l  . S e j a :  
j 

I. 
p - é s i m a  c o l u n a  

- 
a p l i c a n d o  Q e  Q - '  a  U j  t e m o s :  

I. 
p-ésima coluna 

I s t o  é :  

Q - l  - . U . . Q  = Ü  = U , p a r a  j = l y . . . y  p-1 
J j j 



S u b s t i t u i n d o  ( 4 . 1 6 )  e  ( 4 . 1 7 )  em ( 4 . 1 5 . A )  t e m o s :  

- -1 - -1 - . U P t 1  Q .  Q - I  a U  -1 - U = Ü m . Q  . U m  Q ... Q 
P-1  

Q . . .  Q . U 1  Q 

- -1  - U = ü . Q  . u  ... u . u  m m p t l  p -1  . . .  U 1 . Q  ( 4 . 1 8 )  

S u b s t i t u i n d o  ( 4 . 1 8 )  em ( 4 . 1 5 )  t e m o s :  

- -1  - B = L.R.Q.Ü,.Q . U m  . . .  U . U  - 1  
p t l  

p-1  . .  . U 1  .Q .Q 

P o r t a n t o  

- -1 - -1 - B = L . R . Q . Ü m . Q  . U m s Q  . U m  . . .  U p t l  . U  p-1  .. . U 1  

Chamando  Q . Ü m . ~ - '  d e  W t e m o s  q u e :  

1. 
p - é s i m a  c 0 1  u n a  

- 
O b t i v e m o s  p o r t a n t o  a  f o r m a  do  p r o d u t o  p a r a  B , a  

p a r t i r  d e  ( 4 . 1 4 ) :  



L tem a  s e g u i n t e  f o r m a  do  p r o d u t o :  

R - 1  p o r  s u a  c o n s t r u ç ã o  como v e r e m o s  a  s e g u i r ,  é uma m a t r i z  e l e -  

m e n t a r ,  p o r t a n t o  R também o  s e r á .  

A f o r m a  do p r o d u t o  d e  Q Ü Q" p o d e  s e r  o b t i d a  d a  

f o r m a  do  p r o d u t o  de U , d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

S e j a  U = U ... U . U  . U  m p+1 P  P - 1  . . . U 1  

( a )  e l i m i n a r  a  p - é s i m a  m a t r i z  e l e m e n t a r  (U ) ,  d a  d e c o m p o s i ç ã o  d e  
P  

u ; 

( b )  a n u l a r  n a s  m a t r i  z e s  e l e m e n t a r e s  U p , l , .  . , U m  o s  r e s p e c t i -  

v o s  e l e m e n t o s  : u p p + l  ,. . . , U  , p r o d u z i n d o  a s  m a t r i z e s  e l e -  
Pm 

m e n t a r e s  U p + l  , . . . , U m  ; 

( c )  a c r e s c e n t a r  a o  p r o d u t o  a  m a t r i z  e l e m e n t a r  W , d e f i n i d a  p e l o  
- - 

v e t o r  aP = R ' . a p  n a  p - é s i m a  c o l u n a .  

A e x p r e s s ã o  ( 4 . 1 4 )  p o d e  s e r  e s c r i  t a  como: 

-- 1  C o n s e q u e n t e m e n t e  B é d a d a  p o r :  

Vamos a g o r a  e s c l a r e c e r  como s e  o b t é m  R Convém 

l e m b r a r  q u e  R - '  f o i  a  m a t r i z  u t i l i z a d a  p a r a  z e r a r  em H o s  

e l e m e n t o s  d a  l i n h a  p  , n a s  c o l u n a s  p  a  m-1. Lembremos t a m -  

bém q u e :  



-1 - - 1  -1 - 1  H = L .B .Q = ( L  a , .  . . L .  .a ,L-' .ap+l ,L-' . ap+2,.  . . , L  . a  ,L-' .a  ) = 
-. p-1 Pm 9  

- 1  - 1  - 1  - 1  - 1  - u = L .B = ( L  a , .  . . L . a  ,L-'.a , L  .aptl .. , L  a p m )  
- 

P-1 P  

S e  R - '  f o s s e  a p l i c a d o  a  U z e r a r i a  o s  e l e m e n t o s  u  p p t l  y u p p + 2 '  

. . . ,  u q u e  s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  i g u a i s  a h p p  , h p p + ,  . .  . .  , 
Pm 

h pm-1 , Usaremos  e s t e  f a t o ,  p a r a  d e d u z i r  R - ' .  

A e x p r e s s ã o  d e  U com o s  e l e m e n t o s  u = ( ) , i =  
P i 

p + l  ,. . . , m  d e n o m i n a r e m o s  R - '  .U e é d a d a  p o r :  

-t o n d e  u  = ( O , .  . . , O , U ~ ~ + ~  ,. . . , u p m )  

- 
e e e  o  p - é s i m o  v e t o r  c o l u n a  da  m a t r i z  I ( m x m ) .  Podemos v e -  

P  
r i f i c a r  i s t o  com um e x e m p l o :  

S e j a  

s u p o n h a m o s  p  = 2  



Como U é i n v e r s i v e l  ( 4 . 1 9 )  pode  s e r  e s c r i t a  como: 

t -t -1 Chamando r = - u  . U  = ( O , .  . . , O  , rp+ ,  , . . . , r m )  , a  m a t r i z  

s e r á  uma m a t r i z  l i n h a  e l e m e n t a r ,  e  d a d a  p o r :  



Na t e n t a t i v a  d e  s e r m o s  m a i s  e x p l  i c i  t o s  a p l i c a r e m o s  

a s  t r a n s f o r m a ç õ e s  do m ê t o d o  d e  F o r r e s t - T o m 1  i n ,  numa m a t r i z  g e n é  - 

r i c a  ( 5 x 5 ) .  

Exemplo :  

S e j a  B uma m a t r i z  ( 5 x 5 )  d a d a  p o r  s e u s  v e t o r e s  c o -  

1  u n a s  

- 
S e j a  B a  m a t r i z  q u e  s e  o b t é m  s u b s t i t u i n d o  o  v e t o r  a 3  d e  B 

p e l o  v e t o r  a  
9  

F a r e m o s ,  p a r a  e s t e  c a s o  p a r t i c u l a r ,  t o d o  o  d e s e n -  

v o l v i m e n t o  do m é t o d o  d e  F o r r e s t - T o m l i n ,  com o  i n t u i t o  d e  e s c l a -  

-- 1  r e c e r m o s  a  o b t e n ç ã o  d a  f o r m a  do p r o d u t o  d e  B . 

S e j a  L - '  t a l  q u e :  

F a z e n d o  aP = L - '  . a  t e r e m o s  
9  



Nesse caso  ( p = 3 ) .  

Apl icando a  permutação Q a  ( 4 . 2 1 )  temos:  

S e j a  R - '  a  m a t r i z  de t r a n s f o r m a ç ã o  que z e r a r ã  

os e l emen tos  u 3 4  e U35 '  i s t o  é,  U ~ ~ + ~ , . . . , U  
Pm 

R - '  é t a l  

que além de z e r a r  os e l emen tos  e s p e c i f i c a d o s ,  somente modi f i ca  

os  e l emen tos  da Últ ima co luna  de H . 



- 1 S e j a  R . 

Teremos  e n t ã o :  

Apl i c a n d o  Q -  ' a  V o b t e m o s :  

onde ? = c? 1 i=1y.e.y5 ; 

i # 3  



o n d e  

- 
P o r  ( 4 . 1 5 )  t emos  B d a d a  p o r :  

- 
B = L.R.Q.Ü.Q-I 

o n d e  Q.Ü.Q-I pode  s e r  e s c r i  t a  como: 

q u e  pode  s e r  e s c r i  t a  como: 

o n d e :  



c o m  p a r a n d o  a decomposição de Q.Ü.Q-I com a d e c o m p o s i ç ã o  de 

vemos que: 

- 
# 

Q.Ü4.Q-' = G5 onde U 5  e U 5  c o m  o elemento u~~ = O ;  

- - 
d 

Q.Ü3.Qm1 = U 4  o n d e  U 4  e U 4  c o m  o elemento U34 = o ;  

Q.Ü,.Q-' = U, e Q . U ~  .Q-' = u 1  

F azendo 

W = Q.Ü5 .Q-' 



podemos e s c r e v e r  ( 4 . 2 5 )  como: 

s u b s t i t u i n d o  ( 4 . 2 6 )  em ( 4 . 2 4 )  t e m o s :  

e  t e r e m o s  p o r t a n t o  

O p r o c e s s o  p o d e  s e r  c o n t i n u a d o  a  p a r t i r  d e  ( 4 . 1 2 )  

u s a n d o  o  f a t o r  v ~ Q - '  em 1  u g a r  d e  U . P a r a  da rmos  a  c o n t i n u a  - 
ç ã o  do p r o c e s s o  c o n s i d e r e m o s  a  s e g u i n t e  mudança  d e  n o t a ç ã o :  

- 
B = L . R . V . Q - I  é m o d i f i c a d a  p a r a  

- 1 - 1  E1 = L .R1 . V . Q l  , f a z e n d o  R1 = R  , Q1 = q - l  , 

Tomando v.Q;' = V ( ' 1  t e r e m o s :  

Na i t e r a ç ã o  k t e r e m o s  p o r t a n t o :  

ou  a1 t e r n a t i  v a m e n t e  



Ao i n i c i a r m o s  o  m é t o d o  d e  F o r r e s t - T o m l i n  t e m o s  a s  

f i l a s  e t a  a r m a z e n a d a s  em d u a s  e s t r u t u r a s  d i s t i n t a s  : uma e s t r u -  

t u r a  n a  q u a l  a rmazenamos  a s  f i l a s  e t a  c o r r e s p o n d e n t e s  2 s  m a t r i  - 

z e s  t r i a n g u l a r e s  s u p e r i o r e s  U i  ; e  o u t r a  e s t r u t u r a  n a  q u a l  

a r m a z e n a m o s  a s  f i l a s  e t a  c o r r e s p o n d e n t e s  ãs m a t r i z e s  t r i a n g u l a  - 

r e s  i n f e r i o r e s  L i  . Na c o n t i n u a ç ã o  do m é t o d o  f a z - s e  o  a r m a z e  - 

n a m e n t o  d e  c a d a  W - I  g e r a d a  no  g r u p o  d a s  f i l a s  e t a  U i  ; e  

c a d a  R - '  g e r a d a  é a r m a z e n a d a  no  g r u p o  d a s  f i l a s  e t a  L i .  

A s e g u i r  d a r e m o s  a  d e s c r i ç ã o  do a l g o r i t m o s  sim- 

p l e x  com a  a t u a l  i  z a ç ã o  d e  F o r r e s  t-Tom1 i n ,  q u e  d e n o m i n a r e m o s  de  

s i m p l e s  L U .  Cabe o b s e r v a r  q u e  o  m é t o d o  d e  F o r r e t - T o m l i n  n ã o  

mantém a  f o r m a  L U  da  m a t r i z  i n v e r s a  d a  b a s e ,  mas c o n s e r v a  no  

e n t a n t o  a  f o r m a  do p r o d u t o  d e  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s .  



4 . 4 .  O s i m p l e x  LU 

A fo rma do p r o d u t o  da i n v e r s a  do s i m p l e x  r e v i s a d o  

com a  a t u a l i z a ç ã o  da i n v e r s a  de F o r r e s - T o m l i n  l Q  pode s e r  dez 

c r i t a  da s e g u i n t e  fo rma :  

Suponhamos B - I  dada como u m  p r o d u t o  de f a t o r e s  t r i a n g u l a r e s  

e  e l e m e n t a r e s  : 

u -  ' i  é t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  e  e l e m e n t a r ;  

L f l  é t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  e  e l e m e n t a r ;  

i  = l y . . . y m  

I n i c i a l i z a r  k = O 

P a s s o  1 : Cá1 c u l o  da s o l u ç ã o  b á s i c a  a t u a l  

Pas so  2 :  . C á l c u l o  dos c u s t o s  r e l a t i v o s  

C a l c u l a r  p r i m e i  ramente  

depoi  s  

( c j  - z j )  = ( c j  - r . a . )  j t a 1  que  x s e j a  
J j 

V . N . B .  



P a s s o  3 :  E s c o l h a  da  v a r i á v e l  q u e  e n t r a  na  b a s e :  

S e j a  x t a l  q u e  
9 

c  - z  = m i n { ( c  - z . ,  j t a l  q u e  x s e j a  
9  9  j J j 

v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a  

Se  c  - z  > O  
9  

a  s o l u ç ã o  a t u a l  é ó t i m a ;  p a r e  
q  - 

c a s o  c o n t r á r i o  x  e n t r a  n a  b a s e .  
9  

P a s s o  4 :  A t u a l i z a ç ã o  do v e t o r  q u e  e n t r a  n a  b a s e :  

I s t o  f e i t o  em d u a s  e t a p a s :  

C a l c u l a r  p r i m e i r a m e n t e  

O v e t o r  aP s e r á  u t i  1  i z a d o  n a  c o n s t r u ç ã o  de  R - '  mai s  

a d i a n t e ;  

c o n t i n u a r  a  a t u a l i z a ç ã o  do v e t o r  q u e  e n t r a  na  b a s e :  

I s t o  é,  f o i  c a l c u l a d o  na  v e r d a d e  - 1 
Yq 

= B . a  = 
9  

P a s s o  - 5 :  E s c o l h a  da  v a r i á v e l  q u e  d e i x a  a  b a s e  

S e j a  

Se  n ã o  e x i s t e  y i q  > O , p a r e ;  o  p r o b l e m a  é i l i m i t a d o .  

C a s o  c o n t r á r i o  x s e r á  a  v a r i ã v e l  q u e  d e v e  d e i x a r  a  
P  

b a s e .  



P a s s o  6 :  A t u a l i z a ç ã o  d a  i n v e r s a :  

( 1 )  D e f i n i ç ã o  d a s  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  R-' e c 
d e  U = U m . U  m-1 " '  1  

-t t i  r a m o s  u  = ( O . .  . * O .  up  p + l  . u p  p + 2  .. . . U > Pm 
-t -1  R-' = I - e  . u  . U  

P  

o n d e  I é a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  

e é o  p - e s i m o  v e t o r  d a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  
P  

S e j a :  

-P c o n s t r u i r  a  m a t r i z  e l e m e n t a r  w-' com p i  v o t  a 
P  

+ 
c o l u n a  p 

-P a 
o n d e  - - .. i 

'i - -- -P i = l . . . . 9 m  ; i # p  
a P  

1  w = -- 
P  -P a 

P  

a  e x m p r e s s ã o  d e  p o d e  s e r  d a d a  p o r :  



( 2 )  M o d i f i c a ç ã o  d a  m a t r i z  U - '  

é m o d i f i c a d a  p a r a :  

U - I  é e l i m i n a d a  do p r o d u t o  
P 

- 
Ü , j = p + l , .  , . , m  e  e x a t a m e n t e  i g u a l  á m a t r i z  

j 

e l e m e n t a r  U mas com o  p - é s i m o  e l e m e n t o  na  
j 

c o l u n a  q u e  a  d e f i n e  z e r a d o .  W -  é i n c l u i d a  

no p r o d u t o  d e  U-'. 

A nova  m a t r i z  b á s i c a  o b t i d a  s u b t i t u i n d o  o  v e t o r  

c o l u n a  a  p e l o  v e t o r  c01 una  a  , t em a  s u a  r e p r e s e n t a ç ã o  da  
P  9  - 

da p o r :  

-- 1  - 1  --1 -1  - 1  - 1  i3 = ( u ; ' .  . . U  p-1 Ü p t l  . . U m  . U  ) . ( R - '  . L m  ,. . L 1  ) 

A g r e g a r  W - I  a o  c o n j u n t o  d e  f i l a s  e t a  U i  , e  R - '  a o  c o n j u n  - 
t o  de  f i  1  a s  e t a  L i  Vol t a r  a o  p a s s o  1 .  

A s e g u i  r d a r e m o s  u m  e x e m p l o  de  a p l i c a ç ã o  do  m e t o -  

do de F o r r e s  t-Tom1 i n .  

Exemplo :  

P r o b l e m a :  



Forma P a d r ã o :  

3x1  -i- 5 x 2  + x 3  = 15 

5 x 1  + 2 x 2  + x  = 10 4  

-5x1  - 3 x 2  = Q ( x )  + m i n !  

R e s o l u ç ã o  p e l o  s i m p l e x  n o r m a l  

l a .  solução 

x  1  = x 2 = 0  ; x 3 = 1 5 ;  xq = 10 

Q ( x >  = 0 

X 3  X4  

+lg;: 1  -315  9  

2a. solução - 
x  1  = 2 ; x 3 = 9  ; x 2 = x 4 = 0  

- 
2  35 X3 - X4 = o 

5/19 16/19 Q(x )+  - 
19 

235 Q ( x )  = - - 
1.9 

a  solução ót ima. 

2 

X, 

A g o r a  da remos  a  r e s o l u ç ã o  do mesmo p r o b l e m a  p e l o  s i m p l e x  LU.  

X X 
1 2  X 3  X 4  3a. s o l  ução 

x o 1  5/19 -3119 45/19 
- 20 . - X1 - -' 45 . 

1  O -2119 5/19 20119 19 ' '2 - 19 ' 



Resolução do mesmo problema p e l o  s implex LU 

i! i  t e r a ç ã o  

- Var iáve i s  b á s i c a s :  x g l  = x3 , x g 2  - x4 ; 

Var iáve i s  não bás i  cas x l  , x 2  

que s ão  r e spec t i vamen te ,  a  ma t r i z  b á s i c a ;  o  v e t o r  dos termos 

independen tes ,  e  os cu s to s  das v a r i á v e i s  b á s i c a s .  

Passo 1 : Cálculo  da so lução :  

Passo - 2 :  Cá1 cu lo  dos cus to s  r e l a t i v o s  

Passo -- 3 :  Escolha da va r i áve l  que e n t r a  na ba se :  

x1 e n t r a  na base  

Passo 4 :  A tua l i z ação  do v e t o r  que e n t r a  na b a s e :  



P a s s o  5 :  E s c o l h a  da  v a r i á v e l  q u e  s a i  da b a s e :  

x s a i  da b a s e ;  i s t o  é x e n t r a  no l u g a r  d e  x g 2 .  4 1  

P a s s o  6 :  A t u a l i z a ç ã o  da b a s e :  ( p = 2 )  

- 
R - ~  = I , CLP = R-'. ,P = I:] ; YP é o  e l e m e n t o  p i v o t .  

w m l  é c o n s t r u i d a  a  p a r t i r  d e  C L ~  e  com -P a2 como 

p i  v o t .  

O b t e n ç ã o  da n o v a  U - I  com a  e l i m i n a ç ã o  d e  u;' e  

o  a d i  c i o n a m e n t o  d e  w-' no  c á l c u l o  da n o v a  u-' , (UN -1 ) .  . 

Nova a t r i b u i ç ã o :  U" t u-' ; t U - I  ; uil t W - l  N 1  1  

S e j a :  

Nova a t r i b u i ç ã o :  L - '  t L N '  

Te remos  e n t ã o :  



2: I t e r a ç ã o :  

V a r i á v e i s  b á s i c a s :  xBl  = xg  ; xg2 = x l  

Vari  ã v e i  s  não b i s  i c a s  : X2 e  x 4 

P a s s o  1 :  C á l c u l o  da s o l u ç ã o  a t u a l :  

Pa s so  2 :  C á l c u l o  dos c u s t o s  r e d u z i d o s  

P a s s o  3 : e s c o l h a  da v a r i á v e l  que  e n t r a  na b a s e  

X2 e n t r a  na b a s e .  

P a s s o  4 : a t u a l i z a ç ã o  do v e t o r  que  e n t r a  na b a s e :  

P a s s o  5 :  e s c o l h a  da v a r i á v e l  que  s a i  da b a s e :  

X 3  s a i  da b a s e ;  x2 e n t r a  no l u g a r  de X B 1  



P a s s o  6 :  A t u a l i z a ç ã o  da i n v e r s a :  ( p = l )  

Temos que :  

Obtenção  de w-' a  p a r t i r  de  ãP com e l e m e n t o  p i v o t  ~7 

Obtenção  da nova u-' com a  e l i m i n a ç ã o  de u;' e o  a n u l a m e n t o  

do e l e m e n t o  u - 1  
12  em  "2 e  o  a d i  c i onamen to  de W - I  no cá1 cu - 

10 da nova U - I  ( U N I )  

-- 1  U 2  f o i  c o n s e g u i d a  de u;' , z e r a n d o  o  e l e m e n t o  u 1 2 .  Nova 

a t r i b u i ç ã o :  



V
)
 

a, 
L
'
 

rb 
C

, 
s
 

a, 
f
 

a, 

a, 

V
)
.
 

a, 
N

 
.
r
 

L
 

C
, 



16  ( c ,  - z 4 )  = O - (-- 16 ) = --- 
19 19 

Todos  p o s i t i v o s ,  p o r t a n t o  a  s o l u ç ã o  é Ó t i m a .  

4 . 5 .  A s p e c t o s  C o m p u t a c i o n a i s  

Na i m p l e m e n t a ç ã o  do s i m p l e s  L U ,  u t i l i z a m o s  o  a r m a -  

z e n a m e n t o  d a s  f i l a s  e t a  em d u a s  e s t r u t u r a s  d e  f i l a s  d a  s e g u i n t e  

f o r m a :  a  r o t i n a  d e  i n v e r s ã o  f o r n e c e  B - I  como o  p r o d u t o  

a s  f i l a s  e t a  ~f ' , i = 1 . .  , s ã o  a r m a z e n a d o s  n o  i n í c i o  da 

e s t r u t u r a  d e  f i l a  d e n o m i n a d a  ETA; e  a s  f i l a s  e t a  L;' , i = 1  ,. 
. .. , m s ã o  a r m a z e n a d a s  no f i m  da  e s t r u t u r a  ETA: 

T Õ ~ O  ; W - I  R - '  ;Topo 

\ - 1  
e s t r u t u r a  

u;l u;l . . .  u - l  I + + L m  . . . L *  m ETA 

A f i l a e t a  W - '  c r i a d a  é a c r e s c e n t a d a  na  p a r t e  d e t r á s  d a  e s t r u  - 

t u r a ,  no t o p o ;  a  f i l a  e t a  R - '  , q u a n d o  c r i a d a ,  é a c r e s c e n t a d a  na 

p a r t e  d a  f r e n t e  da  e s t r u t u r a ,  no  t o p o .  

A s u p e r i o r i d a d e  do e s q u e m a  L U  em r e l a ç ã o  a o  s i m -  

p l e x  na  f o r m a  do P r o d u t o  d a  I n v e r s a  f o i  c o m p r o v a d a  na p r á t i c a  

p o r  F o r r e s t - T o m l i n  1 2 7 1 ;  t a l  e s t u d o  c o m p a r a t i v o ,  p o r  s i  s ó  j u s -  

t i f i c a  a  i m p l e m e n t a ç ã o  em s i s t e m a s  d e  g r a n d e  p o r t e  da o p ç ã o  L U  

d e  a t u a l i z a ç ã o  d a  i n v e r s a  da  b a s e .  Daremos a g o r a  o  es tudo  compa - 

r a t i v o  f e i t o  em 1 2 6 1 ,  no  q u a l  podemos a v a l i a r  d e  m a n e i r a  d i r e t a  



a  p r o p a g a ç ã o  de e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  n a  r e p r e s e n t a ç ã o  d a  i n -  

v e r s a ,  u t i l i z a n d o  o  s i m p l e x  L U  e a  Forma do P r o d u t o  d a  I n v e r s a  

do  s i m p l e x :  

Prob 1  emas A B C D 

Número de 
l i nhas  do ~ r o b .  

Número de 
coluna do prob. 1350 2452 1156 6596 

Número de e l e -  
mentos não 10503 12395 99 87 22471 
nulos no pro- 
b  l  ema 

~Úmero de e l e -  
mentos não 
nulos na i n v e r  4281 6583 2566 809 1  

s a  após a  r e i n  - 
versão 

P 

Número de e l e -  
mentos não nu-  
l o s  na inversa  23824 18633 6050 8402 
após 50 i t e r a -  
ções com a  FPI 

Número de e l e -  
mentos não nu-  6436 9192 31 42 8375 
10s na inversa  
após 50 i t e  ra -  
ções com o  e s -  
quema LU - 

As d u a s  Ül t i m a s  l i n h a s  da  t a b e l a  n o s  dão  uma 

i d é i a  d a  v a n t a g e m  de  u t i l i z a ç ã o  do s i m p l e x  L U ,  no t o c a n t e  a o  

p r o b l e m a  de  p r o p a g a ç ã o  de  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s ,  na  r e p r e s e n t a -  

ç ã o  da i n v e r s a ,  q u a n d o  e s t e  é c o m p a r a d o  com a  Forma do P r o d u -  

t o  da I n v e r s a .  



C A P I T U L O  V 

ESTRUTURA D O  A R M A Z E N A M E N T O  D A  MATRIZ 

DOS COEFICIENTES E DAS MATRIZES ELEMENTARES 

5 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

I n i c i a l m e n t e  vamos d e f i n i r  a l g u n s  c o n c e i t o s  que u sa  - 

remos com c e r t a  f r e q u ê n c i a :  

Taxa de e s p a r s i d a d e  de uma m a t r i z  ( m x n )  é a  r a z ã o  e n t r e  o  número 

de e l e m e n t o s  n u l o s  da m a t r i z  e  o  p r o d u t o  do número de l i n h a s  

p e l o  número de c o l u n a s  

% E s p a r s i d a d e  = 
n o  de z e r o s  

m x n  

Taxa de d e n s i d a d e  de uma m a t r i z  é u m  menos a  e s p a r s i d a d e .  Deno- 

minaremos p o r  6 a  t a x a  de d e n s i d a d e  

# 

U m  f a t o  i m p o r t a n t e ,  o b s e r v a d o  em modelos  r e a i s ,  e  

que  a  m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  é s empre  e s p a r s a ;  i s t o  é ,  tem uma 

g r a n d e  q u a n t i d a d e  de e l e m e n t o s  n u l o s  ( o u  6 b a i x a ) .  E m  1 1 3 1  en - 

con t r amos  a s  s e g u i n t e s  t e n d ê n c i  a s  de t a x a s  de d e n s i d a d e  

t i  po de número de número de taxa de densidade 
modelo l inhas ( m )  colunas (n)  6 ( 5 . 3 )  

pequenos 300 a  800 500 a  1200 0,5 a  2% 

médios 800 a  1500 1200 a  7000 O,05 a  0,3% 

grandes + 2500 + 30000 . - -  menos - - 0  ,01% 

As m a t r i  z e s  e s p a r s a s  quando a rmazenadas  de fo rma  compl e t a  ocu -  

pam memória em e x c e s s o  e  sem n e c e s s i d a d e  p o i s  a s  o p e r a ç õ e s  de 

soma e  m u l t i p l i c a ç ã o  que envolvem s e u s  e l e m e n t o s  n u l o s  não p r e c i  



sam s e r  c a l  c u l  a d a s  p o i s  t em r e s u l t a d o s  c o n h e c i  d o s .  

E x i s t e  uma g r a n d e  p r e o c u p a ç ã o  n o s  s i s t e m a s  c o m p u t a -  

c i o n a i s  de  g r a n d e  p o r t e  com a  e s t r u t u r a ,  bem como com o  " a c e s s a -  

m e n t o " d o s  d a d o s ,  p o i s  e x i s t e  uma g r a n d e  p o s s i b i l i d a d e  d e  e c o n o -  

m i z a r  memór ia  e  t empo  d e  C P U  u s a n d o  e s t r u t u r a s  d e  a r m a z e n a m e n t o  

a d e q u a d a s .  

E m  1 1 7 1  e  1 0 8 1  podemos e n c o n t r a r  m é t o d o s  de  a r m a z e -  

n a m e n t o s  s o f i s t i c a d o s  a p l i c a d o s  à p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r .  

5 . 2 .  E s t r u t u r a  d e  Dados do S i s t e m a  d e  FURNAS 

5 . 2 . 1 .  M a t r i z  d o s  c o e f i c i e n t e s  t e c n o l ó g i c o s  ( A )  

No s i s t e m a  de  FURNAS f o i  u t i l i z a d o  p a r a  a r m a z e n a g e m  

d a  m a t r i z  d o s  c o e f i c i e n t e s  t e c n o l ó g i  c o s ,  uma e s t r u t u r a  d e  l i s -  

t a s  i n t e r l i g a d a s  q u e  d e s c r e v e r e m o s  a  s e g u i r :  

O b s e r v a ç õ e s :  ( 1 )  S o m e n t e  o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  d e  A s ã o  a r inaze  - 

n a d o s  - i s t o  d a r á  uma e c o n o m i a  c o n s i d e r á v e l  d e  

e s p a ç o  d e  m e m ó r i a .  

( 2 )  Consideraremos p a r a  i  1  u s t r a r  o  c o m p o r t a m e n t o  de  

c a d a  l i s t a  ( o u  v e t o r )  a  m a t r i z  A como s e n d o :  

Os e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  da  m a t r i z  A e s t ã o  a r m a z e n a d o s  em 

o r d e m  s e q u e n c i a l  p o r  l i n h a s ,  no v e t o r  COFINF . P a r a  a  m a t r i z  

d a d a  t e m o s :  



COFINF = I a l  , a l  3 , a 2 2 , a 2 3 y a 3 3 1  

ou s e j a :  COFINF(1) = a l l  , COFINF(2) = a13 , COFINF(3) = a2* 

COFINF(4) = a p 3  , COFINF(5) = a33 

Observação:  Sempre que nos r e f e r e n c i  armos à l i s t a  de e l emen tos  

não n u l o s  e s t a remos  nos r e f e r i n d o  ao v e t o r  COFINF. 

No v e t o r  COFIND e s t ã o  armazenados os i n d i c e s  das 

l i n h a s  dos e l emen tos  não n u l o s  da m a t r i z  A ,  na mesma seqUência  

dos e l emen tos  d o  v e t o r  

COFINF 

COFIND = c , 1  ,2,2,3] 

Por exemplo: COFIND(4) = 2 ,  i s t o  é ,  o  q u a r t o  e l emen to  na l i s t a  

dos e l emen tos  não n u l o s  (COFINF(4)) e s t ã  na l i n h a  2 da m a t r i z  A .  

O v e t o r  COFLNK contém í n d i c e s  da l i s t a  de e l emen tos  

n ã o  n u l o s ;  e s t e s  i n d i c e s  s ã o  os  í n d i c e s  do a n t e c e s s o r  não nu lo  

de cada e l e m e n t o ,  em s u a  co luna  na m a t r i z  A .  O v e t o r  C O F L N K  é 

t a l  que,COFLNK(j) = k s i g n i f i c a  que COFINF(K) é o  p r i m e i r o  e l e  - 

mento não nulo  que p recede  COFINF( j )  ,na co luna  de COFINF(j) . P o r  

exemplo consideremos a  t e r c e i r a  co luna  da m a t r i z  A 

- 11;) C O F L N K  
a 3  - 

a33 

COFLNK(4) = 2  , i s t o  é,  o q u a r t o  e l emen to  na l i s t a  de e l emen tos  

não n u l o s  (COFINF) tem como a n t e c e s s o r  na co luna  ( n a  m a t r i z  da-  

d a )  o  - segundo e lemento  na l i s t a  de e l emen tos  não nu los  (COFINF). 

Analogamente,  COFLNK(5) = 4 , p o i s  COFINF(5) = a g 3  e  COFINF(4) = 
- - 

- a 2 3 "  Quando COFLNK(j) = O , i s t o  s i g n i f i c a  que COFINF(j) e  



o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  n ã o  n u l o  de  s u a  c o l u n a  n a  m a t r i z  A .  

P a r a  o  e x e m p l o  (4.41, t e m o s :  

COFLNK = ~ , 0 , 0 , 2 , 4 _ (  , 

INICOL é um v e t o r  c u j o s  e l e m e n t o s  s ã o  i n d i c e s  de  

COFINF. 

INICOL ( I )  é o  í n d i c e  d e  COFINF r e l a t i v o  a o  Ú l t i m o  

e l e m e n t o  n ã o  n u l o  d a  c o l u n a  I  d a  m a t r i z  A .  

P a r a  o  n o s s o  e x e m p l o  de  A ,dado  em ( 4 . 4 )  t e m o s :  

INICOL(1)  = 1 ,  p o i s  COFINF(1)  = a l l  é o  Ú n i c o  e l e m e n t o  

n ã o  n u l o  n a  c o l u n a  1  d a  m a t r i z  A .  

INICOL(3)  = 5 p o i s  COFINF(5)  = a g 3  é o  u l t i m o  
/ 

u l t i m o  e l e m e n t o  n ã o  n u l o  d a  c o l u n a  3  d a  m a t r i z  A .  

A e s t r u t u r a  de  a r m a z e n a m e n t o  d a  m a t r i z  d a d a  em 

( 4 . 4 )  p o d e  s e r  r e s u m i d a  n a  s e g u i n t e  t a b e l a :  

COFLNK I O O O 2  4  

COFIND 

Os m o t i v o s  q u e  l e v a r a m  a  a d o t a r  e s t a  e s t r u t u r a  f o -  

ram:  

( a )  Economia  d e  m e m ó r i a  - e s t e  é um m o t i v o  f a c i l m e n t e  p e r  - 

c e p t i v e l ,  uma v e z  q u e  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  

s ã o  a r m a z e n a d o s .  

a 1 3  a 2 2  a 2 3  a 3 3  

1  1  2  2  3  



( b )  Economia  d e  t empo  de  C P U  - e s t e  n ã o  é t ã o  p e r c e p t i -  

v e l  q u a n t o  o  m o t i v o  ( a )  , p o r  i s t o  vamos n o s  e s t e n d e r  

u m  p o u c o  m a i s  n a  t e n t a t i v a  de  uma e x p l i c a ç ã o ,  

S e j a  o  p r o d u t o  e s c a l a r  w*a o n d e  w é u m  v e t o r  
j 

( l x m )  e a  é a  j - G s i m a  c o l u n a  d a  m a t r i z  A q u e  é (mxm) .  
j 

O 

p r o d u t o  e s c a l  a r  c a l  c u l  a d o  com o s  d a d o s  a r m a z e n a d o s  n a  e s  t r u tu -  

r a  d e  l i s t a s  i n t e r l i g a d a s ,  d e s c r i  t a  a n t e r i o r m e n t e ,  pode  s e r  e x e  
7 

c u t a d o  u s a n d o  a  r o t i n a :  

WA = O 

IPTR = INICOL(1)  

4Q I F ( I P T R . E Q . 0 )  G O  TO 5 @  

WA = WA + W(COFIND(IPTR))*COFINF(IPTR) 

IPTR=COFLNK( IPTR) 

G O  TO 40 

5Q CONTINUE 

No c a s o  d e  u s a r m o s ,  p a r a  o  mesmo p r o d u t o  e s c a l a r ,  uma r o t i n a  

t r a d i  c i  o n a l  t e r e m o s  : 

IFIM = M+l 

PRODUT = O 

1 = 1  

5Q I F ( I . E Q . I F I M )  G O  TO 8Q 

PRODUT = PRODUT + W ( I ) * A ( I , J )  

I  = I+1  

G O  TO 5 @  

8Q CONTINUE 



Comparando o s  d o i s  m ê t o d o s  de c á l c u l o  do p r o d u t o  e s  - 
c a l a r  de w*a , l e v a n d o  em c o n s i d e r a ç ã o  a  t a x a  de  d e n s i d a d e  d a  

j 

m a t r i z  A ,  ( p o i s  s o m e n t e  a s  o p e r a ç õ e s  com o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  

s ã o  e f e t u a d a s  no  p r i m e i r o  m é t o d o ) ,  e  o s  t e m p o s  d e  C P U  d a s  o p e r a  - 

ç õ e s  do FORTRAN-H IBM 3 7 0 / 1 5 8  ] O 6  1 ,  t e m o s :  

Tempo de N o  de operações do N Q  de operações 
operações - , CPU(m s e g )  , mêtodo t r ad ic iona l  , do método usado 

I I I 

acesso à matriz  
u n i  dimens i  onal 

soma 3,53 

mul t i  pl i  cação 

acesso à matriz  
bi dimensional 12,88 

2Mt1 6M 

M 

I ni c i  a1 i zações 
r e a i s  

Ini  ci a1 i zações 
i n t e i  r a s  

T O T A L  A = ( 4 2 , 8 1  M t 1 5 , 4 7 )  B=(34,766M t 

onde  A e  B s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  o s  t empos  t o t a i s  de  C P U  

p a r a  e x e c u ç ã o  do p r o d u t o  e s c a l a r  do mé todo  t r a d i c i o n a l  e  do mé - 

t o d o  u s a d o  no  s o f t w a r e .  

e n t ã o  6 < 4 2 , 8 1  6 < l , 2 3  - 
- 3 4 , 7 6  

P e l a  t a b e l a  ( 5 . 3 )  ,com 6  - < 1  t emos  q u e  a  e s t r u t u r a  de d a d o s  

u t i l i z a d a  d i m i n u i  o  t empo  de C P U .  



5 . 2 . 2 .  M a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  - 

O a rmazenamento  da s  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  no s i s t e -  

ma de FURNAS é f e i t o  de m a n e i r a  a  t i r a r  p r o v e i t o  da c a r a c t e r í s  - 

t i c a  b á s i c a  d a s  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s ,  i s t o  e ,  a  e s p a r s i d a d e .  

Lembremos que  uma m a t r i z  e l e m e n t a r  é e x a t a m e n t e  i g u a l  à ma- 

t r i z  i d e n t i d a d e  e x c e t o  q u a n t o  a  uma c o l u n a .  Já  obse rvamos  an-  

t e r i o r m e n t e ,  a  n e c e s s i d a d e  de armazenagem a p e n a s  da  c01 una d i s  - 

t i n t a  e  da  s u a  p o s i ç ã o  d e n t r o  da m a t r i z  e l e m e n t a r .  

A e s t r u t u r a  de a rmazenamento  u t i  l i z a d a  no s o f t w a r e  

de FURNAS é de l i s t a s  i n t e r l i g a d a s  s e m e l h a n t e  à do armazenamen - 

t o  da m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s .  Antes  de pa s sa rmos  ã d e s c r i -  

ção da e s t r u t u r a  u t i l i z a d a  devemos o b s e r v a r  que e x i s t e m  m ope - 

r a ç õ e s  de di v i s ã o  no cá1 c u l o  da m a t r i z  e l e m e n t a r :  

mxm 

coluna p  

onde : 

Como d i v i s ã o  6. uma o p e r a ç ã o  c a r a ,  p o d e - s e  m o d i f i c a r  a  d e f i n i -  

-Yip p a r a  i  # p  , i  = I , . . * ,  n 

ção  do v e t o r  
P 

de modo a  e c o n o m i z a r  tempo de C P U .  A modi - 

rl = (  

Y~~ 
p i v o t :  ri 

i  P 1 p a r a  i = p  PP 

Y~~ 



f i c a ç ã o  é a  s e g u i n t e :  e f e t u a - s e  o c á l c u l o  do p i v o t  (suponhamos 

que o p i v o t  s e j a  l / y  ) ,  armazenando o  r e s u l t a d o  numa v a r i ã -  
P P  

vel chamada PIVOT que s e r ã  uma componente da f i l a  e t a  c o r r e s -  
- 

ponden te ;  a  nova d e f i n i ç ã o  do v e t o r  
'P 

s e r á :  

- 
' 1 ~  

= PIVOT 

A economia de tempo f e i t a  com e s t a  nova d e f i n i ç ã o  

da f i l a  e t a ,  ( j á  que com a d e f i n i ç ã o  a n t e r i o r  t inhamos m d i v i  - 
s õ e s ,  e  adotando ( 9 , 4 3  m.seg) que é o  tempo de C P U  da ope ração  

d i v i s ã o  do F O R T R A N - H  IBM 3701158 1 0 6 1 ) ,  s e r á  de (m-1)x9 ,43  m.seg, 

p o i s  n e s s a  nova d e f i n i ç ã o  temos apenas uma d i v i s ã o .  

Vamos d e s c r e v e r  a g o r a ,  de forma re sumida ,  a  e s t r u -  

t u r a  de l i s t a s  l i g a d a s  a d o t a d a  p a r a  armazenagem das m a t r i z e s  

e l e m e n t a r e s  no s i s t e m a  de FURNAS. 

ETAINF é o  v e t o r  que contém as  i n f o r m a ç õ e s ,  ( o s  e l emen tos  não 

n u l o s )  da f i l a  e  também o  v a l o r  do PIVOT. Consideremos as s e -  

g u i n t e s  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  p a r a  e x e m p l i f i  carmos o  uso de cada 

v e t o r  da e s t r u t u r a :  

S e j a  PIVOT4 

mente p a r a  

e  PIVOT2 os v a l o r e s  

E 2 =  

dos e l emen tos  pi v o t  r e s p e c t i v a -  



i s t o  é, ETAINF(1) = PIVOT4 , ETAINF(2) = q 1 4  . . .  ETAINF(7) = q 4 2  

ETAIND é o  v e t o r  que contém a s  s e g u i n t e s  informações  s o b r e  a  

m a t r i z  e l e m e n t a r :  

( a )  A co luna  ou p o s i ç ã o  do v e t o r  e t a  d e n t r o  da m a t r i z  e l e  - 

menta r ;  

( b )  O í n d i c e  da l i n h a  de cada e lemento  do v e t o r  e t a  de 

uma m a t r i z  e l e m e n t a r .  

As in fo rmações  do v e t o r  ETAIND, e s t ã o  na mesma s e q u ê n c i a  das  i n  - 

formações do v e t o r  ET'AINF. 

ETAIND(1) = 4 ,  i n d i c a  que a  p r i m e i r a  f i l a  e t a  armazenada 

em ETAINF, é r e f e r e n t e  a  uma m a t r i z  e l e m e n t a r  c u j o  v e t o r  

e t a  e s t á  na q u a r t a  c o l u n a .  

ETAIND(2) = 1 ,  porque ETAINF(2) = q 1 4  e s t á  na p r i m e i r a  

l i n h a  de s u a  m a t r i z  e l e m e n t a r .  

E T A L N K  é o  v e t o r  que contém o  í n d i c e ,  r e l a t i v o  a  ETAINF , da 

próxima in fo rmação  de uma m a t r i z  e l e m e n t a r .  

ETALNK(J) = k e n t ã o  ETAINF(k) é a  próxima in fo rmação  da mes- 

ma m a t r i z  e l e m e n t a r .  

E T A L N K  = P y 3 , 4 , 0 , 6 , 7 , K J  

PTRETA é um v e t o r  de a p o n t a d o r e s ,  i s t o  é,  contém os  í n d i c e s  de 

ETAINF que determinam o  i n í c i o  das in fo rmações  de uma m a t r i z  

e l e m e n t a r  



PTRETA(1) = k s i g n i f i c a  q u e  a  I - é s i m a  m a t r i z  tem a  s u a  
. . 

i n f o r m a ç ã o  d o  PIVOT, ( q u e  a  p r i m e i r a ) ,  a r m a z e n a d a  em 

Exemplo  : 

P a r a  o  e x e m p l o  ( 4 . 5 )  podemos  c o n s t r u i r  a  t a b e l a :  

1  2  3 4  5 6 7 

"42 

4  

O 

"22 

2  

7 

P I VOT2 

2  

6 

v 4 4  

4  

4  

'114 

1  

3 

5  

ETAINF 

ETAIND 

ETALNK 

PTRETA 

"54 

5 

O 

PIVOT4 

4  

2  

1 



CAPÍTULO V I  

U M  ESTUDO S O B R E  PRTCING MOLTIPLO 

6 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

O maior  g a s t o  de tempo computacional  do a l g o r i t m o  

s i m p l e x ,  quando u t i l i z a d o  em problemas de grande  p o r t e  r e s i d e  

nas ope rações  que exigem a  c o n s u l t a  dos dados (A,b , c ) ,  dados 

e s t e s  que g e r a l  mente e s t ã o  armazenados em memóri a  auxi  1 i  a r .  

Vamos denominar a  t r a n s f e r ê n c i a  de -dados da memóri a  auxi  1  i  a r  

pa ra  a  memória p r i n c i p a l ,  e  v i c e - v e r s a  de ope rações  de " p a s s "  

I 1 9 1 .  

Os passos  do a l g o r i  trno s i m p l e x  r e v i s a d o  que mais 

exigem a  ope ração  de " p a s s "  s ã o  os passos  1 ,  2 ,  4 ( c a p .  I11  s e c .  

3 . 3 ) ;  e s t e s  passos  envolvem c ã l c u l o s  com a  m a t r i z  i n v e r s a  que 

ge ra lmen te  e s  t ã  também armazenada em memóri a  auxi 1  i  a r  na Forma 

de F i l a s  e t a .  Por o u t r o  l a d o ,  mesmo quando o  problema e s t á  t o -  

t a l m e n t e  r e s i d e n t e  na memória c e n t r a l  os c á l c u l o s  que mais e x i  - 
gem tempo computacional  s ã o  os c á l c u l o s  dos c u s t o s  r eduz idos  

( c j  - z j )  p a r a  as v a r i á v e i s  não b á s i c a s .  E s t e s  c á l c u l o s  s ã o  

denominados ope rações  de " p r i c i n g "  ou s implesmente  " p r i  c i n g "  d o  

a l g o r i  tmo. P o r t a n t o ,  o  grande  e s f o r ç o  computacional  de uma i  t e  - 

r ação  s i m p l e x  quando a p l i c a d o  à q u a l q u e r  t i p o  de problema e s t á  

nas  ope rações  de " p r i c i n g " ;  po r  e s t e  motivo e x i s t e  u m  cu idado 

e s p e c i a l  quando s e  desenvolvem s i s t e m a s  de grande p o r t e ,  com a  

r o t i n a  de cá1 cu lo  de "pr i  c i  ng " . 

No s i s t e m a  de FURNAS f o i  implementada uma r o t i n a  

de p r i c i n g  m ú l t i p l o  que i remos d e s c r e v e r ,  a n t e s  porem devemos 



r e s s a l t a r  a  e x i s t ê n c i a  de  o u t r o s  m é t o d o s  de  " p r i c i n g "  t a i s  como: 

o  m é t o d o  d e  p r i c i n g  " D e v e x ' ' ,  o  m é t o d o  d e  p r i c i n g  " s t e e p e s t - e d g e "  

e  também o  m é t o d o  de  " p r i  c i n g "  p a r c i a l  1 2 3 1  . 

6 . 2 .  O " P r i c i n g "  M ú l t i p l o  - 

O " p r i c i n g "  m ú l t i p l o  é uma t é c n i c a  u s a d a  em s i s t e -  

mas d e  g r a n d e  p o r t e  com o  o b j e t i v o  de  d i m i n u i r  o  t empo  c o m p u t a -  

c i o n a l  g a s t o  em c a d a  i t e r a ç ã o  p o r  m e i o  d a  d i m i n u i ç ã o  d a s  t r a n s -  

f e r ê n c i  a s  d e  i n f o r m a ç õ e s  d a  memõr ia  c e n t r a l  p a r a  a  memõri a  a u x i  - 
l i a r .  Na p r á t i c a  a  u t i l i z a ç ã o  do " p r i c i n g "  m ú l t i p l o  t e m  p r o v o -  

c a d o  a  r e d u ç ã o  do número  d e  i  t e r a ç õ e s  do S i m p l e x  1 ' ' 1 . 

A s e g u i r  vamos d e s c r e v e r  o  " p r i c i n g "  m ú l t i p l o  i n d i  - 

v i d u a l m e n t e  e  d e p o i s  d a r e m o s  a  Forma do P r o d u t o  d a  I n v e r s a  com 

o  " p r i  c i n g "  mÜl t i p l o .  

O " p r i c i n g "  m ú l t i p l o  p o d e  s e r  d e s c r i t o  da s e g u i n t e  
manei  r a :  

P a s s o  1 :  - Cá1 c u l o  d o s  c u s t o s  r e d u z i d o s  e  t e s t e  d e  o t i m a l  i d a d e  

C a l c u l a r  ( c j  - z j )  p a r a  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  n ã o  b á s i -  

c a s .  

D e t e r m i n a r :  

S e  ( c r  - z r )  2 O a  s o l u ç ã o  o b t i d a  é ó t i m a  p a r e ;  c a s o  

c o n t r á r i o  vã p a r a  o  p a s s o  2 .  

P a s s o  2 :  E s c o l h a  do c o n j u n t o  " p r i c i n g "  ( P )  
-.- 

S e l e c i o n a r  k c01 u n a s  n ã o  b á s i  c a s  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  

m e n o r e s  c u s t o s  r e d u z i d o s ,  p a r a  f o r m a r  o  c o n j u n t o  P . 



P a s s o  3 :  R e s o l u ç ã o  - - - -  do  P r o b l e m a  " R e l a x a d o "  

O p r o b l e m a  r e l a x a d o  é c o n s t i t u i  do d a s  v a r i á v e i s  b ã s i -  

c a s  a t u a i s  e  d a s  v a r i á v e i s  n ã o  b á s i c a s  c u j a s  c o l u n a s  

f a z e m  p a r t e  do c o n j u n t o  P .  

R e v o l v e - s e  o  p r o b l e m a  " r e l a x a d o "  p e l o  s i m p l  - - e x  r e v i s a -  

do u s u a l  s e m p r e  c o n s i d e r a n d o  como v a r i á v e i s  n ã o  b ã s i -  

c a s  a s  v a r i á v e i s  r u j a s  colunas e s t ã o  no conjunto P ; conside - 

r a r  também q u e  q u a n d o  uma c o l u n a  do c o n j u n t o  P  e n t r a  

na  b a s e ,  e l a  6 e x c l u i d a  do  c o n j u n t o  P ,  no q u e  c o n c e r -  

ne à s  f u t u r a s  i  t e r a ç õ e s  da  r e s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  " r e -  

l a x a d o " .  O b t i d a  uma s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  ' I r e1  a x a d o "  

v o l t a - s e  a o  p a s s o  1 .  

A f o r m a  do P r o d u t o  d a  I n v e r s a  com " p r i c i n g "  m ü l t i  - 

p l o  pode  s e r  e s c r i t a  como: 

S e j a  B - '  = E E . . .  E E k '  k-1 2 '  1  

Suponhamos q u e  E 1 , E  2 , . . . , E k  e s t e j a m  a r m a z e n a d a s ,  

P a s s o  1 :  C á l c u l o  da  s o l u ç ã o  b á s i c a  a t u a l .  

B = 6 = ( E  (E k k - l ( . .  e ( E 1 = b ) = . * ) ) )  

P a s s o  2 :  C ã l c u l o  d o s  c u s t o s  r e l a t i v o s  e  t e s t e  de  o t i m a l i d a d e  

c a l c u l a r  ( c j  - z j )  p a r a  t o d o  j t a l  q u e  x  
j 

s e j a  

v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a .  ( L e m b r a r  q u e  z = ~ . a  
j j y  

'lr = 

- - c g . B  t -1 o n d e  B - I  é a  i n v e r s a  d a  b a s e  a t u a l  e  a  
j - 

e  a  c o l u n a  c o r r e s p o n d e n t e  à v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a  x j ) .  

S e j a  

( c s  - z S )  = m i n { ( c  - z . ) ] ,  p a r a  j t a l  q u e  x  
j J j 

s e j a  v a r i á v e l  n ã o  b á s i c a .  

Se c, - z > O a  s o l u ç ã o  é ó t i m a ,  p a r e ;  c a s o  c o n -  
S - 



t r á r i o  vã p a r a  o  p a s s o  3 .  

P a s s o  - - 3 :  E s c o l h a  do  c o n j u n t o  P 

E s c o l h e r  v e t o r e s  a  , c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  m e n o r e s  
j 

( c j  - I.) c a l c u l a d o s  no  p a s s o  2 p a r a  f o r m a r e m  o  c o n j u n  
J - 

t o  P .  

P a s s o  4 :  D e t e r m i n a ç ã o  d a  c o l u n a  q u e  e n t r a  n a  b a s e  d e n t r e  a s  c o -  

l u n a s  do  c o n j u n t o  P .  

S e j a  

( c s  - z ) = m i n ( c  - z j ) ,  p a r a  j t a l  q u e  a  E P s j j 

Se ( c s  - z S )  2 O o u  P = (2 vá p a r a  o  p a s s o  2 t e s t a r  

a  o t i m a l i d a d e  d a  s o l u ç ã o  o b t i d a ;  c a s o  c o n t r á r i o  x  s  

e n t r a  n a  b a s e .  

P a s s o  5 :  A t u a l i z a ç ã o  da  c o l u n a  que  e n t r a  na b a s e  

C a l c u l a r :  

E l i m i n a r  a s  do  c o n j u n t o  P 
- ,  . - 

P a s s o  6 :  D e t e r m i n a ç ã o  d a  v a r i á v e l  q u e  s a i  d a  b a s e  

S e j a :  

S e  n ã o  e x i s t e  y i S  > O o  p r o b l e m a  é i l i m i t a d o ,  p a r e ;  

c a s o  c o n t r á r i o  x r  d e i x a  a  b a s e .  



P a s s o  7 :  D e f i n i ç ã o  d e  uma m a t r i z  e l e m e n t a r  E k + l  a  p a r t i r  do  

v e t o r  y s  e  t omando  como p i v o t  o  e l e m e n t o  y r s .  

C a l c u l a r  o  n o v o  t e r m o  i n d e p e n d e n t e  

C a l c u l a r  o  novo  v e t o r  d u a l  

O b s e r v a ç õ e s  

( 1 )  Uma i t e r a ç ã o  do s i m p l e x  com " p r i c i n g "  m ú l t i p l o  é c a r a c t e r i -  

z a d a  c a d a  v e z  q u e  s e  c a l c u l a  o s  c u s t o s  r e d u z i d o s  d e  t o d a s  

a s  v a r i á v e i s  n ã o  b á s i c a s  no  p a s s o  2 .  

( 2 )  P o d e - s e  m a n t e r  também em memór ia  c e n t r a l  a s  a t u a l i ~ z a ç õ e s  

d a s  c o l u n a s  do c o n j u n t o  P ,  n e s s e  c a s o  pode  . s e r  a d o t a d o  

como c r i t é r i o  de  e n t r a d a  na  b a s e  o  c r i t é r i o  do m a i o r  d e -  

c r é s c i m o  d a  f u n ç ã o  o b j e t i  vo :  

t a l  q u e  ( c j  - z . )  < O e  a  E P  , e  i  t a l  q u e  y i  > O .  
J j 

Com e s t e  n o v o  c r i t é r i o  d e  e s c o l h a  d a  v a r i á v e l  q u e  e n t r a  na  

b a s e  a  r e s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  " r e l a x a d o "  é d e n o m i n a d a  de  

s u b o t i m i  z a ç ã o .  

( 3 )  A g r a n d e  v a n t a g e m  do " p r i c i n g "  m ú l t i p l o  e s t á  em q u e  a  s u a  

u t i l i z a ç ã o  n ã o  n e c e s s i t a  d e  b u s c a s  de  d a d o s  i n t e n s a s  em me - 
m ó r i a  a u x i l i a r ;  t a i s  b u s c a s  s ã o  m u i t o  l e n t a s  e  consomem um 

tempo c o m p u t a c i o n a l  m u i  t o  g r a n d e .  



- 
( 4 )  O v a l o r  d e  k v a r i a  de  s i s t e m a  p a r a  s i s t e m a ;  no  s i s t e m a  de 

FURNAS K = 10.  

( 5 )  S e g u n d o  1 2 4  1 o  t r a b a l h o  e x t r a  que é executado com a u t i l i z a ç ã o  

do " p r i c i n g "  m Ü l t i p l o  n ã o  c h e g a  a  s e r  uma d e s v a n t a g e m  d i a n -  

t e  do e n o r m e  s u c e s s o  d a  t é c n i c a  n a  d i m i n u i ç ã o  do  t empo  com- 

p u t a c i  o n a l  . 



U M  ESTUDO SOBRE "SCALING" EM P R O G R A M A Ç K O  LINEAR 
-- 

7 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

O " s c a l i n g "  a p a r e c e  n o s  s o f t w a r e  de P r o g r a m a ç ã o  

L i n e a r  de  g r a n d e  p o r t e  n a s  m a i s  d i f e r e n t e s  f o r m a s  e  com m u i t a  

f r e q l l ê n c i a ;  no e n t a n t o  a  t e o r i a  q u e  f u n d a m e n t a  " s c a l i n g "  e  s u a  

e f i c i ê n c i a  n ã o  é c l a r a  e  n a  v e r d a d e  é c o n s e n s o  g e r a l  q u e  m u i t o  

p o u c o  s e  s a b e  s o b r e  " s c a l i n g "  em P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r .  

N o s s o  o b j e t i v o  n e s s e  e s t u d o  é d e s c r e v e r  o  " s c a l i n g "  

u s a d o  no s o f t w a r e  de FURNAS, d a n d o  a n t e s  uma b r e v e  i d é i a  do q u e  

s e j a  " s c a l i n g "  e  a p r e s e n t a n d o  também s u a s  f o r m a s  m a i s  h a b i t u a i s .  

7 . 2 .  O q u e  é " s c a l i n g "  em P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r ?  - - 

As r e s t r i ç õ e s  de  u m  p r o b l e m a  de  P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  

podem s e r  e s c r i t a s  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

- 
o n d e  A é uma (mxn-m) m a t r i z ,  também c o n h e c i d a  como m a t r i z  a s -  

s o c i a d a  ãs v a r i á v e i s  o r i g i n a i s ,  ( d i t a s ,  t ambém,  v a r i á v e i s  e s t r u  - 

t u r a i s ) ,  do p r o b l e m a .  I  é a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  (mxm) a s s o c i a d a  
- 
a v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s  e  d e  f o l g a  do p r o b l e m a ,  chamadas  também 

de  v a r i á v e i s  l ó g i c a s .  x  e  b s ã o  v e t o r e s  r e s p e c t i v a m e n t e  

( n x l )  e  ( m x l ) .  P a r a  m a i o r  f a c i l i d a d e  d e  n o t a ç ã o  ( 7 . 1 )  p o d e  s e r  



es  c r i  t a  como : 

o n d e  A = 11 , T I  
O " s c a l i n g "  em P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  n a  m a i o r i a  d a s  

v e z e s  é' a p e n a s  uma t r a n s f o r m a ç ã o  l i n e a r .  N e s s e  c a p T t u l o  vamos 

n o s  d e t e r  n a  f o r m a  d e  " s c a l i n g "  q u e  s e  r e d u z  a  uma t r a n s f o r m a -  
- 

ç ã o  s i m p l e s  d e  v a r i á v e i s .  E s t a  f o r m a  d e  " s c a l i n g "  e  e f e t u a d a  

no  s i s t e m a  ( 7 . 3 )  a t r a v é s  d a s  s e g u i  n t e s  o p e r a ç õ e s  : 

( a )  m u l t i p l i c a ç ã o  d e  uma e q u a ç ã o  p o r  um n ú m e r o ;  

( b )  m u l t i p l i c a ç ã o  d e  uma c o l u n a  de  A p o r  um n ú m e r o '  

E s t a s  o p e r a ç õ e s  e f e t u a d a s  no s i s t e m a  ( 7 . 3 )  s ã o  t r a d u z i  d a s  do  

p o n t o  de  v i s t a  m a t r i c i a l  r e s p e c t i v a m e n t e  p o r :  

( a ' )  P r é - m u l t i p l i c a ç ã o  de  ( 7 . 3 )  p o r  uma m a t r i z  R(mxm),  d i a g o -  

na1  e  n ã o  s i n g u l a r ;  

( b ' )  A p ó s - m u l t i p l i c a ç ã o  d e  A p o r  uma m a t r i z  D ( n x n )  d i a g o n a l  

e  n ã o  s i n g u l a r ;  ( 7 . 3 )  f i c a r á  e n t ã o :  

RADx = R.b ( 7 . 4 )  

Do p o n t o  de v i s t a  d e  mudança  d e  v a r i á v e i s  c o n s e g u i m o s  c h e g a r  à 

mesma e x p r e s s ã o  ( 7 . 4 )  . C o n s i d e r e m o s  a mudança  d e  v a r i á v e l  i n t r o  - 

d u z i  d a :  

x = Dy ( 7 . 5 )  

E s t a  ê a Ú n i c a  o p e r a ç ã o  q u e  p r e c i s a  s e r  d e s f e i t a  a t r a v é s  d e  

um " u n s c a l i n g " .  



S u b s t i t u i n d o  ( 7 . 5 )  em ( 7 . 3 )  t e r e m o s :  

A D y z b  

Mul t i  p l  i  c a n d o  p o r  R à e s q u e r d a  t emos  : 

R A Dy = Rb ( 7 - 7 )  

Notemos q u e  ( 7 . 4 )  e  ( 7 . 7 )  c o n s t i t u e m  o  mesmo s i s t e m a .  A m o d i f i  - 

c a ç ã o  p r o v o c a d a  em ( 7 . 2 )  p e l a  mudança  de  v a r i á v e l  ( 7 . 5 )  s e r á :  

Tudo i s s o ,  n o s  e s c l a r e c e  o  f a t o  d e s s a  f o r m a  d e  " s c a l i n g "  s e r  

uma s i m p l e s  mudança  d e  v a r i á v e i s .  Convém o b s e r v a r  q u e  o s  c o e f i  - 

c i e n t e s  d a s  v a r i á v e i s  l ó g i c a s  ( a r t i f i c i a i s  e / o u  d e  f o l g a )  n ã o  

devem s e r  m o d i f i c a d o s  com a s  o p e r a ç õ e s  de  " s c a l i n g " ,  o u  m e l h o r  

q u e  a s  o p e r a ç õ e s  do t i p o  ( b )  n a s  v a r i á v e i s  l Õ g i  c a s  devem s e r  d e  - 

t e r m i  n a d a s  p e l  a s  o p e r a ç õ e s  do t i  po ( a )  n e s s a s  mesmas v a r i á v e i s  , 

p o i s  em c a s o  c o n t r á r i o  t e r í a m o s  m a i s  t r a b a l h o  n a  o b t e n ç ã o  d a  s o  - 

1  u ç ã o  bás  i  c a  i n i  c i  a1 . 

7 . 3 .  - R a z õ e s  p a r a  s e  f a z e r  " s c a l i n g "  

Uma p e r g u n t a  n a t u r a l  n e s s e  p o n t o  é :  p a r a  q u e  s e  

f a z  " s c a l i n g " ?  E m  1 2 7  1 e  l o 9  1 e n c o n t r a m o s  a s  r a z õ e s  m a i s  

u s u a i s  q u e  l e v a m  a  a d o ç ã o  d e  " s c a l i n g "  em P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r :  

( a )  T o r n a r  m a i s  c o m p a c t a  a  r e p r e s e n t a ç ã o  d o s  l i m i t e s  d a s  v a r i á -  

v e i s ;  p o r  e x e m p l o  f a z e r  uma mudança  de  v a r i á v e i s  q u e  c o l o -  - 
q u e  t o d a s  n a s  n o v a s  v a r i á v e i s  com l i m i t e  i n f e r i o r  z e r o .  I s t o  

e q u i v a l e  a  f a z e r  em ( 7 . 7 )  e  ( 7 . 8 )  a  s e g u i n t e  mudança  de  v a -  

v i á v e i s  : 



z = D y - L  

Fazendo a  s u b s t i t u i ç ã o  ( 7 . 7 )  e  ( 7 . 8 )  f i c a m :  

RAz = Rb - R A L  1 7 . 9 )  

O < z  < t u - L )  - - ( 7 . 1 0 )  

Ao t o r n a r  mais  compacta  a  r e p r e s e n t a ç ã o  dos l i m i t e s ,  e cono -  

m i z a - s e  memõria p a r a  a rmazenamento  dos d a d o s ;  em c o n t r a p a r -  

t i  da  podem s e r  i n t r o d u z i  d a s  g r a n d e s  d i s t o r ç õ e s  nos d a d o s .  

I s t o  pode a c o n t e c e r  s e  p a r a  a lgum j , ( u j  - R j )  t i v e r  o r -  

dem de g r a n d e z a  m u i t o  e l e v a d a .  P a r a  exempl i  f i  carmos t a l  

f a t o ,  s e j a :  

Suponhamos que  o  computador  usado  t e n h a  b a s e  6  = 1 0  e  a d -  
e  m i t a  a  r e p r e s e n t a ç ã o  numéri c a  X = m.6 , com 6  d r g i t o s  na 

m a n t i s s a  . S e j a  

â = r e p r e s e n t a ç ã o  do número a em forma exponen -  

c i  a1 

m = m a n t i s s a  da r e p r e s e n t a ç ã o  do número a ; 

6  = b a s e  do c o m p u t a d o r ;  no c a s o  6  = 10  ; 

e  = e x p o e n t e  . 

As r e p r e s e n t a ç õ e s  de u e  R j  
j 

s e r ã o :  

u = 556980 x 10 4 
j 



Comparando ( 7 . 1  1 )  e  ( 7 , 1 2 )  v e r i f i c a m o s  uma d i f e r e n ç a  m u i t o  

g r a n d e  n o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s ;  ( 7 . 1 1 )  é a  o p e r a ç ã o  f e i t a  

m a n u a l m e n t e  e  ( 7 . 1 2 )  é a  mesma o p e r a ç ã o  f e i t a  p e l o  c o m p u t a  - 
d o r .  A d i f e r e n ç a  e n t r e  a s  d u a s  o p e r a ç õ e s  é d e  4 . 6 1 1 .  

No caso de usamos o  " sca l ing"  com o  o b j e t i v o  de t o r n a r  m a i s  com- 

p a c t a  a  r e p r e s e n t a ç ã o  d o s  l i m i t e s  d a s  v a r i á v e i s  como pode  

s e r  v i s t o  em ( 7 . 1 0 ) ,  t e r e m o s  d e  u t i l i z a r  a  o p e r a ç ã o  d i f e -  

r e n ç a  e n t r e  o s  l i m i t e s  u e  L , i s t o  p r o v o c a r á  uma m o d i -  

f i  c a ç ã o  n a  r e g i ã o  v i á v e l  do p r o b l e m a  p r o p o s t o  i  n i  c i  a l m e n t e  

P o r t a n t o  u s a r  " s c a l i n g "  com a  f i n a l i d a d e  d e  t o r n a r  m a i s  

c o m p a c t a  a  r e p r e s e n t a ç ã o  de v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  n ã o  é r e -  

c o m e n d á v e l .  

Reduz i  r o  número  de i t e r a ç õ e s  n a  r e s o l u ç ã o  de  p r o b l e m a s  

O c r i t é r i o  de  e s c o l h a  da  v a r i á v e l  p a r a  e n t r a r  na b a s e  n o s  

s o f t w a r e s  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  é f e i t o  a  p a r t i r  de  a l g u m  

s u b c o n j u n t o  d e  v a r i á v e i s  q u e  p o s s u a m  c u s t o s  r e d u z i  d o s  m a i s  

n e g a t i  vos  

Caso  n ã o  t e n h a  s i d o  f e i t o  o  " s c a l i n g " ,  a s  c o l u n a s  a  d a s  
j 

v a r i á v e i s  e s t r u t u r a i s  podem t e r  e l e m e n t o s  de v a l o r e s  mui t o  

d i s t i n t o s ,  ( c a s o  p o r  e x e m p l o  de  v a r i á v e i s  m e d i d a s  p o r  u n i -  

d a d e s  d i f e r e n t e s ) ;  e s s e  f a t o  p o d e r i a  a f e t a r  o  c á l c u l o  de  

z no s e n t i d o  de  f a z e r  com q u e  uma v a r i ã v e l  q u e  f a ç a  p a r -  
j 

t e  da  s o l u ç ã o  ó t i m a  s e j a  i n t r o d u z i d a  m u i t o  m a i s  t a r d e  na  

b a s e .  Com o  " s c a l i n g "  o s  z  d a r ã o  uma i n d i c a ç ã o  m a i s  
j 

e x a t a  da  c o n t r i b u i ç ã o  p o t e n c i a l  q u e  c a d a  v a r i á v e l  f a r á  n a  

m e l h o r i a  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  I s t o  p o d e r á  f i c a r  m a i s  c l a r o  

com o  e x e m p l o  a  s e g u i r :  



Exemplo :  

Suponhamos  x  e  x  v a r i á v e i s  n ã o  b á s i c a s  
j k 

Te remos  p o r t a n t o  

z  = 1 0 0 1  ; z  = 2 
j k 

A v a r i á v e l  x  s e r á  e s c o l h i d a  p a r a  e n t r a r  n a  b a s e .  Se  xk  
j 

f i z e r  p a r t e  d a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  e  x  n ã o ,  x k  e n t r a r á  n a  
j 

b a s e  d e p o i s  d e  x  . S e  f i z e r m o s  " s c a l i n g "  c o l u n a  em a  
j j 

t e  remos  : 

N e s s e  c a s o  x k  e n t r a r á  n a  b a s e  a o  i n v é s  d e  x  . 
j 

( c )  M e l h o r a r  o  c o m p o r t a m e n t o  - n u m é r i  c o  do a l g o r i  tmo 

E s t a  r a z ã o  p a r a  s e  u s a r  o  " s c a l i n g "  é a  m a i s  i m p o r t a n t e  e  

também a  m a i s  a m b i c i o s a .  

Os e r r o s  d e  a r r e d o n d a m e n t o  no u s o  do s i m p l e x  podem p r o d u -  

z i r  a  s i n g u l a r i d a d e  da  b a s e  ou  a  p e r d a  d e  v i a b i l i d a d e .  O 

q u e  s e  f a z  c o n t r a  i s s o  n o s  " s o f t w a r e s ' " d e  P r o g r a m a ç ã o  L i  - 
n e a r  6 i n t r o d u z i  r c e r t a s  t o l e r â n c i  a s ,  a1 gumas r e l  a t i  v a s  o u  - 
t r a s  a b s o l u t a s ;  p o r  e x e m p l o ,  q u a l q u e r  v a l o r  m e n o r  q u e  T1 

s e r á  c o n s i d e r a d o  z e r o .  P a r a  a s s u m i r  o s  v a l o r e s  d e s s a s  t o -  

l e r â n c i a s  devemos  e s t a b e l e c e r  c e r t a s  p r o p r i e d a d e s  p a r a  o s  

e l e m e n t o s  d a  m a t r i  z  d o s  c o e f i  c i e n t e s ,  p o r  e x e m p l o ,  f a z e r  



com que os  e l e m e n t o s  da m a t r i z  e s t e j a m  d i s t r i b u i d o s  em t o r  - 
no da uni dade  ( a t r a v ê s  do " s c a l  i n g " )  . 

7 . 3 , 1 ,  O b s e r v a ç ã o  

O c o n c e i t o  de m a t r i z  que t e v e  u m  bom " s c a l i n g "  - 
m a t r i z  adequada  - e s t á  a s s o c i a d o  ao  f a t o  de que  s e u s  e l e m e n t o s  

em v a l o r  a b s o l u t o  e s t e j a m  próx imos  uns dos o u t r o s .  

Ana logamen te ,  uma m a t r i z  é mal adequada  - t e v e  u m  

" s c a l i n g "  i n a d e q u a d o  - quando  s e u s  e l e m e n t o s  têm v a l o r e s  a b s o -  

l u t o s  m u i t o  d i s t i n t o s .  Segundo 1 2 7 1  e s s a  noção  de m a t r i z  a d e -  

quada  tem a  van tagem de p o d e r  r a z o a v e l m e n t e  s e r  a p l i c a d o  na 

Programação  L i n e a r  ã m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  A , com a  e s p e c -  

t a t i v a  de que a  p r o p r i e d a d e  s e  e s t e n d a  p a r a  a s  d i v e r s a s  b a s e s .  

Embora e s t e  c o n c e i t o  de bom " s c a l i n g "  s e j a  amplamente  u s a d o ,  

não e x i s t e  uma c o n c o r d â n c i a  c o m p l e t a  do que  i s t o  s i g n i f i c a .  

O u t r o s  c r i t é r i o s  p a r a  v e r i f i c a r  s e  uma m a t r i z  é bem adequada  

apa recem em 1  1  : 

( a )  Uma m a t r i z  é bem adequada  s e :  

6 p a r a  u m  R p r é - f i x a d o  (no rma lmen te  R = 10 ) 

( b )  Uma m a t r i z  é bem adequada  s e :  

p a r a  u m  V d e t e r m i n a d o .  



( c )  U m  o u t r o  m é t o d o  de  m e d i r  a  e f e t i v i d a d e  d e  um " s c a l i n g "  f e i -  
- 

t o ,  e  v e r i f i c a r  o  q u a n t o  e l e  r e d u z  a2 - a  v a r i â n c i a  d o s  

e l e m e n t o s  d a  m a t r i z :  

2 
a2  = ( j: a i  - ( -1.  [ a i  1 ) ? / N U M P O S ) )  / N U M P O S  

i , j  1 , J  

o n d e  NUMPOS é o  número  d e  e l e m e n t o s  não  n u l o s  d a  m a t r i z .  

7 . 4 .  A l g u n s  m é t o d o s  d e  " s c a l i n g "  em P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  

( a )  Método do e q u i l í b r i o  

C o n s i s t e  em e x e c u t a r  o  m e t o d o  d e  e q u i l i b r i o  em c a d a  l i n h a  e  

a  s e g u i r  e x e c u t a r  o  m é t o d o  d e  e q u i l i b r i o  em c a d a  c o l u n a .  

O m é t o d o  d e  e q u i l i b r i o  numa l i n h a  i c o n s i s t e  em d i v i d i r  

t o d o s  o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  d a  i - é s i m a  e q u a ç ã o  ( c o e f i c i e n -  

t e s  e  t e r m o  i n d e p e n d e n t e )  do s i s t e m a  ( 7 . 3 )  p o r :  

Do p o n t o  d e  v i s t a  m a t r i c i a l  t a l  o p e r a ç ã o  c o n s i s t e  n a  p r é -  

m u l t i p l i c a ç ã o  p o r  R no s i s t e m a  ( 7 . 3 ) ,  e  c a d a  e l e m e n t o  

d i a g o n a l  d e  R é d a d o  p o r :  

d 

O m é t o d o  d e  e q u i l r b r i o  d a  c o l u n a  j e  f e i t o  d i v i d i n d o  o s  

e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  d a  c o l u n a  j p o r :  

A n a l o g a m e n t e  do  p o n t o  d e  v i s t a  m a t r i c i a l  d a  m a t r i z  D em 
# 

( 7 . 4 )  e  d a d o  p o r :  



( b )  v Método G e o m é t r i  c o  

C o n s i s t e  em e x e c u t a r  o  m é t o d o  g e o m é t r i c o  em c a d a  l i n h a  e  a  

s e g u i  r em c a d a  c01  u n a .  

O m é t o d o  g e o m é t r i c o  numa l i n h a  i  c o n s i s t e  em d i v i d i r  

c a d a  e l e m e n t o  n ã o  n u l o  da  i - é s i m a  e q u a ç ã o  do s i s t e m a  em 

q u e s t ã o  p o r :  

min a  
j j 1 i j l i  a i j # O  

Do p o n t o  d e  v i s t a  m a t r i  c i a l  t e m o s  q u e  em ( 6 . 4 )  o s  e l e m e n t o s  

d i a g o n a i s  da  m a t r i z  R s ã o  d a d o s  p o r :  

O m é t o d o  g e o m é t r i c o  n a  c o l u n a  j c o n s i s t e  em d i v i d i r  c a d a  

e l e m e n t o  n ã o  n u l o  d a  c o l u n a  j p o r :  

Jmax a  min a  
i  I i j l e  i I i j l .  

A n a l o g a m e n t e ,  do  p o n t o  de  v i s t a  m a t r i c i a l ,  em ( 7 . 4 )  o s  e l e  - 

mentes d i  a g o n a i s  d e  D s ã o  d a d o s  p o r :  

( d )  Método d a  m é d i a  

O m é t o d o  da m é d i a  c o n s i s t e  em a p l i c a r  o  m é t o d o  d a  m é d i a  em 

c a d a  l i n h a  e  a  s e g u i  r em c a d a  c o l u n a  da  m a t r i z .  O mé todo  

da m é d i a  numa l i n h a  i  c o n s i s t e  em d i v i d i r  c a d a  e l e m e n t o  

n ã o  n u l o  da  l i n h a  i e  o  t e r m o  i n d e p e n d e n t e  ( b i )  p e l a  

m é d i a  a r i t m é t i c a  d o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  d a  l i n h a  i  . 



A n a l o g a m e n t e  s e  f a z  o  m é t o d o  d a  m é d i a  numa c o l u n a  j . 

Os m é t o d o s  g e o m é t r i c o  e  d a  m é d i a  podem s e r  s e g u i -  

dos  p e l a  a p l i c a ç ã o  do m é t o d o  do e q u i  l i b r i o .  

Na p r á t i c a  f o i  o b s e r v a d o  1 2 7  1 q u e  o  m é t o d o  geomé-  

t r i c o  s e g u i d o  do m é t o d o  de  e q u i l í b r i o  tem c o n s e g u i d o  o s  

m e n o r e s  v a l o r e s  d e  C I ~  ( v a r i â n c i  a  d o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  d o s  

c o e f i  c i e n t e s ) .  

7 . 5 .  O " s c a l i n g "  no  s o f t w a r e  - d e  FURNAS 

- 
No " s o f t w a r e "  de  FURNAS a  t é c n i c a  d e  " s c a l i n g "  e  

o p c i o n a l ,  i s t o  é ,  o  u s u á r i o  é quem d e c i d e  s e  d e s e j a  o u  n ã o  o  

" s c a l i n g "  do p r o b l e m a  a t r a v é s  d a  e n t r a d a  d e  d a d o s .  D e n t r e  o s  

d a d o s  e x i s t e  uma v a r i á v e l  SCALE: 

s e  SCALE = 1  , o  " s c a l i n g "  s e r á  f e i t o  n o s  d a d o s ;  

s e  SCALE = O , a r o t i n a  d e  " s c a l i n g "  n ã o  é e x e c u t a d a .  

A r o t i n a  d e  " s c a l i n g "  do " p a c o t e "  d e  FURNAS tem a  s e g u i n t e  s e  - 

qf i ênc i  a  d e  o p e r a ç õ e s  : 

( a )  O m é t o d o  g e o m é t r i c o  é a p l i c a d o  n o  máximo 4 v e z e s ;  

( b )  Após c a d a  a p l i c a ç ã o  do m é t o d o  g e o m é t r i c o  c a l c u l a - s e  a  v a -  

r i â n c i a  d o s  e l e m e n t o s  da  m a t r i z  d o s  c o e f i c i e n t e s  

o n d e  o2  E v a r i â n c i a  d o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  

a  r e l e m e n t o  n ã o  n u l o  da  m a t r i z  d o s  c o e f i c i e n t e s  i  j 



NUMPOS 5 número de e l e m e n t o s  não n u l o s  na m a t r i z  dos 

c o e f i  c i e n t e s .  

Se  a  v a r i â n c i a  f o r  menor que 10 e n c e r r a - s e  o  " s c a l i n g "  g e g  

m é t r i c o  e  p a s s a - s e  a  ( c ) .  

Se  a  v a r i â n c i a  não f o r  menor que  1 0 , p r o s s e g u e - s e  com o  

" s c a l i n g "  g e o m é t r i c o  a t é  o b t e r - s e  uma v a r i ã n c i  a  menor que  

10  ou e n t ã o  a t é  que  o  método g e o m é t r i c o  s e j a  e x e c u t a d o  4 

v e z e s .  

( c )  A p l i c a - s e  o  método do e q u i l í b r i o  e  t e r m i n a  a  r o t i n a  de 

' I s c a l i n g " .  

Após a  o b t e n ç ã o  da s o l u ç ã o  Ótima s e  f o i  a c i o n a d a  
d 

a  r o t i n a  de " s c a l i n g "  e  n e c e s s á r i o  r e c u p e r a r  a s o l u ç ã o  r e a l  

do p r o b l e m a ,  i s t o  é ,  a n u l a r  a s  m o d i f i c a ç õ e s  i n t r o d u z i d a s  p e l a  

r o t i n a  " s c a l i n g " .  

A r i g o r  a s  Üni c a s  o p e r a ç õ e s  que a f e t a m  a  ~ s o l ~ u ç ã o  

do s i s t e m a  ( 7 . 3 )  s ã o  a s  o p e r a ç õ e s  f e i t a s  na s  c o l u n a s  da  ma- 

t r i z  A a t r a v é s  da m a t r i z  D. P o r t a n t o ,  uma r o t i n a  de 

" u n s c a l i  n g " ,  p a r a  r e c u p e r a ç ã o  da  s o l  ução r e a l  do p r o b l e m a ,  ne -  

c e s s i t a  apenas  m a n t e r  a  m a t r i z  D g u a r d a d a ;  o b t i d a  a  s o l u ç ã o  

y = D - ' . x  a  s o l u ç ã o  r e a l  s e r á :  



C A P I T U L O  VI11 

CONCLUSÕES 

A f i n a l i d a d e  des ' te  c a p í t u l o  é f a z e r  a l g u n s  comentá-  

r i o s  a  r e s p e i t o  da imp lemen tação  e  i m p l a n t a ç ã o  do s o f t w a r e  de 

FURNAS no B-6700 da UFRJ. 

I n i  ci  a l m e n t e  devemos r e s s a l  t a r  que  a  " a b e r t u r a  do 

p a c o t e " ,  f o i  u m  t r a b a l h o  á r d u o ,  podendo- se  d i z e r  que  80% de t o d o  

o  t r a b a l h o  r e s i  di u na compreensão ,  d e s c r i ç ã o  e  i m p l a n t a ç ã o  do 

s o f t w a r e .  

A s e g u i  r nos dedi  camos à d e s c r i ç ã o  e  imp lemen tação  

da  opção L U  do s i m p l e x ,  b a s e a d a  em ] ' ' I ,  imp lemen tação  e s t a  que 

e s t á  v o l t a d a  p a r a  f i n a l i d a d e s  d i d á t i c a s  e  não c o m e r c i a i s ;  mesmo 
d 

porque  s egundo  a  n o s s a  ó t i c a ,  o  s o f t w a r e  de FURNAS não e  a i n d a  

um s o f t w a r e  comerci  a1 , f a l t a n d o  p a r a  i s t o  algum t r a b a l h o  a d i  c i o -  

na1 p r i n c i p a l m e n t e  no t o c a n t e  à d u a l i d a d e  e  e n t r a d a  de d a d o s .  

O s o f t w a r e  com a  opção  L U  f o i  t e s t a d o  com p rob l emas  

pequenos ,  i n c l u s i v e  o  de B e a l e ,  r e t i r a d o s  de 1 4 1 .  Tes tamos  tam- 

bém o  s o f t w a r e  com uma f a m í l i a  de p r o b l e m a s  que denominamos f ami  - 

l i a  D que  pode s e r  d e s c r i  t a  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

S e j a  N i m p a r ;  a  m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  t e c n o l Õ g i c o s  é dada 

p o r :  

a l l  = 1  = a  ,, ; a  = O , j = 2 , . . . ,  N-1 
1 j 

para todas as 
a  i  j = O au t ras  

o  t e rmo i n d e p e n d e n t e  e  o  v e t o r  de c u s t o s  s ã o  dados p o r :  



a  i  - é s i m a  r e s t r i ç ã o  do p r o b l e m a  é do  t i p o  ( < )  - se  i é i m p a r ,  e  

do t i p o  ( > I  - s e  i  é p a r .  

A s o l u ç ã o  d e  u m  p r o b l e m a  da  f a m í l i a  D é d a d a  p o r :  

v a r i á v e i s  b á s i  c a s :  x1 . - .  y ~ N - l  , x n  ; o n d e  n = 
5.N-1 

2 

x  = O s e  i  é p a r  i  i = I , . . . ,  N-1 

x  = 1  s e  i  é i m p a r  i  

x  = l  n ( 'n é uma v a r i á v e l  de  f o l g a )  

T o d a s  a s  o u t r a s  v a r i á v e i s  s ã o  n u l a s .  

O v a l o r  ó t i m o  é d a d o  p o r :  

Z = (--) N71 s e  o  p r o b l e m a  é d e  m i n i m i z a ç ã o  2 

N-1 
Z =-(2) s e  o  p r o b l e m a  é d e  m a x i m i z a ç ã o .  

Os t e s t e s  f o r a m  f e i t o s  p a r a  c o m p a r a r  o  c o m p o r t a m e n t o  d a  o p ç ã o  LU 

do s i m p l e x  em r e l a ç ã o  5 Forma do P r o d u t o  da  I n v e r s a ,  q u a n t o  a  nÚ - 

mero d e  i  t e r a ç õ e s ,  t a x a  d e  u t i l i z a ç ã o  d a s  f i l a s  e t a  e  t e m p o  d e  

s o l u ç ã o .  P a r a  i s t o  f i z e m o s  com q u e  o  s o f t w a r e  a d o t a s s e  o  s i m p l e x  

LU a  p a r t i  r da  s e g u n d a  i  t e r a ç ã o ,  n a  r e s o l u ç ã o  d o s  p r o b l e m a s ;  

d e p o i  s rodamos  o s  mesmos p r o b l e m a s  n o r m a l m e n t e .  0 s  resul t a d o s  ob - 
t i d o s  com o s  t e s t e s  s ã o  r e s u m i d o s  n a  t a b e l a  a b a i x o .  

tempo de 
s o l  uçãol 
minutos 

0.01 

0.01 

0.02 

0 .03  

0.028 
C 

LU FpPI  I 93 1 I 0.0?7 

Taxa de u t i  1  ização  
das f i l a s  e t a  

o ,0030 

O .  0065 

O .  0405 

O .O940 

O .O735 

Problema 
- 

FP I  
A 

LU 

FP I  
B 

LU 

dens i dade 

o -40 

O .  364 

N 

5  

5  5 

Número de 
i t e r a ç õ e s  

5  

5  

55 

55 
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Cabe r e s s a l t a r  que o s  problemas da t a b e l a  acima não 

deixam t r a n s p a r e c e r  o  comportamento numérico do Simplex L U .  1s  - 

t o  a c o n t e c e  porque o  g e r a d o r  de problemas t e s t e s  que f o i  u t i l i  - 

zado é muito s i m p l e s .  P o r t a n t o  devemos d e i x a r  c l a r o  que o  s o f t  - 

ware n e c e s s i t a  de uma f a s e  de t e s t e s  complementar ,  t r a b a l h o  e s  - 

t e  que pode s e r  d e s e n v o l v i d o  g r a d a t i v a m e n t e  d e n t r o  da f i l o s o  - 

f i a  do Programa de Engenhar i a  de S i s t e m a s  e  Computação da UFRJ. 
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