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RESUMO 

gohitmos de ghadienkea conjugadoa . Tain m e k ~ d ~ s  6 0 5  
mam uma darnxlia de algohiXmoa em ÚkimizaçÚo lnheakhi  - 
ka que geham dineçãen sem a u k i l i z a ç ã o  de quaiaquen 
rnakhizen . Eaka cahackehxs f i c a  kohna-a e bem akhaenke 

paha phoblemaa onde não ae  conhece a ffeaabana da bun - 
ção-objekivo e lou  paha phobleman em dimenaãea e l e v a  - 
daa, onde o ahmazenamenko e manipulação denka maXhhz 
dohem phoblemúkicaa. FinaRmenke, inkhoduzbmoa conce i  - 
;toa bÚaicua a o  bhe buacaa Rbneahea e enfudamos hecen 
kea enkhak~gbaa paha a noRuçcLo denfea p h o  blemaa . 
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ABSTRACT 

Tn kh in  wonh, t h e  k h e o h e t i c a l  doundaXiona, khe  e v o l u t i o n  
and compuXakionaR anpecta o b  conjugaXe gnadienk dguUhma 
une pneaenked. Such meXhoda belong ko a damiRy o6 uncona - 
knained up t im i zak ion  algonikhma Rhat d o  nok une any m&x 

Gon genenaking d inec t iona  . Thia beatune becomea naXhen 

atXnuckive i n  pnoblema whene t h e  f feaaian maXnix 0 4  t h e  
o6 j e c t i v e - b u n c t i o n  i a  noz known and/on i n  l ange  acaRe 

unconakhained opkimizakiun,  wheneven Xhe akunage and ma - 
nipuRukion 0 6  khak makhix becomen Xnuubleaome. Beahdea 

k h a t ,  baaic concepta on Rine neanchen une inXnoduced and 
necenX atnakegiea t o  noive kh in  pnoblem une diacuaaed. 
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IRn - espaço aetorial euclideano n-dimensional 

n - dimensão do d ~ m í n i o  da função f 

x - variável no  IR^ 
f - função objetivo em problemas de Dtimização ~rrestrita(O.I.) 

g ou vf ou f '  - gradiente de f 
r ou -g ou -fl- antigradiente de f 

H ou v2f - matriz-Hessiana de f 

A - matriz-Hessiana de uma função quadrática 

x* - solução ótima de problemas de 0.1. 

k - ordem de iteração de algum método de 0.1. 

1 - escalar positivo arbitrariamente pequeno 

i, j - índices . 

Xk+l- ponto do IRn alcançado na k-ésima iteração de algum méto- 

do de 0.1. 

dk - direção considerada na k-ésima iteração de algum método 

de 0.1. 

fik - coeficiente de conjugaçãoaonsiderado na k-ésima iteração 

de métodos de gradientes conjugados. 

U,a - escalares de uso geral 

t - transposição (como superíndice) 

Xk 
- passo a ser usado na k-ésima iteração de algum método de 

0.1. 

r - comprimento de um ciclo para algoritmos de gradientes 

conjugados 

o - símbolo representando ângulo (uso geral) 

escalares positivos 

b vetor de constantes n x 1 (capítulos I a 111) 

escalar entre O e 1 (capítulo IV) 



c,h,h,hE XD - escalares 

*nxn é dita matriz definida positiva se e somente se, 

xtAx > O , V x ' f  O , x E I R n .  

t Dados f: lRn+IR e 2 61Rn, sempre que x v2f(b)x>0, diremos , 

por extensão, que f é definida positiva no ponto 2 .  

O conceito defttaxa de convergênciaM da sequência {xkl gerada 

por algum método de 0.1. é estabelecido da seguinte forma: 

seja Ixk} uma sequência . convergindo para x* , onde xk # x* , a k > O .  

Se existirem p inteiro positivo e Creal e não-nulo, tais que: 

lim. 11 X ~ + ~ - X *  11 
= C ,  

k+m ~lK~-x*ll~ 

então p é denominado ordem de convergência de {x 1 e a taxa de k 

convergência de {xk} é dita: 

- LINEAR, se p = 1. 

- SUPERLINEAR, se l < p  < 2 ,  

- QUADRATICA, se p = 2. 

Em particular, a ocorrência da conhecida "taxa de convergência 

quadrática a cada n iterações" é caracterizada pela existência 

de um real C não-nulo ; tal que: 



INTRODUÇÃO E REVISA0 BIBLIOGFU~FICA 

"Recenk wuhk i n  uncona- 
Xhained m i n i m i z a k i o n  haa 
invoRved k h e  cons a l i d a -  
k i o n  0.6 e x i a k i n g  i d e a n  
hakheh khan k h e  dnamak- 
i c  dev~Ropmenk 0.6 new 
Xechniquea . " 

( K .  W.Brodlie) 

Considere o problema geral de otimização não-linear 

irrestrita diferenciável: 

min f(x) , sujeito a x 6 Rn 9 (1 .I) 

onde f: IR" -+ IR , f € C' Procuramos portanto,se existir,um 

ponto x* tal que f(x*) 6 f (x) , Vx € IRn. 

Atualmente, a grande parte dos métodos usados na reso - 
lução deste problema pode ser classificada em , pelo menos, uma 
das seguintes famílias: 

i) Método do Gradiente Puro ou de Cauchy 

ii) Métodos de Direções Conjugadas 

iii) ~étodos Quasi-Newton 

iv) Método de Newton 

Devido a duas características muito atraentes, quais sejam, con - 

fiabilidade bem razoável e facilidade de programação , os méto - 

dos destas famílias se constituem atualmente nas melhores opções 

na abordagem do problema (1 .l) . 
A característica comum aos métodos das quatro famílias 

acima citadas reside em sua natureza iterativa. Geralmente,todos 

eles evoluem no dominio de f, iteração após iteração, no senti - 

do de alcançar um ponto % tal que: {fk} + f (2) e 111 gk/l }+]I g(%) [ I =  
=o . 



Para tanto, o mecanismo de evolução de um ponto xk para o pró- 

ximo, x k+l ' representado esquematicamente por: 

6 tal que, dentro de um enfoque de minimização, mantém conveni - 
entemente a chamada propriedade de descida, qual seja: 

Por outro lado, podemos afirmar intuitivamente que o 

fator que distingue os métodos entre si e que nos leva a clas- 

sificá-los nas diversas famílias consiste na forma de se obter 

a direção de descida dk. Enquanto o método do gradiente puro e- 

volui sempre na direção de maior decréscimo local de f,ou seja, 

dk=-~f(x~),métodos de direções conjugadas evoluem, i p a o  ~ a c f o ,  
por direções mutuamente conjugadas. Estas famílias utilizam ex - 

plicitamente apenas informações sobre derivadas de primeira or - 

dem. Por sua vez, o método de Newton progride por direções do 

tipo dk=- [v2fk] -?vfk, isto é, através de projeções de -vfk, en 

quanto que métodos Quasi-Newton (que aproximam o método de New - 

ton) evoluem por direções do tipo dk=-~k'ef~, onde 113~l-+~~f(x*). 

Feita esta breve introdução 5 Otimização Irrestrita, 
devemos expressar em algumas palavras a importância dos MGC 

nessa área, bem como os objetivos deste trabalho. Desenvolvido 

originariamente por HESTENES [ I ]  em 1952 para a resolução de 

sistemas lineares, o MGC foi usado pela primeira vez em 0.1. 

por volta de 1964, por FLETCHER e REEVES [ Z ] .  O sucesso de tal 

uso é contemporâneo ao surgimento de métodos Quasi-Newton como 
o de Pavidon (1959), aperfeiçoado em 1963 por Fletcher e Powell, 

e conhecido (ver referências em C331 ,p.ex.) como DFP (iniciais 

dos autores). Se,por um lado, já existia o método do gradiente 

puro (desde 1 8 4 7) , extremamente simples mas lento na convergência, 
o método de Newton, embora muito rápido, era operacionalmente 
complexo, visto necessitar da inversão da Hessiana de f a cada 

iteração; e,além disso, nem sempre tal Hessiana 6 explicitamen - 
te conhecida. Neste contexto, os MGC e os métodos Quasi-Newton 

surgiram como alternativas para aqueles métodos, com velocida- 

de de convergência e complexidade de cálculos intermediárias. 



1 I ~étodos Quasi-Newton, por aproximarem" mais fielmen - 

te o método de Newton, têm se mostrado na prática um pouco mais 

rápidos que os MGC [131. Por sua vez, os MGC se baseiam forte- 

mente no fato (geralmente consistente) de que, em uma vizinhan - 
ça de um mínimo local, toda função pode ser razoavelmente bem 

aproximada por uma função quadrática. Em termos de complexida- 

de de cálculos, ambos são semelhantes. O grande ponto a favor 

dos MGC reside no fato de a memória por estes requerida crescer 

a uma taxa cada vez menor que a dos métodos Quasi-Newton, con - 
forme aumenta a dimensão n do problema. Esta economia de memó - - 
ria torna-se bem atraente em implementações de algoritmos em 

microcomputadores ou em computadores onde a quantidade de me- 

mória disponível for fator restringente. A partir de problemas 

de médio porte (n>7O), pode ser problemático o armazenamento e a 

manipulação da aproximação da inversa da Hessiana. Sob este as - 
pecto, e não nos esquecendo que as taxas de convergência do^^^ 
e dos métodos Quasi-Newton não são muito diferentes, os MGC 

devem ser visualizados como a opção ideal. 

Neste contexto, nosso trabalho visa não só apresen- 

tar a evolução histórica dos MGC, mas, principalmente, dissecar 

sua idéia básica, seus mecanismos de funcionamento e os aspectos 

práticos de implementações computacionais de algoritmos de GC. 

Assim, a apresentação evolui didaticamente sempre que possível 

e, ao longo de todo o texto, utilizamos fortemente a visão geo - 
métrica dos fatos, sendo raras e sucintas as demonstrações. 

No segundo capítulo, são apresentados aspectos teó- 

ricos sobre a aplicação do MGC 5 minimização de funções quadrá - 
ticas da forma: 

onde Anxn é simétrica, definida positiva, x e IRn, b e  IR^ e 
c € IR. Veremos adiante que este problema é equivalente ao de 
se resolver o sistema linear Ax=b, problema para o qual HESTENES 

e STIEFEL [ I ]  , em 1952, desenvolveram o MGC. 

O - t'erceiro capítulo se concentra no estudo de parti- . . - 
cularidades da aplicação do MGC 2 minimização de funções não- 
quadráticas uniformemente convexas. São então apresentadas mo- 



dificações e generalizações de conceitos do caso quadrático, 

necessárias 5 adaptação do MGC a essa nova classe de funções. 
O conceito de n ~ i n i c i a R i z a ç ã o / " n e a ; t a h k "  (o que é,  como e quan - 
do fazê-la) é apresentado em algumas de suas formas, propici- 
ando o surgimento de novas versões do MGC. 

O - quarto capítulo versa sobre experiências e idéias 

obtidas em pesquisas sobre a aplicação do MGC em casos reais, 

nos quais o uso dos recursos finitos de computadores impõe li - 
mites ao MGC, tanto em relação 5s interrupções (testes de pa- 

rada) dos processos iterativos inerentes ao método, como em 

relação a erros acumulados em cálculos intermediários, fatos 

que, se não contornados adequadamente, podem deteriorar dras- 

ticamente não só a velocidade do método, como também a pró 

pria convergência do algoritmo. No final, é abordado o proble - 
ma da minimização unidimensional ou busca linear. São apresen - 
tados, dentro de um enfoque computacional, aspectos sobre o 

que se tem usualmente denominado " ~ Q c n i c a a  mudemma d e  ~ L L ~ ~ C U A  

R i n ~ a h U  " . 
O quinto capítulo apresenta algumas experiências 

computacionais efetuadas com diferentes versões do MGC aplica - 
das a um conjunto de funções-teste, como também algumas consi - 
derações sobre os resultados observados. 

Finalmente, indicamos algumas referências onde os 

principais aspectos sobre algoritmos de 0.1. (como origem , 
fundamentos teóricos, apresentação dos algoritmos e resultados 

de convergência) podem ser encontrados. Cronologicamente,temos 

os textos de MURRAY [I 61 (l972), LUENBERGER [I 91 (l973), 

PSHENICHNY/DANILIN C301 (1975), AVRIEL [25] (1976), BAZARAA/ 

SHETTY r331 (1979) e GILL/MURRAY [40] (1981) que cobrem de uma 

forma bem abrangente os tópicos de O. I. . 
No que diz respeito exclusivamente a métodos de dire - 

ções conjugadas, nos ativemos aos dois trabalhos de HESTENES, 

[i] e [38]. Em particular, a evolução histórica dos MGC pode 

ser acompanhada pelos trabalhos dos seguintes autores:HESTENES 

e STIEFEL [i ] , FLETCHER e REEVES [2] , POLAK e RIBIERE [8] , 
BEALE [17], POWELL [27] e SHANNO [31] e 1321. Embora se consti - 
tuam apenas em um pequeno sub-conjunto do que tem sido publicado 



sobre os MGC, e .s tes t r a b a l h o s  formam a  esp inha  d o r s a l  da  evolu~ão 

d e s t e s  métodos,sendo c i t a d o s  na  ma io r i a  dos demais t r a b a l h o s  

n e s t a  á r e a .  

Sobre buscas l i n e a r e s ,  são impor t an t e s ,  além dos t e x  - 

t o s  c l á s s i c o s  de O .  I .  j á  c i t a d o s ,  o s  t r a b a l h o s  de LEMARECHAL [34] 

e  de COHEN C391 , onde são  a n a l i s a d a s  a s  chamadas t é c n i c a s  moder - 

nas  de busca l i n e a r .  



MGC: MINIMIZAÇÃO DE FUNÇÕES QUADR~TICAS 

Inicialmente, devemos responder à seguinte pergunta: 
"Por que o estudo do comportamento do MGC em funções quadráticas?" 

A importância deste estudo se origina basicamente em três fatos: 

- funções quadráticas compõem a classe mais simples 
de funções que podem ser minimizadas (já que as 

funções lineares, a menos da função constante,são 

ilimitadas). 

- o comportamento de um algoritmo de 0.1. em funções 

quadráticas é, em geral, uma aproximação razoável 

do comportamento deste algoritmo em uma vfzinhança 

da solução para funções de classe c 2 ,  visto estas 
poderem ser aproximadas localmente por uma quadrá - 
tica. 

- o MGC tem, como se verá, uma propriedade intrinse - 
camente ligada à sua aplicação em funções quadrá- 
ticas, qual seja, a geração progressiva do espaço 

IRn pelas direções obtidas. 

11.1 - Origem dos MGC: 

Os ~étodos de Gradientes Conjugados (MGC) foram in - 
troduzidos por HESTENES e STIEFEL [I ] , em 1 9 5 2 ,  para resol- 

ver o sistema linear Ax = b, onde: 

A nxn - matriz real simétrica def.pos. 

x , b - vetores reais nxí 

A equivalência do problema acima com a resolução de: 



1 t t min f ( x )  = - x  Ax - b  x  + c ,  
2 

x  6 Rn e  A s i m é t r i c a ,  d e f .  pos .  (2 1 )  

é e s t a b e l e c i d a  p e l a s  condições n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  a  s e -  

rem $akisfeitas por  pontos  de mínimo em funções convexas [19].  

Será  dada agora  uma breve noção sob re  t a l  e q u i v a l ê n c i a ;  aspec- 

t o s  mais de ta lhados  poderão s e r  encontrados  em [16]. 

O g r a d i e n t e  de f em um ponto x  6 dado por  g (x )  = 

Ax - b ,  e  a  ma t r i z  Hess iana em x  é dada por  H(x) = A. Gomo um 

ponto c r í t i c o  x  de f é t a l  que g (x )  = 0 ,  temos que:  

O s i s t ema  acima, sendo A s i m é t r i c a  d e f .  pos.. ,  tem uma Única so- 

lução x * ,  onde x* = ~ ' l b  e ,  consequentemente, x* é .  o  Único pon- 

t o  c r í t i c o  de f ,  Tomaaio-se a e*ansão de Taylor de bf em torno de x  , 
dada p o r :  

t 1  t 
f ( x  + p )  = £(x) + p  (Ax - b) c Z p  A p ,  (2.2)  

onde o  r e s t o  é iden t icamente  nu lo  e ,  sendo x*  ponto c r í t i c o  de 
* 

f ,  s e  t rocarmos x  + x* è p  -+ x  - x  em (2.2) , teremos:  

~ o p o n t o d e v i s t a ~ e o m ~ t r i c o  , (2.3)  nos mostra  que,  n e s t e  c a s o ,  o  
ponto c r l t i c o  x* é o  c e n t r o  das superfícies quadráticas f  (x )  = a , 
a 6 IR . Vejamos: 

=> a - 1 t f ( x * )  = CONSTANTE = Z(x-x*) A(x-x*),  

que r e p r e s e n t a  uma q u a d r á t i c a  c e n t r a d a  em x * .  As s u p e r f r c i e s  de 

n í v e l  f (x)  = a de uma função q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  são 



então elips6ides, tendo simultaneamente x* = A- 'b como centro. 

Conclusão Final: O problema (2.1) é algebricamente e- 
quivalente a se resolver o sistema linear Ax = b e geometrica- 

mente equivalente ao de se encontrar o centro de um elips6ide. 

11.2 - 1déia Básica dos MGC: 

A idéia básica dos MGC pode ser resumida no fato de 

que usam informações acumuladas, em geral, desde o ínicio da exe - 

cução do algoritmo para continuarem a progredir em direção do mí - 
nimo desejado. 

Sabemos que no IRn existem, no máximo, - n vetores não 

nulos ortogonais entre si. O MGC, quando gera uma direção conju - 

gada 5s anteriores, gera também um (anti)gradiente ortogonal aos 

anteriormente gerados ( a ser demonstrado no Teorema 4, na pró- 
xima seção). Ora, quando já tiverem sido obt2dos - n (anti)gradi- 

entes, o MGC, ao gerar o (nil) -ésimo, chegará ao vetor nulo, as - 
saciado a um ponto crítico de f. Como f é quadrática definida 
positiva, este ponto é o Ótimo global [19], podendo então ser 
terminado o algoritmo. 

A partir de agora, denominaremos por rk=r (xk) =-f' (xk) 

o antigradiente de f no k-ésimo ponto da sequência Ixk} gerada 

pelo MGC (k>O). Cabe também citarmos que,ao longo de todo este 

capztulo, é suposta a utilização de aritmética exata e que, en- 
quanto nada for explicitamente mencionado,as buscas lineares se - 

rão consideradas exatas. Por Último, adiantamos que o conceito 

de'conj'ugação pode ser por enquanto entendido como uma generali - 

zação do conceito de ortogonalidade. 

O procedimento usado pelo MGC para acumular informa- 

ções e utilizâ-las em sua evolução pode ser assim descrito: ini - 
cialmente, dados um ponto inicial x e seu antigradiente rl , 1 
escolhemos a primeira direção de busca dl = r l ,  ao longo da qual 

será feita uma busca linear para alcançarmos um novo ponto, x2. 

Agora, com as informações d r1 e r2, calculamos uma nova dire - 
ção de busca d2, conjugada a dl, ao longo da qual buscaremos um 

novo ponto, x3, e assim, iterativamente, até qua se atinja a so - 
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lução Ótima x*.  Esquematicamente, temos: 

Dentro de um enfoque de minimização, a s  d i r e ç õ e s  gera  - 
das  devem s e r  de desc ida .  Logo, é conveniente  que o  a n t i g r a d i e n  - 
t e  no ponto a t u a l  t enha  um peso r azoáve l  no c á l c u l o  d e s t a  d i r e -  

ção. Como o  método u t i l i z a  d i r e ç õ e s  an t e r io rmen te  o b t i d a s  p a r a  

e s t e  c á l c u l o ,  pa rece  r azoáve l  que,  por  exemplo, es tando-se  no 

ponto x  k+l  ' a  próxima d i r e ç ã o  de busca d  k+l  possa  s e r  e s c r i t a  

da s e g u i n t e  forma: 

onde Bk 6 um e s c a l a r  e s c o l h i d o  de forma que dk+l  s e j a  conjugada 

a  t odas  a s  d i r e ç õ e s  j á  ge radas .  Desenvolvendo ( 2 . 4 ) ,  concluimòs 

que cada d i r e ç ã o  pode s e r  também v i s t a  como uma combinaçãolinear 

dos a n t i g r a d i e n t e s  j á  o b t i d o s ,  como s e  n o t a  aba ixo :  



Consequentemente, concluimos que no c á l c u l o  da d i r e ç ã o  dk+l  e s  : - 

t ã o  envolv idas  t odas  a s  d i r e ç õ e s  encont radas  an t e r io rmen te .  A s  

formas de s e  c a l c u l a r  Pk,em (2 .4) ,geraram v á r i a s  v e r s õ e s  doMGC, 

como veremos mais t a r d e .  

Podemos, a  e s t a  a l t u r a ,  descrever  um a lgor i tmo c o r r e s -  

pondente a  uma ve r são  bem g e r a l  do M G C .  Vejamos: 

ALGORITMO 1 : (GERAL) 

Passo O :  p a d o  x l  

Passo 1 : Se I lrkl 1 = 0 ,  pare .  O ponto xk é a solução procurada.  

Passo 2 :  A p a r t i r  de xk ,  f a z e r  uma busca l i n e a r  ao longo da d i -  

r eção  dk ,  ou s e j a ,  e n c o n t r a r  um passo X E R t a l  que k  

e s t e  s e j a  so lução  Ótima do problema de minimização u n i  - 
dimensional  . de f. E s t e  problema equivale a se determinar: 

h k l  f ( x k  + X d ) = min f ( x k  + Xdk) 
k  k  

h € IR 

Passo 3 :  x -- k+ 1 

Passo 4 :  Ca l cu l a r  o  c o e f i c i e n t e  de conjugação P de forma que k '  

dk+l s e j a  conjugada à s  d i r e ç õ e s  a n t e r i o r e s .  

Passo 5 :  dkil -- 4 r k+ 1 + Bkdk 

Passo 6 :  F 4 .k+l  

k o l t e  pa ra  Passo 1 .  



11.3  - RelacÕes fundamentais  nos MGC:  

Definição 1:  Um con jun to  de v e t o r e s  d i ,  i = 1 , 2  ,..., k ( k  > I ) ,  e  

d i t o  A-ortogonal ou conjugado em r e l a ç ã o  5 m a t r i z  

A assoc iada  5 função q u a d r á t i c a  
t f ( x )  = x t ~ x  - b x  + c  s e :  

Neste cap f tu10 ,po r  s imp l i c idade ,  sempre que a  e x p r e s s ã o d i r e ç õ e s  

donjlugadas (ou A-conjugadas) for  usada, subentenderemos que estas são conju -. 

gadas em r e l a ç ã o  5 m a t r i z  Hess iana s i m é t r i c a  de f . pos .  - A ,  a s s o c i  - 

ada à função q u a d r á t i c a  a  s e r  minimizada. 

Exemplo: S e j a  f uma função q u a d r á t i c a  t a l  que: --. 

t 
Então ,  por  exemplo, d l  = ( l 8 , l )  e  d2  = (1 1 ,  - 4 / 9 )  

t 

são conjugadas ,  p o i s  d  t 1 A d 2 = 0  - 
Vejamos agora os p r i n c i p a i s  r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  sobre o  

MGC (no caso  quad rá t i co )  enunciados p e l o s  s e g u i n t e s  q u a t r o  t eo -  

remas : 

Teorema 1 : Vetores  conjugados são l i nea rmen te  independentes .  

S e j a  { d l , d 2 ,  ..., dk} um conjun to  de k  v e t o r e s  A-conju - 

gados ,  di € R" , i = I . .  . k .  Então  d  , d 2 , .  . . ,dk são 1 
1.i. . 

Demonstração: 

Suponhamos que~ax i s t anesca l a r e s  a i = 1 .  k ,  , t a i s  i' 



que : 

t  ré-multiplicando (2.6)  por d.A, 1 S i  S k ,  teremos 
1 

Devido à h i p ó t e s e  de conjugação ( ~ e r ( 2 . 5 ) ) ~  t odas  a s  

p a r c e l a s  do l a d o  esquerdo,  a  menos da i -és ima ,  são n u l a s .  Temos 

en t ão :  a - d k ~ d ~  = 0 .  
1 1  

Como, por  h i p ó t e s e ,  A é d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  c o n c l u ~ m o s  

que a = 0 .  i Logo, d l ,  d 2 , * . . ,  d são l inearmente  independentes .  k 

4 

~ s o l á r i o  1 : Se d l  , d 2 ,  . . . , d  são v e t o r e s  conjugados,  en t ão  po k - 

demos d e f i n i r  o  con jun to :  

que é um subespaço k-dimensional  do IRn . Ainda mais, 

dado % € R" ,  o  con jun to  

k 
L ( d l ,  d 2 ,  ..., dk) = IX 6 Rn ," x  = E + 1 v . d . 1  é uma 
x j  = l  J J  

v a r i edade  afjm k-dimensional ,  p a r a l e l a  a  Sk,  ge- 

r a d a  p e l o  ponto 2 e  p e l o s  v e t o r e s  d, ., d 2 ,  . . . ,  dk.  

Definição 2: Dizemos que um a lgor i tmo de o t imização  i r r e s t r i t a  - 
tem "terminacão quad ra t i ca"  s e ,  quando ap l i cado  a 

funções no lRn , e l e  converge p a r a  uma so lução  em, 

no máximo, - n  i t e r a ç õ e s .  



Teorema 2: O MGC, quando ap l i cado  a  funções q u a d r á t i c a s  d e f i n i -  

das  p o s i t i v a s ,  p o s s u i  a  p ropr iedade  de terminaçãoqxa - 

d r á t i c a .  - I s t o  é, assumindo a s  s e g u i n t e s  h i p o t e s e s :  

~ipóteses : --------- 
H1 ) Sejam a s  d i r e ç õ e s  dl  , d 2 ,  . . . , dn A-conjugadas , 
H2) A função a  s e r  minimizada é q u a d r á t i c a  com sua  ma- 

t r i z  Hessiana Anxn s i m é t r i c a  d e f .  pos .  , 

H3) hk  é so lução  Ótima da  k-ésima busca  l i n e a r  (k = 

1 ,  * * * y  n)  , 

H4) Xk+l  deve s e r  o b t i d o  a  p a r t i r  de xk por meio deuma 

busca  l i n e a r  e x a t a  ao longo de uma d i r e ç ã o  conjuga - 
da à s  a n t e r i o r e s ,  i s t o  é, x  k+l  = Xk + hkdk , 

provaremos a s  s e g u i n t e s  t e s e s :  

Teses : Para  k  = 1  , . . ----- . , n ,  temos: 

L d T1 ) rk+l d j  = O ,  j  = 1 ,  . . . , k  (cada a n t i g r a d i e n t e  e  

o r togona l  às d i r e ç õ e s  j á  o b t i d a s )  

t T 2 )  r l  dk = rk dk 

T3) Xk+l  é uma so lução  ótima p a r a  o  problema: min f  (x) 

s u j e i t o  a  x  6 L ( d l ,  ..., dk) = {x lx  = x  + 
X1 1  k  + - E  Vjdj 1 

] = I  

d 

Em particular, xn + e  o  mínimo g l o b a l  de f no IRn. 

Demonstraêão: 

TI )  Pa ra  s e  p rovar  T1 , n o t e  que h ( h )  = f ( x k  + Xdk), 

p e l a  h i p ó t e s e  H3, tem seu  v a l o r  mínimo em X s e  e  k  

somente s e :  



Para O<j< k, observe que : 

= b - Axj+l - A -  1 Xidi , e, portanto: 
i=j +l 

t Por H1 temos dk Ad. = O, i = 1, . .. , k - 1 
1 

pós-multiplicando ambos os termos de (2.8) por d.: te- 
? ' 

mos: 

Logo, a partir de (2.7) e (2.9), conclui'mos a valida- 

de de TI . 

T2) Para k=1, T2 é trivial. Trocando k por k-1 e toman - 
do,j = O em ( 2 . 8 ) ,  temos: 

pós-multiplicando (2.10) por dk, temos: 

onde o somatório, pela- hi-Ótese H 1 ,  vale zero. Então: 

Logo, T2 vale. 



T3) Dividiremos esta demonstração em 4 partes, a saber: 

i) obtenção do valor de f (x), para um ponto qualquer 

x 8 Lx(dl,dZ,-..,dk)* 
1 

ii) obtenção do valor f (x~+~), onde x ~ + ~  e L (dl,d2,--,dk) 

é o (k+l)-ésimo ponto da sequência 

iii) processo que nos permitirá estabelecer que f ( x ~ + ~ )  <f(x). 

iv) generalização do resultado de (iii) para k=n. 

Usando o corolário 1 do Teorema 1 e a hipótese H1, podemos, 

para um ponto genérico x 6 Lx (dl ,dZ, . . . ,dk) , escrever: 
1 

Pela definição da função f, 

devido ã hipótese de conjugação H 1 .  Logo, temos: 

Por construção do algoritmo, podemos expressar x 
k+ 1 de forma 

análoga à de (2.11), ou seja, 

onde os valores de h satisfazem à hipótese H3. 
j 

Aplicando (2.12) para xkcl , obtemos: 



Passaremos agora à fase (iii) da demonstração.Inicialmente , 
pela hipótese H3, temos : 

f(xj c h-d.) 5 f(x c p.d.), Vp.€IR e j5n , 
J J  j J J  J 

que, através do mesmo desenvolvimento de (2.12) a ambos os 

seus lados, pode ser re-escrita como abaixo: 

t 2 t t 2 t f(xj) - h.r.d. + h.d.Ad. 5 f(x.) 
J J J  J J  J J J J ~  J J  j 

- r .  + p.d.Ad . (2.15) 

t t Pela tese T2, temos r.d = r..d , Bj5n. Fazendo esta substitui 
J j 1 j - 

ção em (2.15), obtemos: 

Tomando (2.16) com j=1, ..., k e somando-os.., temos: 

Adicionando o termo f(xl) a ambos os lados de (2.17) e por 

inspecçáo de (2.12) e (2.14), concluimos diretamente que: 

n Em particular, Lx(dl ,dZ,. . . ,dn) = IR , Y x1 € IRn, e daí: 
1 

X 
n+ 1 minimiza f sobre o IR n, 



1 t t Teorema 3: Seja a função a ser minimizada f (x) = -x Ax-b x+c , 
2 
n onde Anxn é simétrica,def .pos. e x I R . 

Então, o valor Xk (k = 1 , ..., n) do passo Ótimo na 
k-ésima busca linear nos MGC 6 dada por: 

Pelo teorema 2, existem h € IR tais que: k 

t  ré-multiplicando (2.19) por d A, temos: k 

Por construção do algoritmo, podemos escrever: 

Xk - X1 = hldl + hZd2 + ... + h d k-1 k-1 (2.21) 
6 

t  ré-multiplicando (2.21) por d A, temos: k 

A yartir de (2.20), 2odemos escrever: 



Concluindo , 

o 
pela tese T1 do teorema 2, temos 

Teorema - 4: - No caso quadrático, os (anti)gradientes gerados pe- 

10s M.G.C. são orto~onais. 

Demonstracão: 

t Mos traremos, por indução, que, 10n5-1 e fixo, rk+lrj=O, j=l , . . . ,k. 
Para j=l, a prova é trivial, devido ao Teorema 2. 
Supondo-se válido o Teorema 4 para j=i-1 (isk), isto é: 

r t d  k+1 i-1 = O 7 (2.23) 

provaremos a sua validade para j=i. De fato, temos: 

t t 
rk+í ri = r kt 1 ( b - ~ x ~ )  = r kii ( ~ - A ( X ~ ~ + A ~ ~  d i-l 1 )  = 

t t 
= 'k+l (ri-l-Xi-lAdi-l) = 'ktlri-1 - hi-lrk+lAdi-l) = 

(2.23) ( 2 . 1 8 )  
i t .G 
- -hi-lrk+lAdi-l = P 11 II t - 

'k+lAdi-1 
- 

T d  di-1 1-1 - 
r t t 
i 1 (r i rk+ 1 lAdi 

= - = O. ~ o g o ,  temos: 
' t 1. (2.23) 
di-lAdi-l 



isto é :  
os antigradientes são mutuamente ortogonais. 

Este teorema nos mostra que o MGC, ao progredir por di - 
reções conjugadas, gera antigradientes mutuamente ortogonais.0~ 

resultados que apresentamos podem ser esquematicamente dispos- 

tos conforme abaixo e cabe lembrarmos que as demonstrações ex- 

postas não são Únicas. 

D E  F IN ICÃO i 

C o n j u g a  c ã o  

T E O R E M A  1 D E F I N I C Ã O  2 
- 

V e t o r e s  con jugados  T e r m i n a c ã o  

são 1 . i .  q u a d r a t i c a  
C 

I T E O R E M A  2 

E m  p rob lemas  qua -  

d r õ t i c o s  n-d imensionais ,  

os MGC conve rgem em,  

no m õ x i m o ,  n i t e racães  

F i g .  11. 1 

F 

T E O R E M A  3 

Valor do passo ót imo 

no c a s o  quadrot ico 

A questão que agora se levanta é a respeito das formas 
de se obter direções conjugadas e de descida. 

T E O R E M A  4 

Antigradientes gerados 

no MGC sao ortogonais 



1 1 . 4  - Conjugando d l r e ç 6 e s  : 

Pelo ,que fo i  apresentado e ,  p r inc ipa lmen te ,  revendo- s e  a  

d e f i n i ç ã o  de conjugação,  podemos v i s u a l i z a r  o  p rocesso  de con ju  

gação de v e t o r e s  como uma gene ra l i zação  do processo  de or togona - 
l i z a ç ã o ;  o s  métodos de g r a d i e n t e s  conjugados t rabalham com ba- 

s e s  conjugadas ao i nvés  de o r togona i s .  Logo,o problema fundamen - 
t a l  é o  do desenvolvimento de a lgor i tmos  que construam v e t o r e s  

mutuamente conjugados.  

Como j á  observado em 1 1 . 2 ,  a  nova d i r e ç ã o  de desc ida  

dk+l  a  p a r t i r  do ú l t imo ponto a lcançado (xk+, ) ,pode ser  definida 

como uma combinação l i n e a r  de t odas  a s  d i r e ç õ e s  a n t e r i o r m e n t e g e  - 
r a d a s  ( r e p r e s e n t a d a s  na Última d i r e ç ã o  dk ) com o  a n t i g r a d i e n  - 

te  'k+l ' o b t i d o  n e s t e  ponto  ( x ~ , ~ ) .  Temos: 

Geometricamente: Ana l i t i camente :  

+ Bkdk' B k  8 R (2.24)  

X ~ + i  k + i 

F i g .  11. 2 

O e s c a l a r  B k ,  que de f ine  a  combinação l i n e a r  acima, 

é esco lh ido  de forma a  g a r a n t i r  que a nova d i r e ç ã o  s e j a  conjuga - 
da a  t odas  a s  a n t e r i o r e s ,  ou,  equivalentemente  ã Última d i r e ç ã o  

gerada ( d k )  Logo, devemos t e r :  

De ( 2 . 2 5 ) ,  temos a  fórmula de Daniel  [25] : 



Definindo ykcl = r k+l - rk, podemos escrever: 

Multiplicando e dividindo o lado direito de (2.26) por - h k  e, 
usando (2.27) , temos: 

conhecida como a fórmula de Hestenes-Stiefel, Segundo LENARD 

[23] ; no entanto, AVRIEL em [25] , atribui (2.28) a Sorenson e 

Wolfe. Aqui, nos referimos a (2.28) sempre de primeira forma. 

Podemos simplificar (2.28) se usarmos buscas linea - 
res exatas, ~ o i s  a tese T I  do Teorema 2 nos permite escrever: 



o  que nos l e v a  a :  

que f o i  p ropos t a  por  POLAX e  RIBIÈRE, em 161.  

A ú l t i m a  s i m p l i f i c a ç ã o  base i a - se  no f a t o  de a  função 

s e r  q u a d r á t i c a ,  o  que ,  a l i a d o  à condição de termos d l  = r l ,  nos 

pe rmi t e  u s a r  o  Teorema 4 da  s e g u i n t e  forma: 
o 

fórmula  usada por FLETCHER e  REEVES [ 2 ]  . Repare que o  uso de 

(2.30) impl ica  em assumirmos o  uso de buscas l i n e a r e s  e x a t a s .  

1 1 . 5  - Um Algoritmo de Grad ien tes  Conjugados Para  Funções Qua- - 

d r á t i c a s  Def in idas  P o s i t i v a s ;  

Podemos agora  a p r e s e n t a r  um a lgor i tmo r e l a t i v o  à ve r -  

são dos MGC d e s t i n a d a  a  minimizar uma função q u a d r á t i c a  e s t r i t a  - 

mente convexa. Daqui em d i a n t e ,  e s t e  a lgor i tmo s e r á  denominado 

Algoritmo 2.Dada uma função f ,  como d e f i n i d a  em ( 2 . 1 ) ,  temos: 

Passo O :  Dados x l  € IR", r l  + - f ( x l )  (= b  - Ax,) e d l  t- r ,  - 



Passo 1 : Para  k  = ' 1  a t é  n - 

I :  Se 1 1  rk  1 1 '  = O ,  p a r e .  x* = r Xk 

é o  mínimo dese jado  

Passo 2 :  Pare .  x* = x - é o  mínimo dese j ado .  n+ 1 

i )  Sobre o s  pontos  de parada :  

- a  propr iedade  de terminação q u a d r á t i c a  é u s a d a ,  ao 

f i n a l  -do a lgo r i tmo ,  como ind i cado r  de g a r a n t i a  t o t a l  

de ,  no caso quad rá t i co  e  com a  u t i l i z a ç ã o  de a r i t n é t i c a  

e x a t a ,  s e  t e r  alcançado o  mínimo g l o b a l  da função ,  f .  

- sendo f  q u a d r á t i c a  d e f .  p o s . ,  a  condição P f (xk )  = O ( equ i -  

v a l e n t e  a  1 1  rk 1 1  ' = O) é n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  de ot ima- 

l i d a d e  p a r a  o  ponto xk e ,  automaticamente,  d e t e c t a  uma pos - 
s i v e l  convergência  precoce do a lgo r i tmo .  

i i ) O  passo X 6 dado de forma e x p l í c i t a ,  como ob t ido  no Teorema k  



3 ,  fazendo com que s e  e v i t e  o  uso de ProcesSoS i t e r a -  
t i v o s  p a r a  e f e t u a r  buscas  l i n e a r e s .  

i i i )  Podemos o b t s r  1 . 4  de o u t r a  forma, v i s t o  que: 

i v )  A fórmula e s c o l h i d a  p a r a  Bk no passo 1.5 foi  a  de Fletcher-Reeves, 

v i s t o  e l a  s e r  a  que melhor u t i l i z a  a s  c a r a c t e r í s t i c a s  da 

função q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  a  s e r  minimizada e  a s  

=rspr iedu&s  MYCs. 

1 1 . 6  - M G C  ve r sus  ~ é t o d o  d o  Grad ien t e :  A1raliação #e  desempenho: 

Após a v a l i a r  em termos a b s o l u t o s  o  desempenho dos M G C s  

a t r a v é s  dos r e s u l t a d o s  do Teorema 2 ,  r e lac ionaremos  agora  e s t e  

desempenho com o  do t r a d i c i o n a l  Método do Grad ien t e ,  ou Método 

de Cauchy, quando a p l i c a d o s  a  funções q u a d r á t i c a s  d e f i n i d a s  po - 

s i t i v a s .  

Sem perda  de gene ra l i dade ,  assumaaos a função f  a  s e r  m i -  
1 t nimizada do t i p o  f ( x )  = ~x Ax, x  C I R n ,  Anxn sendo s i m é t r i c a  ,de - 

f i n i d a  p o s i t i v a ,  e  s eu  a n t i g r a d i e n t e ,  em ponto x  dado p o r r k =  k '  

-g(xk)  = -Ax Ambos o s  métodos operam com a s  s e g u i n t e s  r e l a -  k '  

ções : 

e ,  consequentemente : 



O r e s u l t a d o  da comparação. do desempenho de uma i t e r a ç ã o  do MGC 

( s . p . g . ,  f igor i tmo 2 )  e  do ~ é t o d o  do Gradiente  pode s e r  mostra  - 
do a t r a v é s  da s e g u i n t e  r e l a ç ã o ,  demonstrada após seu enunciado: 

I A p a r t i r  d e  um mesmo p o n t o  x k ,  a  r e d u ç ã o  

do  v a l o r  d a  f u n ç ã o  p o r  uma i t e r a ç ã o  d o  

M G C  é s e m p r e  m a i o r  ou  i g u a l  q u e  a  r e d u -  

ç ã o  o b t i d a  p o r  uma i t e r a ç ã o  d o  Método do  

G r a d i e n t e ,  i s t o  é :  

MGC MG ) 
f ( x k + l )  ' f ( x k + l  

- - 

Demonstração - : 

Suponha que ambos os  métodos, na k-ésirna i t e r a ç a o ,  e s -  - 
t e jam em um mesmo ponto  x  a  p a r t i r  do qua l  e v o l u i r ã o  a t r a v é s  - k '  

da  d i r e ç ã o  dk dada p o r :  

a lcançando,  r e spec t ivamen te ,  os  pontos  x  MG e x  M G C  k+l  k+l  

I n i c i a l m e n t e ,  vamos a v a l i a r  f (x MG ) :  k i l  
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o que nos permite re-escrever a desigualdade a ser demonstrada 

como abaixo: 

ou, equivalentemente: 
rtAd O @k-l k k-1, 

que pode ser facilmente verificada, pois: 

- dt Ad 
--@k-1 k-1 k-1 6 0 .  

Logo, (2.31.) vale. 

 orol lá rio: Visto o ~êtodo do Gradiente ter uma 

I taxa de convergência linear, con- I 
I cluhos que o MGC (Algoritmo 2) te- I 
I rá taxas de convergência, no pior I 

caso, lineares, quando aplicados a 

funções quadráticas definidas posi- 

t ivas . 



1 1 . 7  - Relação. e n t r e  o  M . G . C .  e  o  ~ é t o d o  de Newton: 

Para  def ini rmos o  chamado ~ é t o d o  Puro de Newton (MPN) - 
apl icado  à minimização de uma função gené r i ca  f ,  exigiremos , a  

p r i n c í p i o ,  f  6 C 2 .  Poderemos en t ão ,  e s c r e v e r  sua  aproximação qua - 
d r á t i c a  em uma v iz inhança  de xk em termos da expansão de Taylor:: 

onde: gk denota  o  g r a d i e n t e  em xk , Hk é a  Hsss5ana de f no mes - 

mo ponto e  x ,  xk E IRn . 

Derivando (2.32) em r e l a ç ã o  a  x ,  temos: 

Sabendo que uma condição n e c e s s á r i a  ( e  em c e r t o s  casos  s u f i c i -  

e n t e )  p a r a  e x i s t ê n c i a  de um mínimo x* de f é de que g (x* )  = 0 ,  
buscaremos um ponto x  k+ 1 t a l  que: 

O U ,  equivalenteniente , assumindo Hk não s i n g u l a r  : 

O MPN c o n s i s t e  na  ap l i cação  i t e r a t i v a  de (2.35) a  p a r t i r  de um - 
ponto x  G  IR^ . 1 

A cada i t e r a ç ã o  precisamos c a l c u l a r  o  g r a d i e n t e  e  a  i n v e r s a  da 

Hessiana no ponto x  Na verdade ,  não se  i n v e r t e  d i r e t amen te  H 
k  k' 

resolvendo-se ,  em seu  l u g a r ,  o  s i s tema l i n e a r  dado por (2 .34) .  

Em dimensões a l t a s  e /ou  em problemas complexos, os  cá1 - 



cu los  dos v a l o r e s  de f ( x k ) ,  g (x  ) e ,  p r inc ipa lmen te ,  da  i n v e r s a  k  

de Hk podem s e r  c u s t o s o s ,  no que d i z  r e s p e i t o  a  tempo (quant ida  - 

de de c á l c u l o s ) .  Um o u t r o  problema b a s t a n t e  f r equen te  na  a p l i c a  - 

ção do MPN a  funções não-quadrá t icas  é o  de que não s e  pode ga- 

r a n t i r  sempre que f ( ~ ~ + ~ )  < f ( x k ) ,  problema e s t e  que tem, e n t r e  

o u t r a s  causas ,  a  de que H pode não s e r  de f . pos .  k  ou de que 

X k+l  ' o b t i d o  por ( 2 . 3 5 ) ,  e s t a r  su f i c i en t emen te  a f a s t a d o  de : \ x  .k 

de modo a  t o r n a r  a  aproximação q u a d r á t i c a  de f,em uma r e g i ã o  on - 

de s e  encon t r e  x  uma aproximação ruim p a r a  f  ( x ~ + ~ ) .  Soluções k. ? 

p a r a  con to rna r  e s t e s  problemas tem s i d o  p ropos t a s  (ver  1361 e  

[38] ) ,  em p a r t i c u l a r  o  uso de busca l i n e a r  p a r a  cada d i r e ç ã o  

Sendo f  q u a d r á t i c a  d e f .  p o s . ,  o  MPN adqui re  a  p r o p r i e -  

dade a t r a e n t e  de converg i r  p a r a  o  mínimo g l o b a l  x* em apenas u- - 
ma i t e r a ç ã o ,  a  p a r t i r  de qualquer  ponto x  6 IRn . Note que ,  s e  1 

1 t f ( x )  = x Ax - bx + c ,  ap l icando  o  MPN, temos: 

e ,  consequentemente : 

=> x  = x* 6 o  minimo g l o b a l  de f .  2 

O MPN deve s e r  v i s t o  como uma sequênc ia  de minimiza- - 
ções de aproximações q u a d r ã t i c a s  da  função f  a  s e r  minimizada. 

A k-ésima i t e r a ç ã o  de Newton corresponde a  obtenção do mínimo 

X k+ 1 da  aproximação q u a d r á t i c a  F~ de f .  



Comparando o MPN e o MGC, e tendo em vista o Teorema 

2, concluímos que, para funções quadráticas def. pos., uma ite - 

ração de Newton corresponde a um ciclo de (no máximo) - n buscas 

lineares ao longo de - n direções mutuamente conjugadas. 



M . G . C . :  MINIMIZAÇÃO DE FUNÇÕES NÃO-QUADRÁTICAS UNIFORMEMENTE 

CONVEXAS 

I I I .  1 - - Apresentação do Problema: 

Geralmente,  um a lgor i tmo assume e/ou u t i l i z a  p r o p r i e -  

dades da  c l a s s e  de problemas p a r a  a  q u a l  f o i  desenvolvido.  No 

nosso ca so ,  o s  M G C s  s e  baseiam em c a r a c t e r í s t i c a s  p r ó p r i a s  de 

funções q u a d r a t i c a s  convexas (continuamente d i f e r e n c i á v e i s )  . D i  - 

ve r sos  t r a b a l h o s  têm s i d o  desenvolvidos  ao longo dos Últ imos 20  

anos no s e n t i d o  de a p l i c á - l o s  a  funções mais g e r a i s ,  tendo-se  a1  - 

cançado algum sucesso  p r inc ipa lmen te  em funções que sejam razo-  

avelmente bem aproximadas por  uma q u a d r á t i c a  em uma c e r t a  v i z i -  

nhança do mínimo procurado.  E s t e  f a t o  j u s t i f i c a - s e  em que oMGC, 

como d e s c r i t o  no c a p í t u l o l l ,  f a z  p a r t e  de uma c l a s s e  de a l g o r i t  - 

mos de ~ t i m i z a ç ã o  I r r e s t r i t a  que operam baseados em informações 

sobre  de r ivadas  de segunda ordem. I s t o  f a r á  com que o  M G C ,  a p l i  - 

cada a  funções  não -quad râ t i ca s ,  evo lua  fo r temente  baseado na 

cu rva tu ra  de sua  aproximação q u a d r á t i c a .  

Torna-se n e c e s s ~ r i o  en t ão  def in i rmos  prec i samente  a  

c l a s s e  de funções r e a i s  n ã ~ - ~ u a d r á t i c a s  p a r a  a  qua l  a p r e s e n t a r e  - 

mos reformulações  (ou ex t ensões )dos  c o n c e i t o s ,  a lgo r i tmos  e  r e -  

s u l t a d o s  de convergênc ia ,  de forma a  podermos ; a n a l i s a r  a  
L 

a p l i c a ç ã o  do MGC a  minimização d e s t a  nova c l a s s e  de funções .  

Neste c a p ~ t u l o , a s s u m i r e m o s  a  função a  s e r  minimizada 

f  na c l a s s e  das  uniformemente convexas e  duas vezes  continuamen - 
t e  d i f e r enc i áve i ç  no W~ e ,  por d e f i n i c ã o ,  s a t i s f a z e n d o :  



onde (3.1) i n d i c a  que os  au tova lo re s  de H(2) pertencem ao i n t e r  - 
v a l o  [m,M] , implicando , equ iva len temente ,  em que f  s a t i s f a ç a  a  

condição de convexidade uniforme. Considere também x* o  mínimo 

g l o b a l  de f ,  e  a  aproximação q u a d r á t i c a  de f  p a r a  todo x  em uma 

c e r t a  v i z inhança  de x* sendo dada por  F, t a l  que: 

t 1  t F(x)  = f ( x * )  + (x-x*) g* c Z(x-x*) H*(x-x*),  

onde H* = V 2  f  (x*) . 

Sendo f  uniformemente convexa, temos de imediato  H* de f . pos .  Lo - 

go,  em uma c e r t a  v i z inhança  de x * ,  O problema min f(x) é bem a- 

proximado p e l o  de minimizar uma q u a d r á t i c a .  J u s t i f i c a - s e  en t ão  

a  e x p e c t a t i v a  de que os  M G C s ,  convergentes  em problemas quadrá- 

t i c o s  em um número l i m i t a d o  de i t e r a ç õ e s ,  s e j amef i c i en t e s  também 

p a r a  funções uniformemente convexas. 

1 1 1 . 2  - A c o n t r i b u i c ã o  de F l e t c h e r  e Reeves: 

O sucesso  dos MGCs em funções q u a d r á t i c a s  levou d i v e r -  

s o s  pesqu i sado re s ,  p r inc ipa lmen te  a  p a r t i r  da década de 60,  a  

t e s t á - l o s  em funções  não-quadrá t icas .  Neste s e n t i d o ,  em 1964, 

FLETCHER e  REEVES [2] formularam uma ve r são  do M G C  onde não s e  

n e c e s s i t a  e x p l i c i t a m e n t e  de de r ivadas  de segunda ordem ( em 

c o n t r a s t e  com o  Algoritmo 2 )  ex ig indo ,  porém, uma forma i n d i r e -  

t a  de s e  r e a l i z a r  buscas  l i n e a r e s  e x a t a s .  O a lgor i tmo r e s u l t a n -  

t e ,  denominado Algoritmo de Fle tcher-Reeves  sem -Keini.cializa~6es, 

Q qual  nomearemos a  par t i . ;  de agora  Algoritmo 3, é apresentadoabaixo: 

Passo 0 :  Dados f :  IR"+. ]I( e  x l  € IRn, f a c a  rl+ - f l (x l )  e  k  + 1  . 

Passo 1 : dk c rk -- 



Assumindo a r i t m é t i c a  e x a t a ,  e s t e  a lgo r i tmo ,  quando a p l i c a d o  a  

funções q u a d r á t i c a s  d e f .  p o s . ,  é i d ê n t i c o  ao Algoritmo 2 ,  possu - - 
indo a  p ropr iedade  de terminação q u a d r á t i c a .  

Por o u t r o  l a d o ,  no caso de funções não -quad rá t i ca s ,  o  

c á l c u l o  do pas so  Ótimo h k  em 2 . 2 ,  imposs ive l  de s e r  e f e t u a d o  d i  - 

re tamente  como no caso q u a d r á t i c o  (ver  Teorema 3 ) ,  é f e i t o  a t r a  - 
vés  de uma busca l i n e a r  ( processo  i t e r a t i v o  ) onde s e  t e n t a  a 1  - 

t cançar  a  condição d  r . k  k+l  = O ,  de forma s i m i l a r  ao caso q u a d r á t i  - 

co.  Aqui, a s  d i r e ç õ e s  geradas  correspondem 5 a t u a l  aproximação 

q u a d r á t i c a  l o c a l  da função e  a  t a x a  de convergência  depende f o r  - 

temente da  s e n s i b i l i d a d e  do a lgor i tmo à p r e c i s ã o  da  aproximação 

q u a d r â t i c a  em cada i t e r a ç ã o .  

Na ~ r á t i c a ,  é em g e r a l  imposs íve l  e f e tua rmos_  

buscas l i n e a r e s  e x a t a s .  São usados a lgo r i tmos  i t e r a t i v o s  (vere-  

mos a lguns  no c a p í t u l o  I V )  que fornecem, com a c u r á c i a  d e s e j a d a ,  
t uma aproximação hk p a r a  h (onde hk  1 dkrk+ l  = O). Logo, o p ro-  k 

cesso  de busca  l i n e a r ,  sem s e r  a  Única, é a  f a s e  nos M G C s  que 

mais g e r a  e r r o s  que,  acumulados a  cada i t e r a ç ã o ,  vão d i s t o r c e n -  

do o s  r e s u l t a d o s  de c á l c u l o s  f u t u r o s  nos M G C s  e ,  consequentemen - 
t e ,  a s  p rop r i edades  po r  e l e s  assumidas.  A so lução  adotada por 

F l e t c h e r  e  Reeves p a r a  con to rna r  e s t e  problema indese j ado  f o i  a  
r e i n i c i a l i z a ç ã o  ( " r e s t a r t " )  do a lgor i tmo i cada n  i t e r a ç õ e s ,  f o r  - - 

I 



necendo como nova di reção.  i n i c i a l  de busca  d = r kn+l kn+l  , 
k=1,2, ... , . O  " r e s t a r t t t  é en tão  uma e s t r a t é g i a  p a r a  s e  e v i t a r  que 

e r r o s  acumulados em i t e r a ç õ e s  a n t e r i o c e s  prejudiquem o bom 

comportamento dos MGCs quando e s t e s  t ive rem alcançado uma r e g i -  

ão onde a função s e j a  bem aproximada por  uma q u a d r á t i c a .  

O " r e s t a r t t f  a cada - n i t e r a ç õ e s ,  da forma acima d e s c r i -  

t a ,  é melhor en tend ido  geometricamente,  ao relembrarmos que o s  

MGCs vão e v o l u i r  baseados na aproxinação q u a d r á t i c a  l o c a l  da fun - 
~ i i o  a s e r  minimizada , e que - n (ou a t é  menos) i t e r a ç õ e s  do 

MtiC correspondem à minimização d e s t a  aproximação, obtendo x ~ + ~  , 

c e n t r o  do e l i p s ó i d e  F1. Esquematicamente, t e r íamos :  

F i g .  111.1 

Alcançado xn+, , que ,embora s e j a  o mínimo de F e s t á  1 '  

longe de poder ser  apontado mínimo de f ,  é muito mais i n t e r e s s a n  - 

t e  p a r a  o M G C ,  a p a r t i r  de ago ra ,  i gno ra r  F, e c o n s t r u i r  uma no - 

v a  aproximação de f ,  digamos F2 ,  centrada em x ~ + ~ ,  p a r a  cu jo  m í -  

nimo - s .p . g . ,  x 2n+1 - o MGC deve e v o l u i r .  Es t a  cons t rução  equiva  - 

l e  a lgebr icamente  a s e  r e i n i c i a l i z a r  o a lgo r i tmo .  ~ e r í a m o s  ago- 



r a  a  segu in te  s i t u a ç ã o :  

A s s i m ,  gerando sucess ivas  aproximações de f  cada vez 

m i s  próximas de uma v iz inhança  de x * ,  O método converge em .._ 

uma ve loc idade ,  em g e r a l ,  bem maior pa ra  uma aproximação bas tan  - 
t e  s a t i s f a t o r i a  de x * ,  do que s e r i a  a  do MGC sem"restart t! .  

F l e t che r  e  Reeves, em exper iênc ias  com funções d ive r -  

s a s ,  u t i l i z a r a m  e s t e  processo com c i c l o s  de n+l  i t e r a ç õ e s  em - 
vez de - n.  Segundo e l e s  [ Z ] ,  uma i t e r a ç ã o  a  mais (por c i c l o )  f o i  

a d i c i o n a d a U p o r  ana logia  com o  uso dos M G C s  na reso lução  de s i s  - 
temas l i n e a r e s  [l],onde f o i v i s t o  que uma i t e r a ç ã o  a d i c i o n a l  é be- 

n é f i c a  pa ra  compensar a  acumulação de e r r o s  de arredondamento 

gerados durante  o  c i c l o  de - n  i t e rações" .  Como observação,  v a l e  

c i t a r  que o  sub-problema da minimização unidimensional f o i  r e -  

so lv ido ,  de forma bas t an te  s a t i s f a t ~ r i a ,  pe lo  algoritmo de in -  

terpolação.  cúbica de Davidon, ao qua l  voltaremos a  nos r e f e r i r  

no c a p í t u l o  I V .  



111 .3  - A c o n t r i b u i ç ã o  de Polak e ~ i b i è r e :  

Em 1964, POLAKe R I B I ~ R E  [ ó ]  apresentaram uma con - 

t r i b u i ç ã o  s i g n i f i c a t i v a  ao es tudo  da ap l i cação  dos MGC a  Eu.n- 

ções não-quadrát  i c a s  (priricipalmente),onde propuseram uma fórmg 

l a  a l t e r n a t i v a  p a r a  o  c o e f i c i e n t e  de conjugaçáo Bk ! à q u a l  j á  

nos r e f e r i n o s  em 11.4). Para  f a c i l i t a r  a  compreensão, r e - e sc reve  - 

mos a s  fórmulas  p a r a  B segundo Fle tcher-Reeves ,  ( 2 .30 ) ,  e  PaLak k  
- R i b i è r e ,  (2 .29) .  

Temos e n t ã o :  

O termo a d i c i o n a l  rt k + l r k  em @ER tem um s i g n i f i c a d o  i- 
& 

mediato como minimizador do e r r o  oco r r ido  quando a  formula de 

Fletcher-Reeves cons idera  o s  a n t i g r a d i e n t e s  gerados  como e x a t a -  
.- mente o r t o g o n a i s .  Es t e  e r r o  o ~ a m a d o  p-~Pncigafmente For uma fraca a  - 

derência da função com sua aproximag?~ quadrática local tomada na k-&irna i 

teração.~orém,  a  d i s cus são  em t o r n o  de q u a l  fórmula  deva s e r  u sa  - 
da em que t i p o  ( s )  de problemas e s t á  em a b e r t o ,  motivando uma 

s é r i e  de e s t u d o s .  Em p a r t i c u l a r ,  o  t r a b a l h o  de POWELL [27] deve 

s e r  considerado de suma impor t ânc i a ,  v i s t o  t e r  conf ron tado  d i r e  - 

tamente a s  duas ve r sões  de B em uma s i t u a ç ã o  b a s t a n t e  v i á v e l  k  

em ap l i cações  r e a i s ;  sua  conclusão p a r a  e s t e  t i p o  de s i t u a ç ã o ,  
-- 
lJK como veremos ago ra ,  TkL 

A f i g u r a  ao l ado  nos mostra  

a  d e f i n i ç ã o  de dk(k  > 1 )  , o  

ângulo D e n t r e  dk e  rk k  e  

também a  o r togona l idade  en- 

t r e  dk - , e  rk. 

F i g .  m . 3  



A p a r t i r  da  f i g u r a ,  temos: 

Por o u t r o  l a d o ,  s e  trocarmos - k  por  - k+1 na F igura  111.3,  podere-  

mos e s c r e v e r  : 

A p a r t i r  de (3 .3 )  e  ( 3 . 4 ) ,  concluimos:  

o  que nos mostra  de forma c l a r a  a  dependência do ângulo O k + l  a  

s e r  ob t ido  na (k+l ) -és ima  i t e r a ç ã o  com O k ,  o b t i d o  na k-ésima. 

Tomemos agora  o  M G C ,  segundo F l e t c h e r  e  Reeves. S u b s t i  

t u i n d o  Bk por  B E R  em (3 .5)  , temos : 

A s i t u a ç ã o  p ropos t a  

M G C ,  com @kR, t enha  

r eçáo  d  t a l  que O k  k 

po r  Powell f o i  a  s e g u i n t e :  suponha que o  

e f e tuado  a  k-ésima i t e r a ç ã o ,  obtendo uma d i  - 

2 ( localmente  d  não é uma boa d i r e  k  

ção de d e s c i d a ) .  Teremos, e n t ã o ,  uma pequena v a r i a ç ã o  pon tua l  

hk l l  dkll que,  po r  sua  v e z ,  i m p l i c a r á  em um v a l o r  muito pequeno 

para II 'k+l - rkll . consequentemente, o  r a i o  1 1  rkil 1 1  / 1 1  rk 1 1  se 
r á  muito prÔximo de 1 .  I s t o  f a r á  com que O k + l  também f i q u e  pró-  

ximo de ~ / 2 ,  ocasionando um novo pequeno p rog re s so  na  ~ r Ó x i m a  i - 
a 

t e r a ç ã o .  Es t e  mau desempenho do método pode c o n t i n u a r  por  va- 



r i a s  i t e r a ç õ e s ,  degradando se r iamente  sua  ve loc idade  de conver-  

gênc i a .  É verdade que e s t e  problema, quando o c o r r e ,  é sempre r e  - 
s o l v i d o ,  mais cedo ou mais t a r d e ,  por  uma r e i n i c i a l i z a ç ã o  do 

MGC na d i r e ç ã o  do a n t i g r a d i e n t e .  

Por o u t r o  l a d o ,  ao s u b s t i t u i r m o s  Bk por  @iR em ( 3 . 5 ) ,  

teremos : 

Suponha o  M G C  com fórmula  @kR e  que a mesma s i t u a ç ã o  

( O  = ~ r / 2 )  t enha  oco r r ido  na  k-ésima i t e r a ç ã o .  Como j á  vimos, i s -  k- 

t o  impl ica  em que 1 1  r ( 1  / 1 1  rkll -r I .  porém, agora  teremos k+l  

1 1  I k + l  - rkll <<  1 1  rk(l , e ,  consequentemente t a n  A < < s e c  O k t l  k  ' 

que pode s e r  r e - e s c r i t a  na forma t a n  O k i l  << ( t a n  Ok)/sen O k .  ( V 2  

lendo sempre a hipótese de que sen Ok"l) .  I s t o  nos l e v a  2 conclusão 

de que,  em usando @:R, 0 MGC s e  r ecupe ra  rapidamente da má i t e -  

ração  - k  ao reaproximar a  d i r e ç ã o  d  k+ 1 de 'k+ l ,  a t r a v é s  da dimi-  

nuição de O k+ 1 em r e l a ç ã o  a  O k  ' 

Concluindo, o  t r a b a l h o  de POWELL [27] recomenda que, 

p r inc ipa lmen te  em funções não-quadrá t icas  (onde e s t e  t i p o  de 

s i t u a ç ã o  pode o c o r r e r  mais f a c i l m e n t e ) ,  s e  dê p r e f e r ê n c i a  ao u- - 
FR s o  de @kR- em r e l a ç ã o  a  Bk . 

1 1 1 . 4  - Resul tados  de Convergência: 

Pretendemos a p r e s e n t a r  aqu i  uma breve evolução h i s t ó r i  - 

ca de r e s u l t a d o s  de convergência  do M G C .  Podemos i n i c i a r  c i t a n -  

do o  r e s u l t a d o  da - terminação q u a d r á t i c a  o b t i d o  em HESTENES [ I ]  



em 1952, v á l i d o  pa ra  a  versão Hes tenes -S t i e fe l  do MGC (Algor i t -  

mo 2 com e) em func iona is  quadrá t i cos .  Com o  surgimento das 

versões  Fletcher-Reeves (em 1964) e  Polak-Ribière(em 1969) v e r i  - 

f icou-se  a  terminação q u a d r á t i c a  pa ra  toda uma c l a s s e  de MGC. 

Em 1972, CROWDER e  WOLFE [ l l ]  no en tan to  mostraram que,  - s e  a  

pr imei ra  d i r eção  de desc ida  tomada f o r  d i f e r e n t e  do a n t i g r a d i e n  

t e  da função no ponto i n i c i a l ,  o  MGC ap l icado  5 func iona is  qua- 

d r á t i c o s  pode -- não convergir  f in i t amen te .  Os melhores r e s u l t a d o s  

por  e l e s  ob t idos  indicaram t axas  de convergência apenas l i n e a -  

r e s .  Es t e  r e s u l t a d o  é de grande importância no es tudo dos M G C s  

em funções mais g e r a i s  po i s  i n d i c a  claramente que a s  versões  sem 

r e i n i c i a l i z a ç õ e s  ( " r e s t a r t s " )  do MGC ap l i cadas  a  funções (não- - 
quadrá t i cas )  quaisquer  podem não a t i n g i r  sequer uma t axa  super- - 
l i n e a r .  Por e s t a  razão ,  focal izaremos,  a  p a r t i r  de agora,  ape- -- 
nas a s  versões  do MGC com " r e s t a r t " .  

Em 1972, COHEN [ I  41 demonstrou -que o  MGC (Daniel ,  

Fletcher-Reeves e  ~ o l a k - R i b i è r e )  tem convergência quadrá t i ca  a  
A 

cada - n  i t e r a ç õ e s  s e  a  hess iana  da função a  s e r  minimizada e  

l i p sch i t i z i anamen te  cont ínua ,  uniformemente d e f i n i d a  p o s i t i v a  e  

s e  são usadas buscas l i n e a r e s  e x a t a s .  Definimos a  s e g u i r  . o  MGC 

com " r e s t a r t "  considerado por  Cohen no seu t r a b a l h o .  

ALGORITMO 4 

Passo O :  Escolha r 2 n  , onde r determina de quantas  em quantas  -- - - - 

i t e r a ç õ e s  s e r á  e fe tuada  uma r e i n i c i a l i z a ç ã o  ( - r s e r á  o  

comprimento a  s e r  usado do c i c l o  do MGC) . Dado xl E: IR: 

f aça  k t 1 e dl + r l  + - V £  ( x l )  . 

2 

Passo 1  : Se 1 1  rkll = O ,  p a re .  xk é o  ponto desejado.  -- - 

Passo 2: Obtenha hk  6 IR t a l  que: -- + 

f  (xk t h d  ) = 'min f  (xk t Adk) k k  
X > O  

Passo 3: x  k t l  t Xk i- hkdk 



onde Bk 
uma das expressões 

( 2 . 2 8 ) , ( 2 . 2 9 ) 0 ~ ( 2 . 3 0 ) ,  s e  k  * j r  

Passo 4 :  Faça k  + k+l  e  v o l t e  ao Passo 1 .  

KLESSIG e  POLAK [I 5 1 ,  em 1 9 7 2 ,  foram os primeiros a  

provar que - não eram necessár ias  buscas l i n e a r e s  exatas para se  

ob te r  a  taxa  de convergência quadrá t ica  a  cada - n  i t e r a ç õ e s .  A 

única exigência  imposta ao processo de busca l i n e a r  f o i  a de 

que o  ponto encontrado não fosse  muito afas tado do corresponden - 

t e  à busca l i n e a r  e x a t a ,  i s t o  é:  

Este t i p o  de e s t r a t é g i a  v i s a  manter sob conti-ole o  e r r o  nas bus- 

cas  l i n e a r e s  ao e x i g i r  que o  cosseno e n t r e  r e  dk tenda a  O ,  k+l  

quando k -+ . 

Através de um procedimento semelhante, KAIVAMURA e  

VOLTZ [I 81 em 1973 obtiveram as mesmas taxas  ob t idas  por Kleçsig 

e  Polak. As exigências  f e i t a s  sobre as  buscas l i n e a r e s  foram as 

seguin tes  : 

- e x i s t ê n c i a  de um l i m i t e  i n f e r i o r  p o s i t i v o  para o  passo obt ido;  

- o  passo obt ido deve f a z e r  com que o  va lo r  da função decresça;  

- e x i s t ê n c i a  de um l i m i t e  super ior  para  o  módulo da derivada d i  - 
r ec iona l  de f no f i n a l  de cada busca l i n e a r .  



~ l é m  d i s t o ,  cabe c i t a rmos  que e l e s  consideraram a  minimização de 

funções  de c l a s s e  t r ê s  vezes  continuamente d i f e r e n c i á v e l .  

Em 1 9 7 4 ,  McCORMLCX e R I T T E R  [ 2 0 ]  , usando a s  condições  

impostas à função-ob je t ivo  por  Cohen, apresentaram uma nova f o r  - 

ma de demonstração da t a x a  de convergência  q u a d r á t i c a  a  cada - n 

i t e r a ç õ e s ,  re laxando  a  ex igênc i a  de buscas l i n e a r e s  e x a t a s .  E s -  

t e s  mesmos a u t o r e s  em [I 31 mostram uma abordagem comparativa das 

t a x a s  de convergência  do MGC e  de a lguns  métodos Quasi-Newton. 

A conclusão d e s t e  t r a b a l h o  é a de que um a lgo r i tmo ,  em g e r a l ,  

não deve s e r  e sco lh ido  e n t r e  o u t r o s  apenas por  a p r e s e n t a r  uma 

maior t a x a  (ve loc idade)  de convergênc ia ;  o u t r o s  a spec tos  como a  

quan t idade  de c á l c u l o s  por  i t e r a ç ã o  ("esforço computacional") e  

o  espaço de memória r eque r ido  p a r a  a  implementação do a lgor i tmo 

em computadores devem s e r  também cons iderados .  

Concluindo, podemos a f i r m a r  que é r e c e n t e  ( i n í c i o  da  

década de 70) o  grande avanço dos e s tudos  t e ó r i c o s  sob re  a  con- 

ve rgênc i a  de metodos de o t imização  i r r e s t r i t a  a p l i c a d o s  a  fun- 

ções qua i squer .  As pesqu i sa s  a t u a i s  têm s i d o  d i r i g i d a s  p r i n c i  - 

palmente à conso l idação  das  i d ê i a s  e x i s t e n t e s  do que à c o n s t r u - '  

ção. de novas c l a s s e s  de métoclos. ~ é c n i c a s  a l t e r n a t i v a s  têm s i d o  

usadas  e  o  desempenho g l o b a l  dos a lgor i tmos  é observado.  Assim, 

t e n t a - s e  e s t a b e l e c e r  p rop r i edades  que dêem origem a  a lgor i tmos  

mais e s t ã v e i s  e  rapidamente convergen tes .  



MINIMIZACÃO DE FUNCÕES MAL-COMPORTADAS E 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DE ALGORITMOS DE GC 

PARA FUNÇOES REAI s CONTINUAMENTE DIFERENCIAVEIS QUAISQUER 

IV.l - Introdução: 

A partir do sucesso do trabalho de FLETCHER e REEVBS 

[2] em 1964, diversos estudos ([6], [SI, [9], 1151, [17], [18], 

[27], [29], [31], [35], [36] e [41], por exemplo) vêm sendo efe - 

tuados ao longo dos Últimos 20 anos no sentido de propor contri - 

buições teoria e desenvolvimento de versões do MGC que sejam 

confiáveis e convergentes na minimização de funções reais conti - 

nuamente diferenciáveis. Estes estudos foram motivados pelo dese - 
jo de se acelerar a típica convergência linear do ~étodo do Gra - 

diente sem que se precise trabalhar com a ( calcular e inver- 

ter, ou aproximar a inversa da) Hessiana da função-objetivo a 

cadaiteração, como é feito nos métodos Quasi-Newton e Newton. O 
~étodo do Gradiente, quando aplicado em funções não-quadráticas 

apresenta, em geral, um comportamento gradativamente sofrível. Perto de um 

ponto de mínimo, o gradiente normalmente aponta para uma região 

onde a função logo aumentará seu valor, razão pela qual o pas- 

so hk escolhido deve ser muito pequeno para garantir um decrés- 
cimo no valor da função. Tema principal deste trabalho, os as- 

pectos enyolvidos na aplicação do MGC a este tipo de problemas 

20s interessam fundamentalmente, devido a três características 

bem atraentes do MGC. São elas: 

i) O MGC utiliza de forma explícita somente os valores da função 

objetivo e da sua primeira derivada em qualquer ponto da se- 

quência {xk1 gerada; 

ii) do ponto de vista computacional, a memória necessáriaao MGC 

é relativamente pequena se comparada à requerida pelos méto - 
dos Quasi-Newton e Newton . JG a partir de problemas de médio 



porte (n> 7 0 ) ,  começa a se tornar problemático, em geral, 

o armazenamento da aproximação da inversa da Hessiana (nos 

métodos Quasi-Newton) ou daprópria inversa (no método de 

Newton) ria memória disponível do computador. Por seu lado, 

o MGC s ó  lida com alguns vetores, (em implementaçÕesmais so - 

fisticadas, como veremos, tem-se no máximo 5 vetores com - n 

posições cada: xk, rk, dk, rc e d ) não requerendo espaço pa 
C - 

ra o armazenamento de qualquer matriz. Essa economia de me- 

mória é particularmente interessante em implementações de 

algoritmos de GC em microcomputadores ou em computadores on - 

de houver restrições quanto à memória disponível. Logo, sob 
o aspecto da memória, o MGC se constitui em uma boa alterna - 

tiva aos métodos Quasi-Newton. 

iii) as sequências x -  1 ,  {fk} e < l l g k l l }  em geral convergem razoa- 
k 

velmente rápido e não são ,comparativamente ,muito mais len- 

tas que as geradas por métodos Quasi-Newton. 

Neste capítulo, após evidenciar alguns problemas envol - 

vendo a convergência de algoritmos de ~timização Irrestrita em 

problemas mal-condicionados, pretendemos mostrar os principais 

resultados envolvendo a aplicabilidade do MGC em funções reais 

não-quadráticas continuamente diferenciáveis, bem como a imple - 
mentação computacional destes algoritmos. Por Último, cabe lem - 
brar que, por considerarmos neste capítulo apenas como pré-re - 

quisito da função-objetivo a diferenciabilidade contínua, sem - 
pre estaremos nos referindo convergência do MGC a pontos de 

IV.2- Discussão de al~uns ~roblemas relacionados com a minimiza- 

ção irrestrita de funções mal-comportadas: 

Como já afirmamos em 111.1, um algoritmo de otimização 

costuma, de alguma forma, utilizar propriedades da classe de pro - 

blemas para a qual foi desenvolvido. No caso do MGC, somente pa- 

ra funções com comportamento quadrático na vizinhança de um mí- 

nimo podemos garantir a convergência do método para este ponto. 

Ao ampliarmos o conjunto de funções a ser abrangido pelo MGC, 



em não se garante a convergência para um ponto de mí- 

nimo; porém, como o método é de descida, a expectativa é a de 

que, pelo menos, o algoritmo correspondente atinja um ponto-de- 

sela da função-objetivo. E se, além disto, a função puder ser 

razoavelmente bem aproximada pelos três primeiros termos da sua 

série de Taylor (até a sua segunda derivada), espera-se [ Z ]  que 

a convergência de um método como o MGC, que aproxima o método de 

Newton, seja "bastante rápidaff em uma vizinhança de um ponto de 
dnimo da função. 

Adiada a discussão de problemas relacionados com a im - 

plementação computacional de algoritmos numéricos (discutidos 

em IV.3),temos ainda alguns efeitos indesejados causados na con - 

vergência de algoritmos de otimização irrestrita devidos a um 

mau comportamento da função-objetivo ("ill-behaved functionsff) 

c ar ac t er i z ado por um mau cond.icionamento da HessianâGk :f&nção em tomo 

de m dnimo .x*. Esta característica pode prejudicar o desempenho 

de certas partes mais sensíveis destes algoritmos como, por e- 

xemplo, o processo de busca linear, a escolha da nova direção 

de descida e a validade dos testes de parada. Problemas mal-con 

dicionados devem ser abordados por algoritmos contendo o maior 

número possível de salvaguardas que os previnam contra os efei- 

tos dessa característica. Evidenciaremos a seguir alguns destes 

efeitos, sugerindo, sempre que possível, medidas que os contor- 

nem satisfatoriamente: 

A importância da escolha do ponto inicial x, do algoritmo: 
1 

Em muitos casos, um algoritmo de ~timização Irrestrita 

não converge para uma solução quando a função não apresentar um 
bom comportamento na região onde se encontra o ponto inicial for - 
necido. Sempre que possível for, escolhemos, com o máximo de in- 

formações disponíveis sobre a função , um ponto de partida conve - 
niente para o algoritmo. 

A 

A estimativa x alcanqada pelo algoritmo está distante da solução 

Ótima x*: 

Para evidenciar melhor este fenômeno em funções mal- 

comportadas, considere o problema: 



min f(x), f : IRn +IR e f 6 c 2 .  (4.1) 

Sendo x* ponto de mínimo local estrito (ou forte) de f, temos ne - 
cessariamente g(x*) = O e V2 f (x*) = H(x*) definida positiva. ~ l é m  

disto, denominando: 

a aproximação de x* obtida por algum algoritmo de otim. - 
irrestrita, e 

E (&>O) a distância máxima permitida entre f(x*) e o - 
valor de f em uma aproximação qualquer alcançada por 

este algoritmo, temos que, se: 

então teoricamente nenhuma outra aproximação de - x* deverá ser 
A 

melhor que - x, visto f(?) estar suficientemente próximo de f(x*). 

Fixando-se um valor para - E, definimos qualquer ponto satisfazen- 
do (4.2) como uma aproximação satisfatória da solução x* do pro- 

blema (4.1). O que mostraremos a seguir é que, mesmo que 2 obe- 
A 

deça a (4.2), não6 sempre verdade que o afastamento IIx*-xII seja 

próximo de zero! 

Tomando a série de Taylor de f em uma vizinhança de x*, 

podemos escrever (para 1~. 6 IR+e d 6 IRn): 

t 1 t f (2) =f (x*+pd) =f (x*) +pd g (x*) c p2 d ~ ( x * )  d+O (v3 1 => 
V 

I I 

o 

onde, s.p.g., admitimos lldll= 1 e, consequentemente, p= II x * - x I I .  
Por estarmos considerando X em uma pequena vizinhança de x*, po- 
demos escolher um valor tal para 2 que, a partir de (4.2) e (4.3X 
nos permita escrever: 

=> 1J.2 E 
2E 

d t ~  (x*) d 



que, pela definição de V-nos leva finalmente a: 

A luz de (4.5), procuraremos compreender como o afasta - 

mento ~ ~ x * - ~ ~ ~  pode ser influenciado por problemas onde H(x*) for 

mal-condicionada(,ou até mesmo bem-condicionada, porém com auto- 

. valores muito pr'6ximos de zero). Para isto, explicitaremos a re- 

lação entre llx*-X~ e os autovalores A (com respectivos autoveto i - 

res vi) de H(x*). Supondo os escalares a.(i=l, ..., n), nem todos 
1 

nulos, tais que d= C a - v  podemos re-escrever (4.5) da seguinte 
i i i' 

forma : 

A título de ilustração, vejamos duas situações distintas : 

i) se - d puder ser escrita como combinação linear dos autoveto- 

res de H(x*) associados aos seus maiores autovalores, então 

Ilx*-~ll poderá ser razoavelmente pequeno; são os casos onde 

estes autovalores sejam pelo menos O(1). 

ii) se, porém, - d for combinação linear dos autovetores de H(x*) 

associados aos seus menores autovalores, então ~ ~ x * - X ~ ~  pode- 

rá ser razoavelmente grande; são os casos onde estes autova - 
lores sejam no máximo O (E). 

0 erro Ilx*-XI em uma solução satisfatória X em 
alguns problemas pode ser relativamente grande 

em certas direções. Logo, deve-se evitar a - 
> - 



utilização isolada da condição llx*-?ll Z O co- 

mo critério de parada em algoritmos de otimiza - 

ção irrestrita, principalmente em problemas com 

as características antes citadas. 

A norma do gradiente na estimativa 2 alcançada pelo algoritmonão 
é necessariamente próxima de zero: 

Como é usual usar-se a norma gg(x) 11 como indicador em 

testes de parada de algoritmos de otimização irrestrita, devemos 

evidenciar aqui como um problema mal-condicionado (no sentido já 

exposto) ou mesmo um bem-condicionado com auto-valores bem maio- 

res que zero pode apresentar 1 1  g !%) ]) '2-0. J3xpandindc.g na sua sé - 
rie de Taylor em uma vizinhança de x*, podemos escrever: 

e, usando (4.4) , temos : 

Tomando ai, Ai e vi (i=l, . . . ,n) como antes definidos, 
podemos re-escrever (4.6) como: 

. C  a-v. E a.A.v i=1 1 1  j=l J J j 



Apenas para evidenciar os limites desta dependência, 

tomemos o caso extremo onde a direção - d é múltipla do autovetor 
de H(x*) associado ao seu maior autovalor hmax. Para este caso 

teremos 11 g(X) 11 ' =  O ( E  h,,,), o que nos leva a concluir que, em 

problemas com Xmax 2 0 (100) , podemos ter até 11 g(X) 11 = O (1OJF) ao 

invés do esperado 11 g(%) 11 O (fi) , segundo (4.5) . Se por um lado 

este inconveniente pode ser contornado em problemas bem-compor- 

tados através de técnicas de l'scalingl' na função objetivo (ver 

[40]), não há como evitá-lo em problemas mal-condicionados, on- 

de O<Xmin hmax. 

A 

A medida 11 (2) 1 em uma solução satisfatória x 

para alguns problemas pode ser relativamente gran - 
de em certas direções. Logo, cuidados devem ser 

tomados na utilização isolada da condição 

11 g(X) 11 - O como critério de parada em algorit- 
mos de otimização irrestrita, principalmente 

em problemas com as características antes cita - 
das. 

~ritérios para a escolha de um conjunto suficientemente robusto 

de testes de parada em problemas mal-condicionados efou 

caracteristicas particulares: 

Principalmente em problemas assim, deve-se dedicar a 

maior atenção possível à análise e definição de critérios confiá - 
veis e robustos a serem obedecidos nas soluções alcançadas por 

algoritmos de otimização irrestrita, .a serem usados tafito con aritmg- 

tica exata corno com as de ponto-fl~tu~Ce em computadores. Discutiremos es - 
tes critérios com mais profundidade em IV.4 dentro de um enfoque 

computacional, após apresentarmos algumas considerações sobre o 

uso de aritméticas de ponto-flutuante em computadores, em I V . 3 .  



IV.3- Sobre computadores e aritméticas de ponto-flutuante: 

Quando desejamos executar um algoritmo em um computa- 

dor, construímos um programa que nada mais é do que uma versão 

desse algoritmo que leva em consideração os recursos finitos 
do computador. Este fato se torna de suma importância na imple- 

mentação de algoritmos numéricos &&inid~s sobre valores reais (ou 
complexos), já que o computador, por ter uma quantidade finita 

de memória para o armazenamento de informações, representa cer- 

tos valores reais (na concepção matemática de números reais) in - 
ternamente por valores aproximados. Na pGatica, o computadornão 

trabalha com números reais e sim com um conjunto de números de 

ponto-flutuante. Este conjunto, como se sabe, é discreto e con- 
tém apenas uma "pequena parte" (finita) do conjunto dos racionais. 

Isto pode fazer com que certos trechos de um programa que usem 

variáveis do tipo REAL (ponto-flutuante) forneçam, para os mes- 

mos dados, diferentes resultados em diferentes computadores, de - 
vido 5 falta de padronização das técnicas para tratar arredonda - 
mentos (e truncamentos) bem como dos algoritmos para avaliação 

de funções definidas por séries trigonométricas e exponenciais, 

por exemplo . Algoritmos numéricos iterativos,em gera1,estão en - 
volvidos significativamente com acumulação (ou propagação) de 

erros gerados em cálculos intermediários que, por sua vez, po- 
dem levá-los,em certas situações, a uma não-convergência teori- 

camente inesperada. 

Do ponto de vista matemático, métodos de mini- 

mização irrestrita são construídos para resol- 

ver o problema: 

n min fCx) ,  -f-:R ,+ 3, f(x5 '€ R ,  X E B, , 

enquanto que, do ponto de vista computacional, 

quando implementamos um algoritmo para resol - 
ver o problema acima em um computador, estamos, 

na verdade, resolvendo o seguinte problema: 

min F(x), onde F é uma funçãofli~~, F(X)GIF e X G e ,  



1 
t 

onde IF é o conjunto de números de ponto-flutu- 
ante existente no computador usado. 

I V . 4 -  Sobre testes de parada: 

A importância da presença de testes de parada em algo- 
ritmos de otimização (irrestrita ou não) deve-se basicamente a 

duas causas principais: 

i) por questões lógicas, deve haver um mecanismo que decida se 

um ponto alcançado pelo algoritmo é (ou não) uma aproxima - 
ção satisfatória para a solução do problema; e, 

ii) mesmo não alcançando uma solução aceitável, testes de para- 

da são Úteis para indicar: 

a. se deve-se ou não interromper o algoritmo caso ocorra, durante ai - 
amas iteracões , uma evolucão muito lenta onde eraticamente não 
haja progresso; neste caso, pode-se interromper o algo - 
ritmo, evltando que uma boa quantidade (5s vezes bemgran - 
de) de cálculos inúteis seja efetuada; 

b. a ocorrência de ciclagem do algoritmo, por problemas di- 

versos, impedindo qualquer progresso do mesmo; 

c. que não existe uma aproximação aceitável. 

Logo, os principais objetivos de testes de parada devem fundamen 

talmente residir em garantir realmente a obtençzo de uma aproxi- 

mação satisfatória e em evitar cálculos desnecessários. 

Segundo GILL e MURRAY [ a o ] ,  a decisão sobre se um ponto 
2 é ou não uma aproximação satisfatória para x* consiste em duas 
ações simultâneas: 

- verificar se 2 satisfaz "razoavelmente" as condições suficien- 
tes de otimalidade, e 

- confirmar se Ixk} aparenta apresentar convergência. 

Antes de indicar alguns testes, cabe lembrarmos que ne - 
nhum conjunto de testes de parada conhecido é totalmente robusto 
(ou confiável) para todas as funções (e para todos os algoritmos)). 

Um determinado teste pode ser satisfeito por uma aproximação sa- - 
tisfatoria de uma função e pode não ser por uma aproximação 



satisfatória de outra função, computadas pelo mesmo algoritmo (ver IV.2). 

Da análise f cita em IV* 2, podemos concluir que uma aproximação 

satisfatória 2 para funções localmente muito bem-comportadas (i.6, com a Hes -- - 
siana possuindo to6og ~-3n ~2~~ç~autovalores 0(1), numa vizinhança de x* conten - 
do X), deve obedecer simultaneamente a: 

i) f(?)-f(x*) 2 E , 

porém, o desconhecimento dos valores (na maioria dos casos) de 

x* e f(x*) nos leva naturalmente amconjunto de testes que, pelo 

menos, mantenha uma vigilância constante sobre a taxa de conver- 

gência, bem como sobre as próprias grandezas, das sequências 

{xk} ,{fk} e {l l g k l l >  Neste sentido, escolhemos o seguinte conjun - 

to mínimo (com pequenas variações) de testes a serem usados para 

indicar se um algoritmo de otimização irrestrita deve ser inter- 

rompido: 

Enquanto os testes T1 e T2 confirmam se {xk}e, consequen- 

temente, {fkl aparentam convergir, o teste T3 obriga o atendimen - 

to condição necessária de otimalidade 11  g(x*) 11 =O .~eve-se ter 

cuidado em casos onde If(x*) I >>O ou IIx*ll >> O, onde então é con- 
veniente substituir-se os testes T1 e T2 (erro absoluto) por ou- 

tros, envolvendo erros relativos, como por exemplo: 

Os testes T1 a T3 devem ser usados simultaneamente; caso 

contrário, podemos ter avaliações individuais sofríveis. Vejamos 

os inconvenientes de se usar isoladamente: 



i) TI- Neste caso, se o algoritmo atingir uma região onde a 

função apresente uma "planície" (Fig. IV.l), pode ser 

interrompido precocemente; 

ii) T2- Neste caso, se o algoritmo atingir uma região onde a 

função apresente um "declive muito íngreme", (Fig. IV. 2) 

pode ser interrompido precocemente; 



iii) T3- Neste caso, se o algoritmo atingir uma vizinhança de um 

ponto de mhimo do tipo "~lanície", pode tentar seguir 

adiante em busca de uma aproximação melhor, insensível 

ao fato de que não será mais possível obter reduçõessig - 

nificantes no valor da função (veja Fig. IV.3.a). O uso 

isolado de T3 pode causar interrupção precoce no algo - 
ritmo nas seguintes situações, por exemplo: 

- em um ponto-de-sela, embora esteja ocorrendo uma va - 
riação pontual 11 xk-xk+l I significativa, e, 

- em pontos como os ilustrados na Fig.IV.3.b. 

Por razões já discutidas no início deste item, é convenien - 
te incluirmos um quarto critério ao nosso conjunto, a saber: 

T4. (número de iterações efetuadas) > (número máximo de iterações 

a priori fixado). 

Finalizando, devemos lembrar que o conjunto proposto deve 

ser visualizado como um ponto de partida, podendo ser modificado 

convenientemente no que diz respeito à natureza e a quantidadede 
testes a serem considerados. Muitas propostas alternativas vêm 

sendo obtidas e aperfeiçoadas a partir de experiências empíricas 

(ver por exemplo, [ 4 0 ] ) ,  porém não podemos ainda garantir um con - 
junto que funcione muito bem em todos os casos. 



IV.5- A ques t ão  da  r e i n i c i a l i z a ç ã o ,  a  p ropos t a  de Beale e  os c r i  - 
t é r i o s  de Powell:  

Conforme j á  d i s c u t i d o  em 1 1 1 . 2 ,  a  r e i n i c i a l i z a ç ã o  do 

MGC a  cada - n  i t e r a ç õ e s  fundamenta-se na sua  propr iedade  de t e rmi  - 
nação q u a d r á t i c a ,  quando a p l i c a d o  em funções q u a d r á t i c a s ,  e  no 

f a t o  de que um c i c l o  de - n  i t e r a ç õ e s  do MGC corresponde di re tamen - 
t e  a  uma i t e r a ç ã o  do ~ é t o d o  de Newton. Para  funções não-quadrá t i  - 
tas, o  c o n c e i t o  de "d i reções  conjugadas" deve s e r  r e d e f i n i d o ,  

i s t o  é, devemos s a b e r  em r e l a ç ã o  a  que ma t r i z  a s  d i r e ç õ e s  devem 

s e r  conjugadas .  Como sabemos que O ' M G C ,  ap l i cado  a  funções  não 

q u a d r á t i c a s ,  e v o l u i r á  sempre baseado na sua  aproximação q u a d r á t i  - 
ca  l o c a l ,  a  r e s p o s t a  n a t u r a l  2 nossa  pergunta  e s t á  na Hess iana 

de f  no ponto de minimo X d e s t a  aproximação l o c a l  ( que pode 

s e r  a s soc i ado ,  s . p . g . ,  ao ponto  x ~ + ~  da f i g u r a  111.1) .  

Rev i s t a  a  conjugação,  passemos agora  à ques tão  da  r e i -  

n i c i a l i z a ç ã o  do MGC.  A forma t r a d i c i o n a l  de " r e s t a r t "  c o n s i s t e  

emse e s c o l h e r  a  próxima d i r e ç ã o  de desc ida  dkil como : 

Como j á  vimos em 1 1 1 . 2 ,  o  uso d e s t a  e s t r a t é g i a  r e p r e  - 
s e n t a  uma melhor ia  s i g n i f i c a t i v a  no desempenho do MGC; porém e l a  

tem um ponto f r a c o ,  qua l  s e j a ,  o  de desprezarmos a  p a r t i r  de 

X k+1'  t odas  a s  informações de segunda ordem (cu rva tu ra )  acumula- 

das  pe lo  MGC a t é  a t i n g i r  x k c l .  Para  t e r  uma i d é i a  da s  consequên- 

c i a s  d e s t e  "desprezo", POWELL, em [27 ] ,  apresen tou  uma função não- 

quadrática com n=3 onde o  MGC f o i  usado sem r e i n i c i a l i z a ç ã o  e  com 

a  t r a d i c i o n a l  r e i n i c i a l i z a ç ã o  a  cada 1 , 2 , 3 , 4  e  5 i t e r a ç õ e s ,  O s  

r e s u l t a d o s  por  e l e  o b t i d o s ,  mostraram claramente  que a  redução 

l o c a l  do v a l o r  da função quando s e  r e i n i c i a l i z a  com o  a n t i g r a d i -  - 
en te  é geralmente menor da  respec t ivamente  o b t i d a  na  mesma i t e r a  

ção,  s e  não s e  t i v e s s e  r e i n i c i a l i z a d o  o  M G C ,  - 

A nossa  conclusão é a  de que, embora e x i s t a  um consen- 

so g e r a l  de que r e i n i c i a l i z a ç õ e s  p e r i ó d i c a s  são  b a s t a n t e  Ú t e i s  

na ~ r á t i c a ,  devemos e s t a b e l e c e r  ve r sões  do MGC que não tomem s o  - 
mente o  a n t i g r a d i e n t e  como d i r e ç ã o  de desc ida  em i t e r a ç õ e s  de 



reinicialização do método. Neste sentido, BEALE [17], em 1972, 

propôs que o MGC fosse usado com 

d = r  1 1 e dk+l = 'k+l 
+ ~~~d~ ( O  < k < n+i) , 

k 
isto é :  deve-se usar a última expressão para se obter também a 

direção dn+l correspondente à primeira reinicialização do MGC; 

toma-se provisoriamente c+n+l (c representa a iteração onde 

ocorreu a Última reinicialização) e, a partir daí, o cálculo das 

direções, neste segundo ciclo de - n iterações, considera a influ - 
ência da direção dc usada na reinicialização mais recente da se 

gunda forma: para o MGC (s.p.g., o algoritmo 4 - ver 111.4- com 
r=n) na k-ésima iteração (k> c) teremos 

onde : A 

A expressão (4.9) ,proposta em [17], se originou do se - 
guinte problema: "Se d 6 uma direção qualquer de descida usada 

C 
em uma reinicialização anterior do MGC, se f é quadrática e 

se dk+l(k> C) deve resultar de uma combinação linear de dc e dos 

antigradientes r c+lyrc+2' ' ~ ~ k + l '  então que combinação linear 

manterá as direções dc,cc+l...,dk+l mutuamente conjugadas?"Bea- 

le demonstrou que este problema é resolvido pela expressão (4.9) 
para yk c e pela expressão de Hestenes-Stiefel (2.28) para B 

9 k *  
A idéia da demonstração apresentada por Beale em [I71 reside em 

que, se a direção usada na Última reinicialização foi outra que 
não o antigradiente, então o uso de (4.8) sem a última parcela 

envolvendo y, 
1\ , C nao garante que as novas direções d 

C + ~ > ~ C + Z  ,. 
sejam conjugadas a dc. 

Esta técnica foi inicialmente experimentada i n  natura 

em funções não quadráticas (ver comentário em [31]) e causou di - 
vergência do MGC, através da geração de direções que não eramde 

descida, mesmo com o uso de buscas lineares exatas. Em 1977, PO - 
WELL [27] apresentou dois critérios a serem usados simultanea - 

mente para garantir que a direção de reinicialização gerada 



(diferente de rk+l) fosse realmente de descida e propôs uma nova 

versão do MGC. 

O ~rimeiro critério de Powell se fundamenta no fato de 
- 

que, quando a técnica de Beale é usada com aritmética exata,pode- 
se detectar automaticamente a necessidade de uma nova reiniciali - 

zação, já que, com o uso de (4.8), sabe-se [17] que os antigradi - 

entes ri, (i=c+l,c+2, . . .) são mutuamente ortogonais. Neste senti - 
do, Powell sugere que um instante adequado para uma nova reini - 
cialização é tal que: 

Powell lembra que, se a técnica de .Beale for usada com o crité . -  

rio (4.lO), este é mais do que um mecanismo para detectar e evi- 
tar uma convergência a um ponto errado, pois (4.10) se baseiano 

controle, a níveis toleráveis, da manutenção da ortogonalidade 

dos antigradientes, propriedade fundamental do MGC quando apli- 

cado em funções quadráticas. Logo, podemos concluir que (4.10)é 

de grande valia no desempenho do MGC na aproximação -quadrática 

local de funções não-quadráticas* . 
Na prática, deve-se definir m a  grandeza, digamos E , a 

1 
ser utilizada em (4.10). Em vista de que E, deve indicar se a 

ortogonalidade entre rk e rk+l foi "significativamente deterio- 
rada ou não",Powell comenta em [ 2 7 ]  que valoresde E, tomados no 

intervalo (0.1,O.g) foram considerados empiricamente satisfató- 

rios, sugerindo, em particular, 0.2. Logo, o primeiro critério 

de Powell pode ser assim escrito: 

Uma breve análise do teste acima é capaz de nos mos - 
trar a dinâmica do seu funcionamento. Observe que, quanto maior 

* Por outro lado, o uso de (4.10) com aritmética exata em funções 
quadráticas não interfere de forma alguma no desempenho do MGC, 
j á  que, neste caso, rk+lrk = O,(Vk> C). 



for a redução na ordem de grandeza entre llrkll e 11 r k + l l l  ( indican - 

do que localmente o MGC evoluiu rápido, provavelmente pela boa - a 

derência entre a função e sua aproximação quadrática local),mais 

o teste será restrito, obrigando fortemente o processo de desci- 

da a manter satisfeita a propriedade fundamental da ortogonalida - 
de dos antigradientes. Por outro lado, se as ordens de grandeza 

de 11  'k+l 11 e 11 rkll forem semelhantes, o teste torna-se mais relaxa - 
do, fazendo com que o MGC, em uma região de uma provável má apro 

ximação quadrática local da função, não se preocupe tanto em res - 
peitar fortemente uma condição obrigatória para funções quadráti 

cas. Este teste, segundo POWELL [27], adicionalmente evita que 

{llrkll} tenda a um limite não-nulo. Powell lembra que apesar de o 

primeiro critério agir como um mecanismo de vigilância sobre a 

"quase-ortogonalidade" dos antigradientes gerados, ele ainda não 

garante que a direção de reinicialização de Beale seja de desci- 

da. Para auxiliar o primeiro critério, Powell, ainda em [27], su - 
geriu seu segundo critério, que visa manter sob controle o ângu- 

lo entre dk+l e r k+l ' da seguinte forma: 

não satisfizer a I Se dk+l - 

então reinicialize o MGC. I 
Para uma direção que satisfaça a este critério não só está garan - 
tido que é de descida, mas principalmente que é uma direção ra - 

a 

zoável de descida ("sufficiently downhill"). Novamente, uma ana- 

lise pragmática baseada na comparação entre as ordens de grande- 

za de I l d k + l l l  e Ilr k + l l l  nos mostra que, se o(lldk+ill)s o(~~rk+l~~) , e ~  
tão o teste (4.12) torna-se cada vez mais restritivo, sendo respei - 
tado apenas para direções muito próximas do antigradiente r k+l ' 
Este mecmisino pode ser melhor entendido se considerarmos que, sen - 
do razoavelmente grande o valor da norma do antigradiente, este 

estará voltado para uma direção tal que a redução local do valor 

da função, além de ser a máxima possível, deverá ser significati - 
vamente grande. É então bem coerente considerarmos como direções 

"suficientemente de descida" apenas as que se aproximem bastante 

do antigradiente. Por outro lado, se (e somente se) 

(11 dk+lll ) > (11 rk+l li), o teste (4.12) define um cone de diregões 

gradativamente mais 'perto de ser ortogonal a rk+, . Essa caracteristica de 



(4.12) se justifica exataneiite -pelo fato de um valor pequeno de 11 rk+] 11 
em relação a 11 dkclll indicar que , heuristicamente, faz sentido igno- 
rar a direção r em prol de uma redução funcional maior ein qualquer 'dire- k+ 1 
ção do cone. 

Em relação a testes, SHANNO em [31] e BOLAND e KOWALIK 

[36] efetuaram algumas comparações usando a versão tradicional do 

MGC (Algoritmo 4 com r=n e a fórmula (2.29) de Polak-~ibière) e 

acrescida com a técnica de Beale e os critérios de Powell . Shanno ,em par - 
titular, mostrou um terceiro algoritmo correspondente 2 versão 

tradicional descrita acrescida somente da técnica de Beale. Suas 

conclusões afirmam que "a técnica de Beale, na maioria dos casos 

melhora a velocidade de algoritmos de gradientes conjugados, e 

que a inclusão dos critérios de Powell 6 realmente Útil em qual- 
quer caso" [31]. Por sua vez, Boland e Kowalik apresentaram con- 

clusões semelhantes; com o uso de buscas lineares exatas, conse- 

guiram, em algumas comparações, uma economia em torno de 30% no 

total de iterações, a favor da versão com a estratégia Beale-Po- 

well. 

Por Último, devemos comentar que a inclusão da técnica 

de Beale necessita (a princípio) 7 vetores, a saber: 

porém, na prática é poss~vel economizar-se pelo menos o espaço 

para 2 vetores: xkil e rk+l* Estes vetores podem ser armazenados 
respectivamente, sobre xk e rk, já que estes Últimos não serão 

mais usados após o cálculo de xkcl e -"k+l' Logo, temos um total 
de 5 vetores contra os 3 (xkil, d ) usados fisicamente pe- rk+l' k 
las versões tradicionais, o que não representa em geral um aumen - 
to significativo na memória requerida; no entanto, quando o espa - 
ço for por demais crítico, cabe ponderarmos sobre o uso ou não 

da técnica de Beale. 



IV.6 - ,Sobre buscas lineares: 
IV.6.1 - ~ntrodução ao problema: 

~es-e j amos. aqu-i, além de introduzir suscintamente 

conceitos básicos relacionados cóm busca-s lineares, a- 

presentar alguns modernos algoritmos que são finitos e suficien- 

temente robustos (no sentido de serem capazes de atingir uma a - 
proximação razoável a partir de qualquer estimativa inicial do 

passo Ótimo) para realizar uma busca linear, frequentemente usados 

em algoritmos de minimização irrestrita. Dados xk, dk 6 IRn, 

gk= Of (xk) e dk satisfazendo dk gk < O (dk é direção de descida), 
- - - - 

uma minimização unidimensional na direção dk a partir do ponto 

xk é representada pelo seguinte problema: 

determinar h 6 IR+ tal que k (4.13) 
f (xk + h d )- min f (xk + h dk) 

- h>O 

Cronologicamente, os primeiros algoritmos usados (déca - 

dasde 50 e 60) na resolução do problema (4.13) se dividiam em 

duas principais famílias, a saber: 

i) métodos que não usam informações sobre as derivadas de f: 

aqui se incluem o método de Fibonacci, o da secante, o da 

dicotomia e o da secção áurea (ver descrições destes méto - 
dos, por exemplo , em [30] ou [33]); 

ii) métodos que usam derivadas, como o método da bissecção, o 

de Newton e alguns métodos de aproximações polinomiais(com 

destaque para o método de interpelação cúbica de Davidon[Z]). 

Tais métodos, criados para a determinação de raizes 

de funções, são usados no nosso caso para calcular,iterativamen- 

te, pontos de derivada direcional nula, isto é, definindo-se as 

relações a seguir (para a k-ésima iteração de algum método de o- 

timização) : 

hl(h)= <g(xk + A  dk),dk > , 
e, consequentemente, 

t hl(0)= gk dk < O 



0s algoritmos acima citados ( tanto em (i) como em (ii) ) são 

denominados métodos de busca linear exata e se caracterizam por 

procurarem determinar um valor :para X (ou o menor valor de k 
hk) tal que: 

Isto fará com que o novo ponto obtido xktl=xk t Xkdk cause o má- 

ximo decréscimo possível de f na direção dk. Considerando f uma 

função convexa, teríamos geometricamente a seguinte situação fi- 

nal para um processo de busca linear exata: 

Fig. E . 4  

z. 

Algoritmos de busca linear exata apresentam uma carac - 

terística bastante inconveniente na ~rática: possuem em geral 

convergência assintótica; esta propriedade pode tornar esses a1 - 

goritmos extremamente lentos em certos casos. E aí existem dois 
aspectos intrinsecamente relacionados: 

i 1 

ii) 

tempo (ou esforço computacional) - não podemos nos esquecer 
que um algoritmo de otimização irrestrita deve resolver, a 

cada iteração, um sub-problema de busca linear; logo, deve - 

mos usar um método rápido para resolver este problema; 

precisão da solução - justamente para resolver o dilema: 
convergência assintótica (número muitas vezes grande de i- 
terações necessárias) X tempo finito disponível (número 



limitado de iterações), é que, na prática, processos de 

busca linear exata geram, em contraste com seus nomes, solu - 

ções inexatas (I) para o problema (4.13). 

Afora estes aspectos não devemos esquecer que o desem - 

penho dos métodos de b.1.e. depende quase sempre das propriedades da 

fun~áo a ser minimizada. Por exemplo, ao se usar um algoritmo de 
interpolação em uma função cujo comportamento não tem localmen- 

te uma boa aderência com a aproximação polinomial utilizada, a 

busca linear pode ser interrompida em uma aproximação sofrível 

do passo Ótimo. Em particular, a unimodalidade é uma proprieda- 
de tipicamente exigida de funções para garantir-se convergência 

de processos de busca exata. 

No sentido de evitar estes inconvenientes das buscas 

lineares "exatas" (a esta altura podemos usar os apÓstofros),di - 

versos estudos foram efetuados a partir do final da década de 

60 (por exemplo, Armijo em 1966, Goldstein em 1967 e Wolfe em 

1969, ver referências em Cohen [39]) no sentido de se obter al- 

goritmos aproximativos para a resolução da minimização unidimen - 

sional, chamados métodos de busca linear inexata. Tais métodos 

correspondem simplesmente a algoritmos (por definição, finitos) 

que obtenham uma aproximação 1 do passo Ótimo A *  tal que a con- 

dição 

seja satisfeita. Em outras palavras, estes métodos buscam ape - 
nas um ponto tal que haja um decréscimo (sempre que possível, 

significativo) no valor da função na k-ésima iteração. 

Neste ponto, cabe colocarmos aqui dois fatos até ho- 
je indiscutíveis, verificados na prática: 

a convergência global de 

um método de minimizacão irres trita . buscas lineares exatas sem- 
is às inexatas, isto é, nem sempre uma melhor 

minimização local levará à m a  melhor ( mais rápida e preci- 

sa) minimização global ; 



29-Embora a intuição possa em um primeiro momento levar-nos a 

a acreditar que uma busca exata deve oferecer algoritmos 

mais "eficientes" na obtenção de novas direções, verifica- 

mos na prática que uma busca linear inexata é na maioria 

das vezes mais interessante do ponto de vista do volume de 

cálculos envolvido e até mesmo da velocidade real de con - 
vergência em alguns casos. THOMPSON, em [28], apresenta ca- 

sos para os quais o uso de buscas lineares no NGC faz inclusive com 

que este G o  convirja, sem fazer comentários sobre buscas inexatas. 

Embora a teoria do MGC apresentada no capítulo I1 es - 

teja baseada no uso de buscas lineares exatas, sabemos comosão 

custosas ou até mesmo irrealizáveis na prática. Em geral ,uma 

.busca exata pode ser substitu?da por outro processo iterativo (b. 1. 

inexata) que vise obter uma aproximação tal que dk e r k+l sejam 

"quase" ortogonais. O uso criterioso de buscas inexatas não a- 

feta a convergência do MGC, se pudermos garantir que o proces- 

so iterativo seja de descida (ver, por ex., [181, [201, C231 e 

i51l). 

Uma vez justificada a nossa preferência pelas buscas 

lineares inexatas, apresentaremos a seguir os algoritmos de Armi j o, 
Goldstein e Wolfe acima citados. Estes métodos aproximativos 

constituem a chamada família de "técnicas modernas de busca li 

near" [34], e diferem das buscas exatas pelo fato de que, en- 

quanto estas tentam calcular ( na ~rática, aproximar) o passo 6 
timo, as inexatas buscam determinar e refinar (os limites de)um 

intervalo de incerteza contendo um conjunto de estimativas do 

qual tomando-se qualquer elemento, tenhamos assegurada uma redu - 

ção (sempre que poss~vel)significativa no valor da função-obje - 

tivo. 

Antes de apresentar os algoritmos propriamente ditos, 

cabe citarmos a importância da existência de critérios de para- 

da independentes do algoritmo a ser utilizado. Embora cada um 

dos algoritmos tenha seus testes de convergência, é im 
portante que incluamos neles testes adicionais (salvaguardas) 

que : 

i) limitem o número de buscas a serem efetuadas na minimiza - 
ção unidimensional, e que 



ii) interrompam a busca no caso em que, embora não detectado pe - 

10s testes existentes, o intervalo de incertezase tomar mui - 

to pequeno ou, equivalentemente, menor que uma constantemui - 

to pequena; em algoritmos computacionais, esta constante po - 

de ser da ordem da precisão de máquina. 

IV. 6.2 - O algoritmo de Armi j o : 

Desenvolvido em 1966, este algoritmo se constitui em 

um processo aproximativo bem simples para gerar e refinar um 

intervalo de incerteza. Segundo LEMARECHAL [34], este algoritmo 

(como os de Goldstein e Wolfe) opera com dois objetivos em rela- 

ção ao hk escolhido: 

a) não deve ser grande demais pois, conforme a função, a direção 

só poderá ser de descida localmente. Logo, é conveniente que 

X k+l não esteja muito distante de x k' 
b) não deve ser,no entanto,pequeno demais, pois neste caso, con- 

siderando-se / I  d 11 -1, teremos duas consequências inconvenientes: k - 

i) x ~ + ~ ~  xk, o que implica em uma progressão irrisória para 
o MGC; 

ii) r - r  O, que, no caso de usarmos a expressão (2.29) 

de ~olak-~ibière para o cálculo do coeficiente de conju- 

gação Bk, fará com que Bk= O e, portanto a dire- 

ção de busca, dkil, seja bem do . antigradiente 

r k+l ' Isto fará com que o MGC se porte na itera- 

ção praticamente como o ~étodo do Gradiente, - reduzindo 

possivelmente a velocidade de convergência. 

Para resolver (a), a seguinte estratégia é adotada:con . - 

siderando-se as definições (4.14) a. (4.161, escolhemos um escalar 
a £ ( O ,  I) .e a condição a seguir: 

que, geometricamente, equivale a definirmos um conjunto de valo- 

res para A (não necessariamente contíÍ-iuo) tal que o gráfico de h, 

nestes valores, esteja abaixo de uma reta de inclinação ahl(0), 

isto é,  uma fração da inclinação inicial hl(0), como na Fig.IV.5. 



regiões aceitáveis 
I 

Sendo dk direção de descida e h limitada inferiormen- 

te, vê-se claramente que o conjunto de valores de X que obedece 
(4.19) é necessariamente não-vazio (contendo pelo menos o inter - 
valo [O ,i] , onde X > O) e limitado, e que além disto, qualquer 

desses valores garante uma redução do valor da função. 

O passo consiste em se escolher um valor ini- 

cial de h, denominado XQ. Se Xonão satisfizer (4.19), podemos 

considerá-lo um limite X 2 direita de tal forma que procuremos D 
outro valor X1 no intervalo [O,XO]. Este processo é repetido 
até que se encontre um valor que satisfaça (4.19). 

É importante frisarmos que, primeiro, se por um lado 
i i+lc este processo gera uma sequência {A },onde X , no sentido 

de satisfazer (a), por outro, o simples fato de o processo pa - 
i rar no primeiro h que obedecer(4.19) deve ser visualizado como 

i uma salvaguarda que evite a escolha de um X - 0, isto é, o al- 

goritmo tenta obter um valor Xk que satisfaça ( b ) .  Apresentemos 

então o algoritmo puro de Armijo: 



Passo O: Dados xk, dk, h(0)=f(xkl e hf(0) = <g ,d k k>, 
escolhe-se O < a  < l  e hO,O fixos para todas as ite- 

rações k de algum algoritmo de min.irreçt. .' Faça ?+h0 . 
Passo 1: r x  + xk + hdk 

Passo 2: @ f(x) df(xk) + a<gk,dk> h 

então 

ká para o passo 3. 
senão 

k á  para o Passo 1. 
Passo 3: Pare. h é a aproximação obtida. k 

Observações sobre o aleoritmo de Armiio: 

i) Por conveniência, esta versão (pura) do algoritmo de Armi- 

jo não foi apresentada com os testes de salvaguarda (núme- 

ro máximo de buscas e tamanho mínimo do intervalo [O,XD]) 

antes citados. É importante inclui-los. 

ii) No passo 2, a função INTERPOL (hD) é efetuada por qualquer 
fracionamento de hD, por exemplo, h6[0.1 hD,0.9XD] e, em 

particular, h +- 0.7hD parece-nos satisfatório. 

iii) Observe que, quanto mais a+0, maior será o domínio ondese 

procurará um valor h que satisfaça (4.19), logo a probabi- 

lidade de se encontrar rapidamente uma aproximação satisfa 

tória para h pode aumentar, conforme a natureza da função k 
e da magnitude da estimativa inicial fornecida. 

iv) O esforço computacional de cada iteração do algoritmo de 

Armijo é essencialmente dado pelo cálculo de f(x) no Passo 

1 e pelo teste de desigualdade no Passo 2. 



IV. 6.3 - O algoritmo de Goldstein : 

Este algoritmo, apresentado em 1967, pode ser visto co - 

mo uma versão aperfeiçoada do a'lgoritmo de Armijo. A diferença 

básica entre ambos consiste na forma de atingir o objetivo (b), 

descrito em IV.6.2. Enquanto o algoritmo de Armijo opera sempre 

com um intervalo de incerteza [O ,hD] , o algoritmo de Goldstein 
( e também o de Wolfe, como veremos) tenta obter uma região do 

tipo [$,AD], O < XE < h, onde o cálculo de hE (limite ã. esquerda 
da região aceitável) é feito durante a busca linear,no sentidode 
obter uma estimativa final do passo não muito próxima de zero. 

No caso de Goldstein, este problema é resolvido da seguinte for- 
ma: considerando novamente as definições (4.14) a (4.16) e a con - 
dição (4.19), escolhe-se um escalar b 61 (0,1), tal que O < a < b  <1, 

e define-se a condição a seguir (lembre que h' (O) < 0,) : 

que, usada conjuntamente com(4.19),define um intervalo [XE,XD] 

contendo a união das regiões de estimativas aceitáveis. ~omando 

um exemplo convexo, temos: 

Note que, enquanto (4.19) obriga que o conjunto de re - 
giões aceitáveis esteja à esquerda de b(impedindo estimativas 

muito afastadas de zero), a condição (4.20) impede que se escolha 



e s t i m a t i v a s  muito pequenas,  p ro ib indo  a  busca no i n t e r v a l o  (O,hE). 

A condição (4.20) é baseada em um -- "esperado . bom comportamento" de 

h ,  i s t o  é, s e  h (h )  é "suf ic ien temente  d i f e r e n t e "  de h (0)  , en tão  h ,  

por  s u a  vez ,  também deve s e r  " suf ic ien temente  d i f e r e n t e "  de O .  

A busca l i n e a r  de Go lds t e in  c o n s i s t e  basicamente em: 

l ? )  g e r a r  hD que g a r a n t a  (4.19) ; 
- 

29) g e r a r  hE que g a r a n t a  (4.20) ; 

3 0 )  e s c o l h e r  como aproximação f i n a l  h k  € [XE,hDl. 

Na p r á t i c a ,  dada uma e s t i m a t i v a  h O > O  e  XD=hE=O,  o  a lgo r i tmo  ve- 

r i f i c a  s e  h 0  j á  obedece simultaneamente a  (4.19) e  a  (4 -20 ) .  Se 

i s s o  a c o n t e c e r ,  a  busca  é terminada.  porém, s e  h q e s o b e d e c e r  a  

(4.19) (ou a  (4.20) ) , e l e  é considerado como o  novo X D  (ou o  novo 

h ) e  é en tão  gerado um novo v a l o r  h ' ,  i n t e r p o l a d o  do i n t e r v a l o  E 
[h , h  ] (ou ex t r apo lado  a  p a r t i r  de hE) . Apresentamos a  s e g u i r  o  E D 
a lgor i tmo puro de Golds te in :  

Passo O :  Dados xk,  d k >  h (0 )  = f  (xk)  e  h '  (0)  =<gk ,dk>,  escolhemos 

O<a<b<l e  h O > O ,  f i x o s  em todas  as  i t e r a ç õ e s  k. C 
Faça hE + hD -+ O e  X -+ h '  . 

'Passo 1  : 'Faça x  + xk + hdk e  f (x)  -+ f  (xk + Xdk) . 
'Passo 2 :  S e  - f ( x )  > f ( x k )  + aX<gk,dk> 

en t ão  

V a  p a r a  o  Passo 5 .  

- 

[ho+ 
Passo 3: Se f  (x)  < f  (xk) i- bhigk,dk> 

en t ão  hE  -+ A - 
s erião 

i- h 

k r e .  O v a l o r  h k  é a  aproximaçáo f i n a l .  

Passo 4: - Se hD = O 

en t ão  
+ EXTRAPOL (hE) 

Ua p a r a  o  Passo 1 .  

p á  p a r a  o  Passo 1 .  



Observações sobre o alnoritmo de Goldstein: 

i) Como no de Armijo, não inclu?mos os testes de salvaguarda. 

ii) No Passo 1, é efetuado o cálculo de h(X). 

iii) No Passo 2, é verificado se X obedece a (4.19). Se obedecer, 

o algoritmo segue em frente (para verificar se X obedece a 

(4.20). Se não obedecer, fixa-se AD e procura-se (Passo 5) 

novo valor para X tal que O<X < A =  E < A~ 

iv) Ao atingir o Passo 3, sabe-se que X obedece a (4.19). Veri- 

fica-se então se X obedece também a (4.29); se obedecer, 

fim. Senão, fixa-se A -  e procura-se novo valor para h tal 
L: 

que h > XE. 

v) No Passo 4, já se tem A > O  e, se X - 0, extrapola-se X ba- E D- 
seado apenas em h caso contrário (hD# O), segue-se para E '  
uma interpelação em [A X 1 .  E' D 

vi) Ao atingir oPasso 5, já se tem 0s XE Í hD. A interpolação(fun - 
ção INTERPOL) é efetuada por uma escolha qualquer do tipo 

h €,[AE + O.l(XD- AE), AE + 0.9($,- e, em especi- 

al, X -+ 0.5 (A +A ) parece-nos satisfatzrio. D E 

vii) A extrapolação (função EXTRAPOL) no Passo 4 pode ser efe - 
tuada através de uma atribuição do tipo X + jX j={2,3, ... }, E '  
por exemplo; advertimos que se evite tomar j >>O. 

IV. 6.4- O algoritmo de Wolfe : 

Divulgado em 1969, este algoritmo é uma variante do an- 
terior, diferindo deste justamente pela estratégia usada para a - 
tingir o objetivo (b) - ver IV.6.2. Enquanto Goldstein tenta 

obter um valor de X tal que h(A) seja'kuficientemente diferente" 

de h(O), Wolfe trabalha com a derivada de h e procura determinar 

um valor de X tal que hl(X) seja "suficientemente diferente'' de 

hl(0). Devido 2 continuidade de h', neste caso espera-se que x k+l  
seja "suficientemente diferentel'de xk [34]. Em síntese, Wolfe con- 

sidera como uma região aceitável qualquer conjunto de valores pa - 
ra X que satisfaça simultaneamente a (4.19) e a: 

h' (A) 2 b h' (O), onde O c b < 1 (4.21) 



Para melhor visualizar a importância de (4.21) , tomemos uma estima- 
i i tiva X que não a satisfaça; logo, na vizinhança de X , h(X) es - 

tá decrescendo a uma taxa maior que Ibhl(0) 1 .  Uma atitude sensa - 

ta é a de que deva-se tomar Xitl maior (=mais à direita ) que 

Xi. Vemos que, .devido à continuidade de h' ,(4.21) não poderá ser 

satisfeita por valores muito pequenos de X e, consequentemente, 

teremos o objetivo (b) alcançado. Considerando por exemplo o grá - 
fico de h abaixo, teríamos as regiões 1 e 2 satisfazendo 

(4.21) , mas não necessariamente (4.19) : 

Neste gráfico-exemplo, podemos ver que, entre os valores de h 

satisfazendo (4.21), existem alguns que (se escolhidos) fariam 

com que o M G C  perdesse sua propriedade de ser de descida. En- 

tretanto, a condição (4.19) com a > 0, impede tal desastre. 

A busca linear de Wolfe pode ser resumida na seguin- 
te sequência de operações: 

10) Dada uma estimativa inicial X, enquanto (4.19) não for a- 

tendida, diminub,os h. 

20) Sendo (4.19) atendida, testamos (4.2l);enquanto não for aten - 

dida, aumentamos h. Quando (4.Zl)for atendida,pare e faça 

A convergência deste processo é garantida [34] pelo seguinte resultado: 



"Se O < a  < b  < l  e h for continuamente diferenciável e limi- 
tada inferiormente, então sempre existirá um intervalonão 

vazio de estimativas aceitáveis para X (na definição de Wolfe) . k 
E mais, se X não satisfizer (4.19) ,entao existe uma região 

aceitável sua esquerda, e, se satisfizer (4.19) 

mas não (4.21) ,então existe uma região aceitável à sua 

direita". 

Segue-se o algoritmo puro de Wolfe: 

t Passo O: Dados xk, dk,h(0) = f (xk) e h' (O)= gk dk , escolha 
O a < b  < 1 e Ao> O fixos para todas as iterações k, e 

faça X E +  X -+ O ..e h + A o  
D 

Passo 2: - Se f (x) > f (xk) + a <gk,dk> X 
então 

vá para o Passo 5. 

Passo 3 : - Se <g (x) ,dk> b <yk,dk> 
então XE + X 

senão 

[i" 
Pare. X é a aproximação obtida. .k 

Passo 4: - Se hD = O 

então 

[A+ EXTRAPOL ( $) 

L v ~  para o Passo 1. 
Passo 5 : X + INTERPOL (hE, hD) C vá para o Passo 1. 
Observacões sobre o aleoritmo de Wolfe: 

i) Como no de Armijo, nao incluímos os testes de salvaguarda. 

ii) No Passo 1 ,  é calculado h(X). 
r- 

iii) Idem a (iii) de Goldstein, trocando-se (4.20) por (4.21). 

iv) Idem a (iv) de Goldstein, trocando-se (4.20) por (4.21). 

Verifique que no Passo 3 de Wolfe, embora implícito, 



devemos inicialmente calcular h' (h)+ <g(xk+hdk) ,dk>. 

v v v i )  Idem às observações (v) , (vi) e (vii) de Goldstein. 
viii)Cabe colocar a opinião de LEMARECHAL em [34], que vem uti- 

zando técnicas modernas de buscas lineares em seus traba - 
lhos na área de Otimização ~iferenciável e Não-Diferenciá- 

vel. Em relação ao algoritmo de Wolfe, em particular, ele 

afirma que "esta técnica é atualmente (1979) uma das mais 

eficientes entre todos os métodos de descida exis- 

tentes que se utilizam (apenas) dos valores de f (x) e g(x)'! 

0s argumentos para esta afirmação são os seguintes: 

- os teoremas mais recentes sobre a convergência de algoritmos 
práticos (isto é, sem b.l.exatas) utilizam as condições (4.19) 

e (4.21). 

- o algoritmo de Wolfe não depende de convexidade ou da 

unimodalidade (ou nada deste tipo) de f. 

- em Otimização ~ão-~iferenciável, este algoritmo, com alguma ge .-i 

neralização,apresenta bons resultados. 

ix) A grande deficiência do algoritmo é sua sensibilidade a pos- 

síveis erros de arredondamento; se o cálculo de hl(h), em 

aritméticas de ponto-flutuante, não refletir razoavelmente 

a derivada de h, o algoritmo pode divergir. 

IV.7 - Um algoritmo de GC para funções gerais: 

Desejamos, nesta seção,apresentar uma versão implemen - 

tável do MGC, aplicável à minimização de funções gerais. Por 

conveniência de quem for usá-la, deixamos em aberto: 

- a escolha do coeficiente de conjugação Pk, embora devamos su - 
gerir, pelo que foi apresentado, as propostas por Hestenes - 

Stiefel (2.28) e por ~olak-~ibière (2.29) ; 

- os testes de convergência, já discutidos em I V . 4 ;  

- o algoritmo de busca linear; a nossa sugestão recai nos méto- 

dos de Wolfe e de Goldstein apresentados em IV.6. Consequente - 
mente, os parâmetros: 

- frações - a e - b de inclinação, 

- número máximo de buscas lineares em uma iteração, 



tamanho mínimo permitido do intervalo I hD-hE 1 , devem ser 

escolhidos também pelo usuário, como melhor lhe convier. 

A versão apresentada contém a reinicialização a cada 

n iterações aliada à técnica de Beale,aas critérios de Powell e - 
os testes de parada apresentados em IV.4. Denominaremos a partir 

de agora esta versão de Algoritmo 5, 

passo O: rados r, f(x), f '  (x) ,x1 

MAXITER, E, (parâmetros para convergência) 

L, b ,NMAXBL (parâmetros para busca linear) 
tome r:: :; f +- f ; d1 +- rl +- -5' (xl) 
. - . .  

- 

Passo 1: 

CONVERGENCIA [xk,fk,rk, k) - 
então pare.x* = Xk é a solução procurada. 

1.2 - BUSCA LINEAR(xk,fk,rk,dk,a,b, NMAXBL,ERRO,hk) 

Se ERRO então pare. - 
senão 

k+l 

- I >  0.2nr ~ ~ 2 0 u  k=c+n-1 1.3 - Se Irk rk+l k+l - 
então 

k+l + Bkdk 
senão 

L 

dk+l t r k+l t Bkdk + ~ k , c ~ c  

t 
se N O T ( O * ~ I I ~ ~ + ~ ~ ~ ' ~  dkil k+l - - r 2 1.211r 11') k+l 
então - 

k+l + Bkdk 

1.4 -F -+ k+l 

I Polte para 1.1 



IV.8 - Sobre convergência de algoritmos deG.C em funções 

A maior parte dos resultados existentes sobre a conver - 
gência destes algoritmos nesses casos está baseada em particula- 

ridades da função-objetivo, no uso de aritmética exata, na reali - 

zação de buscas lineares exatas ou "praticamente" exatas (ver[8], 

W I ,  [ W ,  [ W ,  E221, W I ,  [ W ,  P 6 1 ,  i301 e W 1 )  e sobre o 
uso ou não de alguma técnica de 'kestart" ( bem como de qual a 

técnica usada). porém, alguns resultados importantes obtidos nes - 

ta área, além dos já citados em 111.4, devem ser mencionados[40]: 

1. Para funções suficientemente suaves, o MGC (Algoritmo 4, com 

r=n e coeficiente de conjugação definido por (2.29)) usado com 

aritmética e busca linear exatas apresenta, em geral (caso forte - 
mente convexo, por exemplo),convergência superlinear a cada - n i- 

terações, isto 6,existe l <  p < 2 tal que: 

Esta taxa,no ent~to, é extremamente sensível a mudanças na estraté- 
gia de reinicialização usada pelo algoritmo de GC em questão. 

2. Por outro lado, algoritmos computacionais de GC sofrem,na prá - 
tica, influência da acumulação de erros de arredondamento; lesse 

f enÔmeno pode degradar as taxas su,-erlineares citadas acima. GILL 

e MURRAY r 4 0 1  afirmam que, em suas experiências com algorit - 
mos de GC, verificaram, na grande parte das funções-teste, a o- 

corrência de taxas lineares, tanto em algoritmos com cdmo sem téc- 

nicas de reinicialização. Eles citam que "as exceções ocorrem em 

circunstâncias muito especiais tais como casos onde f era uma 

função quadrática bem-comportada, e que, quando - n for muito gran - 
de, a verificação da taxa de convergência (linear ou superlinear 

a cada - n iterações) torna-se em geral impraticável, devido ao gran - 
de número de iterações necessárias à aplicação dos resultadoste6 - 
ricos de convergência assintótica". 

3. Em casos particulares, onde HCx*) tem autovalores - agrupa- 

dos ("cl~stered~~) em determinados conjimtos .compostos por autova - 
lores de mesma magnitude, o problema pode ser resolvido em bem 

menos do que n iterações. Por sua vez, problemas sem esta carac- - 

teristica requerem em geral um número de iterações entre n e 5n, - - 



com uma média de - 2n iterações. A conclusão. final é a de que qual 
quer implementação satisfatória do MGC deve atingir uma aproxima - 

ção significativamente precisa de uma solução em, no máximo, 5n 

iteracões. 

Porsua vez, a análise de SHANNO em [31], após uma sé- 

rie de testes com várias versões do MGC, mostra basicamente que 

o uso do "restart" de Beale melhora, na grande maioria dos casos, 

a velocidade do MGC. ~ l é m  disto, este uso permite que se possa 

relaxar bastante a exatidão das buscas lineares feitas e, mesmo 

assim, a velocidade de convergência ainda chega a aumentar signi - 

ficativamente! Finalizando, Shanno afirma categoricamente em rela - 

ção aos resultados de seus testes que as buscas lineares inexa - 
tas se mostram nitidamente preferíveis às exatas, no que diz res - 

peito à velocidade global de convergência dos MGCs. 



EXPERIÊNCIAS COMPUTACIONAIS E CONCLUSÕES 

V.l - Algoritmos, funções, estratégias dos testes e metodologia 

de comparação utilizadas : 

Nesta seção, desejamos estabelecer as ferramentas com 

as quais trabalharemos neste capítulo, como também procuraremos 

justificar até certo ponto o porquê da escolha dos algoritmos, 

das funções-teste, da estratégia estabelecida para os testes e 

da metodologia empregada na avaliação e comparação do de- 

semüenho desses algoritmos. Cabe-nos, de antemão, lem - 
brar que os testes aqui efetuados foram escolhidos de forma a 

ilustrar, para alguns poucos casos reais, o restante deste tra- 

balho. Quaisquer resultados obtidos, principalmente para fun- 

ções não-quadráticas, não nos devem levar a pragmatismos. 

V.l.l - Algoritmos escolhidos: 

Em vista do que foi apresentado nos Últimos dois capí - 

tulos, nos concentramos básicamente em duas famílias de algorit - 

mos de GC, representadas por: 

i) o ALGORITMO 4, apresentado em 111.4, com r=n; 

este algoritmo representa a família clássica dos MGC com 

reinicializações a cada - n iterações; e 

ii) o ALGORITMO 5, apresentado em IV.7, que nada mais é q u e m  

extensão do anterior, incorporando a técnica de Beale e os 

critérios de Powell, já apresentados em IV.5. 

Para ambos os algoritmos construiremos algumas varian - 

tes, obtidas quando combinarmos diferentes técnicas de buscas 

lineares com diferentes coeficientes de conjugação. Primeiramen - 

te,em relação a buscas lineares, concentrar-nos-emos no uso dos 

algoritmos de Goldstein e de Wolfe, em vista do exposto em IV.6. 

Quanto aos coeficientes de conjugação, alternaremos as f6rmulas 

de Hestenes-Stiefel (2.28), de Polak-~ibière (2.29) e de Flet- 

cher-Reeves (2.30), apresentadas em 11.4, visto só utilizaremin - 

formações sobre derivadas de primeira ordem. A descrição das 



variantes usadas, bem como os valores estabelecidos para os pa- 

râmetros necessários à otimização (p.ex,: tolerância para os 

terísticas: 

i) sem limite no número de 

tar o esforço máximo do 

sência desse limite não 

ências, já que todas as 

mente. 

testes de parada e as inclinações para o algoritmo de busca li- 

near) serão apresentados junto com a exposição da estratégia 

dos testes, em V. 1.3 . 
Alertamos o leitor para o fato de que os algoritmos 

dé busca linear usados foram programados com as seguintes carac - 

tentativas, pois desejamos apresen- 

sub-algoritmo para convergir. A au- 

causará problemas nas nossas experi- 

funções dadas são limitadas inferior - 

ii) se a busca linear gerar um passo insignificante na direção 

dk, esta direção será substituída pela do antigradiente rk, 

através da qual será efetuada outra busca linear. 

iii) ao final de qualquer busca linear, é realizado um teste 
para verificar se a busca feita degradou significativamen- 

A 

te a ortogonalidade entre dk e r k+l ' Neste caso, e execu- 

tada uma interpelação quadrática, sendo um novo passo ge- 

rado e comparado com o anteriormente obtido. O algoritmo 

escolhe aquele que garante a maior redução funcional. Em- 

bora, a princípio, o comportamento desta salvaguarda possa 

sugerir uma busca "mais exata", o objetivo de sua inserção 

é o de tentar preservar duas características teóricas fun- 
damentais do MGC no caso quadrático, quais sejam: 

- a ortogonalidade entre dk e r k+l ' 
- considerar as informações de segunda ordem (curvatura) 
contidas em uma aproximação quadrática da projeção da 

função-objetivo nessa direção. 

Em relação aos testes de parada, usamos o conjunto a- 

presentado em I V . 4 .  Os testes absolutos TI e T2 serão substituí - 

dos respectivamente por Tla T2a sempre que 0(1 fk+, 1 )  t0(1 O) e/ou 

o(II xk+, 1 1  )20(10). Consideramos E =  1 o W 6  para todos os problemas, 
exigindo consequentemente uma precisão de, pelo menos, 6 dígi- 

tos entre f ( 2 )  e f (x*) (ou f*) . 



Todas as experiências foram processadas no computador 

IBM/370-158 do ~aboratório de Computação Científica (LCC) do CNPq , 
usando-se precisão dupla e tendo-se programado todos os algorit - 

mos em FORTRAN-IV. 

V.1.2 - Conjunto de funções-teste: 

Apresentamos a seguir o conjunto de funções usado nos 

testes efetuados. Na seção, descreveremos como pretende - 

mos usá-las na estratégia de comparação dos algoritmos. 

Basicamente, as funções usadas podem ser classifica - 
das em três grandes classes, a saber: 

A - funções quadráticas (bem ou mal-comportadas) , 
B - funções não-quadráticas convexas, 
C - funções não-quadráticas quaisquer, 

sendo que, para todas estas classes, apresentaremos funções em 

dimensões baixas (n=2,4) e altas (n=40,50,100,200, por exemplo). 

Todos os problemas são de minimização.Seguem-se as funções: 

A. 1) Funções quadráticas no IR2 : 
Muito bem-comportada: 

I) f (x)=x2 + 1.2x; 
1 

Muito mal-comportada: 

11) f (x)=x? + 1000x; 
t t xl=(lOOO,l) , x*=(O,O) , f*=O 

A.2) Funções- quadráticas em dimensões mais altas: 

Muito bem-comportada: 
77 

a.=l, 1 se - i é par, a.=1.5, 1 se - i é ímpar 
1 x = (5, -5,s ,-5,. . . ,5, -5) t 

x*= (O ,O,. . . ,O) t, f *=O 
IV) Idêntica a 111, com n=200 

Muito mal-comportadas: 

V) função de Oren-Spedicato alongada 
n 

f (x) = 1 (i2x;), n.100 
i=l 

1 t t x = l , l ,  1 , x*= (O ,O,. . . ,O) , f*= O 



VI) idêntica a V, com n=200 

B) Função não-quadrática convexa: 
n 

VII) f (x)= r (xi-I)', n=50 
i=l 

+ 

1 -= = (OO,.., O t , x* = 1 1  . 1 , f(x*)=o 

VIII) idêntica a VII, com n=200 

C) Funções nãoguadráticas gerais [ 3 6 1 ;  

IX) função de Rosenbrock no IR2 : 

X) função de Wood no IR ( ou função de Rosenbrock no IR *) : 

f(x)=lOO(x - x )  + (1 - xl)' + 90(x2 - x )  + 
2 3 

+ (1-x )2 + 10 .l[(~~-l)~ + (x, -1) 2] + 19.8(x -1) (x4-1) 
3 2 

XI) função extendida de Powell no IRn: 

XII) idêntica a XI, com n=200 

~ s t r a t é ~ i a  dos testes: 

Apresentados os 2 algoritmos de GC e o conjunto de fun - 

ções-teste, pretendemos, com as experiências computacionais a 

seguir, ilustrar significativamente o desempenho do MGC em dife - 

rentes tipos de funções; em particular, queremos confrontar resui- 

tadgs obtidos com as alternativas na implementação destes mé- 

todos, a saber: 
- a tecnica de Beale e os critérios de Powell, 
- o sub-algoritmo de busca linear, 
- as frações de inclinação usadas na busca linear, e 
- o coeficiente de conjugação a ser usado no MGC. 



Neste sentido, a nossa estratégia de testes consistirá em abor- 

dar, com os 2 algoritmos, as 12 funções dadas, conforme explicado 

abaixo. Citamos também que f e f ' são calcu~ladas analiticamente. 

Para os testes, consideramos as seguintes opções: 

- quanto aos métodos de busca linear: Goldstein f G )  - e Wolfe ( W ) .  - 

- quanto ao coeficiente de conjugação: Hestenes-Stiefel (HS), 
Fletcher-Reeves (FF.) e ~olak-~ibière (PR) . 

- quanto às frações - a e b de inclinação, os pares: (a,b) = 

(0.1,0.9), (0.4,0.6) e (0.5,O.g). 

Logo, teremos para cada função: 

2 algoritmos de gradientes conjugados 

2 buscas lineares 

3 pares de frações de inclinação 

x 3 coeficientes de conjugação 

fornecendo um total de (36 x 12 funções) 432 testes. 

Com esta estratégia, não procuramos conlcusões prag- 

máticas e definitivas, mas sim, mostrar a importância de se ten 

tar abordar um determinado problema através de uma boa quantida - 

de de alternativas, sempre que possível. Lembramos que outras 

alternativas como, por exemplo: 

- variação do ponto inicial, 
- outros conjuntos de testes de parada, 
- outros algoritmos de busca linear, 

não foram incluidas neste trabalho , devendo, porém, ser tam - 
bém consideradas em casos reais. 

V.1.4 - Metodologia de comparação: 

Como já advertimos, neste capítulo desejamos ilustrar 

com algumas experiências computacionais o desempenho de algo - 
ritmos de gradientes conjugados na otimização de funções reais 

continuamente diferenciáveis. Neste sentido, não buscamos, por 

meios empíricos, provar definitivamente que tal versão é melhor 
que outra, mas sim fornecer parâmetros que possam vir a ser 

usados para se dizer se um determinado algoritmo é (e o quanto 

é) eficiente na otimização de determinadas (classes de)funções. 



Consequentemente, os resultados obtidos,,a serem apresentados na 

próxima seção, serão expostos da seguinte forma: dados um algo- 

ritmo e um problema, temos: 

(a) o "grau de otimização", isto é, aonde o algoritmo foi inter- 

rompido e o quanto otimizou o problema, e 

(b) o esforço empreendido para alcançar este grau. 

Se, por um lado, a mensuração de (a) torna-se trivial 

através da esposição do ponto alcançado 2,  se tivermos a solu - 
ção x*,e os valores f(?) e f(x*), por outro, não existe uma só 

forma (ou mesmo a melhor forma) para medir e representar o esfor - 

ço dispendido, ou seja, o quanto custou ao algoritmo para atin - 

gir determinado grau de otimização de um problema. No trabalho 

de BRAGA [43], temos uma consideração que reflete bem a não-uni - 

formidade (e até mesmo a enorme subjetividade) existente no uso 

de critérios para avaliação de desempenho, quando afirma que 

"algoritmos podem ser avaliados por uma grande variedade de cri - 

térios, desde considerações puramente matemáticas do tipo 'velo - 

cidade de convergência1 até observações absolutamente pragmáti- 

cas do tipo 'o algoritmo é bom porque resolve problemas de di- 

mensão n=10 em apenas 2.5  segundo^',^ 

Em geral, a verificação da complexidade de um algorit - 

mo é efetuada [43] : 

i) sobre um modelo de máquina abstrata onde o algoritmo a ser 

avaliado é representado e sua complexidade é medida atra - 
vés do número de operações elementares (desse modelo) ne - 
cessárias à execução do algoritmo. 

ii) através do estabelecimento de características intrínsecas 

do problema. No caso de problemas envolvendo métodos numé- 

ricos, a avaliação é tratada como complexidade aritmética. 

iii) sobre o programa correspondente ao algoritmo, isto é, mede - 

se geralmente o tempo total de processamento, as operações 

sobre o programa-fonte ou então faz-se a contagem de opera - 

ções elementares sobre o programa-objeto, por exemplo. 

Destas três formas, constata-se atualmente um maior desenvolvi- 

mento em estudos sobre a forma ii). Recomendamos o trabalho de 

BRAGA [43] sobre avaliação de algoritmos em Programação Não- 



Linear, onde poderão ser encontradas referências e maiores deta - 

lhes sobre este assunto. Em particular, lá são também abordadas 

as características, vantagens e inconvenientes próprios às três 

formas de avaliação apresentadas. 

Esta breve introdução sobre avaliação e comparaçõesde 

algoritmos foi aqui colocada no sentido de alertar o leitorquan - 

to 2s dificuldades existentes e aos problemas em aberto na área 

de Análise de Algoritmos; ao mesmo tempo, nela baseados, deseja - 

mos justificar,a seguir,os critérios pelos quais avaliaremos e 

compararemos o desempenho dos algoritmos nos testes efetuados. 

O princípio básico que iluminou nossa escolha consis- 

tiu em buscar-se necessariamente .~ critérios para determinação da 

máximo possível, do con - 

texto da máquina (ambiente computacional usado). Neste sentido, 

procuramos imediatamente descartar o tempo total de processamen- 
.3 - - ~ ~  

to, gasto em determinado computador por um programa correspon - - 
dente a um algoritmo testado, como fator indicativo da complexi - 

dade computacional. Este parâmetroé,em geral, muito influencia- 

do por fatores que transcendem o algoritmo, envolvendo o ambi- 

ente computacional que está sendo usado como, por exemplo: 

- processamento sequencial ou em paralelo; 
- tempo compartilhado ou dedicado; 
- tempo gasto em gerenciamento de memória I "overlays" e proces - 

so de paginação ("page-in/page-out")) ; 

- linguagem de codificação utilizada, no que tange natureza 

do compilador usado, capaz ou não de gerar um programa-objeto 

otimizado. 

Por outro lado, temos o número total de iterações efe. - 

tuadas pelo algoritmo como um indicador comumente usado em méto - 

dos numéricos em que o esforço computacional (ou complexidade 

aritmética) é bem definido e constante para qualquer iteração. 
porém, no contexto de otimização irrestrita de funções gerais , 
não temos uma "iteração" bem definida em termos de cálculosefe- 

tuados. Basta lembrar que o número de buscas lineares varia em 

geral. 

O conjunto de indicadores por nós escolhido para ava- 

liar o desempenho do MGC será composto por: 



1 - o número total de avaliações da função-objetivo; 
2 - o número total de avaliações do gradiente da função-objetivo; 
3 - o esforço computacional global do sub-algoritmo de busca 

linear usado,isto é, conhecido o número t(k),representando 

o número de tentativas efetuadas na k-ésima iteração pelo 

sub-algoritmo de b.1. para convergir, obtemos , ao final 

do processo de otimização, o número t = t(í)+t(2)+ ...+ t(L), 
sendo - L o número total de iterações efetuadas pelo MGC; 

4 - a razão entre o número de reinicializações e o número total 
de iterações efetuadas pelo MGC para convergir. 

Inicialmente, os indicadores 1 e 2 foram escolhidos 

por refletirem diretamente uma característica intrínseca ao algo - 

ritmo, isto é, o número de vezes que foi a ele necessário calcu- 

lar os valores da função-objetivo e do seu gradiente para alcan- 

çar o grau de otimização a pniaki fornecido. 

O indicador 3 nos auxilia bastante na estimativa da 

da eficiência média do sub-algoritmo de busca linear escolhido. 

Com este indicador podemos, após usar diferentes algoritmos (u- 

niformemente calibrados), concluir para uni determinado problema, 

se tal busca linear é preferível ou não a outra. ~ l é m  disto,tam - 

bém este indicador reflete uma característica inerente ao algo- 

ritmo, já que buscas lineares são executadas várias vezes duran 

te um processo de otimização irrestrita. 

Quanto ao indicador 4, tivemos o cuidado ( j á  menciona - 
do) em evitar, no nosso contexto, o uso isolado do número total 

de iterações. Nossa intenção, com este indicador, foi a de tentar 

"medir qualitativamente" o desempenho global de algoritmos de GC. 

Se, ao final do algoritmo, obtivermos valores próximos de 1 para 
o indicador 4 sugerido, podemos afirmar que, na maioria das vezes durante 

a otimização, a função-obj etivo não apresentou m a  aderência s at is f atória 

com suas aproximações quadráticas locais (fato principalmente causado p e 1 a 

propagação de erros computacionais) , obrigando assim o MGC a reinicializar 
constantemente o processo de descida; este fato nos leva a inferir que o MGC 

se comporta aproximadamente como o ~étodo do Gradiente Puro, ten - 

do uma baixa velocidade de convergência. Se, por outro lado, o in - 

dicador 4 apresentar valores pequenos, digamos abaixo de 0.5, pg 

de-se concluir que, para esta função,~ MGC apresenta m a  velocidade de 



convergência significativa, causada principalmente pela natureza 

da função. Além disto, este indicador(4) também mede uma caracte - 
* 

rística intrínseca ao algoritmo, i.e, a sua capacidade (ou "espes - 

teza") de, ao alcançar regiões de pouca aderência entre a função 

e sua aproximação quadrática local, se recuperar e reinicializar 

o processo, descendo através de direções mais convenientes. 

V.2 - Resultados numéricos: 

Conforme a estratégia dos testes (V.1.3) e a metodolo- 

gia de comparação (V.1.4) propostas, apresentamos nesta seção os 

resultados obtidos nas experiências computacionais efetuadas. 

Tais resultados são apresentados da seguinte forma: seguem-se 12 

tabelas, uma para cada função, contendo os resultados obtidosnas 

36 minimizações desta função. Cada tabela é dividida funcional - 
mente em 3 grandes setores contendo respectivamente: 

1) os parâmetros usados (definidos abaixo), 

2) os resultados obtidos pelo Algoritmo 1, e 

3) os resultados obtidos pelo Algoritmo 2. 

O primeiro setor (parâmetros) é composto por 4 colunas, 
indicando: 

(i) Bk - O coeficiente de conjugação usado: HS = Hestenes-Stiefel, 

PR = Polak-Ribière e FR = Fletcher-Reeves, 

(ii) B.L. - a busca linear usada: W = Wolfe e G = Goldstein. 

(iii) - a e (iv) b - os valores fornecidos para as frações de in- - 

clinação usadas no algoritmo de busca linear. 

Tanto o segundo como o terceiro setor possuem a mesma 

estrutura, composta por 4 colunas, indicando: 

(i) NCALCF - o número total de avaliações da função-objetivo e- 
fetuada~ na sua minimização, 

(ii) NCALCG - o número total de avaliações do (anti)gradienteda 
funçãd-ob j etivo efetuadas na sua minimização , 

(iii) N? B.L. - número total de tentativas efetuadas no processo 
de otimização pelo algoritmo de busca linear usado, 

(iv) R/I - número de reinicializações (R) e o total de iterações (I). 
Seguem-se as 12 tabelas. 
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V.3 - Discussão dos resultados e considerações finais: 

Dividiremos nossa discussão conforme as 3 classes de 

funções descritas em V.1.2 . Posteriormente, faremos algumas 
considerações sobre certos fatores diretamente relacionados com 

a qualidade dos resultados obtidos. 

Para funções quadráticas, em termos de comparaçãodas 

versões do MGC, podemos esquematizar os melhores desempenhosda 

seguinte forma: 

RE~-compon.tadaa Mal-compofiXadaa 

D i m ~ n ~ õ e h  baixaa : AR9 . 2  ARg . 2  

7 a b e . R ~  V . 7 3  1 
Para as funções quadráticas bem-comportadas, a propriedade de 

terminação quadrática foi, em geral, alcançada por ambos os a1 - 

goritmos. Na verdade, isso só não aconteceu para a função I de - 

vido ao teste de parada referente à variação pontual entre ite - 
rações que, baseado na evolução pontual significativa entre xZ 

e x3, impediu que ambos os algoritmos fossem interrompidos nes - 

te Último ponto, obrigando a realização de uma iteração adicio- 

nal. Particularmente, este caso nos mostra a importância de um 

possl'vel conhecimento prévio de regiões onde estejam localizados 

pontos de mínimo. Em todas as experiências, não fornecemos pon - 

tos de partida propositadamente favoráveis aos algoritmos, mas 

reutilizamos pontos já usados em testes disponíveis na litera- 

tura,([31] e [36], por exemplo) ou mesmo aleatoriamente esco- 

lhidos. 

A aplicação do MGC a funções quadráticas mal-compor- 
tadas mostrou como estas afetam, na prática, não só a termina- 

ção quadrática, mas principalmente a velocidade de convergência 

destes algoritmos. Em todos esses casos, o MGC evoluiu iterati - 

vamente, como se estivesse otimizando uma função não-quadráti- 

ca. 

Em relação aos coeficientes de conjugação usados, no - 

tamos ; 

- em problemas mal-comportados, uma certa homogeneidade 



entre as 3 fórmulas. Este fato atesta, na prática, a com- 

provação da teoria apresentada em 11.4; 

- em problemas mal-comportados, uma certa vantagem no uso da 
fórmula HS, principalmente em dimensões mais baixas. Tal 

t vantagem é justificada pelo fato de os termos dkrk+l, con - 
t siderado nulo por PR e FR, e rkilrk, considerado nulo por 

FR, apresentarem valores constantemente diferentes de zero, 

degradando a utilização destas fórmulas neste tipo de pro - 

blema. 

Por sua vez, os algoritmos de busca linear apresenta- 

ram, em geral, comportamentos semelhantes, principalmente quan - 

do usamos os pares (0.1,O.g) e (0.4,0.6) para as frações de in - 

clinação. Estes pares sempre propiciaram uma convergência glo - 

bal mais rápida a ambos os algoritmos de busca linear. O par 
(0.5 ,O. 93, usada no sentido de forçar os sub-algoritmos a obter 

passos bem diferentes de zero, só aumentou o esforço computa- 

cional, sem contribuir para uma convergência mais rápida. Além 

disso, esta Última dupla degradou mais sensivelmente o algorit - 

mo de Goldstein do que o de Wolfe. 

Para as funções convexas não-quadráticas, os re- 

sultados não nos permitem comparar efetivamente o desempenho 

das 2 versões do MGC, já que o Algoritmo 2 (devido ao número de 
reinicializações verificadas) se portou identicamente ao Alg.1 

(ver Tabs.V.7 e V.8). Em relação aos coeficientes de conjugação 

usados, os melhores resultados foram obtidos com FR, seguido 

por PR. Quanto busca linear, notamos; 

- o melhor desempenho de ambos os sub-algoritmos, quando usamos 
(0.1 ,O. 9). Neste caso, - W e - G apresentaram a mesma eficiência; 

- quando do uso de (0.4,0.6), - G convergiu, em geral, um pouco 

mais rápido que W; - 

- quando do uso de (0.5,0.9), W - convergiu, em geral, um pouco 
mais rápido que - G. 

Por termos utilizado apenas 2 funções desta classe, 

não podemos inferir considerações globalmente válidas para to - 

dos os casos. porém, a constância dos resultados verificados 

nos leva a recomendar o uso das frações (0.1,O. 9) em qualquer 



dos 2 sub-algoritmos, isto é, deixando-os livres em um domínio 

relativamente grande. Tal estratégia foi responsável pelos me- 

lhores resultados verificados para essa classe de funções. 

Para as funções não-quadráticas gerais, obtivemos os 

melhores resultados para: 

- o Alg. 2, em dimensões baixas, 
- o Alg.1, em dimensões elevadas. 
Novamente, devido à pequena quantidade de funções abordadas, 
relacionaremos apenas os resultados, sem inferir pragmatismos. 

Em relação aos coeficientes de conjugação, verifica- 

mos uma alternância das 3 fórmulas nos melhores desempenhos 

dos 2 algoritmos, como pode ser visto abaixo: 

Estatisticamente, a fórmula HS favoreceu um melhor desempenho 

do Algoritmo 2. 

Quanto às buscas lineares, houve uma leve vantagem 

para o algoritmo de Wolfe e novamente as duplas (0,1 ,0.9) e 

(0.4,0.6), alternadamente, propiciaram uma convergência mais 

rápida a ambos os sub-algoritmos de busca linear. 

melhores resultados podem ser assim resumidos: 



Discutidos os resultados, col~camos agora as 3 prin- 

cipais conclusões globais, j á esperadas de antemão e p lenamen- 
te constatadas : 

i )  Funçõen mal-componkadan adekam nenaiveRmenke a v e l o c i d a d e  
de  convengEncia d o a  MGC. 

i )  Devido a divenaon dakohen que khanncendem o MGC (como eh-  
non compukacionain ,  nakuneza d o 6  kenken de  panada e da 

bunca l i n e a n  unadon) , on  henulkadoa numQhicoh monkham que 
a k e o n i a  deve  n e h  unada,  na p h á t i c a ,  como um innkhumenko 

upenaa de  pnev inao ,  dunnecendo enkhmakivan ( nem n empne - a 
cunadaa)  puna o denempenho denken a lgonikmun.  

iii) Mzo e x i n k e  uma vehnüo d o  MGC gRobalmenke main e d i c i e n k e .  
Qua lqueh  pnoblema deve  n e n  abohdada com o mÚximo de  a l k e n  - 

nakivan ponazve in .  

Finalmente, convém evidenciarmos alguns fatores que, 

de alguma forma, influenciaram os resultados, a sua discussão 

e as nossas conclusões: 

a. Os algoritmos de busca linear foram implementados de uma 

forma bem acadêmica, no sentido de nos permitir ter idéia 

do esforço máximo realizado para convergência. Ao inserir- 

mos uma eventual interpolação quadrática no fim de cada 

busca linear e ao deixarmos ilimitado o número máximo de 

tentativas nesses sub-algoritmos, tentamos obrigá-los a 

efetuar b.l.inexatas bastante criteriosas (ver V . l . l ) .  A 

definição de um limitante superior de tentativas deve ser 

considerada na prática, podendo fazer até com que um algo- 

ritmo de 0.1. convirja mais rápido. 

b. O conjunto de testes usado (ver V . l . l )  foi derivado de uma 

análise feita sobre problemas muito bem-comportados, em 

I V . 2 .  O uso desse conjunto em funções mal-comportadas,prin - 

cipalmente em dimensões elevadas, mostrou o quanto pode 

custar a um algoritmo de 0.1. para satisfazê-lo (ver tabelas 

V . 5  e V.6). Fica evidente a necessidade de se buscar conjun- 

tos alternativos com testes para casos assim, 



c. ?i luz dos fatores - a e - b, podemos considerar os resultados 

verificados como limitantes inferiores na qualidade dode- 

sempenho do MGC . Mudanças na implement ação dos sub-algorit- 
mos de busca linear e dos testes de convergência podemcon - 

duzir a melhorias bastante significativas. 

d. Devido ao número estatisticamente pequeno de funções-testes 

não-quadráticas gerais, seria ousada a construção de infe- 

rências mais abrangentes sobre o desempenho do MGC para es - 

sa classe. As experiências realizadas serviram basicamente 

para ilustrar, com alguns casos reais, a teoria apresentada. 
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APENDICE A: LISTAGEM DO PROGRAMA UTILIZADO ---- 

O programa construido contém os 2 algoritmos de GC 

usados nas experiências computacionais do capítulo V e é com- 
posto pelas seguintes rotinas: 

1 .MAIN 

2 .PTINIC 

3 .,VALFR 

4. GCALGI 

5. GCALG2 

6. TESTA 

7. GLDWLF 

- ~Ódulo principal do programa, tem como principais 
funções : 

- ler os dados de entrada (ver na própria listagem), 
- obter o ponto inicial, ativando a rotina PTINIC, 
- imprimir os dados lidos e gerados, 
- selecionar o algoritmo de GC a ser utilizado, 
conforme opção do usuário, através da ativação 

de GCALG1 (Algoritmo 1 ) ou de GCALG2 (Algoritmo 2), 

- e, finalmente, imprimir os resultados obtidos. 

- Seleciona o ponto i?icial para o algoritmo de GC 

conforme a função-teste especificada. 

- Dado um ponto no domínio da função-teste, VALFR 
avalia o valor da função e/ou do seu antigradien- 

te nesse ponto. 

- Rotina de otimização. contém o Algoritmo 1 de GC 

definido para os testes. 

- Rotina de otimização. contém o Algoritmo 2 de GC 
definido para os testes. 

- Ativada a cada iteração do MGC por uma das roti- 
nas de otimização acima, TESTA verifica se os tes - 

tes de convergência foram satisfeitos ou não. 

- Rotina de busca linear. Ativada a cada iteração 
do MGC por uma das rotinas de otimização acima, 

GLDWLF resolve o sub-problema de minimização uni- 

dimensional. 



8 .BETAK - Calcula o valor do coeficiente de conjugação Bk, 

utilizando uma entre as expressões HS, PR e FR , 
conforme especificado pelo usuário, 

9.NOREUC - Dado um vetor n-dimensional, essa rotina calcula 
o valor de sua norma euclideana. 

Finalmente, a estrutura geral do programa pode ser 

resumida no fluxograma abaixo : 

P T I N I C  CL3 
V A L F R  ii T E S T A  + 

NOREUC iLi VALFR i_l NOREUC E 3  
F i g .  A .  4 

Segue-se a listagem completa do pragrama, 



A L F A  , 
BETA - F r a c o e s  d e  i n c l i n a c a o  p a r a  a  b u s c a  l i n e a r  

E PÇ - T o l e r a n c i a . p a r a  o s  t e s t e s  de  c o n v e r g e n c i a  d o  BGC 
- - 
- - 

1 n  P - I n t e r v a l o  p a r a  i m p r e s ç l o  d e  r e s u l t a d o s  (em i t e r a c o e s )  = - - 
FTIPOP - Codiqo i n d i c a n d o  a f u n c a o - t e s t e  1 s e r  minimizada 

IXBETA - Codiqo a s s o c i a 1 0  '8 f o r m u l a  d e  con jugacao  u s a d a  
=1  - HEÇTRAEÇ-STIEPEL 
=2 - POLAK-RIBIERE 
= 3  - PLETCHSR-REEVES 

I X G C  - Codiqo a s s o c i a d o  a o  a l g o r i t m o  d e  G C  usado 
= I  - T r a d i c i o n a 1 , r e i n i c i a l i z a d o  a  c a d a  N i t e r a c o e s  
=2 - . o  a n t e r i o r + t e c n i c s  d e  BEALE+cr i t e r ios  d e  POWEL 

IXGERA - Codigo a s s o c i a 3 0  a o  metodo u s a d o  pa ra  busca  l i n e a r  
= 1  - ROLFE 

N - Dimensao do problema (numero d e  v a r i a v e i s )  

NTRACE 

= 1  - havera '  "TRACE" 
- - 
- - 

N?iAX - Numero ma'xino d e  i t e r a c o e s  p e r m i t i d o  a o  MGC - - 
- - 

: X I N I C  - Vetos  contendo.  o  pont.o i n i c i a l  p a r a  o  MGC - - 
C .  - I I I I I - 



I I I I I I = I 
DEFINICAO DOS PAXAYEXROS DE SAIDA: - - ................................... - - - 

XPINAL - V e t o r  c o n t e n d o  a s o l u c a o  o b t i d a  - - 
- - 

V A L P U N  - V a l o r  à a ' f u n c a 3  n a  s o i u c a o  o b t i d a  - - - 
GRDFIN - V e t o r - r e s  i d u a l  n a  s o l u c a o  o b t i d a  ( A n t i q r a d i e n t o )  - - - - 
E N O R ;  - valor  3 a  n o r m a  e u c i i a e a n a  de G R D F I N  - - - - 
NITER - Numero  d e  i ter3coes n e c e s s a r i a s  p/  se o b t e r  a solucao = 

. . - - 
M R E S T  - t l u m e r o  d e  i t e racnes  a o n d e  f o i  n e c e s s a r i o  - - 

r e i n i c i a l i z a r  o NGC - - 
- - 

NBESBL - N u m e r o  d e  vezes a o n d e  f o i  n e c e s ~ r i o  r e i n i c i a l i z a r  = 
a b u s c a  l i n e a r  = - - 

NTOTBL - Numero  t o t a l  d e  s u h - i t e r a c o e s  e f e t u a d a s  p e l o  - - 
a l g o r i t m o  d e  b u s c a  l i n e a r  u s a d o  - - - - 

NCALCP - N u m e r o  d e  a v a l i a c o e s  d a  f u n c a o - o b j e t i v o  p e l o .  BGC - - 
NCALCG - Nuiae ro  d e  a v a l i a c o e s  d e  a n t i q r a d i e n t e  p e l o  NGC - - 
LITEX - C o d i q o  0 / 1  i n d i c a n d o  se o 15GC e x c e d e u ( ? )  ou n a o ( 0 )  - - 

o l imi te  d e  i t e racoes  ':NBBXt' f o r n e c i d o .  - - 
- - C  

C  
C  
C  
C  

COMBON /DADOSl/ EPS , NilAX . N . I N P  . NTRACE . /DADOSZ; I INIC(~OO) 
/COh'ST,/ IXBEPA , I T I P O F  , IXGERA , EIAPABL , LITEX 
/BUSCAL/ ALPA , B E T A  , PASSO , FUNC , ICOUNT 
/RESULT/ ENORG , VALFUN , XFINAL ( 5 0 0 )  s . GRDFI'J (500) , NITER ,NREÇT, :lRESBL,NTOTBL . /ESTh'DO/ ICONBL . /AVALIA'/  NCBLCF , NCALIG 

C 
. D3UBLE PRECISION ENORZ , FUNC , GRDFIN , PASSO , 

XINEC , XPINAL , VALPUN , EPS 
REAL USG(17 )  
DATA NÇG/'ROLP','E ' , ' G O L D ' , ' S T E I ' , ' N  ', 'H IST ' ,  ' Z N E S i , ' - S T I ' ,  

'E?Z?.'.'POLR','K-RI','BIEB9 ,'E ', ' FLET ' ,  'CHEB', '-HEE', . 'VES '/ 

- I P  (IXGC-NE. 1 . A N D .  IYGC-NE. 2) IXGC = 2 



I X F I N  = 5 
2 0  X P I T E ( 6 . 1 0 3 0 1  IT IPOP .  N .  E:MAY. EPS. ILISGíIk . I  = 1 X I N . I X F I N )  . . . . . . .  

1x18 =' 6 
I X F I N  = 9 

I F  ( IXBETA.NF.2 ) GO TO 4 0  
I X I N  = 10 
I X F I N  = 13 

G O  T O  60 
4 0  I F  ( IXSETA.NE.3 ) GQ TO 6 0  

IXI?: = 1 4  
I X P I N  = 17  

60 W R I T E ( ~ ,  1 0 4 0 )  ALPA , BETA. ,  ( % S G ( I )  , I  = I X I N  , I X F I N )  , IXGC 
Y R I T E ( 6 . 1 0 5 0 )  (XTXIC(1 )  , I = 1 , N) ' 

c 
C ............................................................ 
C Minimizacao d o  problema f o r n e c i d o  
C ............................................................ 

I P  (SXGC. EO. I )  CALL GCALG1 
I F  (IXGC.EC.2) CAtL GCALGZ 

C 
C ----------------------------------------------------------- 
C I m p r e s s a ~  d o s  r e s u l t a 3 o ç  
C 

WRITE(8 ,  1 0 6 0 )  
C 
C V e r i f i c a  se houve f a l h a  na busca  l i n e a r  
C . ....................................... 

IP (ICONBL.EIã.0) GO TO 80 

- KRITE(8 , lOOO)  
C 

C V e r i f i c a  se o  numero maximo de i t e r a c o e s  f o i  e x c e d i d o  
C ----------------------------------------------------- 

93 I F  (LITZX.FO.0) G O  TO 1 0 0  
W H I T E ( 8 . 2 0 0 0 )  

103 W H I T E ( 8 . 1 0 7 0 )  'IITER , ( ( I . X F I N A L ( 1 ) ) .  I = 1 , 8) 
o l R I T B ( ~ , l O R O )  VALFITN, ENORG,NCALCF, NCALCG.NTOTBL,NíIEST,NBESüL 

C 

1 0 1 0  FOHMAT ( / , T 3 i 1 3 i T 1 2 , 1 4 r T 2 4 , 1 1  r T 3 3 n 1 1 q T 4 i ) , F 4 - 2 ,  
T 5 0 , P Q .  2 , T 6 2 . I l . T 7 l , I 2 . T 7 8 , 1 3 )  

1 0 2 0 ' ~ 6 ~ 1 8 ~ ~ ( / , ~ 5 . ~ 7 .  L , - ~ 1 9 , ~ l  ,T3O.L1) 
1 0 3 9  F O $ M A T ( ~ I ~ . I ~ . S O ( ~ * ~ )  , 1  G R A c q - ~ R L A T ( J R I O  F I R A L  I '. I 



) / 1- 
- 

c r , Y i ) Y ,  r l R ' ~ P i 1 3 S L E Y A  ? * * " , / , ' O ' i  . 10X,' COBIGT! D A  PilYCA? : ' , I 2 . / , '  O' . ,  
. lOP,*.DTh(SMIIRO Dn ?SPlCO-SOLUCAO : ', 1 4 , / . ' 0 1 ,  . 1 0 X , * L I Y I T C  ?ORN?CIDO DE ITEHACOES : ' , I 4 . / , ' 0 ' ,  . 10X. 1 TOI,ERANCIA " A R A  OS TESTES  DE CONVERGENCIA : ' .D7.1;/,'0' . 
. . ~ o x . , ' B u s c ~  LTYZAR A SER U S A D ~  : * , 3 A 4 ) .  

1 0 4 0  F 3 R ~ A T I ' O i . l 0 ~ . ' F I S C O ~ Ç  DS I N C L I N A C A O  FOEYECIDAÇ PARA A BUSCA* - . -  - .~ ~ ~~ ., 1 ' L I N E A R  : , ~ 4 . 2 , 5 ~ . ,  FY. 2,/,1 O!, I O X .  * C O E F I C I E N T E  i i ~   CONJUGA.^, . 'CiiO A SER. IlS.lIIO : ' , 4 A 4 ' , / , ' 0 ' , 1 0 x ,  . 'ALGORITMO nE -:C fJSAD3 (l=TRADICIOXAL,2=BIALE+POWELL) :',I1. 
. / , ' O ' , l O X , ' P 0 9 T O  I B I C I A L  FORNECIDO : ') 

1 0 5 3  FORRAT ( T I A ,  D 1 2 . 3 , T i l , D 1 2 . 3  , T 4 4 , D 1 2 . 3 + 7 , D l 2 - 3 )  
1 0 6 0  FORRAT ( v  1 ' . , / / / / .20E, '***  RESULTADOS DO PROBLEYA ***I,///) 

1070 PDR!4AT(1Xr'SOIOCA0 OATIDB APOS ' , I5 , '  ITERACOES' , / / ,  
l i x , I x ( i , r e , i )  ~ , T T O ,  I =  1 , ~ 2 0 . i o ) )  . . 

1 0 8 0  FORRAT(// , lX,"IALOR FINAL DAPUNCAO : ' .D2O.l0, / ,1X, 
'SOAXA DO G C 3 D I E N T E :  ",D20.10.(, l X ,  
'TOTAL DE RVALIACOES DA FUNCR3 : ' , 1 6 , / , 1 ~ ,  
'TOTAL DE AVALIACOES DO GRADIENTS : ' . I6./ .1X. . . 
'TOT4b DE TENTATIVAS N A  B.L. : ' , I6 . / .1X,  
'NUEIERO D E  RESTAR'TS DO EIGC : '.I5,/.1X. . . .  . 
'NDKERO DE BUSCAS LINEARES DUPLAS : ' , I 6  ,/, l X ,  

. / / / / / / . lX ,48  ( '* ' ) ,  ' -  GXACO/2 - FIM DE XELATORIO ' , 4 8 ( ' * ' ) )  
1 0 9 0  F3RBAT(SX, 'AVISO : RINIAO NA0 ENCONTRADO N A  BUSCALINEAA' . / / )  
2 0 0 0  FOEBAT(5Xr 'AVTS0 : oROGRAIIA INTERROMPIDO POR N A 0  ' , 

.'ALCANCAg U ' I A  SOLUCAO NO WDBEtiO M A X I M O  D E  ITEPiACOES',///) 
END 







N - Dí??nsao a o  praùl?ni  - - - - 
X (T) - 20kto > i i d e  ssri' es;ixa.ia a  iunzao e/ou O = 

di;tiqra !iei>tr., - - 
- - 

I - (io3iqo in:?ici!:iio se nestd a t i  vacao scra (do) =. 
calci i laao ( o s )  : - - 
= I  , sginente o  valor  d a  fuxzao - - 
- "  
- L  r o  vslor- ila. <ur ,cac  c. do a r i t i g r a d i e ú t e  = 
= 3  , s J n e n t e  o a; i t i3radier : te  - - 

- - 
- - 

SAIDA : - - ----- - - 
P - Valor 3a  i unc lo  e s t i e a d o ~ e s  s - - 

C - - . . 
- 

C 2 i * )  - T T ~ t u r - d ~ t i g r % d i e n t t .  estimado em X - - 
C - - 

- c BCRLCF - Zota l  a t u a l i z s u o  d e  avaLidcoes d ù  funcao = 
C n c c i s s i  rias ' a  sua i l i : i :~ i . ; a~ao .  - - 
C - - 

- C L4 C A L C G  - Tota l  a t u ; t l i ~ ; i ; >  C e  a v a l i a c o e s  a o  a i l t i q ra -  = 
C : l i ? n t e  n e c e s s a r i a s  ' a  s i n i r i z a c a o  <Ia funcao= 
C . .  - - 

- C ;=====a=======s:=============================================== 

F = 0.OCO ...................................................... 
Se s o '  sc: ( I e se j a r  o ci1c:iIo . i ~  sn t i ? ra . i3 i cn te  , Z~svia :  

c ------------------------------------------------------ 





- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - - - 
( i )  ( V )  Funclio i r t i c a  t i ( i i iui to  >c!&-conpor taüa)  --------------------------------------------------------- 
1F (I. E.2.2) GC T C  3 3 4  





. . 
L O G I  CAL* 1 RSIARY ( 3 )  . i 9 1 J : i  ( 7 )  , COXVER 

NCALCF = O 
N CALCG = !I 
B í O T R L  = O 
:YitESüL = O 
NREST = O 

IYAÜTL = 1 
CORVEH = ,?X.S?. 
LiilnIS = 1 G C  

............................................................. 
0 h t e n c ~ o  do V J L O ~  11a : ~ n c , i c  E G o a n t i ~ ; c a d ~ e i i t e  rio p r o a i n i c i a l  ------------------------------------------------------------- 

CALL \ ' A L ? l . ( I ; I T ? . ? C , > ! , S K , F U t ~ C , R i < , 1 2 )  
E:;[iI;G = ?:C7Z11C (!<* E K )  





E!ITFP = K 
h i; = C Y  t 1 
DIF = F I  YC - O i C P O I I  

-----------------------------*----------------------- 

Se ~ ~ t i  i t e z a c l o  ria~ t u r  :i i d e s t e  c i z i o  cie "li", 
c a l c i i l s  :: i i r e c - i n  3 K M 1  C O E  ji igdl.3 ' d s  a n t e r i o x e s  

If ( Y K . G T . 3 )  GJ TO ?O 





EQUIVALEBCC (Y?T!!ZL{l)  , 4 ? 3 l  ( L )  ) , ( G U D P I ! l ( l )  ,RK! I l  ( 1 )  ) 



A/ l~ '  ,/, 
í D x C W  I ' ,  

-' 
L ; ( b . 3 0 1 0 )  E'JYC , ? > ! 9 E 3  

301U ~ ü i ~ ~ ~ ~ ( ~ X , ' T ' , T l O , ~ O ~ , T l ~ , 1 I ~ , ~ l 5 , 3 l ~ ~ l l , T 3 ~ , ~ I ~ , ? ~ 4 , * - - - ~  
' , T 9 9 ,  'I', 

C 
s x r ~  (i, 3 0 0 0 )  I C  w ~ 2  

30J3 POF!lATL'1',/,~13O,!TiÇiLA/2 - f S - I Y A  ' , ~ 2 , / / , 1 X , l 2 1  ( ' = I ) # / ,  

, 1 , 1 , , ' 3 1 , 1 , í 3 , I , 5 3 , . S  %.?CESSà.?IO1, 
' ?  (T/j) : ';TI34 , 'I','~i22,'I',/,~~2,'I',~13,i?',~31,~~~, 
4~53,  !I ? R I " T - : ~ I ,  7 7 5 ,  t :n;u:;~c* ,y8b , #  1, ,T 10+, I 1, , ~ L L Z ,  I I# ,  . / , l X , l l  I T v i - X f Z O  I',i16,'1 5r.:*::i:ll I I . 7 3 1  , ' I 1  , ? 3 5 ,  ~ O . 2 * 1 1  1 ,  

R i : "  111**7 i 5 ,  C 1 C i C d  C I l I I F 2 1 0  I', 
T O ,  1 . 2  ( i ,  1 1  11 , ::' 1 9 3 ,  'A6G (r?n,nK~'il) I' ,/, 
l X , ' I 1  C ' 1 3 , ' 1 1 , 1 3 1  ~ 'I' I l 5 3 , ' I 1 ; ~ 5 i i , ' D Z ' , ' L " 6 u , ' D L  N', . T77, ' >? % ' , ~ l C U , ' 1 1 ~ T 1 Z 2 r ' I '  * / 8 

1 X , ~ , 1 , , 1 3 1 , 1 , , ' i , , ~ : L  ITLLBCOES' ,  
I P O Y ; ? ? . L  ' , T t ? t i , ' : ' , T i O i ,  i l ' , 7 1 í > L , 1 1 1 , / .  lX,  3 2 1  ( ; = I ) )  

J C" " 7 " .  k r ~ . J ? ?  
C 

' . .;- P. ' ," C  n L<. (1) - F r : , a n i r o  c r i t e r i o  :e 5'3?Gi,i 
C H Ç l k i i ? ( Z )  - C i c L ?  -ic \: i t r , r l c u c s  a p a ~ ç i r  io o1t i ; io  r c s t a r t  
C  hslhki ( 3 )  - ri,~i:iil~ z r i t  c r i o  se PO\;FLL 
C ------------------------------------------------------------ 
C.' 

i>:;I.Zí;T (1 )  = . : ! L S ? .  
Iisilfi: ( 7 )  = -7;: 1:;:. 
k S I A i i T ( 3 )  = . z"LI;:. 

C 



. . . . .*e vy:; ' , A  í?,~i: j i :)) (xr(i) , i = l , i ; )  
W R I ' T P [ c  ,!i? I!)) . (FK (i) , I= l ,k? )  







. . , ,  
C - --.-i i---- -------- - -------- - . . . . 
L icçtù ;e a r . l e +  !i:i-ci;) (;í ri;:?) i.'. : s o l i c i t ; , t c /  ,I< iesiiùa 

,<;.:;.;:,-:>fi ,;z: :;:(;'* .22 ;>&S. : - C L:.) 

C 



? c a t o  ù t u a l  (-se K = I )  - - 
X K X I  ( a )  - pon to  a  t u a 1  (ss  &>-I) . r1Euaxi3*.(S% ~ = l )  - - 
FXK,FXKf l l  - Valores  da funcao em X i i  e  X K E 1  ; c o r t f o r s e  = 

o  v a l o r  de K , se comportam a u a l o g a n e n t e  = 
3 X K  e  .%r11 - - 

ENOHG - V a l o r  da norma e u c l i d e a n a  no ponto:  - - 
i --- s e  i<-1 - - 
XK31 --- se K > l  - - 

EPS - Toleranc- ia  & a r a o s  t e z t e s  d e  c o n v e r q e n c i a  = - - 
ShIUA : - 
----- - - 

CQAYEE = . F 8 5 ? E .  - - - T e s t e s  nao f o r a s  s j ~ u l t s n c a m e r i t e  = 
s a t i s f e i t o s .  Cor:v.ergencia n a c  - - 
f o i  a l c a n c a t a . ~  - - 

= .TR-UE. - "  ~ c . s t e s  f o r a r  s i e a i t a n e a m e n t e  s a -  = 

. I X S E G E 3 * 4  P , N 
LOGI CAL* 1 CCNVFR 



hEiU HEJ 
Eil l, 





/ C /  1 .  , Z E Y A  , PASSO , rU.3i , l C C U H T ,  
/co::?T,, T ' C ~ L : ~ .  , I I : ~ L ~ -  , i>;;r:is ,. :?A r a z  , ~ r i w  
/ E S Z  X C /  ICCE!IL 

tt i : i! iO3 / I ( E c L ' I . ? /  .YSJEuS? ( l G u 2 )  ,::iTZ.4 , h'òiiST , YRLSZL , NZOTi3L 
D O U d L 3  P f i ~ C I 5 I O ? l  %(? ! IO)  , D ( 5 0 0 )  , P A 5 5 O  , E L A B 9 3  , F U N C ,  

m n  ; ;L; NJ , x ; i w  ( 5 0 3 )  ,GP:SSO, ~ir~~iii, 
- ,<,. . df i .~?AS ( S C O )  , AL?i , GiI!Ii' , R K  ( W 0 )  , D I F  , - 9LiYF , C2PlDtC , G A S S I G  , G P I G , X O B I U C , L P S  

LUGiCA,i+* 1 I X I C I O  

í C O N  EL = 1 
D L I M F  = - 1 0 . 0 0 7  
GZ1Q = O. 03C 
i i K  = o.. 

I 1  = .I 
I2 = 2 
ICOON': = O 

1 0  PASSO = 1 . 0 1 0  
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