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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para 

a obtengão do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.) 

Saiiclra Isabel Marques Rodrigues 

Orientador : Paulo Roberto Oliveira 
Programa : Engenharia de Sistemas e Comput acão 

Apresentamos um algoritino para a solugão de um problema lineas inteiro misto 

de grailcle porte que otiiniza a coinpra de equipamentos de uma conq~anhia telefônica. 

Utilizamos Relaxação Lagsangeana a fim de evitar restrições "difíceis" (as cle 

acoplamento) e, em seguicla, estudamos alguns métodos para a resolução clo problema clual. 

Entre eles, o método de subgradientes com clilatação cle espaço na direção da diferença 

de dois subgradientes sucessivos (técnicas de Shor). Este algoritmo é implementado e 

testado para alguns exemplos hipotéticos (três e cpatro estações telefônicas) com até 254 

variáveis (42 inteiras) e 256 restrições. O salto cle dualiclade é significativo e os resultaclos 

são apenas satisfatórios, podendo servir de ponto de pasticla para métodos heurísticos que 

melhorem a soliição obtida (tipo "Brailch-aild-Bouncl"). 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partia1 fulfillmeilt of the requirements 

for the degree of Master of Science (M.Sc.) 

Lagrangean elaxadion and 

Sandra Isabel Marques Rodrigues 

Thesis Supervisor : Paulo Roberto Oliveira 
Depai-tment : Compiiting and Systems Eilgiileering 

An algorithm to solve a large mixed linear integer problem which optimizes the 

purchase of eqiiipments in a telephone company is presented. 

First, the Lagrangian Relaxation is used in order to avoid " difficult " con- 

st raint s (coupled constraint s) . Secoild, several inetliocls for solving tlie dual problem are 

stuciied. Among these methods, the subgradient method with space dilatation in the 

direction of the clifference between two successive subgradients is preseiltecl (Shor tech- 

niqiies) . 

The afore mentioneci method is iinplemented anci tested against several hy- 

potetical examples. The duality gap is significant and the numerical results show the 

efectivness of the presentecl algorthim. Even in cases where the numerical results are not 

good enough, they still be used as a starting point for heuristic methods, e.g. Brancll- 

and-Bound. 
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O probleina abordado neste trabalho surgiu no Departamento de Planejamento cla Coin- 

panhia Telefônica do Rio de Janeiro, a TELERJ, e trata da otiinizaqão da rede cle trans- 

missão digital em vigor nesta empresa. 

No Rio de Janeiro, existem cerca de 50 estagões telefônicas que se comunicain 

entre si. Cada comuuicação entre duas estações é atendida por sistemas de 2Mbit/s. 

Cada vez que a demanda auinent a consideravelmente, os meios de trailsmissão existentes 

se tornain insuficientes para efetuar o roteamento, seilclo necessária a aquisição de novos 

cabos (de fibras óticas) e equipamentos. Além disto, não há ligacão direta entre todos 

os pares de estações, o que faz com que os sinais cle transmissão possam percorrer longos 

caininhos até chegar às estações destino. Esse roteainento é feito apenas em f~inção das 

folgas existentes nos cabos e equipamentos clas estações envolvidas (origem e destino) e 

de cada estação intermediária, não levando em consideracão caminhos otiinizados. 

Vê-se, portanto, que nem o roteainento cle sistemas, e consequentemente, nem 

a compra de cabos e equipamentos são feitos de maneira otiinizacla. Consideram-se tão 

somente o-itérios de planejamento, os quais não utilizam qualquer inétoclo otimizador, a 

não ser a própria intuição dos planejadores. 

Isto levou à foril~ulaqão de um modelo matemático, que está apresentado com 

detalhes em [MVSf 921 e [Vid92], e gerou um problema bastante complexo de prograinação 

linear inteira mista de grande porte. 

Apresentamos algumas metodologias cle solução para o problema acima men- 

cionado e, em seguida, escolhemos uin dos inétodos apresentados para propor um algo- 





Este capítulo é perfeitamente dispensável àqueles leitores que não se interessarem por 

entender a terminologia específica da área cle telecoinunicações. Por outro lado, àqueles 

que desejam uma compreensão mais detalhada, recomenda-se, além deste texto, a leitura 

de [MVSS92] e [Vid92]. 

São dadas aqui algumas definicões técnicas que ajudam a entencler a seção a seguir. Cabe 

ressaltar que houve a preocupação de se enfatizar apenas os aspectos relevantes para a 

compreensão do probleina. 

Sinal: Fenômeno ou fato físico cuj a variação perceptível pode representar informação. 

Sinal Analógico: Sinal contínuo no tempo e cuja variação é análoga à do fenômeno 

observado. 

Digital: Sinal condicionado a ter uma característica descontínua no tempo po- 

dendo assumir apenas um conjunto de valores discretos. 
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Multiplexação: Emprego de um canal comum para formar diversos canais de coinii- 

nicação, seja através cla divisão cla faixa cle frequências transmiticlas por este canal 

comum em faixas menores, as qiiais se constituem cacla uma em um canal cle trans- 

missão distinto (Multiplex por divisão de frequências), seja através da utilizacão 

deste canal comiiin para constituir, por distribuição no tempo, cliferentes canais cle 

transmissão intermitentes (Multiplex por divisão em tempo). 

Central Telefônica: Conjuilto de equipainentos de comutação clestinados ao encaini- 

nhamento e / ou est abeleciinento de chainaclas telefônicas. 

Central Aiialógica: Central telefônica na clual os sinais são processados em sua forina 

analógica, senclo os troncos clestinaclos à sua interliga$io com a rede coinpostos de 

circuitos analógicos individuais. 

igital: Central telefônica na qual os sinais são processados em sua forina digi- 

tal, senclo os troncos destinados à sua interligacão com a rede compostos de grupos 

de 30 circuitos digitais. 

ede Externa: Conjunto de cabos clestinaclos a interligar os assinantes às estaqões 

telefônicas. 

Eiitroiicainento: Grupo de pares de um ou mais cabos, ou de circuitos de transmissão 

por multiplexação, que interliga duas estações. 

Fibra Ótica: Meio de trmsmissão no qual podem trafegar sinais digitais multiplexados 

no tempo e convertidos em feixes luminosos (sinais óticos). 

Fibra Multiimodo: Fibra ótica onde os feixes luininosos se propagam de cliversos moclos. 

Devido a este espalhamento dos feixes luminosos, a perda neste tipo cle fibra é 

superior à verificada no tipo inononiodo. 

ibra Moiloillodo: Fibra ótica na qual os feixes lumiilosos se propagam ein único modo. 

A figura 2.1 representa, de forma simplificada, um sistema de telecomunicações. 



2.2 Uma Visão Simplificada de um Sistema de Telecoinunicacões 5 

Assinante 0 Estapao Telefhica 

Rede Externa Entroncamento 

i 

Figura 2.1: Sistema de telecoinunica~ões 



2.2 Uma Visão Siinpli cada de um Sisteina de Telecoinunicações 6 

Quando um assinante A, interligado a uma central telefônica através da 

rede externa, efetua uina ligação para um assinante B, suas palavras são irne&atameiite 

transforinadas de sinal acústico de voz para sinais elétricos analógicos. Estes sinais 

são transportaclos, através da rede externa, até a central telefônica, de onde serão en- 

caminhados para o destino solicitado. O assinante chamado (B) pode estar conectaclo 

à mesma ceiltral do assinante chamaclor ou a qualquer oiitra central da rede, na mesma 

estação telefônica ou em uina estação distinta. 

No caso em que o chamador e cl~ainaclo se encontram conectaclos a centrais 

diferentes em estações distintas, a chamada telefônica deve ser encanlinhada através cios 

cabos de entroncainent o entre as duas estações. Assim, na figura 2.1, o entroncamento 

entre as estações 1 e 2 deve cursar o tráfego originaclo pelos assinantes cle todas as centrais 

existentes na estação 1 e clirecionaclo às centrais da estacão 2 e vice-versa. 

No passado, o entroncamento entre as estações era efetuado através de cabos cle 

pares metálicos, utilizando-se um par de fios para cada ligação efetuada. Com o advento 

da tecnologia digital, passou a ser possível o agrupamento (il~ultiplexação) cle 30 ligações 

siinultâneas em um único par cle fios, através cla utilização de um equipamento multiplex 

PCM (Pulse Code Moclulatioil), conforme a figura 2.2. 

ESTAÇAO A 

canais analógicos L 

I I 
I I 

ESTAÇAO €3 

I 
I 

I L cabo rnetalico 
I 

I I 

Figura 2.2: Multiplexação 
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Atualmente, as técnicas de inultiplexação digital em altas velociclacles, aliadas à 

utilização de cabos de fibras óticas em substituição aos cabos cle fios cle cobre, permitem 

que se agrupem milhares cle canais (ligacões telefônicas) em um único par de fibras. As 

figuras 2.3 e 2.4 ilustram a configuração cle equipamentos de transmissão instalados nas 

estações telefônicas e destinados a efetuar a mutiplexaqão e a transmissão do sinal, em 

meio ótico. As fibras óticas podem ser iiiultiinodo ou inoi~oinodo depenclendo cio modo 

de propagação dos feixes luminosos através das mesmas. As fibras multimoclo apresentam 

maior perda quando coinparaclas com as do tipo inonoinoclo tendo, por isto, sua utilização 

restrita a algumas situações específicas. 

ILO 
34 

- 

Figura 2.3: Frente de transinissão cle 34Mlit/seg - ELO 34 

Na figura 2.3, 30 canais analógicos, provenientes cla central telefônica, são agru- 

pados em um sinal elétrico digital de 2 Mbitlseg através c10 equipamento MUX 0.06412 l .  

Uma nova fase cle inultiplexação agrupa as saídas de quatro MUX 0.06412 e as transforma, 

através do equipamento MUX 218, em um sinal digital com velocidacle de 8 Mbit/seg. 

'por ser um equipamento que não afeta o roteainento de sistemas na rede digital, o MUX 0.06412 não 

é considerado no modelo matemático apresentado no próximo capitulo. 
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- 

ESTAÇAO A ESTAÇAO B 

Figura 2.4: Frente de tsansinissão de i40Mbit/seg - ELO 140 
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De forma análoga, 4 feixes cle 8 Mbit/seg são inultiplexaclos em um sinal de 34 Mbit/seg 

através do equipamento NIUX 8/34. Este sinal elétrico contendo, agora, informação de 

480 canais de voz é transformado em sinal ótico pelo equipamento ELO 34 e é transmiticlo 

através de um par de fibras óticas até a central destino, onde o processo inverso (clemul- 

tiplexação) permitirá que se separem todos os canais de voz iniciais. A este conjunto de 

equipamentos rigidamente associaclos em ainbas as estações clenominaremos de frente de 

transmissão. 

Deve-se ressaltar que as frentes de transmissão entre cliias estações são utilizadas 

para a interligação cle todas as centrais que estejam abrigaclas nas mesmas. 

A figiira 2.4 descreve uni processo análogo ao anterior, obt enclo-se, entretanto, 

uin sinal com velocidade de 140 Ml->it/seg. Consegue-se isto ao agrupar as saídas de 4 

MUX 8/34 e traiisforiná-las, através do ecpipamento MUX 34/140, num sinal cligital de 

140 Mbitlseg. Utiliza-se, também nesta configuração, apenas um par de fibras óticas para 

a transmissão do sinal. 

Cada fase de inultiplexação eleva a hierarquia cligital c10 sinal de entrada. As- 

sim, podemos dizer que a figura 2.3 representa a obtenção de um sinal de 33 liierarquia (34 

Mbit/seg) u n a  vez que são necessárias 3 fases de multiplexação. A figura 2.4 apresenta 

uma frente de 4a hierarquia. 

Quando as centrais de coinutação eilvolviclas são digitais, a la fase de multi- 

plexação torna-se clesnecessária uma vez que o sinal A saícla cla central já traz a informação 

de voz a 2 Mbit/seg, ou seja, a 13 fase cle multiplexação se clá internamente à central. A 

figura 2.5 ilustra uma frente de 3a hierarquia int erligailclo centrais digitais. 

Dois assinantes A e B, conectaclos a centrais cligitais diferentes, em estações 

diferentes, podem se comunicar mesmo que não haja frente direta entre suas estações. O 

atendimento é realizado através de um processo de carona, o qual utiliza uma estação C 

que possui frente com A e com B. Na figura 2.6 este processo é ilustrado entre uma frente 

de 34 Mbit/seg e outra cle 140 Mbit/seg à velocidacle de 34Mbit/s. 
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ESTAÇAO E3 

Figura 2.5: Centrais digitais 
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As seções a seguir apresentam brevemente o modelo, os detalhes poclenclo ser vistos em 

[MVSf 921 e [Vid92]. 

De acordo com [MVSS92] e [Vid92], a estrutura cla rede cle transmissão digital cle uma 

cidade pode ser representada através de um grafo com arcos orientados. 

Nas figuras 3.1 e 3.2 estão representadas as redes de trailsmissão digital cle duas 

pequenas cidades hipotéticas, coin três e quatro estações telefônicas, respectivamente. 

Através da figura 3.1 pode-se identificas as estacões telefônicas, a rede externa, ligando 

as estações entre si através de cabos de fibras óticas, os equipamentos e os clistribuicloies 

(tanto os digitais como os óticos). 

Pelos arcos do grafo circula um fluxo de sinais oi-ientaclos a uma certa velocidade 

(sistemas de 2Mbit/s), cuja finalidade é atender a demanda cle chainaclas telefônicas entre 

as estações. 

A notação das figuras é explicada em seguida, juntamente coin alguns critérios 

considerados na modelagem. 
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Rede de 
Equipamentos Cabos Oticos Cabo de Fibra Otica 

Figura 3.1: Rede hipotética com 3 estacões 



Figiira 3.2: Rede hipotética com 4 estações 
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s Cada nó de origem representa o DID, Distribuidor Intermediário Digital (nota- 

ção iD, onde i é uma estação genérica) de uma estação, o que significa que existirão 

tantos nós de origem qiiantas forem as estações onde haja delnancla de sistemas de 

2 Mbitlseg. 

e O número cle arcos ligacios ao DID de uma estacão determina quantas frentes estão 

senclo utilizadas para atender alguma clemancla nessa estação. 

e Para cada frente existe uma sequência cle nós que correspondem aos ecluipamentos 

(multiplexaclores e conversoies) já clefiniclos anteriormente. Niima estação, uma 

frente será identificada pelos dois primeiros dígitos que aparecem no nome de uin 

nó de equipamento. Por exemplo, no nó 131B cla figura 3.1 a frente em uso é a 1-3. 

a, Estes ecl~upamentos clistribuein-se da seguinte maneira: o nó que está mais liróximo 

c10 DID corresponde ao MUX 218 e é identificado pelo número 1 na terceira posição 

do seu noine; o segundo nó corresponde ao MUX 8/34 e é identificado pelo iliíinero 2 

na terceira posicão do seu noine; o terceiro nó, clepenclenclo da hierarcluia, pode ser 

ou um ELO 34 ou um MUX 34/140, ambos representaclos pelo núinero 3 na terceira 

posição do nome. Caso seja um MUX 341140, o próximo nó representa o ELO 140 

(número 4 na terceira posicão do nome). O último nó corresponde ao Distribuidor 

Intermediário Ótico daquela estação, o qual, clependenclo da fibra em cpest ão 

(inultimodo ou inonoinodo) , tem a represent acão iOA ou iOB , respectivamente. 

e Existe aincla uma classificação para as frentes, dependendo da hierarquia. As frentes 

podem ser de três tipos: 33 hierarquia para fibra inultiinodo (frente cle 34 Mbitlseg), 

a qual é representada pela letra A na última posição do noine c10 nó; 3a hierar- 

quia para fibra inonoinodo (frente de 34 Mbit/seg), identificada pela letra B na 

última posição clo nome c10 nó; e 4a hierarcjuia para fiba inonoinoclo (frente cle 140 

Mbit/seg), icleutificacla pela letra C na mesma posição que as anteriores. Por exem- 

plo, o nó 132B da figura 3.1 corresponde a um MUX 8/34 na frente 1-3 do tipo 

monomodo. 

Uma frente pode estar sendo usada para atender sua própria demancla ou clemancla 

entre estações clue não possuam fi-ente direta. Por exemplo, na rede de 4 estações 

da figura 3.2 não existe frente direta. da. estação 1 para a estacão 2. Assim, para se 



atender a demancla 1-2 é necessário usar as frentes 1-3, 3-4 e 4-2 o11 as frentes 1-4 e 

4-2. 

e Os equipamentos DIO são a porta de entrada e saída de fluxo de sistemas cle 2 

Mbit/seg entre as estacões e, portanto, estão todos ligados entre si. Só não são 

possíveis ligações entre DIOs do tipo iOA com iOB e vice-versa. 

Passemos agora à apresentação clas variáveis e restrições c10 inoclelo, explicando 

sucintamente o significado de cada uma delas. 

eis e 

f i j ( 1 9  b )  Fluxo de sitemas de 2Mbit/s cla estacão i para a estacão j ,  no arco ( I ,  L) 

u ~ ~ q  (1 ,  b )  Número cle pares cle fibras adicionais c10 tipo inultiinodo utilizaclas no arco 

(1, L) para suportar a frente de transmissão cle 34Mbit/s, entre a estação p e a 

estacão q. 

u~,,(l, b )  Número de pares cle fibras adicionais do tipo monoinodo utilizaclas no arco 

(I, k)  para suportar a frente de transinissão cle 34Mbit/s, entre a estacão p e a 

estação q. 

u~,,(l, b )  Número de pares de fibras adicionais do tipo n~onoinoclo utilizadas no arco 

( I ,  k )  para suportar a frente cle transmissão de l4OMbit/s, entre a estacão p e a 

estação q. 

m ( b )  Número de inódulos de ecluipanlentos a serem implantados no nó k. 

n(1, k )  Número de cabos cle fibras óticas a serem lanpdos no arco (I, k). 

1. As variáveis do tipo u estão definidas somente para os arcos (1, L) em que tanto I 

como L são nós correspoiidentes a DIOs (representáveis na forma iOA ou iOB). Por 

outro lado, as variáveis do tipo f estão definidas apenas para os ascos (1, L) em que 

pelo menos uni dos nós 1 ou L não corresponde a DIO. 
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2. Denomina-se Ai o conjunto dos arcos para os quais a variável f está definida, ao 

passo que o compleineiltar de Al será representado por A2. 

3. As variáveis ul e u2 são iiecessárias pelo fato de um par cie fibras poder ser o suporte 

para 16 sistemas de 2Mbit/s cle uina frente de 34 Mbit/s ou 64 sistemas de 2 Mbit/s 

de uma frente de 140 Mbit/s. Assim, um cabo de fibras rnonomodo tem capaciclacle 

de suportar uma quantidade variável de sistemas, em função cla natureza das frentes 

de transmissão que nele se apóiam (34 Mbit/s ou 140 Mbit/s). 

4. O conjunto das frentes cle transmissão que se al~óiain em cabos cle fibras multimodo 

é denominado TA, enquanto que TB é o conjunto clas frentes que se apóiam em 

cabos de fibras monoinodo. TB é ainda decomposto em TB1 e TB2, dependendo 

se a frente é de 34Mbit/s ou 140Mbit/s, respectivamente. 

A demanda de sistemas de 2 Mbit/s entre estações deve ser atendida. Assim, se há 

cleinaiicla entre as estações i e j, o fluxo total de saícla c10 nó iD, bem como o fluxo total 

de entrada j D  deve ser igual à clemanda prevista: 

onde I< e i? são conjuntos que designam os nós que se ligam aos DIOs e ,S é o conjunto 

dos pares de estações que possuem demanda. 

Garante a continiiidade do fluxo de sistemas dentro da estação. Em um nó correspondente 

a equipamento MUX ou terminal ELO (não represeiltável em uma das formas iD, i O A  

ou iOB) ,  o fluxo de entrada de sistemas de 2 hr/lbit/s deve ser igual ao fluxo cle saída: 

onde Nl ,  L(k )  e I / ( k )  são conjuntos que definem os nós possíveis naquelas ligações. 



Para cada frente de transinissão cleve ser garantida a continuidade cle fluxo total entre 

terminais ELO que participam da frente em questão. Assim, os fluxos totais nos terminais 

ELO corresponclentes a estasões cle uma frente de transmissão qualquer devem ser iguais: 

onde LI< é o conjunto dos pares de arcos cpe possibilitam a coiltinuiclade de 811x0. 

Considere uma frente pq, onde p e q são esta@es genéricas. Ainda no cpe se 

refere a frentes de transmissão, deve-se acrescentar o seguinte: 

s O niímei.0 de pares de fibras adicionais que entram e saem clo DIO da estação p  da 

frente de transinissão pq fornece a quanticlade de equipamentos ELO que clevein ser 

iilstalados naquela estação. Matematicamente, escreve-se 

onde k ( p ,  A) é o nó cla estação p corresponclente à entrada cle terminal ELO cla frente 

pq cle 34 Mbitls, apoiada em cabos de fibras nzultiinodo, e H ( p 0 A )  e H ( p 0 A )  são 

conjuntos de nós que possibilitam a existência cios arcos utilizacios acima. 

e A mesma afirmação se aplica à outra estação q dacluela frente, originanclo 

onde k(q, A) é o nó da estação q  correspondente à entrada de terminal ELO da frente 

pq de 34 Mbitls, apoiada em cabos cle fibras miiltimoclo, e H ( q 0 A )  e R ( q O A )  são 

conjuiltos seinelhantes aos anteriores. 

e O iliímero de pares de fibras adicionais utilizadas nas estações p e q  cleve ser repas- 

sado para as estações intermediárias que se ligam a elas. E uma restricão que garante 

a coutin~iiclacle do fluxo de fibras na rede externa. Tem-se, então, 

onde N z ( ~ ,  q )  é o conjunto formado pelos nós DIO das estações distintas de p e q, 

e V ( / c O A )  e ~ ( E O A )  são conjuntos de nós que estabelecem a existência dos ascos 

utilizados acima. 
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Os três grupos de restrições acima formam, na verdade, nove grupos. Observe que 

são três para determinar a quantidade de equipamentos ELO 34 em frentes perten- 

centes ao conjunto TA; mais três para determinar a quantidade de equipamentos 

ELO 34 em frentes pertencentes ao colljunto TB1; e outras três para fornecer a 

quantidade de equipamentos ELO 140 em frentes pertencentes ao conjunto TB2. 

Para cada nó associado a equipamento n~ultiplex ou à entrada de tenninal ELO, o fluxo 

total de entrada e saída de sistemas de 2 R/lbit/s é limitado superiormente pelos recursos 

instalaclos, disponíveis para uso, ou a instalar. 

< 2 * [e(k) + m(k) * mod(k)], b'k E Nl, - 

onde e(k) é a folga em sistemas de 2Mbit/s disponíveis para uso no nó k e mod(k) é a 

modulasidacle do equipamento associaclo ao nó k. 

Em cada arco associaclo a cabos de fibras óticas, o fluxo total é limitado superiormente 

pela disponibilidade de fibras instaladas ou a instalar. 

a Para fibras multimodo temos que o número de pares de fibras adicionais não pode 

ser maior do que a folga existente: 

oncle e(1, k )  é o niímeio de pares de fibras óticas ~nultimoclo disponíveis no arco ( I ,  k) .  

Para fibras monoinodo temos que o número de pares de fibras adicionais não pode 

ser maior do que a folga existente mais a aquisição: 

oncle snodc(1, L) é o número de pares de fibras de um cabo de fibras óticas monomodo, 

e ~ ( 1 ,  L) é o número de pares de fibras óticas mo~lomodo disponíveis para uso no arco 

(1, L). 
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aqão Entre as Ca 

As capacidades dos nós associados a equipamentos e terminais ELO de uma mesma frente 

estão relacionados cle tal forma que a expansão da capaciclacle cle um dos aós implica na 

expansão dos demais nós associaclos: 

onde LI(i é o conjunto dos pares de nós que permite esta associação. Além disto, 

oncle LIG é o conjunto dos pares de nós clue permite esta associasão. 

m(k) é inteiro não-negativo, Vk E Ni 

@ n(1, k) 6 inteiro não-negativo, V(í, k)  E AI 

uopq(l,k) 2 O, V(p,q) E TA, V(1,k) E A2 

e ulpq(l, L) > 0, '~'(11, q) E TB1, V(1, k)  E A2 

e uzpq(1, k) 2 O, V(p, q) E TB2, V(1, L) E A2 

fij(l, k)  2 O,  V(i,j) E S, '~'(1, L) E Al 

O objetivo é determinar os valores chs variáveis, respeitando o conjunto de restricões, cle 

modo a otimizar o investimento global em eq~~ipainentos, terminais e cabos óticos. Para 

evitar caminhos clesnecessários entre arcos da recle externa, adicionori-se à f ~ ~ i q ã o  objetivo 

um termo que penaliza as variáveis cle pares cle fibras. A fiincão objetivo é dada então 

por 
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onde 

- c(E) é o investimento associado à implantação de uin módulo de equipamento ou cle 

terminal no nó E; 

- cl(l, E) é o investimento associado à iinplantação cle um cabo ótico de fibra monomodo 

no arco (1,lc); 

- e;,, é um peso de pequeno valor associado às variáveis de pares de fibras na frente 

P4; 

Como esta modelagem faz uso de uma notação muito carregacla, é necessário escrevê-la cle 

uma forma mais fácil de inanipular. Para isto, é feita abaixo uma associação entre cada 

grupo de restrições e uma forma matricial que o representa. 

s Função objetivo: 

Restrições de demanda: 

e Restrições de conservação de fluxo: 

e Restrições de frentes de transmissão: 



s Restrições de capacidade dos nós: 

Aizf + &3m I k4 

s Restrições de capacidade dos arcos: 

A 5 ~ 0  5 k1 

Aio,iui + AIO,ZW + Aiin I ks 

e Restrições da selacão entre a capacidacle dos nós: 

A6n2 < O 

A7m L kz 

e Restrições de positiviclade e integralidade: 

m , n  E Z+ 

f , ~ 0 , ~ 1 , ~ 2  2 0 

Com isso, o modelo fica estruturaclo da seguinte maneira: 

Cabem aaui algumas observacões a respeito clesta estiutiira: 
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- As matrizes de coeficientes são bastante esparsas e apresentam quase sempre uma 

estrutura bloco-diagonal. 

- Existem tanto variáveis como restrições de acoplainento, o que dificulta a resolução 

de (PP) .  

- Estima-se que para o caso real (50 estações telefônicas) o modelo chegue a atingir 

dezenas de milhares de restrições e de variáveis, entre as quais alguns milhares serão 

inteiras. 

Em [MVSS92], caracteriza-se o problema mencionado acima, sua modelagem e a validação 

do modelo para exemplos hipotéticos de 3 e 4 estações. Para uma das coilfigurações do 

exemplo de 3 estações tem-se 111 variáveis (das quais 21 são inteiras) e 112 restrições; já 

para um determinado cená,rio do exemplo de 4 estações os nhmeros foram: 254 variáveis 

(42 inteiras) e 256 restrições. 

Posteriormente, apresentou-se em [VC0+93] os resdtaclos para um caso real de 

15 estações, onde se aplicou o modelo à rede de transmissão digital de Fortaleza (TELE- 

CEAR&. Para este exemplo obteve-se 2754 variáveis (190 inteiras) e 1965 restrições. 

Foi utilizado o "pacote" LIND 01386 (Linear, Interactive ancl Discrete Opti- 

mization), versão 5.01 para inicrocoinputaclores. Os tempos obtidos em um PC 486 - 50 

levam a crer na inexequibilidade do uso clacluele pacote na resolução de problemas reais 

(50 estações). 

Fica clara a necessidade de clesenvolviinento de métoclos que levem em conta a 

estrutura específica do modelo. Técnicas de decoinposição e relaxação lagrangeana serão 

particularmente úteis para uma abordagem adequada, assuntos discutidos nos próximos 

capítulos. 



Nos capítiilos anteriores apresentou-se o problema cla rede de tiailsiiiissão digital da TE- 

LERJ, suas características peculiares e uin modelo capaz de represeiltá-10. 

Neste capítulo, aplicamos a técnica da Relaxação Lagrangeana a esse mode- 

lo, descrevendo, em seguida, três diferentes abordagens para a resolução c10 dual: método 

Simplex (Dantzig- lfe) com geração de colimas, métodos de Subgradientes (Shor 

e derivados) e métodos de Feixes. Destas, deter-nos-einos nos métodos d e  subgradi- 

entes, que serão objeto cle programação e testes comp~~tacionais. 
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Retomemos o problema original (P P) : 

A icléia é relaxar as restrições " mais difíceis ", no caso as cle acoplainento (10) 

a (14)) obtendo a seguinte função 

icadores Ai, i = 0, .  . . ,4 ,  com X3, X4 > O, se referem, respectivainente, às 

restrições (10) a(14). Além disto, as variáveis primais devem verificar as demais restriqões 

(não relaxadas). 

Denotam-se as variáveis primais por n: = (f,  m, n,  uo, ul ,  uz) e as duais por 

A = ( A o ,  X1, X 2 ,  X3, X4);  o conjunto das restrições não relaxado, (1) a (9)) junto às condicões 
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de positividade e integraliclacle será clenominado X 

O problema (PP) com a relaxação proposta é então dado por 

(PR)  {;$$L(~,A) 

É fácil ver que, para cada A, com X3 ,A4 > 0, e Z viável (Z  verificando (1) a 

(9))) o custo de (PR), que denominaremos v(PR), é uma. cota inferior  para a custo do 

problema original V (PP). De fato, sob aquelas hipóteses, 

por outro lado, 

v(PP(5))  > v(PR(2)) > inf L(x,A), 
xEX 

cpe é o chamado Teorema da Dualidade Fraca (ver [Sha79]). 

Devido às características c10 problema em questão, poclemos acrescentas cotas 

superiores e inferiores às suas variáveis de modo a tornar coinpacto o conjunto viável do 

problema relaxado (PR). Assim, cle agora em cliailte, podemos substituir na forimlação 

( 4.2) o termo infxEx C(x, A) por minZEx L(z,  A).  

Com as desigualdacles acima fica claro o objetivo de se encontrar a maior das 

cotas inferiores dadas em ( 4.2), ou seja, encontras a solução do problema dual de (PP) :  

max minL(x,A) 
X3,Xa>o xEX 

ou, equivalentement e, 
I 

onde 

é a chamada função dual. E no cálculo desta função que se realiza o processo de decom- 

posicão, como o que se propõe a seguir. 



ecoimposição Lagrangeaila 27 

I m E Z+ 
min [c' + AlltX3Itn I s.a ( ~ ' ) ~ n < ( c ' ) ~ n  

n < no 

n E Z+ 

O cálculo de cp é feito através de 6 subproblemas. Destes, 4 são de programação 

linear contíima, e os outros 2 são de progiainaçZo inteira piira. Mesmo que a solução destes 

dois últimos não seja tão simples, principalmente se eles forem de alta dimensão, ainda 

assim serão mais fáceis de resolver do que o problema original. 

O GQ subproblema é originalmente sem iestriçGes, porque o único grupo em que 

n aparece, o (13), foi relaxado. Entretanto, não interessam soluções do tipo O ou a, e 

se lhe adiciona uma restrição artificial, que limita os valores do custo através de alguma 

estimativa superior (cr)%, e uma cota superior para o número de cabos, fornecida pela 

TELERJ. 
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A título cle ilustra~iio, são apresentadas na tabela abaixo as dimensões cle (PP) e 

dos 6 siiproblemas para exemplos fictícios de 3 , 4  estações clescritos em [Vid92] e [MVS+92], 

e um real (Fortaleza - TELECEARÁ), descrito em [VC0+93]. 

estações 

estações 

estações 

restricões 86 

vari áveis 1 1 1 

restrições 256 

variáveis 254 

restri~ões 1965 

variáveis 2754 

p(A) é a envoltória inferior de uma infinidade cle fiincões afins de A para cacia 

x E X, portanto côncava. 

ifereilciabilidade 

A deterininacão de y(A) pela resoliição de (PR) tem, em geral, uma miiltipli- 

cidade de solucões, o que comumente acarreta sua não-diferenciabilidade. 

Dessa forma, encontrar a solução de (PD) correspoilcle a resolver um problema 

de otimização não-diferenciável de maxiinização. Como y(A) é côncava, possui subgra- 

diente em todos os pontos onde está definida. Um subgradiente facilmente calculável é 

inostraclo a seguir. 
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etermina+ de um subgradieiite 

Se 2 minimiza C ( x  , A) em A, tem-se, por definição de cp(A), para uin A qualquer: 

Seja o resíduo denotado por 

e a função custo por 

Temos então: 

y(A) 5 f (x) + Aty - (A - A)t?, 

e, por definicão de (x, A): 

Portanto, o resz'duo 7, correspondente às restrições relaxadas, é um subgradiente de v ein 

A. 
Observação: Este resultaclo é suficiente para os inétodos de subgradieiltes de que tratare- 

mos coinputacionalmente. Será útil, também, para a verificação de existência de solução 

dual e para o caso de algoritinos tipo feixes, a propriedade de que, sob hipótese de coin- 

pacidade de X, o suldiferencial cle y (suposta finita) em A é o próprio eilvelope convexo 

do conjunto de todos os resíduos y(z), que corresponclem às soluções x(A), com X3, X4 > O 

(veja [Min86]). 
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4. Soluções sub-ótiinas 

Dada uina solução % ( A )  definindo em A, a qualidade desta solução como 

aproximação da solução ótima de (PP) pode ser analisada a partir do seguinte resultado, 

deviclo a Everett . 

Proposição 1 (H. Everett [Eve63]) Denominemos y ( x )  = ( y l ( x ) ,  y2 ( z ) )  O vetor dos con- 

juiztos de restrições relazadas de  igualdade e desigualdade, respectivamente: 

e A = (A1,  A,) a respectiva partição dos multiplicadores. 

Então ? (A )  é solução d e  

onde f ( x )  representa a função primal. (É d e  se espera?; portanto, que pequenos resíduos 

y ( z ( A ) )  correspondam a boas estimativas ? (A ) )  da solução primal. Isto ser6 verdadeiro 

para problemas bem-condicionados.) 

< 

Deinoilstração: Observe que se trata cle uina perturbação em ( P P ) ,  cpe tem 

em x ( A )  um ponto viável. 

Seguimos [Miii86]. Substituamos Y;(x)  = y; ( x )  - y;(%(A)) ,  i = 1,2.  O prob- 

lema ( 4.4) se reescreve como: 

' min f ( x )  

S.. 7 1 ( x ) = y 1 ( ~ ( A ) )  

h ( x )  < %(s(A)) ,para as componentes d e  A2 estritamente positivas, (4.4) 

y2(x)irrestrito para as demais componentes cle A2, 

z E X  
\ 

inin f ( x )  

T1(x)  = o 
Y 2 ( z )  5 0 ,  para as componentes d e  A2 estritamente positivas (4.5) 
Y2(x)irrestrito para as demais componentes de A2, 

X E X  

Associemos a ( 4.5) a funç%o de Lagrange 
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É evidente que ?(A) é mínimo de 2 em x. Além disto, as restrições em ( 4.5) 

são verificadas, e, conseq~ienteinente, %(A) é ponto de niíiiimo de ( 4.5), logo 

de ( 4.4). 

6. Existência da Soluqão Dual 

Por ser (PD) um problema côncavo, em geral não-diferenciável, as coilclições 

de otimalidade significam essencialmente a existência do elemento nulo no subdifereiicial 

da funcão de Lagrange associada. 

A ( 4.3) corresponde a f~iiição lagrangeana 

e a coiidição necessária. é 

Esta inclmão pode ser reescrita separando-se os miiltiplicadores correspon- 

dentes a igualdades e ciesigiialdades: 

Graças à observação feita na proprieclade 3 sabemos que o subdiferencial cle (3 

é dado pelo conjunto de todas as combinacões convexas das soliições x(A). E de iiiteres- 

se observar que estas são, para cada A, geradas por uma q~ianticiade fiaita de soluções 

pertencentes ao conjunto (suposto coinpacto) X. Deste modo ( 4.6) ainda se escreve 

onde os {ai) e os {,Oj) estão no simplex unitário positivo, sendo os somatórios finitos. 

É equivalente afirmar que existem multiplicadores {a;) e {Pj) formando uina 

combinação convexa tais que 
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Embora clificilmente verificáveis na Prograinacão Discreta, as concliqões de otiinalidacle, 

além de outros resultados cle dualidade, são importantes instrumentos teóricos e al- 

gorítmicos. 

Seorema I (/Çha79]) Se o par (2, A), onde 2 E X e Az 2 0, satisfaz as condições 

então 5 é ótimo para ( P P ) .  

Nos métodos de decomposição lagrangeana a verificação das condições (I) e 

(2) levaria, em princípio, a solucões aproximadas. Entretanto, o mais provável é que haja 

salto de diialidacle (não se verificando (3)), quando a clesigiialclacle ( 4.2) é estrita: 

Neste caso, as soluções obtidas por técnicas de nlultiplicaclores podem ser ine- 

llioradas por heurísticas tipo "Branch and Bouncl". 

(Cheney, Goldsteiii, 1959; 

Na procura do multiplicador ótimo, o dual ( 4.3) pode ser reescrito sob a forma 

max, ,~ v 

S.& v < L(z, A),  z E X 

A2 L O,  
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onde v E 3. Visto assim, trata-se de um problema de programacão paramétrica. A 

técnica de algoritinos de planos secantes é baseada na substitui@io do conjunto X por 

sucessivas aproximacões. 

Admita conhecidos xl,  . . . , z k - 1 ;  definimos o chamado Problema Mestre: 

 mal;,,^ V 

s.a v ~ & ( x ~ , A ) ,  i = 1 ,  . . . ,  k - 1  (4.8) 

A2 L O,  

cuj a solqão, suposta existir, é denotada (vk, A'). 

Com A = A" retoma-se ao problema relaxado (PR)  cpe fornecerá =(Ak) .  

A fim cle estabelecermos um teste cle parada, observamos qlle ( 4.7) é mais 

restritivo do que ( 4.8), levando, cle modo evidente, à inajoracão 

onde cp* é a solução ótima do problema clual (PD). 

Portanto podemos propor o teste de  parada para a iteracão em que ocorrer 

para uma dada tolerância E > 0. 

1. Unia forma alternativa (dual) para ( 4.8) 

O problema linear ( 4.8) pode ser expresso apenas em termos cla variável ciual 

A e da função dual cp. De fato, temos: 

,C(xi, A) = f (z') + A:y1(xi) + A~y2(z i )  

= y(Ai) + (AI - A2)ty,(x7 + (A2 - ~ % ) ~ % ( z ~ ) ,  

que, substituído em ( 4.8), fornece: 



Algoritmo dos Planos Secantes e ecoii~posição de 3 4 

Com esta formulação fica também clara a visão dos planos secantes como um 

método de aproximações sucessivas de cp, seccionalinente a.fins, que são determinadas pelos 

subgraclientes y (xi) . 

2. Existência de soluqão do problema-mestre 

O problema inestre pode não ter solução finita; basta ver o caso k = 1, em que 

não se pode garantir a existência de solução finita. Será necessário limitar artificialmente 

as variáveis A. 

3. Propriedades das sequêilcias 1 x 9  e {vk} 

Uina proprieclade iinportante c10 algoritmo é que, a menos cle que o teste cle 

parada seja realizado, é garantido que os xi sejam diferentes. Com efeito, se xk = xi, para 

algum i < L, teríamos também, seguildo ( 4.8)) que 

Acrescente-se o fato simples, porém útil, de que {v" é uma secluência não-crescente. 

4. Convergência 

A convergência cle cp(Ak) e vk para cp* é obtida cluando A está em um conjunto 

compacto (veja [Min86]). 

A forma ( 4.8) ou ( 4.9) do problema inestre corresponcle a um processo de geração 

sucessiva de restrições (ou linhas). O algoritmo de Dantzig-Wolfe é obtido pela dualização 

daqueles problemas, e corresponde a um processo de geração de colunas. 

É fácil verificar que o dual de ( 4.9) é 

k-1 minffEXk-l C;=, <u;[cp(Ai) - yl ( Z ~ ) ~ A ~ ,  - y z ( ~ ~ ) ~ A ; ]  

s.a k-1 ai71 (xi) = 0 , cFG aiy2(xi) < 0 (4.10) 

' p a i = l ,  Z=I a i > O , i = l ,  . . . ,  k - 1 .  

Observayáo: É imediato que o conteúdo dos colchetes na função a ser rninimizada é igual 

à própria função custo de ( P P ) .  Assim ( 4.10) pode ser reescrito como 

m i l  C&' a; f (xi) 

s.a Cfzll aiyl (si) = O C", i=l aiyz(xi) _< O (4.11) 

Cf:;a!i=l) a i > o ) i = l )  . . . )  k - 1 )  
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que é uma forma dependente apenas das variáveis primais x" e das funções primais f ,  yl 

e 7 2 .  Decorre daí a usual aproximação cla solução primal, 

Com ( 4.11) e ( 4.12)) tanto x quanto f são aproximadas baricêiltricainente. 

O tratamento computacioilal de ( 4.11) deve produzir, além cla solução a, os 

snultiplicadores cie Lagrange respectivos, com os cluais se resolve o problema relaxado 

Notamos que as clifereilças entre as duas metodologias, planos secantes e Dantxig- 

Woífe,  são sobretudo de ordem computacional, mais do que conceitual. Entretanto, em 

ambos os casos, a típica observação experiinental é de que convergem iniiito lentamente. 

0 s  métoclos que acabamos de apresentar aproximam a função dual (g para gerar os snul- 

tiplicadores ótimos do problema clual (PD) sendo, a cada iteração, necessário resolver o 

problema relaxado (P R). 

Uma abordagem bastante diversa será agora desenvolvicla. Trata-se elos ii~étodos 

de subgradieiites de Shor ([Sho7Ob]) e clerivados. Eles são a extensão imediata c10 al- 

goritmo de Cauchy para fuslções cliferenciáveis. 

São baseados na propriedade simples e essencial, que se aplica às funções 

côilcavas: e m  u m  ponto qualquer A, todo subgradiente é direção de descida relativamente 

à função distcincin d(A*,  A) (veja figura 4.1). 
- 

Na figura (4.1)) em A, todos os subgradientes são clireqões de subida em ielagão 

a cp, e de descida em relaqão a d(A*, A); em A, o subgradiente y não melhora a funqão cp, 

porém, para um passo suficieuteinente pequeno, obtém-se um ponto h+ mais próximo de 

A*, conforme atestam os círculos centrados em A*. 

O algoritmo conceitual é o seguinte (supoinos, por enquanto, o problema irrestrito): 
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Figura 4.1: Subgiadiente - direção de descida com relação a cl(A*, A) 
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Algoritmo 

Inicialização : 

Faca k = 0; 

Escolha Ao; 

calcule E dv(Ao). 

Passo 1 : 

Se y" O,  pare; 

senão, faca 
~ k + l  = ,k + , .I; 

Il7"l' 
(ver obs. 2) 

Passo 2 : 

Calcule 

yk+l E aY(Alc+l); 

substitua k por k + 1; 

retorne ao passo 1 

1. O teste yk = 0 pode jamais ser alcançado, mesmo que A* seja ótimo. Outros 

testes práticos deverão ser utilizados, levando em consicleia~ao a especificidacle clo 

problema. 

2. O fato de não ser um inétodo de subida para faz com que os passos tk G o  

possam ser, em princípio, obtidos por busca linear. Há diversas propostas, das 

quais listaremos abaixo as mais usuais: 

asso da série divergente: 

A exigência de tk pequeno leva naturalmente a 

liin tk = 0. 
lc+w 

(4.13) 

Por outro lado, isto pode impedir cle se chegar ao conjunto dos pontos de mínimo. 

Observe também que 
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Assim, é razoável exigir que 
00 

Com ( 4.13) e ( 4.14) demonstra-se, para funções côncavas (ou convexas, com 

substituído por -?%no algoritmo), que 

lim i n a ~ { ~ ( A ~ ) ,  j = 1, . . . , k) = sup(cp). ([Sbo85]) 
k - ~ o  A 

Este resultado parcial deve-se ao fato de cpe a sequência cp( Ak) não é monótona. 

(b) Passo coiistailte: 

onde c é uma constante. 

(c) Passo da  série convergente (Sl-ior, Goffin) : 

c o m O < a < l .  

Ife, Crowder) : 

onde é uma estimativa para o valor ótimo cp* e O < p < 2 é o coeficiente de 

relaxação. 

(Para detallies dos três últimos, veja [Min86]) 

A convergência do algoritmo acima é, em geral, muito lenta e depende, essencialmente, 

do tamanho do passo escolhido e da forma da f~lngão (angulosiclade das curvas de nível, 

à qual se associa o chamado número de condicionamento). Em [ShorlOb], encontra-se 

uma das numerosas variantes para o algoritmo anterior, desenvolvida com a finalidacle de 

melhorar o nhnero de condicionamento da funcão, e, portanto, de ~nelhorar a taxa de 
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convergência. Shor sugere uma inodificacao na clirecao clo movimento visaido climinuis 

o ângulo entre o subgradiente e a clireção do ótimo. Ele considera transforinações cle 

variáveis adequadamente escolhiclas. São os cl-iainaclos métodos de dilatapio do espaço, que 

no caso de funções diferenciáveis correspondem à família clos métodos cie Quasi-Newton 

cle posto I. 

Considere o problema de maximização 

{max c p ( ~ )  
A2 20 

Suponha que numa iteração k do métoclo clos subgraclientes seja feita uma 

miiclança de variáveis 

onde Bk é uma matriz não-singular com dimensão apropriacla. Aplica-se, em seguida, o 

método dos subgraclieates à fun~ão  $(a)  = cp(Bka). Isto significa fazer um movimento no 

espaço das variáveis A cle acordo com a direção 

onde y é o subgradiente cle cp no ponto atual A" 

De fato, sendo 9 côncava, temos 

Então, a niudailca de variáveis A = Bka fornece 

e isto prova que Biy é um subgracliente de $ em o" B;lAk. 

Sendo tk  > O o tamanho do passo escolhido no algoritmo aplicado a $(a) ,  

devemos ter 

e, consequentemente, é possível encontrar A'+' = B&+' pela fórmula 
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Como Bk é não-siilgiilar, a matriz BkBk é simétrica e positiva definida (logo, se cp fosse con- 

tinuamente hferenciável, então a clireção BkBiy seria uma direcão de subida). Observa-se 

que a fórinula ( 4.16) é análoga àquela usada nos inétoclos de métricas variáveis (métodos 

cle Quasi-Newton), estando a clifereiqa principal no modo pelo qual as matrizes Bk são 

atualizadas a cada passo. Para isto, Shor introduziu o conceito de operador de di- 

latação. 

Definição 1 Seja d E gn tal que Ildll = 1. Chamamos o operador linear R,(d) definido 

Por 

u m  operador de dilatação na direção d com coeficiente de dilatação a 2 0, onde 

Ad = ( A t d ) d  é a projeção de A na direção d .  

Para melhor visualizar este operaclor observe iia figura 4.2 o seu efeito para u < 1 e a > 1. 

Note que para a < L ,  o vetor é contraído e para a > 1 é clilataclo. 

Figura 4.2: Efeito do operador de dilatacão 

O operador R,(d) tem, portanto, a propriedade cle deixar intacto todo vetor 

ortogonal a cl, mas multiplica por a 2 O todo vetor colineas com c1 (a pode, dependendo 

do caso, ser maior ou menor que 1) .  Observe que R,(d) pode também ser colocado na 

forma 

R,(d)A = A +  ( a -  l)(ddt)A, YA E %n 
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e, portanto, a matriz associada com este operacior linear é 

1 + (a - l)(ddt) 

onde 1 é a matriz identidade de ordem n. 

Nos métodos de dilatação c10 espaço, as matrizes Bk são atualizadas de acordo 

com a fórmula 

Bk+l = BkRolk(dk) 

onde o coeficiente ar, e a direção dr, dependem da variante particular escolhida. 

A matriz inicial é geralmente a identidade (Bo = 1). Numa iteração li, a matriz 

Br, obtida é o produto dos k operadores de clilatação anteriores 

Bk = (C',) ( d ~ )  . ' ' Rolk-] ( dk - l )  

A estrutura do algoritmo conceitual cle dilatação do espaço é a seguinte: 

Algoritmo 11 

Pnicialização : 

São dados um ponto inicial Ao, 

um subgradiente de p em Ao, 

e Bo = 1. 

Passo 1 ; 

Na iteração k ,  Ak é o ponto atual. 

Determine Aksl através da fórmula ( 4.16), onde tr, é o tamanho do passo. 

Determine yksl, subgradiente de p em AkS1. 

Obtenha uma direção dk ( I  ldkl 1 = 1) (geralmente determinada a partir de 

 ou da diferença ykS1 - yk) e a k ,  o coeficiente de relaxação na iteração k .  

Calcule BkSl = Bk Rak (dk) 

Passo 2 : 

Se o teste de parada for verificado, pare; 

senão, faça k t k + 1 e retorne ao passo 1. 
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Apresentamos a seguir a idéia de um método de dilatação que utiliza a clireção 

obtida pela diferença de dois subgraclientes s~icessivos. A figura 4.3 ilustra o processo 

na primeira iteração de uin exemplo simples. Os ascos represeiltain o conjimto dos sub- 

gradientes nos pontos Ao e A'. Em Ao aplicou-se a direção do = -yO (o subgradiente 

fornecido), e em A1, a clireção dl = -yl + TO. Observe que não é clireção de descida 

para v, porém dl o é. 

Figura 4.3: Direção da diferença de dois subgraclientes sucessivos 

O algoritmo conceitual de dilatação do espaço que utiliza a direção cla diferença de dois 

subgradientes sucessivos é o seguinte: 
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Iilicialização : 

Faça k = O, 

Bo = I  e escolha O < a < 1. 

São dados Ao, um ponto inicial, e 

-yO, um subgradiente cle cp em Ao. 

asso 1 : 

Na iteracão k ,  A% o ponto atual. 

Escolha tk  cle modo a maximizar cp na clirecão 

B~ ~ p .  
Se t k  = O (passo n~ilo), então 

senão ( tk  # O ) ,  encontre 

e calcule 

Passo 2 : 

Faça 

onde rk = Bi [rk+' - rk] .  
Atualize Bk pela fórinula 

Passo 3 : 

Regra de paracia: 

se satisfeita, pare; 

senão, faça k t k + 1 e retorne ao passo 1. 
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Observa-se que ainda que o algoritmo permaneça no inesmo ponto clurante 

um certo número cle iteracões sucessivas (passo nulo), as matrizes Bk continuam sendo 

atualizadas (pela dilatacão do espaço na clirecão da cliferença entre os dois últimos suh- 

gradientes distintos), o que torna possível encontrar, a cada iteracão, uma nova direção 

de deslocamento. O algoritino é clesbloqueado ao se encontrar unia direção de subicla. 

A vantagem deste algoritmo é que a secluência de valores cp(A" gerados é inoilo- 

tonicamente crescente. A convergência para o ótimo pode ser provacla, mas requer algumas 

hipóteses restritivas ([Sho75]) e, apesar cle existirem alguns casos patológicos de não con- 

vergência, a experiência mostra clue este método é, de fato, um cios mais eficientes para a 

solução de problemas de otimização não-diferenciável, conforme citado por [Min86]. 

O exemplo a seguir ilustra o algoritmo apresentaclo: 

4.5.3.1 Exemplo: 

Considere o problema de inaximizar uma função cujas curvas de níveis estão representadas 

na figura 4.4. 

Figura 4.4: Exemplo 
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Sejam dados 

Suponha que na 13 iteração o subgracliente encontrado foi 

Observe que ele não é uma direção de subida. Temos então que 

e, portanto, 

A nova matriz de dilatação será então dada por 

1 o 11, 
Bl = 0 [( o 1 ) + (0.9 - 1) ( ) ( 1,, I,, )I 

11, 

Assim, na 23 iteração, a nova direção será 

que, como atesta a figura 4.4, é uma direção de subida para a função. 
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4.5.3.2 Algoritino Aplicado a (PD) 

- - 

Algoritino I V  

Inicialização : 

São dados Ao = (A:, A:) = (A:, A:, A;, A i ,  A:), 

A; = (A;, A i )  > o, 
x(Ao) = (fO, ug, u l ,  u;, mo, no), 

7' = ($',$?), construído de modo análogo a Ao, 

o < a < 1 .  

k +- O. 

Bo + I .  

Passo 1 : 

Na iteração k, 

inaxirnize Y(A) na direção BkBi -y k para encontrar tk (psso);  

se t k  = 0, então faça 

e vá para o passo 4; 

senão (tk # O) ,  então faça 
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"sso 2 : 

Resolva os 6 subpioblemas Si a. s6 e encontre 

x(Ak) = ( f k ,  uk, ut ,  u t ,  7nk, nk). 

Calcule o sribgracliente yk de em Ak 

'asso 3 : 

Testes de parada (inclicativos) : 

Viabilidade: 

&,ou; + ~g,om" O 

As,lul + 49,1772' = O 

A8,2ui + Ag,Zrnk = O 

 AIO,;^. + Alin" E3 

A12 f k  + A137nk < k4 
e Verifique se o número de iterações não excecleu um número pré-determinaclo; 

Verifique se a diferença entre o valor cla função objetivo prisnal e o da funçãc 

objetivo dual nesse ponto (Ak,  x(Ak)) é menor c10 que uma certa tolerância; 

Verifique se a diferenp, entre os dois últimos valores da função objetivo dual 

obtidos é menor do que alguma tolerância; 

'asso 4 : 

Faça 

Retorne ao passo 1. 
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1. No passo 1, os n~ultiplicadores não negativos são atualizaclos de forma a manter a 

positividade, o que é obtido pela simples projeção c10 novo A ~ f l  no oitante positivo. 

2. x(AO) e são obtidos utilizanclo-se o passo 2. Esta cluas passagem não foram 

explicit adas no algoritmo. 

3. Caso o passo seja nulo na iteraçâo 0, a atualização cla matriz B será feita em função 

de apenas uin subgradiente e não dois. 

Apenas com o objetivo de mostrar uma outra aplicação cio Lagrangeailo Relaxado, apre- 

sentamos uina visão sucinta cios métoclos de feixes. 

Recorclemos que o método dos planos secantes realizam, em essência, uma 

aproxiinação seccionalmente afim cie cp dada por: 

onde d = A - nk .  

A fim cle evitar a usual instabilidade dos inoclelos de corte, um termo estabi- 

lizados (1/2p)dtd, com p positivo, é aciicionaclo a ( 4.17). Espera-se cpe o inínimo clk 

de 

seja uma clireqão de subicla para cp, de inoclo que uma busca linear ao longo de A' + tdk 

(para algum t 4 0) proporcione o novo ponto Aksl com cp(Aksl) < cp(Ak). Se ocorrer de 

cp,, ser uina aproximação pobre para cp e dk  não ser uma direção de subuda (ou ainda se 

a busca linear levar a um acréscimo desprezível cle v), o modelo poderá ser enriquecido 

através cle um ou mais subgradientes do dcp(Ak + tdk) (com t > O pecliieno). Oinitindo os 

clet all-ies, temos o seguinte algoritmo conceitual: 
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Na iteração L, 

Passo 1: Calcule dk := d(pk) := argmux{y,,(Ak, d) + (l/2pk)dtd, d E %"). 

Passo 2: Faça uma busca linear de y ao longo de A" t&, t > 0. 

Duas situa~ões poclem ocorrer: 

e se na busca linear tem-se acréscimo "suficiente" em c p ,  

então tem-se um passo sério: 

considere A"' := A% ttkdk, 

com tk  E argmint>oy(Ak - $ tkdk), Az 2 0; 

calcule yk+' E ay(A"' + tRdk). 

e se na busca linear tem-se iun acréscin~o " insuficiente " em y ,  

então tem-se um passo nulo: 

considere Akfl  := A'; 

calcule ykfl E ay(Ak3-I + t,&), para t > O suficientemente 

pequeno. 

Diferentemente dos métodos de subgradieates, a iteracao acima garante um 

acréscimo para cada passo sério. Por outro lado, clispon~os cle uin critério de parada: A' 

é ótimo logo que dk se aproxime de zero. Além disto, o ajuste da busca linear, com o 

comprimento de tk,  para a escolha cle dk, tem uma influência considerável na velocidade 

de convergêilcia. Uma análise completa de coilvergência para funções convexas e não- 

convexas é encontrada em [LSB81], [Mif82] ou em [Miw85]. 



O algoritmo IV apresentado no capítulo anterior foi impleinentaclo e testado para diversas 

situacões. Este capítulo mostrará alguns aspectos da sua implementacão, e, em seguida, 

apresentará os res~iltados dos testes realizados, compxaildo-os com os resultados obtidos 

por [Vic192] usando o software LINDO. 

O programa computacional foi deseiivolvido para inicrocomputaclores compatíveis com 

IBM PC, utilizando a linguagem FORTRAN77. 

As rotinas principais do programa são as enunciaclas no cliagraina NS abaixo: 



INICIALIZACOES 

PREPARA-PARA-INTERFACE 

INTERFACE-LIND O 

CALC-E-ATUAL-SUBGRADIENTE 

TESTES-PARADA 

Enquanto (não PARE) faca 

CALCULA-DIR-BUSCA 

ATUALIZACAO-PASSO-SERIO 

CALC-E-ATUAL-SUBGRADIENTE 

ATUALIZA-MATB 

RELATORIO 

O programa recebe como dado de entrada o arquivo do problema principal (no 

formato MPS) já devidamente particionaclo em 20 arquivos. Seis destes arquivos contêm 

os seis subproblemas (formato MPS), suas funcões objetivos sendo formadas apenas com 

os termos que já existiam na função objetivo do problema original (PP). As matrizes 

&,O)  &,I, &,2, A9,0, &,I,  LI^,^,  AIO,^, A10,2, AI1, A12 e AI3 estão armazenadas em mais 13 
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arquivos. Existem ainda um arquivo com o nome das linhas (clas restrições (10) a (14)), 

o~itro com o nome das variáveis e outro com os coeficientes não-nulos cio lado direito (das 

restrições (10) a (14)). 

Comentamos abaixo algumas das subrotiilas: 

CIALIZACOES: Carrega todos os arquivos descritos acima (com excessão clos seis 

subproblemas) para vetores adecl~iadaineilte construídos. Em seguida, inicializa o 

vetor de multiplicadores com valores viáveis, iuicializa a matriz de dilatacão com a 

identidade, e iiiicializa a variável lógica PARE com o valor " falso ". Quando ela 

assumir o valor verdadeiro é porque algum critério de parada foi aceito. 

FACELINDO:  Chama o software LINDO para resolver cada um dos sub- 

problemas. Cria-se um arquivo " .BAT " que conterá todos os comandos a serem 

executados pelo LINDO. Cada subproblema terá sua função objetivo construícla 

de forma atualizada (os multiplicadores muclain a cada iteração) e sua solução ar- 

mazenada (função objetivo e variáveis). Após resolver cada subproblema, esta rotina 

chama uma outra que atualiza os valores clas variáveis priinais daquela iteração no 

vetor de variáveis corresponclente. 

Em seguida, de posse dos valores atualizaclos tanto das variáveis duais yuantos das 

priinais, ela calcula os valores das funções dual e prima1 para aquela iteracão. 

IENTE: Calcula todas as multiplicações de matrizes 

por variáveis que fazem parte c10 cálculo do subgradiente. Em seguida, chama uma 

rotina que monta cada uma das 5 partições do subgradiente e o obtém efetivamente. 

Feito isto, haverá uma atualização de subgradientes de modo a ter sempre dois sub- 

gradientes sucessivos distintos. E feito um teste que verifica se o subgracliente obtido 

na iteração atual é suficientemente " diferente c10 obtido na iteração anterior. Ein 

funcão disto é feita a atualizasão. 

SCA: Calcula o vetor ~ ~ ~ i ~ " ~ a r a  a iteracão k .  

: Está descrita no diagrama NS a seguir. Fazemos uma busca linear 

para testar se a direção acima é de subida (o que se justifica por não se ter a garantia 

antecipada de que a direção corrente é de subida) e encontrar o tamanho do passo. 

O niímero máximo de subiterações (I) varia de acordo com o exemplo testado (em 

geral, oito). As variáveis lógicas TESTE1 e TESTE2 controlam o crescimento da 

função clual. A tolerância TOL usada também varia com os exemplos. 



Enquanto (TESTEI) e (TESTE2) e (I 5 8) faça 

I + - 1 + 1  

PASSO t- 0.01 + 0.01 * I 

A;" c A! -+ PASSO " B k ~ t y k  (canclidato) 

A;"' C- [A! + PASSO * BkBky"l+ (canclidato) 

PREPARA-PARA-INTERFACE 

INTERFACE-LINDO 

dualcand - fundual* > TOL diialcand2 - dualcaiid" TOL ~clualcandl 1clualcaild21 

tk c PASSO - 0.01 

* - fundual é o valor de cp em A% dualcand é o valor de cp em hkfl candidato. 

** - dualcand2 é o valor de p em A"' candiclato da subiteraqão anterior. 
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ATUALIZA-MATIB; Faz a atualização cla matriz B. O coeficiente de dilatação a 

também varia nos exemplos. 

Foram utilizaclos 3 cenários clescritos em [Vid92], 2 para 3 estações e 1 para 4 estações. A 

tabela a seguir discrimina as cl~~anticlades cle variáveis e restrições para os três cenários. 

Reais Total 

Variávei 

1 1 1 

111 

Total 

testriçõer f 

1 (3 est.) 72 

2 (3 est.) 72 

3 (4es t . )  172 

Observação: Os cenários 1 e 2 se diferenciam por demanclas e folgas de equipamentos 

diferentes. 

Total 

9 O 

9 O 

212 

Deve-se observar que houve a necessidade de adicionar restrigões artificiais aos 

subproblemas das variáveis uo, ul, u2 e m. Isto porque em certas iteracões algumas compo- 

nentes destas variáveis tinham seus coeficientes na funcão objetivo cio problema relaxado 

negativos, seilclo as mesmas iliinit adas superiormente. Estas conlponentes assumiam as- 

uo 

O 

O 

16 

sim valores infinitamente grandes o que acarretava resultaclos muito ruins. Essas restrições 
o o são IuOlW 5 u0, IullW 5 ul, Iu2Iw < U; e lmlw < mo, onde u:, uy, u; e mo são ili(iineros 

obtidos a partir cle resultados já conhecidos em [Vicl92]. 

Observamos ainda o seguinte coiilportamento genérico: As compoiientes das 

variáveis de fluxo são geralmente ótimas nas primeiras iterações; as componentes das 

variáveis m, n, uo, ul e u2 são geralmente imlas exceto acpelas que assumem o valor das 

cotas mo, no, u:, uy e 2 4 ,  respectivamente. Pode acontecer aiilcla de ~ ~ r n a s  poucas cliviclirem 

o valor dessas cotas. 

Total 

2 1 

21 

42 

ul 

18 

18 

16 

m 

18 

18 

38 

Diante desta situação, resolvemos restringir ainda mais os subproblemas, colo- 

cando uma cota superior para cada componente ("  up bouncl "). Mais uma vez os valores 

uz 

O 

O 

8 

n 

3 

3 

4 
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destas cotas foram obtidos a partir clos res~iltaclos já conhecidos em [Vic192]. 

Mostramos a seguir alguns resultados. Eles servem essencialmente para valiclar 

a metodologia, que, com certeza, aiiicla necessita de múltiplos refinamentos (veja capítulo 

seguinte). Ao todo testamos os cenários 1 , 2  e 3 para 10 conjuntos cle parâmetros diferentes 

cada um (30 exemplos). Coino muitos resiiltaclos foram semelhantes entre os três cenários, 

clescreveinos 6 casos típicos do cenário 1, 3 clo cenário 2 e 2 c10 cenário 3. 

Para cada cenário, depenclenclo do exeinplo, o programa utilizou como ponto 

cle partida dois vetores de miiltiplicadores (h) distintos: um arbitrário e outro próximo cia 

soliqão ótima. A tabela à esquerda exibe o conjunto de parâinetros escoll-iido (clepenclendo 

c10 exeinplo, com ou sem cotas superiores). A da direita mostra os valores das funções 

dual e primal, além c10 &mero de variáveis priinais corretas em determinadas iterações. 

Cenário 1: 

Valor ótimo primal (LINDO): 0.0 

Exemplo 1: 

Parâmetros 

Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 

TOL = 10-" 

Sem cotas 

teração Acertos 

Na iilicialização a solução das variáveis priinais já foi a melhor (além de ser 

viável, errou apenas 3 das 111 variáveis). A partir da 63 iteração não houve mais passo 

sério em 20 iterações. 
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Exeinplo  2: 

Parâ ine t ros  

Ao arbitrário 

Acertos 

108 

PASSO = 0.01 

TOL = 1 O P 5  

Sem cotas 

Solução primal inicial ariáloga a do exeinplo anterior. 

não houve mais passo sério em 20 iterações. 

A partir da 14a iteiawâo 

Exeinplo  3: 

Acertos 

108 

83 

83 

90 

90 

90 

-- 

Parâ ine t ros  

Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 

?'c. Dual 

- 3654.6 

- 436.8 

- 242.4 

I TOL = 10-2 

I Sem cotas 

Solução primal inicial análoga à do exemplo anterior. A partir da 10a iteração 

não houve mais passo sério em 20 iterações. O valor cla função prima1 quase chegou ao 
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ótimo. Entretanto, para esse valor (1.0) os valores das variáveis primais foram os piores 

(errou 21 das 111 variáveis, além desta solugão ser não viável). 

Exemplo 4: 

Parâinetros 

Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 

TOL = 10-2 

Com cotas 

Iteração Fç. Dual 

Para este cenário, em que a solução priinal é quase toda nula (exceto pelas 

va.iiáveis de fluxo), as cotas superiores não ajudaram. A melhor solu~ão encontrada teve 

12 erros e foi não viável. A partir da 53 iteração não houve mais passo sério. 

Usando como Ao inicial um vetos próximo c10 ótimo (A" = 0.0), a solugao priinal 

encontrada foi ótima na inicializa~ão. Este resultaclo é o mesmo para quaisquer valores 

de a, TOL, I, PASSO e acréscimo de cotas superiores. 
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Exeinplo 6: 

- 

Iteração 

PASSO = 0.01 

Aceitos Fç. Dual 

TOL = 1 O P 2  

Prima1 

Sem cotas 

A solução inicial foi não viável com 23 erros. A partir cla 53 iteracão o iesultaclo 

foi o melhor obtido para todos os exemplos deste cenário (valor 1.0 com apenas um erro). 

Valor ótimo prima1 (LINDO): 118.1 

Exeinplo 1: 

Acertos 

Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 

TOL = 10-2 

Sem cotas 
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Na inicializacão erro-LI apenas 10 das 111 variáveis, com solucão não viável. A 

partir da 143 iteração não houve mais passo sério em 20 iterações. 

Observação: Resiiltado análogo com TOL 5 1 0 ~ ~ .  

Parâmetros 

Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 

ar = 0.01 

TOL = 10-5 

Sem cotas 

Prima1 / Acertos 

Na inicialização errou 9 variáveis (entre n z  e ul). A partir cla 143 iteração errou 

15 (observa-se que das 15, 13 eram de fluxo e apenas 2 eram do tipo m e ul).  Amlsas as 

soluções foram não viáveis. 

Observacão: Com PASSO = 0.05 a diferenca foi que a partir cla 3a iteracão (7 erros) não 

houve mais passo sério em 20 iterações. 
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Exemplo 3: 

Parâinetros Fç. Dual 

-- 

Acertos 

Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 

Com cotas 

Com cotas superiores os resultados não foram muito diferentes: na inicia.lização 

errou 10 variáveis (8 do tipo m e 2 do tipo 2 ~ ~ )  e a partir cla 43 iteração errou 9 (1 do tipo 

m e 8 do tipo ul). 

Valor ótimo prima1 (LINDO): 1408.0 

Exemplo 1: 

ç. Dual 

- 49.6 

- 49.6 

Parâinetros t eração Prima1 Acertos --L- 
Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 

TOL = 1 O W 2  

Sem cotas 
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Na inicialização acertou 137 variáveis e os resultados permaneceram idênticos 

para o restante das iterações. As soluções foram não viáveis. 

Exemplo 2: 

Parâmetros 

Ao arbitrário 

PASSO = 0.01 1 

Com cotas 

Resultados análogos aos do exemplo anterior. 



Este trabalho ob jetivou principalmente o seguinte: 

1. Formulação por Relaxação Lagrangeana de uin problema linear inteiro que inoclela 

um sistema telefônico urbano; 

2. Aplicação cio método de Dilatação de Shor na resolucão do problema clual; 

3.  Programação do algoritmo de Shor e aplicação a exeinplos simples; 

Obtivemos essencialinente a validação cla inetodologia, que mereceria melhorias 

computacionais no sentido de bem dominar o parâinetro a cie dilatação, os testes que 

deterininain a aceitação de uina nova iteração ("  passo sério "), a resolução dos seis 

subproblemas de modo mais rápido (em vez do esquema LINDO tipo " caixa preta "). 

Seria também interessante a coinparação com o inétodo cle subgraclientes clássico, 

assim como com os algoritmos de feixes. 

De cpalcper moclo, o fato de, para 4 estações, os tempos compiitacioilais serem 

compatíveis com os c10 LINDO, leva-nos a crer que soluções sub-ótimas de boa qualidade 

serão obtidas ein tempos bem inelhores que os clo LINDO ein probleinas reais, podendo 

evidentemente servir como ponto de partida para heurísticas de inelhoria de solução. 
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