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N e s t e  trabalho são apresentadas novas m e t o d o l o g i a s  

baseadas no USO de p r é - p r c i c e s s a m e n t o  s i m b ó l i c o  dedicado à 

resolução eficiente de s i s t e m a s  lineares esparsos c o m  

e s t r u t u r a  estatica. 

A classe de m a t r i z e s  e aplicaçães para  as quais o s  

m é t o d o s  apresentados são voltados e n g l o b a  as m a t r i z e s  

s i m é t r i c a s  definidas positivas e aplicações onde sucessivas 

r e f a t~~ações  de m a t r i z e s  c o m  a m e s m a  disposição estrutural  de 

e l e m e n t o s  não nulos são efetuadas ao longo do processo. 

N e s t e s  casos, m e d i a n t e  a introdução de u m a  fase a u x i l i a r  

de p r é - p r o c e s s a m e n t o  s imb&l ico ,  e m  que u m a  análise e s t ru tu ra l  

de toda a etapa de solução para cada m a t r i z  a ser f a t o r a d a  é 

efetuada p r é v i a m e n t e  u m a  Cínica vez, consegue-se <de posse de 

a l g u m a  f o r m a  de i n f o r m a ç ã o  obtida c o m o  sub-produto desta 

fase), elevar-se o d e s e m p e n h o  final d a  fase n u m é r i c a  de 

solução e m  que repetidas r e f a t o r a ç G e s  tendo por base os n o v o s  

esquemas p r o p o s t o s  são e f e t i v a m e n t e  realizadas. 



Duas formas de metodologias são consideradas nes te  

trabalho: Abordagens híbridas por "janelas de processamento" 

e abordagens fundamentalmente simbólicas, baseadas nas 

informaçGes obtidas a pa r t i r  da árvore de eliminação e do 

grau de "parentesco" e n t r e  as linhas contribuintes e m  cada 

e tapa do processo de eliminação. 

No primeiro caso diversos níveis de janelas são 

estabelecidos, tendo Por base padrões tipicamente 

encontráveis durante a fatoração de matrizes esparsas, indo 

desde sub-matrizes diagonais, até o caso completamente denso. 

N a  segunda abordagem, uma análise m a i s  elaborada de 

padrões comuns é efetuada, tendo por objetivo a compactaçClo 

do volume de informaçCXo sirnbdlica a ser utilizada 

definitivamente na fase  numérica da solução. 

Para tal, um reordenamento dinAmico das contribuições a 

s e r e m  adicionadas e m  cada e tapa do processo é proposto nes te  

trabalho, tomando-se como base a natureza estruturalmente 

aditiva das contribuições de descendentes de um mesmo ná 

ancestral. 



Abstract  of  Thesis presented t o  COPPEAJFRJ as part ia1 
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Science CM.Sc.3. 

SYMBOLIC METHODOLOUIES FOR TME EFFICIENT SOLUTION OF 

SPARSE LINEAR SYSTEMS WITH STATIC STRUCTURE 

Ricardo Duarte Arantes 

APRIL, 1994 

Thesis Supervisor: Clovis C a e s a r  Uonzaga 

Department: Systems and Computation Engineering 

In t h i s  work new methodologies based on t h e  use  of  

symbolic pre-processing dedicated t o  t h e  ef f ic ient  solution 

of s p a r s e  l inear systems with s t a t i c  s t r u c t u r e  are presented. 

The c lass  of matr ices  and applications f o r  which t h e  

presented methods are addressed comprise t h e  syminetric 

positive-definite matr ices  and applications where successive 

refac tor iza t ions  of matr ices  with t h e  s a m e  s t r u c t u r a l  p a t t e r n  

of non z e r o  elements t ake  place along t h e  process. 

In t h i s  cases, with t h e  aid of t h e  introduction of  a n  

auxiliary phase of  symbolic pre-processing, where a 

s t r u c t u r a l  analysis of t h e  hole solution s t a g e  f o r  each 

matrix t o  be f ac to red  is done previously a singie t i m e ,  one 

a r r i v e s  Cwith t h e  knowledge of some s o r t  o f  information 

obtaiiied as a sub-ppoduct of t h i s  phase>, t o  a n  increase in  

t h e  f inal  performance of  t h e  numerical solution phase where 

repeated refac tor iza t ions  taking f o r  basis  tlie new schemes 

proposed are effectively done. 



Two forms of niethodologies are considered in t h i s  work: 

Hybrid apyroaches by "processing windows" and truly symbolic 

approaches, based on t h e  information obtained from t h e  

elimination t r e e  and t h e  degree of "relationship" between t l i e  

contributing lines at  each s t age  of tlie elimination process. 

In t he  first case severa1 levels of windows are 

established, taking f o r  basis pa t te rns  typically obtainable 

duping the  factorization of sparse  matrices, going from 

diagonal sub-matrices t o  completely dense ones. 

In t h e  second approach, a more elaborate analysis of 

common pa t te rns  is done, takiiig f o r  objective the  compaction 

of t h e  symbolic information volume t o  be definitively used in 

t he  numerical phase of t h e  solution. 

For tha t ,  a dynamic reordering of t h e  coi~tributioiis t o  

be added a t  each s t age  of t h e  process is proposed in t h i s  

work, taking f o r  basis the  structurally additive nature of 

contributions from descendants from a s a m e  ancestral node. 
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C a p í t u l o  I 

INTRODUÇÃO 

E s t e  trabalho trata sobre  técnicas  pa ra  a resoluçSo 

ef ic iente  de s i s t e m a s  l ineares  e spa r sos  e m  arqui te turas  

esca lares  convencionais via a utilização de métodos d i re tos  

p a r a  a fa toração  da m a t r i z  do sistema. 

Em meados dos anos 90, poderia-se perguntar  o que se 

espel-aria alcançar de novo, e m  uni t e m a  um t a n t o  já explos.ado 

na l i t e r a t u r a  ao  longo das bltimas duas décadas. 

Com o cons tante  desenvolvi~nento de novas a r q u i t e t u ~ a s  de 

computadores como as do t ipo  paralelo ou vetopial, a atençSo 

da l i te ra tura ,  a p a r t i r  de meados dos anos 80, passou a se 

vol ta r  quase que exclusivamente para  a iniplementação de 

métodos de solução e s p a r s a  nas  novas máquinas de maior 

desempenho computacional. 

A motivação pa ra  esta tese veio justamente do f a t o  de 

haver se deixado de lado uma área que ainda poderia se 

mos t ra r  fértil, independentemente dos avanços alcançados com 

a supercomputação. 

A idéia básica que motivou este t-rabalho, f o i  

apresentada pela prinieira vez no inicio dos anos 70 e m  C(J141, 

e pelo que se pode a t r ibu i r  a uma fatalidade do destino, 

acabou fadada ao esquecimento a lgui~s  anos depois, 

simplesmente porque na época M o  se dispunha de apa ra tos  

computacionais suficientemente poderosos, que pudessem 

v i a l b i l i ~ ~  a plena utilização do m&todo para  problemas de 

grande por te .  

Independentemente d e s t e  f a to ,  a área de espareidade 

continuou inexorávelmente a se desenvolver num ri tmo cada vez 

m a i s  elevado, a ponto de com o s  aprimoramentos sucessivos 

pelos quais o s  métodos tradicionais de solução passaram a o  

longo dos anos, o s e u  desempenho n a s  novas a rqu i t e tu ras  se 

aproximar ou até mesmo supera r  a idéia original de Uustavson 

que havia sido deslumbrada tendo e m  mente apenas as 

a rqu i t e tu ras  esca lares  convencionais da época. 

N e s t a  classe par t icular  de a rqu i t e tu ras  o entanto,  o 

método de Cjlustavson permanece imhativel por ser tedricamente 

a abordagem m a i s  l ivre  de overheads de implementação possível 



<uma vez que o código produzido é do t ipo  Zoop-Yree ou seja 

linear, sem qualquer laço de desvio, varigveis auxiliares, 

acessos do t ipo  indireto à membria, e t c  ... 3. 

Poderia-se por t an to  perguntar  o porque de até hoje não 

m a i s  se ut i l izar  um método supostamente o mais e f ic iente  p a r a  

uma c e r t a  classe de arqui te turas ,  e a razão LI simplesmente 

porque pa ra  alcançar este elevado desempenho, o método acaba 

por dispender um exacerbado volume de espaço de armazenamento 

na forma de linhas de código "dedicado" gerado. 

Tal f a t o  poderia ser amenizado lios dias a tua is ,  e m  que 

máquinas com Uiga bytes  de mémoria viabilizariam a 

implementaçZo do método p a r a  uma boa parcela dos problemas 

esparsos  de pequeno a rn&dio p o r t e  a tua is .  

Contudo, o maior problema com relação a implementagão 

plena das idéias de Uustavsoii nas  ingquinas de hoje <com maior 

disponibilidade de recursos>, é que quase todas  se baseiam 

nas  novas a rqu i t e tusas  de a l t o  desempenho do t ipo  paralelo ou 

vetorial ,  e pa ra  as quais o método original de Uustavsoii 

sabidaniente não é adequado. 

Toda esta breve discussão s e r v e  para  i l u s t r a r  no 

entanto,  o dilema clássico "desempenho computacional" v e r s u s  

"recursos de armazenamerito" dispendidos, e pelo qual a área 

de solução de s i s temas  l ineares  e spa r sos  i i iexor~velmente é 

obrigada a passar ,  cada vez que se introduzem iiovas 

a rqu i t e tu ras  ou se formulam novos métodos de soluqão <o que 

será um pouco m a i s  detalhado na seção 1.23. 

O ponto que deu origem a este trabalho fo i  exatamente a 

expectativa de poder se encont rar  uma nova metodologia p a r a  a 

resolução de s i s t e m a s  l ineares  esparsos,  que t i v e s s e  um 

desempenho o m a i s  prbximo possível de uma abordagem corno a de 

E61141, m a s  que mantivesse e m  níveis acei táveis  o s  requisitos 

de espaço de armazenamento e de cbdigo. 

Uma primeira abordagem para  este problema t e v e  inicio em 

M81, no qual se chegou ao  que se poderia denominar "métodos 

hibridos" baseados e m  "janelas de processamento", e que s e r ã o  

apresentados no capf tulo 111. 

O presen te  trabalho por tan to  é uma extensão d i r e t a  de 

EA81, e m  que uma nova abordagem ainda m a i s  ef icaz p a r a  o 

problema é apresentada.  

E s t a  nova metodologia possui um c a r á t e r  bem mais 



genérico do que as abordagem hibridas propostas  

anteriormente, e é fundamentada e m  sblidos conceitos, como a 

exploração da árvore  de caminhos de eliminação, o que será 

vis to  e m  detalhes a p a r t i r  do capitulo I V  onde se api%esentam 

todas  as fer ramentas  conceituais auxiliares utilizadas pelo 

novo método. 

No presente  capitulo será conceituado o problema de 

resolução de s i s t e m a s  l ineares com e s t r u t u r a  estf t t ica  a ser 

abordado ao  longo de todo o trabalho, bem como as r e s t r i çõe s  

de na tureza  computacional impostas pelo c a r á t e r  espaiwo do 

problema. 

Uma breve apresentação da evolução his tór ica dos métodos 

d i re tos  de solução segue-se ao final de s t e  capítulo, de modo 

a melhor s i t u a r  o l e i to r  e m  face  aos  crescentes  avanços 

sofr idos pela A r e a  de esparsidade ao  longa das Úlkimas 

décadas. 

No capitulo I1 s ão  descr i tas  todas  as e t apas  de uma 

abordagem convencional papa a fa toração de m a t r i z e s  via 

métodos baseados e m  "vetores  de trabalho expandidos". Entre  

as fases detalhadas encontram-se a de ordenainento visando a 

redução de f$ZZ-in's, a obtenção da e s t r u t u r a  simbblica da 

matriz de f a to r e s ,  e as possfveis a l te rna t ivas  para a fase de 

geração numérica da m a t r i z  de f a t o r e s  resul tantes .  

A s  e s t r u t u r a s  de dados básicas necessarias  para  o 

armazenannento das matr izes  espal-sas Coriginal e resu l t an te  

apds o processo de £atoração> também sCTo apresentadas ne s t e  

capitulo e complementarmente na apêndice A. 

No capitulo 111 inicialmente s ã o  lançadas as primeiras 

id&ias tendo e m  v i s t a  o aumento da eficiencia da 

num&rica de solução a ser explorada e m  detalhes nas  seções 

subseqüentes, concentrando-se na apresentação da formulação 

original de Glustavson LU141 e uma particularização m a i s  

econBmica Csob o ponto de v i s t a  de espaço> de s t a  técnica, 

voltada pa ra  o caso completamente denso. 

N e s t e  mesmo capitulo, s ão  introduzidas as abordagens 

propostas  e m  LA81, como o s  métodos baseados em "listas 

simbdlicas de endereços", e a metodologia "híbrida por 

janelas", englobando todas  as abordagens anter iores ,  

incluindo também a exploração de "supernodes" Cnotadamente 

p resen tes  e m  problemas t ípicos de ProgramaçâO Linear via 



MBtodos de pontos In te r io res  como em EAlI, EM113. 

No capítulo I V  finalmente se apresen ta  o novo mistodo 

simbblico proposto, baseado no uso das informaçBes sobre  o 

"parentesco" das diversas  contribuições a s e r e m  adicionadas a 

linha cor ren te  da m a t r i z  de f a t o r e s  sendo gerada. 

Inicialmente o s  conceitos fundamentais como a á rvore  de 

caminhos de eliminação e a motivação computacional para  o 

novo método são  apresentados. 

A seguir,  uma breve descriçSo da nova metodologia é 

introduzida, deixando-se para  as seções subseqüentes a 

formulação m a i s  detalhada das opções de reordenameisto 

dinâmico das  contribuições visando a reduçSo do volume de 

informação a ser codificada para  a descrição de toda a 

seqüisncia de operações da fase num&rica de solução. 

No capítulo V sSo apresentados alguns resul tados 

computacionais preliminares da implementação de algumas das 

novas t&cnicas propostas,  comparando o s eu  desempenho com o 

de implemeistaçBes consagradas na literatura <tomaisdo como 

base problemas da lWTLIB 143441, extraidos de aplicações na 

área de Programação Linear via métodos de Pontos Interiores).  

Seguem-se as conclusões preliminares do p resen te  

trabalho, bem como 0;s apêndices, no qual is formalizada toda  a 

notação de ve tares ,  apontadores e e s t r u t u r a s  de dados bgsicas 

utilizadas na representação e fa toração de m a t r i z e s  e spa rsas  

ao  longo de todo o texto .  



1.1 Conceituação do problema 

O problema a ser abordado neste  trabalho é o da soluçSo 

de sistemas de equações algébricas lineares da forma: 

n x n onde a matriz de coeficientes A E R B esparsa, simékrica 

e definida positiva, o vetor  solução x G IRn e o vetor  lado 

direiko b E IRn. 

A s  abordagens existentes na l i t e ra tura  para a solução de 

sistemas de equações algébricas lineares dividem-se e m  dois 

grandes grupos: 

M&todos diretos 

e Métodos i tera t ivos  

No presente trabalho, apenas o s  métodos diretos baseados 

na fatopaqão U ~ E I  19 da matriz de coeficientes serão 

considerados. <Para maiores referências nas abordagens par 

métodos i terat ivos,  o le i tor  é reportado à CAll, CBllI, CD31, 

CG381, CU401, CKZI, C031, COSI, CP61, CT151, CV61 e IY31>. 

A solução por meios diretos é baseada e m  algumas 

propriedades elementares sobre os  sistemas de equações 

alg8bricas lineares, podendo-se tomar como refer&ncias 

básicas 16391, CDBOI, CF11, CD511 e CG51. 

Seguem-se pcrrkanto algumas das principais propriedades 

<apenas enumeradas, s e m  qualquer comprovaçClio formal): 

Propriedade I.lCa3 

A soluç& d e  um sistema d e  equaçaes lineares n€fo se 

altera quando se multiplica todos o s  coeficientes d e  uma dada 

linha d o  sistema por uma constante real escalar não nula. 

Propriedade I.lCb3 

A solução d e  um sistema d e  equaçBes lineares nBb se 

altera quando se adicionam ou subtraem duas epuaç8es 

Ccoeficiente a coeficiente),  substituindo-se uma de las  pela 

nova equação assim obtida. 

Propriedade I.lCc> 

A solução d e  um sistema d e  equações lineares n670 se 

altera quando se permutam duas ou mriris Zinhcis d e  um mesmo 

sistemu entre si. 



Propriedade I . l C d 3  

A solução d e  um sistema d e  equaçcc>es lineares altera-se 

apenas a ntvel d e  uma permuta@o d e  h d i c e s  d a s  variáveis  

da solução, quando se permutam duas ou mais colunas 

associadas ao mesmo sistema entre si. 

Propriedade I . l C e 3  

Um sistema cet ja matriz d e  coeficientes & real,  simétrica 

e definida positiva, admite apenas uma bica s o l u ç ~ o  real. 

Propibiedade L l C f  > 
Uma matriz simétrica definida positiva admite uma 

T n x n  decomposição dnica na forma U D U ,  com matrizes U E IR 

da forma triangular superior com diagonal unitdria e 

D E R  n x n  da forma diagonaZ. 

Propriedade ã . l C g >  

Uma matriz simétrica definida positiva admite urna 
T decomposiç8b U D U intrinsecamente estbvel, dispensando d e s t e  

modo o pivoteamento em valor num&ric<ir durante o processo d e  

eliminação d e  varidveis  visando a sua fatoração. 

A essência dos m$todos d i re tos  de soluçâio cons is te  em s e  

chegar a solução do s i s t e m a  <LI> mediante sucessivas  

aplicaç6es de operaçSies de multiplicação das linhas por 

cons tantes  escalares e adiçSies de duas linhas do mesmo 

sistema, de modo se a t ransformar  o s i s t e m a  original numa 

forma que viabilize a determinação do ve to r  solução x <que 

satisfaz a o  s i s t e m a  original>. 

A forma que normalmente se adota  pa ra  tal, B levar  a 

m a t r i z  de coeficientes a forma tr iangular  <infer ior  ou 

superior>, onde uma m a t r i z  U na forma tr iangular  super ior  <ou 

uT na forma tr iangular  infer ior)  6 assumida como unia matriz 

que contenha todos o s  elementos da diagonal uni tár ios ,  e 

todos o s  elementos abaixo da diagonal nulos no caso 

triangular superior  Cou o extremo oposto no caso infer ior>.  

Uma vez transformado o s i s t e m a  original e m  um s i s t e m a  na 

forma triangular superior  <com diagonal u n i t b i a ) :  



a solução x p o d e  ser f á c i l m e n t e  obtida c o m p o n e n t e  a 

c o m p o n e n t e ,  m e d i a n t e  u m a  etapa de " r e t m ' o - s u b s t i t u i ç ã o "  de 

v a r i á v e i s ,  pois da u l t i m a  equação de CI.23 se o b t e m  x = yn, 
n 

e d a í  p a r a  adiante, pode-se s u b s t i t u i r  o v a l o r  de x na 
n 

e q u a ç ã o  n-i e com isso d e t e r m i n a r - s e  x D e  p o s s e  d o  v a l o r  
n-i' 

destas v a r i á v e i s ,  s u b s t i t u i n d o - a s  na e q u a ç ã o  n-2 o b t e m - s e  o 

v a l o r  de  x e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e ,  até se d e t e r m i n a r  o 
n-2' 

valor de x . 
i 

O q u e  não irá se d e m o n s t r a r  f o r m a l m e n t e  neste trabalho 

r e p o r t a n d o - s e  8 C(3391, ED501, [GSI, é que a m a t r i z  U de (1.2) 
T 

e sua tibansposta U c o r r e s p o n d e m  as m a t r i z e s  t r i a n g u l a r e s  com 

d i a g o n a l  unitária, que u n í v o c a m e n t e  d e t e r m i n a m  a d e c o m p o s i q ã o  

da m a t r i z  A do s i s t e m a  original, na f o r m a  uTI3 U, com D uma 

m a t r i z  da forma diagonal .  

A luz desta n o v a  interpretação, podem ser e n u m e r a d a s  

as seguintes e t a p a s  básicas para o p r o c e s s o  d e  s o l u ç ã o :  

D e t e r m i n a r  m a t r i z e s  U e D q u e  f a t o r e m  a i n a k r i z  A 

original, na f o r m a  uTD U 

De p o s s e  dos fatores d a  decompos ição ,  o b t e r  o 

v e t o r  solução x mediant,e solução dos seguintes 

sub- p r o b l e m a s :  

O p r e s e n t e  trabalho ir& concentrar-se e x c l u s i v a m e n t e  na 

e t a p a  de fa to~ação  da m a t r i z  d o  sistema, uma v e z  q u e  as 

e t a p a s  s u b s e q ü e n t e s  de r e t r o - s u b s t i t u i ç ã o  mesmo no caso de 

s i s t e m a s  esparsos, não o f e r e c e r e m  m a i o r e s  d i f i c u l d a d e s  de 

n a t u r e z a  c o m p u t a c i o n a l  a nivel de i m p l e m e n t a ç ã o  e m  

a r q u i t e t u r a s  escalares conveisc ionais .  

A idéia básica do m é t o d o  d e  fatoração m a t r i c i a l ,  

conhecido n a  literatura m u i t a s  vezes como ~ n é t o d o  de 

e l i m i n a ç ã o  Uaussiana CG391 <para o caso m a i s  geral e m  que a 

m a t r i z  A é a p r i o r i  c o n s i d e r a d a  a s s i m é t r i c a > ,  o u  m k t o d o  de 

Clmlesky CF11 <no caso de uma fatoração da foivna L ao 

i n v é s  d e  uT D U c o n h e c i d o  coma e l i m i n a ç ã o  de U a u s s  



simBtrica3, B simplesmente ir se levando gradativamente a 

m a t r i z  original A  até a forma W, mediante repet idas  

aplicações das propriedades báisicas I.l<a> e I . lCb> de modo a 

se anular o s  coeficientes desejados. 

Para tal existem 3 a l te rna t ivas  possiveis de atualização 

<com a forma de acesso a o s  elementos de A e de geração dos 

f a t o r e s  de W i lustradas nas  f iguras  correspondentes>: 

A l t e r n a t i v a  I.lCA> Atualização pc>r colunas 

@ A cada e t apa  i do processo, anular o s  

elementos à esquerda da diagonal, da i 2 e z i m a  

linha mediante a subtração de múltiplos escalares  

das linhas an t e r i o r e s  atualizando-se de s t a  forma 

a porção acima da diagonal na i'ezima coluna, 

por operações da forma: 

para i de z a t &  n 

para k de i a t &  i-i 
rr t a  / a  

k,i k,i k,k 
para j de  k s i  até i 

a.. t a . .  - u * a  
J I L  JIL k,i k.j 

f i g  I<l> - Atualizaç& p_oy colunas 

A l t e r n a t i v a  I.lCB> Atualizanão p s  linhas 

A cada e t a p a  i do processo, anular o s  

elementos à esquerda da diagonal, na i ' ez ima 

linha mediante a subtração de múltiplos esca lares  

das linhas an t e r i o r e s  atualizando-se de s t a  forma 

a porção a d i re i t a  da diagonal na i 'ezima linha, 

por operações da forma: 

para i de z até n 
para k de  i ate i-i 

rr t a  / a  
k,i k,i k,k 

para j de i a t O  n 



fig I<S> - Atualizacão poy linhas 

A l t e ~ m a t i - w a  I.lCC> Atualizaç& pcir submatrizes 

.i A cada e t a p a  k do processo, anular o s  

elementos abaixo da diagonal na k'ezinla coluna 

mediante a subt ração  de múltiplos esca lares  

da k'ezima linha das  demais linhas abaixo 

desta ,  atualizando-se d e s t a  forma a sub-matriz 

definida a p a r t i r  de até a 
n,n 

Por 

operaçGes da forma: 

p a r a  k de 1 a t B  n-i 
p a r a  i de k+i  a t B  n 

u t a  / a  
k,i  k,i k.k 

p a r a  j de i até n 
a.. t a .  - u rir a 

LrJ L,J k,i k,j 

f ig  IC3> - Atualizacão por subinatrizes 

Em todos  o s  processos de atualização a c h a  utilizou-se o 

f a t o  da m a t r i z  original ser simétrica, confinando-se as 

operaçi-ies apenas sobre  ox elementos da poiyão t ~ i a n g u l a r  

superior  que a o  final do processo acabar& contendo o s  f a t o r e s  

21. (obtidos simplesmente reescrevendo-se o s  valores 
~ . j  

originais a. . a o  final de cada etapa). 
L,.l 

O processo completo de eliminação será v i s to  e m  detalhes 

no capitulo 11, e por o r a  omitiu-se detalhes visando uma 

maior eficigncia computacional, como por exemplo a 

normalização dos elementos diagonais <armazenando-se e m  s e u  

lugar o inverso dos valores obtidos a o  f ina l  de cada e t a p a  e 

que acabarão sendo n e c e s ~ á ~ i o s  durante  a fase (1.43 de 

A t é  o momento se apresentaram a l t e rna t ivas  e 



propriedades gerais, válidas para  s i s t e m a s  l ineares cuja  

m a t r i z  de coeficientes seja simetrica e definida positiva, 

s e m  se explorar qualquer ou t ro  padrão e s t r u t u r a l  da mesma .  

O p resen te  trabalho se concentra na soluçZio de  s i s t emas  

cuja  matr iz  de coeficientes al&m das propriedades an te r io res ,  

possui um percentual pequeno de elementos não nulos, se 

comparado com c, número t o t a l  de coeficientes de uma matr iz  

completamente "cheia" Cou seja, com todos o s  elementos 

d is t in tos  de zero). 

T a i s  s i s t e m a s  s ão  denominados "esparsos", e m  oposição 

aos  s i s t e m a s  t r a t ados  como "densos" Conde não s e  procura 

explorar qualquer aspecto de eficiencia computacional do 

padrão es t ru tupa l  de elementos não nulos que porventura 

existam na m a t r i z  original ou na de f a t o r e s  resul tantes>.  

Seguem-se por tan to  algumas definições, acrescidas de 

um breve coinentArio sobre  o "conceito" de esparsidade. 

Definição I.1<1> Densidade de uma matriz 

Define-se como densidade p d e  uma matriz d e  dimensao n, 

a razao entre o seu nfinzero total d e  elenzentos nHo nulos 
a dividido por n Ccorrespondendo e s t a  QLtima grandeza, ao 

nfimero total d e  elementos d e  uma matriz d e  mesma dimensão nl. 

D e f i n i ç ã o  I.l<2> M a t r i z  Completamente Esparsa 

Define-se uma matriz como "completamente esparsa" ou 

"diagonal", quando apenas o s  elementos da sua diagonal sâ'o 

dis t intos  d e  zer-o. 

D e f i n i ç ã o  1.1<3> M a t r i z  Esparsa 

Define-se uma matriz como "esparsa", quando a densidade 

desta  é Znferiur a um certo percentual, aceito como 

relativamente baixo Cna maioria d o s  casos i n f e r i o ~  a r%? 

podendo em função da dimensab da matriz, tolerar-se 

percentzrais d e  densidade mais elevados ou reduzidos). 

D e f i n i ç ã o  I.1<4> M a t r i z  Quase Densa 

Define-se uma matriz como "quase densa", quando a 

densidade des ta  é superior a um certo percentuab, aceito como 

relativamente elevado Cna maioria d o s  c a s o s  superior a pu%, 

podendo em função da sua dimensão, tolerar-se percentucris d e  

densidade mais reduzidos ou eZevados3. 



Definição I . l C 5 3  M a t r i z  C - n p l e t a m e n t e  D e n s a  

D e f i n e - s e  uma m a t r i z  como  "densa",  "comple tamente  d e n s a "  

o u  "cheia", q u a n d o  a d e n s i d a d e  desta io de 10090 Cou s e j u  todos 

os  s e u s  e l e m e n t o s  s€?b d i s t i n t o s  de  z e r o ) .  

Um breve c o m e n t A r i o  sobre a interpretação das definições 

a c i m a  faz-se necesshi-io, u m a  v e z  q u e  o caráter "espai-so" ou 

"denso" d e  um s i s t e m a ,  & na v e r d a d e  u m a  q u e s t ã o  que depende 

i n t i m a m e n t e  da f o r m a  de representação e a r m a z e n a m e n t o  do 

mesmo, bem como d a  possivel exploi-a@o d e s t a s  caracteristicas 

v i s a n d o  a r e d u ç ã o  de a l g u m  outro a s p e c t o  de n a t u r e z a  

c o m p u t a c i o n a l ,  como por exemplo  o t e m p o  d e  c o m p u t a ç ã o  ou o 

n i imero  de operaç8es a r i t m é t i c a s  efetuadas. 

Em p r i n c í p i o  uma  m a t r i z  não pode ser c o n s i d e r a d a  a 

priori como densa ou esparsa por si s6. A f o r m a  como ela será 

tratada e a r m a z e n a d a  é q u e  d i t a r á  q u a l  das duas 

cai.ac teristicas s e r &  p l e n a m e n t e  e x p l o r a d a .  

Assim, é p o s s i v e l  ter uma m a t r i z  t e ó r i c a n i e n t e  

considerada "esparsa" <segundo um certo padrCIio de densidade 

reduz ida ) ,  p o r & m  a r m a z e n a d a  e e n c a r a d a  para f ins 

c o m p u t a c i o n a i s ,  como se todos os seus e i e n i e n t o s  f o s s e m  

distintos d e  zero. N e s t e  caso, o caráter esparso não estará 

sendo explorado, e para f ins  c o m p u t a c i o n a i s ,  a m a t r i z  e m  

q u e s t ã o  acabará sendo tratada como "densa". 

D o  m e s m o  modo, u m a  m a t r i z  tiàa c o m o  " q u a s e  densa" por 

a lgum padrão, pode sei- encarada para f ins  c o m p u t a c i o n a i s  e de 

a r m a z e n a m e n t o ,  como " c o m p l e t a m e n t e  densa" ou " e s p a r s a " .  

A t é  m e s m o  o que se p o d e r i a  considerar a priori c o m o  não 

c o g i t b v e l ,  c o m o  representar u m a  m a t r i z  " c o m p l e t a m e n t e  densa" 

<ou uma popção d e s t a ) ,  como "esparsa" pode v i r  a ocorrer c o m  

freqüência e m  certas aplicações como a fatoração de m a t r i z e s  

encontradas na soluç2So d e  p r o b l e m a s  de P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  v i a  

A l g o r i t m o s  de P o n t o s  I n t e r i o r e s ,  como e m  IA I I .  

r, P e r c e b e - s e  p o r t a n t o  que o c o n c e i t o  d e  " e s p a r s i c i a d e "  está 

int imamente l i g a d o  c3 n a t u r e z a  comp.utacionul do p r o c e s s o  de  

eliminar;&. 

D e s t a  f o r m a ,  p a s s a r e m o s  a considerar apenas abordagens 

esparsas para o processo de solução, pelo fato da 

implemehitaçSo de t 8 c n á c a s  para o p r o c e s s a n i e n t o  de m a t r i z e s  

densas e m  a r q u i t e t u r a s  escalares c o n v e n c i o n a i s ,  ser 



r e l a t i v a m e n t e  t r iv ia l  e a m p l a m e n t e  estudado na l i t e r a t u r a ,  

como e m  CU391, CF11, CF21, EC161. 

O p r o b l e m a  d a  fatoraçgo e s p a r s a  está d i r e t a m e n t e  ligado 

p o r t a n t o  a dois fatores d e t e r m i n a n t e s  d o  & x i t o  de u m a  

implementação :  

E s t r u t u r a  d e  a r m a z e n a m e n t o  

Metodologia de solução 

O Numa abordagem e s p a r s a ,  ob je t i va - se  d i s p e n d e r  o menor 

e s p a ç o  d e  armazenamento p o s s f v e l ,  d e  modo a permitir  que a 

s o l u ç t h  d e  s i s t e m a s  d e  por te  e l evado  permaneça v i á v e l ,  e m  

face  a s  l imi tações  d e  memdria "real" da arqui te tura onde  o 

método será implementado. 

O D o  mesmo modo, o b j e t i v a - s e  d i s p e n d e r  o menor e s f o r ç o  

computacional poss-tvel ,  d e  modo a permitir  qcyu e aoluçaO d e  

s i s t e m a s  d e  por te  e l e v a d o  permaneça v i á v e l ,  em  f a c e  a s  

Zimitarçoies d e  tempo mdximo d e  CPU dispon-tvel.  

P e r c e b e - s e  v-"-' a m b o s  os o b j e t i v o s  c o n v e r g e n i  

complemen . ta rmente  para uni m e s m o  ponto, q u a l  seja o da nidxima 

e f i c i g n c i a  c o m p u t a c i o n a l ,  med ida  a nível dos r e c u r s o s  de 

a r m a z e n a m e n t o  e t e m p o  de CPU dispendidos. 

F i c a  claro portanto, que uma i m e n s a  g a m a  de m e t o d o l o g i a s  

e i m p l e m e n t a ç 8 e s  podem ser adotadas p a r a  o mesmo p r o b l e m a ,  

p r i v i l e g i a n d o - s e  de a l g u m a  f o r m a  um d o s  recursos básicos como 

r e d u ç Z o  de m e m ó r i a  ou t e m p o  de CPU. 

É o b j e t i v o  d e s t a  tese, " v a r r e r "  d e  u m a  f o r m a  um t an to  

q u a n t o  s i s t e m C I t i c a  < s e m  se tornar e x a u s t i v a ) ,  a l g u m  dos 

"eixos c o o r d e n a d o s "  d e f i n i d o s  p e l a s  d u a s  v e r t e n t e s  de 

eficiência a p r e s e n t a d a s  e uma p a r c e l a  i n t e r m e d i á r i a  do e s p a ç o  

de i m p l e m e n t a ç õ e s  procurando-se um b a l a n c e a n i e n t o  de recursos. 

A luz desta f o r m a  de a b o r d a g e m ,  a p r e s e n t a m - s e  

carateristicas inerentes aos s i s t e m a s  esparsos, e p a s s í v e i s  

d e  e x p l o r a ç g o  p o r  a l g u m a s  d a s  abordagens a s e r e m  c o n s i d e i - a d a s  

neste trabalho. 

Caracteristica I.1Cal 

Numa abordagem e s p a r s a  para a regresentaçtYo d e  m a t r i z e s  

ou v e t a r e s ,  a p e n a s  o s  s e u s  e lementos  nao nulos  prec isam ser 

expl ic i tamente  armazenados.  



C a r a c t e r f  stica I.1Cbl 

Numa a b o r d a g e m  e s p a r s a  p a r a  o p r o c e s s o  de  adição ou 

m u l t i p l i c a ç ã o  d e  m a t r i z e s  €ou vetores p o r  e s c a l a r e s > ,  apenas 

a s  o p e r a ç õ e s  sobre o s  e l e m e n t o s  n a o  n u l o s  p r e c i s a m  ser 

e x p l Q c i t a m e n t e  e f e t u a d o s .  

Um método de eliminação atende aos  requis i tos  eficiência 

de modo a ser considerado como uma abordagem "típicamente 

esparsa" p a r a  o problema, quando ambas as c a r a c t e r í s t i c a s  

I.1Cal e I.1Ebl s ã o  exploradas concomitantemente. 

Tal f a t o  se dá pelo f a t o  do Bnus computacional <no caso 

de alguma d e s t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  não s e r e m  integralmente 

exploradas> ser na maioria das  vezes intolerável. 

Tais questães,  s e r ã o  obje to  de uma análise m a i s  

c r i t e r iusa  na seção 1.2, de modo que nos concentraremos a 

p a r t i r  de agora, a+& o f inal  d e s t a  seção e m  jus t i f icar  o 

porque da  "fama" de um t a n t o  quanto "higtt-tech" e cercada de 

" m i s t é r i o "  ser encarada a área de esparsidade, por  p a r t e  dos 

"não iniciados", desde o s  primdrdios da solução dii-eta de 

s is tema l ineares  de grande p o r t e  a t B  o s  dias a tua is .  

grande p a r t e  d e s t a  "fama" advém da maior complexidade 

computaciunal dos cddigos de eliminação Co que será v i s to  no 

capí tu10 II>, das  diversas  a l t e rna t ivas  pa ra  "balanceamento" 

dos recursos  dispendidos <apresentadas ao  longo de todo este 

trabalho), e da existt5ncia de alguns problemas hásicos 

inerentes  apenas as abordagens e s p a r s a s  p a r a  o processo de 

eliminação <a s e r e m  analisados e m  detalhe no capitulo II>. 

Um dos problemas hdsicos <e que será amplamente 

apresentado na seção 11.43 é o de se e f e t u a r  a soma de 2 

ve to res  contendo alguma forma de representaçSo e s p a r s a  p a r a  

o s  coeficientes não nulos das  linhas a eles associados. 

Tal problema corresponde 2i e t a p a  de combinaçâio l inear de 

2 linhas de modo a se anular algum dos coeficientes de uma 

das equações, consistindo na exploração da propriedade básica 

1.1Cb). 

Diferentes  al ternat ivas ,  procurando minimizar o o v e r h e a d  

adicional de espaço de armazenamento ou de tempo de CPU Ccom 

um menor número de operações adicionais de indexação) sSo 

pessfveis, e ser30 apresentadas no capítulo 11. 

A forma m a i s  ef ic iente  com que se puder implementar esta 



etapa básica do processo de e l i m i n a ç ã o  ser& na m a i o r i a  das 

v e z e s  a determinante p a r a  o $Ato global do método ,  v i s t o  ser 

a e t a p a  d e  con ib inação  l i n e a r  d e  v e t o r e s  esparsos, a etapa 

m a i s  central do processo, c o r r e s p o n d e n d o  ao l o o p  m a i s  interno 

de t o d a s  as alternativas I.lCA>, I.lCB> o u  I.lCC> 

a p r e s e n t a d a s .  

O u t r a  caracteristica associada a i m p l e m e n t a ç õ e s  esparsas 

p a r a  o p r o c e s s o  d e  e l i m i n a ç ã o  <e q u e  será v i s t a  e m  detalhes 

na seção 11.23, adv8m d a  s e g u i n t e  i n d a g a ç ã o  a q u e  se poderia 

chegar, a p ó s  u m a  m i n u c i o s a  o b s e r v a ç ã o  d a  f o r m a  pela a q u a l  se 

p r o c e s s a m  as c o m b i n a ç 8 e s  lineares de linhas r e p r e s e n t a d a s  num 

f o r m a t o  e s p a r s o :  

S e r i a  poss4veZ se r e d u z i r  o e s f o r ç o  computacional  q u e r  a 

n.Lvel d o  e s p a ç o  t o t a l  de  armazenamento  o u  do ntimero de 

operaçEies  a r i t i n é t i c a s  e f e t u a d a s  sobre e l e m e n t o s  nETO n u l o s ,  

med ian te  alguma forma de  p e r m u t a ç t k  d e  l i n h a s  o u  c o l u n a s  

a p l i c a d a s  sobre a m a t r i z  o r i g i n a l  do s i s t e m a  o u  d u r a n t e  o 

p r o c e s s o  de s o l u ç ã o  

A r e s p o s t a  a esta indagação é a f i r m a t i v a  na grande 

m a i o r i a  dos casos, pois n o r m a l m e n t e  a d i s p o s i ç ã o  e s t r u t u i - a 1  

de e l e m e n t o s  não n u l o s  d e  um s i s t e m a ,  na f o r m a  e m  q u e  ele 

o r i g i n a l m e n t e  6 fo rmulado ,  não l e v a  e m  conta a natureza 

e s p a r s a  do processo de s u a  s o l u q ã o ,  o q u e  dá m a r g e m  a que 

m e d i a n t e  operações de p e r m u t a ç ã o  de l inhas /colun= <que  pelas 

p r o p r i e d a d e s  I.l<c> e d n ã o  a l t e r a m  a solução do 

s i s t e m a ,  a m e n o s  d e  u m a  p e r m u t a ç ã o  d o s  índices das  

v a r i á v e i s > ,  se c o n s i g a  obter  uma redução d o  esforço 

c o m p u t a c i o n a l  como d o  e s p a ç o  d e  a r m a z e n a m e n t o  n e c e s s á r i o  p a r a  

r e p r e s e n t a ç ã o  da m a t r i z  de fatores resultante <e 

c o n c o m i t a n t e m e n t e ,  do n ú m e r o  total d e  o p e r a ç S i e s  a r i t m & i c a s  

necessárias p a r a  se c o m p l e t a r  o processo de elirninaçSo como 

um todo>. 

E s t e  p r o b l e m a  d e  r e o r d e n a m e n t o  das equaç i res ,  v e m  

r e c e b e n d o  e n o r m e  atenção na literatura desde a sua 

r e v o l u c i o n á r i a  introdução no artigo a p r e s e n t a d o  p o r  T i n n e y  

CT21 no final da decada de 60. 

O p r o b l e m a  de r e o r d e n a m e n t o  está i n t i m a m e n t e  ligado a u m  

n o v o  conceito, inerente aos m é t o d o s  de e l i m i n a ç ã o  esparsa, 

qual seja o d a  c r i a q ã o  de "novos" e l e m e n t o s  não n u l o s  ao 



longo das e tapas  do processo de eliminação. T a i s  elementos 

receberam um nome especial na l i teratura,  razão pela qual 

serão apresentados na forma da definição abaixo. 

D e f i n i ç ã o  I.1<6> Fill-In 

Def ine-se  por "elemento d e  fill-in", ou  doravan te  a o  

Longo d o  texto s implesmente  por "fill-in", a um novo  e lemento 

não nulo c r i a d o  durante  o p r o c e s s o  d e  combinação Linear 

e s p a r s a  d e  2 vetores exp lorando- se  a p r o p r i e d a d e  I . z C b J .  

A luz des ta  nova definiçso, percebe-se que m&todos de 

reordenaniento que visem uma redução da criação de elementos 

do f i l l-in são  sempre desejáveis, trazendo consigo um 

benefício "duplo": 

Com a ~ e d u ç a o  d e  f i l l - in 's ,  consegue - se  não só uma 

redução  no  e s p a ç o  final d e  armazenamento, como tambern urna 

redução  d o  e s f o r ç o  to ta l  d e  contputação a n.lvel d e  u p e r a ç S e s  

ar i tm&ticas ,  uma vez q u e  ev i tando- se  a c r iação  d e  n o v o s  

e l emen tos  duran te  o p r o c e s s o ,  e v i t a - s e  tamEz&m a progagaçlfib 

d a s  o p e r a ç õ e s  a r i tmé t i cas  sobre os  ntesmos e que  ser-.iunz 

n e c e s s & r i a s  c a s o  estes e l emen tos  p a s s a s s e m  a a s s u m i r  um v a l o r  

nQO nulo, a par t i r  d e  alguma e t a p a  do  p r o c e s s o  d e  eliminação. 

Um cr i t é r io  análogo ao da reduqão de f i l l - in 's  é o da 

redução do esforço computacional, ou s e j a  das operações 

aritm&ticas efetuadas para a eliminação de um dado 

coeficiente, escolhendo-se como candidato a so f r e r  a 

eliminação a cada etapa, aquele em que o processo de 

combinagires lineares com as demais equaçires visando 

eliminá-lo, resu l ta r  no menor número de opepações sobre 

elementos não nulos possível. 

Este na verdade foi  o primeiro c r i t 8 ~ i o  de 

reordenamento, originalmente proposto por Markowítz EM31, 

para o caso de m a t r i z e s  assimétricas. 

No caso simétrico o cr i tér io  de Markowitz acaba 

fornecendo o cr i tér io  m a i s  corsagrado na l i t e ra tura  (o 

minimum d e g r e e 3 ,  e introduzido independentemente por Tinney 

iT21. 

A t é  o presente momento, percebe-se nitidamente a 

presença de duas f a ses  dis t in tas  do processo de eliminag% 



esparsa:  O reordenamento previa das linhas/colunas da  matr iz  

original, e o processamento das combinaçSres Lineares e n t r e  as 

linhas do s i s t e m a ,  de modo a se anular alguns dos 

coeficientes, levando o s i s t e m a  a forma triangular superior.  

Uma complicação de na tureza  computacional, adv&m <no 

caso de um t ra tamento  esparso  para  a sliminação3, em 

decorrência do e f e i t o  que se convencionou chamar por 

"propagação dos fill-in's". 

A complicação advém do fa to ,  da criação de fiU-ira's ser 

um processo cuniulativo de uma e tapa  para  o u t r a  do processo 

<ou seja o s  novos elementos de fiZZ-in intpoduzidos numa 

etapa,  acabarem sendo responsCiveis pela criação de novos 

elementos de f<Zl-in nas  ekapas subseqüentes da eliminaçSo, 

e a s s i m  por diante, até o f inal  do processo). 

Em face  de s t a  na tureza  "cumulativa", uma primeira 

abordagem para  o processo de eliminação esparsa  pode ser 

baseada num t r a t amento  "dinamito" dos f5ZZ-in's a cada etapa,  

o que sem dúvida a c a r r e t a  perdas na eficiência global da 

implementação , pois as e s t r u t u r a s  f ina is  de cada linha da 

m a t r i z  de f a t o r e s  resul tante ,  só estariam dispodveis  ao  

f inal  do processo, e alguma forma de alocação dinâmica de  

espaço <como insersão  e m  listas encadeadax~, acabaria sendo 

necessária, contribuindo a s s i m  com um overhead significativo 

e m  termos de tempo de processamento adicional. 

Visando contoi-nar esta situagão, a p a r t i r  do inicio dos 

anos 80 com o s  t rabalhos de CCJ31, passou-se a considerar a 

adoção de uma nova fase auxiliar no processo de eliminação. 

Tal f a s e  recebeu o nome de "fatoração simbblica", e m  

conti-aske com a fase de "fatoi-ação numérica" Conde de f a t o  se 

processam as operaçETes ar i tmét icas  da eliminação3, com a 

b i c a  diferença e m  relação as fatoraçZ3es num&i*icas 

convencionais, de não se processar  dinamicamente a criação 

dos fi ZZ-in's , assumindo-se que a posição e s t r u t u r a l  dos 

mesmos e m  cada linha da matr iz  de f a t o r e s  resul tantes ,  tenha  

sido previs ta  e determinada a priori, e m  alguma fase 

anter ior ,  do processo. 

Ou seja o que a e t apa  de fa toração simbólica produz, é 

na verdade uma "simulação es t ru tu ra l "  do processo de 

elinunaçãc>, retomando a estawtusa Csirnbblica) da matriz de 

f a t o r e s  resul tante ,  já incluindo o s  novos elementos 



introduzidos e m  decori+ncia da  criação de f i l l - in ' s .  

De posse da i n f o r m a ç ã o  s i m b d l i c a  dos fatores, o processo 

de combinação linear de vetores a r m a z e n a d o s  na f o r m a  esparsa, 

pode ser s i m p l i f i c a d o ,  e tornado m a i s  eficiente, dispensando 

q u a l q u e r  f o r m a  de " v a r r e d u r a "  ou inserção e m  listas 

encadeadas <e que por conter o p e r a g i r e s  do acesso indireto a 

m e m b r i a ,  c o m o  notado e m  EABsl, c o n s u m e m  u m  t e m p o  adicional de 

p r o c e s s a m e n t o  quase c o m p a r á v e l  ao das operações a r i t m & t i c a s  

e m  ponto f l u t u a n t e  e f e t u a d a s  durante a fase n u m é r i c a  do 

processo de e l i m i n a ç ã o ) .  

Com a adoção d a  fase s i m b b l i c a  de p r é - p r o c e s s a m e n t o ,  o 

n ú m e r o  de e t a p a s  para a i m g l e m e n t a g 3 0  d a  fat,oração esparsa, 

eleva-se p a r a  tr&s: o o r d e n a m e n t o ,  a fatoraçCio s i m b ó l i c a  e a 

fatoi-açSo n u m é r i c a  p r o p r i a m e n t e  dita. 

O que se poderia perguntar é se "algo m a i s "  ainda 

poderia ser fe i to  para a u m e n t a r  a eficigncia da fase 

n u m é r i c a ,  v i s t o  ser esta a fase a ser e m p r e g a d a  m a i s  de uma 

v e z  ao longo do processo de soluç3o de qualquer p r o b l e m a  

global a ser considerado <no qual a soluçCwo de s i s t e m a s  

lineai-es esparsos pode ser encarada apenas c o m o  u m  

"sub-problema") ,  c o m o  p o r  e x e m p l o  no caso d e  a l g o r i t m o s  de 

P o n t o s  Interiores p a r a  P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  [All,  EM11, nas 

áreas de simulação de circuitos e solução de equações 

d i f e r e n c i a i s ,  entre  outras.  

A r e s p o s t a  a esta nova indagação t a m b h m  é a f i r m a t i v a ,  

corno o leitor j8 poderia suspeitar ,  e será o objetivo desta 

tese, apresentar a l g u m a s  das alternativas para se alcançar 

este a u m e n t o  na eficigncia da fase n u m k r i c a  do processo <nas 

arqui te turas  escalares do tipo convencional>. 

O fiztimo p o n t o  que cabe ser menc ionado  a i n d a  n e s t a  

s e ç ã o ,  & que OS m é t o d o s  p r o p o s t o s  n e s t e  t r a b a l h o ,  sd se 

m o s t r a m  v á Z i d ~ s  C j u s t i f i c a n d o  a s u a  a p l i c a ç ã o > ,  n o s  casos e m  

que r e p e t i d a s  a p l i c a ç õ e s  do p r o c e s s o  de f a t o r a ç ã o  numér i ca ,  

c o m  m a t r i z e s  e s t r u t u r a l m e n t e  i d & n t i c a s  de  unza apZicaç€Yo p a r a  

o u t r a ,  C d i f e r i n d o  a p e n a s  n o s  v a l o r e s  nurn8r icos  dos 

c o e f i c i e n t e s 3  se m o s t r e m  n e c e s s á r i a s .  

N o s  casos e m  que a e s t r u t u p a  se altera de u m a  aplicação 

para outra, todas  as d e m a i s  fases de r e o r d e n a m e n t o ,  fatoração 

s i m b b l i c a  e de pré p r o c e s s a m e n t o  v i s a n d o  a u m e n t a r  a 



eficiência da fase i ~ u r n é r i c a ,  a c a b a r i a m  tendo de ser 

reefetuadas para uma  xhnica aplicação da fase n u m é r i c a ,  o q u e  

s e m  d ú v i d a  seria muit,o m a i s  oneroso do que se lançar m ã o  de 

uma fase n u m é r i c a  do t ipo convencional, c o m  a criação 

d i n s m i c a  d o s  fill-in's, o u  até m e s m o  d e  m é t o d o s  híbridos de 

r e o r d e n a m e n t o / f a t o r a ç ã o  n u m é r i c a  c o n c o m i t a n t e ,  q u e  s e m  d ú v i d a  

m o s t r a m - s e  os m a i s  a d e q u a d o s  e eficientes e m  a p l i c a ç 8 e s  onde 

o padrão es t ru tura l  de e l e m e n t o s  não nulos da m a t r i z  oríginal 

sofre a l t e r a ç í 5 e s  a cada aplicação d o  processo de fataração. 

P e r c e b e - s e  p o r t a n t o  q u e  u m a  a b o r d a g e m  b e m  s u c e d i d a  para 

o problema de resolução de s i s t e m a s  lineares esparsos c o m  

e s t r u t u r a  estCltica requer um c o n j u n t o  "modular" de etapas a 

s e r e m  aplicadas sobre a m a t r i z  original, e q u e  c o m e ç a r ã o  a 

ser apresentas e m  detalhe, a p a r t i r  do capitulo 11. 

A n t e s  d i s s o  p o r é m ,  faz-se necessário conceituar os 

p r o b l e m a s  e restriç8es de n a t u r e z a  c o m p u t a c i o n a l ,  pelas quais 

q u a l q u e r  m é t o d o  de solução e s p a r s a  d e v e  ser projetado para 

atender, de modo a "honrar" o s t a k u s  de u m a  a b o r d a g e m  

t f p i c a m e n t e  e s p a r s a ,  v i s t o  q u e  e m  q u a l q u e r  c i r cuns tCuic ia ,  u m a  

a b o r d a g e m  p u r a m e n t e  densa para o p r o b l e m a  ser de fácil 

implementaçãcr ,  c o m  c u s t o s  c o m p u t a c i o n a i s  na m a i o r i a  dos casos 

i m p r a t i c á v e i s  C e s p e c i a l m e n t e  nas a p q u i t e t u r a s  escalares 

c o n v e n c i o n a i s > ,  razão pela q u a l  s d  se p o d e r  contar d e  f a to  

c o m  os m é t o d o s  " r e a l m e n t e  esparsos" < p a r a  a solução direta>, 

ou com os  m é t o d o s  i t e r a t i v o s ,  cuja efici8ncia para certas 

classes de p r o b l e m a s  p o d e  ser até m a i s  c o m p e n s a d o r a ,  do que a 

de i m p l e m e n t a ç õ e s  dos m é t o d o s  d i r e t o s  c o n v e n c i o n a i s .  

E n c e r r a - s e  esta seção, c o m  o c o m e n t á r i o  de q u e  m u i t o  

a i n d a  se pode fazer no tocante a a p r i m o r a ç ã o  dos m é t o d o s  

diretos de solução, q u e  v e m  se m o s t r a n d o  até hoje, o m a i s  

consistentes para u m a  v a s t a  classe de p r o b l e m a s  encontrados 

nas aplicaç8es práticas de d i v e r s o s  r a m o s  da engenharia. 

P a s s a r e m o s  portanto a analisar as restrições de n a t u r e z a  

c o m p u t a c i o n a l ,  e intrinsecas aos s i s t e m a s  lineares espai-sos, 

i n d e p e n d e n d o  de certa f o r m a  d a  a b o r d a g e m  por m é t o d o s  de 

e l i m i n a ç ã o  direta adotada para o processo de solução. 



1.2 R e s t r i ç õ e s  de  N a t u i w z a  C o m p u t a c i a n a l  

E s t a  seção visa dar  ao  le i tor ,  uma noção da ordem de 

grandeza dos recursos  computacionais dispendidos por 

abordagens tipicamente esparsas  para  o processo de 

eliminação, confrontando-os com abordagens densas pa ra  o 

mesmo problema. 

Iniciaremos apresentando o s  requisi tos  de inenibria e o 

volume de operaçães ar i tm4ticas  <in te i ras  e de ponto 

flutuante>, pa ra  abordagens coinpletamente densas, v i s to  serem 

tais requisi tos  trivialmente obtidos em função finicamente da 

dimensão do s i s t e m a  a se solucionar, sendo de s t a  forma 

utilizados como base para  a comparaçSo com o s  requisit,os das 

abordagens tipicamente esparsas  consideradas. 

Serão introduzidas abaixo, algumas notaçBes para  a 

representaqão do número de elementos não nulos de m a t i - i z e s  e 

vetores ,  bem como do número t o t a l  de operaç5es de ponto 

f lu tuante  e de a r i t m e t i c a  i n t e i r a  Cconio as de indexação por 

exemplo>. 

Q Em todas a s  definições,  a seguir ,  assume-se una matriz M 

simétrica, definida positiva e d e  dimensão n. 

D e f i n i ç ã o  I.2<1> NornzRowCi,M> 

Define-se por NonzRowCi,M.l como sendo o número d e  

elementos não nulos da i'exima linha nu porção triangular 

superior d e  M <excluindo-se o elemento pertencente c)r 

diagona l>. 

D e f i n i ç ã o  I.2<2> PlonzCol<i,M> 

Define-se por NonzColCi,M> como sendo O nQmero d e  

elementos na0 nulos da i'ezima coluna na porçBb triangular 

superior d e  M <excluindo-se o elemento pertencente à 

diagonaD. 

D e f i n i ç ã o  I.2<3> N f l o p < i , M >  

Define-se por NflopCi,M> como sendo o número d e  

operações d e  ponto flutuante e fe tuadas durante a i'ezima 

etapa do processo d e  elim.lnação d o s  elementos d e  M. 



D e f i n i ç ã o  I.2C43 NindxCi ,M> 

Define-se por NindxCi,Ml como sendo o nbmero d e  

operações aritméticas inte iras  d e  indexação, e fe tuadas 

durante ct i'ezima etapa do  processo d e  eliminaçõo d o s  

elementos d e  M. 

D e f i n i ç ã o  I.2CS3 NoperCi ,M> 

Define-se o NoperCi,MJ como sendo o nbmero d e  

operações aritméticas inte iras  e d e  ponto flutuante, 

e fe tuadas durante a i'ezima etapa do processo d e  eliminaçEW 

d o s  elementos d e  M. 

D e f i n i ç ã o  I.2C63 T o t N o n z C M 3  

Define-se por TotNonzCMJ como sendo o nbmero total d e  

elementos não nulos da porção triaragular superior d e  M ,  

incluirtdo-se elementos 

D e f i n i ç S o  I.2C73 T o t F l o p C M 3  

Define-se por TotFlopCMJ como sendo o número total d e  

operações d e  ponto fzutuante e fe tuadas durante o processo d e  

elimirtaçZfo d e  M .  

D e f i n i ç ã o  I.2C83 TotIridxCM3 

Define-se por TotIndxCM3 como sendo o rtúrnero total d e  

operações aritméticas inte iras  d e  indexação, e fe tuadas 

durante o processo d e  eliminação d e  M. 

D e f  íniçSo 1.2C93 T o t O p e r C M >  

Define-se por TotOperCMJ como sendo o nbmero total d e  

operaç6es aritm&icas inte iras  e d e  ponto flutuante, 

e fe tuadas durante o processo d e  elintinaçffo d e  M. 

Complementarmente as  definiç5es acima, apresenkam-se 

algumas definiç6os associadas a estrutura d e  vetei-es e 

apontadores utilizados nas representações tipicamente 

esparsas. 

cb Em todos OS Casos, a seguir, & assumido uni vetor 

unidimensional v, de componentes reais ou inteiras. 



Def il-iíção 1.2<10> LexiCv3 

D e f i n e - s e  p o r  LenCv3 o coniprimento o u  d i m e n s ã o  deste 

v e t o r ,  o u  s e j a  o nbmero t o t a l  d e  p o s i ç i r e s  de merndria <reais 

o u  i n t e i r a s 3  a l o c a d a s  p a r a  a sua represen tuç i7u .  

Def inição I.2<ll> NonzElemCv3 

D e f i n e - s e  p o r  NonzElemCvJ como s e n d o  o número de  s e u s  

e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  de  zero. 

D e  posse d a s  d e f i n i ç i r e s  apresentadas nesta  seção, 

p a s s a r e m o s  a considerar u m a  análise do dispêndio 

c o m p u t a c i o n a l  de i m p l e m e n t a ç õ e s  densas p a r a  o processo de 

fatoração, c o m p a r a n d o - a  p o s t e r i o r m e n t e  c o m  abordagens 

esparsas para o m e s m o  p r o b l e m a .  

Um f a t o  que não será d e m o n s k r a d o  neste trabalho, 

reportando-se à CD61, CG51, C031 é que o n ú m e r o  de operações 

a r i t m & t i c a s  é o mesmo p a r a  as 3 a l t e r n a t i v a s  I.l<A?, I.lCR3 e 

I.I<C> consideradas na seção anterior, v i s t o  s e p e m  todos os 

p r o c e d i m e n t o s ,  iteraç8es básicas d a  f o r m a :  

para < 3 de C-> até- C-> 

E I de [-I até E-I 

u t a  / a  
k, i  k , i  k,k 

para C 3 de <-3 atié. C-3 

ar..+-a. - u  + a  
LPJ L, J k , i  k, j 

c o m  < >, C 3, C 3 denotando a l g u m a  p e r m u t a ç S o  dos indices, 

i j k e 3 ,  I C b e m  como C > ,  I 3 uma função de 

n e d o s  índices anteriores. 

C o n s i d e r a r e m o s  i n i c i a l m e n t e ,  o n ú m e r o  d e  m u l t i p l i c a ç õ e s  

e d e  s u b t r a ç i r e s  efetuadas e m  c a d a  uma das alternativas, 

contabilizando-se apenas o n ú m e r o  de u m a  das operaç%ies, p o r  

s e r e m  efetuadas s e m p r e  na f o r m a  do par a. - u r3r a 
~ . j  k,i  k,j' 

A s s i m  t e m o s :  



Alternativa I.l<A> 

Alternativa I.l<B> 

n i - i  
CI.93 C C 

i = 2  k = i  

Multiplica$5es 3 subkrar:ões 

n i - I  

j = k + i  
- C C [ i -  k )  

i = 2  k = i  

n 

= C [ i ~ i - i ) ]  
i = 2  2 

M u l t i p l i c ~ õ e s  ou subtracões 

n i - i  
= C C [ n + i - i  

i = z  k = i  3 

Alternativa P.l<C> Multiplicacões ou subtracões 

Contabilizando-se agora as operações de divisCio, temos: 

Alternativa I.l<A > Divisões 

n i - i  n 
CI.133 11 11 

C E: [ I ]  = E: [ i - i ) = - -  - 
i = z  k = i  i = ~  

2 2 

Alternativa I.l<B> DivisíTes 

n i - I  n 

€I.14> n 11 C C [ i ]  = [ i - i ) = - - -  
i = 2  k = I  i = 2  

2 2 

Alternativa I.lCC> DivisGes 

D e s t a  forma, uma contabilização para o n\fmepo t o t a l  de 

operaçses do processo de eliminação pode sei. expresso por: 



El iminação  ( D e n s a >  

C I . 1 6 3  Multiplicações 

C I . 1 7 3  Subtrações 

C I . 1 8 )  Divisões 

C I . 1 9 >  Total 

OperaG- ponto f lu tuan te  

A t i t u lo  de comparação, apresentamos a seguir,  o nfimero 

t o t a l  de operações dixpendidas nas 3 fases processo de 

retro-subst i tuição:  

R e t r o - S u b s t i t u i ç ã o  < D e n s a >  Cberacões ponto f lu tuan te  

C I . 2 0 3  Multiplicações 2 n - n  

€1.21 3 Subti-ações 2 n - n 

C I . 2 2 3  Divisões n 

C 1 . 2 3 >  Total 2 2 n  - n  

0<n2> operações 

Percebe-se por tanto ,  que no caso denso, a e t a p a  de 

eliminação é preponderante sobre  a de retro-solução, por pelo 

menos uma ordem de grandeza, f a t o  este que como será 

observado m a i s  adiante, nem sempre acontece no caso esparso.  

Segue-se agopa uma coistabilização do espaço t o t a l  de 

arrnazenamento da porção t r iangular  superior  correspondente a 

m a t r i z  de f a t o r e s  U, v i s to  ser este compartilhado com a 

m a t r i z  original, reescrevendo-se ao  longo de cada e t a p a  o s  

valopes definit ivos por  sobre  o s  de A or ig ina is .  

M a t r i z  de fatores U < D e n s a >  Espace de arinazenamento 

Porção Triangular 2 
1/2 11 - I/S n 

Diag onal n 

Total 2 
1/2 n + v 2  1-1 

0<n2> posiqões membx-ia 

Passaremos agora  a considerar uma análise do volume de 

recursos  computacionais dispendidos por um procedimento 

tipicamente esparso,  concentrando-se na a l t e rna t iva  I >  a 

f i m  de se es t imar  tais valores. 



N e s t a  a l ternat iva,  percebe-se que o Loop m a i s  intePno, 

corresponde a "propagação" da e s t r u t u r a  da k'ezima linha por 

toda a porção t r iangular  superior,  da sub-matriz definida 

a p a r t i r  a 
k+l,k+l 

até a . 
n,n 

Acontece que por siinetria, e por se tratar de um 

procedimento de elirninaçZ5o esparsa,  apenas alg UIIS 

coeficientes na k)ezirna coluna abaixo da diagonal, precisarão 

ser eliminados <visto j A  serem nulos o s  demais coeficientes>. 

O s  elementos que precisarão s o f r e r  eliminação, s ã o  

aqueles cu jas  linhas correspondem exatamente às colunas dos 

elementos d i s t in tos  de z e r o  na porção A d i re i t a  da diagonal 

na k'ezima linha, como nos most ra  a fig-I<33. 

O número de coeficientes abaixo da diagonal na coluna k, 

que s o f r e r ã o  eliminação, tendo e m  v i s t a  a observação do 

parágrafo anter ior ,  e seguindo a notação introduzida n e s t a  

seção, pode ser expresso por NonzRow<k,U>. 

Coino o processo de atualização das linhas subseqüentes a 

linha c o r r e n t e  k, s b  ocorre  na região confinada a porção 

triangular superior  da matr iz  <incluindo-se n e s t e  caso o s  

elementos diagonais>, segue-se que o ndincro de elementos 

efet ivamente atualizados na e t a p a  k do processo é dado por 

<~onzRow<k,U>' - NonzRow<k,U>> / 2 + NonzRow<k,U> comi a 

primeira parcela correspondendo a o s  elementos da porção 

t r iangular  e a segunda, a o s  elementos diagonais atualizados. 

Formalmente por tanto ,  podemos expressar :  

C a s o  E s p a r s o  MultiplicacTíes ou subtracires 

Contabilizando-se as opepaçães de divisão, temos: 

C a s o  E s p a r s o  Divisões 



D e s t e  modo, a contabilização to t a l  seguindo a notaçCTo 

introduzida, pode ser expressa por: 

Eliminação CEsparsa> O p e r a r m  & ponto f lutuante 

Para o processo de retro-substituição esparsa, a t í tulo 

de coinparaçCro, apresentam-se os  resultados: 

Retro-Substi tuição <Esparsa> operacões ponto f lutuante 

n - i  
2 C NcsnzRowCk,U> 

k = i  

n - i  
2 C NoneRuw<k,U> 

k = i  

CI.331 Divisões n 

CI.343 Total 

R e s t a  agora se considerar o espaço de armazenamento 

miniino necessário numa abordagem tipicamente esparsa. C 0  

espaço em uma implementaçSo peal, inevitávelmente acaba sendo 

superior a co ta  fornecida, e um coinent&apio a respeito no 

final des ta  seção se f a z  necessái*io, visto que ao longo de 

todo este %ibabalho, o que se almejerá, serão ni&todos que se 

aproximem ao máximo des tas  cotas  tebricas inferiores>. 

No caso de uma representação esparsa, apenas os  

elementos não nulos da  porção triangular superior <incluindo 

a diagonal> da matriz original e da m a t r i z  f a t o r e s  

resultantes,  necessitam s e r  armazenados. 

Como comentado anteriormente, uma vez que s e  assume que 

os  f a t o r e s  de U são reesci-itos poi- sobpe o s  valores originais 

de A, a contabilização do espaço to ta l ,  leva em conta apenas 

a e s t r u t u r a  de elementos nSo nulos da m a t r i z  U, que pela 

natureza aditiva do processo de eliminação, seguramente 

inclui a e s t r u t u r a  da niatriz original A como sub-conjunto. 



M a t r i z  d e  fatores U CEsgarsa) Espaco armazenamento 

€L353 Porção Triangular 

<I.36> Diagonal n 

€1.37 > Total 

D e  posse de todas  as es t imat ivas  apresentadas,  seguem-se 

alguns comentários de modo a des taca r  algumas " f i l ig~anas"  

escondidas e n t r e  o s  valores apresentados,  e que se mostram 

signif icat ivas  no caso esparso.  

Para  tal, vamos mais uma vez r e i n t e r p r e t a r  o conceito e 

a definição de "esparsidade" de uma matriz, introduzindo 

algumas definiçses complementares: 

D e f i n i ç ã o  1.2<12> M a t r i z  Esparsa 

Def ine-se  uma matriz  como e s p a r s a ,  c a s o  o ndmero total  

d e  s e u s  elernentos d i s t i n t o s  d e  z e r o  s e j a  d a  ordem OCn>. 

D e f i n i ç ã o  I.2<13> M a t r i z  Esparsa 

Define-se  uma matr i z  como e s p a r s a ,  c a s o  o ndmero d e  s e u s  

ezementos d i s t i n t o s  d e  zero e m  cada Zinha s e j a  as sumido  como 

uma cons tan te  .r E [N Cpeyuena e m  comparação com a dimens@o n>. 

D e f  in iqão  I.2C143 M a t r i z  Esparsa 

Define-se  uma matriz  como e s p a r s a ,  c a s o  o ndmero total  

d e  seus e lementos  d i s t i n t o s  d e  z e r o  s e j a  d a  forma n l f y  com 

y E [R e limitado ao inter-walo u 5 y c i. 

Em f a c e  das  novas definiç8e;s, apresentam-se as 

es t imat ivas  de volume de cálculo e arinazenamento, obt idas  e m  

função do número de elementos não nulos de cada linha da 

m a t r i z  de f a t o r e s .  

Inicialmente s ã o  exibidos o s  valores "médios" de 

NonzRow<i,U> para  cada uma das definiçses de matriz e s p a r s a  

consideradas <assumidos e m  alguns casos  como cons tan tes  por 

siinplificação>, juntamente com o valor exato para  o caso  de 

m a t r i z e s  densas <a t í t u l o  de comparação>. 



NonzRow<i,U> Densidade 

C I . 3 8 3  P r3 P 

C I . 3 9 3  OC11 l/n 

C I . 4 0 3  T .r/n 

€1.41 3 11 Y J / n  

C I . 4 2 )  n-i roo% 

D e  posse d e s t e s  valores, e 

(1.303, €1.343 e €1.373, obtemos: 

Def. Esparsidade 

I . l C 3 3  

I.2<12> 

1 . 2 C 1 3 3  

P . 2 C 1 4 3  

M a t r i z  d e n s a  

substituindo- se em C I . 2 9 3 ,  

Espaço  Armazenamento Def. Esparsidade 

C I . 4 8 3  p li2 1.1 C 3  3 

C I . 4 9 3  OCn1 1 . 2 C ã 2 3  

C I . 5 0 3  -r n I . 2 C l . 3 3  

C I . 5 1  > 11 1 +Y 1 . 2 C 1 4 3  

C I . 5 2 3  2 
tz /e + t 2 / 2  M a t r i z  d e n s a  

O que se pode observar  é que pela maioria dos c r i t é r i o s  

de esparsidade, o volume de operações da fase de eliminação é 

práticamente da mesma ordem de grandeza que o da fase de 

retro-subst i tuição,  um f a t o  que nso ocorr ia  no caso denso. 

Outro i t e m  in te ressan te ,  é que o primeiro c r i t 8 ~ i o  de 

esparsidade introduzido n e s t e  t rabalho I . l C 3 3 ,  e que a 

princípio parecia ser o m a i s  intui t ivo de todos, por envolver 

apenas o conceito de densidade de m a t r i z e s ,  na verdade é uni 

c r i t é r i o  questionável, sob  o ponto de v i s t a  de ca rac te r i za r  

m a t r i z e s  realmente esparsas .  C Justamente por este fa to ,  é que 

na s u a  definigão formal, não se fixou a principio, nenhuma 

c o t a  p a r a  a densidade tolerada, deixando-a passível de 

al teração e m  função da dimensão do pi\obleina>. 

O que se nota, 6 que a densidade "tolerClvel" de uma 



m a t r i z  "realmente esparsa", deve ser proporcionalmente 

reduzida p a r a  o caso de problemas de dimens3lo muito elevada, 

pois de o u t r o  modo, o volume t o t a l  de cálculo e o espaço de 

armazenamento poderá v i r  a ser tal, que iiiviabilize a solução 

mesmo nos equipamentos de m a i s  grande porte disponíveis nos 

dias a tua is .  

Outra  observação, é que o volume de cálculo, e o espaço 

de armazenamento, no caso de m a t r i z e s  realmente esparsas ,  ser 

práticamente da m e s m a  ordem de grandeza, e na maioria dos 

casos, da  ordem apenas de n <seguramente a c o t a  m a i s  in fer ior  

possível em qualquer abordagem espapsa p a r a  o problema>. 

4 Ou s e j a ,  e m  e s p a r s i d a d e ,  q u a l q u e r  e s t r u t u r a  d e  dados o u  

~ n e t o d o l o g i a  d e  imnplementaçQ"~ q u e  v e n h a  a r e q u e r e r  e s p a ç o  de  

a r m a z e n a m e n t o  o u  vo lume  d e  cálcuZo d e  o r d e m  s u p e r i o r  a n,  

estará se dis tunciarndo  cada vez da mdxima e f i c i 9 r i c i a  

c o n t p u t a c i o n d ,  n ã o  e x p l o r a n d o  p o r t a n t o  p l enamente  a s  

caracter.isticas e s p a r s a s  do p r o b l e m a  a ser s o l u c i o n a d o .  

Isso  leva a uma constatação ainda m a i s  "implacável", 

pelo f a t o  da grande totalidade dos algoibitnios desenvolvidos 

até hoje, nos vár ios  da computação científica,  

requererem, <mesmo e m  s u a s  melhores implementat$3es>, volume 

de operações superior  a OCnD em muitos dos casos, implicando 

e m  que sequer  s e  possa cogi tar  e m  aplicá-los à alguma das 

e t a p a s  do processo de solução. 

Corno exemplo t ípico pode-se c i t a r  o problema de se 

ordenap o s  elementos de um conjunto de ve tures ,  e que será 

apresentado no capitulo 11, e m  que a solução ppática p a r a  o 

mesmo, adv&m da dupla aplicação de um algoibitnio pa ra  

transposição de matrizes e s p a r s a s  CASI, e não por repet idas  

aplicaç6es de um algoritino de ordenamento como o Q u i c k S o r t  

[K41 por exemplo. 

Outra  constatação que se pode chegar a p a r t i r  do f a t o  do 

volume t o t a l  de cálculo pa ra  o caso de makrizes 

significativamente e s p a r s a s  <como É. o caso de algumas das 

m a t r i z e s  de potência, em que o ntiniero de elementos não nulos 

por cada linha poder ser papa f i n s  prát icos,  considerado como 

constante,  e da ordem de uns 3 a 4 elementos por exemplo>, é 

que qualquer s o r t e  de overheads computacionais adicionais, 

passam a ser extremamente significativos no desempenho f inal  



do p r o c e s s o  

m u i t o  baixo 

o b t e n ç ã o  da 

como acesso 
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d e  e l iminação ,  v i s t o  s e r e m  executadas um nfiniero 

de operaçí-íes r e a l m e n t e  necessárias para a 

solução d o  p r o b l e m a ,  ficando a cargo de operações 

indireto a membx-ia, inicialização e i n c r e m e n t o  de 

loops, etc ... u m a  boa parcela do . t empo  efetivo d e  c o m p u t a ç ã o ,  

q u e  poderia ser m e l h o r  a p r o v e i t a d o .  

Em t e r m o s  d o  vo lume  total  d e  opepações a r i t m é t i c a s ,  as 3 

alternativas de acesso e geração da m a t r i z  d e  fatores, papa o 

caso genérico, apresentadas na seção 1.1 d i s p e n d e m  um vo lume  

idêntico de operaçães. 

Porem,  é interessante se p e r g u n t a r ,  e se observar, se ao 

longo de cada etapa d o  processo d e  e l i m i n a ç ã o  i s o l a d a m e n t e ,  

tal volume de c á l c u l o  se m a n t é m  i g u a l m e n t e  distribuído nas 3 

a l t e r n a t i v a s  consideradas., ou se ao longo d o  d e s e r m o l a r  do 

processo, a l g u m a s  das  e s t r a t é g i a s  t e n d e m  a a p r e s e n t a r  a l g u m a  

r e d u ç z o  ou a c r e s c i m o  ao vo lume  de cálculo para se c o m p l e t a p  a 

i ' e z i m a  etapa da e l iminação .  

P a r a  tal, será preciso lançar mão  n o v a m e n t e ,  das 

expressões 1 .  1.11 e 1.13, cujas expressões dentro de cada 

s o m a t b r i o ,  espel l sam a volume de operações a r i t m & t i c a s  

e f e t u a d o  na i 9 e z i i n a  <ou k?ezi ina> e t a p a  do processo de 

e l i m i n a ç ã o  de coeficientes de uma matriz densa d e  d i m e n s ã o  n. 

C a b e  ressaltar, q u e  no caso da alt,ernativa I.lCC>, para 

f ins  de padronização, t o m o u - s e  a liberdade de exppessax- e m  

t e r m o s  da  v a r i á v e l  i, a parcela correspondente ao vo lume  d e  

c&lculo, que o r i g i n a l m e n t e  e s t a v a  expressa e m  t e r m o s  de k no 

s o m a t b r i o  original. 

A l t e r n a t i v a  I.iCA2 Volume & c á l c u l o  E t a p a  i < D e n s a >  

A l t e r n a t i v a  I.ICB3 Volume de  cálculo E t a p a  i < D e n s a >  

A l t e r n a t i v a  I.lCC> Volume & cAlculo E t a p a  i < D e n s a >  



Uma análise gráf ica do comportamento das 3 funções 

mostra-se in te ressan te ,  sendo exibida na fig-I<4> um pouco 

m a i s  adiante. 

O que se percebe é que a a l t e rna t iva  I.lCB> é a mais 

"balanceada" de todas, e m  te rmos  de e f e t u a r  um volume mais 

práximo de uma t a x a  constante ,  enquanto que as duas o u t r a s  

al ternat ivas ,  apresentam um comportamento "explosivo" em uma 

das e t a p a s  extremas do processo de eiiminação. 

Confrontando-se o s  gráficos, coni as f i 1  I<2> e 

IC33, percebe-se claramente o poi-que d e s t e  comportamento: 

N a  atualização I A  a medida que o processaniento 

avança, o volume de cálculo tende a aumentap, pois o número 

de elementos das  colunas sendo geradas aumenta, e com ele, o 

niimero de o u t r a s  linhas que necessit,apão ser sub t ra ídas  de 

modo a se g e r a r  a coluna corrente .  

D e  modo oposto, na al ternat iva 1 . 1  o tamanho das 

sub-matrizes vai sendo reduzido, e juntamente com ele., o 

volume de operaçires necessár ias  p a r a  a conclusão da i,ezima 

etapa.  

N a  a l ternat iva I B >  percebe-se que embora a região 

sendo acessada dupante o processo de geração da i,ezima linha 

varie e m  função de i, o produto do número de linhas 

contr ibuintes  verszls a largura da contribuição da  "área" 

abrangida tende a se manter práximo de um valor m a i s  ou menos 

uniforme a o  longo de todo o ppocesso. 

Um comentário que se lança aqui, m a s  que s ú  poderá ser 

mellmr apreciado na seção 11.4, é que na hipdtese de se 

adotar  estrat&g' ias  "híbridas" pa ra  o processo de geraçZSo dos 

elenientos <com a aplicação de a l t e rna t ivas  d i s t i n t a s  p a r a  

regiões selecionadas na m a t r i z  de f a to res ) ,  o gráf ico da 

fig_IC4> fornece um c r i t é r i o  inicial p a r a  se determinar o 

ponto de "corte" e n t r e  as a l te rna t ivas ,  visando-se 

"balancear" a o  máximo o volume de cálculo a o  longo de todo o 

processo. <Um exemplo, pode ser tomando-se a a l t e rna t iva  

1 1  da e t a p a  1 at& Cn+1>/2, aplicando-se a segu i r  a 

a l te rna t iva  1 . l C  papa se completar a geração da porção 

r e s t a n t e  das  primeiras <n+1>/2 linhas acima da re fe r ida  linha 

e m  questão, o finalmente, lançando-se mão da a l t e rna t iva  

I.lCC> papa se gepar as demais linhas r e s t a n t e s ,  at& o f inal  

do processo>. 



I, N o  c a s o  e s p a r s o ,  o comportamento d a s  d i f e r e n t e s  

a l k r n a t i v a s  n8o pode ser modelada exatamente  pe las  c u r v a s  d a  

$~É~_Ic.&, uma v e z  que  a e t a p a  d e  reordenamento &timo d a s  

eWKtç6es Cvisando a redução d e  fill-in's),  invaridvelmente  

t e n d e  a l e v a r  O acúmztlo do  esforço comgutarcional para a s  

e t a p a s  f i n a i s  d o  p r o c e s s o ,  d e  modo a se e v i t a r  a o  rnhxima a 

i n t r o d u ~ ã o  prematura d e  ezementos  d e  fill-in. 

T a l  comportamento será v i s to  e m  detalhes, e comentado na 

SeÇão 11.2 onde se apresentam as técnicas  mais usualniente 

elnpregadas na l i t e r a t u r a ,  visando-se a reduçCio da criação dos 

novos elementos de fiZZ-in. 

O que se pepcebe fácilmente, B que o "ponto de cor te"  

simplesmente acabar4 sendo "deslocado" p a r a  m a i s  adiante,  até 

que o esforço  computaciona1 dispoi~dido com a a l t e rna t iva  

A de geração dos f a t o r e s  por colunas, comece a 

alBresentar um volume comnputacioi~ai super ior  ao  das  demais 

a l t e rna t ivas .  

fig-lC4) - Volume cálculo <caso denso> 



Em se t ra t ando  de "ponto de corte", poderia-se se 

cogi tar  um o u t r o  cr i té r io ,  e m  função do comentário a n t e r i o r  

de que no caso esparso  Capbs o reordenamento>, o f ina l  do 

processo v i r  a conter  as linhas mais "carregadas" de 

elementos, decorrentes  do processo cumulativo da propagação 

dos fill-ink, e que a p a r t i r  de uma c e r t a  e t a p a  do processo, 

podem ser consideradas p a r a  f i n s  prAticos como "densas" <ou 

"quase densas" pela def inição I.1<43>. 

N e s t e  caso, valeria a pena se questionar, a p a r t i r  de 

que ponto tal "enchimento" das  linhas inevitávelmente ocoribe, 

e qual a dimensão da sub-matriz densa restaante,  e m  comparação 

com a dimensão t o t a l  do problema original. 

Tal questão no e n t a n t o  não é passível de uma soluçZ!io 

analí t ica formal, v i s to  ser o ponto de "enchimento", unia 

ca rac te r í s t i ca  um t a n t o  quanto "não deterministica", e m  

funçCio da disposição e s t r u t u r a l  de cada m a t r i z ,  e do 

reordenamento c5 timo aplicado. 

N a  l i t e r a t u r a  encontram-se alguns t rabalhos taa tando 

dea ta  questão IG71, lD261, que no en tan to  não foram bem 

sucedidos, ou não t iveram aplicabilidade num caso m a i s  geral, 

Cencontrando-se est imativas  apenas pa ra  dekerminadas classes 

de m a t r i z e s  e m  particular>. 

r) A s s i m ,  uma o u t r a  p e r g u n t a  a l t e r n a t i v a  q u e  se p o d e  f a z e r ,  

e esta pass5veZ de  a t a q u e  e s o l u ç ã o  analitZcu, como v e r e m o s  

l o g o  a d t a n t e ,  é d e t e r m i n a r  o "ponto  d e  corte" o n d e  a uolume 

d e  o p e r a ç õ e s  d i s p e n d i d a  com uma fa toraç l io  tipicamente 

e s p a r s a ,  se i g u a l a  ao vo lume  d i s p e n d i d o  na! f a t o r a ç ã o  d e  uma 

s u b - m a t r i z  comple tamente  d e n s a .  

Para a determinação do ponto onde o volume de cálculo se 

iguala, lançaremos mão dos resul tados já apresentados n e s t a  

seção, em part icular  as relações de (1.43) até CI.473, pa ra  

cada uma das diferen.f;es definiç8es de esparsidade 

consideradas. 

Denotando-se por n' a dimensão da matriz densa <que se 

deseja  determina.>, e por  n a dimensão da m a t r i z  e s p a r s a  

original, cujo volume de cálculo pa ra  a elimii~ação devera ser 

igual ao  da m a t r i z  densa, chegamos a o s  seguin tes  resul tados 

pa ra  cada um dos c r i t é r i o s  de esparsidade: 



Dimensão nr €densa> Def. Esparsidade 

1/3 
Percebe-se iiitidameixte uma depend&ncia e m  termos de n 

e m  práticamente todos o s  casos, a exceção de CI.563 que como 

já se havia comentado anteriormente,  não é um bom c r i t 8 r i o  

pa ra  medida do grau de esparsidade de uma matriz, a menos que 

se tome p como alguma função decrescente e m  termos de n, como 

por exemplo p = l/n, caso e m  que a expiwssão (1.563 acaba 
n 

recaíndo e m  CI.573. 
1/3 Outpa dependência que não B explicitamente de n m a s  

que em c e r t a s  circunstâncias pode ser considerada como tal., é 
2y/3 

a da s.elação (TI.593, onde o termo 1-1 pode ser encarado 

como praticamente "constante" €caso a medida c a r a c t e r i s t i c a  y 

seja suficientemente próxima de zero,  ou relativamente 

pequena se, comparada a dimensão do problema, pa ra  que se 

possa despi\ezai- a contribuição do termo considerado>. 

O que se deve no ta r  8 que o valor estimado de n' é na 

verdade uma c o t a  infer ior  p a r a  o tamanho de uma m a t r i z  densa, 

cujo volume de cálculo no processo de eliminação, se iguale 

ou supere  o esforço  t o t a l  de fatoraqZo de uma matr iz  

"realmente esparsa" <tal que não contenha sub-popçi$íes densas 

de tamanho significativo>. 

Ou seja na prát ica,  é possivel se encont rar  mat r izes  

cuja  porção densa seja maior do que o valor considerado da 

oredein de n1j3, caso este e m  que seguramente, o processamento 

denso ao  f inal  da matriz, ser& dominante em termos de esforço  

coniputacional, se compapado a porção tipicamente e s p a r s a  

eliminada n a s  fases iniciais. 
1/3 O que o valoik n di ta ,  B na vepdade um valos. limite 

mgximo que poderá admitir a sub-porção densa de uma m a t r i z ,  

de modo a que o processamento d e s t a  porção, nSo seja o mais 

preponderante no processo de eliminação como um todo. 

M a t r i z e s  de potência na  maioria das  vezes atendem a este 

requisito, com uma sub-porção densa de algumas poucas linhas 

ao f inal  do processo, e m  matr izes  com dimensões da ordem de 



m i l h a r e s  de linhas. 

N e s t e s  casos, a p o r g ã o  d e n s a  nSo B p r e p o n d e r a n t e  e o que 

conta é a efici&ncia dos cbdigos v o l t a d o s  para o 

p r o c e s x a m e n t o  esparso. 

C a b e  dizer, que m a t p i z e s  c o m  cara~te~isbicas s i m i l a ~ e s  

as de potência citadas, ou seja, c o m  um númei-o d e  e l e n i e n t o s  

por linha e x t r e m a m e n t e  baixo C3 a 4 e l e m e n t o s  p o r  exemplo> ,  e 

d i m e i í s õ e s  elevadas, c o n s t i t u e m  u m a  d a s  classes de m a t r i z e s  e m  

que toda sorte d e  a p r i m o i l a m e n t o  da eficiêiicia final do c & d i g o  

se faz notar c o m  d e s t a q u e .  

Ao longo deste tex to ,  v e r e m o s  abordagens que a l ca i i çan i  

u m a  m a i o r  eficiência, tanto p a r a  porções s i g n i f i c a t , i v a m e n l e  

esparsas, c o m o  nas seções 111.4, 111.2 e IV.4, b e m  c o m o  para 

porções densas e m  111.4, 111.3 e 111.4. 



1.3 Evolução histbrica dos métodos de esparsidade 

E s t a  seção visa apenas a s i t u a r  o l e i to r  em face à 

constante  evolução das técnicas de esparsidade ao  longo das  

d l t i m a s  duas décadas, destinandu-se específicainente aos  

interessados e m  ter uma breve noção do avanço cronolbgico 

sofrido pelos métodos de solução, em função da introdução de 

novas arqui te turas ,  descoberta de novos algcwitmos ou o 

estabelecimento de técnicas de iniplementação mai s  eficazes. 

A área de resolução de s i s t e m a s  esparsos  é certamente 

uma das mais difundidas por praticamente todos o s  ramos da 

engenharia, englobando aplicaçiSes desde: controle de t rafego 

aéreo, as t rof ís ica ,  engenharia química, simulação de 

circuitos, demografia, modelagem econdmica, ppojet,o de 

r e a t o r e s  nucleares, fluxo de potência btimo, modelagem 

estocást ica,  espalhamento aciIistico, modelagem de 

rese rva td r ios  de petróleo, solução de equaçiSes diferenciais 

ordinárias e parciais, problemas de Navier-Stokes, 

oceanografia, problemas e s t r u t u r a i s  de engenharia civil com 

modelagem por malhas, elementos finitos,  redes  de s i s temas  de 

potência, problemas e s t r u t u r a i s  decorrentes  do p ro je to  de 

e s t r u t u r a s  da indústr ia  naval, aeroespacial e 

automobilística, programação matemática Clinear e não 

linear), e i-esolução de problemas de mínimos quadrados em 

otimização e e s t a t í s t i c a ,  e n t r e  out ras .  

A primeira aplicação das técnicas de esparsidade pa r a  a 

solução de grandes s i s temas  lineares, remonta Si década de 50, 

se devendo aos  esforços  de pesquisa nas  A r e a s  de Elementos 

Finitos e Programação Linear. TBcnicas de "redução de banda" 

e o cr i t&r io  de Markowitz CM31 para  o pivoteamento pertencem 

a esta fase e m  particular. 

Para o s  problemas tipicamente encontrados na área de 

potência, as técnicas de redução de banda não se mostraram 

adequadas. A solugão de s i s t e m a s  l ineares  esparsos  n e s t a  

época invariávelmente implicava na utilização dos métodos 

i t e ra t ivos  clássicos, KT151, CV61, CY31 com uma t axa  de 

convergência na maioria das vezes baixa. 

No f inal  da década de 60, apbs a publicação do 



revolucionário ar t igo de Tinney & Walker CT21, a solução de 

problemas esparsos mediante o uso de m4todos diretos de 

solução passou a ser uma realidade, graças ao bom desempenho 

alcançado pela heurística de "menor grau", conhecida como o 

cr i tér io  # 2 de Tinney <ou simplesmente T2>. 

Outros cr i tér ios  m a i s  onerosos que o segundo proposto 

por Tinney foram experimentados, como por exemplo o te rce i ro  

crit&io, baseado na minimização local do número de f5Z.l-ins 

<eficientemen&e iniplementado e m  CC11>. 

O c r i t é r io  T2 Crninimurn degree) consagrou-se no entanto 

para as aplicações encontradas na A r e a  de pot&ncia, podendo 

ser encarado como uma particularizaçllo do c r i t é r io  de 

Markowitz, para o caso de matrizes simétricas. <Com um 

excelente survey  da enorme evolução pela qual passou e s se  

ci-it&i-io de ordenamento, apresentado e m  IU21). 

Paralelamente a evolução das técnicas de ordenamento 

dtimo para a esparsidade, o s  trabalhos pioneiros de Tinney 

CT21 e de Gustavson IU141, CG151, tornaram realidade a 

soluçCio de grandes sistemas lineares <até. ent- com milliares 

de equações). 

Do início dos anos 70 dois conceitos 

fundamentais e aplicados desde então ao processamentm 

esparso, a saber: a utilizaçSo de vetores  de trabalho EU151 e 

de esquemas de pré-pi-ocessamento sirnlx5lico CG141. O primeiro 

des tes  esquemas acarretando o v e ~ h e a d s  e m  termos de tempo de 

execução, enquanto que o segundo iiiivariávelmente introduzindo 

ouerheads  nem sempre toleráveis no espaço de armazenamento 

Cem favor de uma maior eficiência final, a nivel de tempos de 

execução>. 

Em esparsidade a dicotomia "tempo x espaco" t- uma 

presença constante, e que depende fundamentalmente do t ipo de 

es t rá teg ia  de solução adotada <métodos diretos, i tera t ivos  ou 

híbridos) e dos recursos disponiveis para a so1uçâ;o <memória, 

tempo de CPU e tipo de arquitetura).  Em muitas situações um 

ponto de balanceamento ótimo <nem sempre fácil ou possivel de 

ser alcançado) encontra-se numa combinação do melhor e n t r e  

tais mundos. 

Ass im,  a utilização de esquemas Iiibridos, 

aproveitando-se de técnicas densas e esparsas, resultou e m  

abordagens nas quais dois ou m a i s  níveis de processamento são 



considerados de acordo com a densidade de cada suh-matriz 

encontrada durante  o processo de soluçSo como e m  ID11, IA81 e 

iD351. 

Conceitos como o s  de "tipos de variabilidade" tainb8m 

remontam a esta Bpoca e m  particular,  enquanto as idéias de 

processamento por blocos introduzidas por  Hachtel CH11, 

f a z i a m  s u a  primeira aparição no cenário das  t8cnicas de 

esparsidade. 

No início dos anos 80, implementaç8es e s p a r s a s  

extensivamente t e s t a d a s  como as de Wakeploo íQ101, CUSI, Yale 

[E21 e H a r w e l l  CH21, CD121 tornaram-se realidade, tomando 

como base na maioria dos casos  as e s t r u t u r a s  de dados já 

en tão  padronizadas CE11, CD101, E6201 <fundamentadas no uso 

de v e t o r e s  de trabalho ou de acumulação> e c r i t e r i o s  de 

ordenamento como o de Linney # 2. 

Com o surgimento das  primeiras a rqu i t e tu ras  ve to r i a i s  no 

inicio da dkcada de 80 CH111, as e s t r a t é g i a s  p a r a  a solução 

e s p a r s a  ef ic iente  de problemas de gPande por te ,  acabaram 

tendo de ser completamente reformuladas, v i s to  ser na Bpoca, 

substancialmente infer ior  o desempenho de códigos baseados e m  

acessos  indi re tos  a memória, nos quais a quase totalidade dos 

m8todos espa r sos  dese~wolvidos até então  se baseavam C e m  face  

a o  bom desempenho obtido pelos códigos voltados paz-a o 

. tratamento de m a t r i z e s  densas, e que viabilizavam a 

exploração das  c a r a c t e r í s t i c a s  ve tor ia is  das novas 

arqui teturas) .  

A p a r t i r  d e s t a  "restr ição" computacianal, o s  m&todos 

"Multi-Frontais" CD401, CD231, CL41, <que na verdade podem 

ser encarados como uma extensão de uma metodologia 

sólidamente j& consagrada na  solução dos grandes problemas da 

área de análise estputuihal, como o caso dos métodos 

"Frontais" CIlI), acabaram por se firmar definitivamente como 

a melhor a l t e rna t iva  para  implementação nos supercomputadores 

da época, por alcançar uma maior eficí&ncia ve tor ia l  dos 

códigos de eliminagSo, mediante a subdivisão d e s t e  processo, 

e m  e t a p a s  cu ja  exploração de i n a t r i z e s  com c a r a c t e r í s t i c a s  

iminentemente densas passassem a seih dominantes s o b r e  as 

demais e t a p a s  do processo. 

A necessidade de cQdãgos e fatoraçSo extremamente 

eficierrtes continuava a e x i s t i r  em muitas BPeas de aplicação, 



especialmente naquelas em que apenas poucos elementos do 

s i s t e m a  sofr iam a l te rações  em valor numérico e n t r e  soluções 

sucessivas  de s i s t e m a s  com m a t r i z e s  de mesma e s t r u t u r a  <um 

caso t ípico na area de otimização). 

Desta necessidade surgiram o s  métodos de "refatoração 

parcial" baseados e m  s p a r s e  vectcrrs CB81, CG271 e CU281, IS81 

que continuam a desper t a r  i n t e r e s s e  até hoje, especialmente 

na f a s e  de ordenamento, em a r q u i t e t u r a s  do t ipo  paralelo. 

Assim, c r i t ép ios  baseados na minimização da a l t u r a  da  

"arvore de caminhos de eliminação" IG271, EG281, passaram a 

ser c a n ~ i d e ~ a d o s  como novos "cr i té r ios  de desempate" p a r a  a 

heurís t ica  de "menor grau". 

Chegamos a o  f inal  da década de 80, e se forem 

considerados o tamanl~o dos problemas solucionáveis e o tempo 

de soluçClio dispendido, comparando-os com o s  de duas ou tr&s 

décadas atrás, veremos que o avanço f o i  gigantesco, t a n t o  do 

ponto de v i s t a  do hardware,  como do s o f t w a r e .  

Para  o f inal  dos anos 80 ainda estavam reservados dois 

últimos avanços, e que exploram caracterfist icas do hardware 

encontradas n a s  a rqu i t e tu ras  mais avançadas atualmente 

disponíveis. 

O "redescabrimento" da abordagem via "sziperncrdes" IA111, 

[H51 Conde blocos de elementos não nulos contíguos s ã o  

t r a t a d o s  como uma única entidade na e s t r u t u r a  de 

representaçso  adotada> veio a ser merecedor de um importante  

premio de supercomputação em 1988 íB101 <com uma 

implementação vetorial/paralela ef ic iente  baseada na  

exploração d e s t e  conceito>. 

Finalmente uma abox-dagem importante  propos ta  jb no 

inicio d e s t a  década, é a da representação particionada p a r a  a 

inversa da matriz de f a t o r e s  CA21, CA61. A caractei-ískica 

inovadora d e s t e  método reside no f a t o  de permit i r  a solução 

de miíltiplos s i s t e m a s  <com d i fe ren tes  lados d i re i tos)  

mediante a utilização de produtos do t i p o  m a t r i z  x v e t a r  <no 

lugar do processo de re t ro-subs t i tu ição  adotado na abordagem 

convencional e que em a rqu i t e tu ras  paralelas não pode ser t ã o  

bem explorado quanto as: operaçTS'es do t i p o  produto matricial>. 

Paralelamente a o s  avanços na fase numérica de fatopação 

e solução, a evolução e aplicação recen te  das  técnicas  de 

"pré-ppocessamento siinbólico" CU31, CG41 especialemente em 



implementações de Progi-amacao Linear baseadas nos Métodos de 

Pontos In ter iores  [All, íM11 a l é m  do trabalho pioneiro de 

Gustavson na geração de codigos Zoop-free Cal41 na década de 

70, mostram que a busca por cddigos cada vez m a i s  e f ic ientes  

é uma cons tante  na I ~ i s t d r i a  das técnicas de esparsidade. 

Cabe mencionar aqui, o crescente  avanço obtido, a o  se 

passar  de uma abordagem "cMssica" baseada e m  listas 

encadeadas e criação "dinamita" de fiZZ-in's, papa a 

abordagem "ti*adicional" dos dias atuais ,  baseada e m  fases 

d i s t in tas  de processamento, com a geração previa da e s t r u t u r a  

de f a t o r e s  r esu l t an tes  e a adoção de uma i-epresentação 

"supernodal" sequencial durante a fase numérica de solução. 

Recentes conquistas na fase de fa toração simbólica 

apontam cada vez n ia i s  para  o uso de e s t r u t u r a s  "quase *timas" 

EU31 <do ponto de v i s t a  da quantidade de informação 

necessAria pa ra  se ca rac te r i za r  uma matriz), baseadas no uso 

da "arvore de caminhos de eliminação" CL111, chegando-se nos 

dias  a t ua i s  a descoberta de "esquemas compactus" de 

armazenamento [L101 que e m  alguns casos superam e m  pelo menos 

uma ordem de grandeza a economia obtida por um esquema de 

compressZh "tradicional" como o de Shermann CS61, CD6l 

€utilizado até então  com sucesso nas  últimas duas décadas). 

A preocupação com a minimização de toda  a s o r t e  de 

oue rheads  como paginações CL11, utilização ef iciente  de 

memárias tache íB91, e o uso de políticas ef icazes de 

gerenciamento das  info~mações  armazenadas e m  meio secundário 

Cí3111, CL131, CL141, mostra-se cada vez n i a i s  determinante no 

sucesso das novas implementações, bem como a ppeocupação com 

a redução do espaço t o t a l  de armazenamento via o uso de 

e s t r u t u r a s  dinâmicas como e m  CB11, Ii321. 

A fa toração esparsa  ef iciente  nas  a rqu i t e tu ras  ve to r i as  

ou paralelas ex i s t en tes  CA121, CH51, const i tui  um dos 

desafios de s t a  d&cada, servindo de base pa ra  a implementagão 

eficaz de unia grande paiwela dos métodos de otimização Não 

Linear e m  gera l  CD471, [%SI, 1261. 

A t é  niesmo a aplicação de ant igas  t8cnicas como a de 

"desenrdainento de loops" CD21 e n c o n b a  t e r r e n o  fértil na 

busca por menores uve rheads  intr ínsecos de processamento. 

O problema da fatox-ação ef iciente  nas  novas a rqu i t e tu ras  

vem sendo merecedor por si s8 de uma atengão redobrada desde 



m e a d o s  d a  d é c a d a  de 80. C l á s s i c o s  d e  análise ~ s u m & r i c a  c o m a  os 

d e  Uolub Ik Van L o a n  CU391 ded icam agora capítulos inteiros à 

fatoração 110s d i v e r s o s  t i p o s  d e  a r q u i t e t u r a  existentes c o m o  

e m  íD31 e C031 p o r  exemplo .  

Para finalizai- esta seçso, c o m o  m u i t o  b e m  colocou D u f f ,  

<um dos m a i s  re i somados  p e s q u i s a d o r e s  d a  á r e a 3  e m  íD451, 

r e a f i r m a m o s :  

"O futuro aponfa  c a d a  vez niazs para  O cons tan te  

desenvolv i inento  e a plena ut.iZizac;ão d e  n o v a s  t é c n i c a s  d e  

e s p a r s i d a d e ,  s e n d o  portanto  extremamente p r o m i s s o r  n6b a p e n a s  

n o s  d i a s  a t u a i s ,  como n a s  d e m a i s  g e r a ç 6 e s  d o  futuro prdxirno". 
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C a g í t u l a  I[I 

ABORDAGEM CONVENCIONAL 

A evolução "tecnológica" da área de esparsidade nos 

últimos 20 anos foi  incrível, como se pode no ta r  na últinia 

seção do capítulo anter ior .  

T a l  sucesso advéni de sucessivos aprimoramentos 

introduzidos ao  longo das últimas décadas, e que acabai-ani por 

cons t i tu i r  uma base extremamente sólida e coesa, pa ra  o 

desenvolvimento e adaptação de novas técnicas, nas  m a i s  

diversas  arquiteturas; . .  

N e s t e  capítulo, concentra-se numa abordagem Cpara o s  

dias atuais),  t i da  como "convencional", ou seja baseada e m  

mrltodos de amplo conhecimenko e aceitação pela l i t e ra tu ra ,  e 

voltados pa ra  a rqu i t e tu ras  esca lares  tradicionais, ou seja 

monoprocessadas, com uma iinica instrução básica efe tuada  por 

vez, e baseadas no modelo original de Von Neum.unn. 

Como pode ser notado no capítulo intx-odutório, a 

implemenhação ef iciente  do problema de resolução de sistemas 

l ineares  e spa r sos  por métodos diretos ,  é de na tu reza  

intrínsecamente "modular", onde pelo menos 4 e t a p a s  bbsicas 

d i s t in ta s  podem ser apontadas: 

r, Reordenamento visando a redução de fiZZ-in's 

Determinação da e s t r u h u r a  da m a t r i z  de f a t o r e s  

Fatoração numérica propriamente d i t a  

a Retro-substi tuiçães t r iangulares  

No p resen te  capítulo s e r ã o  apresentadas cada uma d e s t a s  

técnicas nas  sucessivas  seções ao longo do tex to .  

Um o u t r o  aspecto de v i t a l  importância em esparsidade, 

merecedor da atengão inicial d e s t e  capítulo, é o das 

e s t r u t u r a s  de dados a serem adotadas para  a 1-epresentação 

das matrizes e e s t r u t u r a s  auxiliares empregadas no processo 

de solução. 

V a l e  lembrar, que de nada adianta se lançar mão de 

algoritmos teór icos  de eficiência comprovada, se as 

e s t r u t u r a s  de dados adotadas não forem as mais adequadas. 



11.1 Estruturas elemntares de  armaaenamento 

E s t a  seçzo apresen ta  algumas das principais e s t r u t u r a s  

de dados utilizadas no armazenamento de matrizes esparsas ,  

reportando-se o i ao  apt-ndice A para  uma descrição 

complementar a esta seção <formalizando-se a notação a ser 

adotada na representação de matr izes  e ve t a r e s  auxiliares ao  

longo de todo o texto>.  

Apenas o caso da representação de m a t r i z e s  s imétr icas  

<definidas positivas>, será considerado, v is to  ser este o 

escopo de abordagem do p resen te  trabalho. Em todas  o s  casos  

n e s t a  seção portanto,  assume-se que apenas uma porção 

triangulai- Csuperior ou infer ior> incluindo-se a diagonal, 

seja de f a t o  explicitamente armazenada. 

Uma propriedade inerente  ao  processo de eliminação 

gaussiana esparsa,  e que vem permitindo o contínuo avanço das 

técnicas de solução por métodos d i re tos  desde CTZI, é o f a t o  

de por meio de uma permutação adequada de linhas e colunas da 

matriz original, se conseguir que a matr iz  de f a t o r e s  

resul tante ,  na maioria das vezes permaneça esparsa.  

A densidade da m a t r i z  de f a t o r e s  no entando, acaba por 

ser inévitavelmeiite superior  a da m a t r i z  original, pelo f a t o  

do processo de eliminação intrinsecamente tender  a c r i a r  

novos elementos não nulos <denominados BZl-in's) ,  e m  

posições que originalmente não eram explicitamente 

consideradas. 

A p r i n c i p a l  raz&o  p a r a  se adotar uma e s t r u t u r a  e s p a r s a  

d e  armazenamento  p a r a  a m a t r i z  A do s i s t e m a  o r i g i n a l  e p a r a  a 

m a t r i z  d e  f a t o r e s  U a s s o c i a d a ,  e s t d  no  f a t o  de  se a r m a z e n a r e m  

a p e n a s  a s  informaçc-ies r e f e r e n t e s  aos s e u s  e l e m e n t o s  n ã o  

n u l o s ,  e q u e  c o n f o r m e  visto n a  seção 1.2, r e p r e s e n t a  uma 

sens<veZ  economia  e m  co inparação  c o m  un-cu r e p r e s e n t a ç ã o  "densa" 

p a r a  o mesmo probZema. 

U m a  representação v-"-' explora plenamente a 

ca rac te r i s t i ca  esparsa  de uma matriz A, é considerA-la na  

forma de um gra fo  UA <não orientado3 como na fig-IIC1) onde 

cada aresta unindo o s  nbs i e j  indica a existência de 

elementos não nulos nas  posições a <e a por s i m e t r i a ) .  i j  j i  



figJI<l> - Glrafo associado 2 m a t r i z  

A s s i m  em principio, qualquer- das e s t r u tupas  normalmente 

utilizadas pa r a  a representação de g ra fos  poderia ser adotada 

para  a representação de uma matriz esparsa,  como "listas de 

adjacBiicias", ou  de arestas na forma C i , j , u .  .3 por exemplo. 
L.J 

Do ponto de v i s t a  de simplicidade, as listas de arestas 

são  considerávelmente m a i s  práticas e fáce is  de se manipular 

do que as listas de adjacêrncias, porém não s ão  as mais 

adequadas pa r a  o t ipo  básico de operações eiicontradas durante 

o processo de  fatoração,  principalmente durante pesquisas 

inserç8es e remoções de elementos Cefetuadas com frequgncia 

durante a fase inicial de reordenamento>. 

Assim, por  s u a  "amenidade", este t ipo  de e s t r u t u r a  

normalmente é adotado apenas na  in ter face  final com o 

usuário, trabalhando-se com uma representação in te rna  por 

adjacências durante  todo o r e s t a n t e  do processo. 

A representação por ad_jacêiicias por s u a  vez, pode ser 

feita usando-se uma implementaçãu por listas "encadeadas" ou 

por uma representação "sequencial", detalhada a seguir.  

O uso de listas encadeadas, embora mais flexível, não é 

necessário, quando jb se dispBe da e s t r u t u r a  f inal  da matr iz  

de f a t o r e s  resul tantes  ao  final do processo de eliminação 

(obtida em alguma e t apa  prévia, mediant-e alguma das técnicas 

a serem apresentadas nas  s eç se s  p ~ s t e r i o ~ e s  de s t e  capítulo). 

Utiliza-se por tan to  uma representação de adjacências por 

"listas encadeadas", apenas enquanto ainda não se conhece a 

e s t r u t u r a  da matriz de f a t o r e s  resul tante ,  v i s to  que uma vez 

de posse des ta  e s t r u t u r a ,  pode-se converter  a representação 

"encadeada" numa "sequencial" equivalente, ganhando-se de s t a  

forma e m  termos de espaço <com a liberagão dos apontadores 

para  o prdxinio elemento da lista> e e m  eficiQncia, pois na 

maioria das a rqu i t e tu ras  de computadores escalares  

convencionais como notado e m  CA81, uin acesso "ssequencial" & 



sempre m a i s  ba ra to  <ou de mesmo custo)  do que um acesso 

"rai~dBmico" <do t ipo  indireto A membria) e inevitAve1 numa 

representação "encadeada" por lista de apontadores. 

Um esquema tradicionalmente utilizado para  a 

representação sequencial por listas de adjacências para  uma 

m a t r i z  s imétr ica <com o armazenamento da diagonal e m  

separado> é apresentado na fig-IIC23 onde I A  aponta para  a 

posição inicial das  listas de adjactsncias associadas à cada 

linha, JA denota a coluna correspondente e AN o valor 

rium&rico de cada elemento associado <com o a~mazenamento da 

diagonal, f e i t o  no ve to r  denso auxiliar AD3. 

IA: 

JA: 

C21 - RepresentaG30 sequencial poi' ad jac&ncias 

Explorando-se o f a t o  de que a e s tpu tu r a  de elementos ngo 

i-iulos de cada linha da matr iz  original A é um sub-coi-ijunto da 

e s t r u t u r a  da linha resu l t an te  na matriz de f a t o r e s  aJi, 

<conforme será v i s to  na seç3o II.3>, um esquema sequencial 

"segmentado" de armazenamento como o exemplificado na 

fig_IIC3> pode ser adotado no lugar do esquema "contiguo" 

apresentado na f igura  anter ior .  

A vantagem des t e  novo esquema como observado em TA81 

está e m  se econoinizar uma parcela significativa do espaço que 

seria utilizado, caso se adotasse uma representaçCTo e m  

separado para  n i a t r i z  original e para  a de f a t o r e s  resul tante .  

É assumido n e s t e  caso que a niatriz original acabará 

irremediávelniente perdida ao final do processo, sendo 

paulatinamente r e e s c r i t a  pela m a t r i z  de f a t o r e s  sendo gerada. 

Tal f a t o  pode ser explorado, pois uma vez gerados o s  

elementos e m  uma dada linha da m a t r i z  de f a t o r e s ,  estes nâio 

m a i s  dependerão dos elementos da matriz original, Cvindo 

eventualmente apenas a alterar o valor de elementos e m  o u t r a s  

linhas subseqüentes, nas  demais e t apa s  do processa). 
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A Única diferença com relação a e s t r u t u r a  sequencial 

"contígua" <anter ior> é que se faz necessário agora a 

utilizaçSo de mais uni conjunto de apontadores I A F ,  Cpois o 

final de cada linha iião inais se encontra contíguamexite 

armazenado na  posição antepior  ao  início da prbxima). 

E s t e  overhead  adicional de espaço é justificável, por 

ser apenas da ordem de n, e m  comparagão com o overhead da 

ordem de TotNcmzCAJ, que inevitávelmente se teria com uma 

representação contígua para  ambas as matr izes  e m  separado. 

I A  A U  

m 

IUF 

ANAJN 

J A 

IAF 

poe IA JA AN I A F  
AN I A F  

1 1 3 1. 5 

fig-II<3> - -resentasc> ~ i i e n c i a l  "segmentada" 



U~na o u t r a  e s t r u t u r a  auxiliar a ser utilizada com 

freqüência e m  algumas das e t a p a s  apresentadas n e s t e  capitulo, 

é a e s t r u t u r a  de klT, OU seja a e s t r u t u r a  de cada linha da  

t r a n s p o s t a  da matriz de f a t o r e s  Ccorrespondendo a o  con ju i~ to  

de índices das  linhas contendo elementos não nulos., em cada 

coluna da matriz de f a t o r e s  U>. 

T a l  e s t r u t u r a ,  pode ser fácilmente obtida, mediante a 

aplicação de uin algoritmo de transposição espa r sa  CASI, 

EGldl ,  apresentado na seção 11.3. 

Em algumas abordagens tradicionais, a utilização de uma 

representação explícita de e s t r u t u r a  da t r a n s p o s t a  de U r& 

completeniente evitada, gerando-se esta informação 

dinâmicamente, durante  a fase numérica de processamento, a 

medida que esta vai se mostrando necessár ia  <como por  exemplo 

pa ra  se determinar qual a prdxima linha a ser subt ra ída  da 

linha cor ren te  e m  cada e t a p a  do processo de eliminação>. 

No p resen te  t rabalho optou-se por  langar mão sempre que 

possível da representaqão explícita da matriz uT no lugar da  

geração dinâmica d e s t a  infirmação, por ser simplesmente a 

forma m a i s  e f ic iente  <a nível de um menor overtzecrd e m  tempo 

de execução>, e a mais didgtica e flexível de todas,  

adicionando um overhead e m  espaço adicional, da ordem de 

TotNonzCU3 posiçães i n t e i r a s  de armazenamento, o que pa ra  

m a t r i z e s  realinente esparsas ,  aproxima-se b a s t a n t e  de OCn.3. 

Em algumas abordagens, como a da seção W.8, a 

utilização de uma representação "implícita" pa ra  o s  elementos 

e m  cada linha da matriz t r anspos ta ,  gerando-os 

sequencialmente "eira tempo real" à cada etapa,  é siniplesmente 

impossível de se aplicar, v is to  que pa ra  o reordenamento 

dinâmico de ~ o n t ~ i b u i g ã e s  <a ser apresentado no capitulo IV3, 

é preciso se conl~ecer  toda a e s t r u t u r a  explícita de elementos 

da i7eziina linha da matriz t r anspos ta ,  para  se poder levar 

adiante esta e t a p a  do processo de eliniinaqão. 

Ass im,  como o l e i to r  poderá perceber ao longo de todo 

este trabalho, sempre que possivel, procurou-se privilegiar 

e s t r u t u r a s  que venham a oferecer  algum beneficio em termos  de 

reduçso de overheads e m  tempo de execução, e m  detrimento de 

e s t r u t u r a s  cujo objetivo f o s s e  voltado pa ra  um pdlo 

completamente oposto, ou seja propiciando p r i o ~ i t á ~ i a m e n t e  

apenas uma redução dos averheads de espaço de armazenamento. 



I) A s s u m e - s e  p o r t a n t o  q u e  e s t r u t u r a s  c o m  e s p a ç o  t o t a l  de 

armazenamento  da o r d e m  de n  ou d e  T o t N o n d U 3  s e j a m  

t o l e r á v e i s ,  ao p a s s o  q u e  e s t r . u t u r a s  da u r d e m  de  TotOperCU) 

n80, p o r  c e r t a m e n t e  esta s e g u n d a  g r a n d e z a ,  t o r n a r  

ImpraticáueZ a so2uç& de  s i s t e m a s  e s p c r r s o s  d e  mlodio a g r a n d e  

p o r t e ,  n a  m a i o r i a  d a s  workstafioizs e rn ic ro -computadores ,  c o m  

uma memdr ia  r e a l  t . lp icamente  d a  o r d e m  de  a p e n a s  a l g u m a s  

d e z e n a s  d e  m e g a b y t e s .  

Algumas estruturas a s e r e m  a p r e s e n t a d a s ,  como as "listas 

s i m b ú l i c a s  d e  e n d e r e ç o s "  na seção 111.2 e as "listas 

c o m p a c t a s  de cúd igos"  na seção IV.4, no pior caso, podem v i r  

a o c u p a r  u m  e s p a ç o  p r ó x i m o  ao de TotOperCUJ, o q u e  e m  

p r i n c i p i o ,  p e l a  filosofia d e  projeto a n t e r i o r m e n t e  

a p r e s e n t a d a ,  p o d e r i a m  ser s u m á r i a m e n t e  d e s c a r t a d a s  como 

e s t r u k u r a s  a u x i l i a r e s  a se e m p r e g a p  no p r o c e s s o  de el imii iaçZo 

e s p a r s a .  

Porem,  o uso " c o n t r o l a d o "  de tais e s t r u t u r a s ,  @u seja, 

com a a p l i c a ç ã o  destas a p e n a s  p a r a  certas fases do 

p r o c e s s a m e n t o  como w n  t o d o ,  com o c o n f i n a m e n t o  de tais 

e s t u t u r -  a p e n a s  e m  regiões onde o c r e s c i m e n t o  d o  vo lume de 

i n f o r m a ç ã o  a r m a z e n a d o  não B "explosivo", p e r m i t e  que se eleve 

a i n d a  m a i s  a eficiencia final a n f v e l  de t e m p o s  de QPU, s e m  

c o n t u d o  se onerar d e  f o r m a  i n t o l e r á v e l ,  o e s p a ç o  final d e  

a r m a z e n a m e n t o .  

V a l e  a p e n a ,  a pai-tir d e s t e  ponto, at& o final desta 

seção, m e n c i o n a r  a t í t u l o  d e  complementação ,  outros  e s q u e m a s  

c o n s a g r a d o s  pela literatura, e que podem ser empi-egados  para 

se r e d u z i r  o e s p a ç o  de a r m a z e n a m e n t o  na r e p r e s e n t a ç ã o  da 

m a t r i z  de fatores resultante. 

O p r i m e i r o  d e s t e s  e s q u e m a s  é o de " c o m p r e s s ã o  de  

Shermann" a d o t a d o  c o m  sucesso desde m e a d o s  d a  d é c a d a  d e  70, e 

q u e  c o n s i s t e  e m  se reduzir o t a m a n h o  total  do v e t o r  JU 

Ccontendo as listas de c o l u n a s  associadas a c a d a  l i n h a  da 

m a t r i z  de fatores), b a s e a n d o - s e  na o b s e r v a ç ã o  e m p h i c a  de que 

a e s t r u t u r a  d a s  p o r ç õ e s  f i n a i s  das i-iltimas linhas d e  U 

p o s s u e m  n o r m a l m e n t e  s u b - c o n j u n t o s  de i n d i c e s  idênticos <e q u e  



por tan to  acabariam redundantemente armazenados num esquema do 

t ipo  "tradicional">. 

A solução por tan to  cons is te  e m  se lançap mãio de m a i s  um 

ve to r  auxiliar de apontadores IJU, e que indica a p a r t i r  de 

que posição o s  índices de colunas associadas à uma dada linha 

na m a t r i z  de f a t o r e s  podem ser obtidos a p a r t i r  dos índices 

associados à representaqão de alguma das  linhas prévias. 

Com isso, especialmente na sub-porção f inal  da matriz de 

f a t o r e s ,  consegue-se o b t e r  reduções significativas no espaço 

alocado p a r a  o ve to r  JU <contendo apenas conjuntos realmente 

d i s t in tos  de índices de colunas necessários p a r a  a 

caracter ização completa de toda  a m a t r i z  U3. 

Cabe lembrar que o esquema de "Sliermann", s d  considera o 

caso e m  que a coincid8ncia nos índices de colunas ocorre  

apenas na  porção f inal  de cada i l i a .  Se um esquema mais 

complexo de compressão <como por exemplo o s  baseados e m  

superncrdes, a s e r e m  v i s t o s  na seci;So 111.33 f o r  adotado, a 

t a x a  f inal  de compressãio pode v i r  a ser ainda m a i s  elevada. 

N a  verdade, ma representaçSo por s u p e r n u d e s  e m  c e r t a  

sentido i5 uma das mais eco~i&micas e ef ic ientes  que se pode 

obter ,  sendo o principal benefício da s u a  aplicagão f i o  

apenas a conipressão de espaço, m a s  sim o aumento da 

efici&ncia computacional como um todo, por permit i r  um inellior 

aproveitamento da sequencialidade de armazenamento durante a 

fase nuniérica do processamento <como ser& vis to  no f inal  do 

próximo capítulo>. 

A s  iinicas e s t r u t u r a s  adicionais capazes de r ival izar  com 

a representação por s u p e r n o d e s  s ã o  as baseadas na " h v o r e  de 

caminhos de eliminação" [L111 < e s t r u t u r a  esta de v i ta l  

aplicaçSo e m  vArias e t a p a s  do processamento esparso,  e que 

será v i s t a  e m  maiores detalhes nas  seções  11.3 e IV.2). 

N e s t e  caso, adotando-se "esquemas compactos" de 

representação,  baseados na Arvore de eliminação Ccujo 

overhead  adicional de espaço de armazenaniento p a r a  s u a  

representação é de apenas n>, pode-se chegar a ganhos 

apreciaveis e m  algumas c lasses  pa r  titulares de m a t r i z e s  come 

nos most ra  EL101. 

Finalmente não se deve esquecer de mencíonar os  esquemas 

"din&niicos" via "Bordering" propostos  em EB11, CB21 também 

apoiados na á rvore  de fatoração,  e que simplesmente conseguem 



e l i m i n a r  c o m p l e t a m e i i t e  a ~ ~ e c e s s i d a d e  de uma  e s t r u t u r a  d e  

representação para as c o l u n a s  da m a t r i z  de fatores 

resultantes, m a s  c u j a  i m p l e m e n t a ç ã o  acaba impondo overheads 

e m  t e r m o s  d e  t e m p o  d e  execução n e m  s e m p r e  comnpensadcrres, <a 

m e n o s  q u e  a e c o n o m i a  d e  espaço obtida seja m u i t o  s u p e r i o r  a 

c o n s e g u i d a  pelos d e m a i s  m e i o s  d e  c o m p r e s s ã o  u s u a i s ) .  

P a s s a r e m o s  agora a c o n s i d e r a r  o processo de 

r e o r d e n a m e n t o  v i s a n d o  a r e d u ç ã o  d e  fill-in's, e q u e  por 

consistir  na s i m u l a ç ã o  de t o d o  o processo de e l iminação ,  

m e d i a n t e  o p e r a g i r e s  s o b e  o grafo de representação d a  m a t r i z  

associada ao s i s t e m a ,  i n e v i t á v e l m e n t e ,  acaba por se apoiar e m  

n o v a s  e s t r u t u r a s  d e  dados ,  e s p e c i f i c a m e n t e  v o l t a d a s  p a r a  esta 

fase e m  p a r t i c u l a r ,  e q u e  serão portanto apresentadas ao 

longo da p r ó x i m a  seção. 



11.2 O r d e n a i n e n t o  visando a redução de fill-ín 

Como já foi comentado e m  seçSies anteriores,  o processo 

de eliminação esparsa, tende a in?.roduzir novos elementos i-rão 

nulos a medida que vão s e  processando as eliininaç8es a cada 

etapa. A forma encontrada para se t e n t a r  amenizar e s t e  

esforço computacional extra,  se dá mediante o reordenamento 

prévio das linhas e colunas da m a t r i z  original, visando, de 

alguma forma, à minimização da criação dos elementos de 

fil2-in. 

No caso de matrizes siin&tricas, a única forma de 

permutação de linhas e colunas possivel, de modo a se manter 

a simetria, é efetuar-se permutações simultâineas de pares  Z,j 

de linhas e colunas com mesmo índice associado, r, que 

corresponderia a se tomar apenas elementos pivá situados na 

diagonal, <permutando-se des ta  forma uma dada linha i por j ,  

bem como a i'ezima coluna pela j.>ezima>. 

Como foi  notado na seção anterior ,  uma forma conveniente 

de representação para matrizes espalwas é a baseada na 

representação por gpafos associados à estrukura de seus  

elementos não nulos, onde cada n6 do grafo corresponde ao 

índice de uma linha <ou coluna3 da m a t r i z  representada, e 

cada a r e s t a  do mesmo, indica a presença de um elemento não 

nulo na posição definida pelos indices de linha e coluna 

associados ao par de nbs compreendido pela ares ta .  

Tomemos como exemplo a matriz da fig-II<4> e o seu grafo 

a~ associado. Se efetuarmos o processo de eliminação 

Gaussiana na ordem natural  em que s e  ei~contram as linhas da 

matriz <seguindo-se a seqüência de nds de 1 à 5>, percebe-se 

que a m a t r i z  de f a to re s  resultantes s e r á  completainente cheia, 

visto que ao se eliminar o s  elementos a cz u e a 
2.1' 3,A' 4,* 5 9 1  

<subtraindo-se múltiplos escalares da primeira linha de cada 

uma das demais>, novos elementos acabarão sendo introduzidos 

nas 

Tal fa to ,  nos leva a pensap s e  esta ser ia  a melhor 

situação possível para a fatoração de uma matriz t ã o  simples 

como a apresentada. 



fie;-II<4> - M a t r i z  original e seu gra fo  associado 

Assim, se passarmos a considerar permutações com o 

objekivo de se reduzir o número de novos elementos criados na 

m a t r i z  de f a t o r e s ,  veremos que com uma simples perinutação 

como a apresentada na fig-II<S>, a m a t r i z  de f a t o r e s  

r e s u l t a n t e s  não s ó  possui considerAve1ment.e menos elementos 

do que a apresentada no caso anter ior ,  como n e s t e  exemplo e m  

particular,  nenhum elemento novo acabou por ser introduzido 

no processo, v i s to  que a eliminação dos elementos a a 
5,% 7 5 , ~ '  

a e a contribui apenas no elemento a e que já 
5,3 5,4 5 9 5  

pertencia à representação da matr iz  original. 

fig-II<S> - M a t r i z  reordenada e seu gra fo  associado 

Infelizmente a escolha "ótima" da seqi.i&ncia de 

permutaçíres a s e r e m  efe tuadas  ao  longo do processo é um 

problema "NP-Completo" IY11, de modo que o que se pode 

espe ra r  como solução prAtica, s ã o  métodos "heuristicos" que 

tenham como principio b&sico a redução do número de novos 

elementos introduzidos <e conseqüentemente do esforço  

computacional envolvido>. 

Ir A s s i m  o q u e  o s  m é t o d o s  h e u r 4 s t i c o s  d e  r e o r d e n a m e n t o  

buscam & uZgurn t i p o  de rninimização d o  n ~ r n e r o  d e  d e m e n t u s  de 

fiZZ-in i n t r o d u z i d o s  ao longo  do p ~ o c e s s u  d e  elimina@k. 



N a  l i t e r a t u r a  encontram-se muitos cPitérios,  quase todos 

baseados no esquema #2 pi-oposto por Tinney CTSI no f ina l  da 

dkcada de 60, e que ficou conhecido como c r i t & r i o  de 

permutação segundo o "menor grau" <minimuin degree> CG21. 

Cri tér ios  extremamelite mais simples do que este, como o 

cpitSrio #I, que leva e m  conta  apenas o iiúinero de elementos 

não nulos na m a t r i z  original <e determina a seqüência de 

perinutações segundo um ordeneinento crescente  d e s t e s  valores>, 

nCio chegam a competir com o de "inenor grau" em tepnios de 

percentuais  de redução do numero de fiZE-in's. 

Cr i té r ios  mais complexos como o de #3 <conhecido como o 

de "menor fill-in local") embora e m  alguns casos conseguindo 

reduções s ig~i i f icat ivas ,  na  maioria das  vezes é muito mais 

oneroso do que o c r i t e r i o  #2, e por tan to  li& jus t i f ica  o s e u  

uso, a não ser e m  casos  onde miiltiplas solugires de um s i s t e m a  

com a m e s m a  e s t r u t u r a  s e j a m  requeridas Conde o cus to  

adicional de um reordenamento mais elaborado acabaria  

"diluido", caso o aumento de eficiência nas  demais f a s e s  do 

processo, em face  de unia maiop redução da ~ ~ ú i n e r o  de 

fill-in's, se mostrasse acentuado>. 

O c r i t é r i o  de "menor grau" cons is te  por t an to  e m  se 

e f e t u a r  unia "simulação" de todo o processo de eliininação 

<levando-se e m  conta  apenas as informações e s t r u t u r a i s  da 

m a t p i z  original e da matr iz  de f a t o r e s  sendo gerada, não 

efetuando d e s t a  forma, qualquer operação de ponto flutuan.tce3. 

O processo como um todo consis te  e m  ir se tomando a cada 

etapa,  como candidato a piv8 Cremovendo-se do g ra fo  

associado>, o nó que possuii- o menor "grau" <ou se-ja o menor 

número de conexães com o s  demais nós), correspondei~do no 

grafu  ai associado Ct i'ezima e t a p a  da simulaqão, a do A 
isd com o menor número de arestas ligadas a o  mesmo. 

No processo de remoqSo de um dado nd do g ra fo  associado, 

introduzem-se eventualment,t- novas ligaçires e n t r e  o s  elementos 

originalmente ligados a o  n6 em questão, co~~esponde i ido  tal 

e t a p a  d a  simulação, à criação dos novos elementos de f i E Z - i i - ~  

E? natui-all que a cada e tapa?  se possa everitualinente 

encont rar  nbs com o "mesmo grau" e que poptanto poderão ser 



indistintamente tomados como "candidatos". 

Nestes casos m u i t a s  heurísticas foram tentadas como 

"ci-itkrio de desempate" durante toda a década de 70, e a 

conclusão obtida <derivada de uni longo pei-iodo de 

expei-imentação> foi de que nenhum dos c r i t h i o s  tes tados  eni  

particular, se sobressaiu sobre os  demais. 

.I AssQrn, p o r  s i m p l i c i d a d e  Q c r i t & r i o  d e  d e s e m p a t e  m d s  

u s u a l m e n t e  adotado é tomar- o p r i m e i r o  nB e n c o n t r a d o  dentre o 

c o n j u n t o  de  n b s  c o m  o menor  grazt. 

Em todas as abordagens para o problema de "ordenamento 

ótimo", faz-se uso de muitas das propriedades e ferranientas 

desenvolvidas na área de Teoria dos Grafos, uma vez que o 

processo de fatoi-açgo esparsa pode ser visto como uma 
O 

sequ&ncia de eliminações de apestas a pa r t i r  do grafo (rA = aA 
associado a m a t r i z  original e que a cada e tapa i do processo, 

i 
vai sendo transformado num grafo intex*mediár.io UA, até se 

 chega^ a un contendo o Gltiino nó do processo de eliminação. 
A 

O aparecimento de filZ-in's por exemplo se dá quando 

durante o processo de eliininaçgo das ai-estas associadas a um 

dado nb, criam-se ligaç8es en t r e  todos o s  nbs ligados ao 1x5 

original <e que originalmente não existiam no início de cada 

etapa do processo>, como pode ser notado no exemplo da 

fig-11<6>. 

Nest,e exemplo, considera-se o processo de eliminação a 

par t i r  da segunda etapa, <com a e s t r u t u r a  de novos elementos 

de f i l l - i n  representada por cfrculos ao redor dos elementos x 

associados>. 

Percebe-se que com a remoção do ná 2, cria-se uma 

ligação e n t r e  o s  nbs 4 e 9, correspondendo ao elemen-bo de 

fQll- in a s s i m  introduzido. 

Com a eliminação do nó 3, criam-se ligações entpe o s  

elenieiitos 5 e 7, e e n t r e  5 e 11, visto s e r e m  e s t e s  o s  1x5s 

anteriormente conectados ao nb removido. 

O processo s e  estenderia nes te  caso até a décima etapa, 

<não representada na f igura por analogia com as e tapas  

iniciais ilustradas>, onde o grafo associado, conteria apenas 

o Último 116 a s e r  eliminado <o de númei-Q 11 e m  particular) 
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fig_II<6> - Urafos associados as e tapas  eliminacão 

Em termos de es t ru turas  de dados, (I aconselhável que a 

fase de reordenamento, se baseie no uso de e s t r u t u r a s  do tipo 

"encadeado" pois como se pode perceber, as inforniaç8es sendo 

geradas se alteram dinâmicamente com a evolução do processo. 

U t i l i z a - s e  na maioria das vezes uma reppesentaç%zj por 

listas Cencadeadas3 de adjacências para cada nd do grafo 

associado à matriz original, e que vai sendo progressivamente 

transformado a cada etapa. 

Representaç8es al ternativas m a i s  eficientes,, consagradas 

na l i tera tura ,  se baseiam no uso de "ReachabZe Sets", e no 

conceito de "eliminação e m  massa" de 1x5s <explorando-se o 

conceito de supernodes3 e não sepão consideradas nes te  

trabalho, reportando-se o le i tor  à fG21. 



Contráriamente ao  caso de uma representação por 

"reachable sets", numa implementaçSo convencional <onde o 

processo de eliminação é simulado mediante apenas operações 

de união/renioção nos conjuntos de fndices associados as 

linhas envolvidas e m  cada etapa), o espaço t o t a l  de 

armazenaniento a ser ocupado pela m a t r i z  de f a t o r e s ,  s b  poderá 

s e r  conhecido a o  f inal  do processo. 

Um ponto benéfico a favor  das  implementaçires 

convencionais <simulando-se a f a s e  de eliminação via 

operações elementares s o b r e  conjuntos) iír o f a t o  d e s t a s  

fornecerem "gratuitamente" a e s t r u t u r a  da matr iz  de f a t o r e s  

r e su l t an te  <eliminando a s s i m ,  a necessidade de uma fase 

auxiliar de "fcrtorac;ao sirnbdLica" a f i m  de se determinar a 

pos ter ior i  esta e s t r u t u r a ,  como ser& vis to  na prbxima seção>. 

N a s  implementaçTTes por  "recrchable sets" a o  contrClrio, 

não se dispõe de uma esti-utupa de f a t o r e s  "pronta" a o  f inal  

do processo, devendo-se n e s t e  caso lançar mão de uma fase 

auxiliar de processamento dedicada a esta finalidade. 

A s  vantagens em termos  de economia e previsibilidade de 

espaço ine ren tes  a este t ipo  de implementação no entanto ,  

aliadas a grande efici&ncia com que se consegue atualmente 

e f e t u a r  a fase "sirnb&ica7' subseqüente, tornam este t ipo  de 

representação o m a i s  aconselhável <especialmente quando mais 

de uma fa to ração  de m a t r i z e s  com a mesma estrutuika v ier  a se 

most rar  necessária). 

Consideraremos no en tan to  apenas as a l t e rna t ivas  

baseadas numa representação convencional, por razires de 

simplicidade didática. 

A nível de pseudo-cbdigo, são  apresentados a seguir,  3 

a l t e rna t ivas  de ordenação, baseadas nos cri.tArios # 1, 2 e 3 

propostos originalmente por  Tinney CTZI. 

Em todas  elas é assumido que uma representação  p a r a  o 

grafo  original, lJA associado a matriz a ser fa to rada  seja 

fornecida como entrada,  obtendo-se como resul tado e m  todas  as 

al ternat ivas ,  o ve to r  NORDER de fndices das  linhas a serem 

eliminadas Cditando a seqüBncia a ser efetivamente adotada 

durante  a fase n~rn&~ica de solução). 



Alternat iva  II<#13 

i c 1  

1 : Dentre o conjunto de todos os  nós não eliminados, 
escolha o i16 j com o menor de todos o s  graus. <Caso 
todos os  nbs tenham sido eliminados termine o 
processo). 

2: Faça NORDER Li1 t j, i t i + 1 
3: Marque o nó j como "já eliminado" 

4: Volte ao passo 1: 

Alternat iva  IIC#2) 

1 : Dentre o conjunto de todos os  nós não eliminados, 
escolha o 1x6 j com o menor de todos os  graus. <Caso 
todos os  nr5s tenham sido eliminados termine o 
processo). 

2: Faça NORDER Cil t j, i t i 9 I 

3: Marque o nó j como "já eliminado" e processe todas 
as altepações no grafo associado correspondenkes h 
eliminação do nó e m  questão <ligando-se todos os  
nós conectados ao j entre si, criando-se desta 
forma a e s tu tu ra  da linha resultante na matriz de 
f a t o r e s  associada à j> 

4: Volte ao passo 1: 

Alternat iva  IIC#3> 

1 : Dentre o conjunto de todos o s  nós não eliminados, 
escolha u 1x6 j tal que a sua eliminação venha a 
resul tar  na criação do menor número possfvel de 
elementos de fi21-in durante a atual e tapa do 
processo Csimulando-se a eliminação para cada um 
dos nds candidatos dessa etapa>. <Caso todos o s  iids 
tenham sido eliminados termine o processo). 

2 : Faça NORDER C51 e j, i t i + 1 
3 : Mapque o n6 j como "já eliminado" e processe todas 

as alteraqões no grafo associado correspondentes à 
eliminação do nó e m  questão <ligando-se todos os  
nós conectados o j entibe si, criando-se des ta  
forma a e s tu tu ra  da linha resultante na matriz de 
f a t o r e s  associada h j> 

4: Volte ao passo 1: 



Uma vez obtido o "vetor de o r d e n a m e n t o "  NQRDER, nos 

casos e m  que m ú l t i p l a s  refatoi-ações de m a t r i z e s  c o m  a m e s m a  

e s t r u t u r a  v e n h a m  a ser r e a l i z a d a s ,  p o d e - s e  e f e t u a r  u m a  

p e r m u t a ç ã o  física d a s  linhas da m a t r i z  original, t o m a n d o  c o m o  

o r d e m  a sequencia d i t a d a  p e l o  ve tor  de o r d e n a m e i r t o ,  ou seja, 

a p r i m e i r a  linkai'coluna da m a t r i z  p e r m u t a d a  c o r r e s p o n d e r &  a 

NORDER<l> da m a t r i z  original. A segunda c o r r e s p o n d e r 6  à 

NORDERC23, e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e  at8 a n 3 e z i i n a  l i n h d c o l u n a .  

D e s t e  ponto, Cantes da fatoração n u m é r i c a  p l - o p r i a m e n t e  

dita), pode se passar 91 fase de fatoração s i m b b l i c a  nos casos 

e m  que a e s t r u t u r a  resultante da m a t r i z  de fatores não houver 

s i d o  fornecida c o m o  s u b p r o d u t o  do o r d e n a m e n t o  Ccomo por 

e x e m p l o  caso o critério R1 tenha sido utilizado, ou u m a  

i m p l e m e n k a ç ã o  p o r  "reachable sets" tenha sido a d o t a d a  papa o 

crit,ério #2>, O que p a s s a r e m o s  a considei-ar na s e g ã o  a 

seguir. 



11.3 O B t e r i ç ã o  da estrutura da mtriz d e  fatores 

Em certos p r o c e d i m e n t o s  d e  o r d e n a ç ã o  visando a r e d u ç ã o  

d e  Z Z -  a es t ru tu ra  final d a  m a t r i z  d e  fatores U não 

p o d e  ser fornecida como um s u b - p r o d u t o  do o r d e n a m e n t o .  

N e s t e s  casos, uma  etapa a u x i l i a r  de d e t e r m i n a ç ã o  da 

posição e s t ru tu ra l  d o s  fatores < c o n h e c i d a  na literatura como 

fase d e  "fa toz-agSo simbólica") ,  m o s t r a - s e  a d e q u a d a ,  u m a  v e z  

q u e  d e  p o s s e  d e s t a  i n f o r m a ç ã o ,  o p r o c e s s o  d e  fatoração 

numépica  p r o p r i a m e n t e  dito, p o d e  sei- i m p l e m e n t a d o  de foi?ma 

m a i s  eficiente Ccomo v e p e m o s  na p r ó x i m a  seção). 

A "fatoração simbdl ica" ,  a s s i m  denominada  pela 

literatupa, e a b o r d a d a  nesta seção, não d e v e  ser confimdida 

c o m  os  p r o c e d i m e n t o s  t a m b é m  "simbhlicos", a p r e s e n t a d o s  nos 

capitulos subseqüentes deste trabalho, e que o b j e t i v a m  w n  

a p r i m ~ ~ a m e n t o  c o m p l e m e n t a r  d a  eficigncia d a  fase n u m é r i c a  dos 

m é t o d o s  de fatoração c o n s i d e r a d o s .  

N a  v e r d a d e  a "fatoraç3o s imbdl ica"  u s u a l ,  p o d e  ser 

encarada c o m o  um s u b - c o n j u n t o  das técnicas "simbciilicas" m a i s  

gerais, visando a min imização  dos overheads e m  %ermos de 

e x e c u ç ã o ,  e q u e  p a r t i c u l a r m e n t e  atinge este objetivo, 

m e d i a n t e  a obtenção d a  estrutura "estática" d a  m a t r i z  de 

fatores i n c l u i n d o - s e  os fiZZ-in's g e r a d o s ,  < d i s p e n s a n d o  desta 

f o r m a  a d e t e r m i n a ç ã o  d in%mica  d a  posição es t ru tura l  destes 

e l e m e n t o s  d u r a n t e  a fase n u m é r i c a  d a  e l iminagSo>.  

A s  d e m a i s  técnicas s i m b d l i c a s  a s e r e m  a p r e s e n t a d a s ,  

c o m p l e m e n t a m  esta fase, d e t e r m i n a n d o - s e  i n f o r m a ç õ e s  

s i m b ó l i c a s  adicionais, como o s  e n d e r e ç o s  Cpos iqões  de 

m e m d r i a 3  d e  c a d a  um dos e l e m e n t o s  a c e s s a d o s  d u i - a n t e  cada 

etapa d a  e l iminagão ,  ou listas c o m p a c t a s  de cbdigos, cujos 

p r o c e d i m e n t o s  d e  "interpretação" e execução d a s  operações 

c o d i f i c a d a s ,  podem ser m a i s  e f i c i e n t e m e n t e  i m p l e m e n t a d o s  do 

q u e  as abordagens n u m é r i c a s  convencionais. 

Ou seja, &ais m e t o d o l o g i a s  s i m b d l i c a s  a s e p e n l  

a p r e s e n t a d a s  nos capítulos I11 e IV, c o n s t i t u e m  o que se 

o p t o u  c o n v e n c i o n a r  P o r  uma  fase c o m p l e m e n t a r  de 

p r é - p r o c e s s a r n e n t o  d e n o m i n a d a  " c o d i f i c a ç ã o  s imbdl ica"  pelo 

autor d e s t e  trabalho. 



I) e apenas na fase de "fatoraç8o simbólica" prdpriarnente 

dita, que s e  concentra esta seçcKo, cujo bnico objetivo B o da 

deterrninaç8o da estrutura de futores resultantes ao final da 

eliminação Cincluindo-se o s  elementos de fill-in gerados>. 

A solução para  este problema básico a ser enfrentado, 

consis te  em se fazer uma concatenação <controlada> dos 

conjuntos de índices de colunas associadas de todas  a linlias 

a sei-em subtra ídas  da linha corrente ,  <com o controle se 

dando de modo a evi tar  operações de concatenação 

desnecesshrias como veremos a seguir). 

Tomemos como exemplo a matriz da f i g  e 

consideremos a s é t i m a  e t apa  do processo, correspondendo à 

eliminação dos elementos à esquerda da diagonal na linha 

cor ren te  67. 

Inicialmente temos que sub t r a i r  a linha #3, da linha 

corrente  7 Ao se e f e t u a r  t a l  subtragão, cria-se um novo 

elemento em a <e que posteriormente obrigará tambeni a 
75 

subtração da linha #5 da linha corrente>.  Continuando o 

processo vemos que a linha #4 também necess i ta  ser subt ra ida  

da cor ren te  Cde modo a eliminar o elemento a 1. Finalmente 
74 

e m  face da criação do novo elemento a a linha #5 como 
75 

notado, acabará por ser subt ra ída  da #7. 

A s s i m  uma implementaçáo "imediatista" seria simplesmente 

coixatenar  as porções a d i re i t a  da coluna #7 das linhas #3, 

#4, 65 e #7, cujas  l iskas de índices de colunas à diixeita da 

da stitinia coluna, <incluindo-a>, são  dadas gelos conjuntos 

l istados a seguir: 

linha #3: 
linha #4: 
linha #5: 
linha #7: 

colu1'zaS: 7 11 
colunas: 7 9 
colunas: 7 8 11 
colui-ias: 7 11 

E s t a s  listas de índices t e r ã o  de sofpei- uma operação de 

"concatenação", o que acabará resultando na e s t r u t u r a  final. 

de f a t o r e s  da linha #7 e que será: 

linha #7: colunas: 7 11 9 8 



fig-II<7> - Concatenação de índices 

Uma propriedade da eliminação de Gauss <descoberta por 

Rose [R01 e m  meados da dkcada de 703 permite que o nbmero de 

linhas cujos conjuntos de índices devem ser efetivamente 

concatenados, possa ser reduzido. 

Simplesmente se observou que todas  as linhas candidatas 

a concatenação que possuirem algum elemento não nulo na  

porção compreendida e n t r e  & di re i t a  de seu  elemento diagonal 

e à esquerda da coluna corrente  <#7 no exemplo em 

particular>, não pi-ecisam ser consideradas dui-ante o processo 

de concatenação <para a Formação da linha corrente>.  

Tal f a t o  se dd pois tomando como base o exemplo e m  

particular, no qual a linha #3 não precisa ser incluida 

durante o processo de concatenat$h da linha #7, pois unia vez 

que possui o elemento a por s i m e t r i a  acabará por possuir o 
35 

elemento a em alguma e t apa  mais adiante, e na eliminação 
53 

des te  elemento <durante a quin4.a e tapa  do processo>, a porçso 

da  e s t r u t u r a  de indices a d i re i t a  da coluna #5 na linha #3, 

acabar& pop ser concatenada ao  conjunto de f a t o r e s  

resulkantes  da linha #5 <a ser gerada durante o processaniento 

da  quinta etapa). 

Ass im,  quando da concatenação das  linhas pa ra  a obtenção 

da e s t r u t u r a  definit iva da linha #7, ao  se adieionat. o 

conjunto de fndices associados a linha 65, se estará 

implicitamente adicionando também o conjunto de índices da 

linha #3 <uma vez que sua  e s t r u t u r a  por construgão, já deverá 

ter sido concatenada à da linha #E3 na quinta e t a p a  do 

processo>. 

Ass im,  no exemplo em particular,  o conjunto de linhas a 

s e r e m  efetivamente concatenadas pa ra  a obten~ção da e s t r u t u r a  

final da linha #7 B dado por: 



linha #4: 

linha #5: 
linha #7: 

colunas: 7 9 

colunas: 7 8 11 
colunas: 7 11 

D e s t a  forma, ao  se e f e t u a r  a operação de concatenaqão na  

ordem apresentada acima, a nova e s t r u t u r a  resu l t an te  pa ra  a 

linha #7 acabará sendo: 

linha 87: colunas: 7 9 8 11 

Um detalhe a respe i to  das operaç8es de concatenação 

desc r i t a s  nos parágrafos a i i te r iores  & que todas  podem ser 

feitas de forma desordenada, pois dui~ante  a f a s e  puramente 

"simbólica" do processo de fakoração (quando o cínico objetivo 

é o de determinal-se a e s t r u t u r a  final da matr iz  de f a t o r e s  

resultan%es> não é necessário que as listas de colunas 

associadas a cada linha e s t e j a m  ordenadas de modo crescente.  

Um o u t r o  i tem que passou a sei- merecedor de destaque nas 

implementagões modernas do processo de f a to racao  simbólica B 

a possibilidade de se a b o r t a r  imediatamente o processo, t ã o  

logo se encontre  a p a r t i r  de um c e r t o  ponto, uma linha da  

m a t r i z  de f a t o r e s  r esu l t an tes  com todas  as posições ocupadas, 

o que significará que a p a r t i r  de s t e  ponto a s u b m a t ~ i z  de 

f a t o r e s  pemanescentes a se eliminar será completamente densa, 

e por tanto  sua  est,rutui-a poderá ser facilmente determinada, 

s e m  ter de se recoixrer a operaç8es de concatenação <e que 

seriam bem m a i s  onerosas durante o final do processo>. 

D e  posse de uma notação básica de conjuntos associados 

as diversas e s t r u t u r a s  envolvidas no processo de fa toração 

simbólica <a s e r e m  apresentadas abaixo), i~icluímos a t í tu lo  

de complementação, um pseudo-código para a fase sinibdlica 

descr i ta  n e s t a  seção. 

Partindo-se das  definiç8es: 

D e f i n i ç ã o  II.8C13 Est ru tu ra  de elementos por linha 

StructCMi,*3 .- =- { k > i  1 m. L& 



D e f i n i ç ã o  II.âCZ> Es t ru tu ra  de elementos p o r  coluna 

Str~ctCM,,~) := { L < j  1 rn k,.i 

D e f  iniçião II.3<3> Primeiro  elemento não  nulo 

i caso  Struct<Ui,,> = G3 

caso  
min C j E S t r w ~ t C U .  > 3 Colltpgrio L.* 

E da propriedade: 

Pi-opriedade II.3Ca> ConcatenaçlYo se lec ionada  

Strt .xt<Ui, ,> :r S t r u c t C A  3 u 
i,* 

Pode-se a p r e s e n t a r  o procedimento: 

P r o c e d i m e n t o  II.3CA) FatoraF& Simbdlica 

para i de  1 até n faça 

R. c a 
para i d e  1 até n faça 

para j E R. faqa 
L 

S + S u StrucirCU > - C i 3 
j,* 

se XtructCU. 3 # então 
i..* 

pCi> c min C j E Struct<Ui,*> 3 

A propriedade IIm3<b> & justariiente a descobepta por Rose 

CR81, visando a redução do número de linhas a serem 

concatenadas e exemplificada n e s t a  seção. 

Cabe notar, que pa ra  a aplicação do algoritmo de 

fatoração simbdlica apresentado, B assumido que unia 

permutação f í s i ca  Csim&trica) nas  linhas <e colunas3 da 

m a t r i z  original seguindo a ordem ditada pelo v e t o r  de 

ordenamento NORDER <apresentado na seção anter ior> ,  t enha  

sido préviamente executada a n t e s  de se iniciar o processo. 



O algoritmo pode ser melhorado, caso se inclua um teste 

adicional logo após a condição se S t r u c t C U .  > ;Li então, 
L,* 

verificando-se se a cardinalidade de S t r ~ c t < U ~ , ~ >  & igual a 

n-i, caso em que a e s t r u t u r a  da linha r e s u l t a n t e  seria 

completamente "cheia", e poderia-se interroniper o algoritmo a 

p a r t i r  d e s t e  ponto, gerando-se tr ivialmente a e s t r u t u r a  das  

linhas densas da sub-matriz r e s t a n t e ,  conforme f o i  conientado. 

U m a  vez obtida a m a t r i z  de f a t o r e s  pelo processo de 

fa toração  simbólica descr i t ,~ ,  faz-se necessário uma e t a p a  

complementar de ordenação dos Indices de colunas e m  cada uma 

das linhas de U gefadas, v i s to  serem as concatenações 

realizadas no algoritmo apresentado, e fe tuadas  de forma 

desordenada, de modo a se reduzir o es forço  computacional 

durante  o processamento. 

A solução pa ra  o problema de ordenação dos n conjuntas 

de índices associados a cada uma das  linhas, se dá mediante a 

dupla aplicação de um algoritmo pa ra  a t ransposição de 

matrizes esparsas ,  e b a s t a n t e  divulgado na l i t e r a t u r a  CA53. 

A ess&ncia do m8todo t- na primeira passagem da 

algoritmo, com a transposição da e s t r u t u r a  de U por linhas, 

se conseguir montar a e s t r u t u r a  da t r ansppo ta  com OS 

elementos ordenados e m  cada coluna. N a  segunda passagem, com 

a transposição de, vol.ta à e s t r u t u r a  por linhas, se conseguir 

a montageni da mesma  de forma ordenada <por linhas>. 

T a l  algoi.itmo por s u a  simplicidade, nSo será exibida 

aqui, reportando-se o l e i t o r  a CP11, KA81, pa ra  unia 

apresentação mais det.alliada. 



11.4 Metodologias convencionais para a fase nrain&ríca 

N e s t a  seção finalmente ir& se apresen ta r  os métodos de 

fatoraç230 numérica t idos  como "convencionais" por se 

utilizarem de técnicas já estabelecidas e de amplo 

conhecimento na l i t e r a t u r a  ao  longo das duas i l i l t imas décadas. 

O problema básico a ser abordado inicialmente B o da 

combinação linear de ve to res  armazenados e m  algum formato 

esparso, coprespondendo ao  loop mais interno do processo de 

eliminação. 

A s  duas a l te rna t ivas  de eliminação apresentadas,  

baseiam-se nas  versões  com geração dos fatcmes por linhas, e 

por colunas, apresentadas no capítulo I. 

Finalmente o processo de retro-subst i tuição é 

apresentado apenas a nivel de complementação, v i s to  não 

per tencer  ao  escopo de abordagem do presente  trabalho. 

Um dos "problemas bAsicos" de uma abordagem esparsa  pa ra  

a solução de s i s t e m a s  lineares, consis te  se implementar de 

forma ef iciente  as operações de combinação linear de linhas 

an t e r i o r e s  com a linha corrente .  

O que s e  requer é uma forma de se adicionar ve to res  

esparsos  e que se encontram armazenados de alguma foPma 

compacta Ccontíguamente no caso de uma 

sequencial ou sequencial segmentada como vis to  na seção 1I.i) 

ou na forma encadeada. 

O problema da adição de ve to r e s  esparsos pode ser 

solucionado de tr&s formas d is t in tas ,  o que passaremos a 

discut ir  a seguir  Csupondo-se o caso e m  que o s  conjuntos de 

indices associados 21 cada linha já se encontram ordenados de 

modo crescente segundo colunas). 

A primeira soluçso consis te  e m  se varrei* 

"controladamente" o s  dois ve to res  de índices, tomando-se o 

cuidado de s 6  se e f e t u a r  uma operação de soma quando o índice 

<da coluna) associado à ambos o s  ve to res  fop coincidente. 

N e s t e  caso um pseudo-c6digo S apresenkado na  a l t e rna t iva  

II.4CA). 



li Em todos o s  casos ,  assume-se que n vetar V a s e r  

adicionado a U, possua como estrutura d e  elementos não nulos, 

um sub-conjunto da e s t r u t u ~ a  d e  U, Cou s e j a  u estrutura d e  U 

engloba toda a estruturu d e  ve tares  a serem adicionados ao 

mesmo, tendo s ido  determinada em alguma fase anterior do 

processumento2. 

Nos procedinientos abaixo, V denota im dos ve to res  

esparsos  a serein adicionados ao  vetop bCtsico U Ctambkm 

esparso>, ambos armazenados de forma seqiiencial segmentada, 

com iu,  i u f ,  iv, i v f  denotando o s  ponteiros para  a posição de 

inicio e f i m  de cada representação, e com JU e JV indicando 

o s  conjuntos de colunas associadas aos  ve t a r e s  U e V. 

A l t e i ~ n a t i v a  II.B<A > Varredura contpolada 

k t iw 
p a r a  j de iv até i v f  faça 

se JVCj3 = JUCk3 então 
U<k> t U<k> + V C j >  
k t k + l  

senão 
k t k + 1  
vá p a r a  oc 

f i m  se 
f i m  para j 

Outra forma de se iniplementar a adição de 2 ve to res  

espapsos Caivnazenados de modo sequencial segmentado>, e que 

vem sendo utilizada at8 hoje, desde IU151, consis te  em 

primeiro se descompactar o s  elementos do ve to r  base U, eni  uma 

e s t r u t u r a  auxiliar de trabalho W de dimeiisão n e a seguir  

adicionar-se o s  elementios dos ve to r e s  V nas posições 

correspondentes de W, compactando-se finalmente todos o s  

elementos d i fe ren tes  de ze ro  acumulados temporBriamente e m  W, 

nas  posições ocupadas pelos elementos originais de U. 

A l t e r n a t i v a  II.4CBD Vetor d e  trahalho expandido 

para j d e  Zu até iuf faga 
W< J U < j > >  c U < j >  

para j de  i v  até ivf faga 
W<JUCj>> t W<JU<j>> + V < j >  

p a r a  j de  .tu a&& iuf faga 
UCj> c WCJlJ<j>> 



N e s t e  caso, incorre-se nos overheads de ter-se que 

ca r rega r  e descarregar  o ve to r  auxiliar de t rabalho W com o 

conteirdo do v e t o r  básico original U. No caTo e m  que apenas um 

ve to r  V é adicionado ao  v e t o r  U, este overhead pode vir  a ser 

por demais oneroso, por envolver dois Zoops adicionais com 

quase a m e s m a  ordem de operaç8es que as do Zoog central .  

Quando o niIimero de v e t o r e s  V a serem adicionados e m  U 

supera  um determinado valor., o overhead original passa  a ser 

amenizado dupante o processo. 

Q O m&todo descrito acima, é o que o adotado e m  

práticamente todas a s  implementaçccies espursas desenvolvidas a 

parti>- dos unos 80 e consagradas na literatziru. 

A t e r c e i r a  forma de solução, adotada e m  [Aí1 e IA81, 

requer  o uso de uma lista auxiliar, contendo diretamente as 

posiç8es de memória na representaqCro compacta de U 

correspondente a o s  elementos de V a s e r e m  subtraídos.  No caso 

da adição de uni único v e t o r  V, esta B a forma m a i s  ef ic iente  

de se e f e t u a r  a adição de v e t o r e s  armazenados de forma 

esparsa.  

Quando o nbme1.o de ve to res  a s e r e m  adicionados se t o r n a  

expresssivo, este passa  a ser o m a i s  oneroso de todos o s  

m&todos e m  termos de espaço. A s s i m  o s e u  uso d u ~ a n t e  todo o 

processo de fatoraç;ão torna-se práticaniente inviável do ponto 

de v i s t a  do dispendio de recursos  exigidos. A s u a  utilização 

"con~rolada" no e n t a n t o  Cdui*ante a fase inicial do processo 

de fatoração> quando o g rau  de densidade das  linhas ainda é 

~ o n s i d e ~ á v e l m e n t e  baixo, r ep resen ta  uma das  opções que foram 

empregadas com sucesso e m  iinplementações recentes ,  

especialmente na Ares de algoritinos de Pontos In te r io res  pa ra  

Programagão Linear CAll. 

A l t e r n a t i v a  II .4<C> L i s t a s  simbblicas & endereços 

nadr + 1 
para j de iv  até ivf faga 

UCLSTADDCnadi->) t UCLSTADDCnadr)> + V< j> 
nadr t n a d ~  + 1 

f i n i  para 

Onde LSTADD denota a "lista de endei~eças" contendo as 

posiçEes de memória dos elementos de U, a sof rerem a adição 

dos elementos correspondentes nas  colunas associadas de V. 



Com i s t o  encerra-se a apresentação das a l t e rna t ivas  pa ra  

se e f e t u a r  a adição de dois ou m a i s  v e t o r e s  esparsos.  

Cabe lembrar, que e m  todos o s  casos f o i  assumido que o 

v e t o r  bhsico U já se encontrava representado com a e s t r u t u r a  

r e s u l t a n t e  que o mesmo teria após o processo de adição dos 

múltiplos v e t o r e s  V. Assim, as posiqBes co i~esponde l i t e s  aos  

elementos de f-iZZ-in do vetop U, devem inicialinente conter  

explicitamente um valor nulo. 

A seguir,  detaliiareinos o s  procedimentos coinpletos 

re la t ivos  a fase "nzrmérica" da fa to ração  própriamente di ta ,  

<e que podem ser aplicados indefinidamente p a r a  se f a t o r a r  

matrizes com a mesma es t ru tu ra3 .  

A t4cnica utilizada p a r a  se e f e t u a r  a soma de v e t o r e s  

e spa r sos  B a baseada na AlternaLiva II.4CB?, via o uso de um 

v e t o r  auxiliar de t rabalho de diinensão n <e que é adotada 

como padrão por todos  o s  pacotes  comercialmente disponiveis 

como JL'SMP, SPARSPAK e HARWELLI. 

Como já detalhado anteriormente,  a idéia básica consis te  

e m  se expandir a linha coppente de U <sofrendo o processo de 

eliminação3 num v e t o r  auxiliar W, e a seguír  e f e t u a r  a 

subt ração  de todos o s  demais vetopes e spa r sos  <das linhas 

necessár ias  pa ra  a eliininaqão da linha cor ren te )  

acumulando-se o s  valores nas  posições expandidas 

correspondentes no v e t o r  auxiliar. 

Ao f inal  do processo de eliminação da linha cor ren te ,  o 

v e t o r  auxiliar é entCio compactado novamente na e s t r u t u r a  

sequencial contígua de arinazenamento adotada p a r a  a m a t r i z  de 

f a t o r e s .  

Quando a linha a s s i m  gerada v ier  a ser necessár ia  

durante  o processo de eliminação de o u t r a  linha, o s  seus 

coeficientes s e r ã o  novamenke subt ra idos  de forma expandida, 

no v e t o r  auxiliar de ti-aballm W. 

O Procedimento II.4<1? cons is te  justamente num processo 

de eliininação por linhas <assumindo-se que a matr iz  opiginal 

e a triangular superior  de f a t o r e s  resul tan te ,  e s t e j a m  

armazenadas de forma sequencial seg'ine~xbada por linhas). 



A e s t r u t u r a  de dados utilizada para  a representação da 

m a t r i z  de f a t o r e s  U é baseada nos ve t a r e s  IU, IUF, JU, UN, 

contendo respectivamente ponteiros para  as posições inicial e 

fina1 de cada linha de U, bem como as colunas e o s  valores 

numéricos associados aos  elementos não nulos excluindo-se a 

diagonal <armazenada separadamente e m  DI, e contendo o 

inverso de s t e s  valores ao  f inal  do processo>. 

$ assumido também que inicialinente a matr iz  opiginal 

esteja mapeada sobre  o inesnio espaço de armazenaniento 

utilizado para  a matriz de f a to r e s ,  com as posiçGes re la t ivas  

aos  elementos de f5ZZ-in explicitamente "zeradas". 

Durante o processo de eliminação, faz-se necessário 

ta1nbtl.m a representação e s t r u t u r a l  da t ranspos ta  de U 

<cop~espondeiido a matr iz  tr iangular infer ior  de f a t o r e s  uT>. 
E s t a  infarmagão, quando o espaço de arniazenamento disponível 

é limitado, pode ser gerada dinamicamente durante o processo 

como e m  [P13. Por razões  de simplicidade e eficitsncia <em 

termos de tempo de execução>, sempre que possivel a 

informação explícita da e s t r u t u r a  da t r an spos t a  ser4 adotada 

ne s t e  trabalho. 

Assim nes t e  caso, IUT, IUTF e JUT, análogamente A 

e s t r u t u r a  adotada pa ra  a matriz U, denotam o s  ponteiros  pa ra  

as posições inicial e final, bem como para  o s  índices das 
T 

colunas C a  esquerda da diagoiial> de cada linha da m a t r i z  U . 

A o u t r a  a l t e rna t iva  pa ra  a geraçSo da m a t r i z  de f a t o r e s  

apresentada no Procedimento 1 1 . 4 2  consis te  na geração dos 

f a t o r e s  por colunas, adotando-se a mesma reppesentaçCro 

sequencial segineritada por linhas para  as inah izes  original e 

de f a to r e s ,  e utilizando-se o ve to r  auxiliar de trabalho W 

Ciniciahente "zerado"), como um ve to r  de contribui@es a 

s e r e m  adicionadas na representação original de cada coluna de 

U sendo gerada. 



Cpara cada Zinha corrente "i" à. elimir~ar) 

para i de 1 até n faça 

Cinicialização do apontador de  posiçses irziciais3 
IUPCi>  e PUCi3 

CiniciaLização do valor da diagonal) 
piv e D I C i 3  

CexpansoTo da linha corrente "i" no vetor d e  tr-abalho3 

para j de IU<i> atcé IUFCi> faga 

WC JUC j3> t UN< j3 

f i m  para j 

<para cada Linha "Z" a s e r  subtraida da corrente> 

para k d e  IUTCi> até IUTFCí3 faça 

Clinha a s e r  subtraida d e  "i"3 
1 e JUTCk> 

Cposição inic.i.al em "2") 
iuc t IUP<Z> 

Cutuulizução da diagonaZJ 
piv c piv - UN<iuc> * um 

<subtração da Linha "2" da tinha corrente "i"> 

para j de  iuc + 1 até IIJFC13 faça 

WCJU<j3> t W<JU<J>3 - U N C j 3  * um 

f i m  para j 

f i m  para k 

Cinversão do elemento diagonal2 
DI<i> t 1 / piv 

Ccompactação definitiva da Linha corrente "i"> 

para j d e  IUCi> at& I U F C i )  faça 

UNC j> t WC JUC j>> 

f i m  para j 

f i m  para i 



Alguns comentários sobre  o procedimento apresentado 

e as e s t r u t u r a s  auxiliares empregadas, fazem-se i-recessários. 

O v e t o r  IUP até en tão  ainda não introduzido no contexto 

da eliminação esparsa,  é um dos ingredientes fundamentais e 

p resen te  e m  quase todos  o s  metodos a s e r e m  abordados ao  longo 

do texto.  

Ass im,  uma apreseil tação mais detalhada da s u a  

finalidade, é um i t e m  merecedor de destaque. 

Reportando-se o l e i to r  a seção 11.3, quando se 

apresen ta  um exemplo de concatenação de indices de colunas, 

gerando-se a e s t r u t u r a  da sétima linha <no exemplo 

considerado>, percebe-se que as linhas a s e r e m  efet ivamentes  

subt ra idas  da #7 s ã o  as de 63, #4 e #5. 

Em todas  elas, no inétodo de eliminação por  linhas, 

conforme a fig-I<2>, apenas a porção "acima da linha 

corrente"  das  demais linhas envolvidas, precisa  ser 

explicitamente subt ra ída  da linha base e m  questão. 

D e s t e  modo, no caso particular da linha 3 apenas a 

porção a d i re i t a  da coluna #7 <incluindo-a>, prec isará  ser 

efetivamente subtraída da porção 2% d i re i t a  da diagonal na 

linha base R7 sendo gepada. 

A finalidade do v e t o r  IUP é na vepdade se manter um 

apontador dinâmico p a r a  a posição inicial de cada linha, a 

ser efet ivamente usada durante  a subti%ação <da linha 

associada>, de alguma o u t r a  linha base co i~ren te ,  m a i s  adiante 

ao  longo do processo. 

D e s t e  modo, IUP é. inicializado paixa as posições 

iniciais <contendo c, primeiro elemento não nulo à d i r e í t a  da 

diagonal) de cada linha, e sucessivamente incrementado, a 

medida que uma dada linha e m  questão é usada no processo de 

contribuíqSo sobre  uma o u t r a  iinha base corrente ,  v i s to  que 

uma vez contribuindo com elementos a p a r t i r  da posiçZo 

IUPCi), n a  prhxiina vez e m  que a linha i v ier  a se most rar  

necessái-ia, a parcela a ser efetivamente utilizada pa ra  a 

contribuirjão, começará a p a r t i r  de IUP<i>+l, e i s s o  explica 

e m  linhas gerais ,  o porque da presença d e s t a  e s t r u t u r a  

auxiliar <de dimensão n>, e a razão p a r a  s u a  "dinamicidade". 



Outra  e s t r u t u r a  que se mostra conveniente conientar, (I a 

da t r a n s p o s t a  de U, v i s t o  ser utilizada para  a determinação 

de quais linhas necess i ta rão  ser subt ra ídas  da linha 

corrente .  

Ein face  a simetria da m a t r i z  original, e por 

consequencia, da matr iz  de f a t o r e s  resul tan tes ,  o processo de 

eliminação <simétrica> e f e t u a  apenas operações sobre  o s  

elementos armazenados na porção t r iangular  superior.  

PorBm, a e s t r u t u r a  de elementos não nulos que se busca 

anular e m  cada e t a p a  do processo, se encontra  à esquerda da 

diagonal da linha base, a cada e t a p a  fundamental i da 

eliminação. Tal e s t i w t ~ ~ a ,  corresponde por s i n i e t r i a ,  a 

e s t r u t u r a  da porção da i , e z i m a  coluna de U, acima da 

diagonal, e que corresponde por tan to  à da representaçSo por 
T 

liiil-iãs de U , utilizada a o  longo d e s t e  trabalha.  

D e s t e  modo JUT<k> denota o índice das  linhas a s e r e m  de 

fato subtpaídas da linha base co r ren te  a cada etapa.  

E s t a  informação, como fo i  comentado, poderia ser 

determinada dinâmicamente durante  o processo, porkm, pelas 

r azães  j A  apresentadas,  optou-se por adota-la explicitamente, 

mediante a utilização da niatriz uT. 

A Ú l t i m a  "filigrana", no procedimento II.4<1> é a 

norinalização dos elementos de cada linha, e o armazenamento 

do inverso da diagonal, no lugar do s e u  valor direto.  

A "normalização" e m  questão, corresponde na verdade à 

divisão de todos o s  f a t o r e s  de cada linha, pelo elemento 

diagonal correspondente, de modo a que a m a t r i z  U assim 

obtida, s a t i s f a ç a  a condição de possuir a diagonal unitaria.  

A "filigrana" como se comentou, & que a normalização vai 

sendo paulatinamente efetuada, a medida que se avança o 

ponteiro IUPCLD, e que ao final de todo o processo de 

eliminação, terá varrido toda a e s t r u t u r a  de elementos não 

nulos de cada linha 1 da m a t r i z  de f a t o r e s .  

O armazei~amento de l / w .  no lugar de u se deve a o  f a t o  
~i ii 

de operagires de divisão s e r e m  sempre m a i s  aneposas do que as 

de niultiplicação, e com o arniazenmento do valor inverso, as 

novas divisões poderem ser efe tuadas  mediante multiplicações. 
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Prrrcedimento II.4C23 U e r a c S c r  dos fatores p z  "colunas" 

C"zeragemm inicial do vetor de trabalho) 

para i d e  1 ate5 n faga 
WCi3 c O 

f i n i  para í 

€para cada linha corrente "i" d eliminar) 

para i d e  1 até n faga 

Cinicialização do apontador de posiçaes finais) 
IIJPCi> c IUCi3 

CiniciaZizaçZlo do valor drr diagonlrl3 
piv c D I C i 3  

<para cada linha "2" a ser  subtra4du da corrente> 

para k de IUTCi3 até IUTF<i> faça 

Clinha a ser  subtru.tda de "i7') 
Z e JUTCk3 

CposiçtYo final na linha "l"> 
iuc t IUPCl3 

Cprdximu posiçlfo final) 
IUP<l> c IUP<l> + 1 

Cfator mu2tiplicativ05 
um t UNCiuc> - WCZ> 

C"ze~agem'~ do vetor de trabalho) 
WC23 c O 

Cnormalizaç&3 
UN<iuc> c uin * D I < l >  

Cutualização da diagonal) 
p i v  e piv - UN<iuc> * um 

Ca&ç& das "ccontribuipYes" relativas a "Z"3 

para j de IUCl> a t B  iuc - 1 faga 

f i n i  para k 

CinversBo do elemento diagonal) 
DICi> t 1 / piv 

fim para i 



No procedimento II.4<23, cabe n o t a r  que o papel de IUP é 

revertido, com relação a o  procedimento anter ior .  N e s t e  caso, 

I U P  denota agora a posição "final" de cada linha à contribuir 

sobre  a linha B a s e  corrente ,  v i s to  que no niétodo de 

eliminação com geração dos f a t o r e s  por  colunas, conforme a 

figJ<l>, a porção efetivamente subraida vai da diagonal da 

linha contribuinte,  até a coluna associada A linha baze 

corrente .  

Outro comentário, é que o ve to r  de trabalho W n e s t e  caso 

é utilizado como um v e t o r  de "contribuiqões", acumulando as 

parcelas a serem posteriorinente sub t ra ídas  da linha corrente,  

e d e s t a  fortna, ppecisa estar "zerado" ao  inicio de cada e t a p a  

fundainental do processo. 

A vantagem d e s t e  novo procedimento e s t A  no f a t o  de se 

e v i t a r  o processo de descompactação/con~pactação da linha 

corrente ,  indispensdvel no procedimento anter ior .  O preço 

pago por esta economia se r e f l e t e  e m  uma operaçzo a r i tmé t i ca  

de soma e m  ponto f lu tuan te  adicional p a r a  cada elemento da 

m a t r i z  de f a t o r e s  r e s u l t a n t e  Cein "um + UM-iuc3 - WCL3"> mas 

que mesmo assim se inostra compensador, pois o overhead em 

decorrência da inicialização e incremento dos Zoops de 

compactação e descompactação no caso anter ior ,  normalmente 

superam o cus to  da operação de ponto f lu tuante  adicional 

d e s t e  processo. 

A hnica grande desvantagem d e s t e  procedimento se dA com 

relação a impossibilidade de se explorar de forina ef ic iente  

algumas c a r a c t e r i s t i c a s  encontradas com freqüência na matr iz  

de f a t o r e s ,  como a presença de s u p e r n o d e s  ou de sub-porções 

densas <e que normalmente s ã o  determinantes e m  t e r m o s  do 

volume de cálculo dispendído n e s t a s  porçBes e m  comparação com 

o r e s t a n t e  do processo de eliminaqão>. 

Ass im,  um procedimento de fa to ração  ideal, muitas vezes 

é uma combinação hibridu e n t r e  dois ou m a i s  procedimentos 

Ccomo será v i s to  na  seção 111.4, adotando-se a geração por 

coluna n a s  e t a p a s  iniciais do processo, e reverkendo-se pa ra  

a geração por linhas no f ina l  <ao se aproximar da sub-porção 

densa, ou quando o percentual de s u p e r n o d e s  se most ra r  

significativo por exemplo>. 



C o m p l e i n e n t a n d o  a a b o r d a g e m  n u m é r i c a  convencioilal, 

a p r e s e n t a m o s  os  p r o c e d i m e n t o s  à fase de 

retro-substituiçZio. 

para i de i até n faga 

XCi> c BCi> 

para i de 1 até 11-1 faça 

xi t X<i> 

para j de IUCi) até IUF<i3 faça 

X< JU<j>3 t X< JWj>> - xi $ UN<j> 

X<i> c xi S DICi> 

X<n> t X i n 3  r p  DICn3 

para i de n-I de volta atB 1 faça 

xi t XCi> 

para j de IUF<i> de volta ate IU<i> faga 

xi t xi - X< JU<j>> $ UNCj> 

X<i> t xi 

P a r a  finalizar este capitulo, é conveniente se iistar 

t o d a  a seqüência de p r o c e d i m e n t o s  e fases e n v o l v i d a s  para  a 

obtenção da solução de s i s t e m a s  lineapes esparsos. 

U n w  BnZca vez C p a r u  carcila m a t r i z  e s t r u t u r u l m e n t e  dist inta) 

.i O P d e n a i n e n t o  v i s a n d o  à r e d u ç ã o  de fZZZ-in's 

.i Peivnutaq& s i m é t r í c a  segundo o o r d e n a m e n t o  "b t imo"  

6 Fatoração S i m b d l i c a  ( d e t e r m i n a n d o  a e s t r u t u r a  de U> 

6 O r d e n a q ã o  das colunas dos fatores e m  cada linha 

R e p e t i d a s  vezes Cpcrra m a t r i z e s  n u m é r i c a m e n t e  d i s t i n t a s 3  

.i F a t o r a q ã o  Numepica <com geração por linhas ou colunas) 

.i R e t r o - S u b s t i t u i c 2 i e s  C f o r w a r d ,  diagonal e b a c k w a r d >  



ABORDAGENS SIMBOLICAS 

N e s t e  capitulo s e r ão  apresentadas novas tScnicas visaiido 

a um aumento da eficiência computacional da f a s e  de fatopação 

numérica. 

Para tal, uma nova fase de processamento executada uma 

Única vez, a n t e s  da fase de fa to raçso  numérica prhprianiente 

dita,  produz como resultado, informações ou códigos, que 

quando devidamente interpretados,  possibilitam a redução dos 

overheads intr insecos de uma abordagem numérica convencional, 

(como desconipactações/compactações do ve to r  de trabalho 

auxiliar expandido, e ineficiências a nivel de acesso as 

posiçBes de memória, como operações de acesso indireto 

desnecessdrias3. 

E s t a s  novas abordagens, receberam a denominação de 

simbólicas <pelo au to r  de s t e  trabalho3, e m  função da  ideia 

básica original, Cdatada do início dos anos 70, e introduzida 

por Uustavson í61413, se referir a unia metodologia 

"simbblica" para  a resolução de s is temas l ineares esparsos.  

O termo simbblico, nas  abordagens de s t e  capitulo, como 

jd fo i  comentado, e m  nada t e m  a ve r  com o processo de 

"fatoração simbólica" apresentado na seção 11.3, cujo íinico 

objetivo é o da determinação da e s t r u t u r a  da matriz de 

f a t o r e s  resul tantes ,  Cincluindo-se as novas posições 

introduzidas pelos elementos de fiZZ-in>. 

Tal procedimento t rabalha apenas com iiiformações do t ipo  

es t ru tu ra l ,  ao  passo que o s  procedimentos simbólicos 

apresentados ne s t e  capitulo, se dedicam exclusivamente à fase 

numérica do processo, assumindo por tan to  que a fase de 

"fatoração sinibólica", como definida na l i t e ra tu ra ,  tenha  

sido prkviamente executada. 

Sob o ponto de v i s t a  m a i s  e o s  procedin~entos 

simbdlicos apresentados n e s t a  seção, englobam a fa toração 

simbblica "tradicional", como um sub-conjunto, pois é 

possfvel a construção de uma fase de pr&-processamento 

simbólico inicial, que produza além da e s t r u t u r a  de f a t o r e s  

resul tantes ,  e s t r u t u r a s  auxiliares visando um aumento ainda 

maior da efici&ncia da fase numérica per  si. 



Estes  serSo por tan to  o s  ppocedimentos considerados 

ne s t e  capítulo, <e até o f inal  des te  trabalho). 

111.1 Técnicas visando ao aumento da efíci8ncia 

Ao se observar  o s  cddigos de fa toração numerica, como o s  

apresentados nos procedimentos II.4<13 e 11.4C29, percebe-se 

que apesar  de toda s o r t e  de e s t r u t u r a s  auxiliares e demais 

"sutilezas" empregadas, a codificagão f inal  dos mesmos é. 

"simples", no sentido em que um cddigo ocupando apenas uma 

página de texto ,  ser capaz de descrever completamente a fase 

num&rica da eliminação de m a t r i z e s  esparsas .  

* O q u e  0 Zeitor p o d e r i a  se perguntar  obuiamente  (S se 

seria p o s s i v e t  melhorar  a i n d a  m a i s  o d e s e m p e n h o  d e  t a . i s  

rndtodos.  

A respos ta ,  como já se deve estar pressentindo., t5 

afirmativa mais uma vez, e que por razões  históricas,  

completamente d i s t an tes  da abordagem um t a n t o  quanto 

"destilada'" apresentada nos procedimentos da seção 11.4, 

merecem um c e r t o  destaque como forma de introdução a esta 

seção, e m  particular.  

O principal f a to ,  é que na época e m  que Uustavsoii 

introduziu s u a  técnica de "geração simb&lica de cbdigos 

dedicados à resolução de s i s t e m a s  esparsos", o s  c&&gos 

"gerais" de espai-sidade disponíveis na l i t e ra tu ra ,  <e 

distaibuidos na forma de subrot inas  pelos grandes cen t ros  

acadêmicos de pesquisa), eram deveras mais "complexos" do que 

o s  procedimentos apresentados no segundo capítulo de s t e  

trabalho. 

Ass im,  qualquer esforço  adicional, no sentido de se 

elevar o desempenho da fase numérica, eram <e continuam até 

hoje> válidos, pois e m  c e r t a s  aplicações, centenas ou m a i s  

vezes, f a to rações  de matrizes com a m e s m a  disposição 

e s t r u t u r a l  de elementos não nulos acabam sendo necessAPias, 

como par  exemplo na área de simulaçSo de circui tos  elétr icos,  

ou solução de equações diferenciais parciais. 

Voltemos por tan to  a o  inicio dos anos 70, procui-ando 



r e i n t e r p r e t a r  o t rabalho de Gustavson, a luz dos 

conhecimentos a tua is .  

A idéia a época brilhante) proposta por Gustavson e 

s u a  equipe, f o i  simplesmente produzii- como resultado final, 

pa ra  cada t i p o  e s t r u t u r a l  de s i s t e m a  linear a se resolver,  um 

cbdigo de máquina Cassembler> ou e m  FORTRAN, que simplesmente 

e fe tuasse  todas  as operaçires a r i tmdt icas  do processo de 

eliminação. 

A grande vantagem do &digo assim gerado, era que o 

mesmo e r a  l ivre  de quaisquer formas de loops  ou acessos  

indiretos  a e s t r u t u r a s  auxiliares, como v e t a r e s  de t rabalho 

expandidos, e t c  ... 

Ou seja, o cbdigo produzido pela abordagem de Gustavson 

era completamente l ivre  de overheads ,  e o que se efetuavam 

eram apenas as operaçires ar i tmdticas  necessárias,  diretamente 

sobre  as posiçães de memdria correspondentes aos  elementos de 

U <contendo originalniente o s  elementos da m a t r i z  original, 

com as posições a o s  fill-in's, inicialmente 

"zeradas"3. 

A luz das  técnicas  ap~vssentadas na seção 11.4, 

percebe-se que o que Gustavson introduziu na época, f o i  unia 

quaxkta a l t e rna t iva  de s e  e f e t u a r  a soma de ve to res  esparsos,  

simplesinente "desenrolando-se" completamente o lonp da 

a l te rna t iva  I1.4<3> <o que ser& vis to  m a i s  adiante). 

A forma proposta  para  a solução do problema, na verdade 

s e  aproxima b a s t a n t e  da forma como se apr.esentaría o processo 

de eliminação Uaussiana, passo a passo, efetuando-se todos  o s  

c&lculos no "quadro-negro" {sem qualquer auxilio de a p a r a t o s  

t ípicos de uma abordagem computacional, como reg i s t r adores  

intermedihrios, indexadores, ou apontadores>. 

Segue-se por tan to  um exemplo de c8digo e m  FORTRAN, 

extraído da referência  original Ia141, e apresentado na  

f ig-III<l> a seguir.  

N a  vei-são original de Uustavson, se lançava mão de 

ve to res  auxiliares C e Y, simplesmente pa ra  se e v i t a r  que OS 

valores originais de A e B do s i s t e m a  original, fossem 

reesc r i tos ,  <o que poderia ser evitado s e m  esta imposigão>. 



fig-III<1> - Código "loop-free" h Uustavson 

No exemplo apresentado em questão, assumiu-se que a 

m a t r i z  original A es t ivesse  representada sequencialrnente por 

linhas, no v e t o r  A, bem como o ve to r  lado d i re i to  b de forma 

densa e m  B, com a solugâio do s i s t e m a  de 6 equaç8es Cdo 

exeniplo e m  particular>, a s s i m  forniulado, no v e t o r  X. 

Um dos grandes problemas com a abordagem de Glustavson, é 

a necessidade de se ter  que lançai- mão de uma f a s e  de 

"geração autoináitica de código", pois o código apresentado na 

figJIICI> por  exemplo, f o i  produzido "automáticarnerite" por 

um dos niódulos encarregados da geração do cbdigo FORTRAN, no 

pacoLe original desenvolvido época, e tal cbdigo aplica-se 

apenas à soluçSo de s i s t e n m  com a ca rac te r í s t i ca  e s t r u t u r a l  

do problema p a r a  o qual o mesmo fo i  gerado. 

O que se t e n t o u  na época, de forma a amenizar esta 

imposiqão, f o i  a o  invés de se g e r a r  um cbdigo de a l t a  nível, 

gerar -se  diretamente um código de máquina ou Assembler, e 

cuja  f a s e  de "carregamento" em membria e ZlinkediçiYo com as 

demais r o t i n a s  da aplicasão principal, pudesse ser f e i t o  em 

tempo hábil menor. 

O problema maior da abordagem original de C3ustavson Q 

que pa ra  m a t i - i z e s  e s p a r s a s  de diniensSo elevada, mesmo com uni 



grau  de densidade reduzido, o espaço t o t a l  ocupado pelo 

cbdigo gerado passa  a ser impraticbvel pa ra  a maioria das  

computadores de pequeno a médio poptes  a tua is .  

N a  época em que a idl-ia original de Gtustavson f o i  

apresentada,  tais requisi tos  eram ainda mais res t i4ngentes ,  

pois apenas e m  msquinas do mais elevado porte ,  se poderia 

cogi tar  em aplicar o método para  a solução de problemas com 

uma dimensão da ordem de milhares de variáveis. 

Deste modo, uma idéia que se mostrava excepcional p a r a  

inatrizes de pequeno a médio por te ,  era completamente inviável 

na época, por simples f a l t a  de recursos  computacionais de 

p o r t e  B al tura .  

Não é necesshrio dizer, que a id&ia acabou rapidamente 

caindo no esquecimento, sendo contudo ci tada até hoje, em 

refergncias  conceitadas como KD61. 

Tal era o panorama da resoluçZSo de s i s t emas  <por m&kodos 

diretos>, de meados da decada de 70 até meados da década 

seguinte Cperíodo e m  que as e s t r a t é g i a s  convencionais, 

apresentadas no segundo capítulo, floresceram>, e quando uma 

"nova variável" acabou por viabilizar o "reaquecimento" das  

id&ias propos tas  por Uustavson. 

O f a t o  e m  questão, f o i  a descoberta de um "novo método 

polinomial" pa ra  a resolução de problemas de Programação 

Linear, proposto na época, por  um ainda não t 3 o  conhecido, 

Narendra Karmarkar EK11. 

O que o in8todo t inha  de "novo" do ponto de v i s t a  

computacional, e m  relagão as abordagens até então, baseadas 

no método Simplex ED491, ou no método dos Elipsóides proposto 

por K a c l ~ a n  C e  que se havia mostrado inaplicgvel do ponto de 

v i s t a  coniputacional de modo a competir com o u t r a s  

abordagens), era que o novo método proposto por CKíI, segundo 

o s e u  próprio autor ,  se mostrava competitivo 

computacionalmente com relação a um método sólidamente 

consagrado ao  longo das í i l t in ias  4 décadas, como era o caso do 

ml-toda Siniplex. 

O f a t o  que de c e r t a  forma despertou novamente o 

i n t e r e s s e  de pesquisadores, por melhores estratt5gias de 

resolução de sistemas esparsos,  se dava porque todas  as 

var iantes  do mt-todo original proposto por [Kll,  se baseavam 

<até então>, na resolução de sistemas esparxos  <com niakr-izes 



s i m é t r i c a s  d e f i n i d a s  p o s i t i v a s > ,  s e n d o  tal e t a p a  a d e  m a i o r  

peso c o m p u t a c i o n a l  e m  c a d a  iteração básica d o s  a l g o r i t m o s  de 

P o n t o s  Interiores utilizados para a r e s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  de 

PrograinaçZío L i n e a r .  

e Ou se ja  c o m  a i n t r o d u ç ã o  de rnelhoramentcrs n a s  rotinas de  

s o l u ç ã o  de  s i s t e m a s  e s p a r s o s ,  se c o n s e g u i r i a  um a p r i m o r u m e n t c t  

p r o p o r c i c t n a l  da e f i c i ê n c i a  d e  a l g o r i t m o s  c o m o  os  d e  IK11, 

IA11 e 1011. 

De um grupo d e  p e s q u i s a d o r e s  e m  Bex-keley IAll,  s u r g i u  

portanto a idéia d e  se tentar um a p r i m o r a m e n t o  d a  eficiência, 

estendendo-se a idéia original de Uus tavson . ,  numa  estratégia 

d e  f o r m a  "interpretada" para o p r o b l e m a ,  e q u e  d e s t e  modo 

d e i x a v a  de l a d o  as q u e s t õ e s  r e l a t i v a s  a "geraçCTo a u t o m á t i c a "  

d e  c ó d i g o s  d e d i c a d o s ,  como na a b o r d a g e m  original de 16141. 

F o i  a partir d e s t a  idt-ia, < q u e  os p e s q u i s a d o r e s  de 

B e r k e l e y  p a s s a r a m  a d e n o m i n a r  por "listas s i m b á l i c a s  de 

e n d e r e ç o s "  e m  IA113, q u e  se deu o r i g e m  este taabalho a t u a l .  

C a b e  notar, que a a b o r d a g e m  de IAll, a s s i m  como a 

o r i g i n a l  d e  U u s t a v s o n ,  p a r t i l h a v a m  d o  m e s m o  p íwblema  de 

c r e s c i m e n t o  "explos ivo"  do espaço de a r m a z e n a m e n t o ,  e q u e  nas 

porç8es p r b x i m a s  ao final do p r o c e s s o  d e  e l i m i n a ç ã o  <onde 

s u b - m a t r i z e s  " q u a s e  densas" começam a se fazer notar>, tal 
a 

o r d e m  de c P e s c i m e n t o  é d i t a d a  p o ~  um t e ~ m o  e m  funçgo d e  n 

Ccomo foi v i s t o  ao final da seção 1.23. 

A a b o r d a g e m  por "listas s i m b ó l i c a s  de e n d e r e q o s "  se 

inost ibou por tanta  " p a s s í v e l  a críticas" Ccomo e m  IUll3, por 

exibip um disp&ndio d e  m e m ó r i a ,  um tan to  q u a n t o  e x a c e r b a d o ,  

mesmo p a r a  os p a d ~ 8 e s  atuais,  Cem m á q u i n a s  c o m  centenas de 

m e g a b y t e s  d e  mémoria ,  como a u t i l i z a d a  p e l o  grupo de 

Berkeley3,  s e m  c o n t u d o  apresentar u m a  s e i ~ s i v e l  r e d u ç s o  dos 

t e m p o s  c o m p u t a c i o n a i s .  

Visando de certa f o r m a  "controlar" o c r e s c i m e n t o  

e x a c e r b a d o  da lista de e n d e r e ç o s ,  foi proposta u m a  p r i m e i r a  

a l t e r n a t i v a  c o m o  "ponto de corte", e que no trabalho original 

EA11, se baseava e m  l e v a r  adiante o processo por listas 

s i m b ó l i c a s  de e n d e r e ç o s ,  até o s u r g i m e n t o  de u m a  porção 

" q u a s e  densa" ,  na s u b - m a t r i z  restante Cainda por e l i m i n a r ) ,  

q u a n d o  a p a r t i r  d e  então, t k c n i c a s  "convencionais", d e d i c a d a s  

as d e m a i s  fases p a s s a v a m  a ser a p l i c a d a s .  



O ponto de onde este t a b a l l o ,  re toma e concentra  a 

atenção, é por tan to  no aprimoramento das  idéias t a n t o  de 

CA11, como CEJ14l. 

A primeira das  tkcnicas a ser "extendída", n e s t a  seção, 

é a de códigos simbblicos Zoop free, para  uma c lasse  

extremamente par t icular  de m a t r i z e s ,  e onde qualquer melhoria 

na eficigncia computacional se f a z  presente ,  qual seja, n a s  

m a t r i z e s  "completamente densas". 

A abordagem por listas si~nbólicas: de enderegos ser& o 

obje to  de estudo e maior formalização e m  uma seção posterior,  

de modo que lios concentraremos a part,ir de agora até o f ina l  

d e s t a  seção, e m  apresen ta r  o que se poderia chamar um 

"paliativo" ef icaz e "implementável" das  idéias de Uustavson 

pa ra  o caso denso. 

O que vem ime&atament,e à mente quando se pensa em uma 

abordagem no e s t i l o  de Glustavson papa o caso denso, é no 

tamanho do código gerado, e que sem qualquep forma de 

"controle" ou de desvios condicionais, acabaria  por dispender 

um volume da ordem de n3 linhas de cbdigo ... 
O Último paragrafo contém uma r e s p o s t a  para  esta 

indagação, pois percebe-se que a maior "rigidez" de um c&digo 

ao  es t i lo  de Gustavson, é não permitir  qualquep forma de 

desvio condicional, <além de não se ut i l izar  variáveis 

temporárias, indexadores ou apontadores de qualquer 

natureza).  

Dentre as ca rac te r í s t i cas  c i tadas  acima, a que menos 

a f e t a r i a  o desempenho f inal  caso fosse  "relaxada", seria a 

utilização " c o t r o l a "  de desvios condicionais pa ra  t rechos 

"recorrentes"  do código. 

O t ipo  de desvio assim coiisiderado seria da forma de um 

"GQTO computado" <em FORTRAN>, "case" <em PASCAL), ou 
++ 

"swi tch"  <em C/C 3, v i s to  que a intPodugão de Zoops 

controlados explicitamente por índices <como "DO" ou "for" 

nas diversas  linguagens>, acabaria por eliminar uma das 

carac te r i s t i cas  básicas da idéia de Gustavson, qual seja, a 

de procedimentos da forma "Zoop free". 

A pergunta que se pode fazer, e que acaba conduzindo a 

forma de abordagem proposta  pa ra  se solucionar o problema é 

simplesmente: 



.i S e r i a  poss . l ve2  se a p r o v e i t a r  t r e c h o s  de código Zocrp 

free, u t i Z i z a d a s  p a r a  e l iminar  m a t r i z e s  d e n s a s  de  uma dada 

d i m e n s ã o ,  p a r a  mutr - i zes  Cambem d e n s a s ,  porrSm de  d i m e n s ã o  

i n f e r i o r  ? 

Ou seja, o que se questiona i5 se o processo de 

eliminação <por alguma das a l t e rna t ivas  apresentadas na seção 

1.13 possui alguma recorrência  ein termos de operaçães e 

acessos a posições de niembria, que possam ser d e s t a  forma 

aproveitados e m  t r echos  "comuns" dent ro  cbdigo gerado p a r a  a 

eliminação de uma m a t r i z  densa com dimensão superior  a da 

nova m a t r i z  e m  que se espera  poder aprovei ta r  o mesmo cddigo. 

Observando-se atentamente as 3 a l te rna t ivas ,  percebe-se 

que pela forma in t r ínseca  de evolução da a l t e rna t iva  I.lCC>, 

<gerando-se a m a t r i z  de f a to res ,  par  atualizações na forma de 

"sub-matrizes">, que esta seria a m a i s  propensa a se 

considerar numa primeira t e n t a t i v a  de se enquadrar a 

ca rac te r i s t i ca  procurada, à uma nova nietodologia de soluçSo. 

N a  verdade é possível se aplicar a id&ia de recorrênaia 

de cbdigo, p a r a  as 3 a l t e rna t ivas  apresentadas,  na seção 1.1, 

porém, no p resen te  trabalho, apenas a a l t e rna t iva  1.1CC) será 

considerada, por  ser a de m a i s  fAcil assimilação, e a mais 

adequada pa ra  as sub-porções densas encontradas a o  f inal  do 

processo de eliniinaçáo. 

O que se pode perceber na forma de acesso e geraçso de 

f a t o r e s  da a l t e rna t iva  I . lCC> é que a cada etapa,  se 

atualizam sub-matrizes de dimensão infer ior  a da e t a p a  

anter ior .  

A í  encontra-se a chave pa ra  uma iinplementação de idéias 

s i m i l a r e s  as de Gustavson, mas que explore as c a r a c t e r í s t i c a s  

r e c o r r e n t e s  do código gerado, e d e s t a  forma venha conduzir a 

redução dos requis i tos  f ina is  de tamanho de cddigo ZI um valor 

aceitálvel. 

A idéia básica, cons is te  e m  se observar  que um cbdigo 

pa ra  a atualizaçSo por sub-matrizes, pode ser decomposto e m  3 

fases <em cada e t a p a  básica do processo como um todo): 



Montar-se um ve to r  auxiliar contendo o s  f a t o r e s  

multiplicativos da coluna abaixo do elemento 
diagonal coi-rente, C a  serem multiplicados pelos 
elementos imrmalizados à direita da diagonal na 
linha B a s e ,  durante  o processo de atualização de 
cada um dos elementos da sub-makriz pes tan te>  

Processar-se a atualização da sub-matriz definida 
pelos elementos da porção t r iangular  super ior  
abaixo da linha corrente .  

.i Normalizar-se o s  elementos da linha base c o r r e n t e  

Com isso,  o que se percebe é que o c&digo gerado p a r a  a 

atualizaç3o da sub-matriz r e s t a n t e  a cada etapa,  rS uma porção 

"recorrente", do código m a i s  geral, pois papa cada valor 

decrescente de n ,  as sub-matrizes r e s t a n t e s  a cada etapa,  s ã o  

identicas C e m  t e rmos  es t ru tu ra i s> ,  as sub-matrizes 

atualizadas nas  e t a p a s  anter iores .  

O que se t o r n a  necessfirio porcanto, s ã o  apenas alguns 

" e n t r y  po in t s"  de modo a se definir o ponto de inicio do 

processamento de cada uma das sub- nat trizes de dimensões 

infer iores ,  dent ro  do cbdigo ge ra l  pa ra  a eliininaçgo de uma 

m a t r i z  de dimensão n. 

O que se consegue d e s t a  forma, é uma redução 

considerável do tamanho de cbdigo, pois passa-se de um t o t a l  

da ordem de n3 linhas, p a r a  n2 <e que c o ~ r e s p o n d e  ao  esforqo 

computacional pa ra  a atualização de uma bnica etapa,  com unia 

sub-matriz de dimensão n3. 

e Ou s e j a ,  torna-se p a s s é v e l ,  m e d i a n t e  a ZntroduçZfo d e  

a l g u n s  overheads d e  p r o c e s s a m e n t o ,  €a s e r e m  c o m e n t a d o s  m a i s  

a d i a n t e ) ,  a c o n s t r u ç ã o  de um c6digo "simbi>Zico", o n d e  p a r a  o 

caso part icuEar d e  r n u t r i z e s  d e n s a s ,  o e s p u ç o  t o t a l  de 

armazenamento  é p r o p o r c i o n a l  ao ntirnero d e  e l e m e n t o s  e n E F O  ao 

ndmero  de o p e r a ç õ e s  e f e t u a d a s  Ccomo n o  caso da a b o r d a g e m  

ori&nal tG141 p a r a  o caso e s p a r s o  m a i s  g e r a l ) .  

É conveniente por t an to  se i l u s t r a r  o f a t o ,  com um 

pequeno exemplo, pa ra  m a t r i z e s  densas de diniei~são 4, onde 

apresenta-se inicialmente um código ao  es t i lo  de Gustavson, e 

a seguii- uma seqüência de aprimoramentos ao  mesmo, baseada 

nas  novas idéias propostas.  



Assume-se n e s t e  caso, a mesma representaçso adotada para  

matr izes  e sparsas  <armazenadas simtitricamente de forma 

contígua por linhas), como nas  demais abordagens anter iores ,  

e ilust,rada <com os  elementos abaixo da diagonal 

explícitados>, a f i m  de se fac i l i t a r  a apresentaqão a seguir.  

Representacão de uma m a t r i z  densa de dimensso 5 

DI<13 UN<1> UN<Z> UN<3> 

UN<1> DIC2T UN<4 3 UN<53 

UNCZ > UNC4) DI<3> UN<6> 

UN<3> UN<B> UN<6 > D1<4> 

C o d i f  icaçãt, 111.1 <a> Loap free a la Glustavson 

N e s t a  codificaça"~ à princípio não se pei'cebe nenhuma 

mxmrrisncia "explícita" no código associado. 



A e s t r a t é g i a  para  solução, está e m  se lançar mão de um 

ve to r  auxiliar W, de dimensão n e que a cada e tapa  passar& a 

conter  uma cópia dos valores numéricos da linha correnke 

associada, e que s e r ão  utilizados para  se atual izar  a 

sub-matriz r e s t a n t e  <ao invés de  se util izar as posiç8es de 

memória originais dos elementas da linha corrente>.  

N e s t e  caso, a fim de fac i l i ta r  a compreensão, tomando-se 

a liberdade de represen ta r  a seqÜ&ncia de vtttopes %IK Ccom o 

indice k associado à dimensCTo da sub-matxkiz c o ~ r e n t e 3 ,  

dispondo-as es t ru tura lmente  nas posições cori.espondentes na  

m a t r i z  original ao  longo de cada etapa, teremos: 

Representacão da seqüência de ve to res  W 

No código associado a seguir,  tomou-se a liberdade de 

introduzir-se "LabeZs" e m  determinados pontos, e que como 

veremos m a i s  adiante <no próxinio apriinoraniento do cddigo>, 

constituem uma das  peças fundamentais que viabilizam a 

exploração das r e ~ o r ~ t s n c i a s  contidas intrinsecaniente no 

processa de elimii-iaçSo por sub-matrizes, para  a caso denso. 

Percebe-se também que na verdade não é necessário unia 

"seqüênuia" de ve to r e s  wk dist intos ,  mas apenas um finico 

v e t a r  W, r e e sc r i t o  ao  longo de cada e t apa  do processo, 

necessi ta  ser empregado papa a fa toração de toda a matriz. 

O dnico ponto e m  que a principio não se consegue ev i t a r  

n e s t a  primeira abordagem, é ter que se lançar mso de t r echos  

aparentemente "repetitivos", de inicialização do ve to r  W, e 

de nornialização dos elementos a o  final da atualizaqão por 

submatrizes, e que podem ser contornados conio veremos uni 

pouco m a i s  adiante. 



Codif icação III.lCB3 Loop free usando ve to r  auxiliar 

O que se percebe no código acima, tendo e m  v i s t a  o s  

comentários já apresentados, B que 21 cada atualização de 

sub-matrizes de dimensão k menor, as operaç8es de atualização 

dos elementos s ã o  na verdade as m e s m a s  jái "codificadas" 

durante a atualização de uma e t a p a  an te r io r  a menos da 

divisão por um eleinento diagonal distinto),  como por exemplo 
3 

as opepaqões compreendidas de p at8 y3 e que correspondem as 
4 4 operaçzes indo desde f3 a t B  y . 

O que se percebe portanto,  é que apenas um dnico trecho 

de código, correspondente a atualização da sub-niakriz de 

tamanho máximo considerado, precisa ser escrito,  com o s  

demais sub-trechos, executados mediante desvios apropriados. 



C o d i f  icação III.l<c> R e c o r r e n t e  u s a n d o  vetop auxiliar W 

UOTO a 

UOTO p 

UOTO y 

UN<6> = UN<6> / DIC3> 
DI<3> = 1 / D1<3> 

STOP 

O q u e  se p o d e  m e l h o r a r  no c b d i g o  ac ima ,  são d o i s  f a t o s :  

E v i t a r - s e  as divis8es por DIC4-k+l> no trecho recorrente, 

s i m p l e s m e n t e  l ançando  m ã o  d e  um s e g u n d o  v e t o r  auxiliar V, 

c o n t e n d o  os valores "normal izados" dos e l e m e n t o s  a s s o c i a d o s  il 



linha base corrente s e n d o  utilizada para a atualização, e 

tentar de a l g u m  modo, eliminar a codificação "redundante" dos 

trechos de inicialização e n o r m a l i z a ç ã o  dos e l e m e n t o s ,  

e f e t u a d a  até entso " e x p l i c i t a m e n t e "  < e l e m e n t o  a e l e m e n t o ) .  

A solução para o q u e  foi c o m e n t a d o  a c i m a  é apresentada a 

s e g u i r ,  c o m  a l g u m a s  c o n s i d e r a ç B e s  finais sobre o cbdigo e m  

q u e s t ã o ,  encerrando-se a s s i m  esta seção e m  que se o b j e t i v o u  a 

apresentação de técnicas v i s a n d o  o a u m e n t o  da e f i c i i s n c i a  dos 

códigos de e l i m i n a ç ã o  esparsa, e no qual ,  Ccomo p o d e - s e  

perceber ao longo do p r i m e i r o  c a p i t u l o > ,  se i n c l u i  o 

t r a t a m e n t o  eficiente d e  m a t r i z e s  d e n s a s ,  como um d e  seus  

casos p a r t i c u l a r e s .  

Codificação III.lCd> R e c o r r e n t e  com nopmal izacSo  em 

SUBROUTINE DNSFAT Cm, UN, DI3 

PARAMETER Cn = 4> 

DIMENSION UNClic3, DICs3, WCn3, VCn3 

k = k - 1  

GOTO 6 

END 



N o  cddigo ac ima ,  e s p e c i f i c a m e n t e  escrito para o 

p r o c e s s a m e n t o  de matrizes de d i m e n s S o  at& 4, <e apresentado 

na f o r m a  d e  uma  subrotina>, m é um par;5imetro f o r n e c i d o ,  

indicando a d i m e n s ã o  da s u b - m a t r i z  a ser f a t o r a d a ,  com UN e 

DI contendo o r i g i n a l m e n t e  os  valores de A e r e k o r n a n d o  ao 

final do processo, os fatores da m a t r i z  U. 

O cbdigo e m  questão, m e d i a n t e  a utilização da expressso 

analítica p a r a  o v a l o r  inicial de j Ccuja d e d u ç ã o  nso será 

a p r e s e n t a d a > ,  p e r m i t e  que se inicialize o processo a pa r t i r  

de q u a l q u e r  s u b - m a t r i z  d e  d i m e n s ã o  igual o u  inferior a n. 

O processo de e l i m i n a ç ã o  da m a t r i z  d e n s a  d e  dimensCj;o m 

t e r m i n a ,  q u a n d o  k a s s u m e  o v a l o r  unitário no final do ciclo 

de r e p e t i ç B e s  efetuadas. 

A utilização do p r o c e d i m e n t o  apresentado a c i m a  para 

m a t r i z e s  d e  d i m e n s ã o  inferior  à máxima n <para o qual o 

código foi projeto>, m e r e c e  um pequeno comentá l . io ,  v i s t o  se 

lançar m ã o  neste caso, de um artifício presente na m a i o r i a  

das linguagens de p r o g r a m a ç ã o ,  q u a l  seja a utilização de 

m e c a n i s m o s  como o s  d e  EQUIVALENCE, ou a p a s s a g e m  de endereços 

como p a r â m e t r o  Cno lugar de passagens p o r  va lo r ) .  

Tomemos como exemplo  u m a  m a t r i z  de d i m e n s z o  3, a ser 

m a p e a d a  de f o r m a  se p e r m i t i r  a utilizaçso do p r o c e d i m e n t o  

I I I . I C d > ,  apresentando-se a d i s p o s i ç ã o  estrutural de seus 

e l e m e n t o s  como abaixo: 

P e r c e b e - s e  que o que muda, é a posição inicial d o  

p r i m e i r o  e l e m e n t o  e f e t i v a m e n t e  utilizado tanto e m  DI, como e m  

UN, v i s t o  que a pawce la  desde DI<1> até UN<3> no exemplo  e m  

q u e s t ã o  Mo será acessada e m  n e n h u m  m o m e n t o  durante o 

processo de solução. 

O q u e  se precisa portanto é na p a s s a g e m  de p a r â m e t r o s ,  

d u r a n t e  a c h a m a d a  da subrotina DNSFAT, se especificar um 



e n d e r e ç o  "fictício" para o início do v e t o r  UN Cpassado como 

p a r â m e t r o  no programa principal>, de tal sorte q u e  a p r i m e i r a  

posição efetivamente u t i l i z a d a  e m  UN C v i s t a  d e  dentro da 

s u b r o t i n a l ,  corresponda à UNC4>. 

Da m e s m a  f o r m a ,  o endereço inicial passado como 

p a r â m e t r o  para  o v e t o r  DI, d e v e  ser tal que faça corresponder 

a posigão relativa ao p r i m e i r o  e l e m e n t o  d i a g o n a l  < d a  m a t r i z  

3x3 considerada>, à p o s i ç ã o  DIC2> dentro d o  cbdigo de 

fatoração. 

Assumindo-se  que no p r o g r a m a  principal, o s  v e t o r e s  

associados a UN e DI s e j a m  denotados o U e D, a s o l u g ã o  

para o p r o b l e m a  d e  m a p e a m e n t o  e m  questão se r e s u m e  e m  se 

c h a m a r :  

ipU = 1 - C C n  ** 2 - n> - Cm ** 2 - m>> / 2 

i p D = m - n + 1  

CALL DNSFAT Cm, UCipU>, DCipD>> 

V a l e  ressaltar, q u e  numa Linguagem como FORTRAN, a 

p a s s a g e m  de um e l e m e n t o  de v e t o r  c o m o  p a r â m e t r o ,  c o m o  no caso 

de UCip > ou DCip >, e f e t i v a m e n t e  passa o e n d e r e ç o  da p o s i ç Z o  
U D 

correspondente ao e l e m e n t o ,  q u e  por sua  v e z ,  dentro da 

subrotina, a c a b a r f i  s e n d o  interpretado como a posição do 

p r i m e i r o  e l e m e n t o  do v e t o r  associado. 

O m a p e a m e n t o  a ser efetuado corresponde portanto à: 

E para o e x e m p l o  <com m = 3 e n = 4) e m  q u e s t ã o :  

Com o r n a p e a m e n t o  efetuado para o vetor  DI s e n d o :  

Alguns  fatos c o m  relação ao t a m a n h o  d e  c 6 d i g o  gerado, se 



f a z e m  necessár ios  notar ,  especialmente com relaçCS;o a fase de 

retro-subst i tuições,  que também pode ser implementada 

utilizando-se técnicas s ini i la i*es  as api.esentadas n e s t a  seção. 

No caso da retro-subst.ituição, o espaço f inal  ocupado 

pelo código é da m e s m a  ordem que o de unia abordagem conio 
2 

1 1 1 1 d  ou seja da ordem de <n - n>/2 linhas de código e m  

linguagens de a l t o  nível, como FORTRAN, PASCAL, ou C. 

Outro comentário que se pode fazer, é que no caso da 

re t ro-subs t i tu ição  "esparsa", embora o código gerado acabe 

sendo papticular e dedicado, Capenas para  matr izes  com a 

m e s m a  disposição e s t r u t u r a l  de elenienlos não nulos que a da 

m a t r i z  utilizada papa a geração3, o espago f inal  de código 

gerado, & de c e r t a  forma "tolerCivel", pois no pior caso 

acabaria sendo da ordem de n2 linhas de cbdigo caso  a matr iz  

de f a t o r e s  r e s u l t a n t e s  f o s s e  densa, e que mesino assim, ainda 

é proporcional ao número t o t a l  de elementos, e ao  espaço 

utilizado pa ra  o s e u  armazenaniento. 

Assunundo-se unia densidade suficientemente reduzida pa ra  

a matriz de f a t o r e s ,  percebe-se que a implementaçCio de 

abordagens simbólicas pa ra  a fase de retro-subst i tuições,  <e 

que não s e r ã o  abordadas n e s t e  trabalho>, é uma área em que 

ainda se pode cogi tar  e m  extender algumas das  metodcslogias 

apresentadas  <papa a fase de eliminação>, com real chance de 

se o b t e r  bons resultados.  

Uma potencial área seria por exemplo, a exploração de 

ca rac te r í s t i cas  do t ipo  "sztpernodaZ7', e que tambéni se fazem 

n o t a r  n e s t a  f a s e  do processamento e m  part icular .  

Retornando a e t a p a  de eliminação, o que se appesenta  a 

seguir,  é o que se poderia chamar de uma extensão ainda '"mais 

implementável" das  id&ias de Gustavson, m a s  que de c e r t a  

forma se afasta um pouco do objetivo original da t&cnica, 

qual seja a de cddigos puramente loop free. 

O aprimoramento proposto tendo e m  v i s t a  uma redução 

ainda maior do níimero t o t a l  e linhas de cúdigo, B 

considerar-se a introdução de Zoaps indexados, p a r a  se 

efetuaih as operações de atualização de cada uma das  linhas 

das  sub-inatihizes r e s t a n t e s .  

A s s i m ,  a o  invris de se e f e t u a r  cada uma d e s t a s  operações 

elemento a elemento, como na aboi-dagem 1 1 . 1 3  o que se 

pode ut i l izar  no lugai* do t r echo  de cbdigp correspondenLe as 



linhas indo de a até y no procedimento a t e i ,  é 

subst i tui- las  por: 

C o d i f  icação III.l<e> Recorrente o p e r a ~ õ e s  indexadas 

Mantendo-se o r e s t a n t e  da cadificagão de DNSFAT 

exatamente como da  forma apresentada e m  II[I.lCd>. 

e O que e s t a  nova abordagem traz ,  é o beneficio d e  uma 

redu@Yu ainda maior no espaço d e  cbdigo, e que com e s t a  

estratégia,  passa a ter da ordem d e  apenas OCnJ linhas d e  

cddigo, Cau mais especificamente 3 n linhas cuso  a 

implementação s e j a  feita em alguma linguagem d e  alto nZvel3. 

O que se percebe partanto,  é que esta nova abordagem 

possui como vantagem um espaço de código extremamente 

reduzido., <comparado com uma abordagem original como 

II.la>, e e m  c e r t a s  classes de a rqu i t e tu ras  , como as do 

t ipo  vetcrxGa1, Por exemplo, seria inclusive mais 

eficientemente implementada, por se basear  e m  operações 

indexadas Cpor meio de loops3, do que e m  acessos puramente 

escalares  a memdria. 

a O fato é que existe portanto uma liberdade na escolha d e  

como se ZmpZementar e s t a  porção d e  cbdigo considerada, tendo 

se apresentado aqui, o s  d o i s  polos cardeais, com a c e s s o s  

puramente escalares ,  ou indexctdos. 

O le i to r  m a i s  a t en to ,  se reparar  com uni pouco mais de 

detalhe, perceberá que práticanieiite se re tornou a um esquema 

de codificação usual para  o processo de eliminaqão de 

m a t r i z e s  densas, baseado em codificagires por 3 niveis de 

Zoops aninhados como na a l te rna t iva  I.I€C> por exemplo. 

N a  verdade, o s  resul tados apresentados n e s t a  seção, 



poderiam ter sido obtidos inediante uni caminho inverso, qual 

seja, deselirolando-se gradativamente cada um dos loaps 

envolvidos na e t a p a  de fa to ração  pa ra  o caso de matrizes 

densas. 

A s  t é ç ~ i i c a s  de "desenrolamento" de Loops i S o  s e r ã o  

consideradas n e s t e  taabalho e m  particular,  v is to  t e r e m  sido 

amplamente apresentadas e m  IA81, e serem de ampla divulgaçCio 

na l i t e ra tu ra  e m  geral, como e m  ED2l. 

O que se pode perguntar  a o  f inal  d e s t a  segso, em que se 

considerou apenas o caso da aplicação de técnicas  simbólicas 

<ao es t i lo  de Gustavson>, voltadas exclusivameiite p a r a  

m a t r i z e s  densas, é se algo s i m i l a r  poderia S ~ P  "cogitado" 

pa ra  o caso esparso  m a i s  gera l  ... 
E s t e  será o tema c e n t r a l  do prSximo capitulo, e deixamos 

e m  suspenso a L 8  1 ,  quaisquer comentArios ou refepências a 

técnicas baseadas nos conceitos apresentados n e s t a  seção. 

O que nos concentraremos até o f inal  d e s t e  capítulo, é 

e m  formalizar e a p r e s e n t a r  extensires das técnicas  

convencionais e das baseadas e m  "listas simbólicas de 

endereços" [All,  CA81, procuranda de c e r t a  forma, atingii- o 

mesmo objet ivo final, qual seja, o da redução dos overh-iectds 

e m  te rmos  de execugão da f a s e  numerica do processo de 

elimiiiaqão. 



N e s t a  seção s e r ã o  apresentadas extensBes dos 

procedimentos II.4(1> e I1.4C2>, Baseados a geração dos 

f a t o r e s  por linlsas e colunas como nas  a l te rna t ivas  I.lCB> e 

I.lCA3 apresentadas desde o início de s t e  trabalho. 

A técnica de eliminação Uaussiana via o uso de "listas 

simbblicas de endereços", passou a sep considerada na 

literatuiba, a p a r t i r  do traballio de [Aí1 na iniplementação de 

Algoritmos de Pontos In te r io res  para  Programação Linear. 

Anteriormente, t rabalhos como o s  de [Dll, citados por 

[Ddl, e baseados em a l te rnat ivas  "interpretadas" pa r a  o 

processo de fatoração,  ji5 haviam sido cogitados, s e m  contudo 

se chegar a uma padronização ou ampla aceitação de tais 

m&todos, pelo simples f a t o  de que a eficigncia com que se 

conseguiu levar as e s t r a t8g i a s  t idas  como "convencionais" 

<por nSu se basearem nas informagões siinb*licas>, 

simplesmente t e r e m  alcançado uni desempenho comparativaniente 

próximo ao  das abordagens híbridas e in te rp re tadas  de 

outrora.  

A extenszo do t rabalho de [A11 se dará  e m  duas etapas:  

N e s t a  seção, se apresentarão  m&todos baseados em listas 

siinbúlicas de endereços, e na próxima, m&todas que exploram 

caracterkst icas  "supernodais" <e que podem ser encapados como 

uma extensão do conceito de processamento por listas 

siinb&licas>, pelo que o au to r  de s t e  ti.aballio convencionou 

denominar listas simbdlicas "compactas", e m  distinção as 

listas simbddicas de endereços tixadicionais, abordadas n e s t a  

seção. 

A base para  a construç23o de procedimentos baseados e m  

fer ramentas  como as listas simbólicas de endereços, já fo i  

lançada na  seção 11.4, onde se considerou as 3 a l t e rna t ivas  

para  a adição esparsa  de vetores .  

A a l te rna t iva  II.4Cçf3, se util iza do ingrediente básico 

das implementações simbólicas a s e r e m  consideradas n e s t a  

seção, qual seja o conceito de "listas simbólicas de 

endereços", e que passaremos a definir mais formãlmenke a 

seguir. 



D e f  inição III . ;ZCl>  L i s t a s  Siinbdlicas endereces 

Define-se por l i s tas  simbdticas d e  endereços, a 

sequ&ncia global d e  h d i c e s  Cpara todas a s  etapas do  processo 

d e  eliminação> d e  todas  a s  posições d e  memdrias no 

arm.azenanzento d e  cada porção du matriz d e  fatores sendo 

gerada, a serem efetivantente acessadas durante a contribztição 

d e  elemenfos d e  porções anteriores, .visando a sua gercxção. 

E s t a  definição é propositalmente ainbigua, no sent ido de 

não se especificar "qual porção" efetivamente sendo gerada, o 

que dd margem por tan to  a duas novas definições: 

D e f i n i ç ã o  I I I . S C 2 3  L i s t a s  Sirnbdlicas p z  "linhas" 

Define-se por l i s tas  simbdlicas d e  endereços com geração 

por linhas, a seqU&ncia global d e  5ndices Cpara todas  a s  

etapas do  processo d e  eliminação3 d e  todas  a s  posições d e  

memórias no armazenamento d e  cada linha dor matriz d e  fatores 

sendo gerada, a serem efetivamente acessudas durante a 

contribuição d e  elementos d e  linhas anteriores, vixunào a sua 

geraçao. 

L i s t a s  Simbdlicas p z  "colunas" 

Define-se por l i s tas  simbdlicas d e  endereços com geração 

por colunas, a sequ&ncia global d e  -indices Cpara todas  a s  

etapas do  processo d e  eliminação3 d e  todas a s  posições d e  

memórias no armazenamento d e  cada coluna da matriz d e  fatores 

sendo gerada, a serem efetivamente acessadus  durante a 

contribuição d e  elementos d e  linhas anteriores, visando a sua 

geraç@o. 

O que se pode n o t a r  das  definições acima, é que o 

processo de contribuição no segundo caso considerado, 

continua a ser efetuado por linhas, embora a ggeraçzo dos 

f a t o r e s  seja feita por colunas. 

E s t e  é um dos det;alhes da "mecAnica" da a l t e r n a t i v a  

C até en tão  ainda não comentado ou explorado n e s t e  

trabalho, e que abordaremos um pouco m a i s  adiante. 

A idéia Básica que pode ser aplicada ao  procediniento 

convencional 1 4 1 >  baseado o uso do vetoi-es de tr&allio 



expandidos, é se t e n t a r  de alguma firma suprimir esta 

e s t r u t u r a  auxiliar, e se e f e t u a r  as operações de subtPação 

das  contribuições dos elementos de linhas an te r io res ,  

diretamente sobre  as posiç8es de memória da linha corrente .  

E s t a  por exemplo $ a base da a l t e rna t iva  II.4CC3 p a r a  se 

e f e t u a r  o processo de s o m a  de 2 v e t o r e s  U e V no formato  

esparso,  com o vetop V es tando associado a qualquer uma das  

linhas a n t e r i o r e s  a contribuirem na linha base corrente ,  e o 

ve to r  U, correspondendo justamente a representação d e s t a  

linha base sendo gerada. 

Todas as demais etapas do procedimento 11.4€3> 

permanecem inalteradas. O que efetivamente se muda é 

simplesmente suprimir o s  2oops de conipactação e 

descompactação no vetoi* de trabalho W, e no lugar do Zoop 

m a i s  in terno  baseado e m  acessos indi re tos  a este ve to r ,  

substi tui-lo por um Zoop como o da a l te rna t iva  II.4CC3. 

Alguns comentários sobre  este novo procedimento a ser 

apresentado a seguip, se fazem notar .  

A lista simbólica de endereços necess i ta  conter  apenas 

o s  endereços das  posiçires correspondentes e m  UN na linha base 

corrente ,  porque simplesmente o s  elementos da linha 

contr ibuinte  "Z7' a serem subtraídos da linha "i", e s t ã o  na 

verdade aPmazenados de forma sequencial, e a única posição 

realmente "não determinística" ia não ser e m  casos especiais, 

que s e r ã o  v i s t o s  na próxiina seção>, é a corresponde à posição 

do elemento na linha "i7' re la t iva  ao elemento da linha "Z7', 

subtraido. 

Outro detalhe a s e  considerar, 6 que a lista simból.ica 

a s s i m  definida n e s t a  seção, abrange todo o processo de 

fatoração, razão  pela qual, o incremento p a r a  a prbxima 

posição da lista, efetuado mediante ncrdr = nudr i- I ser 

levado adiante  no Loop m a i s  intermedibrio de 6odo processo, o 

que evidencia que o tamanho das listas simbólicas de 

endereços ipor  linhas ou colunas>, perfazem um c o ~ n p ~ i m e n t o  da 

ordem do ni'unero t o t a l  de operaçi8es de suBtpação (ou adição3 

efe tuadas  e m  todo o processo de eliminação espapsa. 



P r o c e d i n i e n f o  III.ZCZ3 Geracão Linhas <Listas  Simbdlicas> 

Cposição iniciaE nu Zista de endereços )  
nadi- t I 

C p a r a  cada Linha c o r r e n t e  "i" à eliminar3 

para i de  1 afé n faça 

CiniciaZizaçZb do apontador  de posições iiiiciais) 
IUP<i> a IUCi> 

CiniciaZização do va lo r  da diagoncxz) 
piv c DICi> 

Cpara cada Zinha "1" a ser srtbtra$.da da corrente3  

para k de IULÇi> af é IIJTFCi> faça 

CEinha a ser srtbtra-idu de "i"3 
2 e JUT<k> 

Cposiç(-So iniciaZ e m  "1") 
iuc t IUPCZ3 

Cprdxima posição iniciaL? 
IUPCZ> c IUP<Z> + 1 

CcrtuuZieação da diagonaZ3 
piv t piv - UNCiuc> * um 

<sub t ração  da Einha "E" da Zinha c o r r e n t e  "i"> 

para j de  iuc + 1 até IUF<Z> faqa 

UN<LSTADD<nadr>> c UNCLSTADD<nadr>> - UNCj> * um 
nadi- c nadr + 1 

f i m  para j 

f i m  para k 

Cinuersão do elemento diagonaZ3 
DICi> t 1 / piv 

fim para i 

A gixande vantagem do procedimento apresentado, e m  

relaçso a f o r m a  convencional baseada e m  vetoi-es de trabalho, 

é que dispensa-se as descompactaçães/compactaç8es como j A  

comentado, m a s  principalmente, porque o Zoop mais in te rno  do 

novo procediinento acessa  "diretamente" o s  valores da  linha 

base c o r r e n t e  sendo gerada, sem prec isar  recoriwi* a qualquer 

forma de t r ans fe rênc ia  de valores pai-a e s t r u t u r a s  auxiliaaires, 



como ocorre  com o uso de v e t o r e s  de t rabalho expandidos por 

exemplo. 

Passaremos a considerar agora um procedimelito anfiloga ao  

anter ior ,  s ó  que com a geração dos f a t o r e s  por  colunas, Ccumo 

na  abordagem II.4<2>>. 

Uma diferença no en tan to  se faz com relação a o  

procedimento convencional, pois n e s t e  ppimeiro caso, um 

processo de "acumulagão de contribuições" é efetuado e m  cada 

e t a p a  do processo, adicionando-se cada uma das contribuiçBes 

a serem postei*iuikmente aplicadas à linha corpente.  

Já no procedimento sinibólico a ser apresentado a seguir ,  

a e s t r a t é g i a  de implenientação adotada se baseia na técnica de 

"subtração dos elementos" de cada linha a n t e r i o r  diretamente 

dos elementos na linha base corrente .  

A s  difepenças e n t r e  o procedimento III,2CZ> e o II.4C2) 

s s o  poucas, como o leitor poderá notap, e que leva a uma 

observação deveras  in te ressan te :  

e Em a r q u i t e t u r a s  "n%b paginadas" a e f i c 2 ê n c i a  

computacionctZ do procedirnerzto conuencional  II.4C23 se 

a p r o x i m a  muito da q u e  se p o d e  obter corn ci proced imento  

s i m b d l i c o  III.aCa3 a p r e s e n t a d o  n e s t a  seçtk. 

A razão  p a r a  este t ã o  "eloqüente" comentário, se dA pelo 

simples f a t o  de o s  únicos o v e r h e a d s  ex i s t en tes  no 

procedimento convencional, s e p e m  as operaçires adicionais: 

E que s ó  s ã o  efetuadax uma única vez, por cada elemento 

nso nulo da matriz de fa tores .  

A menos de casos  extikemamente esparsos,  com linhas com 

menos de 3 elementos não nulos por linha, onde o número de 

operações de polst,o f lu tuan te  de cada e t a p a  i cio processo seja 

por tan to  da ordem de poucas operações i 3  ou 4 por exemplo>, o 

o v e r h e a d  adicional da subt ração  de W<Z> e a subseqüente 

"zeragem" d e s t a  posição, não chegam a contr ibuir  de forma 

expressiva sobre  o tempo t o t a l  de computação da fase de 

eliminação como um todo. 

Percebe-se claramente que o 1002, m a i s  in terno  de ambas 

o s  procedimentos B s i m i l a r . ,  coni a única diferença se dando 



pelo f a t o  de que no procedimento convencional, o ve to r  de 

trabalho W ser acessado, enquanto que no procedimento 

simbúlico, uma posição de memória de UN ser diretamente 

acessada. 

D a i  a ii.iclusão no comentArio da "salvaguardan com 

relação a a rqu i t e tu ras  "não paginadas", pois nas ináquinas 

onde o acesso A dados da niembria se baseie numa e s t z u t u r a  

como a de páginas, Csendo por tanto  compartillsado com o u t r o s  

processos rodando na máquina, de modo que apenas uma parcela 

do espaço de memúria abrangido pelo cddigo sendo executado, 

esteja disponível a cada momento fisicamente na memória 

principal), o procedimento convencional pode v i r  a a c a r r e t a r  

um maior overhead, especialmente nas  e tapas  iniciais do 

processo, pois na abordagem simbdlica, o s  únicos elementos 

acessados sãs o s  relat ivos a digonal CDI> e a e s t r u t u r a  de 

f a t o r e s  CUN>, a lBm de todos o s  demais ve to res  auxíliares 

comuns a ambos o s  códigos. 

D e s t a  observação, percebe-se que nas  a rqu i t e tu ras  "nSo 

paginadas" não é compensados aplicar-se a tcjcnica de geração 

dos f a t o r e s  por colunas, mediante procedinientos baseados e m  

"listas simbblicas de endereços". 

Tal coxista%aç2So será reanalisada na seção 111.4, quando 

por ocasi(lo oportuna, s e r ã o  apresentadas a l t e rna t ivas  e 

"cr i t&rios de cor te"  adequados para  a seleção de cada um dos 

procedimentos abordados n e s t e  tr.abalho at& então. 

O s  procedimentos simbblicos apresentados n e s t a  secyão 

poderiam ser ligeiramente aprimorados, aproximando-os da 

forma original <com geraqão por sub-matrizes) proposta  e m  

CA11, m a s  que por r azões  didáticas e de analogia com o s  

procedimentos convencionais A apresentados no capitulo 11, 

optou-se por sua  apresentação seguindo uma notação mais 

coerente e uniforme ao  longo de todo o texto .  

Um melhoranielsto que pode ser introduzido é a remoção dos 

ve tores  auxiliares IUT, IUTF, e IUP, armazenando-se estas 

informações diretamente e m  LSTADD, o que acabaria por t o r n a r  

este ve to r  o que se conceituará no capitulo I V  como "lista de 

cbdigos" <por conter  uma "codificação" de na tureza  hkbrida, a 

ser re in te rp re tada  durante a fase de solucyão>. 



Procedimentos Baseados e m  "listas de códigos" mais 

e f ic ientes  e s t ã o  por ser apresentados no próximo capktulo, de 

modo que não se concentm~ará esforços  e m  se es tender  as 

técnicas sinibdlicas api.esentadas n e s t a  seção, no sent ido de 

aprimorai- s u a  eficiencia a nivel de menores tempos de 

execução. 

Procedíment,~ III.2<2> Glera~ão colunas <List,as Simbdlicas> 

CposiçEdu in ic ia l  na l i s t a  d e  endereços )  
nadr t 1 

Cpara cada linha c o r r e n t e  "i" c f  eliminar3 

para í de 1 até n faça 

CiniciaEizaç&b do apontudor  de posições ffnais3 
IUPCi> t- IU<i> 

Cin2cializaç80 do va lo r  da diagonal) 
piv c DI<i> 

Cpara cada linha "L" u ser subtra.ldu da cor ren te )  

para k de IUT<i> ate IUTF<i> faça 

Clinha a ser subtru.tda de "i") 
Z t JUT<k> 

Cposição fznal em "2"J 
iuc t IUP<ZI> 

CuCualização da diaponalJ  
piv t piv - UN<iuc> a uin 

<sub t ração  da linha "L" da linha c u r r e n f e  "i"> 

para j de IU<l> até. iuc - 1 faga 

f i m  para j 

f im para k 

C i n v e ~ s a o  do elemento diagonalJ 
DI<i> e 1 / piv 

fXm para i 



Uma indagação B lai-qada n e s t e  ponto, sendo objeto  de 

estudo das próximas seç2ies d e s t e  trabalho: 

S e r i u  poss .Cvel  de  a lgum m o d o  se "reduz i r"  Cou c o m p a c t a r >  

o tamanho d i s p e n d i d o  i z u  codi f icuç iYo s i m b ó l i c a  n e c e s s á ~ i a  p a r a  

u f a t o r a ç a b  de uma m a t r i z  e s p a r s u  S 

A r e s p o s t a  afhrnativcl a tal questso  pode vir  por duas 

abordagens d i s t intas ,  mas que convergem para um Único ponto: 

O conceito de s u p e r n o d e s ,  a ser apresentado na prbxima seção.  



111.3 Inilbrodução do conceito d e  superraodes 

Como comentado na seção anter ior ,  o s  caminlios pa ra  se 

chegar a unia abordagem via a utilizaçSo do conceito de 

superncrdes pode se d a i  poi. alternativas completamente 

d is t in tas .  

A que sera adotada n e s t a  seção e m  particular,  será 

mediante uma extensão do conceito de "listas simbólicas de 

endereços", mediante a "compactação" de algumas das 

informaçães armazenadas, especialmente na fase f inal  do 

processo de fatopação, onde o crescimento do tanianlio da lista 

se faz n o t a r  de forma mais acentuada quando da presença de 

linhas com e s t r u t u r a  "quase densa". 

A idéia básica de "compactação" de informaç2íes não é 

nova e m  esparsidade, ha ja  v i s to  a seção 1.8 onde se inencionou 

algumas das  f requentes  t e n t a t i v a s  de se "melhorar o que já 

está muito próximo do dtiino", eni  que as t&cnicas de 

compactação sempre se mostraram como presenças constantes .  

Curiosainente, uma das  primeiras técnicas  de compactação 

adotadas amplamente pela l i t e ra tuPa  desde meados dos anos 70, 

s e r v e  de base pa ra  que se possa introduzir um conceito que 

sómente uma d&cada e m e i a  mais ta rde ,  veio a ser 

definitivamente estendido e explorado de fornia ainda mais 

ef ic iente  como e m  CA111. 

A compactação re fe r ida  anter iormente é a do t ipo  

"Sherman, apresentada na seção 11.1, e que visa 

exclusivamente a reduçSo do espaço de armazeriamento, e n i  

detrimento de unia maior inefici&ncia no processo de 

eliniinação <em termos  de tempos de execução). 

Ou seja, na  cSpoca o que se pensava era em se conseguir 

uma redução significativa do espaço de armazenanienta 

reservado p a r a  a matriz de f a t o r e s ,  e m  face das  r e s t ~ i g 8 e s  de 

na tureza  puitarnente coinputacioiiais daquele período eni questão, 

mais tipicamente "falta de memdria" do que de tempo de CPU, 

Conde naturalmente poderia se deixar um "job" rodando 

madrugada adentro,  ou ir se tomar um caf& enquanto se 

aguardava os resultados,  a o  passo que simplesmente não se 

conseguia "ganhar" espaços de memória adicionais simplesmente 

vindos "do nadas', OU esperando-se ad eternuni3. 



A id8ia de Shernan  era boa, e atendia as restr igBes da 

época, alBm de se continuar a utiliza-la até hoje, e m  

abordagens, cujo f a t o r  espaço de armazenamento seja mais 

cr í t ico  do que a eficif-ncia computacional em termos de tempo 

de CPU. 

i A pergunta  q u e  se  p o d e  f a z e r  no  en tan to ,  B se seria 

poss . t ve l  e x t e n d e r  a i d & i a  de Sherman de mudo a se a l c a n ç a r  

rzr9o a p e n a s  uma cotnpresscc20 de  e s p a ç o ,  m a s  conccímitantemente 

um aztmenfo da e f i c i & . ~ c i a  m e d i d a  a n.tvel d e  m e n o r e s  t e m p o s  de 

CPU.  

Deixando que o l e i to r  realinente se convença de que m a i s  

uma r e spos t a  afirmativa a m a i s  uma indagação levantada como 

esta, ri30 tenha  sido "provida Únicamente dos céus", 

passaremos a analisar a ess&ncia por trás da compressão de 

Shermann, e que fornece a base pa ra  um dos conceitos mais 

"sólidos" e ef icazes das abordagens esparsas  dos dias atuais ,  

<até enkão inencioi.iado diversas  vezes nas  segões a i l te r iores  

de s t e  trabalho, mas cu ja apresentação "formal" um 

pouco m a i s  de atenção e detalhe>. 

Báslicamente o que a compressão de Sherman se utiliza, é 

de uma noção de "recori?&ncia" de na tureza  puramente 

"estrutural"  e que pode ser observada inicíalinente de forma 

"einpírica" <como no exemplo apresentado na fig-IIIC23, em que 

contrariando a notação adotada ao longo do texto,  se lançou 

mão de uma represe i~ tação  por colunas da m a t p i z  uT que 

~irn4t~icament.e corresponde a uma representação por linhas de 

U>. 

O que se percebe 4 que determinados grupos de linhas de 
T 

U <colunas de U 3 possuem es t ru tu i -a  pp&ticamente idêntica, e 

que s e r i a m  por tan to  calldidatas a se explorar num esquema de 

compressão como o de Sherman. 

A questão &, de que modo tal "estrutux-a comum" e n t r e  as 

varias  linhas de um mesmo grupo poderiam ser exploradas pa r a  

se aumentar a efici&ncia do processo de fa toração como um 

todo. 
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que se pode a p r e s e n t a r  como a quinta a l t e rna t iva  de adição de 

v e t o r e s  e spa r sos :  
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O que se assume ria alkei-nativa acima, é que a p a r t i r  da 

posição inicial  do v e t o r  V, ex i s t a  uma "coincidhcia 

e s t r u t u r a l  p e r f e i t a "  e n t r e  as colunas contendo elementos nSo 

nulos de ambos o s  ve tores ,  o que permite que o processo de 

adição seja b a s t a n t e  simplificado, C s e  niostraixio um dos m a i s  

ef ic ientes  possiveis  pa ra  o caso esparso, e s d  perdendo pa ra  

tkcnicas ao e s t i l o  Euup free como as apresentadas na seção 

III.1>. 

A a l t e r n a t i v a  III.âCA3 pode s e r  viska como unia 
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simplificação da a l t e rna t iva  II.4€A> baseada na "varredura 

controlada" de ambos o s  ve tores ,  no caso e m  que a pr ior i  se 

sabe  que a coincid&ncia de índices de colunas contendo 

elementos não nulos ent1.e ambos o s  v e t o r e s  é "perfeita", 

dispensando p o r t a n t o  o s  testes comparativos da a l t e rna t iva  

por varredura tradicional. 

* O que a pt--2nc.lpio não ser ia  tão evidente se questionar, 

é se uma t&cnica baseada na alternativa III.3IIA3 apresentada 

nesta seçiTo, poderia ser utilizada para extender u m  

alternativa por " l i s tas  simbólicas d e  endereços", como a 

II.qCC> por exemplo. 

A r e s p o s t a  já se supGe, ser& afirmativa, porém o ponto 

de f imdamental importbncia, é se perceber detalhadamente de 

que modo tal pode ser efetuado, pois aí encontra-se uma das 

chaves para  se chegar a nova metodologia proposta  no capítulo 

I V  e a compreensão do conceito de supernodes abordado n e s t a  

seção. 

Visto que pelas definições III.2<2> A III.2C33, iistas 

simbúlicas de endereços no s e u  e s t P i t o  senso, cont8m apenas 

inf ormag8es re l a t ivas  a endereços, <ou seja indicadores de 

posigões de memória a s e r e m  acessadas3, não se poderia levar  

adiante a id&ia de "coinpactação" das  informações, s e m  que tal 

requis i to  com relação a "apenas um único t ipo  de informação 

armazenada por listaci" f o s s e  relaxado. 

O que se define agora 4 o que se convei.icionará chamar 

por "lista simbólica de códigos", cuja  aplicaçâio & bem mais 

geral  e ampla do que a das  listas simbólicas de enderegoa, 

<incluindo-as como um caso particular>. 

LisLas simbblicas códigos 

Define-se por " l i s tas  simbólicas d e  cddigos" Cvoltadas 

para o processo d e  fatorar;& e s p a r s d ,  como l i s tas  d e  

informações, d e  algum modo "codificadas" d e  tal sor te  que 

mediante algum processo d e  decodificução futura, se possa 

reproduzir alguma seqW+ncia d e  operaçSes do  processo d e  

gera@o d e  fa tores  em alguma implenzentação "dedicada" baseada 

em métodos d i re tos  d e  eZim.inaçlTo. 

A definição acima, é abrangente o bas tan te ,  pa ra  incluir 



vár ias  fopmas de codificações simbólicas apresentadas  n e s t e  

Lrabalho, m a s  de c e r t a  forina r e s t r ingen te  no sent ido de 

limitar o contexto das  listas simbúlicas de códigos 

exclusivamente a o  processo de fa toração  esparsa ,  Ctema 

cen t ra l  d e s t e  trabalho). 

L i s t a s  simbólicas de inf ormaçSo codificada, podem ser 

ut.ilizadas também no processo de ret,ro-substit,uiçãa esparsa,  

ou até mesmo na implementagão de mktodos i t e r a t i v o s ,  e que 

não s e r ã o  considerados na p r e s e n t e  abordagem. 

Restringindo-se ao  contexto da eliminação espapsa, 

vejainos de que modo se pode a p a r t i r  da a l t e rna t iva  II I .ã€A>,  

se chegar a una  lista simbólica de "códigos", com uma 

propriedade part icular  das  m a i s  desajAveis possíveis: ser 

"compacta". 

O que se pode introduzir,  e m  face  do reconhecimento das 

notadas c a r a c t e r í s t i c a s  de "similaridade" e sequencialidade 

p resen tes  e m  grupos de linhas com um mesmo padrão e s t r u t u r a l ,  

<e que hesitamos ainda chamar por  szlgernodes3, B que n e s t e  

caso e m  part icular  Cno qual a a l te rna t iva  I I 3 A >  pode ser 

empregada>, se poderia na verdade de alguma forma especificai. 

como unia das  inf opniações simbólicas adicionais Carmazenadas 

em uma lista de códigos), a indicação da presença de u m  grupo 

de linhas p a r a  as quais o processo de adiçso de vetcwes pode 

ser efetuado de forma m a i s  e f ic iente  como e m  EII.$CA>. 

O u  seja o que se considera aqui é a adogão de uma lista 

simbdlica de "códigos", tendo conm base unia lista simbdlica 

de "endereços", na qual se toma a liberdade de se intr-oduzir 

novos eleinentos e m  posiçães adequadas da mesma,  de modo a se 

indicar uma forma especial de processamento, como o s  da forma 

III.â<A>, como uni dos casos especiais. 

Uma lista a s s i m  construída É. "híbrida" por construção, 

pois não contrini apenas endereços, Cvisto que seria redundante 

se apniazenar o s  endereços das  posiç8es de memória acessadas 

num processamento pa ra  o caso "supernodai", onde a 

sequencialidade das posiçães pode ser trivialmente explorada 

mediante Zoops como o s  apresentados n e s t a  seção). 

justamente a sequencialidade das posições acessadas 

num processamento dedicado p a r a  o s  "supernodes" que se dese ja  

explorar, de s o r t e  que as inforinaçBes re l a t ivas  à eisderegos 

de membria necessitam ser incluídas apenas pa ra  os demais 



casos  ge ra i s  de adição de v e t o r e s  de na tureza  es t ru tura lmente  

dis t inta .  

Como partiindo-se apenas da posição inicial na linha base 

corrente ,  e do número de posiç6es contíguas a se opepar, ser 

informação mais do que suficiente  pa ra  se ca rac te r i za r  toda  a 

sequ&ncia de operações re la t ivas  a subt ração  de uma linha por 

o u t r a  para o caso supernodat ,  a es t ra t r ig ia  de codificação a 

ser apresentada S justamenke a exploração d e s t a  

carac ter í s t ica .  

Segue-se por tan to  uma primeira abordagem e m  que se 

explora fundamentalmente a seqüencialidade de acessos,  de 

modo a se ut i l izar  esta técnica "controladamente" p a r a  todas  

as linhas do processo de eliminação. 

A explicação ri simples: mesmo linhas que e m  princípio 

possuam padrões e s t r u t u r a i s  dis t intos ,  acabam contendo 

coincidências nos índices das  colunas associadas, v i s to  que a 

linha base por natureza do processo de eliminaçSo, 

obrigatóriamente contém a e s t r u t u p a  das linhas a n t e r i o r e s  

dela subtraídas. 

O que ocorre  o caso de uma coincidência apenas 

"parcial" de índices Cem oposição a coincidliincia "perfeita" 

no caso supernobaE> é que algumas posições na linha base 

<correspondentes a elementos inexis tentes  na linha a n t e r i o r  

sendo subtraida), necessitam ser ignoradas <simplesmente 

saltando-as), de modo a se a t ing i r  novamente um elemento na  

linha base correspondente a um elemento de alguma .linha 

a n t e r i o r  a ser subti-aída. 

Percebe-se por tan to  que apenas mediante a especificação 

de 2 informaç8es bcísicas: quantos elementos processar  de 

foi-riia sttpernctdal <contígua>, e quantos elementos "saltar" na  

linha base c o r r e n t e  até que a próxima coincidtsncia e s t r u t u r a l  

de índices ocorpa, são mais do que suf ic ientes  p a r a  se 

cai%acaterizar todas  as operações a serem efe tuadas  ao  longa 

da eliminação. 

É este primeiro procedimento, baseado numa lista de 

"c8digos", <com as c a r a c t e r í s t i c a s  consideradas até então), 

que sei*& apresentado a seguir:  



P l - o c e d i n r e i a t o  III.3C13 L i s t a  cddigos C s u p e i m a d a i s 3  

ncod = O 

IUF(i> = IUCi) 

p i v  = DIti) 

DO y k = IUTCi), IUTF<i> 

l = JuT<k> 

iuc = IUPCZ> 

IUPtL) = XUP<L) + 1 
um = UN<iuc) * DItL) 

p i v  = p i v  - UNfiuc) * um 
UNtiuc) = um 

j E  = iuc -I- I 

iucf = iuf<Z> 

I F  < j Z  .GT. iucf> g0TO a/ 

ncod = ncod + 1 
icod = LSTCOD<ncod> 

I F  Cicod .GT. O> QOTO f3f3 
jf = jl - icod 

DO (3 j = jl, jf 

UNCij> = UN<ij> - UNCj> * u m  
i j  r i j  + 1 

CONTINUE 

jl = jf -E 1 

UOTO ;yy 

i j  = i j  + icod 

ncod = ncod + 1 
icod = LSTCODCncod> 

DIti) = i / p i v  

a CONTINUE 

N o  p m x e d i m e n t o  a c i m a ,  u m  valor negativo para e l e m e n t o s  

de LSTCOD indica Cem valor absoluto) o n ú m e r o  de posições 

contíguas a s e r e m  processados de f o r m a  supernodcll no Zoop f3 
do trecho d e  cddigo e m  FORTRAN listado. 



Já um valor positivo em LSTCOD, indica na verdade um 

"incremento" a se dap na posição da linha B a s e  c o r r e n t e  de 

modo a se buscar a pm5xima coincidência e s t r u t u r a l  de 

colunas, onde novamente um processamento da forma supernodaZ 

no Loop I? é efetuado. 

Percebe-se que este cbdigo é Baseado inLeiramente numa 

fmica forma de processamento pa ra  o Zoop mais i i ~ t e r n o ,  e que 

se mostra  a mais ef iciente  de todas  pa ra  o caso esparso  

Cespecialmente o superncaduZ3, pois elimina acessos indiretos  

à membria p resen tes  nas  abordagens até então  apresentadas,  

onde acessos da forma UNCLSTADDCnadr>> ou WCJUC J>> tinham de 

r empregados por justamente o padrso de acesso a estes 

v e t a r e s  ser "não de-berministico" <a princípio>. 

No caso e m  que a presença de linhas com padrões 

e s t r u t u r a i s  idênticos se faz n o t a r  com maior destaque sobre  

as demais, <de tal modo que a maior parcela do esforço 

computaciona1 dispendido esteja concentpado no processameníh 

d e s t a s  linhas), a forma de abordagem proposka acima se most ra  

inteiramente válida, pois explora nl tidamente uma 

ca rac te r í s t i ca  que viabiliza um aumento da eficiência 

coinputacional e m  ambos o s  sentidos: economia do espaço de 

armazenamento <com a coinpactação obtida na especificação de 

"lotes" de elementos a p r o c e s s a  de forma contígua>, e 

reduçso dos o v e r h e a d s  e m  tempos de execução, v i s to  que não se 

precisa lançar mão de e s t r u t u r a s  auxiliares, acessaiido-se 

diretamente o s  elementos sendo gerados na linha base, e o que 

é certamente ainda melhor, e determinante d i re to  do aumento 

f inal  d e s t a  eficiência, com o acesso d i re to  a o s  elementos da 

linha cor ren te  se processando de forina sequeiicial <contígua>. 

Cabe notap por&in, que no caso onde não ocor ra  

predomin%ncia de processamentos tipicamente da forma 

supernodcil, o procedimento acima não é o m a i s  adequado, e 

pa ra  tal. o que será exibido a seguip, é m a i s  recomendado. 



Pracedimento III.3C23 L i s t a  de códigos C l i i b r f  dai> 

ncod = O 
nadr = O 

I U P t i >  = I U t i )  

piv = DICi) 

i i ~ j  = IUCi> - 1 

DO k = IUT<i> ,  IUTFCi)  

Z = JUTCk3 

i = IIJPCZ3 

p iv  = piv + UNliucS * u m n  

UNtiucS = u m  

i j  = i u j  

j Z  = iuc + 1 

iucf = IUFCL> 

IF CjZ .GT. iucf3 UOTO ;y 

ncod = ncod + i 
icod = L S T C O D C n c o d 3  

IF Cicod .LE. O> UOTO f3 
DO 6 j = j Z ,  icod 

nadr = nadr 1 
UNCLSTADDCnadr>> = 
UNCLSTADDCnadr>> + UNCj> rir u n m  

CONTINUE 

j Z  = icod .P 1 

UOTO y;y 

IF C i c o d  .LT. nin> GOTO f3(3 

i j  = i j  C 1 
UNCij> = UNCi j> + UNCj3 * umn 

E CONTINUE 

GOTO r y  
<continua n a  prdxima p á g i n a  ) 



( c o n t i n u a ç ã o  d a  p&gina  a n t e r i o r )  

673 IF Cicod .LT. nm23 UOTO PPC3j 
jf = j l  - Cicod - nm> 

DO 66 j - j k ,  jf 

nadr = na& + 1 
UN<LSTADD<nadr>> = UN<Q> $ wnn 

CONTINUE 

jf = j L  - Cicod - nm23 

DO GL' j = j k ,  jf 

i j  = i j  + 1 
U N < i j >  = UNCJ3 Í unin 

&C CONTINUE 

Y CONTINUE 

DIti)  = i / p i v  

o( CONTINUE 

E s t e  novo procedimento t- baseado na utilização "hibrida" 

e listas de cddigos e endereços, e é propositalnzente bem 

m a i s  complexo do que o procedimento anter ior ,  por incluir 

f a s e s  de processamento dedicado a L é  então  ainda nSo 

consideradas ne s t e  tsaballio. 

Um dos t r a tamentos  dedicados da porção de código 

apresentada acima é o voltado para  a primeira vez e m  que se 

e f e tua  uma operação de subtração sobre  um elemento de fflk-in 

ainda não acessado, ou seja quando o valor associado na 

e s t r u t u r a  de f a t o r e s  r esu l t an tes  ainda é incialmente "nulo". 

N e s t e  caso, percebe-se que a operação de subtracigâlo (i 

desnecessária, pois o valor a ser ai-niazenado na posiçSo 

correspondente em UN será O - UNCj> $ um 2 - l JN<j> $ um ou 

simplesmente UNCj3  rir uinn como considerado nos l oops  66 e SI, 

e cuja a razão pa ra  se tomar um valor de s inal  conLrário à um 

Ccomo umn3 ser devido a d e s t a  forma se eliminar uma operação 

adicional de "inversão de sinal", que acabaria sendo efetuada 

e m  todos o s  acessos a o s  elementos da linha base gerada Co que 

e m  algumas a rqu i t e tu ras  é quase t ã o  custoso quanto uma 



operação de soma ou suBtpação em ponto flutuante>. 

A nova ca rac te r i s t i ca  da abordagem "híbrida" assim 

proposta,  é se poder explorar de forma eficiente,  ambos o s  

casos t ípicos de se encont rar  durante  as e t a p a s  de eliminação 

esparsa:  linhas com padrão e s t r u t u r a l  id&ntico, ou linhas 

cujo padrão e s t r u t u r a l  seja tal, que o s  acessos as posições 

correspondentes na  linha base gerada s e j a m  considerávelniente 

"dispersos" ao  longo da mesma. 

Para  cada um d e s t e s  casos considerados, se ado ta  uma 

e s t r a t é g i a  de ataque <dedicada>, daí o código em ques'tão, 

langar mLTo t a n t o  de listas siinbblicas de "enderegos", como de 

listas simbólicas de "códigos". 

O ti*atamento mediante "listas simlx5licas de eiidePeçosm' 

se dá no t r echo  associado a o  Zoop S do procedimento, ao  passo 

que um t r a t amento  da forma supernobaZ por "listas de cbdigos" 

<como no ppocedimento 1 1 1 . 3  apresentado n e s t a  seção>, é 

efetuado nos t r echos  associados a o  laop r. 

A s  porções de cbdigo re la t iva3  a o s  Zoups 66 e E&, 

correspondem a aplicação de ambas as abordagens consideradas 

para  o acesso e gei*açCTo dos elementos da ln l ia  base, popém 

incluindo um t r a t amento  diferenciado e particular, apenas 

pa ra  a primeira vez i que um novo elemeiito de f<ZZ-in é 

gerado. 

Uma única su t i l eza  de codificação faz-se no ta r  no 

procedimento acima, e que é o f a t o  de que no caso de unia 

i ~ i f o ~ m a ç ã o  da forma supernudaZ na lista de cbdigos, o valor 

máximo do número de operagires "sequenciais contíguas" a se 

e f e t u a r  na  subtpa;xgão de uina dada linha, ser sempre infer ior  a 

di~nensão n. Por esta i*azão, chdigos com valor super ior  a n na 

lista de cddigos LSTCOD s e r e m  d e s t a  forma utilizados pa ra  

denotar  opel-ações com t ra t amento  diferenciado pa ra  a primeira 

operação sobpe o s  eleinentos de f2ZZ-in, e valores in fe r io res  

a n, utilizados num t ra t amento  da forma superncrdctl como -Jd se 

apresentou n e s t a  seção. 

O t r a t amento  diferenciado pa ra  a primeira operagão sobre  

eleme~itos  de i l -  não é de uma necessidade ou 

obrigatóriedade 'konstante"  p a r a  todas  as c lasses  de 

matrizes. Em muitas delas, ta1 processamento dedicado pode 

ser perfei tamente ignorado, t ra tando-se  as operagões de uma 

m e s m a  forma, como nas demais abordagens usuais. 



Em m a t r i z e s  muito e spa r sas  no entanto,  o t r a t amento  

diferenciado pa ra  o s  Yill-in's pode se mos t ra r  um f a t o r  

significativo na redução dos a v e r h e a d s  de computaçâio a nível 

de tempos de execução. 

Percebe-se por tanto ,  que com o uso de a l t e r i ~ a t i v a s  

diferenciadas para  o s  diversos padrões e s t r u t u r a i s  passfveis 

de se encont rar  durante  a e t a p a  de eliminaijão, consegue-se um 

procedimento ainda mais "ajustado" a o  processamento ef ic iente  

de matrizes esparsas ,  com as m a i s  d i s t i n t a s  cai.ackerísticas, 

indo desde o s  casos  "super-esparsos", até o s  quase-densos ou 

completamente densos. 

O que se pode ainda argumentar com relação a 

procedimentos híbridos purainente siinbCllicos, É. que por serem 

"siinbblicos", ou s e j a  conterem alguina informação detalhada a o  

nível de cada uma das  oppeaçires e acessos  efetuados no Zoop 

mais in te rno  do processo, o volume de codificação final, 

possa ainda exibir uma cai-acter is t ica  "explosiva" < p o ~  ser de 

algum modo, proporcional ao  nilimero de operações de ponto 

f lu tuante  realizadas ao  longo de toda a eliminação>. 

Em v i s t a  d e s t a s  observaçires, & que na abordagem da 

prdxima seção, consideram-se procedimentos "hfbriclos", porém 

incluindo-se n e s t e  caso, pr ior i tár iamente procedimentos 

baseados n a s  e s t r a t é g i a s  convencionais apresentadas no 

capitulo 11. 

Antes de passarmos a nova seção, mostra-se necessfuiio 

por&in, ap resen ta r  e definir  formalmente 0 conceito "tão 

aguardado" a o  longo do t e x t o  e d e s t a  seção e m  particular:  o 

de "supernodes". 

Definição III.3<2> Supernodes 

Define-se como um "supernode", .um con junta de kinhas 

cont.lguas j 1 . j t  Cna e s t r u t u r a  de f a t u r e s  U 

r e s u l t a n t e s  do processo de eZimina-;@o>, i r x i s  que 

StructCUk,,> = Str-uctW > u .( k + 1 3 para j 5 k 5 j+t-1 
k+*,* 

Onde StructCM. ,> denota a e s t p u t u r a  de fndices de 
L,* 

colunas associadas a cada linha i da representação  da matr iz  

de f a t o r e s  U resul tan te ,  conforme apresentado na seção 11.3. 

Uma def in ição  complementar a d e  "supernodes" mosta-a-se 



adequada, e se refepe a um processamento da forma 

"supernodal": 

Def ine - se  caina um p r o c e s s o  d e  eliminação d a  forma 

"Supernodal", como uma e t a p a  part icular  d o  p r o c e s s o  d e  

g e r a ç ã o  d e  f a t o r e s ,  exc lus ivamente  a s s o c i a d a  a geraçi3'0 d e  

c a d a  unta d a s  l inhas  d e  um d a d o  "supernode",  Cmediante 

c o w b i n a ç ~ e s  esca2ares d e  t o d a s  a s  l inhas  a n t e r i o r e s  

p e r t e n c e n t e s  ao r e f e r i d a  '"supernode" em qzrest&>. 

O que se pepcebe pela definição acima, B que o que o s  

procedimentos apresentados n e s t a  seção buscaram até então, 

fo i  "enxergar" o processo de eliininação segundo uma bt ica  

relativamente "míope", com respei to  a exp lo ra~ão  das 

propriedades "supernodais" coino uni todo. 

O que se t r a t o u  até enkão, foram e s t r a t é g i a s  m a i s  bem 

a jus tadas  para  o processamentu isolado de cada unia das linhas 

de f a t o r e s  sendo geradas, unia a uma, e m  fuiigão de cada e t apa  

básica i do processo de eliininação. 

O conceito de s u p e r n o d e s  é. bem mais ahraiigente, pois 

envolve unia das bases  para  a seção poster ior ,  onde se explora 

o processamento por "grupos contiguos" de linhas <de forma 

dedicada e diferenciada das  demais). 

O que abordagens explorando-se plenamente s .upernodes ,  

juntamente com as e s t r a t é g i a s  da prdxinia seggo permitem, é 

que se processem conjuntos de linhas de uma sd  forma, o que 

implica numa redução ainda maiop de ouerhecrds,  pois 

simplesmente e m  cada pi-ocedimento dedicado, sabe-se de 

anteinão, o t ipo  de e s t r u t u t r a  ca rac te r í s t i ca  a ser 

e f  icientemerite explorado. 

Para  se finalizaz. esta seção, o que s e  pode comentar, é 

que o conceito de s u p e r n o d e s  é bem m a i s  amplo, do que a sua  

definição "puramente es t ru tu ra l "  aparentemente revela. 

O que se encontra  de inais f o r t e ,  por trás des t e  conceito 

é a ilatureza com que se pude implementar o s  "processamentms. 

na forma supernodal" definidos e m  III.3C33. 

O que se percebe de s t a  definição, como uma 

ca rac te r i s t i ca  inerente  exclusivamente a o s  "supernodes"  é que 

este processo de eliminação, pode ser f e i t o  de fopma 



inteirainente sequencial e contkgua, o que viabiliza uma 

eficigncia de iinplementaçi3o muito próxima da máxima t eó r i ca  

possível, e que pode ser "quase" obtida no caso de uni 

processamenta exclusivamente denso, <como o exeniplo nos 

mostra  a seção 111.1). 

O grande "conceito" por  tràs da noção de supernodes, é 

que den t ro  de s e u  "escopo" <ou seja, das  linhas que o 

constituem>, o ppocesso de implementação e s p a r s a  p a r a  a 

eliminação, poder ser efei,uado de forma "completamente 

densa", unia vez que como todas  as lírshas da matr iz  de f a t o r e s  

s ã o  assumidas estarem representadas  "seqüencialniente" de 

fornia contígua <ou seginentada3, todos o s  eleinentos e m  que se 

e fe tua rão  operações, Cao longo da eliininagão de cada uma das  

linhas do supernode), podem ser v i s t o s  como pertencendo a unia 

"inatriz densa" <incluindo apenas o s  elernent,os não nulos de 

cada linha), e que e x i s t e  apenas "ficticiamente", pois na 

verdade o c a r a t e r  "denso" da niesina, s 6  se manifesta pela 

forma como s e  optou por armazenap as linhas e m  questão: numa 

fornia sequencial contígua, contendo apenas o s  elementos 

d i s t in tos  de zero.  

O que se acabou de comentar, dá margem a algumas novas 

colocações e possiveis "reinterpretações" do conceito de 

esparsidade,  o que nos leva a algumas definições 

complementares: 

Definição III.3C43 M a t r i z  "realmente" esparsa  

Define-se uma matriz d e  fatores Cresultante d e  um 

processo d e  eZiminação Gaussiana3 como "reaLmente" esparsa ,  

quando cr seqliência d e  acesso  a o s  elementos d e  cada uma d e  

suas  Linhas base sendo geradas, & puder ser efetuada 

segundo um padr80 "deterinin%stico7' d e  forma cont4gua. 

Defzne-se uma matriz d e  fatores CresuZtante d e  um 

processo d e  eliminaçEr'o GaussZana3 corno "aparcon&emente7' 

esparsa  ou "supernodaZ", quando toda a seqtd&ncia d e  acesso  

aos  elementos d e  cada uma d e  suas  Knhas base  senda geradas,  

puder ser efetuada segundo una padr@o "determin%sticoa' d e  

forma cant-igutrx. 



U r a u  de e s p a r s i d a d e  

Defzne-se  o "grau" d e  e s p u r s i d u d e  d e  uma mu t r i z  d e  

f a t o r e s  Cresul tante  d e  um p r o c e s s o  d e  eliminuç&'o Guussiana>,  

como s e n d o  o número d e  s e u s  f a t o r e s  nao  nu los  Cexcluindo-se a 

diaponaZ3 q u e  nao pertençum a uZgum "supernode",  d i v i d i d o  

pela prundezu  formadu e número d e  s e u s  " supernodes9 '  

a c r e s c i d a  d o  n.Úmero to ta l  d e  f a t o r e s  d a  r e f e r i d a  matr iz .  

e P e l a s  definições acima,  p e r c e b e - s e  por exemplo, que uma 

m a t r i z  de fatores "completamenLe densa", como h a v í a m o s  

d e f i n i d o  até entâ;o, pode ser encarada como uma m a t r i z  

" a p a r e n t e m e n t e "  e s p a r s a ,  pai- ser a p e n a s  uni caso p a ~ t i c u l a r  de 

m a t r i z e s  "Supernoduis"  e m  q u e  o nihmero d e  s u p e r n o d e s  é 

u n i t á r i o .  

e P e r c e b e - s e  t ambém,  q u e  o "grau" d e  e s p a r s i d a d e  d e  uma 

m a t r i z  d e  f a L o r e s  Cconio definida acima) ,  B unitário p a r a  o 

caso d e  m a L r i z e s  " r e a l m e n t e "  esparsas, e nulo,  p a r a  as 

m a t r i z e s  " a p a ~ e n t e m o n t e "  e s p a r s a s ,  o que nos l e v a  a crer que 

m a t r i z e s  de fatores "densas" sSo na v e r d a d e  um mero caso 

p a r t i c u l a r  de m a t r i z e s  e s p u r s u s ,  e q u e  na v e r d a d e  o q u e  se 

p r e c i s a p i a  e n s i n a r  nos c u i - s o s  d e  álgebra linear c o m p u t a c í o n a l  

e a n á l i s e  n u n i é r i c a ,  é o conceito de E s p a r s i d a d e ,  p o r  ser b e m  

m a i s  amplo,  coe~ente ,  e e n g l o b a p  todos os d e m a i s  "sub-casos" 

d a  f o r m a  m a i s  igualitária possível. 

e Em t e r m o s  d a  "quuntidade" d e  in formaçab  Cneces sdr ia  para 

se c a r a c t e r i z a r  t o d o  o p r o c e s s o  d e  eliminação>, p e r c e b e - s e  

que  nada s e p a r a  uma ma t r i z  "completamente densa" d e  uma 

"completatnente diuganaZ" por exemplo ,  p o i s  e m  ambos  os  c a s a s  

o que  se p r e c i s a  e s p e c i f i c a r  B a p e n a s  uma única informaçZFo: a 

s u a  dimensZF'cr n. 



111.4 Abordagem hibrida por janelas 

Pelo que já se pode perceber a o  longo d e s t e  trabalho, 

uma das  chaves pa ra  urna implemeiitação espa r sa  ef ic iente  do 

processo de eliminação, está no " p e ~ ~ n h e c i n ~ e ~ i t ~ "  

de todas  c a r a c t e r í s t i c a s  e s t r u t u r a i s  da m a t r i z  sendo 

fatorada,  e na s u a  plena "exploração", ou seja escolhendo 

a forma de t r a t amento  mais adequada papa cada unia das 

cai-acter ís t icas  encontradas. 

Como se comentou no início do capitulo 11, <"de nada 

adianta se escolher um bom algoritmo sem uma estiwtura de 

dados adequada"), o cont rár io  tambeni se aplica, ou seja, de 

nada adianta uma boa e s t r u t u r a  de dados, sem o s  algoritmos 

adequados pa ra  a s u a  plena exploração. 

A s s i m ,  n e s t a  seção nos concentraremos e m  a p r e s e n t a r  

var ias  a l t e rna t ivas  do ponto de v i s t a  "algorítmico" <a nível 

de implementação>, e que s e r ã o  aplicados porrlim a uma 

e s t r u t u r a  de dados básica "constante", Cou seja a 

representação sequencial por linhas da m a t r i z  de f a t o r e s  U, e 

adotada ao  longo de todo o texto>.  

O que se pode notar ,  observando padi-ões e s t r u t u r a i s  

t ípicos da disposição de f a t o r e s  de matrizes espai-sas das 

mais variadas áreas e aplicaçires, Ccomo as apresentadas  no 

apeiidice fiiial3, & que pelo menos 4 padrões se destacam dos 

demais, e sei*ão por tan to  observados com um pouco mais de 

atenção. 

São tais padrões, numa ordem mais ou menos t ipica de s e  

encontrar ,  n a s  diversas  linhas dos f a t o r e s  Cem maior 0 4 . 1  menor 

grau  dependendo de cada mat i* iz>:  

r, Completameiite Diagolia1 Cou seja com linhas na  
T pepreseiitagão de U contendo apenas a rrliagonal> 

Tipicamente Esparso <com uni nfimero acei tável  de 

elenientos por cada Linha de U, e s e m  algum padrão 

"deterniiiiístico" reconhecível à prior i> 

Supernodal Cou "quase denso" r i a s  porções filiais 

da matriz de f a t o r e s >  

+ Completamente Denso Ccomo a iiltima sub-mata-iz3 



Assim, o que se mos t ra  como uma a l te rna t iva  b a s t a n t e  

a t r a t i v a ,  é t e n t a r  se adequar procedimentos específicos p a r a  

cada uma das  porções da m a t p i z  de f a t o r e s  consideradas. 

Em alguns casos, como no padr Cio comple tainente Diaconal, 

o que se precisa  f a z e r  é muito pouco, <apenas se i n v e r t e r  o 

elemento da diagonal, e que d e s t a  forma só acabará sendo 

utilizado novamente no processo de r e t p o  substi tuição>. 

Cabe lembrar que o padrão Diagonal, pode v i r  a se 

r e p e t i r  ou se fazer notar ,  e m  popções ou griipos d i s t i n t o s  de 

linhas uni pouco m a i s  avante,  <na ~ n a i o ~  p a r t e  das  vezes, 

notadamente nas  linhas iniciais, e ate5 uma dimensão próxima A 

metade da dimensão original). 

Outros  padrões como o completamente Denso por  exemplo, 

s ó  podem acol-rer na porgão final, <vis to  que d e s t e  ponto e n i  

diante, a sub-matriz r e s t a n t e  torna-se  completamente densa>. 

O s  padrões m a i s  t ípicos de se encontaar nas  demais 

parçZes, s ã o  o s  que jB se disp8e de fel-ramentas p a r a  

t r a t a - los  adequadamente, qual seja, o uso de abordagens 

simbólicas ou convencionais para  a porção tipicamente 

Esparsa, e o uso das técnicas  super-nodcxis, pa ra  as porções 

com esta ca rac te r í s t i ca ,  onde se pode desf;acap por exemplo a 

porção "quase densa" que na maioria das  vezes antecede a 

porção completamente densa, nos casos em que esta chega a se 

manifestar notadamente. 

A maior "liberdade de escolha", reca í  sobre  a porção 

típicamente Esparsa, pois como j A  se pode comentar, S n e s t a  

porção que se concentra o maior g rau  de "caoticidade" a 

princípio não determinístico do processo, no sent ido de nSo 

se poder prever um padrão tipico de acessos  na linha base, 

<ao cont rár io  do que ocorre  no caso super-nodal ou denso por 

exemplo>. 

E s t a  porção Esparsa é a porção mais dificil de ser 

"domada", e a que na hipótese de pouca ou nenhuma 

predoniinAncia das  porç8es s u p e r n o d a i s  ou completamente 

d e n s a s ,  acaba se mostrando a determinante da eficiência f ina l  

dos códigos de fatopação numSrica. 



01 Numa abordagem convencional, incorl-e-se e m  overheads 

como por  exemplo as e t a p a s  de descornpacf,ação/compactação do 

v e t o r  de trabalho. 

a Numa abordagem simbólica por "listas de endereços", 

percebe-se que a porção típicamente e s p a r s a  É. a iinica que não 

pode ser devidamente "compacLadafl", dando mal-geni assim a um 

cpesciinento indesejável do tamanho final da lista. 

Ou seja,  de  a l g u m a  f o r m a  acaba p o r  se i n c o r r e r  em aZgttm 

o u e r h e a d  n o  t r a t a m e n t o  da porção ' W p i c a m e n t e  e s p a r s a " ,  o n d e  

a " a l e a t o r i e d a d e "  da d i s p o s i ç a o  e s t r u t t t r a Z  dos  e l e m e n t o s  dar 

m a t r i z  de  f a t u r e s  se f a z  n o t a r  rnaciçctmente e de u m  m o d o  que 

p o d e r i a - s e  q u a l i f i c a r  na meIhor  das  h i p d t e s e s  c o m o  

" i n t r a t á v e l "  ... 

Bem, esta é a visão m a i s  otimista,  que se apresent.ou a t é  

então,  e não convém comentas o que o l e i to r  a esta a l t u r a  já 

pode estar a cogi tar  ser um "novo aprinioramento" de tudo o 

que f o i  f e i to ,  conseguindo-se dessa  forma, de algum modo 

"daniar" a fase tipicamente Esparsa <ou a o  menos coloca-la sob 

eixos bem m a i s  t r a t á v e i s  do que jái se havia pensado até 

então>. 

O capitulo I V  revela pois, m a i s  alguns dos "mistBrios" 

que tornam a área de esparsidade <na visão d e s t e  a u t o r >  como 

uma das mais pi*ivilegiadas e m  termos de riqueza de problemas 

e de possíveis abordagens pa ra  a s u a  solução <num 

mato-perp&t;uo aparentemente inesgotável ao  menos at& hoje). 

Voltando a realidade do que já f o i  v i s to  e apresentado 

n e s t e  trabalho, percebe-se que com o que se d s p ó e  de 

ferramentas ,  é possível melhorar o desempenho f inal  tanLo a 

nível de economia de recursos  de armazenamento, como aumento 

da efici&ncia a nível de tempos de execução. 

E s t a  seção visa por tanto ,  agrupar  todas  abordagens 

até en tão  apresentadas,  e m  um " f r a m e w o r k "  comuni, e que por 

ser dedicado Ci explopação das  c a r a c t e r i s t i c a s  de cada matr iz  

a ser fatcmada, possibil i ta que o s  requis i tos  compuLacionais 

dispendidos s e j a m  por tan to  o s  mais a jus tados  possíveis ao  

problema sendo t ra tado.  

O g rau  de liberdade que se oferece não B muito, pois 

como se percebe, apenas a porção t;ipiaaniente Espaxwa tende a 



se a p r e s e n t a r  como um verdadeiro desafio à se determinar qual 

a inellior e s t r a t & g i a  de solução. 

O que irá se considerar no caso Esparso s ã o  4 possíveis 

abordagens, já apresentadas  nas  seções 11.4 e 111.2, qual 

sejam: a geração dos f a t o r e s  <por linhas ou colunas>, 

mediante as técnicas  convencionais <via o uso de vetox.es de 

trabalho>, ou mediante a utilização de l ishas  simb6licas de 

endeiwços. 

Como já havia se comentado na seção 311.2, a utilizaçSo 

de um procedimento baseado e m  "listas simb61icasm coni geração 

por colunas como o III.ZC23, nClo se most ra  adequado, pelo 

f a t o  do disp8ndio e m  ternios de espaço de armazenaniento p a r a  a 

informação simb6lica, nZSo ser compensador e m  te rmos  do 

desemepenho f inal  obtido, C e m  comparação com um pr-ocediniento 

tradicional como o II.4C23 e que pode ser utilizado e m  lugar 

do procedimento siinbólico, s e m  perda sensível da efici&scia>. 

Deste modo descartando-se este m&todo, ficamos cone a 

escolha de por  qual das  o u t r a s  3 a l te rna t ivas ,  se inciar  o 

processo de eliminação. 

Como já se havia comentado a o  f inal  dos capftulos I e 

11, e na seçCTo III.2 deske, percebe-se que o niétodo de 

geração por colunas é o mais indicado p a r a  a fase inicial do 

processo de fatoração,  v i s t o  que o volume de cAlculo e m  

função de cada e t a p a  B A s i c a  i do processo ser uma fwngSo 

crescente  com o avançar d e s t e  índice, a passo que numa 

abordagem por  sub-inatidzes se dar  exatamente o oposto por 

exemplo 3. 

Outro f a t o  que pesa significativamenke a favor  da 

escolha do método de gepação por colunas, ti que de ambas as 

a l t e rna t ivas  "convencionais" mediante a uso de v e t o r e s  de 

kraballio expandidos, sea. este o niétodo com o menor uuerhead, 

<como se comentou na seção onde foi  apresentado formalmente). 

A s s i m ,  parece inegável que excetuando-se o s  casos  

Diazonais, que porventura possam e x i s t i r  no início do 

processo de  eliminação, se tome uma a l t e rna t iva  de geração 

por colunas n a s  e t a p a s  iniciais do processo. 

A p a r t i r  de algum "ponto de corte",  obviamente alguma 



o u t r a  e s t r a t é g i a  pode começar a ser explorada, e uma so1,uçCx"o 

lçlgica, tendo-se em mente a maior eficigncia computacional 

passível <a nível de tempos de execução3, mantendo-se no 

en tan to  o s  "pés no cllão" Ccom relação a o  espaço disponfvel de 

armazenamento 3, seria coilsidei-ar a ap1icaça"o da gepação dos 

f a t o r e s  complementares por  linha, via o uso de "listas 

siinbblicas de endereços", C a t é  um l i m i t e  aceitavel p a r a  o 

tamanho da lista, e m  função da memória disponkvel3, e apenas 

na eventualidade das limitações de memh-ia terem sido 

alcançadas a n t e s  da conclusão de toda a e t a p a  de fa toração ,  

passar-se  a complementar o r e s t a n t e  das elimii~açires via a 

e s t r a t é g i a  convencional por ve to res  de t rabalho expandidos 

até se notai- a presença de outpa ca rac te r i s t i ca  dominante 

Ccoriio o caso das sub-matrizes quase densas ou completamente 

densas), quando obviamente a soluçZo mais a p ~ o p r i a d a  

cer tamente não é m a i s  a utilização das técnicas  convencionais 

por v e t o r e s  de %pabalIio, m a s  s i m  por exemplo procedinie~ltos 

simbólicos ao  es t i lo  loop  free como o s  apresentados na seção 

III.I>, ou est i*atégias  Como as apresentadas  em CA81 por 

exemplo. 

Percebe-se que com esta e s t r a t é g i a  "modular" de ataque e 

sub-divisa"o da e t a p a  de eliminação Ccotno formalizada e m  

CA8I3, é uma solução s e n s a t a  pa ra  o problema., se f o r  

considerado 0 objetivo bAsico a ser alcançado n e s t e  trabalho, 

ou seja o aumento da  eficigncia computacional da fase 

~iumérica, e que porventura poder& v i r  a ser usada 

repetidamente no fu turo ,  por um nifmero tal de vezes, que 

justif ique o maior cuidado e m  se elaborap de foiwia mais 

otimizada t o d a s  e t a p a s  a sepen i  seguidas durante  esta fase .  

O que f i ca  faltando portanto,  é se "conceituar" mellior a 

e s t r a t é g i a  de solução proposta,  e formaliza-la na forma de um 

procedimento, como veremos um pouco mais adiante. 

O conceito novo a ser introduzido Ce apresentado em IAEDI 

na forma como veremos n e s t a  seção, tendo sido porem proposto 

em niveis menos detalhados na l i t e r a t u r a  como e m  CD113, é o 

de "janelas de processamento". 



Janela processarnento 

Define-se por "janela d e  processamento" Cpara processos  

d e  eliminação Gaussiana esparsu) ,  como s€?ndo uma região 

delimitada por linhas e colunas cont.lguas Cda matriz a s e r  

fatorada3 e que virao a ser tratados d e  fornau unificada por 

una mesma estratégia d e  implementação, diferenciada da 

restante d a s  r e g i s e s  Cpertencentes a s  demais janelas d e  

prucessamento3, durante u fase  d e  geraçao d o s  fa tores  

associados br e s t a  dada janela em particubar. 

E s t a  definição é um pouco m a i s  ampla do que a 

considerada e m  KA81, <onde as regiões consideradas eram 

apenas na forma de conjuntos contíguos de linhas, 

abrangendo-se ne s t e  caso toda  a extensão de colunas das  

linhas de f a to r e s  U consideradas>. 

Naquela abordagem, apenas, o s  indices del imitado~es das  

linhas inicial e final, mostravam-se necessários, pa r a  se 

ca rac te r i za r  as regiões sendo t r a t a d a s  de uma m e s m a  forma. 

Com a definiç3o um pouco m a i s  ampla apresentada acima, 

permite-se extender o conceito de janelas de processamento, 

de modo a englobar também casos part iculares  de destacada 

impoi-tancia como o s  do t ipo  supernudal a época ainda 

não cogitados pelo autop>. 

O que se precisa basicamente s ão  das  informaçBes: 

e linha inicial da matriz U 

<a ser parcialmente $erada> 

a linha final da m a t i - i z  U 

{a ser parcialmente gerada> 

T 
.i coluna inicial e m  U 

<associada as linhas a serem subtra idas  de U> 

T 
0 coluna final e m  U 

{associada as linhas a serem subt ra ídas  de U> 

O que em princípio pode se moskrap "inquietante" é o 

f a t o  de se ut i l izar  uma delimitação pa ra  as colunas 
T 

associadas e m  U <e nso de U>. 



Recordando-se que as colunas correspondeistes h elenientos 

não nulos numa dada linha de uT detepminairi exatamente o 

conjunto de linhas a n t e r i o r e s  a linha base e m  U, que 

efetivamelite necess i ta rão  ser subraídas desta ,  percebe-se que 

coni a delimitação de um intervalo de coluis- em uT, o 

processamento de uma dada "janela", poder& não ser 

"completo", no sent ido de se efetuarem todas  as sub t rações  de 

linhas anter iores  necessár ias  pa ra  a geração completa de s u a s  

linhas base. 

D a i  t e r  se incluído o coment&rio relat ivo a geração 

apenas "parcial" das  linhas de f a t o r e s  U. 

Como veremos um pouco inais adiante, esta metodologia não 

iinpõe restr içBes,  no caso da geração dos f a t o r e s  por línhas. 

Numa geração de f a t o r e s  por colunas, 11% se permite tal 

liberdade, pois o loop  intermedíásio do procedimento I Z . 4 C 2 > ,  

s d  pode ser executado numa única ordem Ccrescente de 

indices>. 

A pazão pa ra  tal pode parecer  um t a n t o  "obscura" p a r a  o 

le i tor ,  de modo que se i ~ &  apenas conientá-la, no i n t u i t o  de 

docuinentar o f a t o  inencionado acima. 

N a  geração dos f a t o r e s  por colunas, não se pode mudar a 

ordem coni que se escolhe as linhas a s e r e m  subti-aídas, porque 

simplesmente a porção sendo operada no ve to r  de contribuições 

W, vai seisdo progressivamente t r a n s f  e r ida  definitivamente 

p a r a  o armazenameisto do f a t o r  de U correspoiiidente. Deste 

modo, com uma subt ração  e m  uma ordem não crescente  de índices 

de colunas, estaria se deixando pa ra  trás por exemplo, 

possiveis fill-in's que porventura t,eriam sido criados no 

processamento de uma linha não subt ra ída  e m  viptude da 

al teração da ordem tomada p a r a  o lcmp interniediái*io. 

D e  posse d e s t e  f a to ,  e assumindo-se que na geração por 

linhas tais r e s t r i ç õ e s  não se encontram presen tes  <o que não 

será comprovado f orinalmente n e s t e  trabalho>, pode-se começar 

a esboçar a forina que deverá ter  um procedimento p a r a  uma 

eliminação seguindo uma metodologia "híbrida por 

.janelas". 

Paa algumas das a l t e ~ n a t i v a s  consideradas, apenas unia 

de ariibas as informaçBes iielativas as colunas de uT precisa 

ser efet ivamente especificada, assumindo-se que a informação 

complemeistar seja dada pela coluna inicial ou final da região 



T 
c o n s i d e r a d a  e m  U . 

E s t e s  são detalhes que p o d e m  ser usados para se 

m i n i m i z a r  o n b m e r o  de v e t o i - e s  e i n f o r m a q õ e s  auxiliai-es, < m a s  

que não seráo considerados nesta a b o r d a g e m ) ,  v i s a n d o  apenas 

facilitar a exposição e c o m p r e e n s ã o  da t r l c n i c a  de e l i m i n a ç ã o  

por "janelas" proposta n e s t a  seção. 

De posse d a s  i n f o r n i a ç 8 e s  i - e l a v a n b e s  e n u m e r a d a s  

i n i c i a l m e n t e ,  a p r e s a n t a m o s  o seguinte pseudo-cbdigo para o 

p r o c e s s a m e n t o  " h f b r i d o  por janelas" c o m o  u m  todo: 

Procedímento III.4I;1> Elimina* H i b r i d a  p s  " i a n e l a s "  

para i w n d  de 1 at& n w n d  faça 

ibeg c BEGLINCiwnd> 

i e n d  t ENDLINCiwnd> 

kbeg 4 BEGCOLCiwnd> 

kend t ENDCOL<iwnd> 

caso WNDTYP<iwnd> seja 

1: execute DIAGONA 

2: execufe WORKCOL Cibeg, 2 e n d ,  kbeg, k e n d >  

3: execute SIMBROW C i b e g ,  i e n r l ,  kbeg, k e n d )  

4: execute WORKROW <ibeg, iend, kbeg, k e n d l  

5: execute SUPERNODAL <ibeg, i e n d ,  kbeg, kend)  

6: execut;e DENSE Cibeg, iend,  kbeg, k e n d >  

f í m  caso WNDTYP<iwnd> 

f i m  para i w n d  

N o  p r o c e d i m e n t o  a c i m a ,  a s s u m e - s e  c o m o  e s t r u t u r a  

principal o v e t o r  WNDTYP, que d e n o k a  o t ipo de janela de 

p r o c e s s a n i e n t o  a cada etapa d o  processo. 

O s  a p o n t a d o r e s  ibeg, i e n d ,  e kbeg, k e n d  a p o n t a m  em cada 

janela i w n d  a s s o c i a d a ,  para as p o s i ç i r e s  inicial e final do 

grupo de linhas de U a s e r e m  p r o c e s s a d a s  e p a r c i a l m e n t e  

g e r a d a s ,  b e m  c o m o  as p o s i g õ e s  das c o l u n a s  e m  IIT a semzm 

c o n s i d e r a d a s  c o m o  i n d i c a d o r a s  do canjunto de iinhas 

anteriores a s e r e m  subtraídas de c a d a  u m a  das linhas base da 

janela sendo p a r c i a l m e n t e  gerada. 

O s  casos considerados f o r a m  p a r t i c u l a r m e n t e  os seguintes 

<coPrespondendo a o r d e n i  c o m  que f o p a m  e n u m e r a d o s  no 



procedimento e m  questão>: "comple tainente diagonal", 

convencional com gei-ação por  linhas, simbdlico via listas de 

endereços coni geração por linhas, convencional mediante 

v e t a r e s  de t ~ a b a l k o  e geração por linha, supernodal e 

cornple taniente denso. 

Percebe-se portanto, que com repet idas  aplicações de 

algunia das  f opinas de processaniento consideradas, consegue-se 

levar adiante todo o pi-ocesso de eliminação, com algumas 

porq8es podendo eventualmente ser geradas apenas 

parcialmente, numa primeira aplicação isolada de alguma das  

al ternat ivas ,  e a xeguii- complenientadas, e m  aplicações 

f u t u r a s  de o u t r a s  al ternat ivas  n ia í s  apropriadas. 

Como exemplo do que f o i  apresentado, consideremos as 

f iguras  fig_IIIC3> e f igJIIC4>, onde janelas voltadas pa ra  

procedimentos coiwencionais com geração de f a t o r e s  por 

colunas, simbdlicos por listas de endereço <ou conveiicional3 

com geração por linhas, e completamente denso fopam 

considerados papa unia mesma matriz, <a t í t u l o  de 

exernplificação >. 

No primeiro caso, t r a tou-se  inicialmente da porção 

completaniente diagonal, e a seguir,  adotou-se uma e s t r a t & g i a  

de geração por colunas ate5 se chegar a linha correspondente B 

porção completamente densa, a p a r t i r  da qual, uma geração por 

sub-matrizes na forma densa passou a ser empregada. 

Como n e s t e  caso a gepaçSo de f a t o r e s  por colunas 

inicialmente efe tuada  se deu apenas a t B  a coluna 

correspondente ao  início da porção densa, as porções 

r e s t a n t e s  de cada uma d e s t a s  linhas iniciais, necessitou ser 

gerada, e o procedimento adotado n e s t e  caso, f o i  a geraçso 

por linhas <inicialmente pela forma simbblica por listas de 

endereces, e a segui r  pela foPnia convencional). 

Percebe-se que no exemplo e m  particular,  o niimero de 

"janelas" empregado f o i  de 5 a l t e rna t ivas  d is t in tas ,  e que 

assumindo-se que o índice do f inal  da popção completamente 

diagonal seja dado por idÊag, o do f inal  do processariiento 

simbhlico por Êsimb e o do inicio da porção densa por i d e n s ,  

teremos as seguin tes  informações: 



WNDTW íbeg iend kbeg kend 

1 idiag- I idiag 

i d iag+~  i d e n s - i  1 i d e n s - r  

1 i s i m b  1 i d e t z s - i  

i s i m b + <  i d e n s - A  1 i d e n s - i  

i d e n s  n  i d e n s  n 

No segu i ido  caso, a p e n a s  3 e t a p a s  são utilizadas para se 

fatorar a niesina m a t r i z  d o  exemplo a n t e r i o r .  

I n i c i a l m e n t e  c o n s i d e r a - s e  a p o r q ã o  completanrente  
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diagonal, passando-se a s e g u i r  a e f e t u a r  a geração por  

colunas, conipletando-se o p r o c e s s o  com a eliminação da 

sub-matriz  densa reaLante de  forma comp1etanieiit.e densa. 

fig-IIIC4) - Elimina&$& hibrida <2> 

Segue-se  a t í t u l o  de cclinplemenLa~Cio, a seqüência 

infoi-maçães ut i l izadas  nesLe caso, Cassumindo-se a mesma 

notação para as porgões  indicadas no  exemplo aiiterior >. 

íwnd W R T Y P  ibeg íend kBeg 

1 1 idiag 1 

2 idiag+% rz 1 

6 idens n idens 



O que f i c a  faltando se apresen ta r  mais formalmente, s ã o  

"cr i té r ios  de co r t e"  <no es t i lo  do que fo i  comentado na seção 

I.2>, de modo a se poder nielhor a j u s t a r  o pPocessamento, 

visando além de uma elevação na eficiência computacional a 

nivel de tempos de execução, uma preservação sempre que 

possivel do espaço t o t a l  reservado papa armazenamento Cdentrw 

de l i m i t e s  toleráveis).  

Um dos c r i t é r i o s  m a i s  expressivos, como se pode 

intut.ivament,e notar ,  é considerar a geraqão pop colunas até a 

coluna correspondente à da porção densa que porventura e x i s t a  

na m a t r i z  de f a t o r e s ,  e a p a r t i r  dai continuar a sei-ação por 

colunas "controladamente" até a última coluna, gerando-se 

n e s t e  caso porém, apenas o s  f a t o r e s  acima da poi-gão densa, 

deixando para unia abordagem completamente densa, a t a r e f a  de 

completar o p~ocessamento  da sub-matriz densa pestant,e. 

O segundo c r i t é r i o  merecedoi- de destaque, é caso se o p t e  

por uma geraçZo por colunas apenas até a coluna a n t e r i o r  a da 

porção densa, e a p a r t i r  d e s t e  ponto considei-ar a gei-ação por 

linhas pa ra  se complementar as porçaes p e s t a n t e s  acima da  

porção densa, n e s t e  caso, tomap como c r i t é r i o  de c o r t e  p a r a  a 

escolha de qual das  e s t r a t é g i a s  de geração por linhas 

considerar, a quantidade t o t a l  de memória dispniiível, 

adotando-se uma geração simbólica .por listas de endereços até 

ce r to  ponto, e a p a r t i r  do ponto em que o tamanho t o t a l  da 

lista se toPnar  inaceitável, complementar-se o processo, com 

uma geração convencional mediante ve to res  de trabalho, p a r a  

as linhas i -estantes ,  deixando apenas a sub-porção densa que 

porventura exis ta ,  para  ser abordada de forma completaniente 

densa. 

O que o l e i to r  n e s t e  ponto, com o esp i r i to  jd bem mais 

aguçado por t a n t o s  meandros e detalhes da geração e s p a r s a  de 

fatores, poderia se questionar, é porque se considerar a 

g e r a ~ ã o  por Linhas afinal, v i s to  que wna e s t r a t é g i a  como a 

adotada no segundo exemplo, com a geraçso por colunas Cque 

notadamente t e m  desempenho melhor que uma ge1'ação 

convencional por linhas mediante v e t o r e s  de trabalho>, 

adotando-se esta est i -a tégia  e m  toda  a porção excluindo-se a 

sub-matriz densa, e lançando-se mão exclusivamente de uma 

e s t r a t é g i a  densa pa ra  esta porção final; não poderia ser 



sempre a adotada e m  todos o s  casos, dispensando-se a 

sa~b-divisão e m  demais janelas baseadas na geração por linhas 

por exemplo, e cujo desempenho final a princípio não parece 

apontar  pa ra  uma redução significativa de over-heads e m  

comparação com a gepação por colunas, que s ó  nSo se mos t ra  

ef ic iente  nos casos  superriodais e densos de um modo $rei-a1. 

A r e s p o s t a  a esta indagação só poderá ser dada no 

próximo capitulo, pois o novo e "iiltinio" in&todo a ser 

apresentado, baseia-se exclusivainente na geikação por linhas, 

e definitivamente é mais compensador do que uma e s t r a t 6 g i a  de 

geração por colunas Cpelo menos e m  algumas c lasses  de 

a rqu i t e tu ras  esca lares  convencionais, como as do t ipo  CISC 

por exemplo). 

O novo método forçosamente se baseia numa geração por 

linhas, pelo simples f a t o  já comentado anteriorniente nest,a 

seção, de que a geração por colunas ser bem m a i s  "rigida" do 

que a geraqão por linhas, por simplesmente não p e r n i i t i ~  

flexibilidade alguma no tocan te  a uma possivel a l te ração  na 

ordem com que a linhas ~ o n t ~ i b u i n t e s  venham a ser 

efetivamente sub t ra ídas  de cada linha base corrente .  

i )  É justamente es ta  f Zexibilidade de  reordenarnento 

"dinâmico" da ordem das  contribuições, a caracter.lstica 

Bdsica a ser- explorada pela nova metodologia proposta. 



C a p í t u l o  IV 

NOVA ABORDAGEM PROPOSTA 

N e s t e  capitulo a p r e s e n t a - s e  uma  n o v a  m e t o d o l o g i a  de 

e l iminação ,  c o m  geração dos fatores U por linhas, e q u e  re-e 

a l g u m a s  das caracteristicas m a i s  d e s e j á v e i s  para um cddigo de 

fatoração esparsa: ser eficiente e m  t e r m o s  d e  m e n o r e s  

overheads e m  t e m p o  de execução, e ao m e s m o  t e m p o  "tratável" 

do ponto de v i s t a  do espaço final d e  a r m a z e n a m e n t o  e cbdigo 

utilizado. 

N a  p r i m e i r a  seção, apresenta-se a m o t i v a ç ã o  

c o m p u t a c i o n a l  básica para o m é t o d o ,  e u m a  p r i m e i r a  a b o r d a g e m  

para o p r o b l e m a .  

F i c a  claro a par t i r  deste ponto, que "algo mais" a i n d a  

pode ser feito. P o r é m  para se aicançar este n o v o  p a t a m a r ,  

torna-se necessário a utilização d e  um i m p o r t a n t e  conceito e m  

e s p a r s i d a d e ,  até então não explorado neste t r a b a l h o .  

Em v i s t a  disso, na seção s u b s e q i i e n t e ,  introduz-se e 

f o r m a l i z a - s e  com um p o u c o  m a i s  de detaihe a l g u m a s  noções 

e p r o p r i e d a d e s  da "árvore de eliminação".  

D e  posse deste novo f e r r a m e n t a l ,  viabiliza-se a 

construção de u m a  " v a r i a n t e "  a i n d a  m a i s  bem s u c e d i d a ,  do 

m é t o d o  original apresentado na p r i m e i r a  seção. 

Uma f o r m u l a ç ã o  c o m p l e t a  do m é t o d o ,  e n g l o b a n d o  ambas as 

a l t e r n a t i v a s  c o n s i d e r a d a s  no presente estudo, é a p r e s e n t a d a  

f i n a l m e n t e ,  concluindo este capítulo e m  q u e s t ã o .  

O n o v o  m é t o d o  a ser apresentado, pode ser e n c a r a d o  como 

u m a  generalização das alternativas propostas na seção 111.1, 

a d e q u a n d o - a s  para o caso esparso geral, ou c o m o  u m a  extensão 

da m e t o d o l o g i a  de U u s t a v s o n  CQ141, mantendo-se no entanto o 

t a m a n h o  de cbdigo "constante" para q u a l q u e r  e s t r u t u r a  d e  

m a t r i z e s  esp-sas a s e s e m  fabsizadas. 

O m é t o d o  pode ser v i s t o  t a m b é m  como um a p r i m o r a m e n t o  das 

alternativas baseadas na utilização d e  listas s i m b b l i c a s  de 

e n d e r e ç o s  <apresentadas na seção 111.23, e m  que a i n f o r m a ç ã o  

básica a r m a z e n a d a  é c o n s t i t u i d a  na v e r d a d e  de "códigos", 

capazes de caracterizar c o m p l e t a m e n t e  as operaç8es de 

c o m b i n a ç ã o  linear e n t r e  mxii t iplos vetores, ao nivel 

" e l e m e n t a r "  num estilo s i m i l a r  ao d e  U u s t a v s o n ,  e cujo 



processo de "interpretação" pode ser implementado de forma 

eficiente e m  práticamente todas as linguagens de programação 

de a l to  nível, comercialmente disponíveis. 

Por se basear na especificação ao nível "elementar" das 

operaç6es a s e r e m  efetuadas durante a eliminação Cda m e s m a  

forma como as estratée;ias baseadas na utilizaçâIo de listas 

simbdlicas de endereços), poderia se esperar  um crescimento 

"explosivo" da lista de códigos utilizada para  a 

caracterização de todo o processo. 

Embora em um "pior caso", tal comportamento seja 

teóricamente possível, na prática, o crescimento se dá numa 

taxa bem m a i s  "controlada", mantendo-se e m  níveis aceitáveis 

o espaço t o t a l  de armazenamento, que B na maioria das vezes, 

proporcionai apenas: ao niunero de f a t o r e s  não nulos presentes  

na matriz resul tante  após o processo de eliminação, Cem 

oposição a um volume proporcional ao nfimero de operações de 

ponto f lutuante efetuadas e m  todo o processo, como no caso 

das al ternat ivas da seção 111.23. 

Finalmente, pelo f a t o  de uma das al ternat ivas do método 

proposto, viabilizar uma "compactação" eficiente das 

informaç6es necessClrias para a caracterização de múltiplas 

operações elementares de combinação linear de vetares;  

caracter ís t icas  da forma supernodal  Ccomo as apresentadas na 

seção 111.33 podem ser eficientemente exploradas pelo método, 

s e m  perda alguma de sua  generalidade para o caso "realmente" 

esparso Ccomo definido no final da seção 111.3). 

É justamente esta flexibilidade de permitir uma 

"compactação" de informações, mesmo e m  face a presença de 

caracter ís t icas  "realmente" esparsas,  ou seja, com um padrão 

de acesso "aparentemente" não determinístico aos  f a t o r e s  de 

cada linha base sendo gerada, é que confere ao  método um 

ca rá t e r  de c e r t a  forma especial, merecendo portanto uma 

atenção m a i s  cuidadosa e m  abordagens futuras,  especialmente 

na fase de reordenamento visando a redução de fill-in's, e na 

aplicação do método à novas arqui te turas  do tipo paralelo. 



fV.l M o t i v a ç ã o  computacional e princípios básicos 

A m o t i v a ç ã o  para o novo m é t o d o  proposto, par t iu  

o r i g i n a l m e n t e  de quest8es de natureza p u r a m e n t e  "semAnticas", 

a n i v e l  de linguagens de p r o g r a m a ç ã o ,  c o m  um q u e s t i o n a m e n t o  

l a n ç a d o  pelo pesquisador Hermin io  J.C.Pinto ao final do 

p e r i o d o  e m  q u e  o presente autor e n c o n t r a v a - s e  como bolsista 

do C e n t r o  de P e s q u i s a s  e m  E n g e n h a r i a  E l é t r i c a  CCEPEL3. 

O q u e s t i o n a m e n t o  feito na Bpoca  foi c o m  relação a se 

h a v e r i a  a l g u m a  "van tagem"  e m  se p r o g r a m a r  rotinas de 

fatoração esparsa na l i n g u a g e m  C por exemplo,  e m  comparaçZ3o 

c o m  i m p l e m e n t a ç 8 e s  e q u i v a l e n t e s  n u m a  l i n g u a g e m  c o m o  FORTRAN. 

N a  época, a resposta d a d a  pelo presente autor, foi de 

q u e  " a p a r e n t e m e n t e  não", ou seja, m u i t o  pouco se poderia 

esperar de ganhos r e a b s  e m  i m p l e m e n t a ç õ e s  e m  C,  vis to  q u e  os 

c o m p i l a d o r e s  FORTRAN o t i m i z a n t e s  d i s p o n í v e i s  no m e r c a d o ,  

c o n s e g u e m  na grande m a i o r i a  d a s  v e z e s ,  p r o d u z i r  c d d i g o s  de 

máquina  m u i t o  p r o x i m o s  ou tão o t i m i z a d o s  q u a n t o  os obtidos 

c o m  os m e l h o r e s  c o m p i l a d o r e s  C d i s p o n 5 v e i s .  

A pergunta feita ao final de 1990, p e r m a n e c e u  desde 

então, pois e m  todas a l t e r n a t i v a s  consideradas pelo autor  até 

o início de 1993, n e n h u m a  das  rotinas c o d i f i c a d a s ,  c o m  

exceção das b a s e a d a s  na utilização de "listas s i m b ó l i c a s "  de 

endereços, possuia alguma caracteristica que p u d e s s e  ser m a i s  

b e m  e x p l o r a d a  e m  uma p a r t i c u l a r  l i n g u a g e m  como no caso de C, 

C e  que por se tratar de uma d a s  linguagens d e  alto n í v e l ,  que 

mais se a p r o x i m a  de uma "l inguagem de máquina", se poderia 

espere  um m e l h o r  a p r o v e i t a m e n t o  de p e q u e n a s  nuances de 

implementaçSo ,  i m p o s s í v e i s  de s e r e m  tratadas e m  outras 

linguagens>. 

O finico p r o b l e m a  c o m  a a b o r d a g e m  p o r  "listas s i m b ó l i c a s  

de e n d e r e ç o s "  é que elas podem se tornar  d e m a s i a d a m e n t e  

extensas, mesmo c o m  a utilização de recursos c o m o  o 

" t r u n c a m e n t o "  ao se chegar a porção " q u a s e  densa" ,  ou a 

c o m p a c t a ç ã o  m e d i a n t e  a exploração de características 

supernodois .  

E s t a  deficigncia intrínseca, s o m a d a  ao q u e s t i o n a m e n t o  

original a respeito de a l g u m a  f o r m a  de c o d i f i c a ç ã o  e m  C que 

p u d e s s e  ser m a i s  b e m  i m p l e m e n t a d a  e explorada do que e m  

FORTRAN, deu portanto o r i g e m  ao novo m é t o d o ,  e que responde 



f i n a l m e n t e  a questão levantada. 

Em pelo m e n o s  u m a  f o r m a  de a b o r d a g e m  Ccomo a que serã 

apresentada no presente c a p i t u l o ) ,  u m a  i m p l e m e n t a ç ã o  e m  C 

m o s t r a - s e  m a i s  eficiente do que e m  FORTRAN, pelo fa to  de se 

basear e m  acessos "diretos" a posições de m e m d r i a  v i a  o uso 

de a p o n t a d o r e s  Cpointers), e que e m  FORTRAN n e c e s s i t a m  ser 

"s imulados"  m e d i a n t e  o u s o  de " v e t o r e s  de indices". 

A m o t i v a ç ã o  c o m p u t a c i o n a l  básica p o r t a n t o ,  foi encontrar 

a l g u m a  f o r m a  de codificação, que p e r m i t i s s e  u m a  m e l h o r  

i m p l e m e n t a ç ã o ,  b a s e a d a  no uso de acessos d i r e t o s  à posições 

de m e m b r i a  via o uso d e  a p o n t a d o r e s ,  e que de a l g u m  modo, não 

" h e r d a s s e "  os i n c o n v e n i e n t e s  d a s  abordagens por "listas 

s i m b b l i c a s  de endereços". 

O p r i m e i r o  passo neste sentido, foi notar que uma out ra  

" v a r i a n t e "  do m é t o d o  d e  e l i m i n a ç ã o  esparsa, conhecido na 

l i t e r a t u r a  como m é t o d o  d e  C r o u t  Cpara o caso a s s i m é t r i c o  e m  

geral> CD501, CG1391, CFII, e até então não explorada ou 

c o n s i d e r a d a  e m  n e n h u m a  d a s  abordagens i m p l e m e n t a d a s  pelo 

presente autor, poderia ser a p l i c a d a  e c o m  sucesso, n u m a  

a b o r d a g e m  esparsa b a s e a d a  no uso d e  apontadores para  posições 

d e  m e m b r i a  Ccorrespondentes a c a d a  um dos e l e m e n t o s  da m a t r i z  

de fatores s e n d o  acessados ou gerados). 

Segue-se portanto, u m a  apresentação desta v a r i a n t e  para 

o caso s i m é t r i c o ,  e que p a s s a r e m o s  a olhar um pouco m a i s  

a t e n t a m e n t e .  

O m é t o d o  de C r o u t ,  n a d a  m a i s  é do que uma out ra  f o r m a  de 

i m p l e m e n t a ç ã o  do m é t o d o  t r a d i c i o n a l  de geração dos fatores 

por linhas, como a al ternat iva I.ICB>, s i m p l e s m e n t e  

r e v e r t e n d o - s e  a o r d e m  dos 2 Zoops m a i s  internos. 

Ou seja, ao i n v & s  de processar a subtração de todos os 

e l e m e n t o s  d e  c a d a  u m a  das linhas contribuintes na linha base 

c o r r e n k e  Z "linha B linha", o que se faz é a c u m u l a r - s e  as 

contribuições de todos os  e l e m e n t o s  de u m a  m e s m a  coluna de 

u m a  s b  v e z ,  subtraindo-se tal contribuição do e l e m e n t o  base 

Cda coluna c o r r e s p o n d e n t e 3  na linha i, <e que a p a r t i r  deste 

ponto passa a conter o valor definitivo do fator g e r a d o ) ,  

p a s s a n d o - s e  ao p r o c e s s a m e n t o  das a c u m u l a ç õ e s  d e  e l e m e n t o s  da 

c o l u n a  seguinte, até t e r e m  s i d o  gerados t o d o s  os fatores da 

linha base. 

O m é t o d o  de C r o u t  é baseado portanto e m  u m a  geração dos 



fatores por linhas ao n í v e l  de cada etapa básica i, p o r e m  

gerando-se tais fatores "coluna  a co luna"  d u r a n t e  o 

p r o c e s s a m e n t o  da e l i m i n a ç ã o  r e l a t i v a  a cada etapa básica do 

processo como um t o d o .  

Segue-se portanto, um pseudo-código ao estilo das 

alternativas a p r e s e n t a d a s  na seção 1.1, a s s u m i n d o - s e  

i n i c i a l m e n t e  um p r o c e s s a m e n t o  na f o r m a  c o m p l e t a m e n t e  denso. 

Procedimento IV.1<1> Metodo & C r o u t  " s i m e t r i c o "  <denso> 

r, A c a d a  etapa i do processo, a n u l a r  os e l e m e n t o s  A 

e s q u e r d a  da diagonal, na i ' ez ima  linha m e d i a n t e  a 

subtração de m u t i p l o s  escalares de e l e m e n t o s  e m  

uma m e s m a  coluna d a s  linhas anteriores, 

atualizando-se desta forma a porção A d i r e i t a  da 

diagonal na i , e z i m a  linha Ccoluna a coluna>, por 

operaçães da f o r m a :  

para i de z até n 

para k de  i até i-i 
u t a  / a  

k , i  k, i  k k  

para j de  i até n 
i-1 

fig-IVC1> - A t u a l i z a c ã o  s i m e t r i c a  por C r o u t  

U r á f i c a m e n t e ,  tal processo é i l u s t r a d o  na f i g - I V C 1 >  

acima, onde se percebe q u e  a única diferença c o m  relação a 

alternativa I.I<B> é a o r d e m  c o m  q u e  se p r o c e s s a m  todas as 

s u b t r a ç ã e s  e m  uma d a d a  etapa básica do processo, não se 

alterando p o r é m  a região de fatores anteriores acessada, n e m  

a porção g e r a d a  ao final de cada etapa i c o r r e s p o n d e n d o  a 

linha base i>, o que nos m o s t r a  que o m k t o d o  de C r o u t ,  

c o n t i n u a  a ser u m a  m e t o d o l o g i a  de geração dos fatores "por 



linhas", €independentemente da ordem como tais f a t o r e s  venham 

a ser gerados e m  cada e tapa básica). 

Uma vez compreendida a "mecânica" do método de Crout 

para o caso denso, o que seria de se perguntar é porque então 

este método quase nunca foi  empregado para o caso esparso 

m a i s  geral. 

A resposta  B que para se implementar o método de Crout 

no caso espurso ,  apenas as e s t r u t u r a s  de dados elementares 

disponíveis em função do armazenamento seqiiencial por linhas, 

d o  são  suficientes, pois como se pode recordar dos 

comentários f e i to s  ao final da seção 111.3, o processamento 

"realmente" esparso <como foi  a s s i m  definido), implica e m  

acessos à posições de "difícil previsibilidade" na linha base 

sendo gerada, e m  função da natureza originalmente aleatória, 

da e s t r u t u r a  da matriz A do problema original. 

Ou seja torna-se necessArio, lançar mão de novas 

e s t r u t u r a s  "dinhicas" ou "sirnbdlicas", que possibilitem a 

implementação da e tapa  correspondente ao somatório no Zocrp 

m a i s  interno do procedimento IV . IC l>  apresentado. 

A aparente dificuldade de implementação do somatdrio e m  

questão, se dá pelo f a t o  da e s t ru tu ra  básica de armazenamento 

dos elementos de cada linha de U, permanecer a m e s m a  adota ao 

longo de todo este trabalho, <ou seja na forma sequencial por 

linhas), ao passo que o somatório e m  questão, deve ser 

efekuado "coluna a coluna", o que se mostra inteiramente 

tr ivial  de se implementar numa abordagem densa,  m a s  que 

requer um pouco m a i s  de atenção para o caso esparso, o que 

passaremos a considerar a seguir. 

Vale ressaltar, que foi  exatamente des te  ponto, visando 

a contornar as dificuldades intrínsecas da abordagem via 

Crout para o caso esparso, e ainda tendo em mente o objetivo 

de por algum modo se obter  uma nova metodologia baseada e m  

acessos di re tos  a memória <via o uso de apontadores>, que se 

divisou uma solução de fácil  implementação, atendendo à ambos 

os  requisitos. 

A id&ia consiste e m  se dispor de um "vetor" de 

apontadores p cada um para uma dada posição de memória 
k , 

correspondente a representação de cada uma das linhas k a 



s e r e m  consideradas na e tapa de acumulação do somatbrio. 

Inicialmente, tais apontadores p devem apontar para a 
k 

posição correspondente a coluna i e m  cada uma das linhas k 

associadas. 

E s t a  informação, recordando-se o que foi  apresentado na 

seção 11.4, é trivialmente obtida a cada e tapa básica i do 

processo, mediante o uso do vetor  de apontadores IUP, 

<utilizado e m  muitas das abordagens apresentadas). 

Uma vez inicializados o s  apontadores pk, procede-se a 

uma "normalização" dos elementos na coluna i, de cada uma das 

linhas k consideradas, <correspondendo ao segundo loop no 

procedimento IV.lC¶> apresentado nes ta  seçCTa>. 

A fase seguinte é a que requer maior atenção, pois B 

onde irá se processar o acilimulo de cada uma das contribuições 

"coluna h coluna" para cada um dos índices j, Ccorrespondendo 

apenas a operaçSies sobre o s  elementos não nulos e m  cada uma 

das linhas k envolvidas>, e que posteriormente serão 

subtraidas do elemento a .  atualizando-se des ta  forma 
L J 

definitivamente o seu valor numérico Cpermitindo que a pa r t i r  

deste ponto, o novo f a t o r  a s s i m  gerado, venha a ser utilizado 

e m  e tapas  básicas i m a i s  adiante do processo, durante o 

acúmulo de contribuições para a geração de novos fatores) .  

A grande dificuldade de se impiementar estas operações 

de forma eficiente, B porque a principio a forma "dinhica" 

apresentada no procedimento IV.I<L> a seguir, parece ser a 

f i c a  viável para se a tacar  o problema. 

A s  inefici8ncias inerentes a este procedimento e m  

particular, descartariam a sua  utilização de modo a competir 

com as demais estratBgias de eliminação consideradas ao longo 

deste trabalho. 

O principal problema & simplesmente o loop m a i s  interno 

<na varigvel k>, cuja varredura "controlada" para cada coluna 

"c" sendo acumulada acaba vindo a recai r  numa forma s i m i l a r  à 

alternativa II.4CA>, e que se baseia e m  testes condicionais 

para se determinar uma coincidência no indice de colunas, de 

modo a se efetuar a simples operação de acumulação associada. 



P r o c e d i m e n t o  IV.1<2> Acumulacão "dinâmica" 

para i d e  1 atd n faça 

IUP<i> e IUCi> 

piv c DI<i> 

para k de IUTCi> até IUTF<i> faga 

Z e JUT<k> 

pL c IUP<Z> 

pfL e IUFCZ> 

IUP<Z> e IUP<Z> + 1 

um e UN<pL> I# DICZ) 
L 

piv + piv - UNCp > * umL 
L 

U N C p  3 e umL 
L 

PL f C p t  + 1) 

f f m  para k 

para j de IUU> até IUF<i> faga 

c c JUCj> 

s c 0  

para k de  IUTCi> até IUTF<i> faça 

Z e JUT<k> 

se CJUCpL> = c> e <pL 5 pfL> então 

s t s + um I# UN<pL> 
L 

PL e <pl, + 1) 

f i m  se 

f i m  para k 

UN<j>  t UN<j> - s 

f i m  para j 

DICi> c 1 / piv 

f i m  para i 

Algo por tan to  prec isar ia  ser incorporado a o  procedimento 

apresentado acima, de modo a se eliminar as inefici&ncias 

básicas das operaç8es de varredura e acumulação efetuadcis. 

É n e s t e  ponto que as e s t r a t é g i a s  apresentadas  na seção 

111.1, voltam a se mos t ra r  a t r a t i v a s ,  como veremos a seguir.  

A id8ia chave p a r a  uma implementação eficiente,  é de 

algum modo t r o c a r  a vai.redura "dindmica", por um processo 



baseado e m  i n f o r m a ç õ e s  "estáticas", <por q u e  não dizer 

"simb&licas"), cuja decodificação possa ser feita de f o r m a  

m a i s  eficiente do q u e  a estratégia apresentada até então. 

P e r c e b e - s e  pois q u e  m e d i a n t e  u m a  fase auxiliar e x e c u t a d a  

uma hica v e z  a n t e s  da fase n u m é r i c a ,  cujo o objetivo seja o 

d e  coletar e p r o d u z i p  i n f o r m a ç õ e s  ou c ó d i g o s  adicionais 

v o l t a d o s  ao p r o c e s s a m e n t o  das a c u m u l a ç õ e s  efetuadas na e t a p a  

m a i s  interna d o  processo d e  e l iminação ,  e s t a r &  se c a m i n h a n d o  

na direção correta, no s e n t i d o  d e  se v i a b i i i z a r  uma 

i m p l e m e n t a ç ã o  "dedicada" d a  fase n u m é r i c a ,  m a i s  eficiente do 

q u e  o p r o c e d i m e n t o  IV.1<2?. 

A id&ia principal a ser o b s e r v a d a  e explorada, é q u e  a 

a c u m u l a ç ã o  na f o r m a  c o n s i d e r a d a ,  m o s t r a - s e  de "difícil 

implementação" ,  s i m p l e s m e n t e  p o r q u e  a e s t r u t u r a  d e  e l e m e n t o s  

não nulos e m  c a d a  coluna sendo acumulada ,  a p a r e n t e m e n t e  não é 

"previs íve l" ,  pois n e m  todas as linhas e n v o l v i d a s  na 

e l i m i n a ç ã o  da linha base i do processo, c o n t é m  e l e m e n t o s  nâio 

nulos e m  todas a c o l u n a s  "c" correspondentes aos fatores não 

nulos da linha base Ce que acabarão definitivamente gerados: 

ao final da etapa básica associada>. 

Ou seja, onde a l g u m a  i n f o r m a ç ã o  de natureza "simbdlica" 

p o d e  v i r  a ser i I r t i l ,  n u m a  i m p l e m e n t a ç ã o  de u m a  estratégia do 

tipo C r o u t  p a r a  o caso esparso, não é na d e t e r m i n a ç ã o  das 

posições de m e m ó r i a  a s e r e m  acessadas na linha base, como 

nas d e m a i s  estratégias s i i n b ó l i c a s  apresentadas a&& então, mas 

s i m  e m  alguma "caracterização" da e s t r u t u r a  de e l e m e n t o s  não 

nulos presentes e m  cada coluna a ser acumulada ,  durante a 

fase de geração d o s  e l e m e n t o s  d a  linha básica corrente. 

A i n f o r m a ç ã o  s i m b & l i c a  m a i s  s i m p l e s  q u e  se pode obter, 

c a r a c t e r i z a n d o  c o m p l e t a m e n t e  o fa to  ac ima ,  é lancar mão de 

uma s i m p l e s  representação binária do padrão de e l e m e n t o s  nâio 

nulos presentes e m  cada uma das colunas "c" a s e r e m  

consideradas durante a fase de geração da linha b A s i c a .  

D e t a l h a n d o - s e  um pouco mais o processo, t o m e m o s  como 

exemplo  o seguinte padrão estrutural  de linhas a s e r e m  

s u b t r a í d a s  da linha corrente i, na s e x t a  etapa do processo de 

e l iminação ,  a p r e s e n t a d o  na f i g u r a  a seguir. 



fig-IVC2> - Padrão e s t ru tu ra l  linhas contribuintes 

Mo exemplo acima, apenas as linhas 1, 3 e 5 necessitam 

ser subtraídas da linha 6, e os  únicos elementos não nulos 

que efetivamente contribuem sobre a linha 6 são  o s  

representados por "a" e "*" visto que os  elementos 

representados por "*" pertencem a linhas que não serão 

subtraídas da linha base Cpois nas posiç6es à esquerda da 

diagonal da linha base, estes elementos já s e r e m  nulos pela 

pr6pria natureza e s t ru tu ra l  da m a t r i z  considerada no 

exemplo e m  particular>. 

Ass im conv&m lançar mSWo de uma representação compacta 

da disposição e s t ru tu ra l  apenas das linhas e colunas 

contendo elementos não nulos, realmente envolvidas no 

processo, e apresentadas na figura a seguir. 

fig_IVC3> - E s t r u t u ~ a  compacta das contribuicões 

Por esta rep~esentaçSo,  percebe-se claramente que o que 

f ica faltando para se especificar de forma eficiente uma 

informação que caracterize as operaçires de acumulação e m  cada 

coluna envolvida, B tornar-se como cbdigo associado a cada 



coluna "c" da e s t r u t u r a  de f a t o r e s  da linha base, uma 

representação binária do padrão de elementos não nulos e m  

cada uma das colunas des ta  representação compacta. 

Ou seja, para o exemplo e m  questão, e assumindo-se que a 

codificação binária ocorra no sentido da linha de menor 

indice à contribuir sobre a linha base <no caso a de I e m  

particular) e m  direção à última linha contribuinte Cno caso a 

de 5 ,  teríamos a seguinte representação binária, 

excluindo-se as contribuições na coluna do elemento diagonal 

<a serem t r a t adas  de forma m a i s  eficiente e m  separado): 

LSTCOD: 1 O 7 2 

fig_IV<4> - Codificacão binária 

O que f ica faltando se especificar é como se aproveitar 

esta codificação binária associada a cada coluna, de modo a 

s e  to rnar  o procedimento de acumulação das contribuições e m  

cada coluna m a i s  eficiente do que no procedimento IV.lC2). 

A forma a ser considerada, se aproxima das técnicas 

simbblicas ao est i lo de Uustavson Capresentadas e m  III.l>, 

uma vez que a operação básica a ser efetuada de posse de uma 

codificação binária associada, é na verdade um produto 

escalar de vetores, onde cada um dos termos a s e r e m  

adicionados Ccorrespondendo ao produto das componentes des tes  

vetores) sSo da forma um * UNCpll. 
1 

Desta forma codificando-se todas as possíveis 

combinações de operaç8es de acumulaçCEo da forma descrita,  

para um exemplo particular de vetores com até 3 coinponentes, 

ficaríamos com trechos de c15dig.o como o s  apresentados a 

seguir, Cassurnindo-se que s esteja originalmente zerado). 
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Codifícação I V . l C a >  P r o d u t o  E s c a l a r  via C o d i f i c a c ã o  binária 

retorne ao ponto de chamada 

s t s + um üN<pi> 1 

retorne ao ponto de chamada 

s t s + um ir UN<p2> 
2 

retorne ao ponto de chamada 

s t s + um * UN<pi> + umz * UNCp2> 
i 

retorne ao ponto de chamada 

s t s + um * UNCp3> 
3 

retorne ao ponto de chamada 

s c s + um + üN<pi> + um3 $ UNCp3> 
i 

retorne ao ponto de chamada 

s e s + um + UN<pz> + um3 $ UNCp,> 
2 

retorne ao ponto de chamada 

s e s + um * üN<pi> + y* UN<p2> + umS * UNCp3> 
i 

retorne ao ponta de chamada 

P e r c e b e - s e  que c o m  a i n t r o d u ç ã o  dos trechos d e  cbdigo 

acima,  o processo de "decodificação" da i n f o r m a ç ã o  binária 

relativa as linhas a s e r e m  e f e t i v a m e n t e  utilizadas no acrIimulo 

d o  somatdrio, passa a ser e f e t u a d o  de u m a  f o r m a  b e m  m a i s  

eficiente do que no p r o c e d i m e n t o  IV.1<2> onde a a c u m u l a ç ã o  

era efetuada baseando-se apenas nas i n f o r m a ç õ e s  d i n h i c a s  

d e t e r m i n a d a s  e m  t e m p o  de execução. 

Uma v e z  que a codificação dos p r o d u t o s  escalares 

correspondendo ao acilunulo das contribuições e m  cada coluna é 

c e r t a m e n t e  a etapa básica de u m a  m e t o d o l o g i a  ao estilo C r o u t ,  

percebe-se que de posse do e s q u e m a  proposto e m  IV.lCa>, 

pode-se passar a u m a  n o v a  especificação < c o m p l e t a >  do m é t o d o  

de e l iminação ,  e que será a p r e s e n t a d a  a seguir. 

N e s t e  n o v o  p r o c e d i m e n t o ,  l a n q a - s e  m ã o  de um artificio 

c o m  relação aos índices das linhas contribuintes a 

p a r t i c i p a r e m  d o  processo de acumulação .  

Ao i n v é s  de se t o m a r  os  valores absolutos de 1, t o m a - s e  

na v e r d a d e  um i n d i c e  " reduzido"  r, correspondendo a posição 

de c a d a  u m a  d a s  linhas 1 e n v o l v i d a s ,  p o r é m  utilizando-se a 

representação "compac ta"  a p r e s e n t a d a  na f i g _ I V < 3 > .  

Assim, no exemplo  e m  questão, t e r í a m o s  o s  índices r 



assumindo o s  valores 1, 2 e 3, correspondendo as linhas 1, 3 

e 5 respectivamente. 

Outro ponto a se notar,  é que o s  apontadores p são  r 
automaticamente incrementados apbs cada operação de acúmulo 

na forma de produto escalar, o que não havia sido explicitado 

na codificação IV.lCa> porque nes ta  al ternativa e m  questão, 

ainda não se havia considerado a didrnica do processo de 

eliminação via Crout, e m  que uma vez contribuindo no acúmulo 

de uma determinada coluna, a prbxima contribuição s ó  voltará 

a ocorrer  com o próximo elemento nCZo nulo da m e s m a  linha, 

razão pela qual os  apontadores para a posição corrente  e m  

cada uma das linhas, s e r e m  deslocados para a posiçso 

subseqüente ap&s o acúmulo e m  uma dada coluna. 

No procedimento e m  questão, lança-se mSo de uma "lista 

de c6digos" armazenados no vetor  LSTCOD, e que básicamente 

contém a codificação binária associada a cada coluna a ser 

acumulada durante o processo de geração da i 'ezima linha da 

matriz de fa tores .  

O problema m a i s  importante a ser considerado com um 

pouco m a i s  de detalhe portanto, é o caso e m  que o níimero de 

linhas a contribuírem numa dada e tapa do processo, superar  o 

número mfiximo de linhas previsto para a 

binária. 

N e s t e s  casos, novas "varreduras" de todas as posiçt5es da 

linha base corrente, mostram-se necessárias, processando-se o 

acúmulo das novas contribuições, at& que tenham sido 

consideradas todas as linhas contribuintes. 

A solução m a í s  prát ica para se contornar e s t a  questão, &i 

lançar mão de cddigos auxiliares indicando que o 

processamento das acumulações e m  cada coluna ainda não foi  

concluído. No procedimento e m  questão, utilizou-se uma lista 

de cbdigos auxiliar LSTKEND indicando o s  valores finais de k 

necessários para se levar avante o processo de acurnulaçZio e m  

e tapas  voltadas ao tratamento de no máximo 3 linhas 

simultâneamente Cno caso particular da presente codificação 

considerada e apresentada>. 



Procedimento  IV. lC33 
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A c u m u l a c ã o  y& codificacSo bináiria 

ncod c O 

para i d e  1 at& n faça 

IUPCi>  6 I U < i >  

piv e DICi> 

kbeg t I U T < i >  

kf c I U T F < i >  

nk c nk + 1 

kend c LSTKENDCnk3 

para k de kbeg até kend faça 

r e r + l  

2 c JUTCk> 

pr e IUPCZ> 

IUP<1> c IUPC73 + I 
u m  t UNCp > * DICZ3 

r 
piv c piv - UN<p > + um 

r r 
UNCp 3 t u m r  

r 

pr f <ar + 1> 

f i m  para k 

para j d e  IUCi)  at& I U F C i 3  faça 

s c 0  

ncod c ncod + 1 

vã para €0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 73 

e m  função d e  L S T C O D C n c o d >  

UN<j>  c UNCj> - s 
f im p a r a  j 

kbeg c kend + 1 

se kend ;c k f  vá para a 

DICi> e I / piv 

f i m  p a r a  i 

t e r m i n e  proced imento  

vá p a r a  /3 
s ç s + um * UN<pl> 

1 

P* 6 CP* + 1) 

vá para fi 
(continua n a  próxima página) 



(continuação da página anterior) 

p2 
t <pZ + 13 

vá para (3 

#-'i 
c <gi + 4) 

P z  c cpz + 13 

vá para (3 

"3 
t <pg + 4) 

vá para /3 

Pi c <p* + 1) 

P,  t <p3 + 43 

vá para (3 

N o s  casos e m  q u e  apenas uma Cínica " v a r r e d u r a "  é 

necessária para se gerar os  e l e m e n t o s  da linha base, o valor 

a r m a z e n a d o  na lista de códigos LSTKEND é na verdade i d O n t i c o  

a IUTF<i>. 

N e s t e s  casos, pode-se notar também,  que o t a m a n h o  da 

lista LSTCOD é na v e r d a d e  idêntico ao n i i m e r o  de fatores não 

nulos da m a t r í z  obtida ao final d a  e l iminação .  

Ou seja, a s s u m i n d o - s e  a hipótese d e  c a d a  linha na 

representação da transposta de U p o s s u i r  até 3 e l e m e n t o s  não 

n u l o s  <no caso da codificação e x e m p i i f i c a d a  e m  IV. lC3)  e m  

p a r t i c u l a r > ,  percebe-se que o total  de in fopmaç i res  s i m b ó l i c a s  

a d i c i o n a i s  necessárias para se caracterizar c o m p l e t a m e n t e  o 

processo, é d a d o  por n + N o n z < U 3 ,  o que s e m  d ú v i d a  m o s t r a - s e  

d e n t r o  de um l i m i t e  tolerável e m  t e r m o s  de espaço adicional 

de a r m a z e n a m e n t o .  



N o s  casos e m  que m a i s  do q u e  o n ú m e r o  máximo de 

c o m p o n e n t e s  consideradas na c o d i f i c a ç ã o  dos produtos 

escalares, n e c e s s i t a r e m  ser s u b t r a i d a s  e m  c a d a  coluna, o 

espaço total  de a r m a z e n a m e n t o  passa a ter um c o m p o r t a m e n t o  

crescente d a  o r d e m  d e  #varreduras * Cn + NonzCU33, onde 

#varreduras indica o n h e r o  máximo de varreduras necessárias 

para se c o m p l e t a r  c a d a  etapa básica i de geração dos fatores 

e m  cada u m a  das linhas base. 

N a t u r a l m e n t e  esta é u m a  e s t i m a t i v a  máxima, do pior caso, 

pois apenas na geração de fatores de linhas base q u e  

n e c e s s i t e m  de mais do que u m a  v a r r e d u r a ,  precisará se lançar 

m ã o  deste pecurso i n e v i t á v e l  na a b o r d a g e m  considerada 

até então. 

P e r c e b e - s e  pois, que e m  alguns casos c o m o  na presença 

p r e d o m i n a n t e  de e s t r u t u r a s  do t ipo  supernoda2 por exemplo ,  o 

ni-imero de v a r r e d u r a s  acabaria se tornando i m p r a t i c á v e l .  

Algo m a i s  precisa ser acrescentado à a b o r d a g e m  

a p r e s e n t a d a  até então, para  torna-la d e  fato c o m p e t i t i v a  c o m  

as d e m a i s  alternativas apresentadas neste trabalho. 

A extensão do m é t o d o  se dará ao longo d a s  p r ó x i m a s  

seç8es d e s t e  c a p í t u l o ,  e nos c o n c e n t r a r e m o s  no fínai desta 

seção, e m  c o m p l e m e n t a r  a exposição da a b o r d a g e m  c o n s i d e r a d a ,  

apresentando-se o processo de geração da lista de 

"codificaç8es" binárias, o que não h a v i a  s i d o  c o n s i d e r a d o  até 

o presente momento .  

Se o l h a r m o s  m a i s  d e t a i h a d a m e n t e  o p r o c e d i m e n t o  IV.1C23 

baseado na atualização "dinâmica" das contribuiç8es e m  cada 

coluna, p e r c e b e r e m o s  que o m e s m o  c o n t é m  a base para u m a  

geração das codificaç8es binárias necessárias para a 

caracterização das operações a s e r e m  e f e t u a d a ,  v is to  que 

d u r a n t e  o processo de v a r r e d u r a  "dinAmica" dos e l e m e n t o s  e m  

cada coluna, pode-se ir g r a d u a l m e n t e  construindo os í n d i c e s  

binários a s s o c i a d o s ,  como no p r o c e d i m e n t o  a p r e s e n t a d o  a 

seguir, e onde n denota o n ú m e r o  máximo de c o m p o n e n t e s  a 
m a x  

s e r e m  consideradas de cada vez, nas operações de a c u m u l a ç ã o  

<o q u e  c o r r e s p o n d e r i a  a 3 no exemplo  a d o t a d o  nesta seção>. 



P r o c e d i m e n t o  IV.1<4> 

ncod c O 

nk t O 

146 

U e r a c ã a  da c o d i f i c a n ã o  bínária 

para i de 1 até n faça 

IUPCi> ç IUCi> 

k b e g  t IUT<i> 

k f  c IUTF<i> 

k e n d  t. mín Ckbeg + Cn - 13, k f 3  
m a x  

nk c n k  + 1 

LSTKENDCnk) ç k e n d  

para k d e  kJx?g até k e n d  faça 

PL C <pt + 1) 

f i m  para k 

para 4 de IUCi> até IUFCi> faça 

c c JUCj> 

icod c O 

b ç l  

para k de IUTCi3 at& IUTFCi> faça 

2 t JUT<k> 

se <JUCpL> = c> e <p 1- pf > entSo 
L L 

icod c icod + b 

b ç b * 2  

PL f C p l  + 1) 

f i m  se 

f i m  p a r a  k 

ncod c ncod + 1 

LSTCOD<ncod> c icod 

f i m  para j 

kbeg c kend + I 

se k e n d  Z k f  vá para a 

f i m  p a r a  i 



No procedimento e m  questáo, adotou-se a representaçâío 

original dos índices 2 associados a cada uma das linhas 

envolvidas, visto não ser necessário utilizar-se uma 

representação compacta baseada nos indices r como a 

adokada no procedimento IV.I<â>. 

O s  mesmos comentArios observados com relação ao espaço 

de armazenamento da lista de chdigos e de posiçães f inais  do 

indice k, e m  função do n h e r o  de varreduras neces sb ia s  

tambem B aplicável ao procedimento de geração da codificação 

apresentado, porem o f a t o  m a i s  importante a se observar, é na 

verdade o comportamento e m  termos do tempo de execução deste  

algoritmo, Q que merece um pouco de atenção, por não s e  

mostrar t ã o  eficiente quanto o processo de decodificaçSo das 

inf ormagões. 

Pelo f a t o  de se e fe tuar  uma varredura "dinAmica" e m  cada 

uma das colunas da linha de f a t o r e s  sendo gerada, mesmo 

supondo-se o caso ideal onde apenas uma varredura mostra-se 

necessária por etapa, percebe-se que o volume de operaçães é 
T ditado por NonsCUi*3 * NonzCUi*3 o que s e m  dbviàa é maior que 

o número de operações de ponto flutuante que s e r i a m  

necessgrias para se implementar a m e s m a  etapa. 

Tal f a t o  ocorre, porque muitas das comparaçães efetuadas 

durante o processo de varredura, resultam e m  operações que na 

verdade não s e r i a m  efetuadas durante a eliminação num&rica, 

por não haver a coincidência do índice da coluna associada na 

presente linha anterior  sendo considerada durante a 

varredura. 

Percebe-se portanto que algo precisa ser f e i t o  no 

sentido de se contornar tais overhecxds indesejáveis. 

A solução para este problema, vem de uma es t ra tég ia  que 

poderia passar  de início "desapercebida", ou de todo d o  

cogitável a princípio, qual seja: recorrer  aos  m&todos de 

eliminação por linha "tradicionais" como o s  apresentados na 

seção 11.4 por exemplo. 

Ou seja, a f a se  de geração da codificagão simbólica para 

um método do t ipo Crout simétrico, pode ser m a i s  bem 

implementada, se f o r  baseada na es t ra t8g ia  de sua  variante 

"rival" e m  termos de efici&ncia na f a se  numBrica, e 

considerada e m  muitas das abordagens nes te  trabalho. 



Portanto, deixando de lado questões de outra natureza, 

p a s s a r e m o s  a considerar uma nova i m p l e m e n t a ç ã o  da fase de 

geração dos códigos binários, tendo por base o procedimento 

11.4C13. 

P r o c e d i m e n t o  IV.lCS> C o d i f  icacEEo biriárf a eficiente 

ncod t O 

nk c O 

para i de 1 até n faça 

IUPCi>  t IUCi> 

para j de I U < i >  até IUFCi>  faça 

IWCODCJU<j>> c O 

f i m  para j 

k b e g :  t I U T < i >  

kf e IUTFCi>  

kend t min C k b e g  + Cn - I>, k f>  
max 

nk c nk + 1 

LSTKENDCnk) ç kend 

b c l  

para k de kbeg até kend faça 

z ç JUT<k> 

IUPCZ> 6 IUPCZ> + 1 

para j de IUPCz> até IUFCI> faça 

c t JUCj> 

IWCODCc> c IWCODCc> + b 

f i m  para j 

b t b S 2  

f i m  para k 

para j de  IUCi> at& I U F < i >  faça 

ncod t ncod + 1 

L S T C O D C n c o d >  t IWCODC JUC j>> 

f i m  para j 

kbeg c kend + 1 

se kend ír kf vá para ci 

f i m  para i 



N e s t e  procedimento, no lugar do vetor  de trabalho 

expandido W presente na abordagem de fatoração numérica, 

lança-se mão de um vetor de trabalho inteiro expandido IWCOD, 

que irá acumular cada uma das codificaçães binfurias 

associadas a todos o s  f a t o r e s  não nulos da linha base a ser 

gerada. 

A diferença com relação ao procedimento de geração da 

codificação anter ior  é que neste  caso, cada linha 

contribuinte é acessada apenas nas posições correspondentes 

aos  seus  elementos não nulos, <e não e m  NonaCU 3 que seriam 
i* 

consideradas na al ternativa baseada na varredura dinamica de 

cada coluna>. 

Percebe-se portanto, que o volume de operaçGes do novo 

procedimento de geração de códigos apresentado, é da mesma  

ordem que o ndmero de operaç8es de flutuante que seriam 

efetuadas ao longo de todo o processo, numa f a s e  de fatoração 

numérica. 

Ou s e j a ,  p a r a  se d e t e r m i n a r  a i n f o r m a ç ã o  sinabdlica 

adicionaE na forma da c o d i f i c a ç ã o  b i n d r i a  c o n s i d e r a d a  n e s t a  

seçab, g a s t a - s e  d a  o r d e m  d e  rtma f a t o r a ç ã o  num&rica ad ic iona l  

e m  t e r m o s  d e  o v e r h e a d  m e d i d o s  a n.lvel d e  t e m p o s  de CFU.  

Cabe notar  poiv5m, que e s t a  fase simbólica de 

codificação, s* precisa s e r  efetuada uma unica vez, para 

matrizes com a m e s m a  disposição e s t ru tu ra l  que porventura 

venham a ser fatoradas num&ricamente pelo procedimento 

IV.1<3> por exemplo, que é justamente o caso para onde as 

abordagens presentes nes te  trabalho são voltadas. 

O que precisa s e r  melhorado nos procedimentos 

considerados nes ta  seção, é o tratamento especial, de 

caracter ís t icas  capazes de viabilizar uma maior "compactação" 

de informações, como no caso da presença de e s t r u t u r a s  do 

t ipo s u p e r n o d a l ,  e onde se viu na seção 111.3 que a redução 

obtida nes tes  casos pode ser bastante  compensadora. 

Um comentário de natureza um t an to  dis t in ta  das 

efetuadas ao longo deste  trabalho, é com relação a uma maior 

estabilidade numérica nas implementaçires de al ternativas 

baseadas no método de acumullação por produtos escalares, como 

se considerou nes ta  seção. 

V a l e  a pena notar, que urna abordagem via o método de 



Crout, oferece um maior benefício e m  termos de meihor 

estabilidade numérica para o processo, pois as operaçíres de 

acumulação das combinaç8es lineares en t r e  o s  diversos vetores  

subtraidos do vetor  base, podem s e r  f e i t a s  e m  "precisão 

dupla" <nas linguagens que contam com a opção de tal 

recurso), o que significa que somente o valor final do 

somatório de  todas as contribuições sobre um dado elemento, 

precisarão ser "truncados" e armazenados no espaço de 

armazenamento reservado ao f a t o r  correspondente. 

Ou s e j a  as operaçSies intermediárias podem ser efetuadas 

com maior precisão do que nas demais abordagens consideradas 

nos capituios anter iores  des te  trabalho. 



IV.2  Exploração da A r v o r e  de eliminação 

N e s t a  seção será apresentada u m a  e s t r u t u r a  a u x i l i a r  de 

f u n d a m e n t a l  i m p o r t a n c i a  e m  v á r i o s  a s p e c t o s  relacionados ao 

p r o c e s s a m e n t o  de m a t r i z e s  esparsas s i m é t r i c a s  <definidas 

p o s i t i v a s > .  

Tal e s t r u t u r a  recebeu o n o m e  d e  árvore d e  el2m.inação na 

literatura [Lll l ,  Ctendo sido o r i g i n a l m e n t e  apresentada ria 

f o r m a  como é c o n h e c i d a  a t u a l m e m n t e  por ISi l> .  

Suas aplicações inc luem a d e t e r m i n a ç 3 0  de quais linhas 

necessitarão ser n o v a m e n t e  e l i m i n a d a s ,  caso apenas algumas 

linhas da m a t r i z  original v e n h a m  a sofrer alteraçCio e m  v a l o r  

n u m e r i c o  de u m a  aplicação para outra do m é t o d o  de 

e l iminação .  

Métodos e x p l o r a n d o  este fato r e c e b e r a m  o nome d e  m e t o d o s  

d e  refatoração parcial baseados e m  siparse vectors tB81, 

CU271, IQ281, pelo fato de se explorar de f o r m a  eficiente a 

es t ru tu ra  de e s p a r s i d a d e  do v e t o r  lado direito e efetuar-se 

apenas as operações i n d i s p e n s A v e i s  s o b r e  os e l e m e n t o s  

alterados na m a t r i z  de fatores. 

Em p r o c e s s a m e n t o  paralelo, a " á r v o r e  d e  e l iminação"  6 

utilizada como base para  se d e t e r m i n a r  o m a p e a m e n t o  das 

linhas do s i s t e m a  original, en t re  os  vários processadores. 

N o  contexto do presente trabalho, a á r v o r e  de e l i m i n a ç ã o  

será utilizada pa r a  se a u m e n t a r  a efici&ncia de m e t o d o s  

b a s e a d o s  na estrategia de C r o u t ,  no sentido de se obter u m a  

c o d i f i c a ç ã o  binãria m a i s  "compac ta"  de modo a caracterizar as 

operações de a c u m u l a ç ã o  na f o r m a  de p r o d u t o s  escalares, 

q u a n d o  o n\'unero de c o m p o n e n t e s  e n v o l v i d o s  for elevado e m  

c o m p a r a ç ã o  c o m  O valor máximo p e r m i s s í v e l  pela codificação 

adotada. 

B á s i c a m e n t e  o que a árvore de eliminação d e t e r m i n a ,  são 

r e l a ç i r e s  de dependhcia entre  Linhas  d a  m a t r i z  de fatores U 

resultante. 

P a r a  i lustrar este conceito, e i n t r o d u z i r  a noção da 

árvore associada, c o n v é m  lançar M o  d e  u m a  matriz de fatores 

< d e  d i m e n s ã o  n = 20 no caso e m  particular) c o m o  exemplo ,  e 

a p r e s e n t a d a  na f i g - I V C D .  



fig-IVCW - M a t r i z  f a t o r e s  dimensão 20 

A informação que se busca especificar com a Arvore de 

eliminação, é a da depend&ncia e n t r e  linhas do s i s t e m a ,  de 

modo a se saber quais linhas são  "influenciadas" e afetadas 

por outras,  de modo a se poder determinar que linhas podem 

ser eliminadas an te s  ou independentemente de outras.  

A informaqão na forma do conJunto de todas as linhas 

subseqüentes que uma dada linha afeta não (I possível de se 

representar  na forma de uma árvore, visto que cada linha pode 

afetar um número qualquer de outras,  e no sentido oposto, uma 

dada linha pode depender de eliminação de várias ou t r a s  

linhas prévias. 

O que s e  busca portanto B uma e s t r u t u r a  compacta <como 

uma árvore por exemplo), que de algum modo possa caracterizar  

as relaçães de dependência e n t r e  as diversas linhas. 

Para tal, a informação considerada ser& apenas a da 

primeira linha Cem valor crescente dos índices) que dependa 

diretamente de uma dada linha Ccuja relação de dependencia 

com relaçZb as demais esteja sendo procurada). 

Ou seja, no caso da m a t r i z  do exemplo e m  questão 



(apresentado na fig-IV<S>>, e tomando-se por exemplo a 

sua  primeira linha, o que se busca é a informação da primeira 

linha a depender explicitamente da primeira. 

Percebe-se pelo exemplo, que a linha 9, é a primeira a 

conter  um elemento não nulo na primeira coluna, de modo que 

será a primeira linha a depender diretamente da linha 1. 

Para o caso da segunda linha, percebe-se que a primeira 

linha a depender diretamente des ta  é a 11. 

No caso da terceira linha, a primeira dependência desta,  

ocorre na linha 12. 

Levando-se adiante este processo, e estabelecendo-se uma 

ligação en t r e  cada linha "ancestral" e sua primeira 

"descendente" d i r e t a  <a ser afetada por sua  ancestral>, 

ficaríamos com a seguinte "árvore" associdada à matriz de 

f a t o r e s  de dimensão 20 <apresentada na fig-IVCS33. 

fig_IV<6> - Arvore & eliminacão associada 

A s  informaçães que se pode ex t ra i r  des ta  e s t r u t u r a  são 

de grande valia como veremos nes ta  seção e na próxima. 

O primeiro f a t o  a se observar é que o s  nds ancest ra is  

possuem sempre índice inferior ao de seus  descendentes <pela 

prdpria f o r m a  como a árvore fo i  definida>. 

O segundo é que pela natureza " e s t r u t u r a l m e n t e  aditiva" 

do processo de eliminaçSo, com cada linha anter ior  

contribuindo sobre a e s t r u t u r a  de elementos nso nulos da 



linha base " s u c e s s o r a " ,  a Arvore a s s i m  apresentada, p e r m i t e  

que se d e t e r m i n e  f á c i l m e n t e  o conjunto de linhas que d e p e n d e m  

de u m a  dada linha original, s i m p l e s m e n t e  se p e r c o r r e n d o  a 

á r v o r e  a par t i r  da linha ancestral bdsica, e m  direção a raiz. 

T o d o s  os nós da á r v o r e  <correspondentes a linhas da 

m a t r i z  de fatores) encontrados no c a m i n h o  i n t e r m e d i á i ' i o  entre 

um nó ancestral e o nó raiz d a  árvore e m  q u e s t ã o ,  

c o r r e s p o n d e m  ao conjunto de linhas que serão afetadas p o r  

q u a l q u e r  alteração na linha básica ancestral. 

Em t e r m o s  de u m a  representaç30 s u f i c i e n t e  para  

caracterizar c o m p l e t a m e n t e  a á r v o r e ,  e p e r m i t i r  que se 

c a m i n h e  c o m  f a c i l i d a d e  sobre a m e s m a  <das folhas e m  direção a 

raiz>, a i fn ica  e s t r u t u r a  adicional necessária é um v e t o r  

PARENT, i n d i c a n d o  o s u c e s s o r  d i r e t o  de um d a d o  nó na á r v o r e .  

N o  caso d a  m a t r i z  e x e m p l o  a p r e s e n t a d a ,  o v e t o r  PARENT 

a s s u m e  OS v a l o r e s :  

Onde se definiu PARENT<n> := 0 por c o n v e n ç ã o ,  e m a i s  

e s p e c i f i c a m e n t e :  

para i d e  1 até n-1 

<Assumindo-se  que a estrutura de c o l u n a s  dos fatores e m  JU 

esteja d e v i d a m e n t e  o r d e n a d a  de f o r m a  crescente, e que I U  

aponte para a posição do p r i m e i r o  e l e m e n t o  não nulo e m  cada 

linha de U>. 

M a i s  f o r m a l m e n t e :  

PARENTU) := m i n  < j I u # 0, j > i > 
ji 

ou 

PARENT<i> := m i n  < j I u # 0, j > i 3 
i j 



Apenas  a i n f o r m a ç ã o  s o b r e  a coluna do p r i m e i r o  e l e m e n t o  

n ã o  nu lo  de c a d a  linha da m a t r i z  de fatores é necessária, 

v i s t o  que a i n f o r m a ç ã o  d a  l i n h a  aba ixo  d a  d i agona l  

correspondente ao p r i m e i r o  e l e m e n t o  não nulo e m  cada coluna 

d e  uT B idhtica a da p r i m e i r a  c o l u n a  c o n t e n d o  um e l e m e n t o  

não nulo e m  c a d a  uma d a s  linhas de U. 

Um camir ihamento s o b r e  a A r v o r e  no s e n t i d o  d a s  folhas 

p a r a  a raiz, é t r i v i a l m e n t e  implementado  p a r t i n d o - s e  d e  um 

dado  n6 i med ian t e :  

P e r c u r s o  d i r e c ã o  raiz 

m a r q u e  o nó i como v i s i t a d o  
<e inclua-o no caminho)  

enquanto i ;é n faça 

i c PARENTCi) 

m a r q u e  o n6 i como v i s i t a d o  
<e inclua-o no caminho3 

fim enquanto 

Algumas outras características d a  á r v o r e  de el iminaçSo 

&o interessantes d e  se apresentar, v i s t o  p e r m i t i r e m  

uma me lho r  c o m p r e e n s ã o  d o  conceito de s u p e r n o d e s  Capresentado 

na seção 111.33. 

A p r e s e n t a - s e  na f i g J V < 7 >  a seguir, a á r v o r e  d e  

e l iminagão  correspondente a m a t r i z  exemplo c o n s i d e r a d a  na 

f ig_IIIC2>. 

O q u e  se percebe, 6 q u e  a e s t r u t u r a  de sugernodes  

corresponde a de ntrs j c o n s e c u t i v o s  na A r v o r e  d e  e l iminação,  

tais q u e  PARENTCi) = j s o m e n t e  p a r a  i = j-l Ccom exceção d o  

p r i m e i r o  n6 j>. Ou seja n6s c o n s e c u t i v o s ,  e que s t r  t e n h a m  um 

h i c o  p r e d e c e s s o r  d i r e t o  <a m e n o s  do p r i m e i r o  nó constituinte 

d e  cada s u p e r n o d e l .  

T a n t o  na f i I I I < 2  quanto na f i g _ I V < 7 > ,  os i n d i c e s  e m  

negrito c o r r e s p o n d e m  à n u m e r a ç ã o  tomando-se  por b a s e  a 

estrutura  d e  s u p e r n o d e s ,  e q u e  se e n c o n t r a m  envo lv idos  

p o r  o v a i s ,  d e s t a c a n d o - o s  dos demais .  



f ig-IVW3 - Arvore associada ao exemplo f& IIICZ) 

O que se percebe da relação de dependencia de e s t r u t u r a s  

do t ipo supernodal  é que estas são  intrinsecamente 

"sequenciais" por natureza, onde a "seqüencialidade" 

considerada não se dá apenas a nível dos acessos a posições 

de m e m 6 r i a  <como foi visto na seção III.3>, m a s  sim e m  termos 

de uma menor liberdade <ou grau de para.ielismo> com o qual se 

poderia t e n t a r  eliminar algumas linhas independentemente de 

outras .  

Em um mesmo supernode,  tal independgncia não existe, 

pois cada linha a f e t a  indistintamente todas as suas 

sucessoras no supernode,  e que por sua  vez, dependem de todas 

as demais linhas do mesmo supernode.  

Ou seja num caso da presença de supernodes ,  o grau de 

liberdade que se teria na ordem das operaçGes, seria o mesmo 

que no caso de uma m a t r i z  completamente densa. 



Um outro  f a t o  importante é que a á r v o r e  d e  el iminação,  

não caracteriza a dependência e n t r e  linhas da matriz de 

f a to re s  a um nível m a i s  baixo ou elementar de "granularidade" 

a nível de cada uma das operações de ponto flutuante 

efetuadas, m a s  s i m  num nível m a i s  elevado. 

Deste modo o s  eomenth-ios sobre a "inflexibilidade" de 

se explorar algum paralelismo no caso da presenga de 

e s t ru tu ra s  s u p e r n o d a i s ,  é na verdade "míope" sob uma ótica 

m a i s  elementar ao nível das operações básicas a cada etapa. 

Este t ipo de paralelismo, <a nível de cada uma das 

operaç8es básicas efetuadas sobre o s  elementos>, pode ser 

explorado, e m  implementações eficientes, simplesmente 

liberando-se a porção já atualizada da linha base, de modo a 

se permitir a sua  contribuiçSo e m  ou t ras  linhas, <que de 

ou t ra  forma, ficariam a aguardar que toda a linha base viesse 

a ser gerada para poder prosseguir>. 

A principal  caracteristica da á r v o r e  d e  eliminaçHo, se 

d á  no s e n t i d o  d e  e x i b i r  plenamente o grau  d e  "parenteso" 

ineren te  à matriz  d e  f a t o r e s  em part icular ,  e mediante  um 

p e r c u r s o  "controlado" na e s t r u t u r a  de PARENT, se permit ir  

determinar  a e s t r u t u r a  final d e  uma linha s u c e s s o r a  d e  c a d a  

linha inic ia l  na á r v o r e .  

É justamente esta propriedade "intrénsecrs" e m  função da 

natureza estruturalmente aditiva processo de eliminagão como 

um todo, que será explorada no final des ta  seção e na 

abordagem proposta na próxima seção. 

Para tal, tomemos como exemplo um caminho partindo-se 

da linha 2 e m  direção a raiz, e observemos como se comporta o 

padrão e s t ru tu ra l  de todas as linhas envolvidas 

durante o percurso. 

A sequhc ia  de linhas a s e r e m  visitadas é: 



Assim,  dispondo-se a e s t r u t u r a  de cada uma des tas  linhas 

teremos o seguinte padrão <considerando-se apenas a porção 

triangular superior de cada uma excluindo- se 

fie;-IVC8> - M a t r i z  reduzida linhas sucessoras 

O que f ica evidente a pa r t i r  des ta  observação, é que o 

padrão e s t ru tu ra l  da coluna 20 nas linhas envolvidas 4 de uma 

"previsibilidade" total ,  pois uma vez que a segunda linha 

possui o elemento ec não nulo, todas as demais linhas que 
2,20 

venham a depender di re ta  ou indiretamente da linha 2, 

acabarão por conter a posição correspondente a coluna 20 não 

nula. 

É esta a natureza "estruturalmente aditiva" do processo 

a que se havia referido, pois nota-se que o parhgrafo 

anter ior  contém uma "entrelinha" um t an to  quanto sutil ,  e de 

vital importAncia para a compreensão da mechnica de todo o 

processo de "amalgamento estrutural"  pelo qual vão passando 

as sucessivas linhas de f a t o r e s  sendo geradas. 

Observa-se que se comentou: "quaisquer linhas que venham 

a depender direta ou indiretamente da linha 2 e m  questão". 

A dependencia di re ta  B f&cilmente compreensivel, pais s e  

uma dada linha base necessita ter a linha 2 subtraída de si, 

obviamente que todo o padrão e s t ru tu ra l  da linha subtraída 

ser& "incorporado" ao da  linha base. 

No exemplo em questão, as linhas 11 e 20 são exemplos 

tipicos do que acabou de se comentar, visto ambas possuirem 

elementos não nulos na segunda coluna à esquerda de suas  

respectivas diagonais, indicando "explicitamente" portanto, 

que a segunda linha necessáriamente ter6 de ser subtraída 



de cada uma destas  linhas. 

O que não é de todo "aparente", é a segunda observação 

com relação a dependisi~cia indire ta  da linha 2 e m  questão. 

N e s t e s  casos, o que se pode notar,  é que como a linha 2 

teve o seu  padrão e s t r t u t u r a l  incorporado ao da linha 11, 

todas as linhas que dependerem diretamente da linha 11, <como 

a 12 por exemplo), t e r ã o  naturalmente o padrão e s t ru tu ra l  da 

linha diretamente predecessora C 1 1  no caso e m  particular>, 

bem como o padrão de todas as demais linhas ancest ra is  na 

Arvore de eliminação. 

E s t a  observaqão é contundente, pois explica e n t r e  ou t r a s  

coisas, uma raaSo para o "enchimento" da porção da sub-matriz 

de fa tores ,  pois nes tes  casos a "herança" e s t ru tu ra l  passa a 

vir de práticamente todas as "famílias" de linhas 

antecessoras, de modo que como resultado deste processo 

estruturalmente aditivo <e irreversível), a probabilidade de 

uma propagação "explosiva" dos padrires das linhas f inais  é 

muito maior do que nas linhas i ~ c i a i s  do processo, onde 

apenas o s  seus sucessores m a i s  próximos passam a herdar o 

o padrão e s t ru tu ra l  da linha ancestral. 

E s t a  propriedade de "propagação es t rutura l  adftiva", 

explica também o aparecimento de supernodes  por exemplo, uma 

vez que o padrão e s t ru tu ra l  de uma linha sucessora na melhor 

das hipóteses é mantido inalterado, caso este padrão seja 

idêntico ao da linha ancestral  contribuinte, que B justamente 

o que ocorre no caso supernodal  onde como já se observou na 

fig_IVC7>, a e s t r u t u r a  de supernodes  é determinada por nós 

consecut.ivos, e que s ó  possuam um ancestral direto 

<excluindo-se des te  caso o nó m a i s  ancestral  do supernode), 

correspondendo nes te  novo exemplo considerado aos nós 18, 19 

e 20 por exemplo. 

O que a natureza de propagação aditfva da e s t r u t u r a  das 

linhas de f a t o r e s  traz é um conceito intrínseco muito 

poderoso, e que passaremos a explorar plenamente na próxima 

seção. 

Simplesmente, <embora com a dimensão do exemplo 

apresentado, não dis para o lei tor  se convencer t ã o  fácilmente 

das constatagires apresentadas a seguir), a propriedade que 

Iplais uma vez permite que de algum modo se peforrnule o 

conceito de esparsidade e de "aparente aleatóriedade" ou não 



determinismo no padrão de acesso aos  elementos da linha base, 

é que num grupo r e s t r i t o  as linhas descendentes de um mesmo 

n6 ancestral, o padrão de contribuições B deveras m a i s  

previsível e determinístico do que se poderia imaginar ate 
então. 

A c o n s t a t a ç ã o  é que  a p a r t i r  d a  p r e s e n ç a  d e  um elemento  

nao nulo em uma d a d a  coluna de  uma d a s  Zinhas 

con t r ibu in t e s  c o n s i d e r a d a s ,  a p a r t i r  d e s t e  ponto. este 

padrão  e s t ru tura l  não nulo p a s s a r &  a se propagar  e m  t o d a s  as 

l inhas  s u b s e q i i e n t e s  C e  d e s c e n d e n t e s  d i r e t a s  ou i n d i r e t a s  na 

á r v o r e  d e  eliminação>. 

Ou seja o que se constata,  e que para o s  que alguma vez 

já foram apresentados ao jargão utilizado com fi-eqiiência nas 

aplicações de engenharia civil, ligadas a eliminação esparsa, 

é um conceito análogo ao método de "envelopes", e que 

observaremos a seguir, e que diz simplesmente que se pode 

adotar uma caracterização para alguma porção da m a t r i z  de 

fa tores ,  simplesmente se especificando a primeira linha a 

conter um elemento não nulo e m  cada uma das colunas. 

A propriedade observada com relação a natureza aditiva 

das contribuiçaes permite que este f a t o  seja plenamente 

explorado, porém não na matriz de f a t o r e s  original, m a s  s i m  

numa e s t r u t u r a  "reduzida", contendo apenas as linhas 

descendentes e m  uma m e s m a  "família" Cou s e j a  descendenbes de 

um mesmo nó ancestral). 

O que a propriedade acima permite, Ét que se caracterize 

cada uma das colunas da matriz "reduzida", mediante apenas um 

indice, justamente o da primeira linha a pa r t i r  da qual a 

coluna e m  questão tornará-se completemente densa des te  ponto 

até a irltima linha contribuinte na e s t r u t u r a  reduzida. 

E s t a  é uma propriedade de extrema valia, pois a l e m  de se 

conseguir "domar" o que "aparentemente" parecia dominado por 

uma natureza "caótica", se consegue o maior beneficio que s e  

es teve a a l m e j a r  desde a apresentação dos metodos da seção 

IV.1, ou seja alguma forma de "compactação" das informações 

necessárias para se caracter izar  o processo de aciIunulo das 

contribuições nos somatórios correspondentes aos produtos 

escalares geradores de cada coluna. 



Com o resultado observado nesta  seção, percebe-se que 

com um mesmo tamanho de palavra usado para uma codificação 

anteriormente binária, se pode na verdade representar  muito 

m a i s  informação. 

Para tal, assumindo-se que se disponha de uma palavra de 

codificação com n bits,  no caso binário o que se consegue 
m a x  

tratar são acumulações com no mAximo n elementos, visto 
rnax 

que todas as combinações possíveis e n t r e  tais elementos deve 

s e r  levada e m  consideração, por justamente não se saber  a 

priori qual padrão será necessbio.  

N o  caso da exploração da árvore de eliminação, a 

quantidade de informação il reduzida logarítimicamente, pois o 

W c o  padrão es t ru tura l  que s e  precisa considerar, é o de 

porç8es completamente densas e m  cada coluna, a pa r t i r  de uma 

c e r t a  linha. Ou seja nes t e s  casos, bas ta  se especificar a 

posição relat iva a primeira contribuição não nula e m  cada 

coluna da matriz reduzida, que daí papa adiante, sabe-se de 

antemão toda a sequ&ncia de operaç8es a ser efetuada para  o 

acúmuio das contribuições relativas ao produto escalar 

gerador des ta  coluna. 

Simplesmente, nes te  caso, tomando-se a mesma palavra de 

codificação com n bits ,  percebe-se que se consegue 
m a x  

unívocamente especificar completamente o processo de 
n 

acumuiaçSo com at& 2 max elementos, ou seja um sensivel 

acréscimo e m  relação a uma codificação binária como a que se 

havia considerado até então. 

A codificação apresentada nes ta  seção, passar& a ser 

denominada codificação "ancestral" de modo a se fazer  

distinçâio com a forma binária. 

O que se passará a considerar na prdxima seção, é 

simplesmente se aplicar este novo conceito numa abordagem 

completamente inédita do que já foi apresentado até então. 



IV.3 Reordenamento ancest ral d a s  contribuiglões 

N e s t a  seção s e  apresenta um novo método de eliminação do 

tipo Crout simétrico, baseado porém nas informações de origem 

ancestral  disponíveis a pa r t i r  da árvore de eliminação 

apresentada na seção anterior.  

Com o conhecimento das informações de descendencia ou 

ancestralidade obtidas com a árvore, pode-se lançar mão de 

uma codificação realmente "compacta", visto que a e s t r u t u r a  

de linhas contribuintes descendentes de um n6 ancestral  

comum, possuem um padr%b es t ru tu ra l  "aditivo", o que permite 

que numa representação "reduzida" Ccomo a apresentada na 

seção anterior),  levando e m  conta apenas as linhas 

contribuintes de uma mesma  "família",  se possa adotar  uma 

caracterização na forma de "envelopeaa, ou seja, 

especificando-se apenas a posigâío reduzida inicial da linha 

contendo a primeira contribuição não nula e m  cada coluna da 

linha base sendo gerada. 

Percebe-se que a chave para se explorar tal forma de 

codificação, é lançando mão de uma es t ra tég ia  que será 

denominada "reordenamento ancestral", e que consiste 

simplesmente e m  se reordenar as colunas da representação da 

t ransposta  de U, Ccorrespondendo aos indices das linhas 

contribuintes no processo de eliminação da linha base), de 

tal s o r t e  que a nova ordem venha a ser ditada e m  função do 

grau de parentesco de cada uma das linhas envolvidas. 

Com esta etapa de reordenamento, que será detalhada um 

pouco m a i s  adiante, percebe-se que o que f ica faltando para 

se adotar o novo esquema de codificação, e incorporA-lo numa 

es t ra tég ia  como a IV.l<íI> é simplesmente se e fe tuar  múltiplas 

varreduras na linha base, com cada uma associada a uma dada 

"família" de contribuições Ccontendo um padrão e s t ru tu ra l  

aditivo comum), repetindo-se o processo para o nfbnero de 

famílias "distintas" envolvidas no processo de eliminaçâio da 

linha base. 

Óbviamente, e m  face dos mesmos argumentos apresentados 

na primeira seção des te  capitulo, Cquando da exposição do 

m&todo de codificação binária), poderia ser questionado s e  

com a introdução de mfiltiplas varreduras, o desempenha final, 

especialmente a nível de espaço de armazenamento, acabaria 



por ser de c e r t a  forma degradado, tornando a nova e s t r a t ég ia  

impraticdvel, ou no mínimo não competitiva, com as demais 

apresentadas a t 4  então. 

Neste ponto cabe uma observação "empírica", <e que 

confere a nova abordagem um ca rá t e r  merecedor de uma 

investigação m a i s  detalhada), de que o número de famílias 

"distintas" <correspondendo ao número de varreduras 

necessárias), é na verdade pequeno e m  comparação com o niimero 

to t a l  de linhas contribuintes. 

Um "pior" caso, s 6  ocorreria, quando todas as linhas 

contribuintes fossem provenientes de ramos completamente 

dist intos e independentes da árvore. 

Tal situação pode ocorrer,  porém na prática nunca ao 

longo de todo o processo de eliminação, pois na maioria dos 

casos, a largura máxima da árvore por m a i s  elevada que seja, 

representa apenas uma fração do número t o t a l  de nós, e para  

que sempre houvessem n6s provenientes de ramos dist intos a 

cada etapa, seria preciso que a arvore viesse a ter a l tu ra  

próxima da unitgria, com práticamente todas as linhas 

independentes uma das outras.  

Deixemos por o ra  e s t a s  questBes relat ivas aos possíveis 

"piores casos", e que se rão  levadas a tona oportunamente m a i s  

adiante, visto que o que aparentemente constitui o "pior 

caso", tamb&m oferece indícios de que pode ser de c e r t a  forma 

"contornado". 

Assumindo-se portanto que um nllmero suficiente de 

varreduras, correspondendo a cada uma das famílias d is t in tas  

de contribuições a s e r e m  acumuladas, venha a ser tolerado no 

processo de solução, o que f ica faltando é se especificar 

como proceder a e s t e  "reordenamento ancestral" e m  questão. 

Para tal, consideremos como exemplo, a m e s m a  m a t r i z  da 

fig-IV<S>, e cuja árvore de eliminaçso foi  apresentada na 

fig-IVC6). 

Vamos analisar o processo de reordenamento de duas 

linhas base para f ins  de exemplificação. 

Inicialmente tomemos a linha 18, e vejamos como proceder 

a uma r e o r d e ~ ç ã o  dos indices JUT associados a esta linha. 

Originalmente o vetor  JUT contem a informação de todas 

as linhas contsibuintes, ordenadas crescentemente, Ccomo s e  

obervou na seção 11.3, após a fase de fatoração simbólica>. 



Para o exemplo e m  questão: 

Zfnha 18 <original> 

JUT: 4 8 10 13 14 15 17 

A idéia consiste e m  se ir percorrendo a árvore a pa r t i r  

das linhas de menor indice presentes  e m  JUT, vis to s e r e m  

estas as candidatas m a i s  potencialmente indicadas a s e r e m  

"ancestrais" de ou t r a s  linhas presentes.  

N e s t e  caso, a primeira linha considerada seria a 4, que 

por ser uma "folha" da Arvore, seguramente é uma linha 

ancestral. 

Assim, inicia-se o procediemento, incluindo-se o 

índice da linha 4 numa e s t r u t u r a  auxiliar, e que ao final do 

processo acabará contendo a nova ordenação desejada. 

Ou seja, inicialmente teríamos: 

JUTORD: 4 

A p a r t i r  des te  ponto, o que se deve fazer, B percorrer  a 

árvore de eliminação a p a r t i r  do n& 4, e m  direçzo a raiz, e 

ir adicionando-se possíveis ou t ras  linhas presentes no vetor  

original JUT e encontradas como descendentes da linha 4 no 

exemplo e m  particular. 

N e s t e  caso , levando-se O processo adiante, 

encontraríamos as linhas 10 e 13 durante o percurso, de tal 

forma que o vetor  JUTORD ao final des ta  etapa., acabaria 

contendo: 

JUTORD: 4 10 23 

Como todos o s  descendentes da linha 4 foram incluídos, 

ao final des ta  e tapa  de percurso na Arvore, ter& se 

estabelecido a primeira família de contribuiçZes, que por 

construção, possuem uma disposição e s t ru tu ra l  da forma 

aditiva, permitindo que uma codificação na forma de 

"envelopes" possa sep seguramente empregada. 

A e tapa  seguinte é continuar a va r r e r  o vetor  JUT 



original, e m  busca de  novas linhas ainda não consideradas, e 

que portanto pertencerão a famílias dis t in tas  da primeira 

encontrada <e a esta al tura  dada por completamente 

encerrada). 

O processo retoma ao ponto em que uma vez encontrada uma 

nova linha e m  JUT, inclui-se a m e s m a  no vetor  JUTORD com 

alguma indicação de que esta pertence a uma nova f a m í l i a  a 

ser explorada. 

Percorrendo-se a Arvore a pa r t i r  des te  ponto, <no caso a 

pa r t i r  da linha 8) se obteriam as descendentes desta,  

repetindo-se todo o processo apresentado nos paragrafos 

anteirores. 

Para o exemplo e m  questão, Lançando-se mão do artifkcio 

de se representar  as linhas de cada uma das famílias mediante 

o uso de um separador como I teriámos após o segundo percurso 

efetuado: 

JUTORD: 4 10 13 1 8 I 5  17 1 

A Última linha ppesente e m  JUT e ainda não incluída no 

novo vetor  ordenado é a de número 14, de s o r t e  que o vetor  

JUTORD final, associado a linha 18, passaria a se r :  

Linha 18 (ordenada ancestralmente> 

JUTORD: 4 10 13 1 8 15: 17 1 l4 1 

Apenas a t í tu lo  de realçar a mednica do processo, 

apresentam-se resultados s i m i l a r e s  que s e r i a m  obtidos no caso 

de s e  considerar um reordenamento para a linha 20. 

linha 20 

JUT: 2 5 11 12 13 15 16 17 18 19 

JUTORD: 2 11 12 15 17 18 19 1 5 13 ( 16 I 

Um ponto que vale a pena ressaltar, é que o 

"reordenamento ancestral" não é "tuiico", no sentido de que 

ou t ras  escolhas para o s  ancestrais  iniciais, acabarâio 

determinando " famí l i a s"  com um número dist into de componentes 

dos obtidos com a estratt-gia proposta originalmente. 



Ou seja, no exemplo da linha 20 e m  questão, 

reportando-se a árvore de eliminaçgo na fig_IVC6), percebe-se 

por exemplo que o nd 16, embora não sendo uma das folhas, é 

um candidato potencial a "patriarca" de uma família contendo 

a si próprio e os  nds 17, 18 e 19 como descendentes. 

Se observarmos o ordenamento original apresentado e m  

JUTORD, veremos que o nó 16 s ó  acabou pertencendo a uma 

rliltima família isolada, simplesmente porque o s  nds anter iores  

já haviam sido incluidos e m  ou t r a s  familias. 

Uma ou t r a  al ternativa para o ordenamento seria por 

exemplo: 

linha 20 Cordenamento alternativo) 

JUTORD: 16 17 18 19 I 2 11 12 15 1 5 13 1 

O que a estratBgia originalmente apresentada garante B 

que por construção, se estará especificando uma f a m í l i a  

in te i ra  ao se concluir um percurso na Arvore. 

A ordem com que se pode especificar as famílias oferece 

m a i s  liberdade do que a particular es t ra tég ia  considerada, 

portanto. 

O problema da "escolha ótima" da ordem de especificaçgo 

das famílias, B ainda um problema em aberto, e não será 

considerado formalmente ou e m  maior detalhe nes te  trabalho, 

sendo objeto portanto de investigações futuras.  

O que se percebe no entanto é que esta característ ica ao 

invés de oferecer "restrições", na verdade viabiliza o 

oposto, pois confere flexibilidade o bas tante  para se poder 

melhor escolher em que família incluir uma dada linha, com 

cr i tér ios  de desempate baseados por exemplo e m  alguma maior 

"sirniiaridade" da natureza es t rutura l ,  que venha possibilitar 

uma compactação ainda maior da codificaç3o necessária para se 

caracterizar  o processo de acúmulo das contribuições. 

Uma observação que se pode fazep, com respeito a escolha 

de algumas "famílias" e m  particular, se dá por exemplo na 

presença de caracter is t icas  supernodais .  

N e s t e  caso, percebe-se claramente que o supernode  

inteiro é a família m a i s  potencialmente indicada a se 

considerar. 



A es t ra tég ia  de construção do vetor  JUTORD apresentada 

nes ta  seção, atende a esta observação, pois como supernodes  

são necessáriainente n6s contíguos na e s t r u t u r a  da árvore  

Ccomo se observou na seção anterior),  o primeiro percurso 

descendente e m  direção a raiz que passar  por algum dos 

integrantes de um supernode, certamente passar& por todos o s  

demais integrantes,  de modo que todos o s  nbs do supernode 

acabarão sendo alocados na mesma  família. 

O bnico cr i tér io  com c e r t a  liberdade de escolha, é saber 

quais outros  ncSs antecessores do supernode incluir na f a m í l i a  

associada ao mesmo. 

No exemplo e m  questão, percebe-se que o s  nós 18, 19 e 

20, constituem um supernode. A questão onde se oferece 

liberdade Cem função da estratcigia de construção do vetor  

JUTORD a ser empregada>, B sabep se é m a i s  vantajoso 

incluir-se este supernode na familia de descendentes dos nds: 

2, 16 ou 5. 

Passaremos a pa r t i r  des te  ponto, a considerar uma 

formalizagão maior do procedimento de ordenação proposto 

originalmente, tendo e m  v i s ta  que por construção, a escoiha 

dos índices de menor valor como candidatos a patr iarcas  

inciais, viabiliza uma solução para o problema, e que a 

princípio não se mostra inferior as demais possibilidades de 

reordenamento não exploradas nes te  trabalho. 

Um ponto que merece ser destacado com relação ao 

processo de percurso na busca por descendentes e m  direção a 

raiz, é que o mesmo não precisa ser efetuado a t é  se atingir o 

116 n <raiz>, pois o que se busca a cada e tapa bhsica i do 

processo de eliminação, é o reordenamento ancestral  das 

linhas contribuintes na linha base i, e que portanto 

necessáriamente devem possuir índices inferiores a i. 

Deste modo, o processo de percurso pode ser "truncado", 

a pa r t i r  do ponto e m  que se alcançar o n6 i correspondente a 

e tapa básica do processo sendo considerada. 

N a  verdade como veremos ao longo da especificação 

completa das e s t ru tu ra s  auxiliares e e tapas  a s e r e m  efetuadas 

no processo de obtenção do vetor  JUTORD, o "truncamento" pode 

ser ainda n i a i s  extendido, pois se percebe que uma vez 

visitando um dos nds, todos o s  seus  descendentes subseqiientes 

acabarão sendo visitados. 



Assim, e m  um novo percurso pela árvore, ao s e  encontrar 

um nó j A  visitado <durante a especificação de uma ou t r a  

familia>, pode-se truncar o processo de busca por 

descendentes para a nova família, pois o s  n&s subseqüentes, 

por construção, já t e r ão  sido incluídos e m  alguma das 

famílias anteriores.  

E s t a  possibilidade de truncamento, mostra que um 

algoritmo completo de reordenamento, não deve exibir um ma l  

comportamento na forma de um número intolerável de e tapas  

para s e  alcançar uma solução final. 

Sem o truncamenta, certamente este f a t o  não ocorreria, 

razão pela qual a primeira e s t r u t u r a  auxiliar a se considerar 

na implementagão do algoritmo de reordenação, é lançar mSo de 

um vetor VISITED, de dimensão n, indicando os  nbs já 

visitados durante algum percurso. 

Outra e s t r u t u r a  fundamental é um vetor auxiliar 

expandido CONTRIB, indicando as linhas que efetivamente 

contribuem sobre  a linha base corrente. 

E s t e  vetor  será utilizado para uma rápida determinaçâio 

se cada um dos nbs sucessoi.es visitados na árvore pertencem 

de f a t o  a e s t r u t u r a  da t ransposta  de U na linha base <ou 

seja, s e  o nó e m  questão corresponde a uma linha contribuinte 

ou nSo3. 

Assumindo-se o vetor  CONTRIB incialmente como falso para 

todas as suas  posições, inicializa-se com o valor verdadeiro 

as posições correspondentes as linhas associadas aos valores 

de JUT da linha base corrente. 

Do mesmo modo, inicializa-se o vetor  VISITED como falso 

para todas as suas  n posições. 

N a  verdade a inícialização para todas as n posições como 

falso t an to  para  CONTRIB como para VISITED, s ó  precisarão ser 

efetuadas uma unica vez durante todo o processo de 

eliminaçSo, v is to  que o final de cada reordenamento ancestral  

na iPezima e tapa do processo, o s  valores porventura 

modificados nes t e s  vetores, acabarão sendo restaurados para  

seus  valores originais <falsos). 



Se tal não ocorresse, teríamos um algoritmo de natureza 

apenas "teórica", pois caso fosse  necessário reinicializar 

todas as n posições a cada e tapa i do processo, acabaria se 

efetuando n2 operações apenas de inicialkzaçSo, enquanto que 

o lei tor  deve se recordar da seção 1.2, que uma estimativa 

para o volume de operações efetuadas e m  um processamento 

típicamente esparso deve ser da ordem O<n> para s e  mostrar  

a t r aen te  ou competitivo. 

Visando auxiliar o processo de restauração do vetor  

VISITED ao final do reordenamento, torna-se necessArio a 

introdução de mai s  um vetor  auxilar LVIS também de dimensão 

n, e que originalmente não necessita ser inicializado. Ta1 

vetor, será utilizado para se armazenar o s  índices de linhas 

visitadas que não pertençam a e s t r u t u r a  de linhas 

contribuintes da linha base a ser eliminada. 

O procedimento produz como resultado um vetor  JUT 

reordenado "ancestralmente", e ve ta res  IFAM e KFAM 

especificando o número de familias a s e r e m  uLilizadas na 

geração de cada linha base i, e as posições e m  JUT do inicio 

de cada f a m í l i a .  

O vetor  JUTORD de dimensão n utilizado, contem apenas 

uma cópia local reordenada do elementos de JUT a cada e tapa 

básica, e que são  reescr i tos  de volta ao vetor  original ao se 

completar o reordenamento da e tapa  associada. 

Uma vez atualizado o vetor  JUT, as posiç8es utilizadas 

e m  CIONTRIB e VISITED são  restauradas para seus valores 

originais <como falso), Para s e r e m  utilizadas no 

reordenamento da prbxima e tapa  básica. 

No procedimento a ser apresentado, assume-se tambkm que 

o vetor  PARENT indicando a topologia da árvore de eliminação 

e apresentado na seção anterior,  e s t e j a  tambkm disponível, de 

modo a permitir um fácil deslocamento e m  direção a raiz. 



Procedimento IV.3Ci3 R e o r d e n a m e n t o  "ancestral" 

para j de 1 até n faça 
CONTRIBC j> c  falso 
VISITEDC j> e  falso 

para i de 1 at& n faça 

para k de IUT<i> até IUTFCi3 faça 
CONTRIBC JUTCk>> c  veibdadeiro 

VISITEDCPARENTCZf >> c  verdadeiro 
VISITEDCi) c verdadeiro 

nZ c  0 
nvis c 0 
n f a m  c O 

VISITEDCZ> c verdadeiro 
nZ t nZ + 1 
JUTORDCnZ) c Z 

se VISITED<Z> vá para y 
se CONTRIBCZ> vá para a 

VISITEDCZ> t verdadeiro 
nvis c n v i s  + 1 
LVISCnvis> e  Z 

vá para 

nfam c  nfam + 1 
KFAMCIFAM<i> + n f a m >  c IUT<i> + nZ 
k c k + 1  
se k > k f  vá para LZ 

Z c JUTCk> 
se VISITEDCZ> vá para c5 

vá para a 

j c 1  
para k de IUTCi> até IUTFCi> faga 

CONTRIBC JUTCk>> c falso 
VISITEDC JUTCk>> t falso 
JUT<k> c  JUTORDCj3 
j c j + 1  

VISITEDCPARENTCZf >> c  falso 
VISITEDCi> e falso 

para j de 1 até nvis faça 
VISITEDCLVISC j>> t falso 

IFAMCi+l> c IFAMCi> + n f a m  



Uma sutileza de codificação foi  empregada no 

procedimento apresentado, visto des ta  forma eliminar-se 

comparaç8es desnecessárias, e que s e r i a m  efetuadas durante o 

percurso pela árvore. 

Além de se indicar o ponto de "truncamento" no perc~u'so 

a pa r t i r  do nó correspondente a etapa b&sica i como havia 

sido sugerido, percebe-se que na verdade o percurso s d  

precisa ser efetuado até se encontrar um nó correspondente a 

linha contribuinte de maior indice presente a cada e tapa 

básica. 

A primeira solução seria portanto marcar-se o nó 

correspondente a JUTCIUTFCi>> como já visitado, 

abreviando-se des ta  forma o processo de percurso. 

Porém nes te  caso, s e r i a  necessário um tratamento 

especial para e s t e  nd, visto que uma vez marcado como 

visitado, o mesmo não se r i a  incluído e m  nenhuma das famílias 

determinadas pelo processo. 

A solução definitiva e que foi  empregada no procedimento 

IV.3<1> é a de s e  marcar o descendente des te  iIiitimo nt5 como 

já visitado, o que se dá mediante a instrução 

VISITEDCPARENTCZf>> t verdadeiro no pseudo-código apresentado. 

O vetor  LVIS mostra-se necessário, pois ao final do 

processo, é necessápio res taurar-se  as posiç8es marcadas como 

visitadas, pois as b i c a s  posiç8es e m  que seguramente se pode 

saber de antemão t e r e m  sido visitadas, são as correspondentes 

aos nds contribuintes sobre a linha básica de cada etapa. 

Como outros  nós intermediários durante o percurso pela 

árvore acabarão visitados, o vetor  LVIS é utilizado como uma 

forma de armazenar e s t a  informação de linhas "não 

contribuintes" visitadas, e que de outro modo seria 

irremediavelmente perdida. 

Uma solução al ternativa Celirninando o uso do vetor  LVIS> 

porém não adotada por poder induzir a um nbmero adicional de 

visi tas  a nds d a  árvore, seria simplesmente ev i ta r  a marcação 

como "visitados" dos nós que não pertençam a e s t r u t u r a  de 

contribuintes da da linha básica de cada etapa. 

N e s t e  caso, incorreria-se no overhead de se caminhar 

novamente por trechos já visitados, e que por não conterem 

elementos contribuintes, acabariam podendo ser revisitados 



desnecessáriamente e m  novos percursos. 

O uso do vetor  LVIS foi  adotado portanto, visto s e r  este 

um vetor  de dimensão no máximo n, e a possibilidade de 

economia de esforço computacional com a rotuiação de todos o s  

nds visitados ser muito mais compensadora. 

O Último comentário sobre o cbdigo acima, se dá com 

relação a atualização dos vetores  IFAM e KFAM. 

O primeiro vetor,  indica a posição inicial a cada e tapa 

básica .i, dos apontadores KFAM a s e r e m  utilizados para se 

determinar cada uma das famílias presentes nes ta  etapa. 

Ou seja, IFAM é um vetor de apontadores para posições e m  

KFAM. 

O vetor  KFAM por sua  vez, aponta para as posições 

iniciais de cada f a m i l i a  tendo como endereço báisico as 

posições ocupadas peia representaçgo da e s t r u t u r a  reordenada 

de contribuigões no vetor  JUT. 

Ou seja, KFAM é um vetor de apontadores para posições e m  

JUT. 

Inicialmente ambos o s  vetores  apontam para uma posição 

inicial unitária, e a medida que cada família vai sendo 

determinada, o apontador KFAM vai sendo atualizado, tomando 

como base um endereço relativo a IUTCi>, e que indica a 

posigâlo inicial de armazenamento e m  JUT correspondente a 

gZezima e tapa baisica. 

A variável nZ contém o número t o t a l  de linhas já 

incluidas no vetoi* reopdenado JUTORD, e ao final do processo, 

nZ corresponde ao número de elementos não nulos da e s t r u t u r a  

de JUT original, associada h linha básica. Ou s e j a  ao final 

de cada e tapa de ordenamento ancestral  nZ = IUTFCi>-IUTCi>+l. 

Deste modo, a posição apontada pelo vetor  KFAM relat iva a 

bltima família detectada, corresponde 8: 

Para que este f a t o  possa ser explorado, assume-se 

portanto que a representaçCXo da t ransposta  de U esteja na 

forma sequencial "contígua", com IUTFCi>+l correspondendo a 

IUTCi+l>. Caso contrário, uma linha adicional de cbdigo 

correspondendo àr KFAMCIFAM<D> c IUTCi> deveria ser 

adicionada logo apbs a instrução nfam c O imediatamente an tes  



do ponto a:. 

O trechos rotulados no programa, correspondem as 

diversas e tapas  já consideradas, com a: perfazendo a inclusão 

de um novo nó na posigão ordenada e m  JUTORD, /3: 

correspondendo ao loop básico de percurso pela árvore, com 

desvios para r: caso se tenha detectado um indicador de fim 

de percurso, ou adicionando-se o nó e m  uma nova posição de 

JUTORD Ccaso o mesmo pertença a e s t r u t u r a  de nós 

contribuintes da linha base). 

Ao se chegar ao trecho ;y: significa que uma f a m í l i a  fo i  

completamente explorada na árvore, de modo que o s  apontadores 

correspondentes são  incrementados, e passa-se a procurar um 

novo elemento na e s t r u t u r a  de linhas contribuintes, e que 

ainda não tenha sido visitado <ou seja não pertença a nenhuma 

das familias já detectadas até então>. N e s t e  caso retorna-se 

ao ponto a: na hipótese de se encontrar um elemento ainda não 

incluido, caso contrário, desvia-se para o trecho final do 

código e m  6: quando o vetor  JUT é reescr i to  com o s  novos 

valores reordenados, e as posições utilizadas nos vetores 

CONTRIB e VISITED são restauradas para s eus  valores 

originais. 

Antes de se iniciar uma nova etapa, o vetor  IFAM r& 

atualizado, indicando a posição de inicio da representação de 

fami l i a s  da próxima linha básica a ser considerada, 

retornando-se ao trecho inicial do cbdigo, com o avançar de 

uma nova e tapa i. 

Um f a t o  merecedor de destaque e de uma análise futura,  é 

se determinar uma estimativa do volume médio de operações 

efetuadas pelo algoritmo apresentado, bem como a 

identificação de seu  pior caso. 

Pela forma como se procedeu ao truncamento de percursos 

na Arvore no entanto, e s t i m a - s e  que o volume inBdio de 

operaç8es não seja elevado, e s e j a  proporcional a NonzCUJ ao 

final da contabilização de todas as etapas  do processo. 

Outra solução não adotada nes te  trabalho, porém que s e  

mostra bas tante  promissora, é ao invés de se adotar  uma 

árvore de eiiminação tradicional, adotar-se uma representação 

supernodal para a mesma,  com cada grupo de nós 

correspondentes a um mesmo sslpernode, indicados apenas por wn 

W c o  nó na árvore. 



Neste caso, o tamanho médio dos percursos pode ser 

significativamente reduzido, o que pode vir a just if icar  a 

adoção desta  nova es t ru tura ,  e ser merecedor de um estudo 

m a i s  aprofundado futuro. 

Passaremos a pa r t i r  des te  ponto a considerar a 

especificação de um novo método de eliminação do tipo Crout, 

baseado nas idéias de codificação e reordenamento "ancestral" 

apresentadas nes tas  duas dltimas seções. 

Se olharmos o procedimento IV.1<3> mais detalhadamente, 

a luz das novas es t ra tég ias  de codificação e reordenamento 

propostas, veremos que na verdade muito pouco necessita ser 

modificado com relação ao procedimento original, <voltado 

para uma codificação da forma "binAria>. 

N a  verdade a porção de código que necessáriamente t e m  de 

s e r  alterada, é a porçso final, correspondendo a cada uma das 

operações de produto escalar associadas aos códigos. 

Ou seja,  um mesmo código binário, que an te s  era usado 

para se caracter izar  operações apenas sobre um determinado 

conjunto de elementos e m  particular, agora passará a ser 

usado para se especificar um grupo contíguo de elementos a 

s e r e m  considerados para efe i to  do somatório, em função da 

codificação por "envelopes" utilizada para se caracterizar  o 

processo de acumulaçSo na nova abordagem. 

No caso de uma codificação ancestral, como por 

construção, sabe-se que se uma dada linha r na representação 

reduzida, contiver um elemento não nulo numa dada coluna, 

todas as demais linhas abaixo des ta  na representação reduzida 

t e r ão  um elemento não nulo na m e s m a  coluna, o que s e  precisa 

"codificar" <a nível de programa>, s L W o  instruç8es da forma: 

cod 
s t s + C um * UNCp > 

r r 
r = i  

Para cada um dos valores de cod possíveis dentro do 

tamanho de palavra adotado para a codificação. 

Ou seja no caso de n b i t s  de representação, deveremos 
m a x  n 

ter 2 max  t rechos de código correspondentes a "explicitaçSo" 

dos somatórios e m  C4.13 elemento a elemento. 

N a  verdade uma forma al ternativa de implementação des tas  

operações, será apresentada apbs a formalização do novo 

procedimento de eliminação sendo considerado. 



O que se percebe com relaçLTo a nova estratégia,  é que os  

valores de kend especificados e m  uma iista de códigos 

auxiliar no procedimento via codificação binária, devem ser 

simplesmente adaptados de modo a se considerar "famílias" 

in te i ras  e m  cada varredura, com apenas uma família sendo 

especificada de cada vez. 

A hipótese de que a codificação na forma de envelope com 

apenas um único código nâio seja suficiente para caracterizar  

uma família inteira,  é possivel de ocorrer, porhm de forma 

bem remota, pois no caso de uma codificação com 8 b i t s  por 

exemplo, precisaríamos ter linhas base contendo mais do que 

256 linhas contribuintes e m  uma mesma família. 

N e s t e s  casos, a W c a  solução, B lançar mão de uma nova 

operação de varredura, dedicada a complementar o s  acúmuios e m  

todas as colunas da linha base, re fe ren tes  aos  r e s t a n t e s  dos 

descendentes que uma dada família contribuinte possa vir a 

conter. 

Soluções como se t e n t a r  incluir nes tes  casos, ou t r a s  

f a m i l i a s  menos extensas e cujo padpão e s t ru tu ra l  se aproxime 

do da família excedente, de tal forma que uma codificação por 

envelopes ainda possa ser utilizada para se caracterizap as 

operaç8es, é uma das opções que s e  pode considerar, e s e m  

dúvidas merecedoras de atenção no futuro.  

Para um caso bem típico de e s t r u t u r a  econtrado com 

frequência, como o caso supernodal  por exemplo esta soluçZb 

pode ser trivialmente aplicada. 

A melhor indicação no caso remoto de se vir  a precisar 

de m a i s  de um cbdigo por envelopes para se caracterizar  as 

operações e m  uma família, é considerar as linhas r e s t a n t e s  <e 

ainda não processadas>, como as últimas linhas na 

representação reduzida da próxima codificação. 

Este comentário e m  função do que se mencionou com 

relação a caracter ís t icas  da forma supernodal  por exemplo, se 

deve a constatação empírica, de que linhas contendo padrões 

de supernodes, especialmente ao final do processo, possuem um 

padrão e s t ru tu ra l  "quase denso", de forma que muito 

provávelmente t a l  padrão deve englobar o de linhas 

com menor densidade, provenientes de outros  ramos da árvore. 



e O f a t o  B q u e  a codificaçr5lo p o r  e n v e 2 o p e s  nBb 

n e c e s s á r i a m e n t e  p r e c i s a  ser f e i t a  n a  forma  "ancestraZ", 

p o d e n d o  e x i s t i r  casos d e  c o i n c i d ê n c i a  e s t r u t u r a 2  de  forma  ta2 

q u e  l i n h a s  de  fam-ilias d i s t i n t a s  p o s s a m  ser carcxcterizadas e m  

a p e n a s  um d n i c o  c h d i g o .  

Ou seja, o que se l e v a n t a  c o m o  h i p ó t e s e  m e r e c e d o p a  de 

i n v e s t i g a ç ã o ,  é q u e  a l é m  de um r e o r d e n a m e n t o  ancestral, se 

lançe m ã o  de a l g u m a  ou t ra  estratégia de r e c o n h e c i m e n t o  de 

padrães, d e  tal sorte a aproveitar características passíveis 

de s e r e m  e x p l o r a d a s  e c o d i f i c a d a s  na f o r m a  por e n v e l o p e .  

E s t a  portanto é m a i s  uma "f lexib i l idade"  intrínseca da 

m e t o d o l o g i a  proposta, como j A  se h a v i a  c o m e n t a d o  nesta seção, 

q u a n d o  se levantou a hipdtese d e  u m a  especificação 

alternativa p a r a  os  integrantes de cada f a m í l i a ,  

percebendo-se q u e  a principio nCTo se conhece ainda um 

critério para especificação d e  um o r d e n a m e n t o  "bt imo" das 

c o n t r i b u i ç õ e s .  

O q u e  s e g u r a m e n t e  se garante c o m  a f o r m a  d e  construção 

a p r e s e n t a d a  na m e k o d o l o g i a  proposta, é que se consegue adotar 

uma representação por envelopes c o m  um d e t e r m i n a d o  n i i m e r o  de 

cbdigos, caso se lance m ã o  de um o r d e n a m e n t o  d o  tipo 

ancestral. Uma representação c o m  m e n o s  c ó d i g o s ,  e m  certos 

casos é possível, e este B um assunto para futuras 

i n v e s t i g a ç õ e s  como jA se c o m e n t o u .  

N a  p r A t i c a ,  este c o m p o r t a m e n t o  de pior caso quase nunca 

se v e r i f i c a ,  pois nos casos e m  que s e g u r a m e n t e  as f a m í l i a s  

p o d e r i a m  v i r  a se tornar r e a l m e n t e  "extensas", como no caso 

da presença de s u p e r n o d e s ,  f o r m a s  m a i s  eficientes de 

t r a t a m e n t o  ao p r o b l e m a  podem sep e m p r e g a d a s ,  como as 

a p r e s e n t a d a s  na seção 111.3 p o r  exemplo .  

A principal deficihcia de uma codificação por 

r e o r d e n a m e n t o  "ancestral" d a  f o r m a  como e s t a m o s  propondo 

neste trabalho, na v e r d a d e  t e m  a v e r  c o m  um p o s s í v e l  n a m e r o  

e x c e s s i v o  de varreduras, e m  função de um n ú m e r o  e l e v a d o  de 

f a m í l i a s  distintas. 

Ou seja não são os casos de " f a m í l i a s  n u m e r o s a s " ,  q u e  se 

t e m  q u e  p r o c u r a r  tratar de f o r m a  m a i s  eficiente, m a s  s i m  o de 



"numerosas famílias" não t ã o  extensas, e que no final 

poderiam levar o algoritmo a efe tuar  u m  número desnecessbio 

de varreduras por toda a linha base. 

Deixando de lado o aspecto que já se comentou, de que 

mesmo o "pior caso", qual seja o de cada linha vir a depender 

de um nbmero elevado de contribuições provenientes de ramos 

dist intos da árvore, pode vir a ser contornado Co que se 

comentará m a i s  adiante), ~oncen t~a re rnos  agora e m  t e n t a r  de 

alguma forma aprimorar o procedimento I V . 3  de modo a 

to rnar  menos "onerosas" as operações de varredura. 

A principal ineficiência que se percebe, 6 que o toop 

m a i s  interno e m  j, é na verdade efetuado para todo o padrão 

e s t ru tu ra l  da linha base sendo gerada. 

Ou seja e m  muitos dos casos, correspondendo a posiçGes 

na linha base que ~ i ã o  venham a so f re r  contribuições de 

nenhuma das linhas anteriores,  o que se acabará executando é 

uma simples operação de desvio para a posição 0: no cbdigo 

C s e m  acúmulo algum), o que s e m  dúvida s e  mostra um overhead 

desnecessário. 

A alternativa para se contornar esta questão, já foi  

apresentada na seção 111.2, ou seja, lançando-se m3o de 

listas simbólicas de "endereços", apontando diretamente para 

as posições na linha base a s e r e m  acessadas. 

Nos casos e m  que apenas uma varredura sobre a linha base 

é suficiente para se caz\acterizar todas as operações de 

acúmulo por produtos escalares, a nova informação simbólica 

introduzida no vetor  que passaremos a chamar LSTJADR, será da 

ordem de NonzCUJ, o que s e m  dbvida é bem inferior à 

TotOperCUJ como no caso da abordagem por listas de endereços 

tradicionais. 

Nos casos e m  que m a i s  de uma varredura se mostra 

necessário, o tamanho de LST JADR crescerá proporcionalmente 

ao número máximo de f a m i l i a s  d is t in tas  consideradas. 

E s t a  é portanto uma questão meramente de escolha en t r e  

um tradeoff e m  espaço por um e m  tempos de execuçZSo e que s e r á  

comentada apbs a listagem do novo procedimento. 



Procedimento IV.3<2> 
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A c u m u l a c ã o  via r e o r d e n a m e n t o  ancestral 

ncod c O 

nk t o  
nadr t 1 

njadr c O 

para i de 1 até n faça 

IUP<i> 4 IUCi> 

piv c DICi3 

k b e g  c IUTCi3 

k f  t IUTFCi3 

k e n d  c LSTKENDCnk3 

r c k e n d  - kbeg + 2 

para k de k b e g  até k e n d  faça 

um t UNCp > * DICZ> 
r 

piv c piv - UNCp > + um 
r r 

UNCp > c um 
r r 

f i m  para k 

njadr c njadr + 1 

nadrf t LST JADRCn j a d r 3  

para jadr de n a d r  at& naürf faça 

s 4 0  

ncod t ncod + 1 

vá para <O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 73 

fim para jadr 

n a d r  c nadrf + 1 

kbeg c k e n d  + 1 

se kend # k f  vá para a 

DICi> t- 1 / piv 

fim para i 

termine procedimento 
Ccontinua na próxima pbgina) 



<continuação d a  página anterior) 

O: vá para f3 

s t s + um, * UN<p13 + um2 * UN<p,> + um3 * UN<p3> 

s e s + um * UN<pI> + umZ UN<pZ> + um r UN<p,3 
i 3 

+ um UN<p4> 
4 

P, c <p, + l> 

P2 c Cp,  + 13  

P3 t C p 3  + i> 

P* + <P4 + 1) 

vá para 17 

s t s + um * UN<p,> + um2 rk UNCpZ> + um3 * UNCp3> 
1 

+ u y  * U N < p  3 + um5 * UN<p5> + um6 * UN<p63 
4 

+ um7 * UN<p7> 

p, i- <gl + 1) 

P2 t <pz + 13 

PB + <p3 + 13 

P* 4- C p 4  + 13  

P5 c <p5 + 13  

P6 t <p6 + 13  

P7 + <P7 + 13 

vá para f3 

C a s o  se a d o t e  a estratégia o r i g i n a l  a p r e s e n t a d a  no 

p r o c e d i m e n t o  IV.IC3>, estar8 se incorrendo e m  um crverhead e m  

t e r m o s  de t e m p o s  de execução. 

C a s a  se opte pela n o v a  e s t r a t é g i a  a p r e s e n t a d a ,  se estará 

incorrendo e m  uma pena l i dade  e m  espaço find de a r m a z s n a n i e n t o  



da o r d e m  de NonzC(I3 rii #maximo de  fam4l ias .  

P e r c e b e - s e  q u e  no p r o c e d i m e n t o  apresentado, as i f n i c a s  

diferenças c o m  ao anterior, se dão na f o r m a  de 

codificação dos produtos escalares, e na inclusão do 

t r a t a m e n t o  baseado e m  listas simbólicas de endereços, para se 

efetuar apenas os  acessos na linha base correspondentes a 

operações de a c u m u l a ç ã o  a cada v a r r e d u r a  sendo c o n s i d e r a d a .  

E s t e  n o v o  p r o c e d i m e n t o  p e r m i t e  na v e r d a d e ,  u m a  redução 

no ni fmero de acessos na linha base, m a i o r  do q u e  se poderia a 

p r i n c í p i o  i m a g i n a r .  

Tal fa to  se dá p o r q u e  na h i p ó t e s e  d e  m ú l t i p l a s  

v a r r e d u r a s ,  correspondendo c a d a  u m a  as operações de a c ú m u l o  

r e l a t i v a s  a f a m í l i a s  d is t in tas  de linhas contribuintes, a 

in fo rmaç ião  s i m b ó l i c a  por listas de e n d e r e ç o s  para o 

p r o c e s s a m e n t o  de cada f a m í l i a ,  p o d e r  v i r  a ser diferente de 

f a m i l i a  para f a m i l i a .  

O u  seja, no caso de f a m í l i a s  c o m  padrão e s t r u t u r a l  

c o m p l e t a m e n t e  d i s t i n t o  entre  si, e que c o n t e n h a m  apenas u m a  

p e q u e n a  porção de e l e m e n t o s  não nulos, c o m p a r a d o s  c o m  o 

nÚmepo total  de e l e m e n t o s  da linha base, a a b o r d a g e m  por 

listas de e n d e r e ç o s  Cpara o s  acessos r e l a t i v o s  a cada 

f a m í l i a )  é a m a i s  " a j u s t a d a " ,  pois se e f e t u a r á  as o p e r a ç B e s  

de d e c o d i f i c a ç ã o  apenas para as colunas r e a l m e n t e  necessárias 

ao p r o c e s s a m e n t o  das c o n t r i b u i ç i r e s  d e  c a d a  f a m í l i a  e m  

p a r t i c u l a r .  

D e s t a  f o r m a ,  percebe-se q u e  um leque d e  estratégias de 

i m p l e m e n t a ç ã o  B p o s s i v e l ,  t e n d o  c o m o  eixos f u n d a m e n t a i s ,  os 

requisitos c o m p u t a c i o n a i s  b & s i c o s  c o m o  t e m p o  de CPU e 

memór ia .  

.i A p r i n c i p a l  v a n t a g e m  dos  p r o c e d i m e n t o s  s i m b d l i c o s  via 

c o d i f i c a ç ã s  a n c e s t r a l  €ou b i n á r i a >  a p r e s e n t a d o s  n e s t e  

cap. l tulo,  sobre estratégias n o  e s t i l o  d e  G u s t a v s o n ,  c o m o  a s  

a p r e s e n t a d a s  n a  seção r ,  é q u e  o tamanho f inal  de 

"código" C a  n.lvel d e  p r o g r a m a  i m p l e m e n t a d o  e m  alguma 

l inguagem1 é c o n s t a n t e  e ún ico  p a r a  q u a l q u e r  c l a s s e  de 

m a t r i z e s .  

Assim, percebe-se q u e  as alternativas a p r e s e n t a d a s  neste 

capitulo, o f e r e c e m  a l é m  de um d e s e m p e n h o  m u i t o  p r ó x i m o  ao das 



es t ra tég ias  simbdlicas realmente Zoop free, a vantagem de s e  

precisar compilar a rot ina  de eliminagão esparsa uma Única 

vez, s e m  ter que gerá-la ou ajustA-la para cada nova matriz 

estruturalmente dis t in ta  e m  que se venha a requerer a solução 

de um s i s t e m a  linear. 

Ou seja, embora o s  cddigos de máquina ou e m  qualquer 

linguagem de a l to  nível, que implementem os  procedimentos 

IV.lC33 e IV.3C2), venham a ser ainda um t an to  "indigestos", 

o s  mesmos sd  precisam ser compilados uma única vez, de s o r t e  

a poderem ser incorporados a alguma biblioteca de ro t inas  de 

resolução esparsa. 

A "adaptação" as caracter í  s i t i cas  e s t ru tu ra i s  de cada 

m a t r i z ,  se db mediante o uso das listas de "cçidigos", e cujo 

processo de decodificação pode ser implementado de forma 

bastante  eficiente como s e  mostrou nos procedimentos baseados 

t an to  na codificação binária, quanto na ancestral. 

Uma pequena "variante" possível num esquema de 

codificação por envelopes, é apresentada a seguir, e onde 

m a i s  uma vez se faz uma opção de balanço e n t r e  efici&ncia a 

nível de tempos de execução ou outro  recurso computacional, 

como no caso particular a extensão do trecho de c6digo 

necessbrio para a implementação das operações de actimulo por 

produto escalar. 

A chave para uma redução, advém do f a t o  de que para um 

dado índice C~o~respondente  a um código), o s  treclms de 

cçidigos <programa> que precisam s e r  executados para cada 

valor do indice associado, s e r e m  na verdade "recorrentes" 

pois a implementação do processo de acumulação para o maior 

valor possível para o índice associado, na verdade contém 

todos o s  demais casos para valores inferiores do indice de 

codif icação. 

Recordando-se das técnicas apresentadas na seção 111.1, 

o que se precisa apenas & lançar mão de "entry points" para 

cada porção associada da implementação do somatdrio para o 

nilunero máximo de parcelas. 

D e s t a  forma, se apresenta a forma al ternativa para a 

acumulação de produtos escalares, e m  es t ra tég ias  baseadas no 

reordenarnento ancestral  <como a IV.3<23>, e onde codificações 

por "envelope" se mostram m a i s  do que adequadas. 
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C o d i f i c a ç ã o  IV.3<a> A l t e r n a t i v a  para a c ~ n u l o  <por e n v e l o p e s 3  

s c s + um UN<p7> 
7 

p7 
c cp, + 1) 

s c s + um + UNCp > 
6 6 

P6 Cpci + 1) 

s c s + um + UNCps> 
5 

p5 
c <p5 + 1 3  

s t s +- um $ UNCp4> 
4 

P* c CP* + 11 

s c s + um r)l UN<p3> 
3 

P,  c <p3 + 1) 

s c s + um rir UN<p2> 
2 

P2 c C g ,  + 1) 

s c s + um * uN<pt> 
1 

p, c cg* + 1) 

retorne ao ponto de chamada 

A i fn ica  inefici&ncia d a  codificação acima é que 

determinados c o m p i l a d o r e s  não c o n s e g u e m  gerar c ó d i g o  tão 

o t i m i z a d o  quanto no p r o c e d i m e n t o  IV.3C23, s i m p l e s m e n t e  p o r  

a c b a r e m  e x p l i c i t a m e n t e  a r m a z e n a n d o  as parcelas i n t e r m e d i á r i a s  

d e  v o l t a  a p o s i ç ã o  d e  m e m ó r i a  alocada para a variável s, 

e q u a n t o  que tais v a l o r e s  parciais de s na v e r d a d e  p o d e r i a m  

ser m a n t i d o s  e m  um registrador fisico da máquina  onde o 

cbdigo v i e s s e  a ser e x e c u t a d o .  

Em l i n g u a g e m  de máquina  ou A s s e m b l e r ,  tais 

i n c o n v e n í e n c i a s  podem ser f á c i l m e n t e  c o n t o r n a d a s ,  e o Único 

p r o b l e m a  c o m  relaçCEo a geração d e  código o t i r n i z a d o  p a r a  u m a  

i m p l e m e n t a ç ã o  de alto n i v e l  d a  c o d i f i c a ç ã o  a p r e s e n t a d a  ac ima ,  

é q u e  a m a i o r i a  d o s  c o m p i l a d o r e s ,  não consegue ser hábil o 

bastante, para reconhecer que os  v a l o r e s  parciais de s jamais 

p r e c i s a r ã o  ser a r m e z a n a d o s  t e m p o r a r i a m e n t e  ou de volta, a 

p o s i ç ã o  de m e m ó r i a  correspondente a v a r i á v e l  e m  q u e s t ã o .  

Assim, a c o d i f i c a g s o  IV.3<a> fica como um d i r e t r i z  

p a s s í v e l  de e x p l o r a ç ã o ,  e m  i m p l e m e n t a ç õ e s  de m a i s  baixo 

n í v e l  das operações básicas d e  acdmulo  d e  produtos escalares. 

P a r a  finalizar esta seção, v o l t a r e m o s  a um p o n t o  de 

certa f o r m a  intrigante com relaçCEo ao d e s e m p e n h o  das 



es t ra tég ias  propostas, e m  face a um possível pior caso, capaz 

de por si só, demolir todos o s  esforqos dispendidos nes ta  

seção, com o intui to de aprimorar um método de eliminação 

tipo Crout, baseado em uma codificação ancestral. 

O "pior caso", excetuando-se o de f a m í l i a s  com um nfimero 

por demais extensivo de componentes, <e com um número 

significativo des tes  contribuindo sobre a linha base a ser 

eliminada), é justamente o oposto, ou s e j a  um número 

extensivo de famílias <na maior pa r t e  das vezes com poucos 

componentes, e um número pequeno de descendentes e m  cada uma 

contribuindo sobre a linha base>. 

N e s t e  caso, o número de varreduras, s e m  dúvida s e  

mostraria intolerCive1, caso tivessemos que efe tuar  da ordem 

OCn) varreduras pelas colunas da linha base, correspondendo 

cada uma a uma familia proveniente de um ramo dist into da 

árvore de eliminação. 

O m a i s  curioso, tomando-se como exemplo wn pior caso 

para uma matriz de dimensão 5 como a apresentada na 

fie;-IVC9> C e  que já havia sido considerada na seção 11.2 e m  

particular>, é que o que se esperaria s e r  um caso 

"intratável" para uma codificação por envelopes, mostra-se na 

verdade um dos m a i s  "amenos" possíveis. 

fig_IV<9> - Exemplo um pior caso 

figIV<10> - Arvore elimina&o associada 



N e s t e  caso, percebe-se que na quinta e tapa do processo 

de eliminação, uma codificação da forma puramente 

"ancestral", acabaria resultando e m  4 cbdigos dist intos para 

se efe tuar  as coiitribuições sobre o elemento a com cada 
5,s' 

um dos códigos correspondendo a cada uma das contribuições 

associadas as linhas de 1 a 4, pertencentes a famílias 

dis t in tas  na Arvore de eliminação. 

Como j A  se comentou anteriormente nes ta  seção, existe 

muita flexibilidade na forma de se codificar operaçíres de 

contribuição via a técnica por "envelopes", onde se precisa 

especificar apenas a posição <na representação reduzida) da 

primeira linha a contribuir na coluna sendo considerada para 

efe i to  do acúmulo do somatório, pois a pa r t i r  des ta  

inf ormação, sabe-se por construção <e definição do termo 

"envelope"), que todas as demais linhas consideradas "dentro 

des te  envelope" <poderia-se dizer), possuem o mesmo padrão 

e s t ru tu ra l  não nulo. 

A codificação mediante o reordenamento "ancestral" é uma 

das al ternativas possiveis, e que por construção garante 

a exploração deste  t ipo de padrão. 

Percebe-se na verdade agora, que ou t r a s  e s t r a t ég ia s  de 

reagrupamento ou codificação também são possíveis, e o que se 

mostra de c e r t a  forma t ã o  intr igante como promissor, é que 

tomando-se o exemplo considerado e m  particular, percebe-se 

que por justamente possuir o maior número de contribuições e m  

ramos dist intos <e independentes) da árvore, o padrão 

e s t ru tu ra l  da quinta coluna acabou por atender plenamente aos 

requisitos para uma compactação por eiivelopes. Ou seja, com 

todas a contribuições de ramos dist intos da árvore, vindo a 

ocorrer  e m  uma m e s m a  coluna, e "contíe;uamente" para todas as 

linhas envolvidas. 

O que se percebe portanto, é que neste caso e m  

particular, a codificação necessAria, seria apenas de um 

W c o  código, contendo o valor 1, e que espelharia na verdade 

uma caracter ís t ica  "agregada" de contribuições provenientes 

de ramos dist intos da árvore. 

O que a codificação "ancestral" faz, é produzir apenas 

codificações "isoladas" para cada familia, s e m  se levar e m  

conta passíveis padrões e s t ru tu ra i s  comum das demais. 

O primeiro exemplo apresentado, serve para i lus t ra r  



alguns o u t r o s  pontos, e p a r a  t an to ,  consideremos duas o u t r a s  

"variantes" de p iores  casos, pa ra  matr izes  com dimensão um 

pouco m a i s  elevada e apresentadas  nas  f iguras  abaixo. 

fie;-IVC11) - Segundo exemplo 

fie;-IVC12) - Terceipo exemplo 

N a  mat r iz  do segundo exemplo, percebe-se claramente que 

a e s t r a t é g i a  de codificação por envelopes não pode ser 

aplicada de uma só vez, p a r a  todas a contribuiç8es na  nona 

coluna. 

Porém conjuntos contíguos de linhas, correspondentes a 

ramos d i s t i n t o s  da árvore,  ainda podem ser "amalgamados" e m  

uma bnica codificação, como no caso das  linhas 1, 2 >, 
C 4, L3 3, e C 7, 8 3. 

O que se percebo é que alguma forma de analise da 

sequ&ncia de contribuições a nivel das  colunas p r e s e n t e s  e m  



cada linha base da representação de uT pode vip a p e r m i t i r  

uma c o m p a c t a ç ã o  melhop do q u e  a de reopdenamento "ancest~al" 

aplicada i n d i s c r i m i n a d a m e l ~ t e .  

A estratégia de "coi.lstrução" d o  v e t o r  JUTORD como 

a p r e s e n t a d a  nesta seção, p e r m i t e  q u e  tais sequencialidades a 

n í v e l  de colunas p o s s a m  v i r  a ser a n a l i s a d a s  e e x p l o r a d a s ,  

b a s t a n d o  s i m p l e s m e n t e  antes d e  se considerar u m a  n o v a  f a m í l i a  

para um novo nó a ser acrescentado, se v e r i f i c a r  se o padrão 

estrutural d a  l i n h a  associada, se a s s e m e l h a  ao de a l g u m a  

ou t ra  f a m í l i a  jb e s t a b e l e c i d a ,  ou e m  particular ao da f a m í l i a  

a n t e r i o r m e n t e  definida Ccaso e m  que colunas s e q i i e n c i a l m e i i t e  
T c o n t í g u a s  na representaçso de U acabaixiam s e n d o  enquadradas 

por exemplo).  

A m a t r i z  do terceiro exemplo,  a s s e m e l h a - s e  m u i t o  a u m a  

forma t i p i c a m e n t e  encontrada e m  m a t r i z e s  da área d e  e l e m e n t o s  

f ini tos e cálculo e s t p u t u r a l  e m  geral, o n d e  n o r m a l m e n t e  se 

aplica um r e o r d e n a m e n t o  visando a redução de fill-in2s, 

m e d i a n t e  h e u r í s t i c a s  c o m o  as de Nested  Dissec t ion ,  e não o 

m é t o d o  de o r d e n a m e n t o  s e g u n d o  o "menor  g r a u "  <como 

apresentado na seçso 11.23. 

O que se p e r c e h e  neste exemplo  é e x a t a m e n t e  o que se 

o b s e r v o u  no p r i m e i r o  exemplo ,  ou seja, q u e  e m b o r a  o niunero de 

famílias e n v o l v i d a s  na e l i m i n a ç ã o  de u m a  linha base c o m o  a 6 

ou a 8, seja elevado, a e s t p u t u r a  das contribuições de linhas 

provenientes de r a m o s  distintos d a  árvore pode v i r  a se 

a s s e m e l h a r  bastante <seiido idêntica no caso particular e m  

q u e s t ã o > .  

E s t e  f a t o  mos tra  que  uma outra poss ib i l idude  d e  melhoria 

d o  esquema d e  c o d i f i c a ç t h  é p o s s t v e l ,  tomando-se como base 

uma varicível at& então  ainda n8o cons iderada:  A e s t r a t é g i a  d e  

reordenamento ótimo v i s a n d o  a redução d e  fill-in's ap l icada 

originalmente sobre a matr i z ,  n a s  q u a i s  um p o s s t v e l  critério 

d e  d e s e m p a t e  poder ia  ser justamente um ordenamento que  

r e s u l t a s s e  num padrão t t p i c o  como o d a  f igura  V I  ou 

qualquer o u t r o  que  vier a permitir  uma maior compactaç8lo d a s  

in formaç6es  na forma d e  enve lope  n e c e s s d r i a s  para se 

cura ter i zar  o p r o c e s s o  d e  eliminação como um todo.  

T a i s  esquemas não ser& considerados neste trabalho, m a s  



percebe-se que o potencial de extensão e aplicação das 

d i r e t r i z e s  básicas aqui a p r e s e n t a d a s  se m o s t r a  bas tan te  

p r o m i s s o r .  

Ao final desta seção, percebe-se q u e  "muito" a i n d a  pode 

ser feito na S i rea  de resolução d e  s i s t e m a s  esparsos c o m o  um 

todo, e e m  particular na área de c o m p a c t a ç ã o  d e  i n f o r m a ç ã o  e 

p r o c e d i m e n t o s  s i m b ó l i c o s ,  m e s m o  para a j B  "esquecida" e 

restrita classe de mqui te turas  escalares de c o m p u t a d o r e s  

atuais, e que na opinião dos q u e  l i d e r a m  as pesquisas e m  

esparsidade hoje e m  día, p a r e c e m  fadadas ao to ta l  

e s q u e c i m e n t o ,  c o m o  m e r a s  peças de d e c o r a ç ã o  nos f u t u r o s  

m u s e u s .  

N a  v e r d a d e  m o s t r o u - s e  q u e  esta " a n t i g u i d a d e "  não <é 

a i n d a  tão pré-histórica a s s i m ) ,  e n e m  anula o s t a t u s  ou o 

carater no mínimo i n s t i g a n k e  a q u e  a Cirea de e s p a r s i d a d e  c o m o  

urn todo v e m  a impondo  aos seus pesquisadores ao longo de 

todos estes anos, e nas m a i s  variadas g a m a s  de arquiteturas. 



IV.4 Formulação c o m p l e t a  da m é t o d o  

Nesta seção final, se procurará reunir todos o s  

conceitos apresentados nes t e  capítulo, em uma abordagem 

unificada, no est i lo da que se apresentou na segão 111.4, 

considerando-se naquele caso, uma es t ra tég ia  híbrida baseada 

em janelas de processamento, e que continua válida e 

aplicável o s  mStodos de eliminação do t ipo Crout simétricos, 

propostos nes ta  seção. 

O que se precisa inicialmente unificar, são as formas de 

codificação a s e r e m  adotadas, e e m  que circunstAncias 

aplica-las e m  detrimento das demais. 

Pelo que se pode observar na seção anterior,  quando se 

apresentou o procedimento IV.3<2>, a e s t r u t u r a  bbsica do 

algoritmo de decodificação e processamento das contribuiç8es, 

permaneceu práticamente a mesma, se comparada com a do 

algoritmo I V 3 >  baseado num esquema de codificação 

binaria, s 6  diferindo a p a r t e  puramente "cornbinacional" da 

codificação, onde a implementagão das opepagires de acCimulo 

por produto escalar, ceptamente é dis t in ta  da empregada para 

se processar cddigos na forma de "envelope" adotados nos 

esquemas baseados no reordenamento ancestral. 

O que s e  propõe como es t ra tég ia  de solução, é se 

considerar procedimentos "híbridos" e m  que ambas as formas de 

codificação possam vir a ser exploradas, a s s i m  como uma 

te rce i ra  forma de processamento tipicamente encontrável, e 

merecedora de atenção dedicada por si s&, como no caso de 

e s t ru tu ra s  da forma supernodal. 

O que f ica faltando portanto S o estabelecimento de 

cri tér ios,  ou "pontos de corte", e n t r e  cada uma das 3 

es t ra tég ias  consideradas. 

Percebe-se que intuitivamente, alguns c r i t é r ios  podem de 

antemão s e r  estabelecidos, e m  face do que já foi  exposto 

ao longo do texto. 

Um c r i t é r io  simples porém eficaz, é simplesmente se 

considerar um esquema de codificaqão binAria, para o 

processamento do acúmulo de contribuigires numa dada e tapa 

bhsica do processo, caso o número de linhas contribuintes 

seja inferior ao valor n Ccorrespondendo ao número de b í t s  
max  

da codificagão utilizada>. 



E s t e  é um caso típico de se encontrar no processamento 

de m a t r i z e s  extremamente esparsas, como algumas matrizes de 

potência, e que contenham por exemplo menos do que 8 

elementos não nulos por cada linha de U* <assumindo-se uma 

codificação de 1 byte por código). 

Para e s t e s  casos uma codificação binária é m a i s  do que 

suficiente, e um reordenamento ancestral  mostraria-se 

completamente desnecessária, por simplesmente s e  oferecer o 

risco de s e  introduzir novas varreduras desnecessárias na 

linha base, a l ém do tempo de pré-processmento incial perdido 

com o reordenamento <que de cer to  modo ainda poderia ser 

tolerado, por ser efetuado apenas uma bnica vez>. 

Ass im,  como nes tes  casos, uma codificação al ternativa 

por outro esquema não se mostra m a i s  vantajosa sob o ponto de 

vis ta  de compactaçSo de informaçães, o uso de uma codificação 

binária, é m a i s  do que apropriado. 

Em casos de extrema esparsidade como o s  considerados, 

para a aplicação incondicional da codificação binAria, 

nota-se que apenas uma varredura na linha base se mostra 

necessdria, e o método como um todo, se apresenta como uma 

al ternativa bem m a i s  eficaz do que os  métodos 

convencionais apresentados na seção 11.4. 

0 Um segundo caso a se considerar de forma t ã o  

incondicional quanto o s  de extrema esparsidade, é justamente 

quando se detecta  a presença do oposto, ou seja,  supernodes,  

e cujo padrão estputural  viabiliza a utilização de esquemas 

dedicados e ainda m a i s  compactos do que uma representação por 

envelopes, pois bas ta  se especificar a linha iniciai a ser 

considerada <na forma "reduzida">, que des te  ponto e m  diante, 

toda a sequisncia de acbmulos para todas as colunas 

constituintes da linha base podem ser efetuada, pois o padrão 

es t ru tura l  de todas as colunas é exatamente o mesmo, <e 

simplesmente denso). 

Deste modo, no caso de linhas base que venham a conter  

um niimero maior do que nmax linhas contribuintes, o 

primeiro passo a se fazer, é se detectar  todos o s  conjuntos 

distintos de supernodes  presentes, e exclui-los da forma 

seguinte de processamento a ser considerada, t ratando cada um 

dos supernodes  separadamente de forma dedicada. 



I, A te rce i ra  es t ra tégia ,  via reordenamento ancestral,  

passa a s e r  considerada apenas nos casos e m  que mediante a 

combinação dos 2 esquemas anteriores,  ainda r e s t a r e m  linhas 

contribuintes a se considerar. 

Ou seja mesmo no caso de linhas e m  que originalmente o 
T número de elementos não nulos na e s t r u t u r a  de U B supei-ior a 

n , pode ocorrer, de não s e  precisar lançar mão de um 
m a x  

esquema de codificação ancestral, bastando que nestes  casos, 

o nQmero de Linhas contribuintes remanescentes, que não 

pertençam a nenhum supernobe, seja inferior a n , onde um 
m a x  

esquema binário voltaria a se mostrar atrat ivo.  

Percebe-se portanto, que o esquema de codificação 

binária, pode s e r  utilizado para se tratar de casos 

excedentes, quando o número de elementos f o r  inferior ao 

máximo permitido por esta codificaçCio. 

]E justamente nos casos e m  que es t ra tég ias  de 

reordenamento ancestral s e  mostram "inevit&veism@, que se pode 

pensar e m  adotar um esquema de codificação binária como um 

esquema "complementar", no sentido de por exemplo s e  

processar as "sobras" 

demasiadamente extenso 

venham a se apresentar  

N a  prAtica com o 

supernodal de forma 

de diversas famílias com um nthniero 
n 

de elementos Csupepior a 2 que 

e m  algum caso m a i s  "espilu.io". 

t ratamento dos nás de caracter ís t ica  

dedicada e isolada dos res tan tes ,  o 

número de linhas contribuintes que normalmente necessitam ser 

codificadas por algum dos ou t ros  2 cri tér ios,  tende a ser 

bastante reduzido, e a hiphtese de diversas f a m í l i a s  

conterem ainda a s s i m  um número expressivo de linhas 

contribuintes mostra-se realmente como espúria. 

Diversas estratBgias complementares, na ten ta t iva  de se 

compactar ainda mais as informações do t ipo envelope que 

possam ser encontradas, como as que foram apresentadas no 

final da seção anterior,  podem ser empregadas como 

auxiliares, num esquema de reordenamento ancestral. 

Particularmente s e  deve notar  a observação de que um dos 

piores padrões tipicos de se encontrar, como a dispersSo das 

familias por um número elevado de ramos distintos, na verdade 

tende a fornecer padrões de similaridade tal que uma 

codificação por envelopes possa ainda a s s i m  ser adotada, 



s i m p l e s m e n t e  porque a d i s p e r s ã o  p o r  m u i t o s  r a m o s  d i s t i n t o s ,  

tende a forçar a u m  " a c h a t a m e n t o "  da largura da f a i x a  de 

c o l u n a s  contribuintes como se pode o b s e r v a r  num exemplo como 

o d a  fig-IVCl23. 

N o  tocante a c o d i f i c a ç ã o  p o r  e n v e l o p e s ,  a q u e s t ã o  da 

m e l h o r  estratégia a i n d a  p e r m a n e c e  e m  aberto no momento ,  c o m  

um variado leque d e  possibilidades a s e r e m  exploradas. 

O r e o r d e n a m e n t o  ancestral é s ó m e n t e  a técnica m a i s  

c o n s e r v a d o r a  e s e g u r a  de se tratar a q u e s t s o .  

O que fica faltando para se a p r e s e n t a r  um n o v o  

p r o c e d i m e n t o  unificado tS portanto de a l g u m  modo se 

" i n c o r p o r a r "  ao mesmo, as regras e critérios de escolha 

a p r e s e n t a d a s  i n f o r m a l m e n t e  ac ima .  

N a  v e r d a d e  o q u e  se c o n s i d e r o u  até o p r e s e n t e  momento ,  

f o r a m  estratégias " c o m p l e m e n t a r e s "  a s e r e m  u t i l i z a d a s  no 

t r a t a m e n t o  das diversas contribuiç8es a s e r e m  efetuadas e m  

cada etapa básica. 

Ou seja, o que se p r e c i s a  especificar p a r a  u m  

p r o c e s s a m e n t o  eficaz o m a i s  a j u s t a d o  possível, é u m  

" p a r t i c i o n a m e n t o "  da estrutra d e  uT, s i m i l a r  a utilizada para 

o r e o r d e n a m e n t o  ancestral, só  que desta v e z ,  d iv id indo-se  o 

conjunto de linhas c o n t r i b u i n t e s  e m  3 grupos distintos, a 

s e r e m  processados v i a  c o d i f i c a q ã o  binária, ancestral ou 

supernodol .  

D e  p o s s e  dos í n d i c e s  das l i n h a s  d e s t i n a d a s  a cada u m a  

destas f o r m a s  de p r o c e s s a m e n t o ,  se p o d e  lançar m ã o  de u m  

e s q u e m a  m u i t o  s i m i l a r  ao d o s  p r o c e d i m e n t o s  I V . 3 < 2 )  ou I Y . l C 3 3  

por exemplo,  c o m  a ú n i c a  diferença d e  agora se i n c o r p o r a r  

a m b a s  as estrat&gias de acbinulo p o r  p r o d u t o s  escalares, num 

sá p r o c e d i m e n t o ,  e c o m  rátulos correspondentes as p o r ç õ e s  de 

c ó d i g o  associadas, o b v i a m e n t e  distintos en t re  si. 

Ou seja, não é p r e c i s o  se p e r d e r  n e n h u m a  q u a n t i d a d e  de 

i n f o r m a ç ã o  por p a l a v r a  de c o d i f i c a ç ã o  para se poder 

diferenciar os  códigos, pois na v e r d a d e  um t r a t a m e n t o  e m  

porçães dedicadas à cada u m a  d a s  estratégias estar& sendo 

e f e t u a d o .  

O q u e  isso q u e r  dizer, é que os p o n t o s  de "retorno" nos 

a c d m u l o s  dos s o m a t ó r i o s  das estratégias IV.1C33 e IV .3<2> ,  

c o n t i n u a ~ l ã o  a ser os mesmos ,  ou seja, para uma porção 

c o r r e s p o n d e n t e  no g r u p o  de instruções dedicadas a cada uma 



das duas es t ra tkg ias  consideradas. 

Assim, o novo procedimento a ser apresentado, deve 

apresentar  ao  menos uma porção do l o o p  m a i s  interno 

"replicada" de forma a tratar o s  casos por codificaçClio 

binária, por envelopes e por s u p e r n o d e s ,  e para onde cada 

porção associada de acbmulo das contribuiç'ires deve re tornar  

após o processarnento de cada código. 

Se não se adotasse este esquema de sepapação inicial por 

categoria de processamento, e ngo se replicasse ce r to s  

trechos do programa, acabaria necessArio introduzir novos 

cbdigos adicionais <um por cada linha contribuinte a cada 

e tapa básica), para se poder determinar a qual grupo de 

processamento em particular a mesma pertence. 

Percebe-se que com esta forma de abordagem, conforme s e  

comentou no inicio des ta  seção, se estar& bein próximo de 

es t ra tég ias  hibridas como as por "janelas de processmento", 

consideradas no tercei ro  capítulo, e cujo objetivo final B 

uma adaptação a m a i s  ajustada possível, aos  padrões 

característ icos de cada m a t r i z .  

N o  caso das  e s t r a t & g i a s  c o n s i d e r a d a s  n e s t a  seção, se t e m  

nu verdade o q u e  se p o d e r i a  chamar p o r  "categorias de 

codi f icaç@o" no  lugar  de ? ' j a n e l a s  de processamento" .  

A diferença en t r e  as abordagens, se dá ao nível da 

granularidade e m  que se considera o reconhecimento de 

características: Uma granularidade elevada no caso do 

tratamento por janelas, reconhecendo-se o s  padrSSes básicos 

m a i s  proeminentes, e uma granularidade intermediária, no caso 

das abordagens por "categorias de codificação" apresentadas 

nes ta  seção. 

Um nível ainda m a i s  baixo de granularidade é por 

exemplo o empregado nas es t ra t4g ias  simbólicas ao es t i lo  de 

Uustavson, apresentadas e m  111.1. 

O que se percebe é. que diferentes níveis de abordagens e 

granularidades podem ser considerados caso s e  deseje levar 

sempre avante a m e t a  proposta nes te  trabalho, qual seja, a de 

se obter  e s t r a t ég ia s  o m a i s  eficiente possíveis, mantendo 

uma penalidade adicional de espaço dentro de limites 

toleráveis, s e m  se lançar mão de es t ra t4g ias  como a 

originalmente proposta por CTustavson, e que s 6  se mostrou 
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inviável em face  a o  s e u  exorbi tan te  requis i to  e m  termos 

espaço de cddigo adicional. 

O que na verdade não se cogitou até o momento, f o i  

utilização "conjunta" de abordagens por "janelas 

processamento" e "categorias de codificação", explorando 

que ambas apresentam de mellior, ou seja, a flexibilidade 

adaptação e escolha den t re  vá r i a s  a l t e rna t ivas  possiveis. 

Um esquema de utilização conjunta de algumas d e s t a s  

técnicas  é bem simples e intuit ivo,  justificando por tan to  a 

s u a  apresentação. 

Simplesmente nota-se que c e r t a s  fases do processo de 

eliminação, com part icular  a tenção o t r a t amento  supernoda l  e 

o completamente denso <que na verdade pode ser v i s to  e 

implementado como um mero caso  part icular  de processamento 

supernodal) ,  podem e devem ser considerados de  forma isolada, 

caso  se esteja pensando e m  elevar a eficiisncia f ina l  dos 

cddigos de eliminação. 

A e s t r a t é g i a  mais in tu i t iva  a se seguir,  e que reune 

práticamente quase todas  as formas de processamento propos tas  

e apresentadas,  é simplesmente se considerar apenas 4 c lasses  

de janelas numa primeira análise das c a r a c t e r i s t i c a s  de cada 

m a t r i z  a se processar, considerando-se apenas o s  casos  

completamente diagonais, o s  por  geração dos f a t o r e s  por  

linhas, o s  por  processamento supernoda l  e o caso  

completamente denso. 

E s t a s  4 classes, englobam todas as demais consideradas 

na seção 111.4, e d e s t a  forma se mostram as m a i s  adequadas a 

se tomar como "eixos" coordenados. 

A s  c lasses  diagonal, supernodal ,  e completamente densa, 

podem ser imediatamente reconhecidas, e t r a t a d a s  de forma 

dedicada pelos métodos apresentados ao longo d e s t e  trabalho, 

o que deixa todas  as  demais porçees r e s t a n t e s  p a r a  serem 

abordadas via o s  esquemas kipo Crout s imétr ico propostos  

n e s t e  capítulo. 

O que se passa  a considerar num nível seguinte  de 

granularidade, s ã o  as 3 "categorias de codificaçSo" Ccomo se 

denominou n e s t a  seção>. 

O que o l e i t o r  com justif icada razão  pode se perguntar ,  

é porque incluir um t ra t amento  supernodaZ t a n t o  no nível de 

m a i s  alta granularidade, como num nível intermediário. 



A explicação advém de um detalhe até então ainda não 

comentado, de que na verdade existem duas fopmas de 

processamento supernoda l  passkveis de exploração. 

A explorada num nível de granularidade m a i s  alta, diz 

respeito apenas a combinação escalar das linhas 

correspondentes a um mesmo s u p e r n o d e ,  de modo a se cancelar 

o s  seus  elementos correspondentes na porçCXo triangular 

inferior da matriz de fa tores .  

Para melhor compreensão des te  fato, tomemos um caso 

particular de s u p e r n o d e  como a porção completamente densa ao 

final de uma m a t r i z  como a da fig-IIIC33 por exemplo. 

O que a abordagem por "janelas de processaniento" 

considera, é que a porção densa dos f a t o r e s  ser6 na verdade 

gerada e processada e m  duas etapas. A primeira delas, 

correspondendo a subtração de todas as linhas anter iores  nas 

janelas 3 e 4 da porção densa, e que corresponderia a 

eliminação dos elementos da faixa destacada A esquerda des t a  

porção. N e s t a  fase o método empregado continua a ser o de 

geração por linhas, s 6  que gerando-se de forma apenas parcial 

os  elementos correspondentes de cada linha na porção densa. 

N a  e tapa  seguinte é que se processa uma eliminação por 

"sub-matrizes", e esta s i m ,  de forma completamente d e n s a ,  

pois s b  leva e m  conta o cancelamento dos elementos a esquerda 

da diagonal contidos na região densa. Ou seja na segunda 

etapa, as contribuiçães podem ser processadas de forma 

supernodal  ou completamente densa e m  particular, pois 

correspondem apenas as contribuiçires de linhas cujo padrão 

e s t ru tu ra l  é o mesmo. 

E s t e  processamento relatado é o que se aplica num nível 

m a i s  elevado de granularidade, como numa abordagem por 

janelas. 

O processamento da forma supernoda l  presente numa 

granularidade intermediária como a das "categorias de 

codificação", se dá por uma razão bem distinta,  pois na 

verdade assumindo-se que uma abordagem por janelas 

inicialmente tenha sido adotada, o processamento r e s t r i t o  das 

linhas de cada s u p e r n o d e  acabaria sendo efetuado de forma 



dedicada já nes ta  fase, e o que realmente sobra para s e  

considerar na granularidade a seguip, é o caso das 

contribuiçães de s u p e r n o d e s  em linhas base que não pertençam 

a s u p e r n o d e  algum. 

N e s t e s  casos, a presença de s u p e r n o d e s  dentixi do 

conjunto de linhas contribuintes sobre uma dada linha base, 

pode s e r  explorada a um nível menos eficiente do que na 

granularidade mais alta Cquando todas as linhas de um mesmo 

s u p e r n o d e  são  processadas e m  vCirias e tapas  básicas 

consecutivas e de uma mesma forma>. 

O que se pode fazer quando s e  detecta  a presença de 

s u p e r n o d e s  na e s t r u t u r a  de linhas contribuintes, é 

simplesmente agrupar o s  seus  componentes e processar as 

atualizações relat ivas a cada uma das colunas da linha base, 

utilizando-se para tal, um mesmo e cínico código, no lugar de 

um cddigo por coluna que seria indispensável nas demais 

formas de codificação. 

A eficiência que se ganha portanto B e m  compactação de 

informação, e ngo e m  aumento do desempenho a nível de menores 

tempos de execução <como por exemplo quando se trata 

todo o conjunto de operações relat ivas apenas as linhas de um 

mesmo s u p e r n o d e ) .  

Percebe-se que numa abordagem por s u p e r n o d e s  numa 

granularidade à nível intermediário, pode-se lançar mão para 

o processo de acúmulo das contribuições, da m e s m a  es t ra tég ia  

empregada para o tratamento por "envelopes", pois a Única 

diferença com relação a esta abordagem, é que no caso por 

envelopes m a i s  geral, o s  índices reduzidos iniciais, 

associados a cada linha, podem ser distintos, enquanto que na 

presença de s u p e r n o d e s ,  tais índices s e  mantém constantes por 

todas as colunas da linha base envolvidas. 

De posse de todos as diretivas e comentários 

apresentados, passa-se portanto a especificaçZo de um 

procedimento híbrido por "categorias de codificação", e que 

pode ser adotado corno o esquema preferencial de geração dos 

f a t o r e s  por linhas, durante a e tapa de divisão do problema 

por janelas de processamento. 



Procedimento IV.4<13 El inunaqSo  via Categorias d e  Codificação 

ncod t O 
nk + O  
n k f  c O 
nadr c 1 
n j a d r  c O 

para i d e  1 até n faça 

IUP<i> t IU<i> 
p i v  t DICi>  
k b e g  t IUTCi> 
n k f  c nkf + 1 
k f  t LSTKFCnkf) 

caso CATCODCi) seja 

1: execute 
CODBIN; 

2: execute 
CODENV; 

3: execute 
CODBIN, n k f  t nkf + 1, k f  ç LSTKFCnkf), 
CODENV; 

4: execute 
CODSUP; 

5: execute 
CODBIN, nkf t n k f  + 1, kf c LSTKFCnkf3, 
CODSUP; 

6: execute 
CODENV, nkf t nkf + 1, kf t LSTKFCnkf), 
CODSUP; 

7: execute 
CODBIN, n k f  c n k f  + 1, k f  e LSTKFCnkf), 
CODENV, nkf t n k f  + 1, kf t LSTKFCnkf 3, 
CODSUP; 

f i m  caso CATCODCi> 

DICi> t 1 / p i v  

fim para i 

termine procedimento principal 

<continua n a  próxima página) 



(continuaçfIo da página anterior1 

Processamento v i a  Codificação Binfrria 

CODBIN: 

kend c LSTKEND<nk> 

para k d e  kbeg até kend faça 

um e UNCp > $ DI<Z> 
r r 

piv a piv - UNCp > $ um 
r 

UN<p > c um 
r 

p r  6 <pr + 1) 

f i m  para k 

njadr t njadr + 1 

nadrf c LST JADRCn jadr> 

para jadr de nadr at& nadrf faça 

s c 0  

ncod + ncod + 1 

vã para CB O' B1l Bs, Bs, B49 Bg9 B6> B73 

e m  função de LSTCODCncod> 

f i m  para jadr 

nadr t nadrf +. 1 

kbsg e kend + I 

se kend ;r kf  vá para a 

retorne ao ponto de chamada 

(continua n a  próxima página) 



(continuagão da phgina anterior) 

P r o c e s r s a m e n t o  via C o d i f i c a q ã o  por Envelop* 

CODENV: 

a?: n k  t nk + 1 

k e n d  t LSLKEND<nk> 

r t k e n d  - kbeg + 2 

para k d e  kbeg até k e n d  faga 

r t r - 1  

2 + JUTÉk> 

r 
c IUP<Z> 

IUP<Z> c IUP<Z> 9 1 

um t UN<p > ir DI<Z> 
r r 

piv c piv - U N < p  > ir um 
r r 

UNCp > c um 
r r 

Pr CP, + 13 

f i m  para k 

n j a d r  t n j a d r  + 1 

nadrf t LST JADR<njadr> 

para jadr de n a d r  até nadrf f a ~ a  

s t o  
ncod t ncod + 1 

vá para <E O? Ei? Es? E3? E*, Eg+ E6? E7) 

e m  função de LSTCODCncod3 

f i m  para jadr 

nadr t nadrf + 1 

kbeg rt- k e n d  + I 

se  kexsd # kf vá para a? 

rceforne ao ponto de chamada 

(continua n a  próxima página) 



(continuação da página anterior> 

P r o c e s s a m e n t c r  via C o d i f i c a ç ã o  Supernodal 

CODSUP: 

nk c nk + 1 

kend c LSTKENDCnk3 

r t k e n d  - kbeg + 2 

para k de kbeg até kend faça 

r c r  - l 
2 c JUTCk3 

Pr c IUP<Z> 

IUPCZS c IUPCZ> + 1 

um c UNCp 3 > DICZ3 
r 

piv c piv - UN<p > $ um 
r r 

ncod c ncod + 1 

icod c LSTCODCncod> 

para j de IUCiD até IUFCi3 faça 

s c 0  

vá para C S  O> S1, Ss, S3, S4? S5? S6? s 7 3  

e m  funçSo de icod 

UNCj3 c UNCj3 - s 

fim para j 

kbeg c kend + 1 

se kend # k f  vá para a'? 

retorne ao ponto de chamada 

Ccontinua na próxima página) 
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tcontinuaç3o da página anterior) 

Acbrnulo  por d e c o d i f i c a g ã o  B i n á r i a  

vá para f3 
s t s + u m  * UN<pi> 

i 

P, + + 1) 

vá para p 
s t s + u m  UNCpZl 

2 

P2 + C p 2  + 1) 

vá para p 
s t s + um * UN<pi> * um2 * UN<p2> 

i 

P, <Pi + 1) 

P2 'p2 + 1 3  

vá para p 

3 + um * mCp33 

s t s + u m  * UN<p,3 + umz* UN<p2> + um3 * UN<p3> 
i 

P ,  +- <P, + 11 

Pz f <P2 + 1 3  

P3 f <p3 + 1) 

vá para f3 
(continua na  próxima página) 



( c o n t i n u a ç ã o  d a  p b g i n a  a n t e r i o r )  

A c h u l o  p o r  decodificaçCXo v i a  Enve lopes  

Eo: vá para (3' 

E$: s c s + um iir UN<p,> 
i 

Pl + <P, + 1) 
vá para /3' 

Es: s t s + um * UN<p 3 + um * UN<p2> 
1 i 2 

P* f <Pi + 1) 

P2 f <P, + 1) 

vá para /3' 

E4: s ç s + um t UN<p13 + umZ + UN<p,> + um a~ UN<pS> 
i 3 

+ um4 * UN<p43 
P, f <Pi + 1) 

P2 f + 1) 

P, f <P, + 1) 

P4 + <a4 + 43 

vá para (3' 

E7: s C s + um * UN<p13 + um * UN<p23 + um * UN<pS> 
i 2 3 

+ um * UN<p43 + um5 iir UN<p5> + um, * UN<p > 
4 d 

+ um? * UN<p7> 
Pl 

t C p i  + 13 

P, 4- <P, + 13 

P3 f <p3 + 1) 

P4 C CP4 + 13 

P5 + <P, + 1) 

P, + CP, + 33 

P7 f <p7 + 1) 

vá para (3' 

[ c o n t i n u a  n a  p r b x i m a  p á g i n a )  



(continuação d a  pagina anterior) 

AciímuLo por d e c o d i f i c a ç ã o  Supepnodal 

So: vá p a r a  p7? 

S4: s e s + u m  * UNCpl> + umz  * UNCpp> + um3 * UN<p3> 
1 

+ uni  rk UN<p4> 
4 

P1 f CP, + 1 3  

P2 c <P2 + 1) 

P3 e CP, + 1) 

P4 e- CP4 + 1> 

vá p a r a  (3'' 

S7: s c s + u m  * UNCpl> + umz  * UNCp2> + y rk UN<p3> 
1 

+ um4 * UN€p4> + u m  + UN€p5> + um6 * UNCps> 
5 

+ um * UNCp7> 
7 

P, C P 1  + 0 

Pz c C p ,  + I> 

P3 f C p 3  + 1) 

P4 c <P4 + 1) 

P5 f C p 5  + 1) 

P6 c CP6 + 1 2  

P7 4- <a7 + 1) 

vá papa fi7' 

f i m  de t o d o s  os p r o c e d i m e n t o s  



O procedimento listado nas páginas anteriores,  se mostra 

aparentemente "complexo", porém cada uma de suas  e tapas  

básicas já foi  devidamente analisada e m  separado, rias 

diversas seções des te  trabalho. 

Como se havia comentado, a "extensão" do código, deve-se 

a "replicação" de uma parcela considerável de treclms 

práticamente id&nticos, a menos de alguns pequenos detalhes, 

comentados a seguir. 

O primeiro deles, é de que lança-se mão de mais um vetor  

auxiliar LSTKF, e que indica para cada e tapa  básica i, as 

posiçães f inais  no vetor  JUT, de cada uma das formas de 

codificação adotadas para geração da linha base 

correspondente. 

Ou seja, assume-se que ao se iniciar o procedimento 

I V . 4 i l 3 ,  o vetor  JUT tenha sido ordenado não apenas de forma 

ancestral, mas também por categoria de processamento, com as 

posiçães iniciais correspondendo ao grupo de linhas 

contribuintes a serem processadas mediante uma codificação da 

forma binária, seguidas pelos grupos de famílias a s e r e m  

processadas mediante uma codificação ancestral  por envelopes, 

e finalmente seguido dos diversos grupos de linhas 

correspondentes a supernodes. 

D e s t e  modo, mediante um outiw vetor  auxiliar CATCOD, 

indicando as categorias de codificação a serem empregadas e m  

cada linha, pode se processar cada grupo de linhas de forma 

dedicada, simplesmente varrendo-se o vetor  JUT, por etapas, 

<delimitadas pelas posições kbeg e kend). 

Com esta estpat8gia,  o vetor  CATCOD cont8m uma 

informação binária de 3 bi ts ,  e que pode ser facilmente 

decodificada, como nos mostra o procedimento principal, com o 

primeipo i indicando a presença de linhas a s e r e m  

processadas mediante codificação binária, o segundo b i t  

indicando a presença de linhas a s e r e m  t r a t adas  por envelope, 

e o Último i da codificação de CATCODCiI, indicando a 

presença de tratamento supernodal. para alguma das linhas 

contribuintes da e tapa  básica i. 

O s  procedimentos via codificação e acúmulo na forma 

biriáiria, bem como o s  baseados na codificação e acúmulo 

ancestral  por envelopes não foram modificados e m  i-elação aos 



respectivos procedimentos apresentados nas seçzes onde foram 

originalmente descritos. 

A Única exceção, como se havia comentado, é que os  

rbtulos de desvio utilizados, agora necessitam s e r  

explicitamente dist intos dos utilizados na apresentação 

original de cada procedimento, pelo f a t o  de duas classes 

dis t in tas  de códigos estarem presentes na impleinentação 

hibrida. 

O Único procedimento que passa a ser incorporado, i- o do 

processamento supernodcrl, e que difere ligeiramente dos 

demais. 

Uma das diferenças é que não se precisa util izar uma 

lista simbólica de endereços para se determinar a posição 

correspondente na linha básica, uma vez que toda a sua  

e s t r u t u r a  de colunas contendo elementos não nulos 

acabap& sendo operada. 

Com isso, o acesso aos  elementos da linha base, ficam 

ainda m a i s  eficientes, pois troca-se o acesso indireto por 

listas simbdlicas, por um acesso sequencial contíguo, na 

variavel j, varrendo toda a extensão da linha base. 

O ou t ro  f a t o  a se comentar, B que não se precisa mais 

acessar  o vetor  LSTCOD para cada uma das colunas da linha 

base, Cde modo a buscar a informação do indice relativo na 

representação reduzida, correspondendo a primeira linha 

contendo uma contribuição dist inta de zero), visto que tal 

informação 6 a mesma e constante ao longo de todo o processo 

de acdinulo das contribuiç6es via suppernodes. 

A s s i m  essa informação B acessada apenas uma h i c a  vez, 

Cfora do loop e m  j, correspondendo à varredura dos elementos 

da linha base corrente). 

O que f icaria faltando se apresentar ,  seria todo o 

procedimento de geração da codificação por categorias, e 

cujo resultado seria o de fornecer justamente as e s t r u t u r a s  

auxiliares para o procedimento IV.4<1>. 

A extensão e o grau de detalhes de tal procedimento são 

tais, que levaria a uma extensão demasiada da exposição de 

t&cnicas que já foram apresentadas e m  seções isoladas des te  



trabalho. 

D e s t a  f o r m a ,  optou-se p o r  finalizar esta seção, com 

a l g u n s  c o m e n t á r i o s  gerais sobre a nova estratégia proposta, e 

a apresentação de a l g u n s  e s q u e m a s  alternativos que p o d e m  v i r  

a ser incorporados no f u t u r o .  

A p r i m e i r a  o b s e r v a ç ã o ,  r& de que estratégias a i n d a  m a i s  

elaboradas d e  c o d i f i c a ç S o  e i m p l e m e n t a ç ã o  do aciirnulo dos 

p r o d u t o s  escalares podem ser c o n s i d e r a d a s ,  e s p e c i a l m e n t e  na 

presença de cara~te~isticas do tipo s u p e l - n o d a l ,  c o m o  por 

exemplo processar-se 2 l i n h a s  base s i m u l t d n e a m e n t e  ao i n v é s  

de u m a  única linha base por cada e t a p a .  

N e s t e s  casos, u m a  c o d i f i c a ç ã o  a se c o n s i d e p a r  poderia 

ser d a  f o r m a  apresentada na c o d i f i c a g S o  IV.4C43, e m  que se 

c o n d i d e r a  o caso de duas a c u m u l a ç õ e s  s i m u l t â n e a s  p a r a  cada 

co luna .  

A g r a n d e  v a n t a g e m  de um e s q u e m a  desta f o r m a ,  e s t &  na 

m e l h o r  exploração de recursos como m e m d r i a  cache ou 

utiliaaçCZo de registradores Cem a r q u i t e t u r a s  com um nfimero 

e x p r e s s i v o  de r e g i s t r a d o r e s  de p o n t o  flutuante, c o m o  as do 

t i p o  RISC por exemplo). 

Tal fa to  ocorre, p o i s  apenas os  fatores m u l t i p l i c a d o r e s  

um são distintos no p r o c e s s a m e n t o  de uma linha base p a r a  

outra, c o m  os  acessos a p o s i ç õ e s  de m e m b r i a  UM<p > s e n d o  Z 
comuns.  

A s s i m  e m  m á q u i n a s  d i s p o n d o  de um nrlimero s u f i c i e n t e  de 

registradores, os fatores m u l t i p l i c a t i v o s  um s e r i a m  

a r m a z e n a d o s  e m  cada r e g i s t r a d o r ,  e o s  acessos as posições 

UNCp > s b  s e r i a m  efetuados uma ú n i c a  vez. 
L 

E s t a  e x p l o r a ç ã o  da "localidade" dos acessos a 

p o s i ç õ e s  de m e m ó r i a  s e m  d ú v i d a  & m e p e c e d o r a  de atenção nas 

n o v a s  arquiteturas, v i s t o  quase todas s e m  exceçCio, c o n t a r e m  

com m e c a n i s m o s  eficientes de a p r o v e i t a m e n t o  das i n f o r i n a ç õ e s  

l o c a l m e n t e  acessadas e m  t e m p o s  de execução. 



2 s2 e s 2  + uni r UN<p7> 
7 

t <p7 + 13 

82 e s 2  + umZ * U N C ~ , >  
3 

Pg + <p3 + 1) 

i 
si t si + uni * UN<p2> 

2 

2 s 2  (L s2 + um IiIC UN<pl> 
i 

Pi + (P* + 4.3 

retorne ao ponto de chamada 

Um o u t r o  comentArio que se pode fazer com relaçso a o  

t ipo  básico de acesso efetuado pelas e s t r a t é g i a s  t ipo  Crout 

propos tas  n e s t e  capítulo, é que por se basearem no acfuiiulo de 

produtos escalares, alSm das  vantagens de niaior estabilidade 

numSrica e m  função da possível utilizaç3o de precisso dupla, 

como jSl se havia comentado, o que se oferece  é justamente uma 

meii~or exploração do uso de reg i s t r adores  pois o s  acúmulos de 

parcelas intermediárias do somatório, não precisam ser 

armazenados explicitamente de volta a posição de memória 

correspondente a variável s <responsável pelo acifmulo>, 



podendo se efetuap todo o processo de somas com o s  resultados 

parciais apmazenados apenas e m  registradores. 

E s t a  é uma vantagem que s ó  pode ser compartilhada com os  

m&todos ao est i lo Uustavson, onde a es t ra tkg ia  originalmente 

apresentada era justamente um método de Crout simbólico, 

justamente e m  função das vantagens supra mencionadas. 

N a s  demais es t ra tég ias  convencionais, via o uso de 

vetores de trabalho expandido, incorre-se em overheads não 

apenas no processo de descompactação/con~pactação, m a s  

fundamentalmente no nivel do o m a i s  interno, pois o s  

valores acumulados no vetor  expandido W necessitam ser 

reescr i tos  de volta a membria a cada varredura da linha base 

<correspondendo as operações de subtração de uma linha 

contribuinte anterior), simplesmente porque na forma de 

processamento das contribuigires linha a linha, o s  valores 

temporariamente obtidos nas colunas de W não s e r e m  

definitivos. 

Numa abordagem por Crout e m  que apenas uma varredura s e  

mostra necessária, o s  valores definitivos de cada 

elemento nâio nulo da linha básica, podem sep definitivamente 

escr i tos  a medida e m  que s e  vão processando as colunas 

associdas. 

Neste caso, apenas um acesso final de modo a se escrever 

o valor definitivo mosba-se realmente necessário. 

O que v a l e  se c o m e n t a r  também, é q u e  embora um dos 

a p a r e n t e s  overheads da a b o r d a g e m  via C r o u t  a p r e s e n t a d a  n e s t e  

t r a b a l h o ,  qual  s e j a  um p a s s á v e l  nt2mero e x c e s s i v o  de 

varreduras n a  l inha base c o r r e n t e ,  n a  v e r d a d e  se e n c o n t r a  

p r e s e n t e  e m  tão o u  maior g r a u ,  n a s  a b o r d a g e n s  c o n v e n c i o n a i s  

via o u s o  de  vetores de  t r a b a l h o ,  p o i s  s i m p l e s m e n t e  n e s t e s  

c a s o s ,  se e$etuam n e c e s s á r i a m e n t e  mt2l t iglas  v a r r e d u r a s ,  

cada uma associada a uma dada l inha c o n t r i b u i n t e  e m  

p a r t i c u l a r .  

Ou seja, numa abordagem por Crout, e m  que o ndmero de 

varreduras seja próximo de um valor constante .r <a cada e tapa  

b&sica>, a es t ra tég ia  de utilização de listas simbbllcas de 

endereços para  s e  acessar  apenas as colunas necessárias na 

linha base, t o rna  a implementação do método de Crout 

seguramente m a i s  eficiente do que uma implementação 



tradicional via o uso de vetores  de trabalho. 

O preço que se t e  de pagar e m  termos de espaço 

adicional com a lista de endereços, será alto, porém com uma 

constante de proporcionalidade ditada pelo i-nhnero médio de 

varreduras -r multiplicado pelo número t o t a l  de elementos não 

nulos da m a t r i z  de fa tores .  

Nos casos em que duas ou três varreduras mostram-se 

suficientes, percebe-se que este overhead ainda se encontra 

dentro de um limite tolerável, tendo em vis ta  um melhor 

desempenho e m  tempos de execução. 

Nos casos em que o iíifmero de varreduras torna-se maior, 

uma e s t r a t ég ia  não apresentada formalmente nes te  trabalho, é 

simplesmente se considerap uma variante da forma de varredura 

tradicional como a apresentada no procedimento IV.IC33 Ce que 

indiscriminadamente passa por todos o s  elementos da linha 

base>, simplesmente incorporando ao loop  m a i s  interno em cada 

varredura um par reduzido de indiees, correspondentes a 

delimitação da máxima disposição e s t ru tu ra l  de colunas a 

serem consideradas e m  cada e tapa bbsica e m  questão. 

Ou seja, restr ingir-se a varredura, apenas ao conjunto 

de elementos não nulos na linha base, compreendidos dentcro do 

maior padrão de contribuição a ser encontrado e m  cada 

varredura. 

T a i s  es t ra tégias ,  conferem portanto ainda mais 

flexibilidade para uma implementação que ao mesmo tempo 

atenda aos objetivos de tempo x memtrria, de forma um pouco 

m a i s  balanceada que as demais. 

A s  vantagens de es t ra tég ias  tipo Crout, são  portanto: 

* Evitar o acesso desnecessário a posições temporárias de 

memória, escrevendo-se apenas o valor definitivo de cada novo 

f a t o r  gerado, pePmitindo uma eficiente exploração da 

localidade de acessos, e a plena utilização de registradores. 

e Perfazer um número significativamente menor de 

varreduras e inicializações de t o o p s  do que as es t r a t ég ia s  

convencionais mediante vetores  de trabalho expandido. 



Uma última observação a se fazer n e s t a  seção, é de que 

a o  menos uma var iante  do método de reordenamento ances t ra l ,  

já vinha sendo utilizada a longa d a t a  na l i t e ra tu ra ,  sem que 

se percebesse tratar-se apenas de um caso muito par t icu lar  de 

reordenamento ancestral .  

Simplesmente ao  se lançar mão de um t r a t amento  especial  

por s u p e r n o d e s ,  o que se está implícitaniente considerando, é 

uma forma t r iv ia l  de reordenamento, na  qual as linhas 

contr ibuintes  re la t ivas  a o  s u p e r n o d e  s ã o  naturalmente 

deixadas p a r a  o f inal  do processo de eliminação a cada e tapa .  

T a i s  linhas per tencentes  a s u p e r n o d e s  s ã o  por  construçSo 
T 

as filtiinas linhas consecutivas na e s t r u t u r a  de U , peia 

qual nunca se havia pensado e m  reordenA-las até então, v i s to  

já se encontrarem numa ordem julgada a princípio a mais 

indicada, <ou seja a ordem sequencial c rescente  dos indices 

associados a cada linha da t r a n s p o s t a  de U>. 

Uma o u t r a  o B s e r v a ç H o  a i n d a  m a i s  e s c l a r e c e d o r a ,  é que num 

caso a i n d a  m a i s  p a r t i c u l a r  de  e s t r u t u r a  s u p e r n o d a l ,  c o m o  o de 

m a t r i z e s  Banda,  e o n d e  o r i g i n a l m e n t e  t i v e r a m  o r i g e m  os  

m é t o d o s  d e  armazenamento  " p o r  e n v e l o p e s " ,  jd se f a z i a  o m e s m o  

t i p o  d e  r e o r d e n a m e n t o  a n c e s t r a l  imp$c i to ,  Csem se p e r c e b e r ) ,  

s i m p l e s m e n t e  p e l o  f a t o  da o r d e m  natural  das  c o n t r i b u i ç õ e s  ser 

u m a i s  p r o p $ c i a  a se adotar num e s q u e m a  p o r  e n v e l o p e s .  

N a  verdade percebe-se agora, que a representação por 

envelopes não fo i  "feita" apenas pa ra  matrizes banda, m a s  s i m  

pa ra  q u a l q u e r  m a t r i z ,  pois seguindo uma ordem a n c e s t r a l  de 

contribuições na representação reduzida das  linhas e m  cada 

familia, a e s t r u t u r a  f inal  é da m e s m a  forma que a encontrada 

nas  m a t r i z e s  de cálculo e s t r u t u r a l  nas últimas décadas, <com 

m a t r i z e s  t i po  banda sendo apenas o caso  part icular  mais 

simples e reconhecido de aplicação impl . lc i ta  d e s t a  técnica). 

O que se no ta  com este trabalho, é que se a b r e  um novo 

leque de opções e m  função de o u t r o s  reordenamentos de 

contribuições que porventura venham a ser idealizados no 

f u t ~ ~ r o ,  bastando que deseje  desvendar novos segredos, que por 

o r a  ainda soariam como enigmas encrustados numa entre t a n t a s  

o u t r a s  conchas de uma pra ia  deser ta ,  m a s  inteiramente a b e r t a  

e exposta  a o  poder da curiosidade humana. 
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Capítulo V 

RESULTADOS COMPUTACIONAIS 

N e s t e  capítulo são a p r e s e n t a d o s  resultados 

c o m p u t a c i o n a i s  "p re l iminares" ,  com o objetivo de se c o m p a r a r  

o d e s e m p e n h o  de a l g u m a s  das m e t o d o l o g i a s  apresentadas ao 

longo do texto, e m  u m a  a r q u i t e t u r a  escalar c o n v e n c i o n a l  

t í p i c a m e n t e  e i ~ c o n t ~ á v e l  nos dias atuais. 

P a r a  ta1 se utilizou de uma c o n f i g u r a ç ã o  IBM-PC 

c o m p a t í v e l ,  c o m  p r o c e s s a d o r  INTEL 80486/DX-2 c o m  c l o c k  

interno de 66 M h z ,  barrarnento ISA e m  11 Mhz, 8 M b  de m e n i ó r i a  

principal e m  Zero W a i t - S t a t e  <com t e m p o  de acesso de 70 

Nano-segundos), 256 Kb de m e m ó r i a  cache e m  Zero W a i t - S t a t e  

<com t e m p o  de acesso de 20 Nano-segundos e opção d e  leitura 

e m  2-1-1-1 ciclos), BIOS AMI V e r s ã o  1992 e chipset OPTi 

modelo  OP495SLC. 

O a m b i e n t e  d e  programação contou c o m  o MS-DOS 6.2, 

gerenciador de m e m b r i a  QEMM 7.01, cache de d i s c o  NCACHE 2.0, 

c o m p r e s s o r  de d a d o s  STACKER 3.0, e c o m p i l a d o r  FORTRAN L a h e y  

CF77L-EW32> V e r s ã o  4.01 c o m  DOS-Extender E r g o  <OS3863 V e r s ã o  

2.1.05. 

A s  opçães d e  c o m p i l a ç ã o  u t i l i z a d a s  são apresentadas 

abaixo, a t í tu lo  de c s m p l e m e n t a ç ã o .  

F77L-EM/32 - FORTRAN 77, V e r ç i o n  4.01; 
( C )  C o p y r i g h t  1988 t h r o u g h  1991; Lahey Computer Systems, I n c ,  

BPTION DESCRIPTION OPTION DESCRXPTION 

/nO - Standard  FORTRAN 77 IMPLICIT /nL  - No Line-number t a b l e  
/n7 - O p t i m i z e  i n t e r - ç t a t e m e n t  /nP - Na e o n s t a n t  a r g  P r a t e e t d a n  
/nAZ - No a l l o c a t a b l e  a r r a y  c h e c k i n g  /na  - No R u i r k y  s i t u a t i o n s  
/nB - No Bounds c h e c k i n g  / R - Remamber l o e a l  v a r i a b l e s  
/nC - I g n o r e  nons tandard  usage /nS - Na SOLD f i l e  c r e a t e d  
/nC1 - INTEGER c a n s t a n t s  4  b y t e s  /nT - INTEGERs4, LOGIGALs4 d e f a u l t  
/ D  - DIRECT f i l e s  w i t h o u t  headers  / V - V A X  F o r t r a n  i n t e r p r s t a t i o n  
/nH - No Hardcopy sou rce  l i s t i n g  / W - B i s p l a y  Warning meçsages 
/ n I  - No I n t e r f a c e  c h e c k i n g  /nX - No Xre f  l i s t i n g  
InK  - Oenera ts  80x87 eed@ / ti - P r o d u c t i a n  O p t i m i Z a t i o n s  



O s  p r o b l e m a s  teste c o n s i d e r a d o s  f o r a m  extraidos de 

a p l i c a g i r e s  reais, do conjunto de p r o b l e m a s  da NETLIB tG14LL.1, 

CD541, v o l t a d o s  para a Zwea de P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r .  

Segue-se portanto na figB€l>,  u m a  tabela d e s c r i t i v a  c o m  

os n o m e s  e d i m e n s i r e s  dos p r o b l e m a s  <já t r a n s f o r m a d o s  na f o r m a  

s i m e t r i c a ,  d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  m e d i a n t e  o p r o d u t o  A A ~ > ,  b e m  

c o m o  o n ú m e r o  d e  fatores triangulares <inferiores>, apds a 

e t a p a  d e  fatoração s i m b ó l i c a .  

I Problern I Rows 1 nonr((PA)'P~) I nonz(L) I 

f i g - V < l >  P r o b l e m a s  T e s t e  NETLIB 

Scrs8 
Beaconfl 
Scsd6 
ShipO4s 
Sc fxm2 
ShipO4l 
ShipO8s 
ScTap2 
Sc fxm3 
Ship lb  
Scsd8 
Sc Tap3 
CzProb 
Ship081 
Shivl21 

490 
173 
147 
402 
660 
402 
778 

1090 
990 

1151 
397 

1480 
929 
778 

1151 

1953 
1720 
2099 
2827 
6306 
4 147 
3552 
6595 
9469 
4233 
4280 
8866 
6265 
6772 
8959 

5134 
1727 
2545 
3134 
979 1 
4384 
41 12 

14870 
14619 
5063 
5879 

19469 
6655 
7 128 
9501 





A rot ina  MUMFAT, corresponde ao procedimento 

convencional por linhas, com geração dinAinica da informação 

da t ransposta  de U, apresentada originalmente em CP11. 

LSTFAT, corresponde a um procedimento símbblico por 

"listas de endereços", com geração por linhas, conforme 

apresentado na seção 111.2. 

ROWFAT e COLFAT, correspondem aos  procedimentos 

convencionais via o uso de vetores de trabalho, com geração 

dos f a t o r e s  por lini~as/c=olunas, como apresentado na seção 

11.4. 

RECFAT corresponde ao procedimento exclusivamente 

voltado para sub-matrizes densas, baseado na exploraçCXo da 

"recursividade" do cbdigo no est i lo luog free apresentado na 

seção 111.1. 

Finalmente UUSFAT corresponde a um procedimento típico 

no est i lo de Uustavson [<;1141, com um cddigo FORTRAN 

proporcional ao número t o t a l  de operações aritméticas <e que 

no caso denso considerado e m  particular, é governado por um 

crescimento da ordem de n3 linhas de cbdigol. 

Cabe ressaltar, que na abordagem puramente no es t i lo  de 

Uustavson, o tamanho do cddigo gerado, já para m a t r i z e s  de 

dimensão superior a 30, superou o s  l i m i t e s  do particular 

compilador FORTRAN utilizado, razão pela qual, sd  se dispõe 

de medidas de tempo de execução a t é  o máximo valor tolerado 

de n para esta forma de abordagem. 

Apresenta-se a seguir, na fígV<4>, o s  tempos de 

fatoração para um grupo de problemas extraídos 

eletronicamente da NETLIB, e m  que o s  procedimentos 

convencionais via o uso de vetores de trabalho expandido, com 

geraçSo por linhas/colunas, são comparados com duas 

implementações do método de codificação binária <apresentado 

na seção IV.13. O procedimento BINFAT se baseia numa 

varredura completa com cddigos associados a todos os  

elementos de cada linha base, ao  passo que ADRFAT se baseia 

na utilizagão concomitante de uma lista simbblica de 

endereços, especificando apenas o s  elementos necessários. 



Tempos de execucao em segundos 

P R O 0 L E Pi --------- 
a f  i r o  
a d l i t t l e  
sc205 
s h a r e l b  
s c o r p i e n  
s c t a p l  
scag r  25 
i s r a e l  
b r a n d y  
bandm 
s c f  x m l  
e226 
s c r s 8  
beaconf  d 
scsdb 
s h i  p04s 
c z p r o b  

COLFAT ---------- 
3.40E-04 
2.00E-03 
4,95E-03 
1.15E-02 
1.32E-02 
1.70E-02 
1.38E-02 
6.80E-0 1 
5.17E-02 
5, 16E-02 
5.50E-02 
4.40E-02 
1.04E-01 
3. 43E-02 
2.37E-02 
2.75E-02 
8.02E-02 

ROWFAT 
,- - - - - - - - - -  

3.30E-04 
2.30E-03 
5.75E-03 
1.29E-02 
I. 43E-O2 
1.86E-02 
1.54E-02 
6 , 42E-0 1 
5.39E-02 
5,38E-02 
5.92E-02 
4.62E-02 
i. 09E-Oi 
3.68E-02 
2.53E-02 
2.75E-02 
7.90E-02 

0 I NFAT ---------- 
4.50E-04 
2.20E-03 
6.35E-03 
9.05E-03 
1.49E-02 
1.82E-02 
1 , 77E-02 
1.75E-01 
3.19E-02 
4.40E-02 
4 b2E-02 
3. ã2E-02 
b.70E-02 
2.24E-02 
2.31E-02 
2. 2bE-02 
5.28E-02 

f i g - V < 4 >  Fatoracão de m a t r i z e s  e x t r a í d a s  da NETLIB 

Complementando  os resultados apresentados nesta seção, 

apresenta-se na f ig -V<5>,  u m a  medida  do t e m p o  gasto com fases 

a u x i l i a r e s  do ppocesso de resolução d e  s i s t e m a s ,  como a fase 

d e  r e t r o - s u b s t i t u i ç 8 Z e s  i m p l e m e n t a d a  no p r o c e d i m e n t o  SOLSYS, 

b e m  como duas estatísticas de i m p o r t a n c i a  para a c o m p a r a ç ã o  

do d i s p g n d i o  total dos m é t o d o s  baseados e m  f o r m a s  de 

codificação, c o m o  o s  do capitulo IV.  

N e s t e  caso, apresenta-se e m  CODBIN e CODENV, uma  m e d i d a  

do t e m p o  gasto t í n i c a m e n t e  c o m  os p r o c e d i m e n t o s  d e  c o d i f i c a ç ã o  

binária, e por e n v e l o p e s ,  para  o mesmo conjunto de p r o b l e m a s  

teste. 

Dos  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s ,  percebe-se q u e  como foi 

c o m e n t a d o  e m  seç8Zes anteriores, o t e m p o  de codificação na 

prhtica se m o s t r o u  comparAve1 ao t e m p o  de uma fatoraçSo 

n u m é r i c a  adicional, o q u e  c o n s i d e r a n d o - s e  o escopo de 

aplicação das n o v a s  rotinas p r o p o s t a s ,  e m  aplicaç8es onde o 

n ú m e r o  de refatoraçães n u m h r i c a s  deve ser s i g n i f i c a t i v o ,  nos 

m o s t r a  que as abordagens apresentadas neste trabalho, se 



e n c o n t p a m  no "caminho correto", no sentido d e  se poder 

alcançar m a i o r e s  reduções dos overheads c o m p u t a c i o n a i s .  

Tempos de execucao em segundos 

PROBLEM CODBIN CDDENV 1 SDLSYS ......................................... 
a f i r o  1.60E-04 2.70E-04 I %,ZOE-04 
a d l i t t l e  1.20E-03 1.76E-03 1 7.80E-04 
sc205 3.00E-03 4.b5E-03 1 3.00E-03 
s h a r e l b  b.55E-03 9.35E-03 1 2.75E-03 
s c o r p i o n  8.20E-03 l . lOE-0% 1 5.50E-03 
s c t a p i  9.90E-03 1.70E-02 1 5.50E-03 
scagt-25 9.30E-03 1.37E-02 1 7.20E-03 
i s r a e l  2.53E-01 4.78E-01 1 2.80E-02 
b randy  2.80E-02 3.73E-02 1 7.70E-03 
bandm 2.84E-02 5.18E-02 1 9.80E-03 
s c f x m l  3.0bE-02 5.40E-02 1 1.lOE-02 
e226 2.42E-02 3.b4E-02 1 b,bOE-03 
s c r  58 5.38E-02 1.84E-01 1 1.8bE-02 
baaeen fd  1.97E-02 3.24E-02 1 6.60E-03 
scsdb  1.37E-02 1.98E-02 1 5.50E-03 
s h i p 0 4 s  1.75E-02 3.90E-02 1 8.20E-03 
c z p r o b  4.18E-02 1.48E-01 1 2,54E-02 ......................................... 

fig-VCS3 Medidas c o m p l e m e n t a r e s  & t e m p o  

C a b e  l embPar ,  que os  p r o c e d i m e n t o s  basedos nas  f o r m a s  de 

c o d i f i c a ç ã o  via o m é t o d o  d e  C r o u t ,  f o r a m  i m p l e m e n t a d o s  a p e n a s  

e m  FORTRAN, s e m  se procurar qualquer t e n t a t i v a  de se o t i m i z a r  

m a n u a l m e n t e  o c d d i g o  de alto n í v e l  e m p r e g a d o  para a processo 

d e  solução. 

C o n f o r m e  se notou na seção IV.1, a c o m p a r a ç ã o  m a i s  

e x p r e s s i v a ,  seria i m p l e m e n t a n d o - s e  tais m é t o d o s  na Linguagem 

C, p o r  s u a s  n í t i d a s  vantagens sobre FORTRAN, no tocante ao 

acesso a "listas s i r n b d l i c a s  de endereços", o q u e  nesta  

segunda l inguagem,  necessita ser "simulado", m e d i a n t e  o uso 

de vetores de índices. 

P a r a  concluir esta b r e v e  seção, onde se a p r e s e n t o u  

r e s u l t a d o s  ainda "prel iminares",  s e m  qualquer intenção de 

espelhar u m a  e s t i m a t i v a  a m a i s  p r ó x i m a  do v e r d a d e i r o  

potencial das  n o v a s  abordagens, pode-se notar q u e  para  

p r o b l e m a s  de p e q u e n a  d imensZh,  o raso dais t8cnicas de 

codificação não se m o s t r o u  tão v a n t a j o s o  a s s i m  <pelo m e n o s  



para a classe p a r t i c u l a r  de p r o b l e m a s > ,  m u i t o  se d e v e n d o  ao 

fato de que os p r o c e d i m e n t o s  de c o d i f i c a ç ã o  não t e r e m  sido 

" o t i m i z a d o s "  no s e n t i d o  de w n a  mAxiina c o m p a c t a ç ã o  da 

i n f o r m a ç ã o .  

P a r a  p r o b l e m a s  d e  m a i o r  porte,  e s p e c i a l m e n t e  a q u e l e s  e m  

que características "supernodais" se f a z e m  notar m a c i ç a m e n t e ,  

como no caso do p r o b l e m a  " q u a s e  denso" ISRAEL, os mrStodos de 

codificação a p r e s e n t a r a m  nítida v a n t a g e m  sobre as estratégias 

c o n v e n c i o n a i s  d e  solução. 

Como c o m e n t a d o  no final do t i l t imo  capítulo, o m é t o d o  de 

r e o r d e n a m e n t o  ancestral e as estrat&gias de codificação, 

p e r m i t e m  uma m a i o r  f l e x i b i l i d a d e  que as demais t k c n i c a s  j& 

e x p l o r a d a s  na l i t e r a t u r a ,  s i m p l e s m e n t e  p o r  p e r m i t i r  q u e  n o v o s  

critérios de o r d e n a m e n t o  d t i m o  <visando a redução de 

fill-in.'s3, p o s s a m  ser i n t r o d u z i d o s ,  t o m a n d o - s e  como um 

critério de d e s e m p a t e ,  a min imização  d a s  i n f o r m a ç õ e s  

s i m b d l i c a s  necessárias para se caracterizar c o m p l e t a m e n t e  o 

processo de f a t o p a g ã o .  

É neste c a m i n h o  q u e  d e v e  a v a n ç a r  a presente p e s q u i s a ,  

c o m  uma p o s s í v e l  extensão a novas classes de a r q u i t e t u r a s ,  

c o m o  as d o  t ipo RISC s u p e r e s c a l a r ,  ou num espectro ainda 

m a i o r  de a r q u i t e t u r a s  do tipo paralelo. 

P a r a  a r q u i t e t u r a s  escalares c o n v e n c i o n a i s ,  m u i t o  ainda 

p o d e  ser feito, num terreno o n d e  a princípio se j u l g a v a  

c o m p l e t a m e n t e  "exauPidom d e  p o s s i b i l i d a d e s .  
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C a p í t u l o  V I  

Em face do e l e v a d o  n b m e r o  d e  a l t e r n a t i v a s  e estrat&gias 

de s o l u ç ã o  a p r e s e n t a d a s  neste trabalho, conclus8es 

d e f i n i t i v a s  m o s t r a m - s e  s e g u r a m e n t e  difícies e f a d a d a s  a nCTo 

espelhar toda a r e a l i d a d e .  

O q u e  se apresenta portanto, é um conjunto de d i r e t i v a s  

q u e  se supõe s e j a m  as m e l h o r e s  a s e r e m  s e g u i d a s ,  no sentido 

de se a p r i m o r a r  ainda m a i s  os m S t o d o s  de r e s o l u ç ã o  espai'sa d e  

s i s t e m a s  lineares c o m  e s t r u t u r a  estática. 

Q Alternat ivas  s i rnbd l i cas ,  apesar de todo o grau de m a i o r  

sofisticação e d i s p ê n d i o  de recursos básicos como espaço 

adicional de a r m a z e n a m e n t o ,  m o s t r a m - s e  v i b v e i s  e 

i m p l e m e n t b v e i s ,  tendo-se e m  v i s t a  maiores ganhos e m  t e r m o s  de 

t e m p o  de CPU, e m  d e t r i m e n t o  A um m a i o r  c o n s u m o  d o s  d e m a i s  

recursos básicos. 

a D e n t r e  as al ternativas "tradicionais" A consagradas à 

longa data pela l i t e r a t u r a ,  a geração d e  fatores por c o l u n a s ,  

c o m  um a r m a z e n a m e n t o  s e q u e n c i a l  por linhas da m a t r i z  original 

e de fatores c o m o  no p r o c e d i m e n t o  II.4<2>, m o s t r a - s e  a m a i s  

ind icada ,  e s p e c i a l m e n t e  e m  m a t r i z e s  c o m  poucos e l e m e n t o s  não 

nu los ,  onde s e g u r a m e n t e  características da f o r m a  supernodal 

não se m o s t r a m  s i g n i f i c a t i v a s .  

A aplicação de m a i s  de u m a  estrat8gia de e l iminação ,  

como I a b o r d a g e n s  hibridas por janelas c o n s i d e r a d a s  neste 

trabalho, a p o n t a m  para um c a m i n h o  no sentido de se m e l h o r  

ajustar o processo de e l i m i n a ç ã o  numSr ica ,  as características 

f u n d a m e n t a i s  de cada classe d e  m a t r i z e s  c o n s i d e r a d a s .  

E s t r a t B g i a s  e s p e c i f i c a m e n t e  voltadas para porções 

c o m p l e t a m e n t e  d e n s a s  podem ser e m p r e g a d a s  c o m  sucesso, v i s t o  

e m  m u i t o s  dos casos, ser esta u m a  porção significativa do 

t e m p o  total  de CPU dispendido. 



e Do mesmo modo, técnicas baseadas na exploração de 

supernodes  mostram-se as m a i s  adequadas a s e  adotar, quando 

na presença s i g ~ f i c a t i v a  de tais padrões es t rutura is ,  

<encontrados com frequencia, nas m a i s  diversas classes de 

matrizes e aplicaçães da esparsidade3. 

a Métodos do t ipo Crout simbdlicos como o s  apresentados 

nes te  trabalho, são merecedores de m a i s  atenção no futuro, 

visto conterem um amplo espectro de possibiliades ainda por 

explorar. 

r. O reordenamento ancestral  apresentado neste  trabalho, 

viabiliza o reconhecimento de padrões compactos de 

codificação e de eficiente decodifição a t é  então ainda não 

considerados pela l i teratura.  

* O reordenamento ancestral  é apenas a forma m a i s  

conservadora de se enfrentar  o problema de codificação por 

envelopes, por ser segurainente <por construção e pela 

natureza "ances tralmente aditiva" do processo de eliminagão3 

uma es t ra tkg ia  e m  que tal forma de codificação pode ser 

empregada. 

a Esquemas híbridos baseados na utilização das 

al ternativas de codificação apresentadas nes te  trabalho, 

parecem apontar na direção mais propícia para impleinentaçães 

eficientes e "ajustada&' sob-medida para cada matriz e 

padrão característ ico encontrado. 

A divisão do processo de eliminação numérica e m  duas 

f a ses  a níveis dist intos de granularidade, como a abordagem 

por "janelas de processamento" <aplicada inicialmente>, e a 

abordagem por "estratégias de codificação", aplicada 

posteriormente, mostra-se en t r e  todas as opções apresentadas, 

a es t ra tég ia  m a i s  balanceada, e com maior flexibilidade sobre 

as demais. 



NOTAÇÃO E ESTRUTURAS DE DADOS B~XICAS 

N e s t e  a p ê n d i c e  são a p r e s e n t a d a s  as e s t r u t u r a s  d e  d a d o s  

básicas, utilizadas p a r a  a repi-ssentação de m a t r i z e s  

e s p a r s a s ,  b e m  como a l g u m a s  d a s  p r i n c i p a i s  es t ru turas  

auxiliares e m p r e g a d a s  no p r o c e s s o  de e l iminação ,  d e  v á r i o s  

p r o c e d i m e n t o s  abordados neste trabalho. 

Assume-se  q u e  o s i s t e m a  esparso de equaç8es lineares a 

ser resolvido seja d a  f o r m a :  

Com: 

A E R  
n  x  n  s i n i e t r i c a  <definida p o s i t i v a )  

b E Rn denso 

x E Rn d e n s o  

Em todos os  m e t o d o s  c o n s i d e r a d o s ,  a s o l u ç S o  deste 

p r o b l e m a  se d á  m e d i a n t e  a fatoração t r i a n g u l a r  d a  m a t r i z  

o r i g i n a l  A na f o r m a :  

Com: 

uT E [R n x n  t r i a n g u l a r  inf eriop Cdiagonal  uni tár ia> 

D E R  n  x n  d i a g o n a l  

U E R " ~ ~  triangular s u p e r i o r  Cdiagonal  u n i t A r i a 3  

De p o s s e  d a s  matrizes B e U, obtidas na e t a p a  de 

fatoração, a solução do s i s t e m a  original se d á  m e d i a n t e  u m a  

fase c o m p l e m e n t a r  de r e t r o - s u b s t i t u i g ~ e s  triangulares na 

f o r m a :  

T U z = b  C forward) 

D y  = 2  CdiagoncirlJ 

U x  = y  C b a c k w a r d J  

Assume-se  durante t o d o  o trabalho, que apenas a 

representação da m a t r i z  de fatores U seja utilizada para fins 



de a r m a z e n a m e n t o ,  c o m  os e l e m e n t o s  o r i g i n a i s  de A m a p e a d o s  

d i r e t a m e n t e  nas p o s i ç B e s  correspondentes na i n a t r i z  U <com as 

d e m a i s  posições e m  U, associadas aos e l e m e n t o s  de fill-in 

i n i c i a l m e n t e  zepadas>. 

O s  v a l o r e s  n u m é r i c o s  de A, desta forma são 

i r r e m e d i a v e l m e n t e  perdidos ao final da e tapa  de e l i m i n a ç ã o ,  

u m a  v e z  que os fatores de D e U associados à cada u m a  das 

linhas {geradas c o m  o decorrer do processo), vão sendo 

reescritos por sobre os valores o r i g i n a l m e n k e  a r m a z e n a d o s .  

A r e p r e p r e s e n t a ç ã o  esparsa adota p a r a  a m a t r i z  original 

A e de fatores U, se baseia n u m  a i b m a z e n a m e n t o  seqüencial 

s e g m e n t a d o  por linhas excluindo-se os e l e m e n t o s  diagonais, 

c o n f o r m e  apresentado na seção 11.1, m e d i a n t e  a utilização dos 

seguintes vetores: 

d i m e n s ã o  

n IU 

I U F  

Nonz U 

Nonz U UN 

A p o n t a d o r e s  para a posição inicial de 

a r m a z e n a m e n t o  de cada linha. 

A p o n t a d o r e s  para a posição final de 

a r m a z e n a m e n t o  de cada linha. 

C o l u n a s  associadas aos e l e m e n t o s  não 

nulos de cada linha. 

V a l o r e s  n u m é r i c o s  associados aos 

e l e m e n t o s  não nulos. 

O r i g i n a l m e n t e  contendo os  valores de A, 

c o m  as d e m a i s  posições dos fill-in's 

z e r a d a s ,  e p o s t e r i o r m e n t e  os  valores de U 

obtidos ao final da e l i m i n a ç ã o .  

A representação a d o t a d a  para a diagonal da m a t r i z  

originai A e de fatores D, se baseia n u m  a r m a z e n a m e n t o  denso 

m e d i a n t e  o seguinte vetor :  
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M a t r i z  D 

Contendo originalmente o s  valores 

digonais de A, e posteriormente o inverso 

dos valores de D ao final da eliminação. 

Algumas es tputuras  auxiliares adotadas ao longo de todo 

o tex to  nos diversos procedimentos apresentados são: 

N o n z  U 

dimensão 

N o p e r  U 

IUT Apontadores para a posição inicial de 
T 

armazenameisto de cada linha de U . 

IUTF Apontadores para a posição final de 
T armazenamento de cada linha de U . 

JUT Colunas associadas as posições não nulas 

de cada linha de UT. 

Indicando cada uma das linhas anter iores  

a s e r e m  subtraídas da linha base corrente 

e m  cada e tapa i do processo de fatoração. 

A p o n t a d o r e s  D ir iAmícos  d e  P o s i ç ã o  Inicial 

IUP Apontadores dinamicos para a posição 

inicial e m  cada linha a ser utilizada 

durante a eliminaçSio das linhas 

subseqüentes. 

Atualizados a cada e tapa básica i do 

processo de fatoração. 

L i s t a  S i m b b l i c a  de E n d e r e ç o s  

LSTADD L i s t a  simbblica dos endereces associados 

as posições de memdria dos elementos e m  

cada linha base de U a serem acessados 

ao longo de todo o processo de 

eliminação. 



L i s t a  S imból i ca  de Códigos  

LSTCOD L i s t a  de códigos, gie de algum tnodo 

caracterizem uma seqüência de operaçíres 

de ponto f lu tuan te  a s e r e m  efe tuadas  

durante  o processo de eliminação. 

Sendo posteriormente "interpretada" 

durante  alguma fase de decodificação, em 

proceditnentos especialmente construidos 

de modo a se aprovei ta r  das informações 

codificadas. 

V e t o r  de Traba lho  Expandido  

dimensão 

n W Vetor auxiliar expandido, contendo 

temporAriamente o s  valores numéricos na 

forma descompactada dos elementos de cada 

linha base do processo. 

Utilizado p a r a  se e f e t u a r  a acumulação 

das  contribuiç8es das  demais linhas sobre  

a linha base corrente .  

Sucessores na A r v o r e  de  El iminação  

dimensão 

n PARENT E s t r u t u r a  de sucessores  na á r v o r e  de 

eliminação associada a m a t r i z  de f a t o r e s .  

Indicando a ppimeira linha a depender 

necessiiariamente da eliminação prt-via da 

linha associada p a r a  poder ser eliminada. 



A c e s s o  
C o n t i g u o  

A c e s s o  
Linear 

A c e s s o  
Indireto 

A c e s s o  
Sequencial 

A l t e r n a t i v a  

árvore de 
E l i m i n a ç ã o  

A s s o c i a d o s  

A  tualizaçSo 

B a s e  

C B d i g o  

Acesso a 

memória. 

posiçí3es consecutivas de 

O mesmo que acesso contíguo ou sequencial 

Acesso de forma duplamente indexada aos 

elementos não nulos de uma dada linha. 

Acesso de forma linear contígua aos 

elementos não nulos de uma dada linha. 

Conjunto de instruçSes a s e r e m  seguidas 

de modo a se solucionar algum problema. 

O mesmo que procedimento ou algoritino 

Es t ru tura  determinante do nivel de 

parentesco e precedhcia e n t r e  as liiltsas: 

da matriz de  fa tores .  

O mesmo que f a t o r e s  ou elementos 

associados 

O mesmo que eliminação 

O mesmo que e tapa ou linha corrente 

Informação básica, suficiente Para 

caracterizar  uma operação ou conjunto 

de operaç8es. 



D e n s i d a d e  

E l e m e n t o s  

E l e m e n t o s  
A s s o c i a d o s  

E l i m i n a ç ã o  

E s p a r s i d a d e  

E t a p a  

V e r s ã o  i i n p l e m e n t a d a  a n í v e l  d e  um 

p r o g r a m a  o u  p r o c e d i m e n t o .  

O mesmo que base 

Medida do p e r c e n t u a l  de e l e m e n t o s  não 

n u l o s  de uma matriz. 

C o e f i c i e n t e s  nSo nulos de uma m a t r i z .  

O mesmo q u e  fatores a s s o c i a d o s  

P o s i ç ã o  de m e m d r i a  a s s o c i a d a  a u m  dado 

e l e m e n t o  na representação e s p a r s a  de uma 

m a t r i z .  

P r o c e s s o  de c a n c e l a m e n t o  d e  e l e m e n t o s  de 

modo a se l e v a r  a m a t r i z  original do 

s i s t e m a  à f o r m a  t r i a n g u l a r .  

C a r a c t e r í s t i c a  e s t ru tura l  d e  u m a  i n a t r i z ,  

n o r m a l m e n t e  e x p l o r a d a  na ppesença de 

poucos e l e m e n t o s  não n u l o s  a s e r e m  

a r m a z e n a d o s  ou o p e r a d o s  p o s t e r i o i * m e n t e .  

In fopmação  a nível apenas da dísposição 

e s p a c i a l  d o s  e l e m e n t o s  nLWo nulos de unia 

m a t r i z .  

F a s e  f u n d a m e n t a l  do processo de 

e l iminação ,  c o r r e s p o n d e n d o  ao Ioup m a i s  

externo na var iá ive l  i, o n d e  são g.epados 

os e l e m e n t o s  da i7ezima linha ou coluna 

da m a t r i z  d e  fatores. 

Fase Nunié . r ica  O mesmo q u e  f a t o r a q ã o  n u m é r i c a  

Fatoração O mesino q u e  e l i m i n a ç ã o  



Fatoraqão 
Numérica 

Fatoração 
Simbblica 

Fatores 
Associados 

Linear 

Linha B a s e  

Fase correspondente a geração dos valores 

num&ricos dos elementos da m a t r i z  de 

fa tores .  

Fase correspondente a determinação da 

posição e s t ru tu ra l  dos f a t o r e s  de U. 

Elementos na linha base, correspondentes 

as m e s m a s  colunas de elementos de ou t ras  

linhas a s e r e m  subtraidas destes. 

Elemento não nulo introduzido ao longo do 

processo de eliminação, e m  decorrencia da 

combinação escalar de linhas prévias com 

a linha base de cada etapa. 

Variável básica do processo de 

eliminação, associada ao loop mais 

externo, indicando a linha ou coluna da 

m a t r i z  de f a t o r e s  a ser gerada a cada 

etapa. 

Variável associada ao Zoop mais interno 

do processo de eliminação, correspondendo 

a posição dos elementos nClo nulos de cada 

uma das linhas anter iores  sendo 

subtraidas da linha base corrente. 

Variável associada ao Zoop intermedihrio 

do processo de eliminação, varrendo a 

e s t r u t u r a  da m a t r i z  uT, de modo a se 

determinar quais linhas anter iores  

sub t ra i r  da linha base corrente. 

O mesmo que acesso se@encial ou contiguo 

O mesmo que linha corrente  



Linha Corrente L i n h a  c o r P e s p o n d e n t e  a C'ezima e t a p a  d o  

processo de e l i m i n a ç ã o  a ser operada d e  

modo a se o b t e r e m  os fatores associados. 

Método 

Nu~drica 

Operação 

Overhead 

O mesmo q u e  a l g o r i t m o  

O mesmo q u e  fase ou fatoração n u n i e r i c a  

Normalmente  uma  s e q ü ê n c i a  de o p e r a ç õ e s  

de ponto f l u t u a n t e  da f o r m a  a IT b + c. 

Dispend io  adicional de recursos 

c o n i p u t a c i o n a i s ,  a d v i n d o  de a l g u m a  

i n e f i c i i s n c i a  a nível de implen ien tação .  

Procedimento O mesmo q u e  a l g o r i t m o  

T Processo F a t o r a ç G o  da m a t r i z  A na f o r m a  U D U. 

Programa C o n j u n t o  de i n s t r u ç B e s  a s e r e m  efetuadas 

sobre e s t r u t u r a s  d e  dados .  

C o d i f i c a ç ã o  e m  a l g u m a  l inguagem d e  a l t o  

n f v e l  de uma s e q u e n c i a  de instruções 

visando a i m p l e m e n t a ç ã o  de um a l g o r i t m o .  

Representação O mesmo q u e  e s t ru tu ra  de a P m a z e n a m e n t o  

Segmentada 

Seqüencial 

Seqüencial 
Segmentada 

E s t r u t u r a  de a r m a z e n a m e n t o  na qual os 

e l e m e n t o s  não nulos das linhas de u m a  

m a t r i z  são a r m a z e n a d o s  e m  posições 

c o n t í g u a s  e m  cada linha, com as posições 

inicial e final de linhas c o n s e c u t i v a s  

não n e c e s s g r i a m e n t e  contíguas. 

O mesmo que c o n t i g u o  

O mesmo que estrutura s e g m e n t a d a  



Simbólica Inf urmação auxiliar com objetivo de 

tornar mais eficiente a fase xrum&rica 

da fakoração. 
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