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Neste trabalho =8o apresentadas novas metodologias
baseadas no uso de pré-processamento simbdélico dedicado a
resolugdo eficiente de sistemas lineares esparsos com

estrutura estAtica.

A classe de matrizes e aplicagBes para as quais os
métodos apresentadoz =8o voltados engloba as matrizes
simétricas definidas pogitivas e aplicagBes onde sucessivas
refatoragfes de matrizes com a mesma disposig8io estrutural de

elementos ndo nulos s3do efetuadas aoc longo do processo.

Nestes casos, mediante a introdugdo de uma fase auxiliar
de pré-processament.o simbélico, em que uma anadlise estrutural
de toda a etapa de solug8o para cada matriz a ser fatorada é
efetuada préviamente uma dnica vez, consegue-ze {(de posse de
alzuma forma de informacg8o obtida como sub-produto desta
fase), elevar-se o desempenho final da fase numérica de
solugio em gue repetidas refatoragSes tendo por base os novos

esquemas propostos sZo efetivamente realizadas.
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Duas formas de metodologias s8o consideradas neste
trabalho: Abordagens hibridas por "janelas de processamento®
e abordagens fundamentalmente simbdlicas, bazseadas nas
informagBes obtidas a partir da Arvore de eliminagd3o e do
grau de "parentesco” entre as linhas contribuintes em cada

etapa do processo de eliminagS8o.

No primeiro caso diversos niveis de Jjanelas s30
estabelecidos, tendo por base padre=s tipicamente
encontraveis durante a fatoragdo de matrizes esparsas, indo

desde sub-matrizes diagonais, até o cazo completament.e denso.

Na segunda abordagem, wuma anélise mais elaborada de
padrdes comuns ¢ efetuada, tendo por objetivo a compactagio
do volume de informag8o simbdélica a ser utilizada

definitivamente na fase numérica da solug3o.

Para tal, um reordenamento dinAmico das contribuiges a
serem adicionadas em cada etapa do processo ¢ proposto neste
trabalho, tomando-se como base a natureza estruturalmente
aditiva das contribuigBes de descendentes de wum mesmo nod

ancestral.
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In this work new methodologies based on the use of
symbolic pre-processing dedicated +to the efficient. solution

of gsparse linear systems with static structure are presented.

The class of matrices and applications for which the
presented methods are addressed comprise the symmetric
positive~definite matrices and applications where successive
refactorizations of matrices with the same structural pattern

of non zero elements take place along the process.

In this cases, with the aid of the introduction of an
auxiliary rhase of symbolic pre-processing, where a
structural analysis of the hole =solution stage for each
matrix to be factored i= done previously a single time, one
arrives <(with the knowledge of some sort of information
obtained as a sub-product of this phased, to an increase in
the final performance of the numerical solution phase where
repeated refactorizations taking for basis the new schemes

proposed are effectively done.



Two forms of methodologies are considered in this work:
Hybrid approaches by “processing windows" and truly symbolic
approaches, based on the information obtained from the
elimination tree and the degree of ‘“relationship" between the

contributing lines at each stage of the elimination process.

In the first case =smeveral levels of windows are
established, taking for basiz patterns typically obtainable
during the factorization of sparse matrices, going from

diagonal sub-matrices to completely dense ones.

In the s=second approach, a more elaborate analysis of
common patterns i= done, taking for objective the compaction
of the symbolic information wvolume to be definitively used in

the numerical phase of the solution.

For that, a dynamic reordering of the contributions +to
be added at each stage of the process is proposed in this
work, taking for bawmiz the structurally additive nature of

contributions from descendants from a same ancestral node.
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Capitulo I

INTRODUCAO

Este trabalho trata sobre técnicas para a resolugHo
eficiente de sistemas lineares esparsos em arquiteturas
escalares convencionais via a utilizagio de métodos diretos
para a fatoragdo da matriz do sistema.

Em meados dos anos 90, poderia-se perguntar o gque =Se
egperaria alcangar de novo, em um tema um tanto ja explorado
na literatura ac longo das Gltimas duas décadas.

Com o constante desenvolvimento de novas arquiteturas de
computadores como az do tipo paralelo ou vetorial, a atengdo
da literatura, a partir de meados dos anos 80, passou a =e
voltar quase gque exclugsivamente para a implementagdo de
métodoz de solugio esparsa nas novas maguinas de maior
desempenho computacional.

A motivagfio para esta tese veio justamente do fato de
haver se deixado de lade uma aArea que ainda poderia =e
mostrar fértil, independentemente dos avangos alcangados com
a supercomputagdo.

A idéia basica gque mot.ivou este trabalho, foi
apresentada pela primeira vez no inicio dos anos 70 em [G14],
e pelo que se pode atribuir a uma fatalidade do destino,
acabou fadada ao esqueciment.o alguns anos depois,
simplesmente porque na é&época n3o =e dispunha de aparatos
computacionais suficientemente poderosos, que pudessem
viabilizar a plena utilizagSic do método para problemas de
grande porte.

Independentemente deste fato, a Area de esparsidade
continuocu inexoravelmente a se desenvolver num ritmo cada vez
mais elevado, a ponto de com os aprimoramentos sucessivos
pelos gquaiz os métodos tradicionaiz de =olugdo passaram ao
longo dos anos, o =eu desempenho nas novas arquiteturas se
aproximar ou até mesmo superar a idéia original de Gustavson
que havia sido deslumbrada tendo em mente apenas as
arquiteturas escalares convencionais da época.

Nesta classe particular de arquiteturas no entanto, o
método de Gustavson permanece imbativel por ser tedricamente

a abordagem mais livre de owverheads de implementagfo possivel
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uma vez que o codigo produzido & do tipo loop—free ou seja
linear, sem qualquer lago de desvio, variadveis auxiliares,
acessos do tipo indireto a memdria, etca..l.

Poderia-se portanto perguntar o porgue de até hoje nSo
mais se utilizar um método supostamente o mais eficiente para
uma certa classe de arquiteturas, e a razdo ¢ simplesmente
porque para alcangar este elevado desempenho, o método acaba
por dispender um exacerbado volume de espago de armazenamento
na forma de linhas de cddigo “dedicado™ gerado.

Tal fato poderia ser amenizado nos diaz atuais, em que
magquinas com Giga bytes de mémoria viabilizariam a
implementagio do método para uma boa parcela dos problemas
esparsos de pequeno a meédio porte atuais.

Contudo, o maior problema com relagdo a implementagio
plena das idéias de Gustavson nas madquinas de hoje (com maior
disponibilidade de recurso=, ¢ que guase todas se baselam
nas novas argquiteturas de alto desempenho do tipo paralelo ou
vetorial, e para as gquais o método original de Gustavson
sabidamente ndo & adequado.

Toda esta breve discussic serve para ilustrar no
entanto, o dilema classico "desempenho computacional” versus
"recursos de armazenamento” dispendidos, e pelo qual a area
de =oluglco de sistemas lineares esparsos inexoravelmente &
obrigada a passar, cada vez qug =e introduzem novas
arquiteturas ou =me formulam novos métodos de solugdo (o que
sera um pouco mais detalhado na segdo 1.2,

O ponto gue deu origem a este ULrabalho foi exatamente a
expectativa de poder =e encontrar uma nova metodologia para a
rezolugBio de sistemas lineares esparsos, que tivesse um
desempenho o mais préximo possivel de uma abordagem como a de
G141, mas que mantivessze em nivels aceitiveis oz requisitos
de espago de armazenamento e de codigo.

Uma primeira abordagem para este problema teve inicico em
IA8]1, no gual =e chegou ac gque se poderia denominar “'métodos
hibridos" baseados em "janelas de processamento”, e que serdo
apresentados no capitule IIIL

O presente trabalho portanto ¢ uma extensS3o direta de
[AB], sem gque uma nova abordagem ainda mais eficaz para o
problema ¢ apresentada.

Ezta nova metodologia possui um carater bem mais
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genérico do que as abordagem hibridas propostas
anteriormente, & ¢ fundamentada em sdélidos conceitos, como a
exploragiio da Arvore de caminhos de eliminagic, © que =era
visto em detalhes a partir do capitule IV onde =e apresentam
todas as ferramentas conceituais auxiliares utilizadas pelo
novo método.

No presente capitulo serd conceituado o problema de
reszolugiio de sistemas lineares com estrutura estatica a ser
abordado ac longo de todo o trabalho, bem como as restrigBes
de natureza computacional impostas pelo cardter esparsoe do
problema.

Uma breve aprezentagfo da evolugSo histdérica dos métodos
diretos de solugfio segue-ze ao final deste capitulo, de modo
a melhor situar o leitor em face aos corescentes avangos
sofridos  pela area de espargsidade ao longoe das dlbtimas
décadas.

No capitulo II s#o descritas todas as etapas de uma
abordagem convencional para a fatoragZo de matrizes via
métodos baseados em “vetores de trabalho expandidos'. Entre
as fases detalhadas encontram-se a de ordenamento visando a
reduciio de Fill-in’s, a obtengfio da estrutura simbdlica da
matriz de fatores, e as poassiveizs alternativas para a fase de
geragio numérica da matriz de fatores resultantes.

As  estruturas de dados bAsicas necessarias para o
armazenamento das matrizes esparsas Jd{original e resultante
apds o processo de fatoragfiod também =sS3o apresentadas neste
capitulo e complementarmente no apéndice A.

No capitulo III inicialmente s3c langadas as primeiras
idéiaz tendo em vista o aumento da eficiéncia da fase
numérica de solugSo a =er explorada em detalhes nas segles
subseqilentes, concentrando-se na apresentagio da formulagfo
original de Gustavson [G14]1 e uma particularizagio mais
econdmica (sob o ponto de vista de espagod desta técnica,
voltada para o caso completamente denso.

Neste mesmo capitulo, =50 introduzidas as abordagens

propostas em [AB8l, como os métodos baseados em ‘“listas
simbdélicas de enderegos', e a metodologia “hibrida por
Janelas*', englobando todas as abordagens anteriores,

incluindo também a explorag8o de »supernodes”™ {(not.adamente

presentes em problemas tipicos de Programagdo Linear wvia
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Mét.odos de pontos Interiores como em [A11, IM1ID.

No capitulo IV finalmente se apresenta o© novo método
simbélico proposto, baseado no uso das informagBes sobre o
"parentesco” das diversas contribuigSes a serem adicionadas a
linha corrente da matriz de fatores sendo gerada.

Inicialmente os conceitos fundamentais como a Arvore de
caminhos de eliminagic e a motivag8o computacional para o
novo método sio apresentados.

A seguir, uma breve descrigio da nova metodologia é
introduzida, deixando-se para as segfes subseqlientes a
formulag3do mais detalhada das opgBes de reordenamento
dinadmico das contribuigBies visando a redugdc do volume de
informagic a ser c¢odificada para a descrigiio de toda a
seqliéncia de operagbes da fase numérica de solugdo.

No capitulo v s80 apresentados alguns resultados
comput.acionaiz preliminares da implementag8o de algumas das
novas técnicas propostas, comparando o seu desempenho com ©
de implementagBes consagradas na literatura tomandoe como
base problemas da NETLIB 1G441, extraidos de aplicagfes na
area de Programagfo Linear wvia métodos de Pontos Interiores).

Seguem-se as conclusSes preliminares do presente
trabalho, bem como o=z apéndices, no qual & formalizada toda a
notacio de vetores, apontadores e estruturas de dados basicas
utilizadas na representagiio e fatoraglSio de matrizes esparsas

ao longo de todo o texto.



I.1 Conceituagio do problema

O problema a ser abordade neste trabalho ¢ o da solugdo

de sistemas de sguagles algébricas lineares da forma:

CL.1> A x =Db

n X N . s
& esparsa, Simdétrica

onde a matriz de coeficientes A = R
e definida positiva, o wvetor solugdo x < R" e o wvetor lado
direito b = R".

As abordagens existentes na literatura para a soluglio de
sistemas de equagBes algébricazs Ilineares dividem—se em dois

grandes grupos:

& Métodos diretos

& Métodos iterativos

No presente trabalho, apenas os métodos diretos baseados
na fatoragHo u'D U da matriz de coeficientes serdo
considerados. (Para maiores referéncias nas abordagens por
métodos iterativos, o leitor ¢ reportado A [A1l1, [Bi11, [ID3]1,
I6381, G401, [K2), [031, [051, P61, [T15]1, IV61 = [Y3D.

A solug8o por meios diretos & baseada em algumas
proprieda&es elementares sobre os sistemas de equagles
algébricas lineares, podendo-=se tomar COmo referéncias
basicas [G391, [D5O1, IF1l, [D511 ¢ IGSL

Seguem~se portanto algumas daz principais propriedades

{apenas enumeradas, sem dgualquer comprovagdo formald:

Propriedade L.1Cad
A solugilo de um sistema de equacbes lineares ndo se
altera gquando se multiplica todos os coeficientes de uma dada

linha do sistema por uma constante real escalar n8o nula.

Propriedade L1<(b>

A solugfo de um sistema de equacdes lineares ndo se
altera guando se adicionam ou subtraem duas egquagdes
(coeficiente a coeficiente), substituindo—-se uma delas pela

rova egquacdo assim obtida.

Propriedade Li1<{cD
A solugcdio de um sistema de equagles lineares nfdo se
altera gquando se permutam duas ou mais linhas de wum mesmo

sistema entre st.



Propriedade L1€{d)>

A solug8o de um sistema de egquagdes lineares altera—-se
apenas a nivel de uma permutacdo de indices das variduveils
da solucdo, gquando se permutam duas ou mais colunas

associadas ao mesmo sistema entre sit.

Propriedade 1.1Ce)
Um sistema cuja mairiz de coeficientes & real, simeéirica

e definida posttiva, admite apenas uma tnica solugdo real.

Propriedade I.1(f>

Uma matriz siméirica definida positiva admite uma
decomposiciio unica na jforma u'D U, com matrizes U e R" * "
da forma trigngular superior com diagonal unitdria e

D e R

N da forma diagonal.

Propriedade L1{g>

Uma matriz simétrica definida positiva admite wmna
decomposicldo U'D U intrinsecamente estavel, dispensando deste
modo o pivoteamento em valor numérice duranie o processo de

eliminac8o de varidveis visandoc a sua fatoraclo.

A esséncia doz métodos diretos de solugdo consiste em =e
chegar a solugdoc do sistema  (L.1> mediante sucessivas
aplicagBes de operagles de multiplicagBoc das linhas  por
conastantes escalares e adigBes de duas linhas do mesmo
sistema, de modo =e¢ a transformar o sistema original numa
forma que viabilize a determinagfSo do wvetor solugdo x dque
satisfaz ao sistema originald.

A forma gque normalmente se adota para tal, € levar a
matriz de coeficientes a forma tiriangular Jd{inferior ou
superior), onde uma matriz U na forma triangular superior d{ou
U’ na forma triangular inferior> ¢ assumida como uma matriz
que contenha todos os elementos da diagonal unitéarios, e
todos o= elementos abaixoe da diagonal nulos no caso
triangular superior {ou o extremo oposto no caso inferiord.

Uma vez transformado o sistema original em um sistema na

forma triangular superior {com diagonal unitariaX

{L.2> U x =y
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a solugdo x pode ser facilmente ocbhtida componente a
componente, mediante uma etapa de “retro-substituigdo” de
variaveis, pois da ultima equag3o de (1.2 se obtém x = Yo
e dal para adiante, pode-se substituir o wvalor de x  na
equagdo n-1 e com isso determinar-se x4 De posse do wvalor

destas variaveis, substituindo-as na eguag8o n-z obtem-s=e o

valor de X o € assim sucessivamente, até se determinar o
valor de x -

O que nio ira se demonstrar formalmente neste trabalho
reportando-ze a [G3921, [D50I, IGH5l, ¢ gque a matriz U de L2D
e sua transposta u” correspondem as matrizes triangulares com
diagonal unitaria, gque univocamente determinam a decomposigSo
da matriz A do sistema original, na forma UTD U, com D uma

matriz da forma diagonal.

A luz desta nova interpretagfo, podem ser enumeradas

as seguintes etapas baAsicas para o processco de solugio:

¢ Determinar matrizes U e D que fatorem a matriz A

original, na forma u'D U

¢ De posse dozs fatores da decomposigio, obter o
vetor solugfio x mediante solug8o dos seguintes

sub~problemas:

<L.3> Utz = Cforward)
<I.4> Dy =2 ’
{1.5> U x = {(backward>

O presente trabalho ird concentrar-se exclusivamente na
etapa de fatoragdc da matriz do sistema, uma vez que as
etapasz subseqientes de retro-substituig8o mesmo no caso de
sistemas esparsos, ndo oferecerem maiores dificuldades de
natureza comput.acional a nivel de implementagio em
arquiteturas escalares convencionais.

A idéia baAsmica do método de fatoragiio matricial,
conhecido na literatura muitas vezZes como método de
eliminag8c Gaussiana [G391 (para o cazo mais geral em que a
matriz A ¢é a priori considerada assimétricad, ou método de
Cholesky [F11 <(no casc de uma fatoraglo da forma L LY ao

invés de u" DU conhecido comao eliminagao de Gauss
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simétrica), ¢ simplesmente ir =me levande gradativamente a
matriz original A até a forma u, mediante repetidas
aplicagSes das propriedades béasicas Li¢a) e Li{b) de modo a

ze anular oz coeficientes dese jados.

Para tal existem 3 alternativas possiveis de atualizagso
<com a forma de acesso aos elementos de A e de geragio dos

fatores de U ilustradas nas figuras correspondentesd:

Alternativa L1<CAD> Atualizacio por colunas

& A cada etapa i do pProcesso, anular o=
elementos & esquerda da diagonal, da i’ezima
linha mediante a subtracic de mialtiplos escalares
das linhas anteriores atualizando-ze desta forma
a porglo acima da diagonal na ezima coluna,
por operagtes da forma:

para i de z até n

para k de 1 até i-1

u <« a
k,i I, 4 ak,k

para j de k+1 até i

[«3 <« - . Xk qa .
iL i ki k,i

~

fig I<1D> - Atualizagico por colunas

Alternativa L1(B) AtualizacSo0 por linhas

® A cada etapa i do pProcesso, anular o=
elementos A esquerda da diagonal, na i’ezima
linha mediante a subtragSc de maltiplos escalares
das linhas anteriores atualizando-se desta forma
a porgio a direita da diagonal na i’ezima linha,
por operacgfes da forma:
para i de z até n

para k de 1 até i

u
ki € YN 7 Y

para j de i até n

a. .« a - u * a
i, L ki k,j



ol

fig I(2> - Atualizag8o por linhas

Alternativa L1<C) Atualizacfio por submatrizes

® A cada etapa k do processo, anulaxr os
elementos abaixo da diagonal na kezima coluna
mediante a =subtragio de mualtiplos  escalares
da kezima linha das demais linhas= abaixo
desta, atualizando-se desta forma a sub-matriz

até e por

definida a partir de o
k+d,k+1 n,n

operagtes da forma:

para k de i até n-1
para i de k+1 até n

(7 « a /7 a
k,i k,i L,k

para j de i até n
a . eca - u ¥k a

fig I(3> ~ Atualizacio por submatrizes

Em todos os processos de atualizagiio acima utilizou-se o
fato da matriz original ser simétrica, confinando-se as
operagiies apenas sobre os elementos da porgd3o triangular
superior gque ao final do processo acabard contendo os fatores
[T I {obtidos=s =implesmente reescrevendo-se oS valores

i,
originais a, . ao final de cada etapad.

O progésso completo de eliminagSo serd visto em detalhes
no capitule 1II, e por ora omitiu-se detalhes visando uma
maior eficiéncia computacional, COMo por exemplo a
normalizagio dos elementos diagonais {(armazenando-se em  sSeu
lugar o inverso dos valores obtidos ao final de cada etapa e
gque acabarfic sendo necessarios durante a fase (142 de
retro-substituigSes).

Até o momento s apresentaram alternativas e
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propriedades geraizs, validaz para sistemas Jlineares cu ja
matriz de coeficientes =eja simétrica e definida positiva,
sem se explorar qualgquer outro padr3c estrutural da mesma.

O presente trabalho se concentra na solugdo de sistemas
cuja matriz de coeficientes além das propriedades anteriores,
possuli um percentual pequeno de elementos nio nulos, se
comparado com o namero total de coeficientezs de uma matriz
completamente ‘cheia” <ou seja, com todos oz elementos
distintos de =zerod.

Taizs sistemas s8o denominados “esparsos", em oposigdo
aox =istemas tratados como 'densozs" donde n3oc se procura
explorar qualgquer aspecto de eficiéncia computacional do
padrio estrutural de elementos nSoc nulos gque porventura
existam na matriz original ou na de fatores resultantesd.

Seguem—ze portanto algumas definiges, acrescidas de

um breve comentarioco sobre o "“"conceito"” de esparsidade.

Definig3o L1{1D Densidade de uma matriz

De fine—-se como densidade p de uma matriz de dimensdo n,
a razfo entre o seu numerc total de elementos ndo nulos

S s 2 g
dividide por n (correspondende esta wlitima grandeza, o

numero total de elementos de uma matriz de mesma dimens&o nd.

Definigdc L1(22 Matriz Completamente Esparsa
De fine—-se uma matriz como completamente esparsa’ ou
“diaggonal”, gquandoe apenas os elementos da sua diagonal sdo

distintos de =zero.

Definig3o L1{(3> Matriz Esparsa

De fine-se uma maitriz como ’esparsa’, guando a densidade
desta & inferior a um certo perceniual, aceito como
relativamente baixo (na maioria dos casos inferior a 17,
podendo em funcdo da dimensdo da matriz, tolerar—-se

prercentuats de densidade mais elevados ou reduzidos).

Definigio Li{4> Matriz Quase Densa
De fine-se uma maitriz como quase densag’”, guando a

densidade desta & superior a um certo perceniual, aceito como
relativamente elevado (na maioria dos casos superior a oo,
podendo em funcdo da sua dimensdo, tolerar—se percentuais de

densidade mais reduzidos ou elevados).
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Definicao L1452 Matriz Completamente Densa
De fine—se uma matriz como Ydensa’, completamente densa”’
ou cheia”’, quandeo a densidade desta € de 100 (ou seja todos

o5 seus elementos s&o distintos de zerol.

Um breve comentiric sobre a interpretagio das definigfes
acima faz-se necessario, uma vez gque o© carater “esparso” ou
“denzso” de um siztema, € na verdade uma questi3o gue depende
intimamente da forma de representagic e armazenamento do
mesmo, bem como da possivel exploragio destas caracteristicas
visando a redugdc de algum outro aspecto de natureza
comput.acional, como por exemple o tempo de computaglio ou o
nimero de operagdes aritméticas efetuadas.

Em principio uma matriz n3o pode ser congiderada a
priori como denza ou esparsa por si 6. A forma como ela seré
tratada e armazenada é que ditara qual da= duas
caracteristicas sera plenamente explorada.

As=im, é possivel ter uma matriz tedricamente
considerada "esparsza" {(segundc um certo padrioc de densidade
reduzidad, porém armazenada e encarada para fin=
computacionais, como se todos o3 seus elementos fossem
distintos de =zero. Neste caso, o carater esparso n3o estara
sendo explorado, e para fins computacionais, a matriz em
questic acabara sendo tratada como “‘densa'.

Do mesmo modo, uma matriz tida como "quase densa" por
algum padrio, pode ser encarada para fins computacionais e de
armazenamento, como “"completamente densa” ou “esparsa'.

Até mesmo o que se poderia considerar a priori como n3o
cogitavel, como representar uma matriz “completamente densa®
{ou uma porgao destald, como “esparsa'" pode vir a ocorrer com
freqiéncia em certas aplicagBes como a fatoragio de matrizes
encontradas na solugio de problemas de Programag8o Linear via
Algoritmos de Pontos Interiores, como em [Ail
] Percebe-se portanto gue o conceito de esparsidade’ esitd
intimamente ligade & natureza computacional do processo de
eliminagfo.

Desta forma, passaremos a considerar apenas abordagens
esparsas para o) processo de solugio, pelo fato da
implementagfo de técnicas para o© processamento de matrizes

densas em arquiteturas escalares convencionais, ser
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relativamente trivial e amplamente estudado na literatura,
como em [G391, [F11, [F21, [G16).
0 problema da fatoracgfSo esparsa esta diretamente ligado

portanto a dois fatores determinantes do éxito de uma

implementagao:
# Estrutura de armazenamento
® Metodologia de =olugio

- Numa abordagem esparsa, objetiva-se dispender o menor
espaco de armazenamento possivel, de modo a permitir que a
solucdo de sistemas de porte elevado permanega vidvel, em
Face as limitagdes de memdria real” da arquiletura onde o

método serd implementado.

] Do mesmoe modo, objetiva—se dispender ¢ menor esforgo
computacional possivel, de modo a permitir que a solugdo de
sistemas de porte elevado permanega viduel, em face as

limitacfes de tempo mdximoe de CPU disponivel.

Percebe-se que ambos o= ob jetivos convergem
complementarmente para um mesmo ponto, gual seja o da maxima
eficidéncia computacional, medida a nivel dos recursos de
armazenamento e tempo de CPU dispendidos.

Fica claro portanto, gue uma imensa gama de metodologias
e implementagSes podem ser adotadas para o mesmo problema,
privilegiando-se de alguma forma um dos recursos basico= como
redugdo de meméria ou tempo de CPU.

E objetivo desta tese, "varrer” de uma forma um tanto
quantce sistematica {(sem se tornar exaustivad, algum dos
“eixos coordenados" definidos pelas duas vertentes de
eficiéncia apresentadas e uma parcela intermedidria do espago
de implementagles procurando-se um balanceamento de recursos.

A luz desta forma de abordagem, apresent.am-se
carateristicas inerentes aos sistemas esparsos, e passiveis
de exploragio por algumas das abordagens a serem consideradas

neste trabalho.

Caracteristica 1.1lal

Numa abordagem esparsa para a representagio de matrizes
ou vetores, apenas os seus elementos ndo nulos precisam ser

explicitamente armazenados.
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Caracteristica LiIbl
Numa abordagem esparsa para o processo de adigcdo ou
multiplicacfdo de matrizes (ou vetores por escalares), apenas

as operacfes sobre os elementos ndo nulos precisam ser

explicttamente efetuadas.

Un método de eliminaglo atende aos requisitos eficidéncia
de modoe a ser considerado como uma abordagem "tipicamente
esparsa’” para o problema, guando ambas as caracteristicas
Lilal e I.1Ibl =3o exploradas concomitantemente.

Tal fato se da pelo fato do dnus computacional (nho caso
de alguma destas caracteristicas nSo serem integralmente
exploradas? ser na maioria das vezes intoleravel.

Tais questies, serido ob jeto de uma  analise mais
criteriosa na segfo L2, de modo gque nos concentraremos a
partir de agora, até o final desta seglBco em justificar o
porgque da "fama" de um tanto qguanto high-tech” e cercada de
"mistério"” ser encarada a Area de esparsidade, por parte dos
"ndo iniciados", desde oz primdérdios da solug8o direta de
mist.ema lineares de grande porte até oz diag atuais.

Grande parte desta "fama" advém da maior complexidade
computacional dos cddigos de eliminagSo {0 que sera visto no
capitulo II>, das diversas alternativas para “balanceamento”
dos recursos dispendidos d(apresentadas ao longo de todo este
trabalho?, e da existéncia de alguns problemas  basicos
inerentes apenas az abordagens esparsas para o processo de
eliminagdo (a serem analisados em detalhe no capitulo II).

Un dos problemas baAsicos (e que sera amplamente
apresentado na wsegd3ic II.4) é o de sme efetuar a soma de 2
vetores contendo alguma forma de representagio esparsa para
os ceoeficientes n3o nulos das linhas a eles associados.

Tal problema corresponde a etapa de combinagfo linear de
Z linhas de modo a se anular algum dos coeficientes de uma
das eguagfes, consistindo na exploragdc da propriedade basica
I1<b>.

Diferentes alternativas, procurando minimizar o overhead
adicional de espago de armazenamento ou de tempo de CPU {com
um menor numerc dde operagiies adicionais de indexagdo) s3o

poassiveis, e serSo apresentados no capitulo II.

A forma maizs eficiente com gue se puder implementar esta
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etapa basica do processo de eliminag8oc =erd na maioria das
vezes a determinante para o éxito global do método, visto ser
a etapa de combinag3o linear de vetores esparsos, a etapa
mais central do processo, correspondendo ao loop mais interno
de todas as alternativas I.1CAD, I.1(B> ou L1<CH
apresentadas.

Outra caracteristica associada a implementagBes esparsas
para o processo de eliminag3o (e gque serad vista em detalhes
na segaoc IL2), advém da seguinte indagagfio a que =e poderia
chegar, apds uma minuciosa observagio da forma pela a qual se
processam as combinagfes lineares de linhas representadas num

formatoc esparso:

- Seria possivel se reduzir o esforgo computacional quer o
ntfvel do espage total de armazenamente ocu do nttmero de
operacles aritméticas efetuadas sobre elementos ndoc nulos,
mediante alguma forma de permutaglio de linhas ou colunas
aplicadas sobre a mailriz original do sistema ou durante o

processo de soluglo ¥

A resposta a esta indagagdo & afirmativa na grande
madoria dos casos, pois normalmente a disposig3o estrutural
de elementozs n3o nulos de um sistema, na forma em que ele
originalmente ¢ formulado, n3o leva em conta a natureza
egsparsa dJdo processo de sua solugd3o, o gque da margem a que
mediante operagBes de permutagSo de linhas/colunas {(que pelas
propriedades Li€c)? e Li4d) nSo alteram a solugSoc do
sistema, a menos de uma permutacg8c dos indices das
variaveisd, se conziga obter uma redugio do esforgo
comput.acional como do espago de armazenamento necessarico para
representagio da matriz de fatores resultante (e
concomitantemente, do niamero +total de operagdes aritméticas
necessarias para se completar o processo de eliminagSo como
um t.odol.

Este problema de reordenament.o das equagles, vem
recebendo enorme atengdo na literatura desde a sua
revolucionaria introdugio no artigo apresentado por Tinney
IT2]1 no final da década de 60.

O problema de reordenamento estid intimamente ligado a um
novo conceito, inerente aos métodos de eliminagSoc esparsa,

qual seja o da criagdo de "novos" elementos nd3oc nulos ao
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longo das etapas do processo de eliminagSo. Tais elementos
receberam um nome especial na literatura, raz3o pela qual

serdo apresentados na forma da definigSc abaixo.

Definicio LiC6) Fill-In

De fine—se por Yelemento de {fill-in”, ou doravante ao
longo do texto simplesmente por »fRl-in”, a um novo elemento
ndo nulo criado durante o© processo de combinacdo linear

esparsa de 2 vetores explorando—se a propriedade I.x(b).

A luz desta nova definigio, percebe-ze gque métodos de
reordenamento gue visem uma redugloc da criaglo de elementos
de  Ffill-in =Ho Sempre dese javeis, trazendo consigo um

beneficio "duplo™:

L Com a redugdo de fill-in's, consegue—-se ndo s6 uma
reduco no espaco fFinal de armazenamento, como tambem uma
reduclo do esforgo total de computagdo a nivel de operacSes
aritmeticas, uma vez gque evitando-se a criacidce de novos
elementoes durante o processe, evita—se também a propagacdo
das operagfes aritméticas sobre os mesmos e gue seriam
necessdarias caso estes elementos passassem a assumir um valor

ndo nulo, a partir de alguma elapa do processo de eliminacio.

Um critério analoge ao da redugSo de fFill-in’s é o da
redugdic do esforgo computacional, ou seja das operagles
aritméticas efetuadas para a eliminagso de um dado
coeficiente, ezcolhendo-se como candidat.o a sofrer a
eliminagio a cada etapa, aguele em gque o processo de
combinagfes lineares com as demais equacies vi=sando
elimina-lo, resultar no menor nimero de operagtes sobre
element.os nfo nulos possivel.

Este na vardade foi o primeiro critério de
reordenamento, originalmente proposto por Markowitz [M31,
para o caso de matrizes assimétricas.

No aqaso simétrico o coritério de Markowitz acaba
fornecendo o coritério mais conmagrade na literatura <o
mintmum degreel, e introduzido independentemente por Tinney
IT21.

Até o presente momento, percebe-se nitidamente a

presenga de duas fases distintaz do processo de eliminagio
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ezparsa: O reordenamento prévio das linhas/colunas da matriz
original, e o processamento das combinag@es lineares entre as
linhas do sistema, de modo a =e anular alguns dos
coeficientes, levando o sistema a forma triangular superior.

Uma complicagioe de natureza computacional, advém <{no
caso de wum tratamento esparsce para a eliminag3o’, em
decorréncia do efeito que se convencionou  chamar por
“propagagdo doz Fill-in’s'.

A complicagdio advém do fato, da criag8o de §Fll-in’s ser
um processo cumulativoe de uma etapa para outra do processo
{ou seja os novos elementos de Fill-in introduzidos numa
et.apa, acabarem sendo responsaveis pela criag8c de novos
elementos de Fill-in nas etapas subseqientes da eliminag3o,
e assim por diante, até o final do processol.

Em face desta natureza “"cumulativa, uma primeira
abordagem para o processo de eliminagSio esparsa pode ser
bazeada num tratamento “dinamico" dos Fill-ir’s a cada etapa,
o que sem davida acarreta perdas na eficiéncia global da
implementagloc , poizs as estruturas finais de cada linha da
matriz de fatores resultante, =06 estariam disponiveis ao
final do processo, e alguma forma de alocagdo dinAmica de
espago {(como inser=3oc em listas encadeadas), acabaria sendo
necesgsaria, contribuindo assim com um overhead significativo
em termos de tempo de processamento adicional.

Visando contornar esta situagfSo, a partir do inicic dos
anos 80 com os trabalhos de [G3]1, passou-se a considerar a
adogiio de uma nova fase auxiliar no processo de eliminagdo.

Tal fase recebsu o nome de "fatoraglo simbdlica™, em
contraste com a fase de “fatoragfo numérica’” {onde de fato =e
processam as operagfes aritméticas da eliminagSc), com a
dnica diferenga em relagio as fatoragles numéricas
convencionais, de n3o se processar dindmicamente a coriagdo
dos Ffill-in’s, assumindo-se gue a posigdo estrutural dos
mesmos em cada linha da matriz de fatores resultantes, tenha
zido prevista e determinada a priori, em alguma fase
anterior, do processo.

Ou meja o que a etapa de fatoragioc simbdlica produz, &
na verdade uma “simulag8o estrutural” do processo de
eliminaglo, retornando a estrutura d(simbélicad da matriz de

fatores resultante, Ja incluindo os novos aelementos
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introduzidos em decorréncia da criaglio de fill-in's.

De posse da informag8o simbdlica dos fatores, o processo
de combinagdco linear de vetores armazenados na forma esparsa,
pode ser simplificade, e tornado mais eficiente, dispensando
gqualquer forma de “varredura" ou insergdo em listas
encadeadas (e que por conter operagfes de acesso indireto a
memodria, como notado em [A81, consumem um tempo adicional de
processamento quase compardavel ac das operagfes aritmeéticas
em ponto flutuante efetuadas durante a fase numérica do
processo de eliminagio)d.

Com a adogd3c da fazse simbdélica de pré-processamento, o
namerco de etapas para a implementagfo da fatorag3o esparsa,
eleva-se para trés: o ordenamento, a fatorag8o simbdlica e a
fatoragdo numérica propriamente dita.

O que =e poderia perguntar ¢ se Talgo mais"” ainda
poderia ser feito para aumentar a eficidéncia da fase
numérica, visto ser esta a fase a ser empregada mais de uma
vez ao longo do processo de solugSo de qualguer problema
global a =er considerado o gual a solugBo de sistemas
lineares esSparsos pode ser encarada apenas como um
"sub-problema’?, como por exemplo no caso de algoritmos de
Pontos Interiores para Programacg3o Linear [A1l, [IM1l, nas
areas de simulagio de circuitos e s=olug8o de equagles
diferenciai=, entre outras.

A resposta a esta nova indagagio também ¢ afirmativa,
como o leitor j& poderia suspeitar, e serd o objetivo desta
tese, apresentar algumas das alternativam para se alcangar
este aumento na eficiéncia da fase numérica do processo (has

arquiteturas esmcalares do tipo convencional).

L] O #litmo ponto gue cabe ser mencionado ainda nesia
segdo, & que os métodos propostos neste trabalho, 56 se
mostram vdalidos (justificando a sua aplicagllod, nos casocs em
gque repetidas aplicagbes do processo de foltoragiio numéerica,
com mairizes estruturalmente idénticas de uma aplicacldo para
outra, {diferindo apenas nos wvalores numéricos dos

coe ficientes) se mostrem necessdarias.

Nos casos em que a estrutura se altera de uma aplicagio
para outra, todas as demais fases de reordenamento, fatorag3lo

simbélica e de pré processament.o visando aumentar a
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eficiéncia da fase numérica, acabariam t.endo de ser
reefetuadas para uma Unica aplicag8o da fase numérica, o gue
smem davida seria muito mais oneroso do gque se langar mi3o de
uma fase numérica do tipo convencional, com a cariagio
dindmica do=z Ffill-in's, ou até mesmo de métodos hibridos de
reordenament.o/fatoragiio numérica concomitante, que sem davida
mostram-se oz mais adequados ¢ eficientes em aplicagfies onde
o padr3o estrutural de elementos nHo nulosg da matriz original
sofre alteragBes a cada aplicagio do processo de fatoraglo.

Percebe~=se portanto gque uma abordagem bem sucedida para
o problema de rescolugio de gistemas lineares esparsos com
eztrutura estatica requer um conjunto "modular" de etapas a
serem aplicadas sobre a matriz original, & que comegario a
ser apresentas em detalhe, a partir do capitulo IL

Antes disso porém, faz-se necessario conceituar oS
problemas e restrigfes de natureza computacional, pelas gquais
qualquer método de solugSo egparsa deve sgser projetado para
atender, de modo a “"honrar"” o status de wuma abordagem
tipicamente esparsa, visto que em qualquer circunstancia, uma
abordagem puramente densa para o© problema ser de facil
implementagic, com custos computacionaizs na maioria dos casos
impraticAveis {especialmente nas arquiteturas escalares
convencionais?, razdo pela qual =6 =se poder contar de fato
com o= métodos “realmente esparsos” (para a solugdo diretad,
ou com os métodos iterativos, cuja eficiéncia para certas
classes de problemas pode ser até mais compensadora, do gue a
de implementagSes dos métodos diretos convencionais.

Encerra-se esta seglo, com o comentario de que muito
ainda se pode fazer no tocante a aprimoragdc dos métodos
diretos de =olugdo, gue vem se mostrando até hoje, oz mais
consistentes para uma vasta classe de problemas encontrados
nas aplicagBes praticas de diversos ramos da engenharia.

Passaremos portanto a analisar as restrigBes de natureza
computacional, e intrinsecas aos sgistemas lineares esparsos,
independende de certa forma da abordagem por métodozs de

eliminagdc direta adotada para o processo de solugHo.
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1.2 RestrigSes de Natureza Computacional

Ezsta seglo visa dar ao leitor, uma nogSc da ordem de
grandeza dos= recursos computacionais dispendidos por
abordagens tipicamente esparsas para o processo de
eliminagio, confrontando-os com abordagens densas para o0

mesmo problema.

Iniciaremos apresentando o= requimitos de meméria e o
volume de operacgBes aritméticas dnteiras e de ponto
flutuante), para abordagens completamente densas, visto serem
tais requisitos trivialmente obtidos em fungiSo Gnicamente da
dimens3do do sistema a se solucionar, sendo desta forma
utilizados como base para a comparagio com os requisitos das

abordagens tipicamente esparsas consideradas.

SerSc introduzidas abaixo, algumas notagBes para a
reprezsentacio do numero de elementos ndo nulos de matrizes e
vetores, bem como do ndmero total de operagdes de ponto
flutuante e de aritmética inteira <{(come as de indexagdo por

exemplol.

] Em todas as defini¢Ses, a seguir, assume-se uma malriz M

simetrica, definida positiva e de dimensdo n.

Definig3o L2{1> NonzRow{i,M>
De fine-se por NonzRowl(i,M> come sendo o numerc de
elementos ndo nulos da iezima linha na porgdo itriangular

superior de M (excluindo-se o elemento pertencente a

diagonald.

Definic3o 1.2<2) NonzCol(i, M)
De fine-se por NonzCol(i,M) como sendo o numeroe de
elementos nfdo nulos da ezima coluna na porgdo itriangular

superior de M <(excluindo-se o elemento periencente a

diagonald.

Definigdo I.2¢(3> Nflop<i ,M>
De fine-se por Kflopli.M) como sendo o numerco de
operagfes de ponto Flutuante efetuadas durante o Pezima

etapa do processo de eliminacdo dos elementos de M.
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Definigio 1.2¢(4) Nindx{i,M>

Define-se por Nindx{i,M) como sendo o nirero de
operagfes aritméticas inteiras de indexagdo, efetuadas
durante a PUezima etapa do processo de eliminacdo dos

elementos de M.

Definigd3o 1.2(5)> Noperdi,M>

De fine-se por Noper{i,M) como sendo o nitinero de
operagies aritmeticas inteiras e de ponto Flutuanite,
e fetuadas durante a tezima etapa do processo de eliminagdo

dos elementos de M.

Pefinigdo L2{6) TotNonz{(M>
De fine—-se por TolNonz(M) como sendo o numero total de
elementos ndo nulos da porgdo iriangular superior de M,

tncluindo—se os elementos da diagonal.

Definigiio L1.2<7) TotFlop{M)
De fine-se por TotFlop(M) como sendo o numero itotal de
operacfes de ponto flutuante efetuadas durante o processo de

eliminagifo de M.

Definicio L1.24(8) TotIndx{M>
De fine—-se por Tolt¥fndx(M) como sendo o ntmero total de
operagfes aritméticas inteiras de indexagdo, efetuadas

durante o processo de eliminaco de M.

Definiglo 1.2(9) TotOper{M>

De fine-se por TotOper(M) como sendo o numero total de
operages  aritméticas inteiras e de ponto Flutuante,

e fetuadas duranie o processo de eliminacdo de M.

Complement.armente as definigBes acima, apresentam-se
algumas definigBes associadaz a estrutura de vetores e
apontadores utilizados nas representagles tipicamente

esparsas.

. Em todos o8 casos, a seguir, ¢ assumidc um vetor

unidimensional v, de componentes reais ou inteiras.
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Definig3o 1.2<10» Lendv)
De fine—-se por Len(uv) o comprimento ou dimensdo desite
vetor, ou seja ¢ ntmero total de posigbes de memdoria (reais

ou inteirasl alocadas para o sua representaglo.

Definigdo 1.2<11> NonzElem(v)
De fine—-se por NonzElem{v) como sendo o numero de seus

elementos distintos de zero.

De posse das definigBes apresentadas nesta =segdo,
passaremos a congiderar uma analise do dispéndio
computacional de implementagBes densas para o© processo de
fatoragsio, comparando-a posteriormente com abordagens

esparsas para o mesmo problema.

Un fato que nic serid demonstrado neste t.rabalho,
reportando-ze a I[DG6), [G5), [031 é que o numerc de operacgSes
aritméticas ¢ o mesmo para as 3 alternativas LiCA2, L1(B) e
L1<(CY consideradas na segfio anterior, visto serem todos os

procedimentos, iteragtes basicas da forma:

para < > de <D até <O
para [ 1 de [_]1 até [1

k73 L =
k,i ak,i. 4 ak,k

para € > de { > até < »
Pi %N T M * g
com € 2, [ 1, {» denotando algzuma permutagiio dos indices,
i, irk e €2 [ 1, <> bem como <> [1 {> uma funglo de

n e dos indices anteriores.

Congideraremos inicialmente, o0 numero de multiplicagBes
e de subtracgBes efetuadas em cada uma das alternativas,
contabilizando-gse apenas © nUmerc de uma das operagfes, por
serem efetuadas sempre na forma do par ai.,j - uk,i. % ak,j'

Amsim temos:
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MultiplicacBes ou subtrages

n P-4 i n i—1
<1.62 E T [1] = ¥ v [i—k]
L=2 k=4 j=k+4 1=2 k=14
T
<L.7D = 7 [i i~ 1 ]
i=2 2z
n3 n
{1.8> = -z " “Z
Alternativa L1(B> MultiplicacBes ou subtracies
n -4 ™ ™ -1
<1.9> pN 5 2[1] = Y E[n+1-i]
=2 k=1 =1 i=2 k=4
n
(LA = } [(n+1—i) (i-1)]
L=2
3
. n n
T 6 3
Alternativa I.1€G> MultiplicacBes ou subtracBes
n—4 n n n-4 ia]
{111 5 L PN [1] = T v [n+1—i]
k=1 izk+4 j=i k=4 i=z=k+1
n-41
<L.12> = % [ <k ~ n» <k - n - 13
k=1 2z
3
= N _ n
& [

Cont.abilizando~se agora as operacgfes de divisio, temos:

Alternativa L1<CAD

™
<L.13) I

Alternativa L.1<{B>

i-4

n -
<I.14> T
=2 k=1

Alternativa 1.1<0)

n—41 ™
<L T T [ 1 ]
k=414 i=k=+4

Desta forma,

uma contabilizag®o para o namero total

DivisSes
n nz n
- % [1-1)=2- 2
v=2
DivigBes
n nz n
= [1-1])]=3-35
V=2
DivisGes
n-1 nz n
= ¥ [n—k]= 5 T 5
k=4

de

operagdes do processo de eliminagioc pode ser expresso por:

)
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Eliminac3o (Densa) OperacBes de ponto flutuante
{1.16> MultiplicagSes 1/6 n3 - 1/6 N

<1.17> Subtragtes 1/6 n:3 - i/6 n

<L18) DivisBes 12 02 - 12 n

CL1i%D Total 13 n3+ 12 112~ 5/6 N

o™ operages

A titulo de comparagSo, apresentamos a seguir, o namero
total de operagdes dispendidas naz 3 fases processo de

retro-substituigso:

Retro=-Substituicio (Densad OperagBes de pontoe flutuante
{1.200 MultiplicagSes n2 - n

€I.21> SubtragSes nz - n

{1.222> DivistSes n

€1.23> Total 2 n? - n

on’> operagdes

Percebe-ze portanto, gque no caso denso, a etapa de
eliminagiio ¢ preponderante =sobre a de retro-scolugdo, por pelo
menos uma ordem de grandeza, fato este que como sera

observado mais adiante, nem sempre acontece no caso esparso.

Segue—-se agora uma contabilizagBo do espago total de
armazenament.o da porgSo triangular superior correspondente a
matriz de fatores U, visto ser este compartilhado com a
matriz original, reescrevendo~se ao longo de cada etapa o=

valores definitivos por sobre oz de A originais.

Matriz de fatores U (Densal Espaco de armazenamento
{1.24> Porg8co Triangular 1/2 nz - 4/2 N

<1.25> Diagonal n

{1262 Total 12 nz + 1/2 n

on’> posigBes meméria

Passaremos agora a congiderar uma analise do volume de
recursos computacionais dispendido= por um procedimento
tipicamente esparso, concentrando-se na alternativa L1<G>, a

fim de se estimar tais valores,
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Nesta alternativa, percebe~-se gque o loop mais interno,
corresponde a “'propagagio” da estrutura da k’ezima linha por
toda a porgio triangular superior, da sub-matriz definida
a partir ak+1,k+1 at.é anm.

Acontece gque por simetria, e por =se {tratar de um
procedimento de eliminag&o esparsa, apenas alguns
coeficientes na k’ezima coluna abaixo da diagonal, precisar3o
ser eliminados {visto ja serem nulos oz demais coeficientes).

Oz elementos gque precisar83c sofrer eliminagio, =s3o
agueles cujas linhas correspondem exatamente as colunas dos
elementos distintozs de =zero na porgSo a direita da diagonal
na k'ezima linha, como nos mostra a fig I(3D.

O namero de coeficientes abaixo da diagonal na coluna k&,
que sofrerlio eliminagio, tendo em wvista a observagido do
paragrafo anterior, e seguindo a notagdo introduzida nesta
secdo, pode ser expresso por NonzRowlk,Ud.

Como o processo de atualizagBo das linhas subseqlientes a
linha corrente k, =6 ocorre na regifio confinada a porgdo
triangular superior da matriz Jddncluindo-se neste caso os
elementos diagonais), segue-ze gque o© namero de elementos
efetivamente atualizados na etapa k do processo ¢ dado por
(Noanow(k,U)z - NonzRowlk,U>> / 2 + NonzRowd(k,U) com a
primeira parcela correspondendo aos elementos da porgdo

triangular e a segunda, aoz elementos diagonais atualizados.

Formalmente portanto, podemos expressar:

Cazo Esparso MultiplicagBes ou subtracgies
n—4 2
<1.27> 5 [ NonzRowlk,Ud>™ - NonzRowdlk,U> + NonzRowd(k,Ud ]
k=41 2
n—1
= ¥ [ NonzRowdk,U> { NonzRowlk,U> + 1 > ]
k=1 2

Gontabilizando-ze as operagdes de divizio, temos:

Caso Esparso DiviaBes
n-—4
{1.28> 5 [ NonzRowlk,Ud ]

k=1
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Deszte modo, a contabilizag8c total seguindo a notagdo

introduzida, pode ser expressa por:

Eliminacio (Esparsa) Operagties de ponto flutuante
{1.293 N flaoplk,UD Noanaw(k,U)z + 2 NonzRowlk,U>

n-1 2
<L.30D TotFlopdU) T [ NonzRowlk,Ud" + 2 NonzRowlk,U> ]

k=4

Para o processo de retro-substituig8io esparsa, a titulo

de comparagfio, apresentam-se os resultados:

Retro-Substituicioc (Esparsad OperacgBes de ponto flutuante

n—1
<1.31> MultiplicagSes 2 Y NonzRowlk,U>
k=1
n—4
C1.32> Subtragtes 2 . NonzRow(k,U2
k=1
<1.33> DivisGes n
n-1
{1.34> Total B [4 NonzRow(R,U> + 1] + 1
k=4

Resta agora se considerar o espago de armazenamento
minimo necessiric numa abordagem tipicamente esparsa. ©
espago em uma implementagdo real, inevitavelmente acaba sendo
superior a cota fornecida, e um comentario a respeito no
final desta se¢So se faz necessario, visto gue ao longo de
todo este trabalho, o gque se almejera, serfio métodos que se
aproximem ac maximo destas cotas tedricas inferioresd.

No caso de uma representagSo esparsa, apenas o8
elementos n3o nulosg da porglo triangular superior J{dincluindo
a diagonald da matriz original =] da matriz fatores
resultantes, necessitam ser armazenados.

Como comentado anteriormente, uma vez que ge assume que
oz fatores de U =3o reescoritos por sobre os valores originais
de A, a contabilizagSo do espago total, leva em conta apenas
a estrutura de elementos nJo nulos da matriz U, que pela
natureza aditiva do processo de eliminag8o, seguramente

inclui a estrutura da matriz original A como sub-conjunto.
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Matriz de fatores U (Esparsa’ Espago de armazenamento
n
{1.35> Porgdo Triangular Y. NonzRowd{i,U>
i=41
<1.36> Diagonal n
{1.37> Total TotNonz=<U>
™
= ¥, NonzRow(i,U) + n

i=4

De posse de todas azs estimativas apresentadas, seguem—se
alguns comentarios de modo a destacar algumas “filigranas™
ezscondidas entre os valores apresentados, e gue =3¢ mostram
significativas no caso esparso.

Para tal, vamos mais uma vez reinterpretar o conceito e
a definigdic de ‘“esparsidade” de uma matriz, introduzindo

algumas definigdes complementares:

Definicio L2{12)> Matriz Esparsa

De fine—-se uma matriz como esparsd, case o numero total

de seus elemenios distintos de zero seja da ordem Onl.

Pefinigdo 1.2{13> Matriz Esparsa

De fine—se uma matriz como esparsd, caso o ndmero de seus
elementos distintos de zero em cada linha seja assumidoe como

uma constante v € N (pegquena em comparacdo com a dimensdo n).

Definigao L1.2(14> Matriz Esparsa
De fine—se uma matriz como esparsda, casoe o ntinerc total
y bt , 1+
de seus elementos distintos de zero seja da forma n Y com
¥ €« R e limitado ao intervalo o £ y < 1.
Em face das novas definicdes, apresentam-se as

estimativas de wvolume de calculo e armazenamento, obtidas em
fungdo do numero de elementozs ndoc nulos de cada linha da
matriz de fatores.

Inicialmente =30 exibidos oS valores “médios" de
NonzRow{i,U>? para cada uma das definigBes de matriz esparsa
congideradas <(assumidos em alguns casos comoe constantes por
simplificagdo), juntamente com o wvalor exato para o caso de

matrizes densas (a titule de comparagisod.
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NonzRowli,Ud Pensidade Def. Esparsidade
<1.38> £ n o 1.1<3>
<1.39> oc1D 1/n L2142
{1.403 T TN L2413
<L.41> n? n’ /n L.2<14)
<1.42> n—i TOoo Matriz densa

De posse destes valorez, e substituindo-se em (1.29),

<130, {1.342 e (137>, obtemos:

NFflopCi,Ud TotFlopCUd Retro-Sub. Def.
{L.43> pznz pzna 4 pznz L1¢3D>
<L.44) oc1) ocnd ocn) L2¢12)
<1.45> 2 *n 4 7 n L2¢13)
<L.46> n>¥ n' 4 n*? 1.2<14>
{L.47> n—iJ3 {n—it=z=d na/g + nrz 2 no— n Densa
Espaco Armazenamenito Def. Esparsidade
<1.48> o L1<3)
<L.49> ocnd L2¢12)
<L50D T n 1.2¢13)
<L51) ntt L2¢14)
<I.52) n’/z + n/z Mairiz densa

O que se pode observar € dque pela maioria dos oritérios
de esparsidade, o volume de operagBes da fase de eliminagio &
praticamente da mesma ordem de grandeza gque o da fase de
retro-substituigldo, um fato gque nd3o ocorria no caso denso.

Outro item interessante, ¢ que o© primeiro critério de
esparsidade introduzido neste trabalho 1.1¢(3>, e que a
principioc parecia ser o mais intuitivo de todos, por envolver
apenas o conceito de densidade de matrizes, na verdade € um
critério guestionavel, =ob o ponto de vista de caracterizar
matrizes realmente esparsas. (Justamente por este fato, é que
na sua definig8oc formal, n3o =se fixou a principio, nenhuma
cota para a densidade tolerada, deixando~a passivel de
alteragiio em fungio da dimensSo do problemad.

0O gue =e nota, & gque a densidade “toleravel” de uma
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matriz "realmente esparsa', deve ser proporcionalmente
reduzida para o caso de problemas de dimens3o muito elevada,
peois de oubtro modo, o volume total de calculo e o espago de
armazenamento poderd vir a ser tal, que inviabilize a solugdo
mesmo nos equipamentos de mais grande porte disponiveis nos
dias atuais.

Outra observaglio, ¢ que o volume de calculo, e o espago
de armazenamentoc, no caso de matrizes realmente esparsas, ser
praticamente da mesma ordem de grandeza, 2 na maioria dos
casos, da ordem apenas de n (seguramente a cota mais inferior

possivel em gqualquer abordagem esparsa para o problemad.

. Ou seja, em esparsidade, gualguer estrutura de dados ou
metodologia de implementacdio gue venha a requerer espaco de
armazenamento ou volume de cdlculo de ordem superior a n,
estard se distanciando cada vez da maxima eficiéncia
compuiacional, ndo explorando portanto plenamente as

caracteristicas esparsas do problema a ser solucionado.

Isso leva a uma constatag8o ainda mais “implacivel”,
pelo fato da grande totalidade dos algoritmos desenvolvidos
até ho je, nos varios ramos da comput-agio cientifica,
reguererem, (mesmo em suas melhores implementagfes), wvolume
de operagfes superior a O(n) em muitos dos casos, implicando
em dque sequer se possa cogitar em aplicA-los A alguma das
etapas do processo de solugio.

Como exemplo +tipico pode-ze c¢itar o© problema de se
ordenar os elementos de um conjunto de vetores, & qgue sera
apresentado no capitulo II, em que a solug8oc pratica para o
mesmo, advém da dupla aplicag8o de wum algoritmo para
transpo=zigio de matrizes esparsas [ABl, = n3o por repetidas
aplicages de um algoritmo de ordenamento como o QuickSort
[K41 por exemplo.

Outra constatagfo gue =se pode chegar a partir do fato do
volume total de calculo para o caso de matrizes
significativamente esparsas {(como ¢ o caso de algumas das
matrizes de poténcia, em gue o namero de elementos n8o nulos
por cada linha poder ser para fins praticos, considerado como
constante, ¢ da ordem de uns 3 a 4 elementos por exemplod, &
que gqualgquer sorte de overheads computacionais adicionails,

passam a ser extremamente sgignificativos no desempenho final
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do processo de eliminagSo, visto serem executadas um ndamero
muito baixo de operagBes realmente necessirias para a
obtengiio da solugic do problema, ficando a cargo de operagles
como acesso indireto a memdria, inicializag8o e incremento de
loops, etc... uma boa parcela do tempo efetivo de computagio,
gque poderia ser melhor aproveitado.

Em termos do volume total de operagBes aritméticas, as 3
alternativas de acesso e geraglo da matriz de fatores, para o
caso genérico, apresentadas na segfo 1.4 dispendem um volume
idéntico de operagfies.

Porem, ¢ interessante me perguntar, e se¢ observar, se ao
longo de cgada etapa do processo de eliminag8o isoladamente,
tal volume de caloculo =& mantém igualmente distribuido nas 3
alternativas consideradas, ou se ao longo do desenrolar do
processo, algumas das estratégias tendem a apresentar alguma
redugiic ou acrescimo ac volume de caloculo para se completar a
tvezima etapa da eliminagHo.

Para tal, sera preciso langar mao novamente, das=
expresstes L8, L1i1 e L13, cujas expresstes dentro de cada
somat.drio, espelham e} volume de operagtes aritméticas
efetuado na +4’ezima  <C(ou kR’ezimad etapa do processo de

eliminagfo de coeficientes de uma matriz densa de dimensSo n.

Cabe ressaltar, gque no caso da alternativa Li{0>», para
fing de padronizagio, tomou-ze a liberdade de expressar em
termos da variavel 1, a parcela correspondente ao veolume de
caloculo, que originalmente estava expressa em termos de kR no

somatorico original.

Alternativa L1C(AD Volume de caloulo Etapa 1 (Densad
{1.53> Nflopli,U> = i 4 - 1)

2
Alternativa L1<{B> Volume de calculo Etapa i {(Densa)
<1.54> Nflopli,Ud) = (n + 1 - id &4 - 1O
Alternativa L1<0OD Volume de calculo Etapa i (Densa)
{1.B55> Nflop€i,Ud> = 4d - nd (i -~ n - 1O

2
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Uma analise grafica do comportamento das 3 funges
mostra-zse interessante, sendo exibida na fig_I{4> wum pouco
mais adiante.

O que =se percebe & gque a alternativa IL1(BY & a mais
"balanceada®” de todas, em termos de efetuar um volume mais
préximo de wuma taxa constante, enguanto gue as duas outras
alternativas, apresentam um comportamento "explosive"” em uma
das etapas extremas do processo de eliminag3o.

Confrontando-se os graficos, com as fig I, 142> e
I(3>, percebe-=ze claramente o porque deste comportamento:

Na atualizag8&o ILi1{A)>», a medida gque o© processamento
avanga, o volume de cAlculo tende a aumentar, pois o numero
de elementos das colunas sendo geradas aumenta, e com ele, o©
namerc de outras linhas gue necessitar8c ser subtraidas de
modo a se gerar a coluna corrente.

De modo oposto, na alternativa L1€0), o tamanho da=s
sub-matrizes wval sendo reduzido, e  juntamente com ele, o
volume de operagBes necessarias para a conclus3io da {ezima
etapa.

Na alternativa L1{(BY, percebe-se que embora a regifio
sende acessada durante o processo de geraglo da vVezima linha
varie em fungdo de i, o produto do nimero de linhas
contribuintes wversus a largura da contribuigdc da "area®
abrangida tende a se manter préximo de um wvalor mais ou menos
uniforme aoc longo de todo o processo.

Um comentario que se langa aqui, mas que sé podera ser
melhor apreciado na segio III.4, ¢ gue na hipétese de se
adotar estratégias "hibridas"” para o processo de geragido dos
elementos <(com a aplicag8o de alternativas distintas para
regites selecionadas na matriz de fatores), o grafico da
fig_JI{4> fornece um critério inicial para =se determinar o
ponto de “"corte" entre as alternativas, visando-se
"balancear” ac maximo o volume de caAloculo ao longo de todo o
processo. Um exemplo, pode ser tomando-se a alternativa
IL1CA? da etapa 1 até H1d/2, aplicando-se a seguir a
alternativa L1<(B}», para =se completar a geragdo da porgdo
restante das primeiras +1)/2 linhas acima da referida linha
em guest3o, e finalmente, langando-se m8o da alternativa
L1<{C> para se gerar as demais linhas restantes, até o final

do processal.



31

b No caso esparso, o comportamento das diferentes
alternativas nflo pode ser modelado exatamente pelas curvas da
Fig IC4d>, uma vez que a etapa de reordenamento Stimo das
equacSes (visando a redugdo de fFill-in'sd, invaridvelmente
tende a levar o acumulo do esfor¢o computacional para as
etapas Ffinais do processo, de modo a se evitar ac maximoe a

introducdo prematura de elementos de fill-in.

Tal comportamento sera visto em detalhes, e comentado na
segXo IL2 onde se apresentam as técnicas mais usualmente
empregadas na literatura, visando-se a reduglio da criagio dos
novos elementos de fFill-in.

0 gue se percebe fAcilmente, & que o "ponto de corte'
simplesmente acabara sendo “deslocado” para mais adiante, até
que o esforgo computacional dispendido com a alternativa
L.1<A) de geragio dos fatores por colunas, comece 2
apresentar um volume computacional superior ao das demais

alternativas.

\i} NFLoP (1)

1.4(Cc) Al

~¥\

of A z Nl Ny N N

fig _I¢4> - Volume de galculo (caso densod
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Em se tratando de “ponto de corte', poderia-se se
cogitar um outro critério, em fungio do comentario anterior
de que no caso esparso {(apdés o reordenamento), o final do
processo vir a conter as  linhas mais  carregadas™ de
elementos, decorrentes do processo cumulativoe da propagagio
dos f[ill-in’s, e que a partir de uma certa etapa do processo,
podem ser consideradas para fins praticos como “densas"™ {(ou
"gquase densas" pela definigd3o L1423,

Neste caso, valeria a pena se guestionar, a partir de
gue ponto tal "enchimento” das linhas inevitavelmente ocorre,
e gual a dimens3c da sub-matriz densa restante, em comparagio
com a dimens8o total do problema original.

Tal gquestio no entanto nHo ¢ passivel de uma solugsdo
analitica formal, visto =ser o ponto de “enchimentc”, uma

caracteristica wum tanto gquant.o n3o determinist.ica", em
fungdo da disposgig3io eztrutural de cada matriz, e do
reordenamento Stimo aplicado.

Na literatura encontram-se alguns trabalhos t{tratando
desta gquestio IG71, ID261, que no entanto n3o foram bem
sucedidos, ou n3do tiveram aplicabilidade num caso mais geral,
{encontrando-se estimativas apenas para determinadas classes

de matrizes em particular).

» Assim, uma outra pergunta alternativa gue se pode fazer,
e esta passivel de atagque e solugdo analitica, como veremos
logo adiantie, & determinar o ponic de corite” onde o volume
de operacSes dispendidoe com uma fatoragdo tipicamente
esparsda, se iguala ao volume dispendido no fatoragdo de uma

sub—maitriz completamente densa.

Para a determinagio do ponto onde o volume de caloculo se
iguala, langaremos m3o dos resultados ja apresentados nesta
segiio, em particular as relagdes de (1432 até <1.47>, para
cada uma das diferentes definigSes de esparsidade
consideradas.

Denotando~se por n’ a dimensido da matriz densa que =e
dese ja determinar), e por n a dimensiSc da matriz esparsa
original, cujo volume de caloulo para a eliminag3c devera ser
igual ao da matriz densa, chegamos aos seguintes resultados

para cada um dos critérios de esparsidade:
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Dimen=3c n’ {(densad) Def. Esparsidade
<I.567 2% n 1.1¢3)
CLET) n*? L2¢i2)
CLES®D S e L2<13)

2y -3 13
n 4 n

<1.59> L2145

. ; 1.3
Percebe—-se nitidamente uma dependéncia em termos de n

em praticamente todos os casos, a excegio de ((I562 gque como
j4 =se havia comentado anteriormente, n3% € um bom critério
para medida do grau de esparsidade de uma matriz, a menos gue
se tome p como alguma fungSo decrescente em termos de n, como
por exemplo P, = i/n, camo em dque a expressloc {({I.56> acaba
recaindo em <(I.57).

Outra dependéncia gue ndo ¢ explicitamente de n"® mas
que em certas circunstancias pode ser considerada como tal, &
a da relagido (L5929, onde o termo n>? " pode ser encarado
como praticamente “constante” {(caso a medida caracteristica p
=meja suficient.emente proxima de zZero, ou raelativamente
pequena se, comparada a dimens3c do problema, para que Se
possa desprezar a contribuigio do termo consideradol.

0O que se deve notar é que o valor estimado de n’ é na
verdade uma cota inferior para o tamanho de uma matriz densa,
cujo wvolume de caAlculo no processo de eliminag3o, se iguale
ou supere o esforgo total de fatoraglSo de wuma matriz
"realmente esparza’ (tal que ndo contenha sub-porgfes densas
de tamanho significativod,

Ou seja na pratica, ¢ possivel se encontrar matrizes
cuja porgio densa seja maior do que o wvalor considerado da
oredem de ni/a, caso este em que seguramente, o processamento
denszo ao final da matriz, sera dominante em termos de esforgo
computacional, =se comparado a porgdo tipicamente esparsa
eliminada nas fases iniciais.

O gque o wvalor n*? dita, ¢ na verdade um wvalor limite
maximo que poderd admitir a sub-porgfo densa de uma matriz,
de modo a gque o processamento desta porgdo, ndo seja o mais
preponderante no processo de eliminag8o como um todo.

Matrizes de poténcia na maioria das vezes atendem a este

requisito, com uma sub-porgico densa de algumas poucas linhas

ao final do processo, em matrizes com dimensfes da ordem de
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milhares de linhas.

Nestes casos, a porgio densa ndSoc ¢ preponderante e o que
conta & a2 eficiéncia dos cédigos volt.ados para o
processamento esparso.

Cabe dizer, gque matrizes com caracteristicas similares
as de poténcia citadas, ou seja, com um nimero de elementos
por linha extremamente baixo (3 a 4 elementos por exemplol, e
dimensSes elevadas, constituem uma das classes de matbtrizes em
que toda sorte de aprimoramento da eficiéncia final do cédigo
se faz notar com destagque,

Ao longo deste texto, wveremos abordagens gque alcangam
uma maior eficiéncia, tanto para porgBes significativamente
esparsas, como hnas segoes IILi, II1.2 e IV.4, bem como para

porgfes densas em IIL1, IIL3 e II14.
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L3 EvolucHo histérica dos metodos de esparsidade

Esta segfSo visa apenas a gituar o leitor em face a
constante evoluglo daz técnicas de esparsidade ao longo das
altimas duas décadas, destinando-se especificamente aos
interessados em ter uma breve nogio do avango cronolégico
sofrido pelos métodos de solugio, em fungido da introdugio de
novas arguiteturas, descoberta de novos algoritmos ou o

estabelecimento de técnicas de implementagio mais eficazes.

A Area de resolugSco de sistemas esparsos € certamente
uma das mais difundidas por praticamente todos oz ramos da

engenharia, englobando aplicagBes desde: controle de trafego

adreo, astrofisica, engenharia quimica, simulagdo de
circuitos, demografia, modelagem econdmica, projet.o de
reatores nucleares, fluxo de poténcia Gtimo, modelagem
estocastica, espalhamento acastico, modelagem de

reservatdrios de petrdleo, solugido de equagles diferenciais
ordinarias e parciais, problemas de Navier-Stokes,
oceanografia, problemas estruturais de engenharia civil com
modelagem por malhas, elementos finitos, redes de sistemas de
poténcia, problemas estruturais decorrentes do projeto de
estruturas da indgstria naval, aeroespacial e
automobilistica, programagio matematica {linear e nao
linear), e resolugiic de problemas de minimos guadrados em

otimizag8o e estatistica, entre outras,

A primeira aplicaggo das técnicas de esparsidade para a
solugiio de grandes sistemas lineares, remonta a década de 850,
se devendo aos esforgos de pesquisa nas Areas de Elementos
Finitos e Programag¢Zio Linear. Técnicas de "reduglio de banda™
e o critério de Markowitz IM31 para o pivoteamento pertencem
a esta fase em particular.

Para os problemas tipicamente encontrados na &area de
poténcia, as técnicas de redugdo de banda nd3oc se mostraram
adequadas. A =olugSo de sistemas lineares esparsos nesta
época invariAvelmente implicava na utilizagBoc dos métodos
iterativogs classicos, [T151, [V61, [IY3] com uma taxa de
convergéncia na maioria das vezes baixa.

No final da década de 60, aspos a publicag3o do
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revolucionario artigo de Tinney & Walker ITZ2l, a s=solugio de
problemas esparsos mediante o uso de métodos diretos de
solug8So passou a ser uma realidade, gragas ao bom desempenho
alcangado pela heuristica de "menor grau'”, conhecida como o
critério # 2 de Tinney (ou simplesmente T2D.

Outros coritérios mais onerosos que o segundo proposto
por Tinney foram experimentados, como por exemple o terceiro
critério, baseado na minimizag8c local do namero de Fll-ins
Ceficientemente implementado em [C11D.

O aritério T2 ddminimum degree) consagrou-se no entanto
para as aplicagfes encontradas na Adrea de poténcia, podendo
ser 'encarado como uma  particularizag3o do coritérico de
Markowitz, para o ocaso de matrizes simétricas. {CGom um
excelente survey da enorme evolugSo pela gqual passou esse
critério de ordenamento, apresentado em [G2I).

Paralelamente a evolugdo das técnicas de ordenamento
otimo para a esparsidade, os t{trabalhozs pioneiros de Tinney
IT21 e de Gustavson [G141, G151, tornaram realidade a
soluglSo de grandes sistemas lineares {(até entdo com milhares
de equagdes).

Do inicio dos anos 70 remontam dois conceitos
fundamentaizs e  aplicados desde entio ao processamento
gsparso, a saber: a utilizagfo de vetores de trabalho [G151 e
de esdquemas de pré-processamento simbdlico 16141, O primeiro
destes esguemas acarretando overheads em termos de tempo de
execugdo, enquanto gque o segundo invaridvelmente introduzindo
overheads nem sempre toleraveis no espago de armazenamento
{em favor de uma maior eficiéncia final, a nivel de tempos de
execugldod,

Em esparsidade a dicotomia "tempo x espaco”™ & uma
presenga constante, & gue depende fundamentalmente do tipo de
estrategia de solug8o adotada (métodos diretos, iterativos ou
hibridos) e dos recursos disponiveis para a solug8o memdria,
tempo de CPU e tipo de arquiteturad). Em muitas situagBes um
ponto de balanceamento 6timo (nem sempre facil ou possivel de
ser alcangado? encontra-se numa combinagio do melhor entre
tais mundos.

Assim, a utilizag3lo de esgquemas hibrido=,
aproveitando~se de +écnicas densas e esparsas, resulbou em

abordagens nas quais dois ou mais niveis de processamento =s3o
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considerados de acorde com a densidade de coada sub-matriz
encontrada durante o processo de solugSo como em I[D1l, [AB] e
ID351.

Conceitos como os de ‘“tipos de wvariabilidade™ também
remontam a esta época em particular, enguanto as idéias de
processamento por blocos  introduzidas por Hachtel [H1l,
faziam sua primeira aparigfco no cenaric das téconicas de
esparsidade.

No inicio dos anos 80, implementagBes esparsas
extensivamente testadas como as de Waterloo (G101, [G5]1, Yale
IE21 & Harwell {[H21, (D121 tornaram—-=e¢ 1realidade, tomando
como base na maioria dos casos as estruturas de dados ja
ent3o padronizadas [E4]l, ID101, [G201 <{fundamentadasz no uso
de vetores de trabalho ou de acumulagdo) e caoriterios de
ordenamento como o de Tinney # 2.

Com o surgiment.o das primeiras arquiteturas wvetoriais no
inicico da década de 80 [H11l1l, as estratégias para a solugdo
ezparsa eficiente de problemas de grande porte, acabaram
tendo de =er completamente reformuladas, visto ser na <&poca,
substancialmente inferior o desempenho de oéddigos baseados em
acessos indiretos a memdéria, nos quails a gquase totalidade dos
métodos esparsos desenvolvidoz até entfio se baseavam {(em face
ac bom desempenho obtido pelos oddigos voltados para o
tratamento de matrizes densas, e que viabilizavam a
exploragio das= caracteristicas vetoriais das novas
arguiteturas).

A partir desta "restrigio" computacional, oz métodos
"Multi-Frontais" D401, ID231, IL41, <{gque na verdade podem
ser encarados como uma extenssdo de uma metodologia
sé6lidamente j& conmagrada na solugiio dos grandes problemas da
Area de analise estrutural, cCoOmo O caso dos métodos
“"Frontais" [I11>, acabaram por se firmar definitivamente como
a melhor alternativa para implementagio nos supercomputadores
da época, por alcangar wuma maior eficiéncia  wvetorial dos
cédigos de eliminag83o, mediante a subdivisSo deste processo,
em etapazs couja exploragSic de matrizes com caracteristicas
iminentemente densas passassem a ser dominantes =obre as
demais etapas do processo.

A necessidade de cédigos de fatoragdc extremamente

eficientes continuava a existir em muitas areas de aplicagao,
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czpecialment.e naquelas em que apenas poucos elementos do
sistema sofriam alteragfes em wvalor numérico entre solugles
sucessivas de =istemas com matrizes de mesma estrutura <um
cazo tipico na area de otimizagiod.

Desta necessidade surgiram os métodos de "refatoragio
parcial” baseados em sparse wvectors [B8l, G271 e [G281, IS8]
gque continuam a despertar interesse até hoje, especialmente
na faze de ordenament.o, em arquiteturas do tipo paralelo.

Assim, coritériozs baseados na minimizagdico da altura da
"arvore de caminhos de eliminagl8o™ [G271, [G281, passaram a
ser considerados como novos "aritérios de desempate” para a
heuristica de “menor grau™.

Chegamos ao final da década de 84, e =e forem
conzsiderados o tamanho dos problemas solucionaveis e o tempo
de solugfio dispendido, comparando-os com os de duas ou trés
décadas atras, veremos que o avango foi gigantesco, tanto do
pont.o de vista do hardware, como do software.

Para o final dos anos 80 ainda estavam reservados dois
altimos avangos, & gue exploram caracteristicas do hardware
encontradas nas arquiteturas mais avangadas atualmente
disponiveis.

0 '"redeszcobrimento” da abordagem via “superncdes’ [Alll,
IH51 <onde blocos de elementos n3oc nulos contiguos sio
t.ratados coOmo uma Unica entidade na egtrutura de
representagio adotadad veio a ser merecedor de um importante
premio de supercomputagdo em 1988 IB10} {ocom uma
implementagio vetorial/paralela eficiente baseada na
exploragdo deste conceito)d.

Finalmente uma abordagem importante proposta ja no
inicio desta década, ¢ a da representagfioc particionada para a
inversa da matriz de fatores I[A2], {[A6). A caracteristica
inovadora deste método reside no fatoe de permitir a solugHo
de miltiplos sistemas {com diferentes lados direitos)
mediante a utilizag8o de produtos do tipo matriz x vetor <o
lugar do processo de retro-substituiglc adot.ado na abordagem
convencional e que em arquiteturas paralelas nZo pode ser t3o
bem explorado quanto as operagBes do tipo produto matriciald.

Paralelamente aos avangos na fase numérica de fatoragio
e soluglo, a evolugBo e aplicaglco recente das téonicas de

"pré-processamento  simbdlico” G631, [G41 especialemente em
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implementagfes de Programacao Linear baseadas nos Métodos de
Pontos Interiores [A1l, IM1l além do trabalho pioneirvo de
Gustavson na geragdo de codigos lcop—free 16141 na década de
70, mostram gue a busca por cédigos cada vez mais eficientes
£ uma constante na histdéria das técnicas de esparsidade.

Cabe mencionar aqui, o crescente avango obtlido, aoc =se
passar de uma abordagem ‘classica" baseada em listas
encadeadas e criagio “"dinamica" de Fitl—in’s, para a
abordagem "tradicional" dos dias atuals, baseada em fases
distintas de processamento, com a geraglo prévia da estrutura
de fatores resultantes e a adogio de uma representagio
“"supernodal" seqliencial durante a fase numérica de soluglo.

Recentes conquistas na faze de fatoragdoc simbdlica
apontam cada vez mais para o uso de estruturas "guase otimas"
1G31 {do ponto de vista da quantidade de informag3o
necessaria para se caracterizar uma matriz, baseadas no uso
da "arvore de caminhos de eliminag3o"™ I[L11), chegando~se nos
dias atuais a descoberta de Yesquemas compactos" de
armazenament.o [L10]1 gque em alguns casos superam em pelo menos
uma ordem de grandeza a economia obtida por um esguema de
compressao “tradicional como o de Shermann [S61, [D&1
(utilizado até entHo com sucesso nas Ultimas duas décadasd.

A preocupagdo com a minimizagSo de toda a =orte de
overheads  como paginagBes [L1l1, utilizagSo eficient.e de
memérias cache (B9], e o0 uzmo de politicas eficazes de
gerenciamento das informagdes armazenadas em meio secundario
IG141, 1131, IL141, mostra-se cada vez mais determinante no
sucesso das novas implementagBes, bem como a preocupagio com
a redugdivc do espago total de armazenamento wvia o uso de
estruturas dindmicas como em [B1l, [B21.

A fatoragdio esparsa eficiente nas arquiteturas vetorias
o paralelas existentes [A12], [H51, constitui um dos
desafios desta década, servindo de base para a implementagdo
eficaz de uma grande parcela dos métodos de otimizagio N3o
Linear em geral D471, [Z51, [Z6]1

Até mesmo a aplicag8Boc de antigas técnicas como a de
“"desenrolamento de loops"™ ID2] encontra terrenco fértil na
busca por menores overheads intrinsecos de processamento.

O problema da fatoragido eficiente nas novas ardquiteturas

vem sendo merecedor por si 86 de uma atengSo redobrada desde
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meados da década de 80, Glassticos de andalise numérica como os
de Golub & Van Loan [G391 dedicam agora capitulos inteiros a
fatoragio nos diversos tipozs de arquitetura existentes como
em [D31 e [03] por exemplo.

Para finalizar esta segSo, como muito bem colocou Duff,
um dos mais renomados pesquisadores da Area) em ID45l1,

reafirmamos:

® O Futuro aponta cada vez mais para o constanie
desenvolvimento e a plena uwtilizagdo de novas técnicas de
esparsidade, sendo portanto extremamente promissor ndo apenas

nos dias aqtuats, come nas demaits geragdes do futuro prdximoe’.
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Capitulo II

ABORDAGEM CONVENCIONAL

A  evoluglio ‘“tecnoldgica” da Area de esparsidade nos
altimos 20 anos foi incrivel, como me pode notar na altima
seglo do capitulo anterior.

Tal SUCesso advém de sucessivos aprimoramentos
introduzidos ao longo das dltimas décadas, e gue acabaram por
constituir uma base extremamente sélida e coesa, para o
desenvolvimento e adaptagiic de novas téconicas, nas mais
diversazs arquiteturas.

Neste capitulo, concentra-se numa abordagem <{para os
dias atuai=d, tida como ‘“convencional'”, ou seja baseada em
métodos de amplo conhecimento e aceitagiic pela literatura, e
voltados para arquiteturas escalares tradicionais, ou seja
monoprocessadas, com uma Unica instrugico baAsica efetuada por
vez, € baseadas no modelo original de Von Neumann.

Como pode smer notado no  capitulo  introdutdério, a
implementagio eficiente do problema de resclug8Sco de sistemas
linsares  esparsos por métodos direto=s, & de natureza
intrinsecamente “modular”, onde peloc menos 4 etapas basicas

distintas podem ser apontadas:

& Reordenamento visando a redugdo de fill-in's
® Determinacfc da estrutura da matriz de fatores
# Fatoragfo numérica propriamente dita

& Retro—~substituigSes triangulares

No presente capitulo serfo apresentadas cada uma destas

técnicas nas sucessivas segles ao longo do texto.

Um outro aspecto de vital importancia em esparsidade,
merecedor da atenglo inicial deste capitulo, & O das
estruturas de dados a serem adotadas para a representagdo
das matrizes e ezstruturas auxiliares empregadas no processo
de solugio.

Vale lembrar, que de nada adianta se langar m8o de
algoritmos tedricos de eficiéncia comprovada, se as

estruturas de dados adotadas n3ic forem as mais adequadas.
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I1.4 Estruturas elementares de armazenamento

Esta segSo apresenta algumas das principais estruturas
de dados utilizadas no armazenamento de matrizes esparsas,
reportando-se o leitor aoc apéndice A para uma descrigdo
complementar a esta seglo (formalizando-ze a notagdo a ser
adotada na representagdc de matrizes e vetores auxiliares ao
longo de todo o textod.

Apenas o caso da representagio de matrizes simétricas
{(definidas positivas), seri considerado, visto ser este o
escopo de abordagem do presente trabalho. Em todas os casos
nesta seglo portanto, assume-se gque apenas uma porgao
triangular J<(superior ou inferior) incluindo-se a diagonal,

seja de fato explicitamente armazenada.

Uma propriedade inerente a0 processo de eliminagHo
Gaussiana espar=a, e gue vem permitindo o continuo avangeo das
téanicas de scolugdo por métodos diretos desde [T21, ¢ o fato
de por meic de uma permutagdo adequada de linhas & colunas da
matriz original, =e conseguir gque a matriz de fatores
resultante, na maloria das vezes permanedga esparsa.

A densidade da matriz de fatores no entando, acaba por
ser inévitavelmente superior a da matriz original, pelo fato

do processo de eliminag8c intrinsecamente tender a coriar

novos elementos nao nulo=s {denominados SFitl—in’s), em
posigles que originalmente nio eram explicitamente
consideradas.

- A principal razdo para se adotar uma estrulura esparsa

de armazenamenio para o matriz A do sistema original e para o
matriz de fatores U associada, estd no fato de se armozenarem
apenas as informages referentes aos seus elemenios ndo
nulos, e gue conforme visto na se¢8o =z, representa wuma
sensivel economia em comparacdo com uma representacdo ’densa®

para o mesmo problema.

Uma representagio que explora plenamente a
caracteristica esparsa de uma matriz A, ¢ considera-la na

forma de um grafo G (ndo orientado? como na fig II{1> onde

A
cada aresta unindo oz nés= i e J indica a existéncia de

elementos nSic nulos nas posigBes a,, (e a_, por simetriad.

iF Ji
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fig_ 111> - Grafo associado a uma matriz

Assim em principio, gualquer das estruturas normalmente
utilizadas para a representagdio de grafos poderia ser adotada
para a representagdo de uma matriz esparsa, como "listas de
ad jacéncias", ou de arestas na forma {i, j’ai,j} por exemplo.

Do ponto de vista de simplicidade, as listas de arestas
s80 considerAvelmente mais praticas e faceis de se manipular
do gque a= listas de adjacéncias, porém nio sdo as mais
adegquadas para o tipo basico de operagfes encontradas durante
o processo de fatoragdo, principalmente durante pesquisas
ingergies e remogles de elementos {(efetuadas com fregiéncia
durante a fase inicial de reordenament.od.

As=im, por sua ‘Tamenidade", este tipo de estrutura
normalmente ¢&é adotado apenas na interface final com o
usudrio, trabalhando-se com uma representagfo interna por
ad jacénciaz durante todo o restante do processo.

A representagiio por adjacéncias por sua vez, pode ser
feita usando-se uma implementagdo por listas “encadeadas" ou
por uma representagdo “seqtiencial”, detalhada a seguir.

0 uso de listas encadeadas, embora mais flexivel, nZo £
necessario, quando ja se digpBe da estrutura final da matriz
de fatores resultantes ao final do processo de eliminag&o
{obtida em alguma etapa prévia, mediante alguma das técnicas
a serem apresentadas nas segfes posteriores deste capitulod.

Utiliza~sze portantoc uma representagfio de adjacéncias por
“listas encadeadas’, apenas engquanto ainda nSo se conhece a
estrutura da matriz de fatores resultante, visto gque uma vez
de posse desta estrutura, pode-se converter a representagfo
"encadeada'" numa “sequencial” equivalente, ganhando-ze desta
forma em termos de espago {com a liberag8o dos apontadores
para o préximo elemento da listad e em eficiéncia, pois na
maioria das arquiteturas de computadores escalares

convencionaizs como notado em [A8I, um acesso “seqiencial" &



44

sempre mais barato {(ou de mesmo custod do gque um acesso
"randdémico” <(do tipo indireto a memdriad e inevitavel numa
reprezentacgdo “encadeada” por lista de apontadores.

Um esguema tradicionalmente ut.ilizado para a
reprezsentagio seqiencial por listas de adjacénoias para uma
matriz simétrica <{com ¢ armazenamento da diagonal em
separado? £ apresentado na fig IICD onde IA aponta para a
pomigfo inicial das listas de adjacéncias associadas a cada
linha, JA denota a coluna correspondente e AN o valor
numérico de cada elemento associade com o armazenamento da

diagonal, feito no vetor denso auxiliar ADD.

IA: |1

JA: (ZIBT4T 4T 5[8] ]
AN:{o]1]7]8l1]2] |

AD: Eﬂ

fig 1I<2> - Representaclo seqiencial por adjacéncias

Explorando~se o fato de que a estrutura de elementos nZFo
nulos de cada linha da matriz original A & um sub-conjunto da
estrutura da linha resultante na matriz de fatores WU,
{conforme seréd wvisto na =seglSco IL.3>, um esquema =seqiiencial
"segmentado” de armazenamento como o exemplificado na
fig II(3> pode =er adotado no lugar do esquema “contiguo”
apresentado na figura anterior.

A vantagem deste novo esquema como observado em [A8]
estd em se economizar uma parcela significativa do espago dque
seria utilizado, caso se adotasse uma representagio em
separado para matriz original e para a de fatores result.ante.

E assumido neste caso que a matriz original acabara
irremedidvelmente perdida ao final do pProcesso, sendo
paulatinamente reescrita pela matriz de fatores sendo gerada.

Tal fato pode ser explorado, poizs uma vez gerados os
element.os em uma dada linha da matriz de fatores, estes n3o
mais dependerfiv dos elementos da matriz original, <(vindo
eventualmente apenas a alterar o valor de elementos em oulras

linhas subseqlentes, nas demais etapas do processol.
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A Unica diferenga com relagfioc a estrutura seqiilencial
"contigua" {(anterior> ¢ que se faz necessario agora a
utilizagdo de mais um conjunto de apontadores IAF, {(poizs o
final de cada linha nZoc mais =e encontra contiguamente
armazenado na posigZo anterior ao inicio da préximad.

Este overhead adicional de espago ¢ justificavel, por
ser apenas da ordem de n, em comparagio com o overhead da
ordem de TotNonz(4), que inevitavelmente se teria com uma

representagio contigua para ambas as matrizes em separado.

12948508780
é ?1984676 é
A -g 6174‘2) g
[+ 54 [e]
g a92 3
] < <«
123455780
A
IA JA AN IAF pos IA JA AN IAF
o 1 1 3 1. 5
2 L ] 2 6 5 8. 7
- “ - s 8 6 4. 8
< ;"/—_ 4 o 8 7. 11
g J 5 12 9 6. 12
"/ - s 13 4 3. 13
] / 7 14 7 6. 13
7 7 a 14 9 5 14
~< 4 o 15 6 7. 14
10 7 4.
14 8 2.
12 8 9.
19 7 1.
14 14 2.
IA/1IU

7 (TN RN AR

"

v
AN/UN \\ \\‘

" V77

IAF

/Ah—

fig_ JI<3D> - Representacfo seqlencial "segmentada®
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Una outra estrutura auxiliar a ser utilizada com
fregiiéncia em algumas das etapas apresentadas neste capitulo,
& a estrutura de UT, ou =eja a estrutura de cada linha da
transposta da matriz de fatores J{(correspondendo ac conjunto
de indices das linhas contendo elementos n3oc nulos, em cada
coluna da matriz de fatores UD.

Tal estrutura, pode sger faAcilmente obtida, mediante a
aplicag8oc de uam algoritmo de transposig8o esparsa [AB],
[G161, apresentado na seg3o I1.3.

Em algumas abordagens tradicionais, a utilizag3c de uma
representagiio explicita de estrutura da transposta de U &
completemente evitada, gerando-=se esta informagdo
dinadmicamente, durante a fase numérica de processamento, a
medida que esta vai se mostrando necessaria {(comoe por exemplo
para se determinar qual a préxima linha a ser subtraida da
linha corrente em cada etapa do processo de eliminagiol.

No presente trabalho optou~se por langar m3o sempre gue
possivel da representacio explicita da matriz u* no hugay da
geragio dinadmica desta informagfio, por ser simplesmente a
forma mais eficiente {(a nivel de um menor overhead em tempo
de execuglod, e a mais didatica e flexivel de todas,
adicionando um overhead em espago adicional, da ordem de
TotNon=(U) posiglies inteiras de armazenamento, © que para
matrizes realmente esparsas, aproxima-se bastante de O0nd.

Em algumas abordagens, como a da segdo IvV.3, a
utilizagio de uma representagdo “implicita" para os elementos
em cada linha da matriz transposta, gerando-os
seqiiencialmente "em tempo real” A cada etapa, é¢ simplesmente
impossivel de =e aplicar, visto que para o reordenamento
dindmico de contribuigBes {(a ser apresentado no capitulo IV,
& preciso se conhecer toda a estrutura explicita de elementos
da t’ezima linha da matriz transposta, para se poder levar
adiante esta etapa do processo de eliminagfo.

Assim, como o leitor podera perceber ao longo de todo
este trabalho, sempre gque possivel, procurcu-se privilegiar
estruturas que venham a oferecer algum beneficio em termos de
redug8io de overheads em tempo de execugdo, em detrimento de
estruturas cujo ob jetivo fosse voltado para um pélo
completamente oposto, ou seja propiciando prioritariamente

apenazs uma reduglc dos ocverheads de espago de armazenamento.
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® Assume—se portanto gque estruturas com espageo total de
armazenamento da ordem de n ou de ToltNonz(lUd sejam
tolerduvets, ao passo que estruturas da ordem de TolOperd s
ndo, por certamente esta segunda grandeza, tornar
tmpraticavel a solugio de sistemas esparsos de médio a grande
porte, na maioria das workstations e micro—computadores, com
uma memoria real tipicamente da ordem de agapenas algumas

dezenas de megabytes.

Algumas estruturas a serem apresentadas, como a=s “listas
simbélicas de enderegos® na seqgio ITL.2 e as “listas
compactas de aédigos™ na seglo IV.4, no pior caso, podem vwvir
a ocupar um espagoe proximo aoc de TotOperddi), o que em
principio, pela filosofia de projeto anteriormente
apresentada, poderiam ser sumariamente descartadas como
estruturas auxiliares a =e empregar no processo de eliminagdo
esparsa.

Porem, o uso "controlado” de tais estruturas, ou =eja,
com a aplicagBo destas apenas para certas fases do
processamento como um todo, com o confinamento de tais
estuturas apenas em regifes onde o crescimento do volume de
informagdc armazenado ndo ¢ “explosivo', permite que =se eleve
ainda mais a eficiéncia final a nivel de tempos de CGPU, sem
contude =& onerar de forma intoleréavel, o espage final de

armazenamento.

Vale a pena, a partir deste ponto, até o final desta
seglo, mencionar a titule de complementagic, outrosm esgquemas
consagrados pela literatura, & que podem ser empregados para
se reduzir o espago de armazenamento na representagio da

matriz de fatores resultante.

O primeiro destes esquemas & o de ‘“compressdo de
Shermann” adotado com sucesso desde meados da década de 70, e
gue consiste em se reduzir o tamanho total do vetor JU
(contendo as listas de colunas associadas a cada linha da
matriz de fatores), baseando-se na observagSo empirica de que
a estrutura das porgBes finais das Altimas linhas de U

possuem normalment.e sub-conjuntos de indices idénticos (e que
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portant.o acabariam redundantemente armazenados num esquema do
tipo “tradicional''.

A solugdio portanto conzsiste em se langar m3o de mais um
vetor auxiliar de apontadores IJU, e que indica a partir de
que posiglo os indices de colunas associadas a uma dada linha
na matriz de fatores podem ser obtidos a partir dos indices
associados A representagldio de alguma das linhas prévias.

Com isso, especialmente na sub-porgdo final da matriz de
fatores, consegue-se obter redugBes significativas no espago
alocado para o vetor JU {contendo apenas conjuntos realmente
distintos de indices de colunas necessarios para a
caracterizagdo completa de toda a matriz U

Gabe lembrar que o esquema de "Shermann', sé considera o
caso em que a coincidéncia nos indices de colunas ocorre
apenas na porgdo final de cada linha. Se um esquema mais
complexo de compress3c {(como por exemple os baseadozs em
supernodes, a serem vistos na =seqgdo IIL3> for adotado, a
taxa final de compressfo pode vir a ser ainda mais elevada.

Na verdade, uma reprsesentagfic por superncdes em certo

sentido & uma das mais econdmicas e eficientes que se pode

obter, sendo o principal beneficio da sua aplicagic nio
apenas a compressSo de espago, mas =im o aumento da
eficiéncia computacional como um tode, por permitir um melhor
aproveitamento da =seqgilencialidade de armazenamento durante a
fase numérica do processamento (como serd visto no final do
proximo capitulo).

As Unicas estruturas adicionais capazes de rivalizar com
a representagio por supernodes sic as baseadas na “Arvore de
caminhos de eliminagZo™ L1411} Cestrutura esta de vital
aplicag8c em varias etapas do processamento esparso, e gue
meri vista em maliores detalhes nas seqgfes IL3 e IV.2),

Neste caso, adotando—-se “esquemas compactos* de
representagdo, baseados na Arvore de eliminacao Ccujo
overhead adicional de espago de armazenamento para sua
representagdic &€ de apenas n), pode-se chegar a ganhos
apreciaveis em algumas classes particulares de matrizes como
nos mostra I[IL10L

Finalmente n3o se deve esquecer de mencionar os esdquemas
"dindmico=z" wvia "Bordering' propostos em [Bil, [IB2] também

apoiados na Arvore de fatoragSo, e gue simplesmente conseguem
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eliminar completamente a necessidade de wuma estrutura de
representagio para as colunas da matriz de fatores
resultantes, mas cuja implementacio acaba impondo overheads
em termos de tempo de execuglio nem sempre compensadores, (a
menos gue a economia de espago obtida seja muito superior a
conseguida pelos demais meios de compressSc usuais).

Passaremos agora a considerar o] processo de
reordenamento visando a redugBo de Fill-in's, e dque por
consistir na simulag8o de todo o processo de eliminagio,
mediante operagSes sobre o grafo de representagdio da matriz
associada ao sistema, inevitavelmente, acaba por se apoiar em
novas estruturas de dados, especificamente volladas para esta
fase em particular, e que serio portanto apresentadas ao

Iongo da prédxima segfo.
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I11.2 Ordenamento visando a redugdc de fill-in

Como ja& foi comentado em segles anberiores, 0 processo
de eliminacgfio esparsa, tende a introduzir novos elementos n3o
nulos a medida gque vBo0 e processando as eliminagBes a cada
etapa. A forma encontrada para se t{tentar amenizar este
esforgo computacional extra, se da mediante o reordenamento
prévio das linhas e colunaz da matriz original, visando, de
alguma forma, A minimizagdc da coriag8o dos elementos de
Fitt—in.

No cazo de matrizes simétricas, a Gnica forma de
permutagio de linhas e colunas possivel, de modo a se manter
a simetria, ¢ efetuar-se permutagfes simultineas de pares t,7
de linhas e colunas com mesmo indice associado, o gue
corresponderia a se tomar apenas elementos pivd situados na
diagonal, {(permutando-se desta forma uma dada linha i por J,

bem como a t’ezima coluna pela jFezimad.

Como foi notado na =segSo anterior, uma forma conveniente
de representagdo para matrizes esparsas ¢ a bhaseada na
representagio por grafos associados A 2 estrutura de seus
elementos nSo nulosg, onde cada nd do grafo corresponde ao
indice de uma linha {(ou colunad da matriz representada, e
cada aresta do mesmo, indica a presenga de um element.o ndo
nulc na posigdo definida pelos indices de linha e coluna

associados ao par de néds compreendido pela aresta.

Tomemos como exemplo a matriz da fig 114> e o seu grafo
G A associado. Se efetuarmos o Processo de eliminag&o
Gaussiana na ordem natural em que =e encontram as linhas da
matriz {(seguindo-sze a seglidgncia de né= de 1 a B, percebe-se
que a matriz de fatores resultantes sera completamente cheia,
visto gque aoc se eliminar os elementos «  , a_ , e o
2,4 3,1 4,4 5,4
{subtraindo-se multiplos escalares da primeira linha de ocada
uma das demaisd, novos elementos acabarfSio sendo introduzidos
nas posigdes az,a’ 02’4, az,s’ 03’4, ag,se 0415.
Tal fato, nos leva a pensar se esta seria a melhor
situagSo possivel para a fatorag8o de uma matriz t3o simples

como a apresentada.
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fig II{4> - Matriz original e seu grafo associado

Assim, se passarmos a considerar permutagdes com o
objetivo de se reduzir o nimerc de novos elementos criados na
matriz de fatores, veremos gue com uma simples permutagdo
como a apresentada na fig II<BGd, a matriz de fatores
resultantesm nSoc =6 possul conzsideravelmente menos elementos
do que a apresentada no caso anterior, como neste exemplo em
particular, nenhum elemento novo acabou por ser introduzido
no processo, visto gue a eliminagio dos elementos o

a_ >
5,4 5,2

a e a contribui apenas no elemento a e que jJa
5,3 5,4 5,5

pertencia a representaglo da matriz original.

fig JI<5Y - Matriz reordenada ¢ seu grafo associado

Infelizment.e a eszcolha “"$tima' da seqiigncia de
permutacgfes a serem efetuadaz ao longo do processo € um
problema “NP-Completo" [¥1l, de modo que o gque =se pode
egperar como solugso pratica, s3o0 métodos “heuristicos" que
tenham como principico basico a redugiio do ndmero de novos
element.os introduzidos Ce consedgilientement.e do esforcgo

computacional envolvidod.

» Assim o qgque os métodos heuristicos de reordenamento
buscam ¢ algum tipo de minimizacdo do ndmero de elementos de

Fill-in introduzidos ac longo do processo de eliminagdo.
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Na literatura encontram-se muitos coritérios, guase todos
baseados no esquema #2 proposto por Tinney IT21 no final da
década de 60, e gue ficou conhecido como critérico de

permutacio segundo o "menor grau” (mintmum degreed [G21

Critérios extremamente mais simples do que este, como o
critério #1i, que leva em conta apenas o numero de elementos
nIFo nulosm na matriz original (e determina a seqiéncia de
permutages segundo um ordenemento crescente destes wvaloresd,
n3o chegam a competir com o de "menor grau"” em termos de

percentuaiz de reduglo do numero de fill-ir’s.

Uritérios mais complexos como o de #3 {(conhecidc como o
de "menor fill-in local™) embora em alguns casos conseguindo
redugles significativas, na mailoria das wvezes ¢ muito mais
onerozo do que o criterio #2, e portanto nSo justifica o geu
uso, a ndo ser em casos onde maltiplas =molugBes de um sistema
com a mesma estrutura sejam regueridas <{onde o custo
adicional de um reordenamento mais elaborado acabaria
“diluido', caso o aumento de eficiéncia nas demais fases do
processo, em face de wuma maior redugS8oco do namero de

Fill-in’s, se mostrasse acentuadol.

O critério de "menor grau” consiste portanto em se
efetuar uma “"simulac3o"” de todo o processo de eliminagso
Jevando-se em conta apenas as informagfes estruturais da
matriz original e da matriz de fatores sendo gerada, nZo

efetuando desta forma, qualquer operagiio de ponto flutuantel,

O processo como um todo conmiste em ir se tomando a cada
etapa, como candidato a pivd {removendo—se do grafo
agsociadod, o nd que possuir o menor “grau” (ou s=eja o menor

numerc de conexBies com os demais ndsd, correspondendo no
i
A
nd com o menhor numero de arestas ligadas aoc mesmo,

grafo G, associado a {’ezima etapa da simulaglio, a remogdo do

No processo de remogfio de um dado néd do grafo associado,
introduzem-se eventualmente novas ligagBes entre os elementos
originalmente ligados ac né em gquestio, correspondendo tal

ctapa da simulag8o, a criagic dos novos elementos de fill—-in.

E’ natural gque a cada etapa, Se possa eventualmente

encontrar nés com o “mesmo grau” e gque portanto poderdo ser
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indistint.amente tomados como “candidatos'.

Nestes casos muitas heuristicas foram tentadas como
“"oritério de desempate’” durante toda a década de 70, e a
conclus3o obtida {derivada de um longo periodo de
experimentagio) foi de gque nenhum dos coritérios testados em

particular, se sobressaiu sobre os demais.

- Assim, por simplicidade o critéric de desempate mails
usuatmente adotado & tomar o primeirc né encontrado denire o

conjuntoe de nés com o menor grau.

Em todas as abordagens para o problema de “ordenamento
stimo”, faz-=e¢ uso de muitas das propriedades e ferramentas
desmenvolvidas na area de Teoria dos Grafos, uma vez que o

processo de fatorag3o esparsa pode ser visto como uma
seqliéncia de eliminagBes de arestas a partir do grafo Gz = @ A
asgsociado a matriz original e que a cada etapa i do processo,
vai sendo transformade num grafe intermediirio G;, até =e
k2l

A

0 aparecimento de Fill-in’s por exemplo =e d& quando

chegar a 6, contendo o Ultimo né do processo de eliminagfo.

durante © proces=o de eliminagloc das arestas associadas a um
dado nd, criam-se ligagBes entre todos os nds ligados ao nd
original <{e gue originalmente nio existiam no inicio de cada
etapa do processo), como pode ser notado no exemplo da

fig_ IIC6D.

Neste exemplo, considera-se o processo de eliminagido a
partir da segunda etapa, {(com a estrutura de novos elementos
de fFill-in representada por circulos ao redor dos elementos x

associados).

Percebe-se que com a remogido do nd 2, coria-se uma
ligacfio entre os noés 4 e 9, correspondendo aoc elemento de

Fill—in as=sim introduzido.

Com a eliminagfo do né 3, criam-se ligagBes entre o=
elementos B e 7, & entre 5 e 11, visto serem estes os nods

anteriormente conectados ao néd removido.

0 processo se estenderia neste caso até a décima etapa,
{nZo representada na figura por analogia com a= etapas
iniciais ilustradas), onde o grafo associado, conteria apenas

o ultimo néd a ser eliminado (o de numero 11 em particulard
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fig TI<6> - Grafos associados as etapas da eliminacSo

Em termos de estruturas de dados, ¢ aconselhavel que a
fase de reordenamento, se baseie no uso de estruturas do tipo
"encadeado” pois como se pode perceber, as informag@es sendo
geradas =¢ alteram dindmicamente com a evolugSio do processo.

Utiliza-se na maioria das vezmes uma representagdo por
listas <(encadeadas) de adjacéncias para cada né do grafo
associado & matriz original, ¢ gue wval sendo progressivamente
transformado a cada stapa.

Representagfes alternativas mais eficientes, consagradas
na literatura, se baseiam no uso de "Reachable Sets’”, e no
conceito de "eliminagSc em massa" de ndés (explorando-se o
conceito de swupernodes?? e nio serSo consideradas neste

trabalho, reportando-se o leitor a IG21.



Contrariamente ao caso de uma represent.agio por
*reachable seits”, numa implementagfo convencional <onde o
processo de eliminagfSo ¢ simulado mediante apenas operagBes
de unifos/rTemogdio nos conjuntos de indices associados as
linhas envolvidas em cada etapad, o esSpaco total de
armazenamento a ser ocupado pela matriz de fatores, =6 podera

ger conhecido ao final do processo.

Um ponto benéfico a favor da= implement.ages
convencionais Czimulando~se a fa=ze de eliminag3o via
operagfes elementares sobre conjuntos) & o fato destas
fornecerem “gratuitamente” a estrutura da matriz de fatores
resultante <(eliminando assim, a necessidade de uma fase
auxiliar de ’fatoracdc simbdélica” a fim de se determinar a

posteriori esta estrutura, como =serda visto na préxima segdod.

Nas implementacBes por reachable sets” aoc contrario,
no se dispBe de uma estrutura de fatores “pronta” ac final
do processo, devendo-se neste cazo langar m3o de uma fase

auxiliar de processamento dedicada a esta finalidade.

A= vantagens em termos de economia e previsibilidade de
espage inerentes a este tipo de implementagico no entanto,
aliadas a grande eficiéncia com gque =e consegue atualmente
efetuar a fase "simbdlica” subsegiiente, tornam este tipo de
representagio o mais aconselhavel {(especialmente gquando mais
de uma fatoragSo de matrizes com a mesma estrutura vier a se

mostrar necessariad.

Conzideraremos no entanto apenas as alternativas
baseadas numa representagiio convencional, por razdfes de

simplicidade didatica.

A nivel de pseudo-cddigo, =8o apresentados a seguir, 3
alternativas de ordenagfio, baseadas nos critérios # 1, 2 e 3

propo=stos originalmente por Tinney ITZL

Em todas elas & assumido gue uma representagdoc para o
grafo original, G A associado a matriz a =er fatorada seja
fornecida como entrada, obtendo—-se como resultado em todas as
alternativas, o wveltor NORDER de indices das linhas a serem
eliminadas <{(ditando a seqliéncia a ser efetivamente adotada

durante a fase numérica de soluglod.
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Alternativa II(#1>
i ¢« 1
Dentre o conjunto de todos os nds ndo eliminados,
escolha o ndé j com o menor de todos o= graus. (Qaso

todos o= nds tenham sido eliminados termine o
processol,

Faga NORDER Ii]l « j, i « i + 1
Marque o nd j como "ja eliminado™

Volte ao passo 1:

Alternativa IIC(#2)
i« 1
Dentre o conjunto de todos o= nds nSo eliminados,
ezcolha o nd j com o menor de todos os graus. {(laso

todos os nds tenham sido eliminados termine o
processol.

Faga NORDER [i]1 ¢« j, 1t « 1 + 1

Marque o nd j como "jA eliminado™ e processe todas
az alteragBes no grafo associado correspondentes a
eliminagd3c do ndé em gquestlo (ligando-sze todo=s os
ngs conectados ac Jj entre =i, criando-se desta
forma a estutura da linha resultante na matriz de
fatores associada a j2»

Volte ac passo 1:

Alternativa IICH3D
i « 1

Dentre o conjunto de todos os ndés ndo eliminados,
ezscolha o né jJ tal que a sua eliminagdo wvenha a
resultar na criagdco do menor nGimero possivel de
elementos de Ffill-in durante a atual etapa do
processo  {simuwando-ze a eliminagdc para cada um
dos ndés candidatos dessa etapad. (Qaso todos os nd=
tenham sido eliminados termine o processol,

Faga NORDER [il1 ¢« 7, 1 « i1 + 1

Margue o nd j como "jA eliminado" e processe todas
as alteragBes no grafo associado correspondentes a
eliminag8c do nd em quest3o (ligando-se todos os
nos conectados aoc J§ entre =i, coriando-se desta
forma a estutura da linha resultante na matriz de
fatores associada a j

Volte ao passo 1:
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Uma wvez obtido o "vetor de ordenamento” NORDER, nos
casos em que maltiplas refatoragSes de matrizes com a mesma
ezstrutura venham a ser realizadas, pode-se efetuar uma
permutacgio fizica das linhas da matriz original, tomando como
ordem a seqlidncia ditada pelo vetor de ordenamento, ou seja,
a primeira linhascoluna da matriz permutada corresponderid a
NORDER(1) da matriz original. A segunda correspondera a
NORDER(2), e assim sucessivamente até a n’ezima linhascoluna.

Deste ponto, antes da fatoragfo numérica propriamente
ditad, pode se passar A fase de fatoragd3o simbdélica nos casos
em que a estrutura resultante da matriz de fatores n3o houver
sido fornecida como subproduto do ordenamento <{como por
exemplo caso o critério #1 tenha sido utilizado, ou uma
implementagd3o por “reachable sets” tenha sido adotada para o
critério #20, o gue passaremos a considerar na segEo a

seguir.
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IL3 Obtencglo da estrutura da matriz de fatores

Em certos procedimentos de ordenagdo visando a redugio
de Fill-in, a estrutura final da matriz de fatores U ndo

pode ser fornecida como um sub-produto do ordenamento.

Nestes casos, uma etapa auxiliar de determinagdo da
pozsigio estrutural dos fatores <{conhecida na literatura como
fase de 'fatoragfco simbdlica™d, mostra-se adequada, uma vez
que de posse desta informag8o, o processo de fatoragdo
numérica propriamente dito, pode =er implementado de forma

maizs eficiente (Ccomo veremos na proxima segiod.

A "fatorag3o simbdélica", assim denominada pela
literatura, e abordada nesta =segfo, nio deve ser confundida
com o8 procedimentos também “simbdlicos", apresentados nos
capitulos subseqientes deste trabalho, e que objetivam um
aprimoramento complementar da eficiéncia da fase numérica dos

métodos de fatoragio considerados.

Na verdade a “fatorag8o simbdlica" wusual, pode =ser
encarada como um sub-conjunto das técnicas "simbdlicas™ mais
gerais, visando a minimizagico dos overheads em termos de
execugio, (=) que particularmente atinge este ob jetivo,
mediante a obtencio da estrutura "estaltica" da matriz de
fatores incluindo-ze os fill-in’s gerados, ddispensando desta
forma a determinagdo dindmica da posig8So estrutural destes

element.os durante a fazse numérica da eliminag3od.

As demais técnicas simbdlicas a =serem apresentadas,
complement.am esta fase, determinando-se informagdes
simbdlicas adicionais, como os enderegos {po=igbes de
memédriad de cada um dos elementos acessados durante cada
etapa da eliminagSo, ou listas compactas de cddigos, ocujos
procedimentos de “interpretagdo" e execugSo das operaglfes
codificadas, podem ser mais eficientemente implementados do

que as abordagens numéricas convencionais.

Ou se ja, t.ais metodologias =imbodlicas a serem
apresentadas nos capitulos III e IV, constituem o que s=e
optou convencionar por uma fase complementar de
pré-processamento denominada "codificagio simbblica”™ pelo

autor deste trabalho.
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L E apenas na fase de »fatoracdo simbdslica prépriamente
dita, que se concenitra esta secdo, cujo unico objetivo & o da
delerminaciio da estrutura de fatores resultantes ao Final da

eliminac&o (incluindo-se os elementos de Fill-in gerados).

A solugdo para este problema basico a ser enfrentado,
consiste em =se fazer uma concatenaglSco {(controladad dos
conjuntos de indices de colunas associadas de todas a linhas
a serem subtraidas da linha corrente, {(com o controle se
dando de modo a evitar operagles de concatenagio

desnecessarias como veremos a seguird.

Tomemos como exemplo a matriz da fig IIC7>, e
conzideremos a =métima etapa do progesso, correspondendo a
eliminagdo dos elementos a esguerda da diagonal na linha

corrente #7.

Inicialmente temos gue subtrair a linha #3, da linha
corrente #7. Ao se efetuar tal subtrag8o, cria-se um novo
elemento em a_ (e que posteriormente obrigarid tambem a
subtragdoc da linha #5 da linha corrente). dContinuando o
processo vemos que a linha #4 também necessita ser subtraida
da corrente {(de modo a eliminar o elemento 074). Finalment.e
em face da criagdo do novo elemento a_ a linha #5 como

notado, acabara por ser subtraida da #7.

Assim uma implementagic "imediatista™ seria simplesmente
concatenar as porgdes a direita da coluna #7 das linhas #3,
#4, #5 e #7, cujas listas de indices de colunas a dirveita da
da sétima coluna, dncluindo-a>, sZo dadas pelos conjuntos

listados a seguir:

linha #3: colunas: 7 11
linha #4: colunas: 7 9
linha #5: colunas: 7 8 11
Iinha #7: colunas: 7 11

Ezstaz listas de indices terfSo de sofrer uma operagio de
"concatenagdo”, © que acabara resultando na estrutura final

de fatores da linha #7 & gue sera:

linha #7: colunas: 7 11 o o
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fig IIC7> _ ConcatenacgSo de indices

Uma propriedade da eliminagSco de Gauss (descoberta por
Rose IR8]1 em meados da década de 703 permite gue o nimero de
linha=s ocujos conjuntos de indices devem =ser efetivamente
concatenados, possa ser reduzido.

Simplesmente =se observou que todas as linhas candidatas
a concatenagdo gue possuirem algum elemento ndc nuloc na
porgiio compreendida entre a direita de =seu elemento diagonal
2 a esgquerda da c<coluna corrente #7 no exemplo em
particular?, nJZoc precizam ser congideradas durante o processo
de concatenaglo (para a formag3o da linha corrente)d.

Tal fato se da pois tomando como base o©o exemplo am
particular, no gqual a linha #3 n3c preciza =mer incluida
durante o processo de concatenag8o da linha #7, pois uma vez
gque possul o elemento a . por gimetria acabari por possuir o
elemanto a,, em alguma etapa mais adiante, & na eliminagio
deste elemento {(durante a quinta etapa do proces=sod, a porgdo
da estrutura de indices a direita da coluna #5 na linha #3,
acabari por ser concatenada ao con junto de fatores
resultantes da linha #5 (a ser gerada durante o processamento
da quinta etapadl.

Assim, gquando da concatenagSo das linhas para a obtengSo
da estrutura definitiva da linha #7, ao se adicionar o
con junto de indices associados a linha #5, =e estara
implicitamente adicionando também o conjunto de indices da
linha #3 (uma vez que sua estrutura por construglo, ja devera
ter wsido concatenada a da linha #5 na guinta etapa do
processol.

As=im, no exemplo em particular, o conjuntce de linhas a
serem efetivamente concatenadas para a obtengSo da estrutura

final da linha #7 ¢ dado por:
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linha #4: colunas: 7 o
linha #35: colunas: 7 8 11
linha #7: colunas: ¥d 11

Dezta forma, ao se efetuar a operagio de concatenagdo na
ordem apresentada acima, a nova estrutura resultante para a

linha #7 acabara sendo:
linha #7: colunas: 7 o 8 11

Um detalhe a respeito das operagfes de concatenagdo
descritas nos paragrafos anteriores £ gque +Lodas podem ser
feitas de forma desordenada, pois durante a fase puramente
“simbdélica™ do processo de fatoragfo {(quando o unico objetivo
& o de determinar-se a estrutura final da matriz de fatores
resultantes? nio € necessario que as listas de colunas
associadas a cada linha estejam ordenadas de modo crescente.

Um outro item que passou a ser merecedor de destaque nas
implementagBes modernas do processo de fatoracao simbdlica &€
a possibilidade de =e abortar imediatamente o processo, L3o
logo se encontre a partir de um certo ponto, uma linha da
matriz de fatores resultantes com todas as posigBes ocupadas,
o gque significard gue a partir deste ponto a submatriz de
fatores remanescentes a se eliminar seria completamente densa,
e portanto sua estrutura podera ser facilmente determinada,
sem ter de se recorrer a operagies de concatenagdo (e que

seriam bem mais onerosas durante o final do processo)d.

De posse de uma notagio bamica de conjuntoz associados
as diversas estruturas envolvidas no processo de fatoragdo
mimbélica (a serem aprezentadas abaixol, incluimos a titulo
de complementag8io, um pseudo-céddigo para a fase simbdlica

descrita nesta seglo.
Partindo-se das definigles:

Definigio I1.3{1D Estrutura de elementos por linha

{k)llmt’k#()}

StructlM >
i,%
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Definicio IL3(2> Estrutura de elemenios por coluna
Struct(M*'j) = { k < j | mk,j # 0 }
Definigdio I1.3(3> Primeiro elemento ndo nulo
i caso Struct{U, > = O
. i,%
pa> = CAaRO
min { j < Str-uct(ut,*) > contrario

E da propriedade:

FPropriedade IL3(a) Concatenagido selecionada

Sitruct<U,_ > Struct{A, > U
i, ¥ i, %

[ U{S'tr-uct(l.lj*) ] p(j):i}] - Li2
i<i :

Pode-se apresentar o procedimento:

Procedimento IL.3CAD Fatoracio Simbélica

para i de 1 até n faga
R « &
T
para i de 1 até n faga
S ¢ Strucica, O
i,%
para j = Ri Faca
S «S5u Str-uct(Uj*) -{1i>
Sitruct{J. 2 « S
L,
se Str‘uct(lli *) # & ent3o
pii2> « min { j S’truct(UL < 2
e R O wuLi>
P{L) P

A propriedade IL3(b>» & justamente a descoberta por Rose
iR81, vimando a redugdo do nimerco de linhaz a serem
concatenadas e exemplificada nesta seg3lo.

Cabe notar, gue para a aplicag8oc do algoritmo de
fatoragdo simbdlica apresentado, & assumido que uma
permutagdo figica {(gimétrica? nas linhas (e colunas> da
mati-iz original =seguindoe a ordem ditada pelo vetor de
ordenamentca NORDER d{apresentado na seg8o anterior), tenha

sido préviamente executada antes de se iniciar o processo.
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» O algoritmo pode ser melhorado, caso se inclua um teste
adicional logo apds a condigHo se Str‘uct(lli’*) # & entio,
verificando-se s=e a cardinalidade de Sta"'w:l‘.‘(u,L *) & dgual a
n-i, caso em que a estrutura da linha r-eéult-ante seria
completamente “cheia', e poderia-ze interromper o algoritmo a
partir deste ponto, gerando-se trivialmente a estrutura das
linhas densas da sub-matriz restante, conforme fol comentado.

Uma wvez obtida a matriz de fatores pelo processo de
fatorag8o simbdlica descrito, faz-se necessarioco uma etapa
complementar de ordenagio dos indices de colunas em cada uma
das linhas  de WU geradas, visto serem as concatenagles
realizadas no algoritmo apresentado, efetuadas de forma
desordenada, de modo a =me reduzir o esforgo computacional
durante o processamento.

A solugdo para o problema de ordenag8io dos r conjuntos
de indices associados a cada uma das linhas, se dA mediante a
dupla aplicag8o de um algoritmo para a transposigldo de
matrizes esparsas, e bastante divulgado na literatura [ASBL

A essénoia do método € na  primeira passagem do
algoritmo, com a transposigfio da estrutura de U por Ilinhas,
se conseguir montar a estrutura da transposta com o=
element.os ordenados em cada coluna. Na segunda passagem, com
a transposigdo de wvolta a estrutura por linhas, =se conseguir
a montagem da mesma de forma ordenada <(por linhas).

Tal algoritmo por sua simplicidade, nfo =sera exibido
agqui, reportando-se o leitor a P11, [A8], para uma

apresentagio mais detalhada.
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I11.4 Metodologiaz convencionais para a fase numérica

Nesta seglio finalmente ira se apresentar oz métodos de
fatorag&o numérica tidos como "convencionais" por se
utilizarem de téanicas Jja estabelecidas e de amplo
conheciment.o na literatura ao longo das duas Glbimas décadas.

0O problema basico a ser abordado inicialmente ¢ o da
combinagSc linear de vetores armazenados em algum formato
esparso, correspondendo ao loop mais interno do processo de
eliminagio.

As duas alternativas de eliminagio apresentadas,
baseiam-se nas versties com geragdo dos fatores por linhas, e

por colunas, apresentadas no capitulo 1.

Finalmente o processo de retro-substituigio &
apresentado apenas a nivel de complementagio, visto ndo

pertencer ao escopo de abordagem do presente trabalho.

Um dos "problemas basicos™ de uma abordagem esparsa para
a solugdo de zistemas lineares, congsizte =e implementar de
forma eficiente as operagBes de combinagd3o linear de linhas

anteriores com a linha corrente.

O gue se requer £ uma forma de se adicionar vetores
esSparsos e que S ehcontram armazenados de alguma forma
compacta {contiguamente no CAaso de uma representagio
sequiencial ou =egqiiencial segmentada como visto na segio IL1D)
ou na forma encadeada.

O problema da adigdo de vetores esparsos pode ser
solucionado de trés formas distintas, o que passaremos a
discutir a seguir (supondo-ste o caso em que os conjuntos de
indices associados A cada linha ja& =e encontram ordenados de

modo crescente segundo colunas),

A primeira solugHo consiste em se varrer
"controladamente” os dois vetores de indices, tomando-se o
cuidado de =é se efetuar uma operagdo de soma quando o indice

{da colunad) associado A4 ambos os vetores for coincidente.

Neste caso um pseudo-~cddigo & apresentade na alternativa

II.4CAD.
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L Em todos os casos, assume-se gue o vetor V a ser
adicionado a U, possua comeo estrutura de elementos nédo nulos,
um sub—conjunto da estrutura de U, (ou seja a estrutura de U
engloba toda a estrutura de wvetores a serem adicionados ao
mesmo, tendo sido determinada em alguma fase anterior do

processamentol,

Nos procedimentos abaixo, V denota wm dos vetlores
esparsos a Sserem adicionados ao vetor basico U {também
esparso), ambos armazenados de forma seqliencial segmentada,
com iu, tuf, iv, ivfF denotando os ponteiros para a posigdo de
inicio e fim de cada representagdo, e com JU e JV indicando

o8 conjuntos de colunas associadas aos vetores U e V.

Alternativa IL4<CAD Varredura controlada
k « {tu
para j de iv até ivf faga
ot me JV(id = JUk) entdo
U<k> « UCkD> + VO
k « k +1
sendo
k « k + 1
va para o
fim se

fim para j

Outra forma de se implementar a adig3o de 2 velores
esparsos {armazenados de modo seglencial segmentado?, e gue
vem sendo utilizada até hoje, desde [G15), consziste em
primeiro se descompactar os elementos do vetor base U, em uma
estrutura auxiliar de trabalho W de dimens8o n e a seguir
adicionar-se os elementos dos vetores ¥V  nas posigBes
correspondentes de W, compactando-se finalmente todos o=
elementos diferentes de zero acumulados temporariamente em W,

nas posigdes ocupadas pelos elementos originais de U

Alternativa IL4¢(B)> Vetor de trabalho expandido

para j de iu até tuf faca
WCJUCIDY « U

para j de iv até ivf faga
WCJUCHD « WU + VOO

para j de iu até tuf faga
UCi> <« WJUOID
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Neste caso, incorre-se nos overheads de tLer-se que
carregar e descarregar o vetor auxiliar de trabalhe W com o
contetdo do vetor basico original U. No caso em que apenas um
vetor V & adicionado ao vetor U, este overhead pode vir a ser
por demais oneroso, por envolver dois loops adicionais ocom
quase a mesma ordem de operacgfes que as do loogp central.

Quando o nimero de vetores V a serem adicionados em U
supera um determinado valor, o ocverhecd original passa a ser
amenizado durante o processo. A
® O métodoe descrito acima, & o gue foi adotado em
prdaticamente todas as implementagfes esparsas desenvolvidas a
partir dos anos 8o e consagradas na literatura.

A terceira forma de solugio, adotada em [A1]l e [AB],
requer o uso de uma lista auxiliar, contendo diretamente a=
posigSes de memaéria na representagio compacta de U
correspondente aos elementos de V a serem subtraidos. No caso
da adig3c de um Unico vetor V, esta ¢ a forma mais eficiente
de se efetuar a adigfo de vetores armazenados de forma
esparsa.

Quando o nimero de vetores a serem adicionados se torna
expresssivo, este passa a ser o mais oneroso de todos os
métodos em termos de espago. Assim o seu uso durante todo o
processc de fatoragfSio torna-se praticamente inviavel do ponto
de vista do dispéndio de recursos exigidos. A sua utilizagSo
“controlada™ no entanto {durante a fase inicial do processo
de fatoragfo) guando o grau de densidade das linhas ainda &
consideravelment.e baixo, representa uma das opgBes gque foram
empregadas com SUCeSSo em implementagBes recentes,
egpecialment.e na area de algoritmos de Pontos Interiores para

Programagdo Linear I[A1lL

Alternativa IL.4C(C> Listas simbdlicas de enderegos

nadr « 1

para j de iv até ivf faca
U(LSTADD{nadr>} <« WLSTADD{(nadrd> + V{j>
nadr <« nadr + 1

fim para

Onde LSTADD denota a "lista de enderegos” contendo as
posigtes de memdria dos elementos de U, a sofrerem a adig3o

dos elementos correspondentes nas colunas associadas de V.
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Com isto encerra-se a apresentagio das alternativas para

se efetuar a adigdo de dois ou mais vetores esparsos.

Cabe lembrar, gque em todos o= casos ol assumido que o
vetor basico U ja se encontrava representado com a estrutura
resultante que ©o mesmo teria apds o processo de adig8o dos
mialtiplos vetores V. Asgim, a=s posigles correspondentes aos
elementos de fill-in do vetor U, devem inicialmente conter

explicitamente um valor nulo.

A seguir, detalharemos at procedimentos completos
relativos a fase numérica” da fatoragdo préSpriamente dita,
{e que podem ser aplicados indefinidamente para se fatorar

matrizes com a mesma estruturad.

A técnica utilizada para se efetuar a soma de wvetores
egparsos ¢ a baseada na Alternativa I1.4(B>, via o uso de um
vetor auxiliar de +trabalho de dimens3c n (¢ que & adotada
come padr3oc por todos os pacot.es comercialmente disponiveis

como YSMP, SPARSPAK = HARWELLD.

Como jA detalhado anteriormente, a idéia basica consiste
em se expandir a linha corrente de U {(sofrendo o processo de
eliminagdc? num vetor auxiliar W, e a seguir efetuar a
subtragdc de todos os demais wvetores esparsos {das linhas
necessarias para a eliminag3io da linha corrente
acumulando-se oS valores nas posictes expandidas

correspondentes no vetor auxiliar.

Ao final do processo de eliminag8o da linha corrente, o
vetor auxiliar ¢ entfo compactadoe novamente na estrutura
sequencial contigua de armazenamento adotada para a matriz de

fatores.

Quando a linha assim gerada vier a ser necessaria
durant.e o processo de eliminag3ic de outra linha, os =eus
coeficientes serfo novamente subtraidos de forma expandida,

no vetor auxiliar de trabalho W.

O Procedimento IL4<1) consiste justamente num processo
de eliminag8c por linhas {(assumindo~-se gue a matriz original
e a triangular superior de fatores resgultante, estejam

armazenadas de forma seglencial segmentada por linhasd.
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A estrutura de dadom utilizada para a representagio da
matriz de fatores U ¢ baseada nos vetores IU, IUF, JU, UN,
contendo respectivamente ponteiros para as posigBes inicial e
final de c¢ada linha de U, bem como as c<colunas e os valores
numéricos associados aos elementos ndo nulos excluindo-se a
diagonal <(armazenada separadamente em DI, e contendo o

inverso destes valores ac final do processo)d.

E assumido também gque inicialmente a matriz original
esteja mapeada =mobre o mesmo espago de armazenamento
utilizado para a matriz de fatores, com as posigles relativas

aons elementos de fiil-in explicitamente “zeradas'.

Durante o proceszo de eliminagSo, faz-se necessario
também a representagifo estrutural da transposta de U
{gorrespondende a matriz triangular inferior de fatores U,
Exta informagdo, gquando o espago de armazenamento disponivel
& limitado, pode ser gerada dinamicamente durante o processo
como em [P1l. Por razles de simplicidade e eficiéncia  {{em
termos de tempo de execugio)d, sempre gue possivel a
informagio explicita da estrutura da transposta serada adotada

neste trabalho.

Assim neste caso, IUT, IUTF e JUT, analogamente a
egtrutura adotada para a matriz U, denotam os ponteiros para
az pogigBes inicial & final, bem como para os indices das

colunas (a esquerda da diagonald de cada linha da matriz u”.

A outra alternativa para a geragio da matriz de fatores
apresentada no Procedimento IL44(2), conziste na geragio dos
fatores por colunas, adotando-se a mesma representagio
seqliencial segmentada por linhas para as matrizes original e
de fatores, ¢ utilizando-se o veltor auxiliar de trabalho W
{nicialmente ‘'zerado'>, como um vetor de contribuigSes a
serem adicionadas na representagSo original de cada coluna de

U =endo gerada.



69

Procedimento IL.4€1)> Geracio dos fatores por “linhas”

(para cada linha corrente 7 a eliminar)
para i de 1 até n faga

Cinictalizacdo do apontador de posigles iniciais)
TUPCID < TINGD

Cinicialirzacdo do wvalor da diagonall
piv <« DIdD
{expansdo da linha corrente i’ no wvetor de trabalhod)
para j de IUAY ateée TUFA> faga
WCJUCiD « UN(jD

fim para j

(para cada linha 7’1’ a ser subtraida da corrented
para k de IUT() até IUTFAY faga

Clinha a ser subtratda de i)
1 « JUT<CKD

(posicdo inicial em 712
iua ¢« IUPCDD

Cproxima posigdo itnicialld
IUPCI> « TUPCID + 1

Cfator multiplicativoed
um <« UNJGiuc> % DICID

Catualizagdo da diagonald
piv ¢ piv - UNGuc> % um

Cnormalizaciio)
UN{iuc? « um

{subtracdo da linha 1’ da linha corrente i

para j de iuc + 1 até IUFD faca
WCJUCIDD « WOJUC2D ~ UNCH * um

fim para j
fim para k
Cinvers&o do elemento diagonald
DIGiY « 1 /7 piv
{compactagio definitiva da linha corrente i)
para j de IUG) até IUFG> faga
ONCIY « WU
fim para j

fim para i
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Alguns comentéarios =sobre o procedimento apresentado

e as estruturas auxiliares empregadas, fazem—-se necessarios.

O vetor IUP até ent3o ainda nSo introduzidoc no contexto
da eliminag8io esparsa, ¢ um dos ingredientes fundamentais e
presente em quase todos os métodos a serem abordados ao longo

do texto.

Assim, uma apresentagio mais detalhada da sua

finalidade, ¢ um item merecedor de destaque.

Reportando-se o leit.or a segio I1.3, quando se
apresenta um exemplo de concatenagfo de indices de colunas,
gerando-se a estrutura da sétima linha (no exemplo
considerado), percebe-mze que as linhas a serem efetivamentes

subtraidas da #7 =30 as de #3, #4 e #5.

Em todas elas, no método de eliminagdo por linhasg,
conforme a fig I(2), apenas a porgio “agima da linha
corrente das demais linhas envolvidas, precisa ser

explicitamente subtraida da linha base em questSo.

Deste modo, no caso particular da linha #3, apenas a
porgao a direita da coluna #7 Jdincluindo-ad, precisara ser
efetivamente subtraida da porgd3o a direita da diagonal na

linha base #7 smendo gerada.

A finalidade do wvetor IUP & na verdade se manter um
apontador dindmico para a posig8o inicial de cada linha, a
ser efetivamente usada durante a subtragio {da linha
associadal, de alguma outra linha base corrente, mais adiante

ac longo do processo.

Deste modo, I0pP & inicializado para as posices
iniciais {(contendo o primeiro elementoc nf3oc nule A direita da
diagonal> de cada linha, e sucessivamente incrementado, a
medida que uma dada linha em guestZo & usada no processo de
contribuigfio sobre uma outra linha base corrente, visto que
uma vez contribuinde ocom elementos a partir d4da pos=igHEo
IUP(i>, na préxima vez em gue a linha 1 vier a =se mostrar
necessaria, a parcela a ser efetivamente utilizada para a
contribuigfo, comegard a partir de IUP3GIH, e isso explica
em linhas gerais, o porque da presenga desta estrutura

auxiliar {de dimens3c nd, e a razldo para sua "dinamicidade®,
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Outra estrutura que se mostra conveniente comentar, ¢ a
da transposta de U, visto ser utilizada para a determinag3o
de gquais linhas necessitario ser subtraidas da linha

corrente,

Em face a simetria da matriz original, e por
consegliencia, da matriz de fatores resultantes, o processo de
eliminagio <(simétricad efetua apenas operagdes sobre os

elementos armazenados na porg3o triangular superior.

Porém, a estrutura de element.ozs ndo nulos gque se busca
anular em cada etapa do processo, Sse encontra a esgquerda da
diagonal da linha base, a cada etapa fundamental i da
eliminag3o. Tal eztrutura, corresponde por simetria, a
estrutura da porgdo da {ezima coluna de U, acima da
diagonal, e gque corresponde portanto a da representagio por

linhas de U » utilizada ao longo deste trabalho.

Deste modo JUTC(k) denota o indice das linhas a serem de

fato subtraidas da linha base corrente a cada etapa.

Esta informag8o, coOmo foi comentado, poderia ser
determinada dinAmicamente durante o processo, porém, pelas
raztes ja apresentadas, optou-se por adota-la explicitamente,

mediante a utilizagfo da matriz u”.

A ult.ima “filigrana®, no procediment.o 11.4<1> & a
normalizagfo dos elementos de cada linha, & o armazenamento

do inverso da diagonal, no lugar do seu valor diret.o.

A "normalizagSo” em questio, corresponde na verdade 2a
divis8o de todos oz fatores de cada linha, pelo elemento
diagonal correspondente, de modo a gue a matriz U assim

obtida, satisfaga a condigdSio de possuir a diagonal unitaria.

A 'filigrana" como se comentou, € gue a normalizag8o wvail
sendo paulatinamente efetuada, a medida gque =e avanga o
ponteiroc IUP(I>), e gue ao final de todo o processo de
eliminagfo, tera wvarrido toda a estrutura de elementos n3o

nulos de cada linha 1 da matriz de fatores.

O armazenamento de 14, no lugar de u ., se deve ao fato

L 1t
de operagfes de divis3do serem sempre mais onerosas do que as
de multiplicag8oc, & com o armazenamento do valor inverso, as

novas divisGes poderem ser efetuadas mediante multiplicagBes.
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Procedimento II.4C2> Geraclio dos fatores por “"colunas'

Crzeragem’” inicial do vetor de trabalhod

para i de 1 até n faca
W{id» « 0O
fim para i

x

(para cada linha corrente 1”7 & eliminar?
para i de 1 até n faga

Cinicializacdo do apontador de posicfes finais)
IUP(i> <« TUGD

Cinicializacdo do valor da diagonald

piv <« DIG)Y

(para cada linha 71 o ser subitralda da correntel
para k de IUTd)Y até IUTFAD) faga

Clinha a ser suwubtraida de i)
i ¢« JUT<Ck>

Cposiciio final na linha U7
iuc « IUFCLD

Cproxima posicdo Finald
IUPCE> « TIUPCID + 1

Cfator multiplicativod
um < UNGuc) - WD

Crzeragem?’ do vetor de trabalho)
WCly « O

Cnormalizacdol
UNGiuc? ¢ um * DICD

(atugliragcfo da diagonald
piv ¢ piv -~ UNGuc) # um

{adigdico das contribuigfes’ relativas a 1)

para j de IUCY até iuc - 1 faga
WCJUCID « WCJUCHD2 + UNCH # um

fim para j
fim para k

Cinversdo do elemento diagonall
DI{i> « 1 / piv

fim para i
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No procedimento IL4<(2)>, cabe notar que o papel de IUP &
revertido, com relag8io ao procedimento anterior. Neste caso,
IUP denota agora a pogigio "final” de cada linha A contribuir
mobre a linha base corrente, visto gque no método de
eliminacSioc com geragio dos fatores por colunas, conforme a
fig 11>, a porglo efetivamente subraida val da diagonal da
linha contribuinte, até a coluna associada A linha basme

corrent.e.

Outro comentario, ¢ gque o vetor de trabalho W neste caso
¢ utilizado como um vetor de "contribuigBes", acumulandc as
parcelas a serem posteriormente subtraidasz da linha corrente,
e desta forma, precisa estar "zerado'" ao inicio de cada etapa

fundamental do processo.

A vantagem deste novo procedimento estd no fato de se
evitar o processo de descompactagSos/compactagiico da linha
corrente, indispensavel no procedimento anterior. O prego
pago por esta economia se reflete em uma operagdo aritmética
de soma em ponto flutuante adicional para cada elemento da
matriz de fatores resultante {em wm ¢ UNCiuc) — WY’ mas
que mesmo assim se mostra compensador, pois o overhead em
decorréncia da inicializagdo e incremento dos loops de
compactaciio e descompactagio no caso anterior, normalmente
superam o custo da operagfio de ponto flutuante adicional

deste processo.

A Gnica grande desvantagem deste procedimento se dia com
relagiiv a impossibilidade de se explorar de forma eficiente
algumas caracteristicas encontradas com freqiiénocia na matriz
de fatores, como a presenga de supernodes ou de sub-porgles
densas (e que normalmente s50 determinantes em termos do
volume de calculo dispendido nestas porgles em comparagdo com

o restante do processo de eliminagiiod.

Asm=im, um procedimento de fatoragl3o ideal, muitas vezes
¢ uma combinagfo hibrida entre dois ou mais procedimentos
{como =serd visto na =egio IIL4), adotando-se a geragioc por
coluna nas etapas iniciais do processo, e revertendo-se para
a geragfHio por linhas no final (a0 se aproximar da sub-porg=So
densa, ou quando o percentual de supernodes se mosirar

gignificativo por exemplol.
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Complementando a abordagem numérica convencional,
apresentamos oS procediment.os relativos a fase de

retro-substituigio.

Procedimento I1.4(3)» Retro-Substituicio

{ forward e diagonal)

para i de 1 até n faga
XA> « BGD

para i de 1 até n-1 faga
xi o« XG>
para j de IUG) até IUFGAY faca
XCJUCHI e XCJULCIRD - xi o« UNCG2
XG> « xi % DIGD
Hnd> ¢ Hnd> * DI

Chackwardl
para i de n~1 de volta até 1 faca
xXi « MG
para j de IUF{)> de volta até IUGD faga
i o« xi - XCJUCHD * UNCG
XG> <« xi

Para finalizar este capitulo, & conveniente se listar
ttoda a sequéncia de procedimentos e fases envolvidas para a

obltengdc da solug8o de sistemas lineares esparsos.

Uma dnica vez (para cada mairiz estruturalmente distinial

® Ordenament.o visando a reduglio de fill-in’s

® Permut.acdo simétrica segundo o ordenamento “Stimo”

& Fatoragfio Simbdélica (determinando a estrutura de U

& Ordenagdo das colunas dos fatores em cada linha

Repetidas vezes (paora matrizes numéricamente distintas)

¢ Fatoragdo Numerica (com geragdo por linhas ou golunas?

# Retro-Substituigles (Fforward, diagonal e backward>
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Capitulo III

ABORDAGENS SIMBOLICAS

Neste capitulo serfio apresentadas novas técnicas visando
a um aumento da eficiéncia computacional da fase de fatoragdo
numeérica.

Para tal, uma nova fasze de processament.o executada uma
Gnica vez, antes da fase de fatoragio numérica prépriamente
dita, produz como resultado, informag@es ou gddigos, que
quando devidamente interpretados, possibilitam a redugio dos
overheads intrinsecos de uma abordagem numérica convencional,
{como  descompactagBes/compactagBes do wvetor de trabalho
auxiliar expandido, e ineficiéncias a nivel de acesso as
posigBes de memdria, como operagiies de acesso indireto
desnecessarias).

Estas novas abordagens, receberam a denominaglo de
simboélicas (pelo autor deste trabalho?, em fungfo da idéia
basica original, {(datada do inicioc dos anos 70, e introduzida
por Guzt.avson 1G1415, =e referir a uma metodologia
“simbélica” para a resolugdo de sistemas lineares esparsos.

O termo simbélico, nas abordagens deste capitulo, como
ja foi comentado, em nada tem a ver com o processo de
“fatoracic simbdlica"” apresentado na segfo IL3, cujo Gnico
objetivo ¢ o da determinagiic da estrutura da matriz de
fatores resultant.es, {dincluindo-zse as novas pomigles
introduzidas pelos elementos de Fill-inl.

Tal procedimento trabalha apenas com informagbes do tipo
estrutural, ao passo que o procedimentos simbdlicos
apresentados neste capitulo, se dedicam exclumivamente a fase
numérica do process=o, assumindo portantc que a fase de
“fatoragfio simbélica”, como definida na literatura, tenha
zido préviamente executada.

Sob o ponto dé vista maizs geral, os procedimentos
simbdélicos apresentados nesta segfo, englocbam a fatorag3io
mimbdélica "tradicional®, CoOmo um sub-con junto, pois &
possivel a construglo de wuma fase de pré-processamento
simbélico inicial, gque produza além da estrutura de fatores
resultantes, estruturas auxiliares visando um aumento ainda

maior da eficiéncia da fase numérica per si.
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Estes serfSio portanto os procedimentos considerados

neste capitulo, (¢ até o final deste trabalhol.

II1.1 Técnicas wisando ac aumento da eficiéncia

Ao se observar os cbdigos de fatoragio numérica, como o
apresentados nos procedimentos I14¢1» e I1.4(2), percebe-se
que apesar de toda =orte de estruturas auxiliares e demais
“"sutilezas” empregadas, a codificag8o final dos mesmos é
“simples", no sentido em que um coédigo ocupando apenaz uma
pagina de texto, ser capaz de descrever completamente a fase

numérica da eliminagic de matrizes esparsas.

» O gque o leitor poderia se perguntar obuicgmente & se
seria posstivel melhorar ainda mais o desempenho de tais

meétodos.

A resposta, como jA =e deve estar pressentindo, &
afirmativa mais uma vez, e gue por razdes histdricas,
completamente distantes da abordagem um tanto gquant.o
“destilada™ apresentada nos procedimentos da =egdo 11.4,
merecem um certo destagque como forma de introdugio a esta

seglo, em particular.

O principal fato, ¢ gque na é&época em gque Gustavson
introduziu sua técnica de ‘'gerag8o simbdélica de cddigos
dedicados A resolugSo de sistemas esparsos', o3 cadigos
“gerais" de esparsidade disponiveis na literatura, (e
distribuidos na forma de subrotinas pelos grandes centros
académicoz de pesquizad, eram deveras mais “complexos" do gue
os procedimentos apresentados no segundoe capitule deste

trabalho.

Assim, qualquer esforgo adicional, no =sentide de se
elevar o desempenho da fase numérica, eram (e continuam até
hoje> wvalidos, pois em certas aplicagBes, centenas ou mais
vezZes, fatoragBes de matrizes com a mesma disposiglo
estrutural de elementos n3o nulos acabam sendo necessarias,
como por exemplo na Area de simulag8Sic de circuitos elétricos,

ou solugSo de equagfes diferenciais parciais.

Voltemos portanto ac inicio dos anos 70, procurando
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reint.erpratar o trabalho de Gustavson, a lu=z dos

conhecimentos atuais.

A idéia (na +<&poca brilhante? proposta por Gustavson e
sua equipe, foi simplesmente produzir come resultado final,
para cada tipo estrutural de sistema linear a se resolver, um
codigo de maAquina {(assembler? ou em FORTRAN, que simplesmente
efetuasse todas am operagBes aritméticas do processo de

eliminagio.

A grande vantagem do océdigo assim gerado, era que o
meamo era livrie de quaisguer formas de loops ou acessos
indiretos a estruturas auxiliares, como vetores de trabalho

expandidos, etc

Ou seja, o codigo produzido pela abordagem de Gustavson
era completamente livre de overheads, e o que se efetuavam
eram apenas as operacgfes aritméticas necessarias, diretamente
sobre as pogigBes de memdria correspondentes aos elementosm de
U <{contendo originalmente os elementos da matriz original,
com as po=sigtes relativas aos Fitl-in’s, inicialmente

“"zeradas™),

A luz das téonicas apresentadas na segdo il.4,
percebe-se que o© gue Gustavson introduziu na época, fol uma
quarta alternativa de =e efetuar a soma de velores esparsos,
simplesmente desenrolando-se” completamente o loop da

alternativa IL4¢(3) (o gue sera visto mais adianted.

A forma proposta para a solug8o do problema, na verdade
se aproxima bastante da forma como se apresentaria o procgesso
de eliminacfio Gaussiana, passo a pas=o, efetuando-se todos os
calculog no "quadro-negro” <(sem qualgquer auxilio de aparatos
tipicos de wuma abordagem computacional, como registradores

intermedidrios, indexadores, ou apontadoresd.

Segue-ze portanto um exemplo de odédige em FORTRAN,
extraido da referéncia original [G14]1, e apresentado na

fig ITI{1> a seguir.

Na versSo original de Gustavson, se langava m3oc de
vetores auxiliarez ¢ e Y, simplesmente para se evitar que os
valores originaizs de A e B do sistema original, fossem

reegscritos, (o gque poderia ser sevitado mem esta imposigiod.
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Z/SOLYE -EXFC FURITRANG, PARM=T@AP y ECK, L ES]T!
J/SYSIH DO =
DIMFNSTIN A 12).8¢ 6heCH 1BlyYy 61Xt &)
5 READ [5,10) (A{T)el=1, 12)
10 FIRMAT (EPSFL4A, )

WRETE (6,200 (atl), (=), 12}
20 FURMAT (1X1PLOE13.0)
READ {5:10) {BRU]1),yi

= &)
HRITE (6,200} (BLI).1

1,
=le 6)

ct | REL N 1)

ct 21=al 2]

1 3)=AlL 3}

Yi 1)=81 L1/7ct 1)

ct 4)=al 4} /01 i}

[} B)=Adl S1/70H 1)

[} H)=81 &)

[} Th=A( 1)

Yl 2¥=1-Ci 2=yl 1484 21sct &)

cl Ri=-C{ 2)=Ct 4)1/CL 6]

ct 9)=-{ 2)=Cl 5)/C1 6)

ct t0)=a{ 8)

ct 11)=-t a)=Cl 3)

[} 12)=~0{ H}C| 7

Y 31=n4{ 3y7c8 10}

il 13)=a1 4}

[ 14)=al 10)

Yi 11-C1 1LY 3)+R({ 411/t 13)
[ b1/CH 13}

[} IARX X 1)

i ta)

(v: 2)-ct L2yt 34010 5)31/CH 161}
)v(: 43}-C4 1TheYy Sient by 18}
x{

xt 514¥1L 4)

xt

i 3)-¢{ 9)ext S)+v ¢ 2]
x{ 1)=-C{ 4)Ext 3)-Ct Hlex( 51avt 1)
WRITE (6,20} {ClI)al=1L. 18)

VRITE (6,200 (Yiil),I=1, A)

HRITE (A, 201 (X(1),0=1, [}]

Gu s
END

fig I1I<1> - Codigo loop-free” a la Gustavson

No exemplo apresentado em quest3o, assumiu-se que a
matriz original A estivesse representada seqlencialmente por
linha=, no vetor A, bem como o vetor ladeo direito b de forma
densa em B, com a =olugio do sistema de 6 equagles do
exemplo em particular?, assim formulado, no vetor X.

Um dos grandes problemas com a abordagem de Gustavson, €
a neceszidade de se ter que langar mAo de uma fase de
“geragio automatica de cédigo”, pois o cbdigo apresentado na
fig ITI<1> por exemplo, foi produzide “automaticamente™ por
um dos médulos encarregados da geragSo do cddigo FORTRAN, no
pacote original desenvolvido na época, e tal cdodigo aplica-se
apenas a solugdo de sistemas com a caracteristica estrutural
do problema para o qual o mesmo foi gerado.

O que =e tentou na época, de forma a amenizar esta
imposig8o, foi ao invés de se gerar um cddigo de alto nivel,
gerar-se diretamente wum cdédigo de magquina ou Assembler, e
cuja fase de “carregamento” em meméria e linkedigdo com as
demais rotinas da aplicag®io principal, pudesse =er feito em
tempo habil menor.

O problema maior da abordagem original de Gustavson ¢

que para matrizes esparsas de dimens3o elevada, mesmo com um
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grau de densidade reduzido, o espago total ocupado pelo
cédigo gerado passa a ser impraticavel para a maioria dos
computadores de pequenc a médic portes atuais.

Na época em dgue a idéia original de Gustavson foi
apresentada, tails requisitos eram ainda maiz restringentes,
pois apenas em maquinas do mais elevado porte, se poderia
cogitar em aplicar o método para a solugSc de problemas com
uma dimens8c da ordem de milhares de variaveis.

Deste modo, uma idéia que se mostrava excepcional para
matrizes de pequeno a médio porte, era completamente inviivel
na época, por simples falta de rescursos compulacionais de
porte a altura.

N3o ¢ necessario dizer, gque a idéia acabou rapidamente
caindo no esquecimento, sendo contudo citada até hoje, em
referéncias conceitadas como [D6G1.

Tal era o panorama da resolugio de gistemas (por métodos
diretozs), de meados da década de 70 até meados da década
seguinte Cperiodo em que as estratégias convencionais,
apresentadas no segundo capitulo, floresceramd, & guando uma
‘nova  varidvel” acabou por viabilizar o ‘“reaquecimento” das
idéiaz propostas por Gustavson.

O fato em questdo, foi a descoberta de um "novo método
peolinomial” para a resocolugio de problemas de Programag3o
Linear, proposto na época, por um ainda n3o t3o conhecido,
Narendra Karmarkar I[K1l

O que o método tinha de “novo" do ponto de wvista
computacional, em relagfo as abordagens abté entio, baseadas
no método Simplex D491, ou no método dos Elipsdides proposto
por Kachian (e gque se havia mostrado inaplicdvel do ponto de
vizta comput.acional de modo a competir com out.ras
abordagens>, era que o novo método proposto por [Ki1l, segundo
o seu préprio autor, se mostrava competitivo
computacionalmente com relagdo a um método sdélidamente
consagrado ao longo daz udltimas 4 décadas, como era o caso do
método Simplex.

0O fato gue de certa forma despert.ou novamente o
interesze de pesquisadores, por melhores estratégiaz de
resolugfo de sistemas esparsos, se dava porgue Lodazs as
variantes do método original proposto por [Ki1l, se baseavam

{até entdo), na resoluglo de sistemas esparsos (com matrizes
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simétricas definidas positivas), sendo tal etapa a de maior
peso computacional em cada iteragSo basica dos algoritmos de
Pontos Interiores utilizados para a resolugdo do problema de

Programagdio Linear.

> Ou seja com a introduc8do de melhoramentos nas rotinas de
solucfo de sistemas esparsoes, se conseguiria um aprimoramento
proporcional da eficiéncia de algoritmos como os de [Kil,

[A1]l e [0O1].

De um grupo de pesquisadores em Berkeley [A1l, surgiu
portanto a idéia de se tentar um aprimoramento da eficiéncia,
estendendo-se a idéia original de OGustavson, numa estratégia
de forma "“interpretada” para o problema, e que deste modo
deixava de lado as questBes relativas a "geragfo automatica”
de cddigos dedicados, como na abordagem original de I[G14L

Foi a partir desta idéia, d(que os pesquisadores de
Berkeley passaram a denominar por Tlistas simbdélicas de
enderegos” em [A11), gque =e deu origem este Lrabalho atual

Cabe notar, gque a abordagem de [A1l, assim como a
original de Gustavson, partilhavam do mesmo problema de
crescimento “explozivo” do espago de armazenamento, £ gque nas
porgfes proximas ao final do processo de eliminag3c {onde
sub-matrizes “quaze densas" comegam a =se fazer notar?, tal
ordem de crescimento ¢ ditada por um termo em fungdo de 113
{como foi visto ao final da =segio L1.2).

A  abordagem por “listas simbélicas de enderegos™ se
mostrou portanto “passivel a criticas"™ J{como em [G1ID, por
exibir um dispéndic de memdria, um tanto guanto exacerbado,
mesmo para oz padrfes atuais, (em maquinas com centenas de
megabytes de mémoria, como a utilizada pelo grupo de
Berkeley), =mem contude apresentar uma sensivel redugdo dos
tempos computacionais.

Visando de certa forma "controlar" o crescimento
exacerbado da lista de enderegos, foi proposta uma primeira
alternativa como "ponto de corte', & que no trabalho original
[A1l, =e baseava em levar adiante o processo por listas
simbdélicas de enderegos, atéd o surgimento de uma porgio
"quase densa', na sub-matriz restante J{(ainda por eliminard,
gquando a partir de entdo, técnicas "convencionais', dedicadas

as demais fases passavam a ser aplicadas.
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O ponto de onde este trabalho, retoma e concentra a
atengdc, ¢ portanto no aprimoramento das idéias tanto de
IA1l, como [G141

A primeira das técnicas a ser “"extendida", nesta =seg3o,
¢ a de codigos simbdlicos loop free, para uma classe
extremamente particular de matrizes, e onde gualquer melhoria
na eficiéncia computacional se faz presente, gqual seja, nas
matrizes "completamente densas".

A abordagem por listas simbélicas de enderegos serd o
objeto de estudo e maior formalizagZSco em uma seglioc posterior,
de modo gque nos concentraremos a partir de agora até o final
desta s=seglio, em apresentar o gque se poderia chamar um
"paliative"” eficaz e “"implementavel” das idéias de Gustavson
para o caso denso.

O que vem imediatamente A mente quando se pensa em uma
abordagem no estilo de OGustavson para o caso denso, € no
tamanho do coodigo gerado, e que sem gualquer forma de
“"controle" ou de desvios condicionais, acabaria por dispender
um volume da ordem de n3 linhas de cddigo

O altimo paragrafo contém uma resposta para esta
indagag8o, pois percebe-ze que a maior "rigidez" de um ocddigo
ao estilo de Gustavson, ¢ n3o permitir qualquer forma de
desvio condicional, {além de nao se utilizar variivels
temporarias, indexadores ou apontadores de qualquer
naturezal.

Dentre asz caracteristicas citadas acima, a dque menos
afetaria o desempenho final caso fosse 'relaxada™, seria a
utilizagio “controlada” de desvios condicionais para trechos
“recorrentes” do cdédigo.

O tipo de desvio assim congiderado seria da forma de um
"GOTO computado” d{(em FORTRAN>, ‘'case"” <(em PASCAL2, ou
“switch" <(em C/(J++), visto que a introdugio de loops
controlados explicitamente por indices <{como "DO" ou “for”
nas diversas linguagens), acabaria por eliminar uma das
caracteristicas basicas da idéia de UGustavson, dgqual =seja, a

de procedimentos da forma “loop free'.

A pergunta que se pode fazer, e gque acaba conduzindo a
forma de abordagem proposta para se solucionar o problema é

gimplesmente:
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- Seria possivel se aproveitar itrechos de cddigo loop
free, utilizadeos para eliminar matrizes densas de wuma dada
dimensdo, para matrizes tambem densas, porém de dimensdo

inferior @

Oou =eja, o gque =e questiona & =se o processo de
eliminagdo (por alguma das alternativas apresentadas na segio
L1 possui alguma recorréncia em termos de operagBes e
acessos a posigBes de memdéria, que possam ser desta forma
aproveitados em trechos “comuns™ dentro cdédigo gerado para a
eliminagSo de uma matriz densa com dimensSo superior a da

nova matriz em gue se espera poder aproveitar o mesmo cdédigo.

Observando-se atentamente as 3 alternativas, percebe-se
que pela forma intrinseca de evolugBo da alternativa L4002,
(gerando~ze a matriz de fatores, por atualizagBes na forma de
“sub-matrizes">, que esta =seria a mais propensa a Se
considerar numa primeira tentativa de =e engquadrar a

caracteristica procurada, 4 uma nova metodologia de =olugio.

Na verdade ¢ possivel se aplicar a idéia de recorréncia
de cco6digo, para as 3 alternativas apresentadas, na seg¢io Id,
porém, no presente trabalho, apenas a alternativa L1KCY» sera
conziderada, por ser a de mais fAcil assimilagSo, e a mais
adequada para as sub-porgSes densas encontradas ao final do

processo de eliminagdo.

0O que se pode perceber na forma de acesso e geragdo de
fatores da alternativa L1{C» & que a cada etapa, =e
atualizam sub-matrizes de dimensSoc inferior a da etapa

anterior.

Af encontra-se a chave para uma implementagfo de idéias
similares as de Gustavson, mas que explore as caracteristicas
recorrentes do codigo gerado, e desta forma venha conduzir a
redugio dos requisitos finais de tamanho de codige a um valor

aceitavel.

A idéia baAsmica, consiste em se observar que um cédigo
para a atualizag3oc por sub-matrizes, pode ser decomposto em 3

fases (em cada etapa basica do processo como um todod:
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® Montar-se um vetor auxiliar contendoe oz fatores

multiplicativos da coluna abaixo do elemento
diagonal corrente, €(a serem multiplicados pelos
elementos normalizados a direita da diagonal na
linha base, durante o processo de atualizag8o de
cada um dos elementozm da sub-matriz restanted

® Processar—-se a atualizagiio da sub-matriz definida
pelos  elementos da porgdc triangular superior
abaixo da linha corrente.

& Normalizar-se os elementos da linha base corrente

Com ismso, 0 que sSe percebe & que o codigo gerado para a
atualizaglio da sub—-matriz restante a cada etapa, ¢ uma porgio
"recorrente”, do cédigoe mais geral, pois para cada valor
decrescente de n, as sub-matrizes restantes a cada etapa, s3o
idénticas Cem termos estruturais?, as sub~matrizes

atualizadas nasz elapas anteriores.

0O que =se torna necessarico portanto, s3o apenas alguns
“entry points" de modo a se definir o ponto de inicio do
processamento de cada uma das sub-matrizes de dimensfes
inferiores, dentro do cdédigo geral para a eliminagdo de uma

matriz de dimens3o n.

O que e conzegus desta forma, & uma redugio
consideravel do tamanho de cédigo, pois passa-se de um total
da ordem de n3 linha=, para nz (e que corresponde aoc esforgo
computacional para a atualizag8o de uma Unica etapa, com uma

sub-~matriz de dimens3c nd.

- Ou seja, torna—-se possivel, mediante a introducdo de
alguns cverheads de processamente, {a serem comentados mais
adiante), a construcifo de um cédigoe “simbdlice”, onde para o
casce particular de mairizes densas, o espago total de
armazenamento ¢ proporcional ao numeroc de elementos & ndo oo
numero de operacSes efetuadas (como no caso da abordagem

original G141 para o caso esparso mais gerall.

E conveniente portanto se ilustrar o fato, com um
peqgquenc exemplo, para matrizes densaszs de dimensdo 4, onde
apresenta~se inicialmente um cdédigo ao estilo de Gustavson, e
a seguir wna seqidncia de aprimoramentos ao mesmo, baseada

nas novas idéias propostas.
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Assume-ze heste caso, a mesma representagido adotada para
matrizes esparsas (armazenadas simétricamente de forma
contigua por linhas), como nas demais abordagens anteriores,
=3 ilustrada {com oS elementos abaixo da diagonal

explicitados), a fim de se facilitar a apresentagSoc a seguir.

Representacio de uma matriz densa de dimensdo 4

DIC1> UNC12 UNC25 UNC32

UNC12 DIC2> UNC4D UNCS >

UNC22 UNC4 > DIC3> UNCa

UNC3D UNCB> UNCGD DIC4>
Codificagac IIL1<{ad Loop free a la Gustavson

DIC2> = DIC2> - UNC1> % UNC1L> 7 DIdD

UNC4> = UN<C4> - UNCLD x UNCZ> - DI

UNCB> = UNCB> - UNC1Y * UNC3> ~ DICD

DIC3> = DIC3> -~ UNC2» % UNK2> ~/ DICD

UNCG> = DNCE> - UNC2Y> x UNG3DY ~ DI

DI<C4> = DIC4> - UNK32>» % UN(3> /7 DI

UNC1> = UN{1D ~ DI

UNC2> = UNC2> ~ DIC1>

UNC3D> = UNC3> ~ DIC1D

DIC1> = 1 ~ DI

DIC3> = DI{3> - UNC4> = UNC42> ~ DIC2D

UNCGD> = UNCGD - UNC4D x UNCE> o~ DIC2S

DIC4> = DIC4> ~ UNCB> x UNCS> ~ DICGZS

UNC4> = UNC4> 7 DIC2D

UNCS> = UNCBY ~ DI

DI<2> = 1 ~/ DIL2>

DI<4> = DIC4> - UNS2 x UNCSED 7 DIC3D

UNC62 = UNCGD ~ DIC3D
DIC3> = 1 7 DIC3D

DIC4> = 1 / DI<4D

Nesta codificagSio A principic nSo se percebe nenhuma

recorréncia "explicita” no addigo associado.
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A estratégia para solugdo, estd em s=e langar mio de um
vetor auxiliar W, de dimensfo n e que a cada etapa passara a
conter wuma cépia dos valores numéricos da linha <orrente
associada, e gque serdo utilizados para se atualizar a
sub~matriz restante J{(ac invés de se utilizar as posigbes de

meméria originais dos elementos da linha corrented.

Neste caso, a fim de facilitar a compreensfo, tomando-se
a liberdade de representar a seqléncia de vetores WS <com o
indice &k associado a dimensio da sub-matriz corrented,
dizpondo-as estruturalmente nas pozsigBes correspondentes na

matriz original ac longo de cada etapa, teremos:

Representacd3co da segiiéncia de vetores W

DICL> wheld whea whead
wcd DIC2> Wl wreED
whe WO DIC3) \le: 3
whead W3 W2C3)> DIC4)>

No cdédigo associade a seguir, tomou-ze a liberdade de
introduzir-se "labels" em determinados pontos, e gue como
veremos mais adiante (o prdximo aprimoramento do cddigod,
constituem uma das pegas fundamentais gue viabilizam a
exploragSo das recorréncias contidas intrinsecamente no

processo de eliminagfo por sub-matrizes, para o caso denso.

Percebe-se tLambém gque na verdade ndoc ¢ necessario uma
'seqliéncia” de vetores W digtintos, mas apenas um Unico
vetor W, reescrito aco longe de cada etapa do processo,

necessita ser empregado para a fatoragio de toda a matriz.

O dnico ponto em gue a principico n3o se consegue evitar
nesta primeira abordagem, & ter que =e langar m3co de trechos
aparentemente “repetitivos", de inicializagZo do vetor W, e
de normalizagiio dos elementos ao final da atualizag3io por
submatrizes, e que podem ser contornados como veremos um

pouco mais adiante.
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Codificagdoc IIL1<{b> Loop free usando veltor auxiliaxr W
w:ﬂ) = UNCLD
Wi = UNG
wieay = UNesd
ot DIC2> = DIC2> - W C1> % W ¢l ~/ DI
UNCA> = UNC4d - Wi % Wi<2> / DI
UNCS> = UNCSD - WD % W@ ~ DI
i DI(3> = DIC3Y - W'(2> % W' / DI
UNCE> = UNCS> - Wi » wiasd ~/ pIco
»* DIC4> = DIC4> - W 3> % w3 ~ DI
UNC1> = UNCID ~ DICID
UNC2> = UNC2> ~ DICID
UNC3D = UNC3Y ~ DICD
DICI> = 1 ~ DICID
W2C2> = UNC4D
wo(3> = UNCSD
3 E: |
5 DIC3> = DIC3> - w3§z> * WK2> / DIC2>
UNCSD = UNCEd - WoE2d % WK3> ~/ DI
2 DIC4> = DIC4> - WoK3> & W33 ~/ DI
UNC4> = UNC4> ~/ DIC2D
UNCS> = UNCSD ~/ DIC2D
DICZ> = 1 ~ DIC2D
wW2¢3> = UNCGD
2 A
o DIC4> = DIC4Y - Wo€3> % WC3> ~/ DI
UNCSY = UNCE> ~ DIC3D

DIC3> = 1 / DIC3D

DI<4> 1 7 DIL45

0 que =e percebe no ccbdigo acima, tendo em vista os
comentarios ja apresentados, ¢ que a cada atualizag@o de
sub-matrizes de dimens3ic k menor, as operagdes de atualizagdo
dos elementos s3o na verdade as mesmas ja ‘“codificadas”
durante a atualizagfioc de uma etapa anterior <{a menos da
divis®o por um elemento diagonal distinto?, como por exemplo
as operagfes compreendidas de f?a até 73 e que correspondem as

operagies indo desde [34 até y4.

0O gue se percebe portanto, ¢ gque apenas um uUnice trecho
de cdédigo, correspondente a atualizagdo da sub-matriz de
tamanho maximo considerado, preciza ser escrito, com o=

demais sub~trechos, executados mediante desvios apropriados.



Codificagio IIL1{c>

87

Recorrente usando vetor auxiliar W

kK = 4
WD = UNCLD
W2> = UNC2D
We3> = UNCRD
GOTO o

& UNCI> = UNC1L> ~ DICL
UNC2> = UNC2Y ~ DICLD
UNC3> = UNC3Y ~ DICID
DIC1> = 1 ~ DIC1D
k=3
WC2> = UNC4D
We3d = UNCSD
GOTO 3

& UNC4> = UNC4> ~ DIC2D
UNCSY = UNCSY ~ DIC2D
DICZ> = 1 ~ DIC2D
kK = 2
W3 = UNKED
GOTO

&2 UNC6> = UNCGY ~ DIC3D
DIC3)> = 1 ~ DI
kK = 1

&t DIC4Y = 1 .~/ DIC4)>
STOP

o DIC2> = DIZ2> -
UNC4) =
UNCB) =

3 DIC3) =
UNCGD =

¥ DIC4> =

GoTO

O que se pode melhorar no codigo acima,

Evitar-se a=
simplesmente

contendo os valores

divisUes

s',6%,8%,6% k

por DI{4-k+12

“"normalizados"*

noe

WC1> % W<1> / DIC4~Kk+1D
UNC4D> - WD #» W{(2) / DI<{4-k+1>
UNCSD - W) % W(3> / DI{4~k+1D

DIC3Y ~ WC2d x W(2> / DI(4-k+1D
UNC6D =~ W(22 % W(3> ~/ DIC4-k+1>

DIC4> - W{3)> % W(3> / DIC4-k+1>

s30 doizm fatos:

trecho recorrente,

langando m3oc de um segundo vebtor auxiliar V,

dos elementos associados a
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linha base corrente sendo utilizada para a atualizag8o, e
tentar de algum modo, eliminar a codificagSc “redundante" dos
trechos de inicializagao e normalizagso dosz element.os,

efetuada até enti3o “explicitamente’ (elemento a elementod.

A solugliv para o que foi comentado acima ¢ apresentada a
seguir, com algumas consideragBes finais sobre o oacdbddigo em
questiHo, encerrando-se assim esta seg3o em que se objetivou a
apresentagio de técnicas visando o aumento da eficiéncia dos
cédigos de eliminagfo esparsa, e no gqual, {como pode-se
perceber ao longo do primeiro capitulol, se inclui o

tratament.o eficiente de matrizes densas, como um de seus

casos particulares.

Codificacio IIL.1<d4> Recorrente com normalizacio em V

SUBROUTINE DNSFAT (m, UN, DI>

PARAMETER (n = 4>

DIMENSION UN<Ck>, DICk), Wlnd, Vind

jJ=Un %k 2 - 3 %xnd> - (m %k 2 - 3 x m» 2

&t DI<n=k+1> = 1 / DI<n~k+1>
DO w i = (nk+1>, n-1>
WCi> = UNCG+D
UNGi+j> = UNCi+j> % DICn—k+1D
VD = UNG+D
o CONTINUE
i= 3+ k2>
GOTO €&, ¥, 3, &> k

EH RETURN
ot DI(2> = DIL2> ~ Wd> »x V1O
UNC4> = UNC4> - WD % V2
UNGSE> = UNCED - WD x V30
> DI(3> = DI(3> -~ W{2> % V{2
UNCGD> = UNKED - W22 *x V(3D
¥y DI{4> = DI{4> - W{3> % V{3
k=k~-1
GOTO &
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No codigo acima, especificamente escrito para o]
processamento de matrizes de dimensSoc até 4, (e apresentado
na forma de uma subrotinad, m ¢ um parametro fornecido,
indicando a dimens3c da sub-matriz a ser fatorada, com UN e
DI contendo originalmente os valores de A e retornando ao
final do processo, os fatores da matriz U.

O cédigo em quest3o, mediante a utilizag8ic da expressso
analitica para o wvalor inicial de J {cuja dedugSio n3o sera
apresentadad, permite que =e inicialize o© processo a partir
de qualguer sub-matlriz de dimens3o igual ou inferior a n.

O processo de eliminagZo da matriz densa de dimensSo m
termina, quande kR assume o valor unitéario no final do ciclo
de repetigles efetuadas.

A utilizag8o do procedimento apresentado acima para
matrizes de dimenzBo inferior a méxima rn {para o gqual o
cédigo foi projetod, merece um pequenc comentario, visto se
langar m3oc neste caso, de um artificio presente na maioria
das linguagens de programaglo, gqual seja a utilizag8o de
mecanismos como os de EQUIVALENCE, ou a passagem de enderegos
como parametro (no lugar de passagens por valor).

Tomemos como exemploc uma matriz de dimens8o 3, a ser
mapeada de forma se permitir a uwutilizag8o do procedimento
I1X.1<{d>, apre=zentando~se a disposigio estrutural de seus

elementos como abaixo:

DI<1) UN<C1D UNC2D UNC3
o a o
11 iz 13
DI(Z) UN(4) UN{S)
a e
22 23
DIa} UN(&)
a
a3
DI(4)

Percebe-se que o que muda, ¢ a posig8co inicial do
primeiro elemento efetivamente utilizado tanto em DI, como em
UN, visto que a parcela desde DI{1) até UN(3> no exemplo em
questioc nlo serd acessada em nenhum momento durante o
proces=so de solugdo.

O que se precisa portanto € na passagem de parametros,

durante a chamada da subrotina DNSFAT, se especificar um
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enderego ‘“ficticio"” para o inicic do vetor UN (passado como
parametro no programa principald, de tal sorte que a primeira
posicidio efetivamente utilizada em UN <(vista de dentro da
subrotina), corresponda a UN{4D.

Da mesma forma, o enderegoe inicial passado como
parametro para o vetor DI, deve ser tal que faga corresponder
a posicZo relativa ao primeiro elemento diagonal <(da matriz
3x%3 considerada), & pogigio DI(Z) dentro do cédige de
fatoragio.

Assumindo-se gue ho programa principal, os vetores
agsociados a UN e DI =ejam denotados por U e D, a solugio
para o problema de mapeamentce em questdo se resume em =se

chamar:

'i.pU=1-((n#*Z—n)-(m#*Z-m))/z

't',pD m-n + 1

CALL DNSFAT (m, Ulip_ 2>, D{ip 2>
U D

Vale ressaltar, que numa linguagem como FORTRAN, a
passagem de um elemento de vetor como parametro, como no casio
de U(ipu) ou D(ipD), efetivamente passa o enderego da posigHo
correspondente ao elemento, dque por sua vez, dentro da
subrotina, acabara sendo interpretado comeo a posgigdo do

primeiro elemento do vetor associado.

O mapeamento a ser efetuado corresponde portanto

U('t'.pu) U1 UCCm>-md /2>
UN{1D UN(Z—ipU) UNCCn®-nd/2)

E para o exemplo {com m = 3 e n = 42 em questio:

Uc=2> udid U<32
UNC1D UNC4D UNCGED

Com o mapeamento efetuado para o vetor DI sendo:

D<o D1 DC3D
DI<1> DIC2) DIc4>

Alguns fatos com relagd8o ao tamanho de cddigo gerado, se
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fazem necessarios notar, especialmente com relagSo a fase de
retro-substituigdes, que também pode ser implementada
utilizando-ze técnicas similares as apresentadas nesta segio.

No cazso da retro-substituigio, o espago final ocupado
pelo cédigo & da mesma ordem gque o de uma abordagem como
IT1.i<{d>», ou seja da ordem de (nz— n>/2 linhas de cdédigo em
linguagens de alt.o nivel, como FORTRAN, PASCAL, ou G

Outro comentario gque =se pode fazer, ¢ que no caso da
retro-substituigSc Tesparsa’, embora o ocobdige gerado acabe
sendo particular e dedicado, <{(apenas para matrizes <com a
mesma disposicio egtrutural de elementos n3o nulos que a da
matriz utilizada para a gerag8o2, o espago final de odédigo
gerado, € de certa forma 'toleravel”, pois no pior caso
acabaria sendo da ordem de nz linhas de codigo caso a malriz
de fatores resultantes fosse densa, e gque mesmo assim, ainda
& proporcional ao nimero total de elementos, & ao espago
utilizado para o seu armazenamento.

Assumindo—-se uma densidade =suficientemente reduzida para
a matriz de fatores, percebe-se gque a implementagdo de
abordagens simbdlicas para a fase de retro-substituigfes, (e
gque n3o serio abordadas neste trabalho, & uma area em dque
ainda =e pode cogitar em extender algumas das metodologias
apresentadas (para a fase de eliminag&o), com real chance de
se obter bons resultados.

Uma potencial area seria por exemple, a exploragdo de
caracteristicas do tipo "supernodal’”, e que também se fazem
notar nesta fase do processamento em particular.

Retornando a etapa de eliminag3o, ¢ que se apresenta a
seguir, &€ o que se poderia chamar de uma extensSo ainda "mais
implementiavel” daz idéias de OGustavson, mas que de certa
forma se afasta um pouco do objetivo original da técnica,
qual =e ja a de cddigos puramente loop free.

O aprimoramento proposto tendo em wvista uma redugdo
ainda maior do namero total de linhas de aodigo, &
conzsiderar-se a introdugdo de loops indexados, para se
efetuar as operagles de atualizagio de cada uma das linhas
das sub-matrizes restantes.

Azzim, ao invés de se efetuar cada uma destas operagBes
elementoc a elemento, como na abordagem IIL14d2, o que se

pode utilizar no lugar do trecho de oédigo correspondente as
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Z

linhas inde de o ateé Y no procedimento anteiror, &

substitui-las por:

Codificacido IIL1C(e) Recorrente com operagles indexadas
oL DI<2Y> = DIC2D> - W{i> x Vi
DO o p = 4, B
o’ UN<Cp3> = UN(p> ~ W12 » V{(p-2D
3 DIC3> = DI{33> ~ W{2> % V{25
DO 3 p = 6, 6
3 UNCp> = UN(p> - W{2> % V{(p-3>
¥ DI<4> = DIC4D = W{3> *x V3>

Mantendo-se o restante da codificaglo de DNSFAT
exatamente como da forma apresentada em IIL1Cd).
® O gue esta nova abordagem traz, & o beneficio de uma
reducdo ainda maior no espago de coédigo, e que com easia
estratégia, passa a ter da ordem de apenas O0(nd linhas de
coédigo, Cou maits especificamente zn linhas caso e
implementagdo seja feita em alguma linguagem de alto nivell.

O que =e percebe portanto, & gue esta nova abordagem
possul  comeo  vantagem um  espago de oddigoe extremamente
reduzido, Ccomparado com uma abordagem original como
IIL1<a22, e em certas classes de arquiteturas , como as do
tipo vetorial, por exemplo, seria inclusive mais
eficientemente implementada, por se basear em operagles
indexadas (por meio de loops), do que em acessos puramente

escalares a memdria.

L O fato & que existe porianto uma liberdade na escolha de
como se itmplementar esta porc&o de cédigo considerada, tendo
se apresentado agui, os dois polos cardeats, com acessos

puramente escalares, ou indexados.

O leitor mais atento, =e reparar com um pouco mais de
detalhe, perceberi gque praticamente se retornou a um esquema
de codificagdic usual para o processo de eliminagSo de
matrizes densas, baseado em codificagles por 3 niveis de
loops aninhados comoe na alternativa L14(0) por exemplo.

Na verdade, os resultados apresentados nesta segio,
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poderiam ter =sido obtidos mediante um caminho inverso, gqual
seja, desenrolando-sze gradativamente cada um dos loops
envolvidos na etapa de fatoragio para o caso de matrizes
densas.

As  téconicas de “'desenrolamento” de loops n3o serdo
consideradas neste trabalho em particular, visto terem sido
amplamente apresentadas em [ABI, e =serem de ampla divulgagio
na literatura em geral, como em I[D2]

O gque se pode perguntar ao final desta seglo, em gue se
congsiderou apenas o cazo da aplicag8o de técnicas simbdélicas
{ao estilo de Gustavson), voltadas exclusivamente para
matrizes densas, ¢ se algo =zimilar poderia ser "'cogitado"
para o caso esparsco mais geral ..

Este sera o tema central do préximo capitulo, e deixamos
em suspenso abté la, quaisquer comentarios ou referéncias a
técnicas baseadas nos conceitos apresentados nesta segio.

O gque nos concentraremos até o final deste capitulo, é
em formalizar e apresentar extensSes das= t.éonicas
convendionais e das baseadas em listas simbdlicas de
enderegos" [A1l, [ABI, procurandoc de certa forma, atingir o
mesmo  objetive final, qual seja, o da redugiio dos overheads
em termos de execuglo da fase numérica do processo de

eliminagiio.
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I11.2 Abordagem simbdélica por listas de enderecos

Nesta segio serdo apre=sentadas extensles do=
procedimentos IL4<1>» e II.44(2>, basseados na geragdo dos
fatores por linhas e colunas como nas alternativas L1(B> e

Li{AD> apresentadas desde o inicio deste trabalho.

A técnica de eliminagdo Gaussiana via o uso de "listas
simbdlicas de enderegos’, passou a ser considerada na
literatura, a partir do trabalho de [A1l na implementagio de

Algoritmos de Pontos Interiores para Programagfio Linear.

Anteriormente, tLrabalhoz como os de ID1l, citados por
D61, e baseados em alternativas “interpretadas" para o
proces=so de fatoragio, ja haviam =ido cogitados, sem contudo
se chegar a uma padronizagdo ou ampla aceitag3o de Lais
método=, pelo simples fato de que a eficiéncia com gue se
conseguiu  levar asz estratégias tidas como “convencionais”
{por o3t =e basearem nas informagtes simbdlicas>,
simplesmente terem alcangado um desempenho comparativamente
préximo ac  das  abordagens  hibridas e interpretadas de

outrora.

A extensZSo do trabalho de [A1l se darda em duas etapas:
Nesta =eg8o, se apresentarSo métodos baseados em listas
simbdélicas de enderegos, e na proxima, métodos dque exploram
caracteristicas "supernodais" (e que podem ser encarados como
uma extensdc do conceito de processamento por listas
simboélicas), pelo que o autor deste trabalho convencionou
denominar listas simbdlicas T'oompactas', em distingdc as
listas simbdlicas de enderecgos tradicionais, abordadas nesta

SegHo.

A baze para a construgio de procedimentoz baseados em
ferramentas como as listas simbdlicas de enderegos, ja foi
langada na =segfo L4, onde =se considerou as 3 alternativas

para a adigfZio esparsa de vetores,

A alternativa IL4<{C}, =se utiliza do ingrediente basico
das implementagBes simbdlicas a serem  consideradas nesta
segio, qual =e ja o conceito de “listas simbdlicas de
enderegos', e gue passaremos a definir mais formalmente a

seguir.
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Definigio IIL.2{1) Listas Simbdlicas de enderecos

De fine—se por listas simbolicas de enderegos, a
seqii¢ncia global de indices (para todas as etapas do processo
de eliminacdo) de todas as posigles de memdrias no
armazenamento de cada porgdo da matriz de fatores sende
gerada, a serem efetivamente acessadas durante a contribuicdo

de elementos de porgbes antericores, visando a sua geragdo.
Esta definigdo ¢ propogitalmente ambigua, no sentido de
no se especificar “gual porgdo” efetivamente sendo gerada, o

que da margem portanto a duas novas definigBes:

Definicio ITL.2(2> Listas Simbdlicas por "linhas"

De fine—se por listas simbdlicas de enderegos com geragdo
por linhas, a seqgiiéncia global de indices (para todas as
etapas do processo de eliminagdol de todas as posiges de
memorias no armazenamento de cada linha da mairiz de fatores
sendo gerada, a serem efetivamente acessadas durante «a
contribuicdo de elemenios de linhas anteriores, visando a sua

geracido.

Definicio IIL2(3> Listas Simbdélicas por “"colunas®

De fine—se por listas simbdlicas de enderegos com geracdo
por colunas, a seqgidncia global de tndices (para todas as
stapas do processoc de eliminagdc) de todas as posigﬁes de
memorias no agrmazenamento de cada coluna da matriz de fatores
sendo gerada, a serem efetivamente acessadas durante a
contribuicdo de elementos de linhas anteriores, visando a sua

geragdo.

O gue se pode notar daz definigBes acima, & gue o
processo de contribuig3o no segundo caso considerado,
continua a ser efetuado por linhas, embora a geragio dos
fatores seja feita por colunas.

Este ¢ wum dos detalhes da "mecénica" da alternativa
LiCA>, até entAo ainda n8o comentado ou explorade neste
trabalho, e que abordaremos um pouco mais adiante.

A idéia baAsica gque pode ser aplicada ao procedimento

convencional IL4(1? baseado no uso do vetores de trabalho
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expandidos, ¢ se tentar de alguma forma suprimir esta
estrutura auxiliar, e =se efetuar as operagBes de subtracgio
das contribuicBSes do=s element.os de linhas anteriores,

diretamente sobre as posigBes de meméria da linha corrente.

E=zta por exemplo ¢ a base da alternativa IL4<0) para se
efetuar o processo de soma de 2 vetores U e V no formato
esparso, com o veltor V estando associado a qualguer uma das
linhas anteriores a contribuirem na linha base corrente, & o
vetor U, correspondendo justamente a representagiic desta

linha base sendo gerada.

Todas as demais etapas do procedimento I1.4<1>
permanecem inalteradas. 0 que efetivamente se muda é
simplesmente suprimir ok loops de compactagdo e

descompactagiio no vetor de trabalho W, e no lugar do loop
mais interno baseado em acessoz indiretos a este wvetor,

substitui~-lo por um loop como o da alternativa IL4CC0).

Algunz comentArios sobre este novo procedimento a ser

apresentado a seguir, sme fazem notar.

A lista simbélica de enderegos necessita conter apenas
oz enderegos das posigdes correspondentes em UN na linha bame
corrente, porque simplesmente O elemento= da linha
contribuinte I a serem subtraidozs da linha 771°°, ezt83oc na
verdade armazenados de forma seqliencial, e a unica posigSo
realmente "nd3o deterministica™ (a n3c ser em casos especiais,
que serdo vistos na proéxima segfiod, ¢ a corresponde A po=igSo
do elemento na linha i relativa =ao elemento da linha 17,

=subtraido.

Outro detalhe a se conziderar, € gque a lista simbdélica
assim definida nesta seqgfo, abrange todo o© processo de
fatoragdo, raz3o pela gual, o incremento para a proxima
posigdo da lista, efetuado mediante nadr = nadr + r ser
levado adiante no loep mais intermediarico de todo processo, o
gque evidencia gque o tamanho das listas simbdélicas de
enderegos (por linhas ou colunasd, perfazem um comprimento da
ordem do nimero total de operagBes de =ubtraglc (ou adigfiod

efetuadas em todo o processo de eliminagSo esparsa.



o7

Procedimento IILZ2C1> GeragfSo linhas {(Listas Simbdlicas)

(posicdo itnicial na lista de enderecos)
nadr <« 1

(para cada linha corrente i a eliminar’
para i de 1 até n faga

Cinicializagdo do apontador de posicfes iniciais)
IUPCi> « IUCGD

Cinictalizacdo do valor da diagonal)

piv <« DICiD

(para cada linha U a ser subtraida da corrente
para k de IUTdD até IUTF> faga

{linha a ser subtraida de i)
1 « JUTCk>

(posicdo itnicial em I3
iuc « IUPCD

Cproxima posicdo iniciald
IUPCI> « IUPCL> + 1

Cfator mulliplicativeod
um <« UNGue> % DICID

Catualizac8o da diagonald
piv <« piv = UNCiuc) % um

Cnormalizacdad
UN{Giuc) « um

Csubtracdo da linha "1 da linha corrente "i'D

para j de iuc + 1 até IUF() faca

UNCLSTADD(nadr>> < UNLSTADD{nadr)> - UN{j> * um
nadr < nadr + 1

fim para j
fim para k

(inversdo do elementc diagonall
DICi> ¢« 1 / piv

fim para i

A grande vantagem do procedimento apresentado, em
relagio a forma convencional baseada em vetores de trabalho,
¢ que dispensa-se as descompactagBes/compactag@es como ja
comentado, mas principalmente, porque o loop mais interno do
novo procedimento acessa “diretamente" os valores da linha
base corrente sendo gerada, sem precisar recorrer a Jqualguer

forma de transferéncia de wvalores para estruturas auxiliares,
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como ocorre com o uso de vetores de trabalho expandidos por
exemplo.

Passaremos a considerar agora um procedimento analogo ao
anterior, 36 gue com a gerag3o dos fatores por colunas, (como
na abordagem IL4<{2)).

Uma diferenga no entanto se faz com relagldc ao
procedimentc convencional, pois neste primeiro caso, um
processo de “acumulagie de contribuigBes” €& efetuado em cada
etapa do processo, adicionando~se cada uma das contribuigBes
a serem posteriormente aplicadas a linha corrente.

J4 no procedimento simbdélico a ser apresentado a seguir,
a estratégia de implementagdo adotada se baseia na técnica de
“"subtraglo dos elementos" de cada linha anterior diretamente
do= elementos na linha base corrente.

As diferengas entre o procedimento IIL2(2> e o IL4€¢2>
=80 poucas, como o© leitor podera notar, e que leva a uma

observagio deveras interessante:

- Em arquiteturas "ndo paginadas’™ a eficiéncia
computacionat o procedimento convencional TL.4C20 se
aproxima muito da gue se pode obter com o procedimento

simbotico IIl.2(=2) apresentado nesta segiio.

A raz3o para este t3o "elogiente” comentério, m=e d& pelo
simples fat.o de Os unicos overheads existentes no

procedimentc convencional, serem as operacgfes adicionais:

e % L = WD
W « 0

E que sé s8c efetuadas uma UGnica vez, por cada elemento
n3o nulo da matriz de fatores.

A menos de casos extremamsante esparsos, com linhas com
menos de 3 elementos n3c nulos por linha, onde o nimero de
operages de ponto flutuante de cada etapa i do proceszo seja
portanto da ordem de poucas operagBes (3 ou 4 por exemplo), o
overhead adicional da subtragfioc de W) e a subseqglente
"zeragem” desta posigSc, n3o chegam a contribuir de forma
expressiva sobre o tempo total de computagio da fase de
eliminagdc como um todo.

Percebe-se claramente que o loogp mais interno de ambos

o= procedimentos € similar, com a uUnica diferenga =e dando
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pelo fato de gue no procedimento convencional, o wvetor de
trabalho W ser acessado, enquanto gue no procedimento
simbdélico, uma posigBo de meméria de UN ser diretamente

acessada.

Dai a inclus8o no comentiario da “salvaguarda™ com

relag8o a arquiteturas n3o paginadas", pois nas maguinas
onde o acesso & dados da memdéria se baseie numa estrutura
como a de paginas, (sendo portanto compartilhado com outros
processos rodando na magquina, de modo cue apenas uma parcela
do espago de meméria abrangido pelo cédigo sendo executado,
esteja disponivel a cada momento fisicamente na memdria
principal?, o procedimentc convencional pode vir a acarretar
um maior overhead, especialmente nas etapas iniciaiz do
processo, pois na abordagem simbélica, os UGnicos elementos
acessados s8o o=z relativom a digonal (DI & a estrutura de
fatores <UN), além de todos os demais vetores auxiliares

comuns a ambos os codigos.

De=sta observagiio, percebe~se qgque nas arquiteturas "'ndo
paginadas" nSo ¢ compensador aplicar-se a técnica de geragSo
dos fatores por colunas, mediante procedimentos baseados em

“listas =imbdlicas de enderegos".

Tal constatagfo serdA reanalisada na segio IIL4, gquando
por ocasifio oportuna, serfic apresentadas alternativas e
“oritérios de corte" adequadosm para a selegdoc de cada um dos

procediment.os abordados neste itrabalho até entdo.

O=s procedimentos simbdlicos apresentadoz nesta seglo
poderiam ser ligeiramente aprimorados, aproximando-os da
forma original {com gerag3o por sub-matrizes) proposta em
[A1l, mas que por razles didaticas e de analogia com o=
procedimentos convencionais ja apresentados no capitulo II,
opt.ou~se por sua apresentaglo sgeguindoe uma notag3o mais

coerente e uniforme ao longo de todo o texto.

Um melhoramento gue pode ser introduzido ¢ a remogio dos
vet.ores auxiliares IUT, IUTF, e IIJP, armazenando-se estas
informagBes diretamente em LSTADD, o gque acabaria por tornar
este vetor o gue se conceituara no capitulo I¥ como "lista de
codigos" {(por conter uma "codificag3o" de natureza hibrida, a

ser reinterpretada durante a fase de solugiod.
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Procedimentos bagseados em “listas de coddigos" mais
eficientes est8o por =er apresentados no prdximo capitulo, de
modo gque n3o se concentrara esforgoz em se estender asm
t.écnicas simbdélicas apresentadas nesta segd3o, no =sentido de
aprimorar sua eficiéncia a nivel de menores tempos de

execugio.

Procedimento IIL.242) Geracdo colunas (Listas Simbdlicas)

(posiglo tnicial na lista de enderegosd
nadr < 1

(para cada linha corrente Vi & eliminar)
para i de 1 até n facga

Cinicializacdo do apontador de posigSes finais)
IUPGi> <« TUCID

Cinicializagdo do valor da dicgonall

piv ¢ DICID>

(para cada linha 1’ a ser subtraida da corrented
para k de IUTdG> até IUTFAGD) faca

Clinha o ser subtraida de 1D
I « JUTkD

Cposigiio final em U7
iuc « IUP{ED

Cprdoxima posicdo fFinall
IUPCI> « TUPCEY + 4

Cfator multiplicativo)
um <« UNGiac)

Cnormalizacdo)
UNGuc> ¢ um * DICD

Catuglizacdo da diagonald
piv <« piv - UNGiuc> # um

subtracfo da linha 17” da linha corrente 1%

para j de IUQY até iuc - 1 faca

UNCLSTADDCnadr>> ¢ UNCKLSTADDCnadr>> - UN(> * um
nadr <« nadr + 1

fim para j
fim para k

Cinversdo do elemento diagonald
DI{i> ¢« 1 / piv

fim para i
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Uma indagag8c & langada neste ponto, sendo objeto de

estudo das prdoximas seqgles deste trabalho:

® Seria possivel de algum modo se "reduzir’ (ou compactar?
o tamanho dispendido na codificacice sitmbdlica necessdria para

a fatoracio de uma matriz esparsa £

A resposta afirmativa a tal guestio pode vir por duas
abordagens distintas, mas que convergem para um Unico ponto:

O conceito de supernodes, a ser apresentado na prdoxima segdo.
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I11.3 Introdugio do conceito de superncdes

Como comentade na segd3o anterior, os caminhos para se
chegar a uma abordagem wvia a utilizag8o do conceito de
supernodes pode se dar por alternativas completamente
distintas.

A que serada adotada nesta segioco em particular, sera
mediante uma extens8Sco do conceit.o de “listas simbdlicas de
endsregos', mediante a “"compactag8o™ de algumas dass
informages armazenadas, especialmente na fase final do
processo de fatoraglo, onde o crescimento do tamanho da lista
se faz notar de forma mais acentuada quando da presenga de
linhas com estrutura '"quase densa'.

A idéia bamica de “compactagio” de informagBes ndo @&
nova em esparsidade, haja visto a seqgfc L2 onde se mencionou
algumas das freqlientes tentativas de =me "melhorar o gue ja
estd muito prdxime do  Stime”, em gue as técnicas de
compactagdo sempre se mostraram como presendcas constantes.

Curiosamente, uma das primeiras técnicas de compactag3o
adotadas amplamente pela literatura desde meados dos anos 70,
serve de base para gue se possa introduzir um conceito gque
sdmente uma década e meia mais t.arde, veio a ser
definitivamente estendido e explorado de forma ainda mais
eficiente como em [A11l

A  compactag8o referida anteriormente ¢ a do tipo
»Sherman, apresentada na =egio iL1, e que visa
exclusivamente a redugdo do espago de armazenamento, em
detrimento de uma maior ineficiéncia no processo de
eliminagdoc {(em termos de tempos de execugiod.

Ou =seja, na época o gue Se pensava era em Se conseguir
uma redugdo gignificativa do espago de armazenamanto
reservado para a matriz de fatores, em face das restrigfes de
natureza puramente computacionais daquele periodo em questio,
mais tipicamente "falta de memdria” do gue de tempo de CPU,
{onde naturalmente poderia se deixar um "job" rodando
madrugada adentro, ou ir se tomar wum café enguanto se
aguardava os resultados, ao passo gque simplesmente n3o se
conseguia "“ganhar” espagos de memdéria adicionais simplesmente

vindos “do nada', ou esperando~se ad eternumd.



A idéia de Sherman era boa, e atendia az restrigBes da
época, além de =e continuar a utiliza~la até hoje, em
abordagens, ocujo fator espago de armazenamento =eja mais
aritico do que a eficiéncia computacional em termoz de tempo

de CPU.

-» A4 pergunta que se pode fazer no entanto, & se seria
possivel extender o idéia de Sherman de modo a se alcangar
ndo apenas wuma compressdo de espaco, mas concomitantemente
um qumento da eficiéncia medida a nivel de menores tempos de

CFPU.

Deixandoe gque o leitor realmente =e convenga de que mais
uma resposta afirmativa a mais uma indagagSo levantada como
esta, nio tenha sido “provida unicament.e dos céuz"',
passaremos a analisar a essénoia por tras da compress3o de
Shermann, e que fornece a base para um dos conceitos mais
"moélidos™ e eficazes das abordagens esparsas dos dias atuais,
C(at.é entSo mencionado diversas vezes nas segBes anteriores
deste trabalho, mas cuja apresentagdo “formal" redquer um

pouco mais de ateng3o e detalhed.

Basicamente o que a compressio de Sherman se utiliza, &
de uma  nogio de "recorréncia” de natureza puramente
“"estrutural” e que pode ser observada inicialmente de forma
“empirica” <{como no exemplo apresentado na fig 112>, em que
cont.rariando a notagSo adotada ao longo do texto, se langou

. o , T
mao de uma representagSoc por colunas da matriz U que
simétricamente corresponde a uma representagfio por linhas de

U,

O que se percebe ¢ gue determinados grupos de linhas de
U <(colunas de U > possuem estrutura praticamente idéntica, e
que seriam portanto candidatas a se explorar num esquema de

compress3oc como o de Sherman.

A quest3o &, de gue modo tal “estrutura comum" entre as
varias linhas de um mesmo grupo poderiam ser exploradas para
se aumentar a eficidéncia do processo de fatoragSo como um

todo.



i04

XX N
X_ @

XX 8
® XX

H
N OO 0O-IC G LIRS
XX
XX
XXX
X
X_ OmM

H
~3

XX XK
XX

® e XXX

X ® 8|XX
X| [o|X @ o{® X X

H
w
XX
X
[=:

N

=
XX
LX)
eee
eese
XXX

N N
~ (2]
XX

. X
XXX X _©®

™

[+]
XX
2]

X X
® X X|

o e X
ele o X L]

e e X X| |®[X®-®
L N
L N
L N )
o oo

e
et
XX
® 0
XX
o
XX XX
%
T O XXX

Xje ® @ : e e
X(o o @ oe e
X
[

[
w
XX
XX

XXX

ese 1e @ X
LN ]

S
o
XXX
e XXX

e e eX| |

XXX

]
X|e @ oo @ X

X|je o oleee X|
NI IR X

seXXXeeooXX
se0esseXX OW

'S

N
XXX
XXX ®

X
X

L

‘ 1 2 3 <4
1234567890123456789012345678901234567800123456789

fig IIIC2> -~ Presenca de ''superncodes"

0O que a ‘‘similaridade” estrutural permite & na verdade o
que se pode apresentar como a quinta alternativa de adig®o de

veltores esparsos:

Alternativa IIL.3CAD AdicSo de vetores "supernodais"

k « iu
para j de iv até ivy faga

UCk> « Uk + VO
k « k + 1

0 gue se assume na alternativa acima, é que a partir da
posigio inicial do vetor Vv, exista uma “coincidéncia
estrutural perfeita” entre as colunas contendo elementos nSo
nulos de ambos os vetores, © gue permite gque o processo de
adig3ico seja bastante simplificado, <(se mostrando um dos mais
eficientes possiveis para o caso esparso, e sé perdendo para
técnicas ao estilo leoop free como as apresentadas na segSo

IT1.1D.
A alternativa ITI.3CAD pode ser vista COmMo unia
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simplificagico da alternativa II.4¢AY baseada na 'varredura
controlada™ de ambos os vetores, no caso em que a priori se
sabe gue a coincidéncia de indices de colunas contendo
element.os nEo nmulos entre ambos os vetores &  Mperfeita’,
dispensando portantoe oz testes comparativos da alternativa
por varredura tradicional.

L O que a principio ndo seriag tdo evidente se qgquestionar,
& se uma técnica baseada na alternagtiva II1.3(A4A) apresentada
nesta se¢do, poderia ser ulilizada para extender wuma
alternativa por listas simbdélicas de enderegos”, como «
TL.4CC por exemplo.

A resposta jiA se suple, serad afirmativa, porém o ponto
de fundamental importancia, € se perceber detalhadamente de
que modo tal pode ser efetuado, peis al encontra-ze uma das
chaves para se chegar a nova metodologia proposta no capitulo
I¥ & a compreensio do conceito de supernodes abordado nesta
s=eqlo.

Visto gue pelas definigBes IIL2(1>» A IIL2{(3>, listas
simbdlicas de enderegos no seu estrito senso, contém apenas
informagBes 1relativas a enderegos, {ou seja indicadores de
pogigtes de memdria a serem acessadas), ni3o se poderia levar
adiante a idéia de "compactagio” das informacgfes, sem que tal
requigito com relag8oc a "apenas um Unico tipo de informagio
armazenada por lista"™ fosse relaxado.

O que se define agora ¢ o gque =e convencicnard chamar
por 'lista simbdélica de cédigos”, cuja aplicag8o ¢ bem mais
geral e ampla do que a das listaz simbdlicas de enderegos,

dncluindo—-a=s como um caso particulard).

Definig3o IIL.3{(1)> Listas simbdlicas de cddigos

De fine-se por Ylistas simbdlicas de cadigos” (voltadas
para o processo de fatoraclo esparsal, como listas de
informagdes, de algum modo codificadas’ de tal sorte gue
mediante algum processo de decodificacdo fFutura, se possa
reproduzir alguma seqgiéncia de operagfes do processo de
geracdo de fatores em alguma implementacdo dedicada” baseada

em métodos diretos de eliminacdo.

A definig8o acima, ¢ abrangente o bastante, para incluir
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varias formas de codificagfes simbdlicas apresentadas neste
trabalho, mas de certa forma restringente no sentido de
limitar o contexto das listas simbdélicas de codigos
exclusivamente a0 processo de fatoragBo esparsa, Ctema
central deste trabalhol.

Listas simbdélicas de informagido codificada, podem ser
utilizadas também no processo de retro-substituigio esparsa,
ou até mesmo na implementagdo de métodos iterativos, e gue
nio serdo consideradosm na presente abordagem.

Restringindo-ze ao contexto da eliminagio esparsa,

vejamos de gue modo se pode a partir da alternativa IIL3CAD,

se chegar a uma lista simbdélica de ‘“cddigos™, com uma
propriedade particular das mais desajaveis posgiveis: ser
“compacta'.

O que se pode introduzir, em face do reconhecimento das
notadas caracteristicas de 'similaridade" e sequencialidade
presentes em grupos de linhas com um mesmo padr3c estrutural,
(¢ que hesitamos ainda chamar por supernodes), ¢ que neste
cazo em particular <(ho qual a alternativa IIL3CA>» pode ser
empregadal, se poderia na verdade de alguma forma especificar
como uma das informagfes simbdlicas adicionais J{armazenadas
em uma lista de cdédigosd, a indicagSo da presenga de um grupo
de linhas para as quais o processo de adig8o de velores pode
ser efetuado de forma mails eficiente como em ITL3CAD.

Ou seja o gue se considera aqui €& a adog3o de uma lista
=imbdélica de 'codigosY, tendo como base uma lista =simbdlica
de "enderegos", na qual se toma a liberdade de se introduzir
novos elementos em posigSes adequadas da mesma, de modo a se
indicar uma forma especial de processamento, como oz da forma
IIL.3<AD2, como um dos casos especiais.

Uma lista assim construida ¢ "hibrida" por construgio,
pois nSo contém apenas enderegos, (visto que seria redundante
se armazenar os enderegos das posiglies de memdria acessadas
num processament.o para o caso “supernodal”, onde a
seqiencialidade das posigBes pode ser trivialmente explorada
mediante loops como oz apresentados nesta seglod.

E justamente a seqgliencialidade das posigBes acessadas
num processamento dedicado para os "supernodes' que se deseja
explorar, de sorte gque as informagBezs relalivas a enderegos

de memdéria necessitam ser incluidas apenas para os demais
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cazos gerais de adiglo de vetores de natureza estruturalmente

distinta.

Como partindo-se apenas da posiglo inicial na linha base
corrente, e do namero de posigBes contiguazs a se operar, ser
informagio mais do que suficiente para se caracterizar toda a
segliénoia de operagies relativas a subiragdo de uma linha por
outra para o caso superncodal, a estratégia de codificagdo a
ser apresentada & Justamente a exploragio desta

caracteristica.

Segue-ze portanto uma primeira abordagem em gque se
explora fundamentalmente a seqlencialidade de acessos, de
modo a se utilizar esta tLéconica “"controladamente™ para todas

as linhas do processo de eliminagio.

A explicag8o ¢ simples: mesmo linhas que em principio
possuam padrdes estruturais distintos, acabam contendo
coincidéncias nos indices das colunas associadas, visto que a
linha base por natureza do Processo de eliminagso,
obrigatdriamente contém a egstrutura das linhas anteriores

dela subtraidas.

O que ocorre no caso de wma coincidéncia apenas
“"parcial” de indices <{(em oposigRo a coincidéncia 'perfeita”
no  caso supernodall é que algumas pogigfes na linha base
{correspondentes a elementos inexistentes na linha anterior
sendo subtraidad, necessitam ser ignoradas Csimplesmente
saltando~as), de modo a me atingir novamente um elemento na
linha base correspondente a um elemento de alguma linha

anterior a ser subtraida.

Percebe-se portanto que apenas mediante a especificagHo
de 2 informacgfes bagicas: guantos elementos processar de
forma supernodal {contigua’, e quantos elementos "saltar” na
linha base corrente até que a préxima coincidéncia estrutural
de indices ocorra, s3oc mais do que suficientes para se
caracaterizar todas as operagSes a serem efetuadas ao longo
da eliminagio.

E este primeiro procedimento, baseado numa lista de

"oodigos', Jdcom as caracteristicas consideradas até entiod,

gue sera apresentado a seguir:
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Procedimento IIL3{1> Lizsta de céddigos (supernodais?

ncod = 0
DO ai= 1, n

IUP(LY = IR}
piv = DI

DO » k = IUTCi>, IUTFdD
i = JUTKD
iuc = IUPCLD

IUPL = TURL + 4
um = UNGucy ¥ DI
piv = piv — UN{iuc> ¥ um

UN{lucy = um

TUdio

ij
Jt = iuc + 1
iuct = iuf{i>

¥y IF (jl .GT. iucfd> GOTO p

ncod = nood + 1
icod = LSTCOD(nhcodd

IF Cicod .GT. 0> GOTO ;373
rry Jf = jl - icod
DO 2 j = jt, jf
UNGLJ> = UNGj> - UNCHD * um

ij=1ij + 1
3 CONTINUE
jl = if + 1
GOTO pyp
313 ij = ij + icod
ncod = ncod + 1
icod = LSTCODncodd
GOTO yypy
¥ CONTINUE
DI = 1~ piv

ot CONTINUE

No procedimento acima, um valor negativo para elementos
de LSTCOD indica {em wvalor absoluto) o nimerc de posigles
contiguas a serem processados de forma supernodal no loop {3

do trecho de codigo em FORTRAN listado.
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Ja um wvalor positive em LSTCGOD, indica na wverdade um
“incremento”™ a se dar na posig3o da linha base corrente de
modo a se buscar a préxima coincidéncia estrutural de
colunas, onde novamente um processamento da forma supernodal

no leop 7 & efetuado.

Percebe~se que este ocbdigo & baseado inteiramente numa
Unica forma de processamento para o loop mais interno, e gue
se¢ mostra a mais eficiente de todas para © ocaso esparso
(egpecialmente o supernodal}, pois elimina acessos indiretos
a2 meméria presentes nas abordagens até entBo apresentadas,
onde acessos da forma UNCLSTADD(nadr)> ou W{JU{I>Y> tinham de
=er empregados por justamente o padr3o de acesso a estes

vetores ser "ndo deterministico” (a principiol.

No caso em que a presenga de linhas com padrfes
estruturails idénticos se faz notar com maior destague sobre
az demais, de tal modo que a maior parcela do esforgo
computacional dispendido esteja concentrado no processamento
destas linhas), a forma de abordagem proposta acima se mostra
inteiramente valida, pois explora nitidamente uma
caracteristica que viabiliza um aumento da eficiéncia
computacional em ambos os sentidos: economia do espago de
armazenamento {com a compactagio oblida na especificagio de
“lotes"” de elementos a processar de forma contiguad, e
redugdo dos overheads em tempos de execuglo, visto gque n3o =e
praecisa langar m8o de estruturas auxiliares, acessando-ze
diretamente oz elementos sendo gerados na linha base, e o gue
& gcertamente ainda melhor, e determinante direto do aumento
final desta eficiéncia, com o acesso direto aos elementos da

linha corrente se processando de forma seqlencial {(contiguad.

Cabe notar porém, gue no caso onde nd3o ocorra
predomindncia de processzament.os tipicamente da forma
supernodal, o procedimento acima n3o & o mais adequado, e

para tal. o que serd exibido a seguir, & mais recomendado.
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Procedimento ITL3{2) Lista de cddigos (hibridad

ncod =
nadr = 0

nm = =-n
nnm2 = nm X 2

DO ai=1, n

IURL) = IUD
piv = DI

juj = I0CG> - 1

DO 3 k = IUTCD, IUTFCD
1 = JUTCKD
iuc = IUPCID

JURL = IUML + 4
um = WUN{iucy % DI}

umn = - um

piv = piv + UN{iucy #* umn
UN{iucy = um

ij = iuj
Jji = ivc + 1
iucf = IUFD
ry IF (jt .GT. iucfd GOTO p

ncod = ncod + 1
icod = LETOGOD(ncod>

IF Cicod .LE. 0> GOTO 53
DO & j = jt, icod

nadr = nadr + 1
UNCLSTADD nadr>> =
UNCLSTADD nadr>2> + UN{J> % umn
& CONTINUE
ij. = LSTADD{nadr>
Jl = icod + 1
GOTO py
3 IF {icod .LT. nm> GOTO 7373

Jf = jt - icod
DO & j = ji, jf

ij=1ij + 1
UNCGL > = UNG 2 + UNCI2 % umn
& CONTINUE
Jjl = 4df + 1

GOTO ¥y

(continua na préxima pdgina)
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(continuag@o da pdgina anterior
33 IF {icod LT. nm2> GOTO 3313
Jf = jt - ddcod ~ nmd
DO &8 j = ji, jf

nadr = nadr + 1
UNCLSTADDC hadr2> = UNC» % umn

&S CONTINUE
ij = LSTADD(nadr>
jl = if + 1
GOTO yy
333 Jjf = jt - deod - nm22
DO e j = jt, if
ij=1ij + 1
UNCGL > = UNCI? % umn
& CONTINUE
ji = jf + 1
GOTO ¥y
v CONTINUE
DIG) = 4 / piv

o CONTINUE

Este novo procedimento & baseado na utilizag8c ‘“hibrida®
de listas de cadbdigos e enderegos, & é propositalmente bem
mais complexo do gue o procedimento anterior, por incluir
fases de processamento dedicado at.é ent.3o ainda nio
consideradas neste trabalho.

Un dos tratamentos dedicadoz da porgSo de odédigo
apresentada acima & o wvoltado para a primeira vez em gue se
efetua uma operagldc de subtragio sobre um elemento de Ffill—in
ainda n3o acessado, ou seja quando © valor associado na
extrutura de fatores resultantes ainda ¢ incialmente ''nulo®.

Neste ocaso, percebe-se que a operagio de subtragdo &
desnecesgaria, pois o valor a ser armazenado na posigHo
correspondente em UN serd O - UNCIY % um = ~UN(J> * um ou
simplesmente UN(J> % umn como considerado nos loops &6 e =&,
e cuja a razfo para =e Lomar um valor de =sinal conbrario a um
{como umn) ser devido a desta forma se eliminar uma operagso
adicional de "invers3c de =sinal", gque acabaria sendo efetuada
em todos os acessos aos elementos da linha base gerada (o que

em algumas arquiteturas & guase 3o custoso guanto uma
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oparacgio de soma ou subtragfo em ponto flutuanted.

A nova caracteristica da abordagem Thibrida" assim
proposta, & =e poder explorar de forma eficiente, ambos os
casos tipicos de se encontrar durante as etapas de eliminagio
egparsa: linhas com padr3oc estrutural idéntico, ou linhas
cujo padrZoc estrutural seja tal, gque o= acessos as posigles
correspondentes na linha base gerada sejam consideravelmente
"digpersos" ac longo da mesma.

Para cada um destes casos considerados, se adota uma
eztratégia de atague {dedicadad, dai o océdigoe em gquestdo,
langar mZzo tanto de listas simbdélicaz de ‘"enderegos', como de
listas simbdélicas de "codigos".

O tratamento mediante "listas simbdlicazx de enderegos"
se da no trecho associado ao loop & do procedimento, ao passo
gque um tratamento da forma supernodal por “listas de cddigos"
Cgomo no  procedimento IIL3<C1>» apresentade nesta seglod, &
efetuado nos trechos associados ao loop .

Az porgBes de codigo relativas aos loops &8 e z=,
correspondem a aplicag8o de ambas as abordagens consideradas
para o acesso e geraglo dos elementos da linha base, porém
incluindoe um tratamento diferenciado e particular, apenas
para a primeira vez em gque um novo elemento de Ffili-in &
gerado.

Uma Gnica sutileza de codificag8o faz-se notar no
procedimento acima, e que & o fato de que no caso de uma
informagioc da forma supernodal na lista de cdédigos, o wvalor
maximo do ndmero de operagfes ‘''sedquenciais contiguas” a =e
efetuar na subtragdo de uma dada linha, ser sempre inferior a
dimens&o n. Por esta razio, codigos com valor superior a n na
lista de cédigos LSTCOD serem desta forma utilizados para
denotar operages com tratamento diferenciado para a primeira
operag3c sobre os elementos de Fill-in, e valores inferiores
a n, utilizados num tratamento da forma supernodal como ja se
apresentou nesta seg3o.

O tratamento diferenciado para a primeira operagdo sobre
elementos de Fill~in nio & de uma necessidade ou
obrigatériedads "gongtante para todas as classes de
matrizes. Em muitas delas, tal processamento dedicado pode
ser perfeitamente ignorado, tratando~se as operagfes de uma

msama forma, como nas demais abordagens usuais.
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Em matrizes muito esparsas no entanto, o tratamento
diferenciado para oz fill-in’s pode se mostrar um fator
significativo na redugdo dos overheads de computagfo a nivel
de tempos de execugio.

Percebe-se portanto, que com o uso de alternativas
diferenciadas para oz diversos padrles estruturais passiveis
de se encontrar durante a etapa de eliminagio, consegue—se um
procedimento ainda mais “ajustado” ac processamento eficiente
de matrizes esparsas, com as maiz distintas caracteristicas,
inde desde os casos “super-esparsos'”, abté os guase-densos ou
completamente densos.

O que s pode ainda argumentar com  relagSo a
procedimentos hibridos puramente simbdélicos, & gue por serem
"simbdélicos", ou seja conterem alguma informacgio detalhada ao
nivel de cada uma das operagfes e acesson efetuados no loop
maiz interno do processo, o volume de codificag8@o final,
possa ainda exibir uma caracteristica "explogsiva" (por =er de
algum modo, proporcional ac nlimerc de operagSes de ponto
flutuante realizadas ao longo de toda a eliminagSo).

Em vista destas observagSes, & que na abordagem da
préoxima segdo, consideram—-se procedimentos  “hibridos”, porém
incluindo—-=e neste CAaso0, prioritariamente procediment.os
bazseados nas egtratégias convencionais apresentadas no
capitulo II.

Antes de passarmos a nova seg8o, mostra-se necessario
porém, apresentar e definir formalmente o conceito 'tao
aguardado” ao longo do textoc e desta segfio em particular: o

de ’supernodes™.

Definicio IIL3C2D> Supernodes

De fine-se como um supernode’, um conjunic de linhas
contiguas Fs» g1, .., Ji {na estrutura de fatores u
resultantes do processo de eliminacdol, tais Gue

= ~ j <C << j —_
Str‘uctCUk’*) Str uct(Ukﬂ,*) ULk +123Y para j £ kR = Git-1

Onde Str*uct(ML *) denota a estrutura de indices de
colunas associadas a cada linha i da representagfio da matriz
de fatores U resultante, conforme apresentado na segio IL3.

Uma definigio complementar a de "supernodes" mostra-se
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adequada, e se refere a um processamento da forma

"supernodal™:

Definigio IIL.3(3) Processament.o “Supernodal"

De fine-se comoe um processo de eliminagiio da forma
YSupernodal”’, come uma etapa particular do processo de
geracdo de fatores, exclusivamente associtada o geracdo de
cada wma das linhas de um dado “supernode”, (mediante
combinacfes escalares de todas as linhas anteriores

ertencentes ago referido supernode’” em gquestdol.
©

O que se percebe pela definigdo acima, € que o dJue o=
procedimentos apresentados nesta seg8So buscaram até entdo,
foi "enxergar" o processo de eliminag8So segundo uma o6tica
relativamente “miope", com respeito a exploragio das
propriedades "superncdais” como um todo.

0O gque =e tratou até entlo, foram estratégias mais bem
ajustadas para o processament.o isolado de cada uma das linhas
de fatores sendo geradas, uma a uma, em fungdo de cada etapa
bagica i do processo de eliminagfo.

0O conceito de superncdes ¢ bem mais abrangente, pois
envolve uma das bases para a segfo posterior, onde se explora
o processamento por grupos contiguos" de linhas {(de forma
dedicada & diferenciada das demails2,

O gue abordagens explorando-se plenamente supernodes,
Jjuntamente com as estratégias da préxima seg8o permitem, &
gue se processem conjuntos de linhas de uma sé forma, o que
implica numa redugdo ainda maior de overheads, pois
simplesmente em cada procedimentce dedicado, sabe~-se de
antemio, o tipo de estrututra caracteristica a ser
eficientemente explorado.

Para se finalizar esta se¢8o, o que se pode comentar, &
gque o conceito de supernodes ¢ bem mais amplo, do que a sua
definig8o "puramente estrutural” aparentemente revela.

O que se encontra de mais forte, por tras deste conceito
¢ a natureza com gue se pode implementar os “processamentos
na forma supernodal” definidos em IIL3{(3).

O gue =e percebe desta definig3o, COmMo uma
caracteristica inerente exclusivamente aos ’supernodes’™ & gue

este processo de eliminag3o, pode ser feito de forma



115

inteiramente seqgiencial e contigua, o que viabiliza uma
eficiéncia de implementagfc muito prdéxima da maxima tedrica
possivel, & gue pode ser Tquase" obtida no caso de um
processamento exclusivamente denso, <{como por exemplo nos
mostra a segdo IIL1D.

O grande "conceito" por tras da nog8So de supernodes, &
que dentro de seu “esmcopo” {(ou =eja, das linhas gque o
constituem?, o processo de implementagdo esparsa para a
eliminag8o, poder ser efetuado de forma ‘“'completamente
densa', uma vez que como btodas as linhas da matriz de fatores
53c assumidas estarem representadas ‘'seqliencialmente” de
forma contigua {ou segmentadad, todos oz elementos em gue se
efet,uardo operagfes, (aoc longo da eliminagfo de cada uma das
linhas do supernodel, podem ser vistos como pertencendo a uma
"matriz densa" {ncluindo apenas o= elementos n3o nulos de
cada linha), e que existe apenas "ficlticiamente”, pois na
verdade o carater “"denzo" da mesma, =6 se manifesta pela
forma como se optou por armazenar as linhas em gquestZo: numa
forma =meqgiencial contigua, contendo apenas o3 elementos
digtintos de =zero.

O gue se acabou de comentar, da margem a algumas novas

colocagBes e possiveis 'reinterpretagBes’” do conceito de
esparsidade, o gque nos leva a algumas definigSes
complementares:

Definicido I11.3<4> Matriz "realmente’” ssparsa

Define—se uma matriz de fatores (resultantie de um
processo de eliminagdic Gaussianal como realmente” esparsa,
guando a segiléncia de acesso aos elementos de cada uma de
suas linhas base sendo geradas, n3c puder ser efetuada

segundo um padrdo deterministico” de forma contigua.

Definiglo IIL3<5) Matriz “"aparentemente’” esparsa

De fine-se wnma matriz de fatores (resultante de um
processo de eliminagdo Gaussianal) como Taparentemente”
esparsa ou supernodal”’, guandeo toda a seqgiéncia de acesso
aos elemenios de cada uma de suas linhas base sendo geradas,
puder ser efeltuada segundo um padrdo determintistico” de

Forma conitigua.
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Definiglo IIL3(SGD Grau de esparsidade

De fine—se o "grau’ de esparsidade de uma matriz de
Fatores {(resultante de um processo de eliminacdo Gaussianal,
como sendo o niimero de seus fatores ndo nulos (excluindo—-se a
diagonall) que ndo pertencam a algum supernode’”, dividido
pela grandeza formada pelo ndamero de seus supernodes”

agcrescida do nimero total de faotores da referida matriz.

- FPelaz defini¢les acima, percebe-se por exemplo, Jque uma
matriz de fatores "completamente densa", como haviamos
definido até ent3o, pode =er encarada como uma matriz
"aparentemente” esparsa, por ser apenaz um caso particular de
matrizes Superncodais” em que © namero de supernodes &
unitario.

] Percebe-se também, gue o “grau"” de esparsidade de uma
matriz de fatores Jdcomo definido acimad), & unitidrio para o
cazo de matrizes Trealmente” egparsas, e nulo, para as
matrizes "aparentemente” esparsas, o gue nos leva a crer dgue
matrizes de fatores "densas" =30 na verdade um mero caso
particular de malrizes esparsas, & que na verdade o gque =e
precisaria ensinar nos cursos de Algebra linear computacional
e analise numérica, ¢ o conceito de Esparsidade, por ser bem
mais amplo, coerente, & englobar todos os demals “sub-casos"
da forma mais igualitaria possivel.

] Em termos da "quantidade” de informaclo (necessdaria para
se caracterizar todo o processo de eliminagdo), percebe—-se
gque nada separa uma matriz Ccompletamente densa® de uma
“completamente diagonal’” por exemplo, pois em ambos oz casos
o que Sse precisa especificar & apenas uma tnica informacdo: a

sSua dimensdoe n.
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I11.4 Abordagem hibrida por janelas

Pelo gue ja se pode perceber ao longo deste trabalho,
uma das chaves para uma implementagdo esparsa eficiente do
processo de eliminagso, esta no "reconhecimento”
de t.odas caracteristicas estruturais da matriz sendo
fatorada, e na sua plena "exploragfio”, ou seja escolhendo
a forma de tratamento maiz adequada para cada uma das
caracteristicas encontradas.

Como se comentou no inicio do capitulo I¥I, ("'de nada
adianta se escolher um bom algoritmo sem uma estrutura de
dados adequada™?, o contrario também se aplica, ou =eja, de
nada adianta uma boa estrutura de dadozg, sem os algoritmos
adequados para a sua plena exploragSo.

Assim, nesta se¢Soco nos concentraremos em apresentar
varias allernativas do ponto de wvista “algoritmico” <{a nivel
de implementagldo), & gue seriic aplicados porém a uma
estrutura de dados basica "const.ante™, {ou =e ja a
represent.agio seqglencial por linhas da matriz de fatores U, e
adotada ao longo de todo o textod.

O gue se pode notar, observando padrSes estruturals
tipicos da disposigio de fatores de matrizes esparsas das
mais variadas Areas e aplicag8es, (como az apresentadas no
apéndice final?, & gque pelo menos 4 padrBes se destacam dos
demais, e seriSo portanto observados com um pouco mais de
atengio.

S&o tals padrdes, numa ordem mais ou menos tipica de se
encontrar, nas diversas linhas dos fatores (em maior ou menor

grau dependendo de cada matrizd:

® Completamente Diagonal <(ou =eja com linhas na

representagio de u” contendo apenas a diagonald

& Tipicamente Egparso (com um nimero aceitavel de
elementos por cada linha de U, e =zem algum padrio

“deterministico” reconhecivel a priori’

& Supernodal <{ou "guaze dens=o" nas porgBes finaim

da matriz de fatoresd

#® Complet.amente Densc {(como a dltima sub-matri=z>
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Assim, © gue se mostra como uma alternativa bastante
atrativa, ¢ tentar se adeqgquar procedimentos especificos para

cada uma daz porgdes da matriz de fatores consideradas.

Em alguns casos, como no padrZoc completamente Diagonal,
o que =e preciza fazer & muito pouco, {(apenas =e inverter o
elemento da diagonal, e qgque desta forma sdé acabarda sendo

utilizado novamente no processo de retro substituigSod.

Cabe lembrar gue o padr3o Diagonal, pode vir a se
repetir ou se fazer notar, em porgdes ou grupos distintos de
linhas um pouco mais avante, (ha maior parte das ve=zes,
notadamente nas linhas iniciais, e até uma dimensdoc prdéxima a

metade da dimens3o originald.

Out.ros padrfies como o completamente Denso por exemplo,
=246 podem ocorrer na porgdo final, (visto que deste ponto em

diante, a sub-matriz restante torna-se completamente densad.

O padrfes mais tLipicos de =e encontrar nas demais
porgdes, sdo os que Jja se dispSe de ferramentas para
trata~los adequadamente, gual seja, o uso de abordagens
simbdélicas ou convencionais para a porgaa tipicamente
Esparsa, e o uso das {écnicas supernodais, para as porgles
com esta caracteristica, onde =se pode destacar por exemplo a
porgico “quase densa" que na maioria das vezes antecede a
porgido completamente densa, nos casos em gque esta chega a se

manifestar notadamente.

A maior “liberdade de e=mcolha”, recai sobre a porgio
tipicamente Esparsa, pois como ja se pode comentar, € nesta
porgio que se concentra o maior grau de ‘“caocoticidade” a
principioc n&o deterministico do processo, no sentido de ndSo
se poder prever um padr3o tipico de acessos na linha base,
{ac contrarioco do que ocorre no caszo supernodal ou denso por

exemplol.

Esta porgioc Esparsa € a porgdo mais dificil de =er
"domada"', e a qgue na hipdtese de pouca ol nenhuma
predominadncia das porgfes supernodais ou completamente
densas, acaba se mostrando a determinante da eficiéncia final

dos cédigos de fatoragfo numérica.
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® Numa abordagem convencional, incorre-se em overheads
como por exemple as etapas de descompactaglos/compactaglo do

vetor de trabalho.

] Numa abordagem simbdélica por “listas de enderegos",
percebe-ze gue a porglc tipicamente esparsa é a Unica que n3o
pode ser devidamente “compactada'™, dando margem assim a um

crascimento indese javel do tamanho final da lista.

] Ou seja, de alguma forma acaba por se incorrer em algum
overhead no iratamento da porgdo “tipicamente esparsa’, onde
a Taleatoriedade” da disposicdo estrutural dos elementos da
matriz de fatores se faz notar macicamente e de um modo gue
poderia—-se quali ficar na melhor das hipdteses comoe

“intratauvel’ ...

Bem, esta ¢ a visfSio mais otimista, que se apresentou até
ent3c, € n3o convém comentar o que o leitor a esta altura ja
pode estar a wcogitar ser um "novo aprimoramento” de tudo o
que foi feito, conseguindo-ze dessa forma, de algum modo
“"domar” a fase tipicamente Esparsa (ou ao menos coloca-la sob
eixos bem mais trataveis do gue ja s=e havia pensado até
ent3ol.

G acapitulo IV revela pois, mais alguns dos “"mistérios”
que tornam a Area de esparsidade {(na vizfio deste autord como
uma das mais privilegiadas em termos de rigueza de problemas
e de possiveis abordagens para a sua solugdo {num
moto-perpétuc aparentemente inesgotével ao menos até hojed.

Voltando a realidade do que j& foi visto e apresentado
neste trabalho, percebe-z=e que com o gue =& dispSe de
ferramentas, ¢ possivel melhorar o desempenho final tanto a
nivel de economia de recursos de armazenamento, como aumento
da eficiéncia a nivel de tempos de execugso.

Ezta =eglio wvisa portanto, agrupar todas as abordagens
at.é entB3c apresentadas, em um *framework’ comum, & Jque por
ser dedicade A exploragico das caracteristicas de cada matriz
a mer fatorada, possibilita gue os requisitos computacionais
dispendidos =sejam portanto os mais ajustadozs possiveis ao
problema sendo tratado.

O grau de liberdade que se oferece ndo ¢ muito, pois

como se percebe, apenas a porgdoc tipicamente Egparsa tends a
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e apresentar como um verdadeiro desafio a4 =me determinar qual

a melhor estratégia de solugio.

0 que ira se conzsiderar no caso Esparso sSo 4 possiveis
abordagens, JjA apresentadas nas segBes II4 e IILZ2, qual
sejam: a geraglo dos fatores (por linhas ou colunasd,
mediante as Lécnicas convencionais {(via o uso de vetores de
trabalho), ou mediante a utilizagdo de listas simbdélicas de

enderegos.

Como jAa havia se comentado na segiSo JILZ2, a utilizagHo
de um procedimento baseado em "listas simbdélicas"” com geraglo
por g¢olunas como o IIL24{2), n3c se mostra adequado, pelo
fato do dispéndico em termos de espago de armazenamento para a
informag8c simbdélica, ndo =er compensador em termos do
desemepenho final obtido, {em comparagdc com um procedimento

tradicional como o I1.442) e gue pode =er ulilizado em Iugar

do procediment.o simbélico, sem perda sensivel da eficiénciad.

Deste modo descartando~-se este método, ficamos com a
escolha de por qual das outras 23 alternativas, =e inciar o

processo de eliminag3o.

Como ja& =se havia comentado a0 final dos capitulos I e
II, e na s=egio IIL2 deste, percebe-ze que o método de
geragio por colunas € © mals indicado para a fase inicial do
processo de fatoragfio, visto que o volume de calculo em
fungdo de cada etapa basica 1 do processo ser uma Hungio
crescente com o avangar deste indice, (ao passo gue numa

abordagem por sub-matrizes se dar exatamente o oposto por

exemplol.

Outro fato que pesa significativamente a favor da
escolha do método de geragfo por colunas, ¢ gque de ambas as
alternativasz 'convencionaizs" mediante o uso de vetores de
trabalho expandidos, ser este o método com o menor overhead,

{como se comentou na seglSo onde fol apresentado formalmented.

Ass=im, parece inegAvel que excetuando~se oS cagos
Diagonais, que porventura possam existir no inicio do
processoe de eliminaglo, se tome uma alternativa de geragdo

por colunas nas etapas iniciais do processo.

A partir de algum "ponto de ocorte’™, obviamente alguma
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out.ra estratégia pode comegar a =zer explorada, e uma =olugdo
légica, tendo~se em mentbe a maior eficidégncia  computacional
possivel (a nivel de tempos de execugido?, mantendo~se no
entanto oz "péz no chio"” {(com relagio ao espago disponivel de
armazenament.od, seria considerar a aplicag8fo da geragio dos
fatores complementares por linha, via © uzso de ‘listas
simbdlicaz de enderegos”, dGté um limite aceitivel para o
tamanho da lista, em fung3co da memodria disponivel), e apenas
na eventualidade das limitagSes de memdria terem sido
alcangadas antes da conclus8o de toda a etapa de fatoragio,
passar~-se a complementar o restante das eliminagBes via a
estratégia convencional por wvetores de trabalho expandidos
até =me notar a presenga de outra caracteristica dominante
Ccomo o caso das sub-matrizes quase densas ou completamente
densas), gquando obviamente a solugio mais apropriada
certamente n3o é¢ mais a utilizaglSo daz técanicas convencionais
por vetores de +trabalho, mas sim por exemplo procedimentos
simbdélicos ao estilo loop free como o= apresentados na segio
II1.1>, ou estratégias como asz apresentadas em [A81 por

exemplo.

Percebe-se que com esta estratégia "modular” de atagque e
sub-diviz8o da etapa de eliminagdo {(como formalizada em
[AB81>, & uma solugBo sensata para o problema, =se for
considerado o objetivo basico a ser alcangado neste trabalho,
ou =eja o aumento da eficiéncia computacional da fase
numeérica, =3 que porventura podera vir a ser usada
repetidamente no futuro, por um numerc tal de vezes, que
Justifigue o maior cuidado em se elaborar de forma mais

otimizada todas etapas a serem seguidas durante esta fase.

0O gque fica faltando portanto, é se "conceituar™ melhor a
estratégia de soluglio proposta, e formaliza~-la na forma de um

procedimento, como veremos um pouco mais adiante.

O conceito nove a ser introduzideo (e apresentado em [A8]
na forma como veremos nesta seqglo, tendo =sido porem proposto
em niveis menos detalhados na Hteratura como em [D112), & o

de "janelas de processamento'™.
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Definigio ITL.4(1> Janela de processamento

De fine-se por »janela de processamenito” (para processos
de eliminacdo Gaussiana esparsal, como sendo uma regido
delimitada por linhas e colunas contiguas (da mairiz a ser
Fatoradal e gue virdeo a ser tratados de forma unijficada por
uma mesma estrategia de implementacdo, diferenciada  do
restante das regifes {(pertencentes as demais jJanelas de
processamento), durante a fase de geragliio dos fatores

associados a esta dada jonela em particular.

Ezta definigio & um pouco mais ampla do que a
considerada em [AB], d{onde as regifes consgideradas eram
apenas na forma de con juntos contiguos de linhas,
abrangendo—-se neste caso toda a extensiio de colunas das
linhas de fatores U consideradas).

Nagquela abordagem, apenas, o= indices delimitadores das
linhas inicial e f{inal, mozstravam-se necessarios, para =e
caracterizar as regifezs sendo tratadaz de uma mesma forma.

Com a definig8o um pouco mais ampla apresentada acima,
permite-se extender o conceito de janelas de processamento,
de modo a englobar também casos particulares de destacada
import.ancia como oz do tipo supernodal {(na época  ainda

n3o cogitados pelo autord.
O que se precisa basicamente s30 das informacgtes:

® linha inicial da matriz U

(a =ser parcialmente geradad

& linha final da matriz U

(a ser parcialmente geradad

. s T
& coluna inicial em Y

{associada as linhas a serem subtraidas de WD

® coluna final em UT

{associada as linhas a serem subtraidas de UD

O gue em principic pode se mostrar “"inguistante" & o
fato de =e utilizar uma delimitac8o para as colunas

associadas em UT (e nao de Ud,
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Recordando-se gque am colunas correspondentes A4 elementos
nZo nulos numa dada linha de U’ determinam exatamente o
conjuntoe de linhas anteriores a linha base em U, Jque
efetivamente necessitarfo ser subraidas desta, percebe-se que
com a delimitag8@o de wum  intervalo de colunas em UT, o
procaessamento de uma dada " janela', podersa n3o ser
"completo', no sentido de se efetuarem todas as subbtragBes de
linhas anteriores necessarias para a geragdoc completa de suas
linhas base.

Dai +ter se incluide o comentiario relativo a geragdo
apenas "parcial” das linhas de fatores U.

Como veremos um pouco mais adiante, esta metodologia n3o
impSe restrigBes, no cazo da geragio dos fatores por linhas.

Numa geragdo de fatores por colunas, n8o =se permite tal
liberdade, pois o loop intermediidrico do procedimento I1.4¢23,
26 pode  ser executadoe numa Unica  ordem <{crescente de
indices).

A razf3io para tal pode parecer um tanto “obszcura”™ para o
leitor, de modo gue =se ird apenas comentéd—la, no intuito de
documentar o fatoc mencionado acima.

Na geragdiv dos fatores por colunas, ndco se pode mudar a
ordem com que se escolhe as linhas a serem subltraidas, porque
simplesmente a porg3o sendo operada no vetor de contribuigdSes
W, wval sendo progressivamente transferida definitivamente
para o armazenamento do fator de U correspondente. Deste
modo, com uma subtragio em uma ordem ndo crescente de indices
de coolunas, estaria se deixando para tLras por exemplo,
possiveizs Ffill-in’s que porventura teriam sido oriadom no
processamento de uma linha nS3o subtraida em virtude da
alteragd3o da ordem tomada para o loop intermediario.

De posse deste fato, e assumindo-se que na geragiio por
linhas tais restriges nio se encontram presentes (o gue n3o
serada comprovado formalmente neste trabalhod, pode-ze comegar
a esbogar a forma que devera ter um procedimento para uma
eliminagio =seguindo uma metodologia "hibrida por
Jjanelas".

Para algumas das alternativas consideradas, apenas uma
de ambas az informagdes relativaz az colunas de u” precisa
ser efetivamente especificada, assumindo-~ze que a informagSo

complementar seja dada pela coluna inicial ou final da regi3o
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considerada em U’.

Estes =3 detalhes que podem ser usados para se
minimizar o nuamerc de vetores e informagles auxiliares, (mas
que ndo serdo considerados nesta abordagemd, visando apenas
facilitar a exposigio e compreensdio da técnica de eliminagdo

por “janelas" proposta nesta segfo.
De posse das informagiies relavantes enumeradas
inicialmente, apresantamos o seguinte pseudo-cdédigo para o

processamento “hibrido por janelas" como um todo:

Procedimento II1.4(1) Eliminac3c Hibrida por " janelazs"

para iwvnd de 1 até nwnd faga
itbeg <« BEGLINCGiwnd>
iend < ENDLINGiwnd)
kbeg <« BEGGOLddwndd
kend < ENDCOLGwnd>
caso WNDTYPdiwnd> se ja
1: execute DIAGONAL {(ibeg, iend, kbeg, kend?
2. execubte WORKOOL (beg, tend, kbeg, kRendd
execute SIMBROW ibeg, itend, kbeg, kendl
execute WORKROW (ibeg, iend, kbeg, kendd
execute SUPERNODAL (ibeg, itend, kbeg, kend)d
6: execubte DENSE {(ibeg, iend, kbeg, kend)
fim caso WNDTYPddwndd

9o

fim para iwnd

No procediment.o acima, assume—se COmo estrutura
principal o wvetor WNDTYP, gque denota o tipo de janela de
processamento a cada etapa do processo.

Os apontadores ibeg, iend, e kRbeg, kend apontam em cada
Janela <{wnd associada, para as posiglBes inicial e final do
grupo de linhas de U a serem processadas e parcialmente
geradas, bem como as posigfes daz colunas em U7 a serem
consideradas como indicadoras do con junto de linhas
anteriores a serem subtraidas de cada uma das linhas baszse da
Janela sendo parcialmente gerada.

Oz casos considerados foram particularmente os seguintes

{correspondendo a ordem com gue foram enumerados no
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procediment.o em guest.Iod: "completament.e diagonal",
convencional com gerag8o por linhas, simbdélico wvia listas de
enderegos com geragldo por linhas, convencional mediante
vetores de trabalho e gerag8o por linha, superncodal e

completamente denso.

Percebe-ze portanto, gque com repetidas aplicagbes de
alguma das formas de processamento consideradas, consegue-se
levar adiante +todo o processo de eliminagdco, com algumas
porgdes podendo aventualmente ser geradas apenas
parcialmente, numa primeira aplicagio isolada de alguma das
alternativas, =3 a seguinr complementadas, em aplicagfes

futuras de outras alternativas mais apropriadas.

Como exemplo do que fol apresentado, consideremos as
figuras fig ITIC3) e fig ITI{4>, onde Janelax voltadas para
procedimentos convencionaiz com gerag8o de fatores  por
colunaz, simbdlicos por listas de enderego {ou convencionald
com  gerag3lo por Ilinhas=, e completamente dens=o foram
con=iderados para uma mesma matriz, {a titulo de

exemplificagiod.

No primeiro Caso, tratou-ge inicialmente da porgso
completamente diagonal, e a seguir, adotou-me uma estratégia
de geragido por colunam até se chegar a linha correspondente a
porgdo completamente densa, a partir da qual, uma geragdo por

sub~-matrizes na forma densa passou a ser empregada.

Como neste caso a geragdo de fatores por colunas
inicialmente efetuada se deu apenas até a coluna
correspondente ao inicio da  porgaio densa, as porgties
restantes de cada uma destas linhas iniciais, necessitou ser
gerada, & o procedimento adotado negste caso, foi a geragio
por linhas d{(inicialmente pela forma simbdlica por listas de

enderecos, & a seguir pela forma convencional).

Percebe-ze que no exemplo em particular, o© nmero de
“janelas" empregado foi de 5 alternativas distintas, e gue
assumindo-se que o indice do final da porg3oc completamente
diagonal seja dado por idiag, o©o do final do processamento
=imbdlico por isimb e o do inicio da porgsSo densa por idens,

teremos as seguintes informagdes:
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iwnd YNDTYP ibeg iend kbeg kend
1 1 1 itdiag 1 itdiag
2 2 Tdiag+1 idens-1 1 idens-1
3 3 1 isimb 1i idens-1
4 4 itsimb+4 idens-1 1 idens-1
5 6] itdens n idens n
A 2

fig_ IIIC(3> - Eliminacgio hibrida {1

No segundo caso, apenas 3 etapas s3o utilizadas para se

fatorar a mesma matriz do exemplo anterior.

Inicialmente considera~-se

a porgdo

completamente
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diagonal, passando-se a =eguir a efetuar a geragSo por
colunas, completando-se o processo com a eliminagSo da

sub-~-matriz densa restante de forma completamente densa.

fig_III1¢4> - EliminacZo hibrida <2>

Segue~ze a titulo de complementacgdo, a seqgiiéncia de
informagbes utilizadas neste caso, {(assumindo-ze a mesma

notagdo para as porgfes indicadas no exemplo anterior).

iwnd WNDTYP ibeg iend kbeg kend
1 1 1 idiag 1 idiag
2 idiag+d n 1 idens-1i

3 & idens n idens n
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C que fica faltando se apresentar mais formalmente, s3o
“"critérios de corte” (hw estilo do que foi comentado na secio
1.2, de modo a se poder melhor ajustar o processamento,
visando além de uma elevagdo na eficiéncia computacional a
nivel de tempos de execugdo, uma preservacgdco sSempre gue
pomsivel do espago total reservado para armazenamento {dentro
de limites toleraveisd.

Un dos critérios mais expressivos, como se pode
intutivamente notar, ¢ considerar a geraciSio por colunas até a
coluna correspondente a da porgSo densa gue porventura exista
na matriz de fatores, & a partir dai continuar a geragio por
colunas “controladamente” até a Gltima coluna, gerando-se
neste caso porém, apenas os fatores acima da porgio densa,
deixando para uma abordagem completamente densa, a tarefa de
completar o processamento da sub-matriz densa restante.

0O =zegundo critério merecedor de destague, € caso se opte
por uma geragiio por colunas apenas até a coluna anterior a da
porgdo densa, e a partir deste ponto considerar a geragio por
linhas para =e complementar as porgSes restantes acima da
porgio densa, neste caso, tomar como critério de corte para a
escolha de qual das estratégiaz de geragiio por linhas
considerar, a quantidade total de memoaria dizponivel,
adotando~-se uma geragio simbdélica por listas de enderegos até
certo ponto, & a partir do ponto em gque o tamanho total da
lista se tornar inaceitéavel, complementar-se o proces=o, com
uma geragio convencional mediante vetores de trabalho, para
as linhas restantes, deixando apenas a sub-porgdic densa gue
porventura exista, para ser abordada de forma completamente
densa.

0 que o leitor neste ponto, com o espirito ja bem mais
agugado por tantos meandros e detalhes da geragio esparsa de
fatores, poderia =e questionar, ¢ porque =e considerar a
geragdo por linhas afinal, visto gque uma estratégia como a
adotada no segundo exemplo, com a geragfio por colunas J(gque
notadamente tem desempenho melhor que uma geragio
convencional por linhas mediant.e veltores de t.rabalhol,
adotando-se esta sstratégia em toda a porgdSo excluindo-se a
sub-matriz densa, e langando-sze mE¥o exclusivamente de uma

egtratégia densa para esta porgfo final; n3c poderia ser
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sempre a adotada em todos os casos, dispensando-se a
sub-divis8o em demais janelas baseadas na geragdo por linhas
por exemplo, & cujo desempenho final a principio ndoc parece
apontar para uma redugSo significativa de owverhegds em
comparagic com a geragio por colunas, que s6 ndc se mostra
eficiente nos casos supernodais e densos de um modo geral.

A rTesposta a esta indagag8o =6 poderda ser dada no
préximo  capitulo, poiz o npovo e altimo” método a ser
apresentado, baseia-se exclusivamente na geraglo por linhas,
e definitivamente & mais compensador do gue uma estratégia de
geragio por colunas <(pelo menos em algumas classes de
arquiteturas escalares convencionais, como as do tipo CISC
por exemplol.

O novo método forgosamente se baseia numa geragdo por
linhas, pelo simples fato jaA comentado anteriormente nesta
megio, de que a geragio por colunas ser bem maiz “rigida" do
que a geragSo por linhas, por simplesmente n3o permitirc
flexibilidade alguma no tocante a uma possivel alteragdo na
ordem com que as linhas contribuintes venham a ser
efetivamente subtraidas de cada linha base corrents.

»® E Justamente esta flexibilidaode de reordenamento
*dindmico” da ordem das contribuigdes, o caracteristica

basica a ser explorada pelo nova metodologica proposta.
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Capitulo IV

NOVA ABORDAGEM PROPOSTA

Neste capitulo apresenta-se uma nova metodologia de
eliminagfo, com geragio dos fatores U por linhas, e que redne
algumas das caracteristicas mais desejaveis para um cddigo de
fatoraglo esparsa: ser eficiente em termos de menores
overheads em tempo de execuglio, e aoc mesmo tempo “tratavel”
do ponto de vista do espago final de armazenamento e oddigo
ut.ilizado.

Na primeira seglo, apresenta-se a motivagdo
computacional bAsica para o método, e uma primeira abordagem
para o problema.

Fica claro a partir deste ponto, que "algo mais" ainda
pode =mer feito. Porém para se alcangar este novo patamar,
torna-se necessario a utilizag8o de um importante conceito em
egpargidade, até ent.io n3o exploradeo neste trabalho.

Em vista disso, na =seg3o0 subseqiente, introduz-se e
formaliza-se com um pouco mais de detalhe algumas nogOes
e propriedades da “aArvore de eliminag3o'.

De posse deste novo ferrament.al, viabiliza-se a
construgio de uma “variante" ainda mais bem sucedida, do
mét.odo original apresentado na primeira seqgSo.

Uma formulag8o completa do método, englobando ambas as
alternativas consideradas no presente estudo, ¢ apresentada
finalmente, concluindo este capitulo em guest3o.

O novo método a ser apresentado, pode ser encarado como
uma generalizagio das alternativas propostas na segio IILA,
adequando-as para o0 caso esparso geral, ou como uma extens3o
da metodologia de Gustavson [G141, mantendo-se no entanto o
tamanho de cdédigo “constante” para qualquer estrutura de
matrizes esparsas a serem fatoradas.

0 método pode ser visto também como um aprimoramento das
alternativas baseadas na utilizag8o de listas simbdlicas de
enderegos {(apresentadas na =segio IIL2), em que a informag3o
basica armazenada ¢ constituida na verdade de ‘'codigos",
capazes de caracterizar completamente as operagBes de
combinag8o linear entre maltiplos vetores, ao nivel

“elementar” num estilo similar ac de OGustavson, e cujo
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processo de ‘“interpretag8So” pode ser implementado de forma
eficiente em praticamente todas as linguagens de programacgfo
de alto nivel, comercialmente disponiveis.

Por =e basear na especificag8c ao nivel "elementar" das
operagfes a serem efetuadas durante a eliminag8ic (da mesma
forma como as estratégias baseadas na utilizagZ@io de listas
simbélicas de enderegos), poderia se esperar um corescimento
“explosivo'’ da ligsta de coHdigos utilizada para a
caracterizagdo de todo o processo.

Embora em um ‘pior caso", tal comportamento seja
tedricamente possivel, na pratica, o crescimento se da numa
taxa bem mais ‘“controlada”, mantendo-se em niveis aceitaveis
o espago total de armazenamento, que ¢ na maioria das vezes,
proporcional apenas ao nimero de fatores ndEco nulos presentes
na matriz resultante apés o processo de eliminagfio, dem
oposigdo a um volume proporcional ac nimero de operagtes de
ponto flutuante efetuadas em todo © processo, como no caso
das alternativas da seg3o IIL2).

Finalmente, peloc fato de uma das alternativas do método
proposto, viabilizar uma “compact.ag8o" eficiente das
informagdes necessirias para a caracterizagZio de mualtiplas
operagdes elementares de combinag®o linear de vetores;
caracteristicas da forma supernodal {como as apresentadas na
secio IIL3> podem ser eficientemente exploradas pelo método,
sem perda alguma de sua generalidade para o caso "realmente®
egparso (como definido no final da segfo IIL3)D.

E Justamente esta flexibilidade de permitinr uma
“compactag8o” de informagfes, mesmo em face a presenga de
caracteristicas "realmente" esparsas, ou =eja, com um padrio
de acesso ‘'aparentemente” n3o deterministico aos fatores de
cada linha base sendo gerada, ¢ que confere aco método um
cardter de certa forma especial, merecendo portanto uma
atencio maiz cuidadosa em abordagens futuras, especialmente
na fase de reordenamento visando a redugfio de fill-in’s, e na

aplicagio do método a novas arquiteturas do tipo paralelo.
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IV.1i Motivacg8o computacional e principios basicos

A motivagio para o novo método proposto, partiu
originalmente de questSes de natureza puramente “semanticas",
a nivel de linguagens de programagXo, com um guestionamento
langado pelo pesquisador Herminio J.C.Pinto ao final do
periodo em que o presente autor encontrava-se como bolsista
do Centro de Pesquisas em Engenharia Elétrica (CQEPELD.

0 questionamento feito na época foi com relag8oc a se
haveria alguma ‘vantagem”™ em se programar rotinas de
fatoragfio esparsa na linguagem € por exemplo, em comparagio
com implementagSes equivalentes numa linguagem como FORTRAN.

Na época, a resposta dada pelo presente autor, foi de
que "aparentemente n3o'", ou seja, muito pouce =e poderia
esperar de ganhos reais em implementagBes em (€, visto que os
compiladores FORTRAN otimizantes dizponiveis no mercado,
conseguem na grande maioria das vezes, produzir oddigos de
madquina muito proximos ou t8o otimizados guantoe os obtidos
com o= melhores compiladores € disponiveis.

A pergunta feita ao final de 1990, permaneceu desde
entfdo, pois em todas alternativas consideradas pelc autor até
o inficic de 1993, nenhuma das rotinas codificadas, com
excegiio das baseadas na utilizag8o de “listas simbélicas'™ de
enderecos, possuia alguma caracteristica gque pudesse =ser mais
bem explorada em uma particular linguagem comeo no caso de G,
(e gue por =e tratar de uma das linguagens de alto nivél, que
mais se aproxima de uma ‘“linguagem de mAgquina®, se poderia
esperar um melhor aproveitamento de pequenas nuances de
implementacfo, impossiveis de serem tratadas em outras
linguagens),

O vnico problema com a abordagem por “listas simbélicas
de enderegos" & que elas podem se tornar demasiadamente
extensas, mesmo com a utilizagso de IreCcUursos como o]
“truncamento” aoc =se chegar a porgdo '"guase densa’, ou a
compactagdo mediante a exploragdo de caracteristicas
supernodais.

Ezsta deficiéncia intrinseca, somada ac questionamento
original a respeito de alguma forma de codificag8c em € que
pudesse =er mais bem implementada e explorada do que em

FORTRAN, deu portanto origem ac novo método, e gue responde
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finalmente a questio levantada.

Em peloc menos uma forma de abordagem {(como a que sera
apresentada no presente capitulo), uma implementagic em C
mostra~se mais eficiente do que em FORTRAN, pelo fato de se
basear em acessos “diretos" a posigBes de memdria via o uso
de apontadores (pointers), e gque em FORTRAN necessitam ser
“simulados" mediante o uso de ‘vetores de indices".

A motivagSio computacional basica portanto, foi encontrar
alguma forma de codificagfo, que permitisse uma melhor
implementag8o, baseada no uso de acessos diretos A posigBes
de meméria via o uso de apontadores, e que de algum modo, n3o
“"herdasse" o= inconvenientes das abordagens por ‘“listas
simbdlicas de enderegos".

O primeiro passo neste sentido, foi notar que uma outra
“variante” do método de eliminagSc esparsa, conhecido na
literatura como método de Crout (para o caso assimétrico em
geral> [ID50), 1G39), IF1l, e até entio niHo explorada ou
considerada em nenhuma das abordagens implementadas pelo
presente autor, poderia ser aplicada e com sSucesso, numa
abordagem esparsa baseada no uso de apontadores para posigles
de memdria (correspondentes a cada um dos elementos da matriz
de fatores sendo acessados ou gerados).

Segue-se portanto, uma apresentagdo desta variante para
o caso simétrico, e gque passaremos a olhar um pouco mais
atentamente.

O método de Crout, nada mais ¢ do gue uma outra forma de
implementagiic do método tradicional de gerag8o dos fatores
por linhas, como a alternativa 1.1<(B>, simplesmente
revertendo-se a ordem dos 2 loops mais internos.

Ou seja, aco invés de processar a subtragdo de todos o=
elementos de cada uma das linhas contribuintes na linha base
corrente i "linha a linha", o que se faz ¢ acumular-se as
contribuiges de todos os elementos de uma mesma coluna de
uma =6 vez, subtraindo-se tal contribuigfo do elemento base
(da coluna correspondente) na linha i, (& que a partir deste
ponto passa a conter o wvalor definitivo do fator gerado),
pas=sando—~se ao processamento das acumulagSes de elementos da
coluna seguinte, até terem sido gerados todos os fateores da
linha base.

O método de CGrout € baseado portanto em uma geragSio dos
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fatores por linhas aoco nivel de cada etapa basica i, porem
gerando-se tais fatores “coluna a coluna' durante o
processamento da eliminag8o relativa a cada etapa basica do
processo como um todo,

Segue—~se portanto, um pseudo-codigo ao estilo das
alternativas apresentadas na segio 1.1, assumindo-se

inicialmente um processamento na forma completamente densa.

Procedimento IV.1(1> Metodo de Crout “simetrico’” <(denso)

® A cada etapa i do processo, anular os elementos A
esquerda da diagonal, na “’ezima linha mediante a
subtragio de miltiplos escalares de elementos em
uma mesma coluna das linhas anteriores,
atualizando~-ze desta forma a porgio a direita da
diagonal na i’ezima linha {coluna a colunad, por

operagtes da forma:

para i de z até n

para k de 1 até i-1
u Ve
k,i « ak,i. ak,k
para j de i até n
-1

a «< a - u x a
i,d .j k§1 ki X.j

fig_IV<1> - Atualizagic simetrica por CGrout

Graficamente, tal processo ¢ ilustrade na fig IV
acima, onde se percebe gque a Unica diferenga com relagio a
alternativa L1i{(BY ¢ a ordem com que se processam todas as
subtrages em wuma dada etapa basica do processo, ndlo se
alterando porém a regifio de fatores anteriores acessada, nem
a porgioc gerada ao final de cada etapa <(correspondendo a
linha base 13, © gque nos mostra que o método de Crout,

continua a ser uma metodologia de gerag8ioco dos fatores "por
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linbas', {independentemente da ordem como tais fatores venham

a ser gerados em cada elapa basicad,

Uma vez compreendida a "mecanica” do método de drout
para o caso denso, o que seria de se perguntar ¢ porgue entio
este método quase nunca foi empregado para o caso esparso

mais geral.

A resposta ¢ que para se implementar o método de GCrout
no caso esparso, apenas as estruturas de dados elementares
disponiveis em fung8So do armazenamento seqlencial por linhas,
nio =30 suficientes, pois como se pode recordar dos
comentarios feitox ao final da segdo III.3, © processamento
“realmente” esparso {(como foi assim definido), implica em
acessos a po=migBes de "dificil previsibilidade” na linha base
sendo gerada, em fungfo da natureza originalmente aleatdéria,

da estrutura da matriz A do problema original.

Ou seja torna~-se necessario, langar mio de novas
estruturas “dindmicas" ou “simbdélicas", que possibilitem a
implementagio da etapa correspondente ac somatédério no loop

mais interno do procedimento IV.1{1) apresentado.

A aparente dificuldade de implementagSc do somatdrio em
questSo, se da pelo fato da estrutura basica de armazenamento
dos elementos de cada linha de U, permanecer a mesma adota ao
longo de todo este trabalho, {(ou smeja na forma seqliencial por
linhas), ao passoe dque o© =somatdrio em gquestdo, deve ser
efetuado "coluna a coluna”, o que se mostra inteiramente
trivial de =e implementar numa abordagem densa, mas que
requer um pouco mais de ateng8So para o caso esparse, o que

passaremos a congiderar a seguir.

Vale ressaltar, que foi exatamente deste ponto, visando
a contornar as dificuldades intrinsecas da abordagem via
Grout. para o caso esparso, e ainda tendo em mente o objetivo
de por algum modo se obter uma nova metodologia baseada em
acessos diretos a memdria (via o uso de apontadores, que se
divisou uma solugio de facil implementagf®o, atendendo A ambos

oz requisitos.

A idéia consiste em se dispor de um ‘'vetor” de
apontadores P, cada um para uma dada posig8c de memdria

correspondente a representaglo de cada uma das linhas kR a
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serem consideradas na etapa de acumulagdo do somatdrio.

Inicialmente, tais apontadores P, devem apontar para a
po2igdoc correspondente a coluna i em cada uma das linhas &

associadas.

Esta informagio, recordando-se o que foi apresentado na
seg8o IL4, & trivialmente obtida a cada etapa basica 1 do
processo, mediante © uso do wvetor de apontadores IUP,

Cutilizado em muitas das abordagens apresentadas).

Umna vez inicializados os apontadores P, procede=-se a
uma “normalizagio" dos elemento=z na coluna i, de cada uma das
linhas &k consideradas, {(correspondendo ao segundo locop no

procedimento IV.1{1) apresentado nesta segHo)d.

A fase smeguinte é a gque requer maior ateng8o, pois &
onde irAd =e processar o acimulo de cada uma das contribuigbes
“coluna a coluna” para cada um dos indices J, (correspondendo
apenas a operagSes sobre o= elementos n3c nulos em cada uma
das  linhas k  envolvidas), e que posteriormente serdo
subtraidas do element.o ai.j > atualizando-se desta forma
definitivamente o seu valor numérico (permitindo que a partir
dest.e ponto, o novo fator assim gerado, venha a ser utilizado
em etapas baAsicas 1 mais adiante do processo, durante o

acimulo de contribuigBes para a geragfo de novos fatoresl.

A grande dificuldade de se implementar estas operagles
de forma eficiente, & porque a principio a forma “dinadmica®
apresentada no procedimento IV.I(2) a seguir, parece ser a

Gnica viavel para se atacar o problema.

As ineficiéncias inerentes a este procedimento em
particular, descartariam a sua utilizagio de modo a competir
com as demais estratégiazs de eliminagico consideradas aoc longo

deste trabalho.

O principal problema ¢ simplesmente o loop mais interno
(na variavel k>, cuja varredura "controlada™ para cada coluna
?”e”? sendo acumulada acaba vindo a recair numa forma similar a
alternativa I1.4CA>, e que =e baseia em testes condicionais
para se determinar uma coincidéncia no indice de colunas, de

modo a se efetuar a simples operaglo de acumulagio associada.
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Procedimento IV.1(2> Acumulac3o "dinamica’

para i de 1 até n faca
IUP(LY ¢ TUGD
piv ¢« DICiD
para k de IUT(GY até TUTF(D faca
I « JUT<KD
P, < IUpC
pfl <« IUFQ
IUPCI) « IUPQDY + 1
um < UN(pl) * DICED
piv ¢ piv - UN(pL) * um,
UN(pl) < um
P, € (pl + 1>
fim para k
para j de IUUY até IUFG) facga
c « JU(ip
=2 « 0
para k de IUT(GY até IUTFD faga
I « JUT<kD
se (JU(pL) = c) e (pl < pfl) entRo
= <—s+umL*UN(pl)
P, <« (pl + 1
fim se
fim para k
UNCI> « UNCI> - =
fim para j
DICiY « 1 /7 piv

fim para i

Algo portanto precisaria ser incorporado ao procedimento
apresentado acima, de modo a =e eliminar as ineficiéncias

bésicas das operagBes de varredura e acumulagio efetuadas.

E neste ponto que as estratégias apresentadas na segHo
II1.1, voltam a se mostrar atrativas, como veremos a seguir.

A idéia chave para uma implementagfSo eficiente, & de

algum modo trocar a varredura "dindmica', por um processo
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baseadoe em informagdes ‘“estaticas", <(por gque nSo dizer
“simbdélicas"), cuja decodificag8o possa ser feita de forma

mais eficiente do gque a estratégia apresentada até entHo.

Percebe-se pois que mediante uma fase auxiliar executada
uma Unica vez antes da fase numérica, cujo o objetivo seja o
de coletar e produzir informages ou obdigos adicionais
voltados aoc processamento das acumulagBes efetuadas na etapa
mai= interna do processo de eliminag8io, estaréd se caminhando
na diregdo correta, no sentido de e viabilizar uma
implementacfioc "dedicada" da fase numérica, mais eficiente do

gque o procedimento IV.1C(2),

A idéia principal a ser observada e explorada, ¢ que a
acumulagio na forma considerada, mogtra-se de “dificil
implementagXo’”, simplesmente porgue a estrutura de elementos
nFo nulos em cada coluna sendo acumulada, aparentemente ndio &
"previsivel'’, pois nem t.odas as linhas envolvidas na
eliminagiic da linha base 1 do processo, contém elementos n3o
nulos em todas a colunas »¢” correspondentes aos fatores no
nulosg da linha base {¢ que acabarZo definitivamente gerados

ao final da etapa basica associada).

Ou seja, onde alguma informag3o de natureza “simbdlica’
pode vir a ser Gtil, numa implementagiic de uma estratégia do
tipo Crout para o caso esparsec, nfSo ¢ na determinag3do dasm
posices de meméria a serem acessadas na linha base, como
nas demais estratégias simbélicas apresentadas até entio, mas
sim em alguma "caracterizagfo” da estrutura de elementos n3o
nulog presentes em cada coluna a ser acumulada, durante a

faze de geragio dos elementos da linha basica corrente.

A informag3io simbdélica mais simples que se pode obter,
caracterizando completamente o fato acima, ¢é lancar m3o de
uma simples representacfo binaria do padrfio de elementos ndo
nulos presentes em cada wuma das colunas ¢’ a serem

consideradas durante a fase de geragdio da linha basica.

Detalhando-se um poucoe mais o processo, tomemos como
exemplo o seguinte padrioc estrutural de linhas a serem
subtraidas da linha corrente %, na sexta etapa do processo de

eliminag3o, apresentado na figura a seguir.
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Y @) <3 ) ) ) (&3} I3 ) 1oy oL
1) * * - [
2> * *
3 & L L ]
) * * *
s * * )
(S o O [+ ] *x * »*  J *
Y6

fig IV(2> - Padric estrutural de linhas contribuintes

No exemplo acima, apenas as linhas 1, 3 e 5 necessitam
ser subtraidas da linha 6, e o0os Unicos elementos nio nulos
que efetivamente contribuem s=sobre a linha '] s80 os
representados por "e' e et visto que o= elementos
representados por Y pertencem a linhas gque n38oc serd3o
subtraidas da linha base (pois nas posigBes a esquerda da
diagonal da linha base, estes elementos ja& =serem nulos pela
prépria natureza estrutural da matriz considerada no

exemplo em particular).

Assim convém langar m3o de uma representagSoc compacta
da disposig3o estrutural apenas da= linhas e colunas
contendo elementos n3o nulos, realmente envolvidas no

processo, € apresentadas na figura a seguir.

[ ) {7 () {103} {14)
w * . .
(& H] [ [ 2
(S 3 | J
(& * * * * *
[«
S,0

fig IV(3> - Estrutura compacta das contribuigles

Por esta representagio, percebe-se claramente que o gue
fica faltando para se especificar de forma eficiente uma
informagio que caracterize as operagfes de acumulagio em cada

coluna envolvida, & tomar-se como acddigo associado a cada
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coluna ’¢” da estrutura de fatores da linha base, uma
representagio binadria do padrioco de elementos nd3o nulos em

cada uma das colunas desta representagdo compacta.

Ou =eja, para o exemplo em quest3o, e assumindo-se gque a
codificagidoc binaéria ocorra no sentido da linha de menor
indice A& contribuir sobre a linha base (no caso a de #1 em
particular? em diregio a dltima linha contribuinte (no caso a
de #32, teriamos a seguinte representagdo binaria,
excluindo-se as contribuigBes na coluna do elemento diagonal

{(a serem tratadas de forma mais eficiente em separadod:

7) ©) 1oy 4
) 1 4 1 4]
3 0 o 1 1
5) 4] 14, 1 O
001 000 444 010
LSTCOD: 1 ¢} 7 2

fig IV{4)> - Qodificac®o binaria

0O que fica faltando se especificar & como se aproveitar
esta codificagSo0 binaria associada a cada ceoluna, de modo a
se tornar o procedimento de acumulagio das contribuig@es em

cada coluna mais eficiente do gque no procedimento IV.1(2).

A forma a ser considerada, =se aproxima das técnicas
simbdélicas ao estilo de OGustavson {(apresentadas em IIL1),
uma vez que a operagdco basica a ser efetuada de posse de uma
codificag®io binaria associada, & na verdade um produto
ezcalar de wvetores=, onde cada wum dos termos a serem
adicionados {(correspondendo ao produto das componentes destes

vetores) sio da forma um, * UN('pl.).

Desta forma codificando~-se todas as pos=siveis
combinacgtes de operagfes de acumulagio da forma descrita,
para um exemplo particular de vetores com até 3 componentes,
ficariamos ocom trechos de cédigo como os apresentados a

seguir, {assumindo-se gue s esteja originalmente zeradod.
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Codificag8o IV.i(ad Produt.o Escalar via Ceodificacdo binaria
0: retorne aoco ponto de chamada
1: s e = + um * UN(pi)

retorne aoc ponto de chamada

2: s = + um, E UN(pz)
retorne ac ponto de chamada

3: 2 e = + um * UN(pi) + um, x UN(pz)
retorne ac ponto de chamada

4: s ¢ s + um_ * UN(pa)
retorne ao ponto de chamada

5: s ¢« = + um_* UN(pi) + um, ] UN(pa)
retorne aoc ponto de chamada

&: s s + um, x UN(pz) + um, x UN(pa)
retorne aco ponto de chamada

7: 5 ¢ =3 + um_ * UN(pi) + umzslt UN(pz) + um,_ * UN(pQ)

retorne aoc ponto de chamada

Percebe-se que com a introdugSc dos trechos de coédigo
acima, o processo de “decodificagio” da informagidco binaria
relativa as linhas a serem efetivamente utilizadas no acamulo
do somatério, passa a ser efetuado de uma forma bem mais
eficiente do gque no procedimento IV.1(2> onde a acumulagiio
era efetuada baseando-se apenas nas informagBes dinamicas
determinadas em tempo de execugio.

Una vez que a codificag8o dos produtos escalares
correspondendo ao acimuloe das contribuigBes em cada coluna €
certamente a etapa basica de uma metodologia ao estilo Crout,
percebe-se que de posse do esquema proposte em IV.1d{a)d,
pode-se passar a uma nova especificagiSc (completad do método
de eliminag8o0, e que seria apresentada a seguir.

Neste novo procedimento, langa-se m3o de um artificio
com relag3io aos indices das linhas=s contribuintes a
participarem do processo de acumulag3o.

Ao invés de =e tomar os valores absolutos de 1, toma-se
na verdade wum indice "reduzido" r, correspondendo a posig3o
de cada uma das linhas 1 envolvidas, porém utilizando-se a
representagio "compacta' apresentada na fig_IV(3D.

As=sim, no exemplo em quest3oc, teriamos os indices r
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assumindo o= valores 1, 2 e 3, correspondendo as linhas 1, 3
e B respectivamente.

Outro ponto a se notar, é que os apontadores P, =80
automaticamente incrementados apdés cada operagdo de acamulo
na forma de produto escalar, o que nioco havia sido explicitado
na codificagio IV.i(a? porgque nesta alternativa em gquestio,
ainda n3o se havia considerado a dindmica do processo de
eliminagio wvia Crout, em gue uma vez contribuinde no acdmulo
de uma determinada coluna, a préxima contribuigSo sd voltara
a ocorrer com o préximo elemento nZEo nulo da mesma linha,
razfo pela gual oz apontadores para a pogig8co corrente em
cada uma das linhas, =serem deslocados para a posigdo
subseqiente apés o acumulo em uma dada coluna.

No procedimento em guest3o, langa~-se m3oc de uma “lista
de cddigos" armazenados no vetor LSTCGOD, e que basicamente
contém a codificag8o binaria associada a cada coluna a ser
acumulada durante o processo de geragSo da i’ezima linha da
matriz de fatores.

O problema mais importante a ser considerado com um
pouco mais de detalhe portanto, é o caso em gue o nimero de
linhas a contribuirem numa dada etapa do processo, superar o
numero maximo de linhas previsto para a representagdo
binAria.

Nestes casos, novas “varreduras” de todas as posigGes da
linha base corrente, mostram-se necessarias, processando-ze o
acimulo das novas contribuigles, at.é que tenham sido
consideradas todas as linhas contribuintes.

A solugiic mais pratica para se contornar esta gquestlo, €
langar m3o de codigos auxiliares indicando que o]
processamento das acumulagBes em cada coluna ainda n8o foi
concluido. No procedimento em guest3io, utilizou-se uma lista
de codigos auxiliar LSTKEND indicando os valores finais de R
necessarios para se levar avante o processo de acumulag8o em
etapas voltadas ao tratamento de no maximo 3 linhas
simultaneamente o caso particular da presente codificagSo

considerada e apresentadad.
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Procedimento IV.1(3> Acumulagdo via codificagSo binaria

ncod < 0
nk « 0
para i de 1 até n faca
IUPCGD ¢ TUCGD
piv « DICD
kbeg « IUTdD
kf « IUTFD
ot nk « nk + 1
kend ¢ LSTKEND{nk>
r «0
para k de kbeg até kend faca
r ¢«er + 1
1 « JUT<kD
P« IUPCID
IUPCEY <« TUPCIY + 1
um <« UN(pr) * DI
piv ¢ piv - UN(pr) * um
UN(pr) ¢ um
P« (pr + 13
fim para k
para j de IUGD) até TUFd) facga
s « 0
ncod ¢« ncod + 1
va para 0, 1, 2, 3, 4, B, 6, 7>
em fungd3o de LSTCGOD(ncodd>
3 UN(j> « UNCD ~ =
fim para j
kbeg <« kend + 1
se kend # kf vaA para o
DICi> ¢ 1 / piv
fim para i
termine procedimento
o vA para 3
1: S s + um, * UN(pi)
P, « (Zgu1 + 1>
VA para 3

{(continua na préxima pdgina}
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(continuag8io da pdgina anterior)
2: s = + um, x UN(pz)
£
P, + (pz 1>
vA para {3
3: s ¢ +um x UN(p D + um_ * UN(p D>
1 1 2 2
L
P,
vA para 3

« (pi + 12
-+
« (pz 1>

1

4: s e s + um,_ x UN(ps)
P, « (ps + 1O
vAa para 3
5: s € s + um % UN(pi) + um_ * UN(pa)
-+
P, « (;o1 1>
£
P, * (pa 1>
va para {3
6: = ¢«= + um_ % UNCp > + um_ *x UN(p >
2 2 3 ]
-+
P, ¢ (pz 1>
P, « (ps + 1D
va para 3
7: s s +um &k UNCp > + um * UNCp > + um_ % UN(p >
1 i 2 2 3 a
+
P, <« <p1 1>
-+
P, « (pz 1>
-+
P, « (pa 1>
vAa para 3

Nos casos em que apenas uma Unica ‘varredura"” é
necessAria para se gerar os elementos da linha base, o wvalor
armazenado na lista de cédigos LSTKEND ¢ na verdade idéntico
a IUTFD.

Nestes casos, pode-se notar também, que o tamanho da
lista LSTCOD ¢é na verdade idéntico ac numero de fatores nZHo
nulos da matriz obtida ao final da eliminagHo.

Ou seja, assumindo-se a hipétese de cada linha na
representagiio da transposta de U possuir até 3 elementos n3o
nulos o caso da codificagfo exemplificada em IV.A(3> em
particular), percebe-ze que o total de informagfes simbdlicas
adicionais necessaArias para se caracterizar completamente o
processo, ¢ dado por n + Nonz(U), o que sem davida mostra-se
dentro de um limite tolerAvel em termos de esmpago adicional

de armazenament.o.
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Nos casos em que mais do gque © numero maximo de
componentes congideradas na codificagio dos produt.os
escalares, necessitarem ser subtraidas em cada coluna, o
espago total de armazenamento passa a ter um comportamento
crescente da ordem de Fuvarreduras *# (n + Nonz(U)), onde
#varreduras indica o nimero maximo de varreduras necessarias
para se completar cada etapa basica i de gerag3ic dos fatores
em cada uma das linhas base.

Naturalmente esta ¢ uma estimativa méaxima, do pior caso,
pois apenas na geragZo de fatores de linhas base que
necessitem de mais do que uma varredura, precisaréd se langar
m3o deste recurso inevitavel na abordagem congiderada
até entdo.

Percebe-se pois, que em alguns casos Como na presencga
predominante de estruturas do tipo supernodal por exemplo, o
numero de varreduras acabaria se tornando impraticével.

Algo mais precisa ser acrescentado A abordagem
apresentada até ent3o, para torna-la de fato competitiva com
as demais alternativas apresentadas neste trabalho.

A extensZo do método =e dard ac longo das proximas
segBes deste capitulo, e nos concentraremos no final desta
seglio, em complementar a exposigio da abordagem considerada,
apresentando-se o] processo de geragao da lista de
“codificages” binarias, o gque n3o havia sido considerado até
o presente momento.

Se olharmos mais detalhadamente o procedimento IV.1(2)
baseado na atualizagSo "dinAmica" das contribuigSes em cada
coluna, perceberemos gque o mesmo contém a base para uma
geragio das codificagles binarias necessarias para a
caracterizagfoc das operagSes a serem efetuadas, visto que
durante o processo de varredura “"dindmica™ dos elementos em
cada coluna, pode-se ir gradualmente construindo o= indices
binarios associados, como no procedimento apresentado a
seguir, e onde R denota o nimero maximo de componentes a
serem consideradas de cada vez, nas operagiies de acumulagio

(o que corresponderia a 3 no exemplo adotado nesta segHod.
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Procedimento IV.1(4) Geraclo da codificagic binaria

ncod ¢ 0O
nk « 0
para i de 1 até n faga
IUPCY « IUGD
kbeg « IUTdGD
kf « IUTF{iD
ot kend ¢« min (kbeg + {nmax - 1>, kf>
nk ¢« nk + 1
LSTKEND<(nk>» <« kend
para k de kbeg até kend faga
1 « JUT<KkS
P, o+ IUP<Ld
pfL « IUFCD
IUP() ¢ IUPCI) + 1
P« (prL + 12>
fim para k
para j de IUGY até IUFGY faga
e « JUCid
icod « O
b «1
para k de IUTd{D) até JUTFC(LD faga
T « JUT<KD
se (JU(pL) = c) e (pl = pf‘L) ent&o
icod ¢« icod + b
b ¢« b % 2
p, « CpL + 1D
fim se
fim para k
ncoed ¢« ncod + 1
LSTCOD(ncod) « icod
fim para j
kbeg « kend + 1
se kend # kf va para o

fim para i
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No procedimento em gquestiio, adotou-se a representagdo
original dos indices 1 associados a cada uma das linhas
envolvidas, visto n3o ser necessario utilizar-se uma
representag8c compacta baseada nos indices r cComo a
adotada no procedimento IV.1<{3).

Oz mesmos comentarios observados com relag8oc ao espago
de armazenamento da lista de cédigos e de posigBes finais do
indice k, em fungio do nimero de varreduras necessarias
também & aplicavel ao procedimento de gerag3oc da codificagdo
apresentado, porem o fato mais importante a se observar, é na
verdade o comportamento em termos do tempo de execugdo deste
algoritmo, © gue merece um pouco de atengio, por ndo se
mostrar t3o eficiente guanto o processo de decodificagfSio das
informagtes.

Pelo fato de =e efetuar uma varredura “dindmica’ em cada
uma das colunas da linha de fatores sendo gerada, mesmo
supondo-se © caso ideal onde apenas uma varredura mostra-se
necessaria por etapa, percebe-se que o veolume de operagies &
ditado por Nonz(U':*) »* Nonz(Ut als) o gque sem davida & maior que
o niamero de operagBes de ponto flutuante que =eriam
necessarias para se implementar a mesma stapa.

Tal fato ocorre, porque muitas das comparagfes efetuadas
durante o processo de varredura, resultam em operages gue na
verdade n8oc =eriam efetuadas durante a eliminag8o numérica,
por n3o haver a coincidéncia do indice da coluna associada na
presente linha anterior sendo considerada durante a
varredura.

Percebe-se portanto que algo precisa ser feito no
sentido de se contornar tais ocverheads indese javeis.

A solugSo para este problema, vem de uma estratégia que
poderia passar de inicio “desapercebida”, ou de todo nZo
cogitavel a principio, qual seja: recorrer aos métodos de
eliminagSc por linha "tradicionais" como os apresentados na
seqgdo IL.4 por exemplo.

Ou seja, a fase de gerag8o da cgodificagdo simbdélica para
um método do tipo Grout simétrico, pode ser mais bem
implementada, se for baseada na estratégia de sua variante
“rival" em termos de eficiéncia na fase numérica, e

considerada em muitas das abordagens neste trabalho.
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Portanto, deixando de lado questSes de outra natureza,
passaremos a congsiderar uma nova implementagSoc da fase de
geraglo dos codigos binarios, tendo por base o© procedimento

I1.4<C1D.
Procedimento IV.1(5> Codificagio binAria eficiente

ncod <« O
nk « 0
para i de 1 até n faga
IUP(Y ¢ TUCGD
para j de IUdD) até IUFGY faca
IWCGODCJUCj>> « O
fim para j
kbeg <« IUTD
kf ¢ IUTFdD
ot kend ¢« min {kbeg + (nmcm - 13, kf>
nk « nk + 1
LSTKEND(nk> <« kend
b «1
para k de kbeg até kend faga
i « JUT<kD
IUPCLY e TIUPCLY + 1
para j de IUPCD até IUFQ> faca
c <« JUuCjid>
IWCQOD(cY> « IWCOD(c> + b
fim para j
b ¢«b x 2
fim para k
para j de IUdG> até IUFG) facga
ncod ¢« ncod + 1
LSTCOD< ncod?> ¢ IWCOD{JU{ji>>
fim para j
kbeg <« kend + 1
se kend # kf vA para o

fim para i
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Neste procedimento, no Jlugar do vetor de trabalho
expandide W presente na abordagem de fatoragdSc numérica,
langa-se m3o de um vetor de trabalho inteiro expandidoe IWGOD,
gque ira acumular cada uma das= codificagBes binarias
associadas a todos os fatores nZo nulos da linha base a ser
gerada.

A diferenga com relagico ao procedimento de geragdo da
codificagSo anterior é que neste caso, cada linha
contribuinte ¢ acessada apenas nas posiges correspondentes
aos seus elementos nioc nulos, (¢ NVoc em Nonz(’Ui' *) gue meriam
conzideradas na alternativa baseada na varredura dinamica de
cada colunad.

Percebe-se portanto, que o volume de operagfes do novo
procedimento de geracgio de coédigos apresentado, ¢ da mesma
ordem gque o namero de operagBes de flutuante que seriam
efetuadas ao longo de todo o processo, numa fase de fatorag3o
numérica.
® Qu seja, para se determinar a informacdo simbdlica
adicional na forma da ceodificagdo bindria constderada nesta
seclo, gasta-se da ordem de uma fatoragldo numérica adicional
em termos de ocverhead medidos a nivel de tempos de CPU.

Cabe notar poxrém, que esta fase simbdélica de
codificagiio, sé preciza ser efetuada uma Unica vez, para
matrizes com a mesma disposig8So estrutural que porventura
venham a ser fatoradas numéricamente pelo procedimento
1V.1<(3> por exemplo, que ¢ Justamente o© caso para onde as
abordagens presentes neste trabalho s3o voltadas.

(] que precisa ser melhorado nos procedimentos
considerados nesta segSo, ¢ o tratamento especial, de
caracteristicas capazes de viabilizar uma maior “compactagio®™
de informagBes, como no caso da presenga de estruturas do
tipo supernodal, e onde =e viu na seglo IIL3 que a redugdo
obtida nestes casos pode ser bastante compensadora.

Um comentérico de natureza wum tanto distinta das
efetuadas ao longo deste trabalho, é com relagc a uma maior
estabilidade numérica nas implementagBes de  alternativas
baseadas no método de acumulagioc por produtos escalares, como
se considerou nesta segfo.

Vale a pena notar, que uma abordagem via o método de
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Crout, oferece um maior beneficio em termos de melhor
estabilidade numérica para o processo, pois as operagBes de
acumulagio das combinagfes lineares entre os diversos vetores
subtraidos do vetor base, podem ser feitas em “precis3o
dupla” <(nas linguagens que contam com a opg3oc de tal
recurso), o gque gignifica gque somente o wvalor final do
somatdério de todas as contribuigBes sobre um dado elemento,
precisarfo ser ‘truncados" e armazenados no espago de
armazenamento reservado ao fator correspondente.

Ou seja as operagfes intermediArias podem ser efetuadas
com maior precizfio do que nas demais abordagens consideradas

nos capitulos anteriores deste trabalho.
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IV.2 Exploracdo da Arvore de eliminagio

Nesta segfico sera apresentada uma estrutura auxiliar de
fundament.al importancia em varios aspectos relacionadosz ao
processamentc de matrizes esparsas siméiricas {(definidas
positivas).

Tal estrutura recebeu 0 nome de drvore de eliminagdo na
literatura IL11l, <(tendo s=sido originalmente apresentada na
forma como ¢ conhecida atualmemnte por [S1DD.

Suas aplicagBes incluem a determinag8c de gquais linhas
necessitarfco ser novamente eliminadas, caso apenas algumas
linhas da matriz original venham a =sofrer alteragSo em valor
numérico de uma  aplicagHo para outra do mét.odo de
eliminagso.

Métodos explorando este fato receberam o nome de métodos
de refatoragdSo parcial baseados em sparse vectors IB8l,
[G271, 1G281, pelo fato de =e explorar de forma eficiente a
estrutura de esparszidade do vetor lado direito e efetuar-se
apenas as operagoes indispensaveis sobre O element.os
alterados na matriz de fatores.

Em processamento paralelo, a "arvore de eliminagio” é
utilizada como base para se determinar © mapeamento das
linhas do sistema original, entre oz varios processadores.

No context.o do presente trabalho, a Arvore de eliminag3o
serda utilizada para se aumentar a eficiéncia de métodos
baseados na estratégia de CCOrout, no sentido de se obter uma
codificag8o binaria mais “compacta" de modo a caracterizar as
operagBes de acumulagSo na forma de produtos escalares,
quando © numero de componentes envolvidos for elevado em
comparag3oc com o valor maximo permissivel pela codificagio
adotada.

Basicamente o que a drvore de eliminagdo determina, =&o
relagBes de dependéncia entre linhas da matriz de fatores U
resultante.

Para ilustrar este conceito, e introduzir a nogdo da
darvore associada, convém langar mEo de uma matriz de fatores
{(de dimens8o n = 20 no caso em particular) como exemplo, e

apresentada na fig IV(G).
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1 z a 4 s S 7 a 2 40 41 42 43 44 45 1S 17 18 49 20
i - L ] *
2 L4 ® L ]
2 * L [ 2
4 [ L J L
5 L 4 L Y
[ - L 4 L}
7 L 4 L L J
g8 » L *
© - L 2 [ J &
10 L . & - ®
11 - s » L 4
12 * & @ » &
13 & L4 * @ L J * & &
id & L 4 ¢ & o
15 & [ L] - s ® L J
16 - - & & =«
17 & T & ¢ & & » @
18 <& L ) [ ) & S e ® & o s
10 L J s o * s & =2 & o
20 - [ & & ¢ €& & ¢ @
1 2 3 4 5 & 7 1 £ 10 44 12 43 44 45 4S8 417 18 49 20

fig IV(B) -~ Matriz de fatores de dimensio 20

A informaglo gque se busca especificar com a Arvore de
eliminagiio, ¢ a da dependéncia entre linhas do sistema, de
modo a se saber guais linhas s3c0 “influenciadas" e afetadas
por outras, de mode a se poder determinar que linhas pociem
ser eliminadas antes ou independentemente de outras.

A informagioc na forma do conjunto de todas as linhas
subseqgientes que uma dada linha afeta nSo ¢ possivel de se
representar na forma de uma arvore, visto que cada linha pode
afetar um numero qualquer de outras, e no sentido oposto, uma
dada linha pode depender de eliminag8ic de varias outras
linhas prévias,

O gue =e busca portanto é uma estrutura compacta (como
uma drvore por exemplol), que de algum modo possa caracterizar
as relagBes de dependéncia entre as diversas linhas.

Para tal, a informagZo considerada sera apenas a da
primeira linha <{em valor crescente dos indices) que dependa
diretamente de wuma dada linha d<(cuja relagdco de dependéncia

com relag8o as demais esteja sendo procuradad.
Ou =eja, no caso da matriz do exemplo em questio

@ N ow

¢ ®N9oa ok
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(apresentado na fig IV(5)), e tomando-se por exemplo a
sua primeira linha, o que se busca ¢ a informag3oc da primeira
linha a depender explicitamente da primeira.

Percebe-se pelo exemplo, que a linha 9, & a primeira a
conter um elemento nZoc nulo na primeira coluna, de mode que
serd a primeira linha a depender diretamente da linha 1.

Para o caso da segunda linha, percebe-se que a primeira
linha a depender diretamente desta é a 11.

No caso da terceira linha, a primeira dependéncia desta,
ocorre na linha 12.

Levando-se adiante este processo, e estabelecendo~-se uma
ligagso entre cada linha "ancestral" e sua primeira
“descendente” direta (a =mer afetada por sua ancestral),
ficariamos com a seguinte "arvore" associdada a matriz de

fatore=s de dimens3o 20 (apresentada na fig IVEID.

fig IV(6D> - Arvore de eliminacio associada

A= informagties que se pode extrair desta estrutura s3&o
de grande wvalia como veremos nesta seglo & na préxima.

O primeiro fato a se observar ¢ que os nos ancestrais
possuem sempre indice inferior ao de seus descendentes (pela
préopria forma como a Arvore foi definidad.

O =egundo é que pela natureza “estruturalmente aditiva”
do pProcesso de eliminag&o, com cada linha anterior

contribuindo sobre a estrutura de elementoz n&Eo nulos da
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linha base ‘sucessora"”, a arvore assim apresentada, permite
que se determine facilmente o conjunto de linhas que dependem
de uma dada linha original, simplesmente se percorrendo a
Arvore a partir da linha ancestral basica, em direg3o a raiz.

Todos o= nos da aArvore J{(correspondentes a linhas da
matriz de fatores) encontrados no caminho intermediario entre
un né ancestral e o nd raiz da Arvore em questio,
correspondem ao conjunto de linhas dque ser3oc afetadas por
qualquer alterag8o na linha basica ancestral.

Em termos de uma representagdo suficiente para
caracterizar completamente a Arvore, e permitir que =se
caminhe com facilidade sobre a mesma (daz folhas em diregdo a
raiz), a unica estrutura adicional necessaria ¢ um vetor
PARENT, indicando o sucessor direto de um dado né na Arvore.

No caso da matriz exemplo apresentada, o wvetor PARENT

assume o=z valores:

1 2 3 4 5 S 7 a 4 10
PARENT: ¢ 9, 11, 12, 10, 13, 16, 14, 15, 10, 13,

11 12 13 14 15 16 17 18 19 zo
12, 13, 18, 17, 17, 17 18 19 20, 0O >

Onde se definiu PARENT(n> := 0 por conveng3do, e mais

especificamente:

para i de 1 até n-1
PARENT{> = JUAQUDD

C(Assumindo-se que a estrutura de colunas dos fatores em JU
esteja devideamente ordenada de forma crescente, e due IU
aponte para a posigfo do primeiro elemento n&So nulo em cada

linha de UD.
Mais formalmente:

PARENTCL) o= min < j | u, # 0, §> 13

ou
PARENTG) = min € j | u # 0, j > i>
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Apenas a informag8o sobre a coluna do primeirce elemento
nFo nulo de cada linha da matriz de fatores ¢ necessaria,
visto gque a informagio da linha abaixo da diagonal
correspondente ao primeiro elemento n3oc nulo em cada coluna
de U' & idéntica a da primeira coluna contende um elemento

n3o nulo em cada uma das linhas de U.
Um caminhamento sobre a aArvore no sentido das folhas
para a raiz, ¢ trivialmente implementado partindo-se de um

dado né 1t mediante:

Percurso em diregdio a raiz

marque o ndé it como visitado
{e inclua-o no caminho)

enguanto i # n faga
i1 ¢« PARENT<D

marque o nd i como visitado
{e inclua-o no caminho?

fim enguanto

Algumas outras caracteristicas da arvore de eliminagdo
s30 interessantes de se apresentar, vist.o permitirem
uma melhor compreens3o do conceito de supernodes (apresentado
na segio ITL3).

Apresenta-se na fig IVC7> a seguir, a Arvore de
eliminagio correspondente a matriz exemplo considerada na
fig_ IIIC2).

O gque se percebe, & gue a estrutura de supernodes
corresponde a de nés J consecutivos na Arvore de eliminag3o,
tais que PARENT{Y = j somente para i = j~1 {(com excegdo do
primeiro nd j>. Ou seja nés consecutivos, e gque s6 tenham um
tnico predecessor direto (a menos do primeiro né constituinte
de cada supernode).

Tanto na fig IIIC2>, quanto na fig IVW7), o= findices em
negrito correspondem a numerago tomando-se por base a
estrutura de supernodes, e que se encontram envolvidos

por ovais, destacando-os dos demais.
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11 12 16 17 19 20 23 24 26 27

fig_IV(?> - Arvore associada ao exemplo da fig IIIC2)

O que se peraebe da relag8c de dependéncia de estruturas
do tipo supernodat & que estas =3o intrinsecamente
"geqlienciais® por natureza, onde a “seqiencialidade"
considerada nio se dA apenaz a nivel dos acessos a posigdes
de meméria {como fol visto na segSco IIL3), maz sim em termos
de uma menor liberdade (ou grau de paralelismo? com o qual se
poderia tentar eliminar algumas linhas independentemente de
outras.

Em um mesmo supernode, tal independéncia ndio existe,
pois cada linha afeta indistintamente todas as suas
sucessoras ho superncode, e gque por sua vez, dependem de todas
as demais linhas do mesmo supernode.

Ou seja num caso da presenga de supernodes, o grau de
liberdade dque se teria na ordem das operagfes, seria o mesmo

que no caso de uma matriz completamente densa.
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Um outro fato importante & que a drvore de eliminacio,
ndo caracteriza a dependéncia entre linhas da matriz de
fatores a um nivel mais baixo ou elementar de "granularidade®
a nivel de cada uma das operages de ponto flutuante
efetuadas, mas sim num nivel mais elevado.

Deste modo os comentarios sobre a “inflexibilidade" de
se explorar algum paralelismo no caso da presenga de
estruturas supernodais, & na verdade “miope”™ sob uma 6tica
mai=s elementar ao nivel das operages basicas a cada etapa.

Este +tipo de paralelismo, {(a nivel de cada uma das
operagSes basicas efetuadas sobre oz elementos?, pode ser
explorado, em implementagBes eficientes, simplesmente
liberando~se a porgfo ja atualizada da linha base, de modo a
se permitir a sua contribuigiioc em outras linhas, {(que de
outra forma, ficariam a aguardar que todé a linha base viesse

a ser gerada para poder prosseguird.

® A principal caracteristica da drvore de eliminagldfo, se
dd no sentido de exibir plenamente o grau de parenteso”
itnerente a matriz de fatores em particular, e mediante um
percurso “controlado’ na estrutura de PARENT, se permitir
determinar a estrutura fFinal de uma linhae sucessora de cada

linha itnicial na drvore.

E justamente esta propriedade *intrinseca” em fungio da
natureza estruturalmente aditiva processo de eliminag8o como
um todo, que serd explorada no final desta seg3o e na
abordagem proposta na préxima segso.

Para tal, tomemos como exemplo um caminho partindo-se
da linha 2 em direg8o a raiz, e observemos como se comporta o
padrio estrutural de todas as linhas envolvidas

durante o percurso.
A seqiiéncia de linhas a serem visitadas é:

2 11 12 15 17 18 19 20
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Asw=im, dispondo-se a estrutura de cada uma destas linhas
teremos o seguinte padr3co J{(considerando-se apenas a porgso

triangular superior de cada uma excluindo-se a digonald:

14 12 i3 14 15 i 17 18 io Z0

11 ®

12 .

15 L L

17 [ 4 L
18 L
19

¢ & 9 ¢ 0 0 0

fig IV(8) -~ Matriz reduzida de linhas sucessoras

O que fica evidente a partir desta observaglio, ¢ que o
padrio estrutural da coluna 20 nas linhas envolvidas ¢ de uma
"previsibilidade™ total, poiz uma vez dgque a segunda linha
possui o elemento uz,zo ndo nulo, todas as demais linhas gque
venham a depender direta ou indiretamente da linha 2,
acabari3ioc por conter a posigdo correspondente a coluna 20 n3o
nula,

E esta a natureza "estruturalmente aditiva"” do processo
a gque se havia referido, pois nota-se que o paragrafo
anterior contém uma “entrelinha" um tanto quanto sutil, e de
vital importancia para a compreensSo da mecanica de todo o
proces=o de "amalgamentc estrutural” pelo gual v3o passando
as sucessivas linhas de fatores sendo geradas.

Observa-se gue se comentou: ''quaisquer linhas gque wvenham

a depender direta ou indiretamente da linha 2 em quest3o”.

A dependéncia direta & facilmente compreensivel, pois se
uma dada linha base necessita ter a linha 2 subtraida de =i,
obviamente que todo o padrfe estrutural da linha subtraida
sera “incorporado" ao da linha base.

No exemplo em gquestdo, az linhas 11 e 20 =83o exemplos
tipicos do que acabou de se comentar, visto ambas possuirem
elemento= nfo nulos na segunda coluna a esquerda de suas
respectivas diagonais, indicando “"explicitamente™ portanto,

que a segunda linha necessariamente terd de ser subtraida
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de cada uma destas linhas.

O que nBo ¢ de todo "aparente’, é a segunda observagso
com relagio a dependéncia indireta da linha 2 em quest3o.

Nestes casos, o que se pode notar, & que como a linha 2
teve o seu padr3o estrtutural incorporado ao da linha 11,
todas as linhas gque dependerem diretamente da linha 11, {(como
a 12 por exemplo), terfo naturalmente o padr3o estrutural da
linha diretamente predecessora (11 no casoc em particular),
bem como o padr3o de todas as demais linhas ancestrais na
arvore de eliminagSo.

Esta observacgfc ¢ contundente, pois explica entre outras
coisas, uma razio para o ‘enchimento" da porgiSco da sub-matriz
de fatores, pois nestes casos a "heranga" estrutural passa a
vir de praticamente t.odas as “familias" de linhas
antecessoras, de modo gue como resultado deste processo
egtruturalmente aditivo (e irreversiveld, a probabilidade de
uma propagagio "explogsiva" doz padrBes dasz linhas finais &
muito maior do que nas linhas iniciais do processo, onde
apenas 03 Seus Sucessores mais prdéximos passam a herdar o
o padrio estrutural da linha ancestral.

Esta propriedade de ‘propagagd@io estrutural aditiva®”,
explica também o aparecimento de supernodes por exemplo, uma
vez que o padrZo estrutural de uma linha sucessora na melhor
das hipdteses ¢ mantido inalterado, caso este padri3co seja
idéntico ao da linha ancestral contribuinte, que ¢ justamente
0 que ocorre no caso supernodal onde como ja se observou na
fig IV(7>, a estrutura de supernodes & determinada por nés
consecutivos, =) que s6 possuam um ancestral direto
(excluindo-se deste caso © nd mais ancestral do supernodel,
correspondendo neste nove exemplo considerade ao= nés 18, 19
e 20 por exemplo.

O que a natureza de propagaglo aditiva da estrutura das
linhas de fatores traz ¢ um conceito intrinseco muito
podero=zo, e que passaremos a explorar plenamente na proéxima
seglo.

Simplesmente, {embora com a dimen=s&o do exemplo
apresentado, nFo dé para o leitor se convencer t3Ho facilmente
das constatages apresentadas a seguir), a propriedade que
mais uma vez permite que de algum modo se reformule o

conceito de esparsidade e de "aparente aleatdriedade’ ou n3o
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determinismo no padr3io de acesso aos elementos da linha base,
& que num grupo restrito as linhas descendentes de um mesmo
nd ancestral, o padrZo de contribuigBes ¢ deveras mais
previsivel e deterministico do que se poderia imaginar até

entRo.

® A constatag8o é gque a partir da presenca de um elemento
ndo nuto em uma dada coluna de uma das tinhas
contribuintes consideradas, a partir deste ponto, este
padr&o esitrutural nfdo nule passard a se propagar em todas as
tinhas subsegqgilentes (e descendentes diretas ou indiretas na

drvore de eliminagdo).

Ou seja 0 que se constata, e que para o= dque alguma vez
Jja foram apresentados ao jargSco utilizado com freqliéncia nas
aplicagBes de engenharia civil, ligadas a eliminag¢Zo esparsa,
é¢ um conceito analogo ao método de “envelopes", e que
observaremos a seguir, e que diz simplesmente gque se pode
adotar uma caracterizaciio para alguma porgio da matriz de
fatores, simplesmente se especificando a primeira linha a
conter um elemento nSo nulo em cada uma das colunas.

A propriedade obzervada com relag8o = natureza aditiva
das contribuicBes permite gque este fato seja plenamente
explorado, porém n3o na matriz de fatores original, mas sim
numa estrutura "reduzida®, contendo apenas as linhas
descendentes em uma mesma “familia” (ou =eja descendentes de
um mesmoe ndé ancestrald.

0O que a propriedade acima permite, é que =e caracterize
cada uma das colunas da matriz "reduzida”, mediante apenas um
indice, justamente o da primeira linha a partir da qual a
coluna em guestZo tornaria—se completemente densa deste ponto
até a daltima linha contribuinte na estrutura reduzida.

Esta ¢ uma propriedade de extrema valia, pois alem de se
conseguir “domar" o que "aparentemente' parecia dominado por
uma natureza "cadética', se consegue o maior beneficico que =se
esteve a almejar desde a apresentagfo dos métodos da segio
IVi, ou seja alguma forma de ‘compactagdo” das informagBes
necessarias para se caracterizar o processo de acamule das
contribuigBes nos somatérios correspondentes aos produtos

escalares geradores de cada coluna.
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Com o resultado observade nesta seglo, percebe-se que
com um mesmo tamanho de palavra usado para uma codificag3o
anteriormente binaAria, se pode na verdade representar muito
mais informagso.

FPara tal, assumindo-se que se disponha de uma palavra de
codificagio com R bits, no caso binarico o que se consegue
tratar sXo acumulagBes com no maximo R elementos, visto
que todas as combinagBes possivels entre tais elementos deve
ser levada em consideragSo, por justamente n3o se saber a
priori gual padrio sera necessario.

No caso da exploragSio da Arvore de eliminag@o, a
quantidade de informacgfoc ¢ reduzida logaritimicamente, pois o
Gnico padri3ic estrutural gque =se precisa considerar, é¢ o de
porgles completamente densas em cada coluna, a partir de uma
certa linha, Ou seja nestes casos, basta se especificar a
posigiio relativa a primeira contribuigBc nSc nula em cada
coluna da matriz reduzida, que dai para adiante, sabe-se de
ant.emio toda a =eqiéncia de operagles a ser efetuada para o
actamulo das contribuigBes relativas ao produto escalar
gerador desta coluna.

Simplesmente, neste caso, tomando-se a mesma palavra de
codificagso com. L bits, percebe-se que =e consegue
univocamente especificar completament.e o processo de

max :
elementos, ou seja um =ensivel

acumulag8c com até 2
acréscimo em relagio a uma codificag8c binaria como a que se
havia considerado até ent3o.

A codificagfic apresentada nesta segSo, passard a ser
denominada codificag®o "ancestral" de modo a se fazer
distingdo com a forma binaria.

0 que se passard a considerar na proxima =seg3o, é
simplesmente se aplicar este novo conceito numa abordagem

completamente inédita do que ja foi apresentado até entdo.
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IV.3 Reordenamento ancestral das contribuicSes

Nesta seqglio se apresenta um novo método de eliminagdo do
tipo Crout simétrico, baseado porém nas informagBes de origem
ancestral disponiveiszs a partir da arvore de eliminag3o
apresentada na seqgf3io anterior.

Com o© conheciment.c das informagSes de descendéncia ou
ancestralidade obtidas com a Arvore, pode-ze langar m3o de
uma codificag8o realmente "compacta™, viste que a estrutura
de linhas contribuintes descendentes de um ndé ancestral
comum, possuem um padr8o estrutural “aditivo", o que permite
que numa representagdo ‘reduzida” {como a apresentada na
seglo anterior), levando em conta apenas as linhas
contribuintes de uma mesma “familia", se possa adotar uma
caracterizacglo na forma de “"envelope™, ou se ja,
especificando-se apenas a posigdco reduzida inicial da linha
contendo a primeira contribuigioc n3oc nula em cada coluna da
linha base mendo gerada.

Percebe-se que a chave para se explorar tal forma de
codificagdio, ¢ langandc m8oc de uma estratégia que sersd
denominada “reordenament.o ancestral”, e gue consiste
simplesménte em se reordenar as colunas da representagio da
transposta de U, J{(correspondendce aos indices das linhas
contribuintes no processo de eliminag8c da linha base), de
tal morte gue a nova ordem venha a ser ditada em fungdo do
grau de parentesco de cada uma das linhas envolvidas.

Com esta etapa de reordenamento, gque sera detalhada um
pouco mais adiante, percebe-se que o que fica faltando para
se adotar o novo esquema de codificagio, e incorpora-lo numa
estratégia como a IV.1(3> ¢ simplesmente se efetuar maltiplas
varreduras na linha base, com cada uma associada a uma dada
"familia" de contribuigdes <(contendo wum padr3oc estrutural
aditivo comum), repetindo~ze o© processo para o nanero de
familias “distintas" envolvidas no processo de eliminagio da
linha base.

Obviamente, em face dos mesmos argumentos apresentados
na primeira seqglo deste capitulo, {(quando da exposigic do
método de codificag®o binariad, poderia ser guestionado =e
com a introdug8ic de mualtiplas varreduras, o desempenho final,

especialmente a nivel de espago de armazenamento, acabaria
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por ser de certa forma degradado, tornando a nova estratégia
impraticavel, ou no minimo n3c competitiva, com as demais
apre=sentadas até¢ entdo.

Neste ponto cabe uma observagfSo “empirica™, <& que
confere a nova abordagem um carater merecedor de uma
investigacSo mais detalhada), de gque o© numero de familias
"distintas" {(correspondendo ao namero de varreduras
necessarias), ¢ na verdade pequeno em comparagio com © numero
total de linhas contribuintes.

Um ‘“pior" caso, =6 ocorreria, guando todas as linhas
contribuintes fossem provenientes de ramos completamente
distintos e independentes da Arvore.

Tal =situagfio pode ocorrer, porém na pratica nunca ao
longo de todo o processo de eliminagSo, pois na maioria dos
casos, a largura méxima da Arvore por mais elevada que seja,
representa apenas uma frag3o do numero total de nés, e para
que sempre houvessem nés provenientes de ramos distintos a
cada etapa, seria preciso gque a arvore viesse a ter altura
proxima da unitéria, com praticamente todas as linhas
independentes uma das outras.

Deixemos por ora egtas guestSes relativas aos possiveis
"piores casos', e que smerSo levadas a tona oportunamente mais
adiante, wvisto que o0 que aparentemente constitui o “pior
caso", também oferece indicios de que pode ser de certa forma
“contornado®'.

Assumindo-se portanto que um namerce suficiente de
varreduras, correspondendoc a cada uma das familias distintas
de contribuigBes a serem acumuladas, venha a ser tolerado no
processo de solug®o, o que fica faltando ¢ se especificar
como proceder a este "reordenamento ancestral” em questHo.

Para tal, congsideremos como exemplo, a mesma matriz da
fig IVW(5>, e cuja aArvore de eliminagZo foi apresentada na
fig_ IVC6D.

Vamos analisar o processo de reordenamento de duas
linhas base para fins de exemplificagSio.

Inicialmente tomemos a linha 18, e vejamos como proceder
a uma reordenacgio dos indices JUT associados a esta linha.

Originalmente o vetor JUT contem a informag8o de todas
as linhas contribuintes, ordenadas orescentemente, Jdtomo =se

obervou na segiio II.3, apés a fase de fatoragdo simbdlicad.
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Para o exemplo em quest3o:

linha 18 <{(original)
JUT: 4 8 10 13 14 15 17

A idéia congsiste em se ir percorrendo a arvore a partir
daz linhas de menor indice presentes em JUT, visto serem
estazs as candidataz mais potencialmente indicadas a serem
“ancestrais" de outras linhas presentes.

Neste caszo, a primeira linha considerada seria a 4, que
por ser uma “folha" da Arvore, seguramente ¢ uma linha
ancestral.

Assim, inicia~se o procediemento, incluindo~se O
indice da linha 4 numa estrutura auxiliar, e que ao final do

processo acabaréa contendo a nova ordenag3ico desejada.

Ou seja, inicialmente teriamos:

JUTORD: 4

A partir deste ponto, o que se deve fazer, ¢ percorrer a
Arvore de eliminagfio a partir do né 4, em diregf@io a raiz, e
ir adicionando—ze possiveis outras linhas presentes no vetor
original JUT e encontradas como descendentes da linha 4 no
exemplo em particular.

Neste CAsO0, levando-se o pProcesso adiante,
encontrariamos as linhas 10 e 13 durante o© percurso, de tal
forma que o vetor JUTORD ao final desta etapa, acabaria

cont.endo:

JUTORD: 4 10 13

Como todos oz descendentes da linha 4 foram incluidos,
ao final desta etapa de percursc na arvore, Lerd se
egtabelecido a primeira familia de contribuigdes, gus por
construgiio, possuem uma disposigio estrutural da forma
aditiva, permitindo que uma codificagio na forma de
“"envelopes'" possa ser seguramente empregada.

A etapa seguinte ¢é continuar a varrer o vetor JUT



168

original, em busca de novas linhas ainda n8o consideradas, e
que portanto pertencerdc a familias distintas da primeira
encontrada (e a esta altura dada por completamente
encerradal.

O processo retoma ac pontoc em que uma vez encontrada uma
nova linha em JUT, inclui-se a mesma no vetor JUTORD com
alguma indicagico de que esta pertence a uma nova familia a
ser explorada.

Percorrendo-se a arvore a partir deste ponto, (ho caso a
partir da linha 8> se obteriam as descendentes desta,
repetindo-se todo o processo apresentado nos paragrafos
anteirores.

Para o exemplce em quest3o, langando-ze mio do artificio

de se representar as linhas de cada uma das familias mediante

o uso de um separador como | teridmos apds o segundo percurso
efetuado:
JUTORD: 4 10 13 | 8 15 17 |

A dltima linha presente em JUT e ainda nd3o incluida no
novo vetor ordenado € a de nuimero 14, de smorte gue o vetor

JUTORD final, associado a linha 18, passaria a ser:

tinha 18 {(ordenada ancestralmente)
JUTORD: 4 10 13 | 8 18 17 | 14 |

Apenas a titulo de realgar a mecdnica do processo,
apresentam~se resultados similares que seriam obtidos no caso

de se considerar um reordenamento para a linha 20.

tinha 20
JUT: 2 5 11 12 13 15 16 17 18 19
JUTORD: 2 11 12 15 17 18 19 l 5 13 I 16 I

Um ponto que vale a pena ressaltar, & que o
"reordenamento ancestral” n8o & "anico", no sentide de que
outras escolhas para o= ancestrais iniciais, acabar3o
determinando “familias" com um ndmero distinto de componentes

do=s obtidos com a estratégia proposta originalmente.
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Ou =e ja, no exemplo da linha 20 em questdo,
reportando-ze a arvore de eliminag8 na fig_ IV(6), percebe-se
por exemplo que o né 16, embora nXo sendo uma das folhas, €
um candidato potencial a “patriarca” de uma familia contendo
a =i préprio e os nos 17, 18 e 19 como descendentes.

Se observarmos o ordenamento original apresentado em
JUTORD, veremos que o né 16 =sé acabou pertencendo a uma
altima familia isolada, simplesmente porque os no6s anteriores

Jja haviam s=sido incluidos em outras familias.

Uma outra alternativa para o ordenament.c seria por

exemplo:

linha 20 (ordenamento alternativo)
JUTORD: 16 17 18 19 | 2 11 12 15 | 5 13 |

0 que a estratégia originalmente apresentada garante é
que por construgiio, se estard especificando uma familia
inteira ao se concluir um percursoc na Arvore.

A ordem com que se pode especificar as familias oferece
mais liberdade do gue a particular estratégia considerada,
pertanto.

O problema da “escolha 4tima" da ordem de especificagio
das familias, ¢ ainda um problema em aberto, e ni3o sera
considerado formalmente ou em maior detalhe neste trabalho,
sendo objeto portantc de investigagles futuras.

0 gue =e percebe no entanto é gue esta caracteristica ao
invés de oferecer ‘restrigBes", na verdade viabiliza o
oposto, pois confere flexibilidade o bastante para se poder
melhor escolher em gque familia incluir uma dada linha, com
critérios de desempate basecados por exemplo em alguma maior
“similaridade" da natureza estrutural, que wvenha possibilitar
uma compactagio ainda maior da codificag8o necesséria para se
caracterizar o processo de actimulo das contribuigtes.

Uma observagiio gque se pode fazer, com respeito a escolha
de algumas ‘“familias" em particular, se da por exemplc na
presencga de caracteristicas supernodais.

Neste caso, percebe-se claramente dque o© supernode
inteiro ¢ a familia mais potencialmente indicada a se

considerar.
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A estratégia de construgiSo do vetor JUTORD apresentada
nesta segfio, atende a esta observag8o, pois como supernodes
=80 necessariamente nés contiguos na estrutura da Arvore
{como se observou na segio anterior), o primeiro percurso
descendente em diregSo a raiz gque passar por algum dos
integrantes de um superncde, certamente passara por todos os
demais integrantes, de modo gque todos os nds do supernode
acabar3c sende alocados na mesma familia.

O dnico critério com certa liberdade de escolha, ¢ saber
quais outros nds antecessores do supernode incluir na familia
associada aoc mesmo.

No exemplo em questio, percebe-se que os ndés 18, 19 e
20, constituem um supernode. A questioc onde s=e oferece
liberdade <(em fungio da estratégia de conztrugio do vetor
JUTORD a ser empregadad, ¢ smaber =se ¢é mais wvantajoso
incluir-se este supernode na familia de dezscendentes dos nés
2, 16 ou 5.

Passaremos a partir deste ponto, a considerar uma
formalizag8o maior do procedimento de ordenagio proposto
originalmente, tendo em vista que por construgio, a escolha
do=s indices de menor valor como candidatos a patriarcas
inciais, wviabiliza wuma solugio para o problema, e que a
principio n3o se mostra inferior as demais possibilidades de
reordenamento n#Fo exploradaz neste trabalho.

Un ponto gue merece ser destacadoe com relag8c ao
processo de percurso na busca por descendentes em direg3o a
raiz, ¢ que o mesmo ndo precisa ser efetuado até se atingir o
né n (raizd, poiz o que =e busca a cada etapa baizsica 1 do
processe de eliminagSo, € ¢ reordenamento ancestral das
linhas contribuintes na linha ba=se 1, e que portanto
necessariamente devem possuir indices inferiores a i.

Dest.e modo, o processo de percurso pode ser "“truncado®,
a partir do ponto em que =e alcangar o né i correspondente a
etapa basica do processo sendo considerada.

Na verdade como veremos ao longo da especificagdo
completa das estruturas auxiliares e etapas a serem efetuadas
no processo de obtencfo do vetor JUTORD, o “truncamento” pode
ser ainda mais extendido, pois se percebe gque uma vez
visitando um dos nés, todos oz seus descendentes subseqilientes

acabario sendo visitados.
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Assim, em um novo percurso pela Arvore, ao se encontrar
un né ja visitado Jd{durante a especificagico de uma outra
familial, pode-=se truncar o processo de busca por
descendentes para a nova familia, pois os nés subseqiientes,
por construgic, ja terfoc sido incluidos em alguma das

familias anteriores.

Esta  possibilidade de truncamento, mostra Jque um
algoritmo completo de reordenamento, n3co deve exibir um mal
comportamento na forma de um namero intoleravel de etapas

para se alcangar uma solugd3o final.

Sem o truncamento, certamente este fato nSoc ocorreria,
razdo pela gqual a primeira estrutura auxiliar a se considerar
na implementagfio do algoritmo de reordenagio, ¢ langar mdo de
um vetor VISITED, de dimensSo n, indicando o= ndés ja

vizitados durante algum percurso.

Outra estrutura fundamental é um vetor auxiliar
expandido CONTRIB, indicande as linbhas que efetivamente

contribuem sobre a linha base corrente.

Este vetor sera utilizado para uma rapida determinagdio
se cada um dom nds sucessores visitados na Arvore pertencem
de fato a estrutura da transposta de U na linha base <ou
=eja, se o né em questdo corresponde a uma linha contribuinte

ou nAod.

Assumindo-se o vetor CGONTRIB incialmente como falso para
todas as suas posigles, inicializa-se com o valor verdadeiro
as posigles correspondentes as linhas associadas aos valores

de JUT da linha base corrente,

Do mesmo modo, inicializa-se o vetor VISITED como falso

para todas as suas n posigBes.

Na verdade a inicializagiio para todas as n posigBes como
falso tanto para CONTRIB como para VISITED, =6 precisar3io ser
efetuadas wuma Gnica vez durante todo O pProcesso de
eliminagdio, visto que o final de cada reordenamento ancestral
na t’ezima et.apa do processo, oS valores porventura
modificados nestes wvetores, acabariio sendo restaurados para

seus valores originais (falzos).
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Se tal n3o ocorresse, teriamos um algoritmo de natureza
apenas "tedrica’, pois caso fosse necessario reinicializar
todas as n pogiglies a cada etapa ¢ do processo, acabaria se
efetuando nz operagdes apenas de inicializagiio, enguanto gque
o leitor deve =e recordar da segSo L2, que uma estimativa
para o volume de operagSes efetuadas em um processamento
tipicament.e esparso deve ser da ordem On> para se mostrar

atraente ou competitivo.

Visando auxiliar o processo de restauragdo do vetor
VISITED ao final do reordenamento, torna-se necessario a
introdugiio de maisz um vetor auxilar LVIS também de dimensS3o
n, & que originalmente n3o necessita ser inicializado. Tal
vetor, sera utilizado para se armazenar os indices de linhas
visitadas que nio pertengam a estrutura de linhas

contribuintes da linha base a ser eliminada.

O procedimento produz como resultado um wvetor JUT
reordenado “ancestralmente", e vetores IFAM e KFAM
egpecificando © nimero de familiaz a serem utilizadas na
geragdo de cada linha base i, e az posig8Ses em JUT do infcio

de cada familia.

O vetor JUTORD de dimens3Sc n utilizado, contém apenas
uma «épia local reordenada do elementos de JUT a cada etapa
basica, e que =8Ho reescritos de volta ac vetor original ao se

completar o reordenamento da etapa associada.

Uma vez atualizado o vetor JUT, as posiglBes wutilizadas
em CONTRIB e VISITED =380 restauradas para seus valores
originais {como falzo>, para serem utilizadas no

reordenamento da prdéxima etapa basica.

No procedimento a ser apresentado, assume-se também que
o vetor PARENT indicando a topologia da Arvore de eliminag3o
2 apresentado na segfo anterior, esteja também disponivel, de

modo a permitir um facil deslocamento em diregfo a rai=z.
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Procedimento IV.3C1) Reordenament.c “ancegstral’

para j de 1 até n faga
CONTRIB{(j> ¢« falso
VISITED(j> ¢ fal=so

IFAM(1> ¢« 1
KFAM(1> « 1

para i de 1 até n faga

para k de IUT() até IUTFGY faga
CGONTRIB{JUT<k>> « wverdadeiro

k « IUTCGD
kf < IUTFD

! « JUTCKD
If « JUT<KE

VISITEDCPARENT(If)) <« verdadeiro
VISITEDC() <« verdadeiro

nl «0
nvis <« O
nfam <« O

ol VISITED(l> ¢« wverdadeiro
nt «nt + 1
JUTORDnI> <« 1

3 I « PARENTCL

se VISITED{(> vA para p
se CONTRIB(IY vA para o

VISITED(l> « verdadeiro
nvis « nvis + 1
LVIS(nvis) « 1

va para {3

¥ nfam <« nfam + 1
KFAMFAM{) + nfam) ¢« IUTGY + ni

&: k « k +1
se k > kf vAa para &

1 ¢« JUT<KD
se VISITED()> vA para &

VA para o

&: J 1

para k de IUTMGY atée IUTFdAY faga
CONTRIB{JUT<k>> ¢« falso
VISITEDC JUT(k>> ¢« falso
JUTCk>» « JUTORDC >
Jei+t

VISITEDC(PARENT(If))> ¢ falso

VISITED(iY> ¢ falso

para j de 1 até nvis faga
VISITEDCLVIS(j>> ¢ falso

IFAM(i+1> <« IFAM{i> + nfam

fim para i
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Uma sutileza de codificagdio foi empregada no
procedimento apresentado, visto desta forma eliminar-se
comparagtes desnecessarias, e que seriam efetuadas durante o
percurso pela Arvore.

Além de se indicar o ponto de “truncamento'” no percurso
a partir do ndéd correspondente a etapa basica i como havia
side sugerido, percebe-se gue na verdade o percurso =0
preciza ser efetuado até se encontrar um né correspondente a
linha contribuinte de maior indice presente a ocada etapa
basica.

A primeira solugSoc seria portante marcar-se o nod
correspondente a JUTCIUTF DD como Ja vigitado,
abreviando-se desta forma o processo de percurso.

Porém neste caso, sSeria necesgario um tratamento
especial para este nd, visto gque uma vez marcade como
visitado, © mesmo nSo seria incluide em nenhuma das familias
determinadas pelo processo.

A solug3o definitiva e que foi empregada no procedimento
IV.3C1> ¢ a de se marcar o descendente deste Gltimo né como
Ja visitado, o que =se da mediante a instrugio
VISITEDC(PARENT(If)) ¢« verdadeiro no pseudo-cédigo apresentado.

O vetor LVIS mostra-se necessario, pois aoc final do
processo, € necessario restaurar—-se as posigfes marcadas como
visitadas, poiz as Gnicas posigBes em que seguramente se pode
maber de antemSio terem =ido visitadas, s8o0 as correspondentes
aos noés contribuintes sobre a linha bAasica de cada etapa.

Como outros nés intermediarios durante o percurso pela
Arvore acabar3io visitados, o vetor LVIS & utilizadoe como uma
forma de armazenar esta informag3o de linhas "nAo
contribuintes™ visitadas, e gque de outro modo seria
irremediavelmente perdida.

Uma solugfio alternativa (eliminandoe o uso do vetor LVIS)
porém n3o adotada por poder induzir a um nimero adicional de
vigitas a ndés da Arvore, seria simplesmente evitar a marcag3o
como “visitados" dos ndés que n3o pertengam a estrutura de
contribuintes da da linha bAsica de cada etapa.

Neste caso, incorreria-se no overhead de =e caminhar
novamente por trechos ja visitados, e que por nSo conterem

elementos contribuintes, acabariam podende ser revigitados
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desnecessariamente em novos percursos,

0 uso do vetor LVIS foi adotado portanto, visto ser este
um vetor de dimensZoco no maximo n, e a possibilidade de
economia de esforgo computacional com a rotulagio de todoz os
nos visitados ser muito mais compensadora.

O ultimo comentério sobre o cédigo acima, se da com
relag8o a atualizagdio dos vetores IFAM e KFAM.

O primeiro vetor, indica a posigHo inicial a cada etapa
ba=sica 1, dos apontadores KFAM a serem ulilizados para se
determinar cada uma das familias presentes nesta etapa.

Ou seja, IFAM ¢ um vetor de apontadores para posigfes em
KFAM.

0O vetor KFAM por =sua vez, aponta para as posigles
iniciais de cada familia tendo como enderego baAsico as
posigBes ocupadas pela representagfio da estrutura reordenada
de contribuigBies no vetor JUT.

Ou seja, KFAM é¢ um vetor de apontadores para posigies em
JUT.

Inicialmente ambos os vetores apontam para uma posig8o
inicial unitaria, e a medida que c¢cada familia wvai =endo
determinada, o apontador KFAM wvai sendo atualizado, tomando
como base um enderego relativo a IUT(), e que indica a
posigio inicial de armazenamento em JUT correspondente a
it’ezima etapa basica.

A variavel nl contém o nimero total de linhas ja
incluidas no vetor reordenado JUTORD, e ao final do processo,
nl corresponde ac nimero de elementos nAoc nulos da estrutura
de JUT original, associada & linha bagsica. Ou seja aoc final
de cada etapa de ordenamento ancestral nl = IUTFGI-TUTAI+L.
Deste wmodo, a posigiio apontada pelo wvetor KFAM relativa a
altima familia detectada, corresponde a:

KFAMCIFAM{iD+nfamd ¢« JUTDY + ni
= IUTCIY + {QUTFDO-IUTED+D
= IUTF{i>+1

Para gque este fato possa ser explorade, assume-se
portanto que a representagZc da transposta de U esteja na
forma seqgiencial "contigua®”, com IUTFG)+ correspondendc a
IUT i+, Caso contrario, uma linha adicional de codigo
correspondendo A KFAMCIFAMCiD) « IUTCGD deveria ser

adicionada logo apds a instrugSo nfam ¢ 0 imediatamente antes
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do ponto o

O trechos rotulados no programa, correspondem as
diversas etapas ja consideradas, com o perfazendo a inclus3o
de um novo né na posiglo ordenada em JUTORD, 3
correspondendo ao loop bAsico de percurso pela Arvore, com
desvios para ! caso =e tenha detectado um indicador de fim
de percurso, ou adicionando-se o0 né em uma nova posiglo de
JUTORD {caso o] mesmo pertenga a estrutura de nés
contribuintes da linha base).

Ao =e chegar aoc trecho yp: smignifica que uma familia foi
completamente explorada na arvore, de modo ¢ue os apontadores
correspondentes =s%o incrementados, e passa-se a proourar um
novo elemento na estrutura de linhas contribuintes, e que
ainda n3o tenha sido visitado (ou seja nao pertenga a nenhuma
das familias ja detectadas até entiod. Neste caso retorna-se
ao ponto of na hipdtese de se encontrar um elemento ainda n3o
incluido, caso contrario, desvia-se para o trecho final do
céddigo em &£ quando o vetor JUT & reescrito com os novos
valores reordenados, e as posigBes utilizadaz nos vetores
CONTRIB e VISITED =30 restauradas para sSeus valores
originais.

Antes de =e iniciar uma nova etapa, o vetor IFAM &
atualizado, indicande a posig8oc de inicio da representagio de
familias da prdéxima linha basica a ser considerada,
retornando-se ac trecho inicial do cédigo, com o avangar de
uma nova etapa t.

Um fato merecedor de destaque e de uma analise futura, &
se determinar uma estimativa do volume médio de operagSes
efetuadas pelo algoritmo apresentado, bem como a
identificagfio de seu pior caso.

Pela forma como se procedeu ao truncamento de percursos
na aArvore no entanto, estima-se que o volume médio de
operagfes n3o seja elevado, e seja proporcional a Nonz(U) ao
final da contabilizag8o de todas as etapas do processo.

Outra solugSoc n3oc adotada neste trabalho, porém que =me
mostra bastante promissora, é ao invés de se adotar uma
Arvore de eliminagdo tradicional, adotar-se uma representagdo
supernodal para a mesma, com cada 2TUpo de no=
correspondent.es a um mesmo supernode, indicados apenas por um

dnico néd na Arvore.



174

Neste caso, o tamanho médio dos percursos pode ser
significativament.e reduzido, o gue pode vir a justificar a
adogHo desta nova estrutura, e ser merecedor de um estudo
mais aprofundadeo futuro.

Passaremos a partir deste ponto a considerar a
especificagiic de um novo método de eliminagSoc do tipo Crout,
baseado nas idéias de codificagSc e reordenamento “ancestral"
apresentadas nestas duas dltimas segles.

Se olharmos o procedimento IV.1(3) mais detalbhadamente,
a luz das novas estratégias de codificagdo e reordenamento
propostas, veremos gque ha verdade muito pouco necessita ser
modificade com relagiic a0 procedimento original, Jvoltado
para uma codificagBo da forma “binariad.

Na verdade a porgdo de cddigo que necessariamente tem de
ser alterada, é¢ a porgHo final, correspondendo a cada uma das
operagdes de produto escalar associadas aos addigos.

Ou =eja, um mesmo cédigo binario, que antes era usado
para se caracterizar operagSes apenas sobre um determinado
conjunto de elementos em particular, agora passara a ser
usado para =se especificar um grupo contiguo de elementos a
serem considerados para efeito do somatério, em fungdo da
codificagfio por ‘"envelopes" utilizada para se caracterizar o
processo de acumulag8ico na nova abordagem.

No caso de uma codificagdo ancestral, como por
construgio, sabe-se que se uma dada linha r na representagdo
reduzida, ocontiver wum elemente niEc nuloc numa dada coluna,
todas as demais linhas abaixo desta na representag8io reduzida
terfio um elemento n3o nulo na mesma coluna, o que =e precisa
“codificar" (a nivel de programa), sZo instrugtes da forma:

cod
{4.1> s ¢8 + ¥, um UN(pr)

r=1
Para cada um dos valores de c¢od possiveizs dentro do
t.amanho de palavra adotado para a codificag8o.

Ou =eja no caso de L bits de representagio, deveremos

n
ter 2 " trechos de cédigo correspondentes a “explicitagZo™
dos somatdrios em (4.1) elemento a elemento.

Na verdade uma forma alternativa de implementagSc destas
operagles, serid apresentada apés a formalizagSo do novo

procedimento de eliminagSo sendo considerado.
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O gue se percebe com relagio a nova estratégia, € gue os
valores de kend especificados em wuma lista de oddigos
auxiliar no procedimento via codificag8c binaria, devem ser
simplesmente adaptados de modo a =e considerar “familias"™
inteiras em cada wvarredura, com apenas uma familia sendo
especificada de cada vez.

A hipotese de que a codificag8o na forma de envelope com
apenas um unico cddigo nIo seja suficiente para caracterizar
uma familia inteira, é possivel de ocorrer, porém de forma
bem remota, pois no casc de uma codificag8c com 8 bits por
exemplo, precisariamos ter linhas base contendo mais do dque
256 linhas contribuintes em uma mesma familia.

Nestes casos, a UGnica soluglo, ¢ langar m3o de uma nova
operagio de varredura, dedicada a complementar os acimulos em
todas as colunas da linha base, referentes aos restantes dos
descendentes que uma dada familia contribuinte possa vir a
conter.

SolugBes como se tentar incluir nestes casos, outras
familias menos extensas e cujo padrio estrutural se aproxime
do da familia excedente, de tal forma gque uma codificagio por
envelopes ainda possa ser utilizada para se caracterizar as
operages, ¢ uma das opgles que se pode considerar, e sem
davidas merecedoras de atengio no futuro.

Para um caso bem tipico de estrutura econtrado com
frequéncia, comoc o caso supernodal por exemplo esta solugdo
pode ser trivialmente aplicada.

A melhor indicag8Sioc no caso remoto de =se vir a precisar
de mais de um cdéddigo por envelopes para se caracterizar as
operagfes em uma familia, é considerar as linhas restantes (e
ainda nio processadas), como as ultimas linhas na
representagio reduzida da préxima codificagSo.

Est.e comentario em fung3o do que se mencionou com
relagBo a caracteristicas da forma supernodal por exemplo, se
deve a constatagio empirica, de que linhas contendo padrSes
de s=upernodes, especialmente ao final do processo, possuem um
padrio estrutural “"quase denso'’, de forma que muito
provavelmente tal padrio deve englobar [s) de linhas

com menor densidade, provenientezs de outros ramos da Arvore.
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 J O fato & que «a codificacdo por envelopes ndo
necessdriamente precisa ser feita na forma Zancestral’,
podendo existir casos de coincidéncia estrutural de forma tal
gque linhas de familias distintas possam ser caracterizadas em

apenas um unico codigo.

Ou seja, o que =e levanta como hipdtese merecedora de
investigacgfo, ¢ que além de um reordenamento ancestral, se
lange mBo de alguma outra estratégia de reconhecimento de
padries, de tal sorte a aproveitar caracteristicas passiveis

de serem exploradas e codificadas na forma por envelope.

Esta portanto ¢ mais uma "flexibilidade” intrinseca da
metodologia proposta, como j& se havia comentado nesta segio,
quando se levantou a hipttese de uma especificag&o
alternativa para os integrantes de cada familia,
percebendo-me gque a principic nSo se conhece ainda um
crit.ério para especificagdoc de wum ordenamento “étimo" das

contribuigtes.

0 que smeguramente se garante com a forma de construgdo
apresentada na metodologia proposta, ¢ que se consegue adotar
uma representagfio por envelopes com um determinado namero de
cédigos, caso =se lance m3o de um ordenamento do tipo
ancestral. Uma representagiico com menos oddigos, em certos
casos ¢ possivel, e este ¢ um assunto para futuras

investigag@es como ja se comentou.

Na pratica, este comportamentce de pior caso guase hunca
se verifica, pois nos casos em gue seguramente as familias
poderiam vir a se tornar realmente “extensas', como no caso
da presenga de supernodes, formas mais eficientes de
tratamento aoc problema podem ser empregadas, como as

apresentadas na seg3io IIL3 por exemplo.

A principal deficiéncia de uma codificagio por
reordenamento "ancestral" da forma como estamos propondo
neste trabalho, na verdade tem a ver com um possivel nimero
excessivo de wvarreduras, em fungdo de um nimero elevado de

familias distintas.

Ou seja nSo =80 os casos de "familias numerosas', que se

tem que procurar tratar de forma mais eficiente, mas =im o de
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“numerosas familias" nio tHo extensazs, e que no final
poderiam levar o algoritmo a efetuar um nimero desnecessario

de varreduras por toda a linha base.

Deixando de lado o aspecto que ja se comentou, de que
mesmo o “pior caso", qual m=eja o de cada linha vir a depender
de um nimero elevado de contribuigSes provenientes de ramos
distintos da #Arvore, pode vir a ser contornado (o que se
comentarid mais adiante), concentraremos agora em tentar de
alguma forma aprimorar o procedimentoe IV.1(32», de modo a

tornar menos “onerosas' as operagfes de varredura.

A principal ineficiéncia que se percebe, ¢ que o loop
mais interno em j, ¢ na verdade efetuado para todo o padrdo

estrutural da linha base sendo gerada.

Ou =eja em muitos dos casos, correspondendo a posigles
na linha base gque niSoco venham a sofrer contribuiges de
nenhuma das linhas anteriores, o gque se acabard executando &
uma =imples operagio de desvio para a posigdo @ no oaddigo
(zem acumulo algum?, o que sem davida se mostra um overhead

desnecessario.

A alternativa para se contornar esta gquest3o, ja foi
apresentada na segfo IIL2, ou =eja, langando~se m3oc de
listas simbélicas de “enderegos", apontando diretamente para

as posigBes na linha base a serem acessadas.

No=s casos em que apenas uma varredura sobre a linha base
é s=uficiente para se caracterizar todas as operagbes de
acamulo por produtos escalares, a nova informag3c simbdlica
introduzida no vetor que passaremos a chamar LSTJADR, seréa da
ordem de Nonz(U), o que sem davida ¢ bem inferior a
TotOper{> como no caso da abordagem por listas de enderegos

tradicionais.

Nos casos em que mais de uma varredura =se mostra
necessario, o tamanho de LSTJADR crescera proporcionalmente

a0 numero maximo de familias distintas congideradas.

Esta ¢ portanto uma quest3o meramente de escolha entre
um tradeoff em espago por um em tempos de execugo e gque seré

comentada apdés a listagem do novo procedimento.



178

Procedimento IV.3(2) Acumulacgdo via reordenamento ancestral

ncod <« 0O
nk « 0
nadr <« 1
njadr « 0O
para i de 1 até n faga
IUPC> « TUGDS
piv <« DIGD
kbeg <« IUT{iY
kf <« IUTF(D
ot nk « nk + 1
kend < LSTKEND{nk>
r « kend -~ kbeg + 2
para k de kbeg até kend faca
r «r -1
1 « JUT<kD
P« IUPCE>
IUPCEY « TUPQDY + 1
um_ « UN(pr) % DICIY
piv « piv - UN(pr) * um_
UN{pr) < um_
p_ <« (pr + 13
fim para k
njadr ¢ njadr + 1
nadrf <« LSTJADR{n jadr>
para jadr de nadr até nadrf facga
= « 0
ncod < ncod + 1
VA para (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7>
em fung@o de LSTCOD(ncodD
3 UNCKLSTADDC jadr>> <« UNCLSTADD jadrd> - =
fim para jadr
nadr <« nadrf + 1
kbeg ¢« kend + 1
se kend # kf vA para o
DICGi> « 1 / piv
fim para i

termine procedimento
fcontinua na préxima pégina}
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(continuag8ic da pdgina anterior)

0: vA para /3
1: = e s + um, * UN(pi)
-+
P« (pi 1>
vA para f?
2: s ¢ = + um, * UN(pi) + um,_ * UN(pz)

p, « (pi + 1>
-+
P, < (pz 1
va para {3
: - +
3: 5 ¢85 + um_ % UN(pi) + um, »” UN(pz) um,_ x UN(ps)
+
p, < (p1 1>
+
P, ¢ (pz 1>

+
p, € (pa 1>
vAa para 3
4: 2 «= + um % UNCp > + um_ * UN(p > + um_ % UN<(p >
1 1 2 z 3 a
+ um % UN(p D
4 4
+
p, (pi 1>
o+
p, ¢ (pz i>
P, < (pa + 1
P, « (94 + 13
va para f?
7 S €s + um % UNCp > + um_ % UNCp > + um_ % UN(p D
1 i 2 2 a 2
+ +
um * UN(p4) + um,_ * UN(ps) um * UN(pd)
+ um_ * UN(p D
7 7
-+
P, <« (pi 1>
-+
p, « (pz 10
P, € (pa + 1>
-+
p, < (p4 1>
+
P, € (p5 12
+
P, « (pd 1
P, « (p7 + 1>
vA para 2

Caso =e adote a estratégia original apresentada no
procedimento IV.1(3>, estarid =e incorrendo em um ocverhead em
termos de tempos de execugio.

Caso se opte pela nova estratégia apresentada, se estara

incorrendo em uma penalidade em espago final de armazenamento
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da ordem de Nonz(U) % #maximo de fFamilias.

Percebe-se que no procedimento apresentado, as Unicas
diferencas com relagiio ao anterior, =e d3c na forma de
codificagSo dos produtos escalares, e na inclusdo do
tratamento baseado em listas simbdlicas de enderegos, para =e
efetuar apenas o8 acessos hna linha base correspondentes a
operagSes de acumulagfio a cada varredura sendo considerada.

Este novo procedimento permite na verdade, uma redugHo
no numerc de acessos na linha base, maior do que =e poderia a
principio imaginar.

Tal fate =e dA porque na  hipdtese de maltiplas
varreduras, correspondendo cada uma as operagBes de acumulo
relativas a familias distintas de linhas contribuintes, a
informaga&o simbdlica por listas de enderegos para o
processamento de cada familia, poder vir a ser diferente de
familia para familia.

Ou seja, no caso de familias com padric estrutural
completamente distinto entre =i, e gque contenham apenas uma
pequena porgdo de elementos n3co nulos, comparados ocom o
namero total de elementos da linha base, a abordagem por
listas de enderegos (para o= acessos relativos a cada
familiad ¢ a mais “ajustada”, pois se efetuard as operagles
de decodificacico apenas para as colunas realmente necessarias
a0 processamento das contribuigBes de cada familia em
particular.

. Desta forma, percebe-se gque um leque de estratégias de
implementacg®io ¢ poszivel, tendo como eixos fundamentais, os
requisitos computacionais bAsicos como tempo de CPU e

memoéria.

® A principal vantagem dos procedimentos simbdolicos via
codificagdo ancestral (ou Lindrial apresentados neste
capitulc, socbre estratégias no estilo de Gustavson, como as
apresentadas na segdo IITr, ¢ que o tamanho Final de
*ecbddigoe” (a nitvel de programa implementado em alguma
linguagem? & constante e unico para qualquer classe de

matrizes.

Assim, percebe-ze gque as alternativas apresentadas neste

capitulo, oferecem além de um desempenho muito préoximo ac das
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estratégias simbdlicas realmente loop free, a vantagem de se
precisar compilar a rotina de eliminag8So esparsa wuma Anica
vez, sem ter que gerd~la ou ajusti-la para cada nova matriz
estruturalmente distinta em gque =e venha a regquerer a =solugHo
de um sistema linear.

Ou =eja, embora os ccddigos de magquina ou em Jqualguer
linguagem de alto nivel, que implementem o= procedimentos
IV.1(3D> e 1IV.3(2), venham a ser ainda um tanto “indigestos",
os mesmos =6 precisam ser compilados uma Unica vez, de sorte
a poderem ser incorporados a alguma biblioteca de rotinas de
resolugio esparsa.

A "adaptagio" as caracterisiticas estruturais de cada
matriz, se dA mediante o uso das listas de "cddigos", e cujo
processo de decodificagSoc pode =er implementado de forma
bastante eficiente como se mostrou nos procedimentos baseados
tanto na codificag3io binaria, guanto na ancestral

Uma pequena “variante® pos=ivel num esgquema de
codificagio por envelopes, & apresentada a seguir, e onde
mais uma vez se faz uma op¢io de balango entre eficiéncia a
nivel de tempos de execug8o ou outro recurso computacional,
como no caso particular a extens8o do trecho de coédigo
necessario para a implementagfo das operagBes de acumulo por
produto escalar.

A chave para uma redugdio, advém do fato de que para um
dado indice <{(correspondente a um cbédigod, o= {Lrechos de
cédigos  (programad gque precizam =ser executados para cada
valor do indice associado, serem na verdade 'recorrentes®
pois a implementagiio do processo de acumulag8o para o maior
valor possivel para o indice associado, na verdade contém
todos oz demais casos para valores inferiores do indice de
codificagSo.

Recordando-se das técnicas apresentadas na segio IIId,
o que =e precisa apenas € langar m3o de “eniry points’ para
cada porgd3o associada da implementagZc do somatdrio para o

numerce maxime de parcelas.

Desta forma, se apresenta a forma alternativa para a
acumulag8o de produtos escalares, em estratégias baseadas no
reordenamento ancestral {comoc a IV.3(2»), ¢ onde codificagBes

per “envelope" se mostram maiszs do que adequadas.
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Codificacgfo IV.3(a> Alternativa para agumulo {(por envelopes?

7 s ¢« s + um_ % UN(p7)
o+
P, « (p7 13
Y s ¢«= + um_* UN{(p >
S S
-+
P, € (pd 1>
5: s ¢« = + um,_ * UN(ps)

P, « (ps + 1
4: s ¢« s + um % UN(p D
4 4
P, < (p4 + 13
3: s ¢« = + um,_ * UN(pa)
-+
P, « (pa 15
2: 5 o« = + um, * UN(pz)
+
P, « (pz 1>
1: 2 ¢« = + um, * UN(pi)
P, ¢ (p1 + 1>

0: retorne ao ponto de chamada

A Gnica ineficiéncia da codificagio acima é que
determinados compiladores n3o conseguem gerar oédigo t3o
otimizado quanto no procedimento IV.3<2>, =implesmente por
acbarem explicitamente armazenando as parcelas intermediarias
de volta a posic8c de memdria alocada para a variavel s,
equanto gue tais wvalores parciais de 5 na verdade poderiam
ser mantidos em wum registrador fisico da magquina onde o
cédigo viesse a ser executado.

Em linguagem de maguina ou Aszembler, Lais
inconvenienciaz podem ser facilmente contornadas, e o uUnico
problema com relag8io a geragdo de cdédigo otimizade para uma
implementagfo de alto nivel da codificagio apresentada acima,
& gue a maioria dos compiladores, n&o consegue ser habil o
bast.ante, para reconhecer gque os valores parciais de & jamais
precisarioc ser armezanados temporariamente ou de volta, a
pogicio de memdéria correspondente a variavel em questHo.

Azgim, a codificag3o IV.3{ad fica como um diretriz
pas=sivel de exploragico, em implementagBes de mais baixo
nivel das operagBes baAmicas de actmulo de produtos escalares.

Para finalizar esta =eglo, voltaremos a um ponto de

certa forma intrigante com relagdo ao desempenho das
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estratégias propostas, em face a um possivel pior caso, capaz
de por =i =6, demolir todoms o= esforgosm dispendidos nesta
segio, com o intuito de aprimorar um método de eliminag3o
tipo Crout, baseado em uma codificagSo ancestral.

O “pior caso", excetuando-se o de familiaz com um nimero
por demais extensive de componentes, (e com um ndmero
significativo destes contribuindo sobre a linha base a =er
eliminada>, ¢ justamente o oposto, ou seja um niumero
ext.ensive de familiazs (ha maior parte das vezmes com poucos
componentes, & um numero pedgueno de descendentes em cada uma
contribuindo sobre a linha base).

Neste caso, © nimero de varreduras, sem davida se
mostraria intoleravel, caso tivessemos que efetuar da ordem
O(nY wvarreduras pelas colunas da linha base, correspondendo
cada uma a uma familia proveniente de um ramo distinto da
Arvore de eliminaglo.

O mai=s curioso, tomando-se como exemplc um pior caso
para uma matriz de dimensZco 5 domo a apresentada na
fig IV(9> (e que jA havia =ido considerada na =seg83c ILZ em
particular), & gque o que Se  esperaria ser um caso
Yintratavel" para uma codificagdico por envelopes, mostra-se na

verdade um dos mais “"amenos"” possiveis.

el i~ 4 L ool

5

fig IV<10> - Arvore de eliminaciio associada
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Neste caso, percebe-se que na quinta etapa do processo
de eliminag&o, uma codificagdo da forma puramente
"anceztral', acabaria resultando em 4 cdédigos distintos para
se efetuar as contribuigBes sobre o elemento as,s’ com cada
um dos obédigos correspondendo a cada uma das contribuigSes
associadas as linhas de 1 a 4, pertencentes a familias
distintas na Arvore de eliminag3o.

Como j& se comentou anteriormente nesta segio, existe
muita flexibilidade na forma de se codificar operagtes de
contribuigio wvia a técnica por “envelopes"”, onde =se precisa
especificar apenas a posig8o <ha representagSo reduzidad da
primeira linha a contribuir na coluna sendo considerada para
efeito  do acimule do somatério, pois a partir desta
informagfio, sabe-sze por construgSo (e definigdo do termo
“envelope"?, que todas as demais linhas consideradas “dentro
deste envelope” (poderia-se dizer), possuem o mesmo padr3o
estrutural n3o nulo.

A codificacio mediante o reordenamento "ancestral” & uma
das alternativas possgiveis, e que por construgdoc garante
a exploragio deste tipo de padrdo.

Percebe-ze na verdade agora, gque outras estratégias de
reagrupamentoc ou codificagio também sHo possiveis, e o que se
mostra de certa forma (&0 intrigante como promissor, ¢ que
tomando-se o exemplo considerado em particular, percebe-se
que por justamente possuir o maior numero de contribuigtes em
ramos distintos (e independentes) da Arvore, o padrio
estrutural da quinta coluna acabou por atender plenamente aos
requisitos para uma compactagsSo por envelopes. Ou seja, com
todas a contribuigBes de ramos distintos da &rvore, vindo a
ocorrer em uma mesma coluna, e “contiguamente” para todas as
linhas envolvidas.

O que se percebe portanto, € gue neste caso em
particular, a codificagfic necessaria, seria apenas de um
anico oddigo, contendo o valor 1, e que espelharia na verdade
uma caracteristica "agregada" de contribuigSes provenientes
de ramos distintos da Arvore.

O que a codificagio "ancestral" faz, ¢ produzir apenas
codificagBes ‘“isoladas" para cada familia, sem se levar em
conta possiveis padrdes estruturais comum das demais.

0 primeiro exemploe apresentado, serve para ilustrar
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alguns outros pontos, e para tanto, consideremos duas outras
"variantes" de piores casos, para matrizes com dimensSo um

pouco mais slevada e apresentadas nas figuras abaixo.

* L 1

L J L 2

L L J a

* - 4

L L 4 s

* L J L S

L J L] 7
L 4 ® L

» L 4 L 4 * ® * * ©
i 2 E 4 5 < ? a .24

fig IV{i1> - Segundo exemplo

L 4 L J * * L 1

® L 4 L 4 L 4 ® 2

L J L 4 L & L 3

L 4 ® L ) L L 4

& L L J L J L *® L ] & 5

L 2 L 4 L 4 [ L L J * L] S

L & L] 7

*® L4 ® L L 4 » * L ® 8

® L 4 L L J L L L L4 L J o
i 2 a 4 S =] s 8 o

fig IV{12> - Terceiro exemplo

Na matriz do segundo exemplo, percebe—se claramente que
a estratégia de codificagio por envelopes n3o pode s=er
aplicada de wuma sé vez, para todas a contribuigSes na nona
coluna.

Porém conjuntos contiguos de linhas, correspondentes a
ramos distintos da Arvore, ainda podem ser "amalgamados"” em
uma dnica codificag8ic, como no caso das linhas {1, 2 3,
{4,585 ) e {7, 8>

O gue =e percebe & gue alguma forma de anilise da

seqléncia de contribuicBes a nivel das colunaz presentes em
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cada linha base da representagfio de u” pode vir a permitir
uma compactagio melhor do gue a de reordenamento "ancestral"
aplicada indiscriminadamente.

A estratégia de ‘“construgio” do vetor JUTORD como
apreszentada nesta segfo, permite que tais seqlencialidades a
nivel de colunas possam vir a ser analisadas e exploradas,
bastando simplesmente antes de se considerar uma nova familia
para um novo ndé a ser acrescentado, se wverificar se o padrio
eztrutural da linha associada, se assemelha ac de alguma
outra familia ja estabelecida, ou em particular aoc da familia
anteriormente definida (caso em gue colunas =seqUencialmente
contiguas na reprezsentag8o de UT acabariam sendo engquadradas
por exemplod.

A matriz do terceiro exemplo, assemelha-se muitc a uma
forma tipicamente encontrada em matrizes da area de elementos
finitos e calculo estrutural em geral, onde normalmente =e
aplica wum reordenamento visando a redugSo de @ Fill-in’s,
mediant.e heuristicas como as de Nested Dissection, e ndo o
método de ordenamento segundo o] “menor grau® (como
apresentado na seg3o ILZ2.

O que =e percebe neste exemplo é¢ exatamente o que =se
observou no primeiro exemplo, ou seja, que embora o namero de
familias envolvidas na eliminagic de uma linha base como a 6
ou a 8, seja elevado, a estrutura das contribuigBes de linhas
provenientes de ramos distintos da Arvore pode vir a se
assemelhar bastante {(sendo idéntica no caso particular em

quest3od.

L Este fato mostra gue uma outra possibilidade de melhoria
do esguema de codificacdo & posstivel, tomando-se como base
uma varidguel até entdo ainda ndo considerada: 4 estratégia de
reordenamento oStimo visando a reduc@o de fill-in’s aplicada
originalmente sobre a maitriz, nas quais um possivel critério
de desempate poderia ser Jjustamente um ordenamenic qgue
resultasse num padr8o tipico come o da fFigura IV(irz), ou
qualquer outro que vier a permitir uma maior compactagdo das
informacfes na forma de envelope necessdarias para se

caraterizar o processo de eliminagdo como um todo.

Taiz esquemas ndco serfo considerados neste trabalho, mas
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percebe-se que o potencial de extensfo e aplicagidoc das
diretrizes basicas aguli apresentadas =se mostra bastante

promissor.

Ao final desta secgdio, percebe-ze gue "muito” ainda pode
ser feito na Area de resoclugiio de =istemas esparsos como um
todo, e em particular na aArea de compactagio de informagSo e
procedimentos simbdélicos, mesmo para a Jja Tesquecida” e
restrita classe de arquiteturas escalares de computadores
atuais, e gue na opinifoc dos gque lideram as pesquisas em
esparsidade ho je em dia, parecem fadadas a0 total
esquecimentc, como meras pegas de decoragiio nos futuros

museuws.

Na verdade mostrou-se gue egta “antiguidade™ n8o &
ainda t3oc pré-histérica assimd), e nem anula o status ou o
caradter no minimo instigante a gue a Area de esparsidade como
um todo wvem a impondo aocs sSeus pesquisadores ao longo de

todos estes anos, e nas mais variadas gamas de arquiteturas,
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IV.4 FormulagSio completa do método

Nesta seglo final, se procurari reunir todos o=
conceitos apresentados neste capitulo, em uma abordagem
unificada, no estilo da que =se apresentou na segio IIL4,
considerando-se naquele caso, uma estratégia hibrida baseada
em Jjanelas de processamento, e gue continua valida e
aplicavel os métodos de eliminag8oc do tipo CGrout simétricos,
propostos nesta segio.

0O que se precisa inicialmente unificar, s3c as formas de
codificagBc a serem adotadas, e em gue circunstincias
aplica~las em detrimento das demais.

Felo gue se pode observar na seg8o anterior, dquando se
apresentou o procedimento IV.3(2>, a estrutura basica do
algoritmo de decodificagSo e processamento das contribuiges,
permaneceu praticamente a mesma, se comparada com a do
algoritmo IV.1<3D, baseado num esquema de codificag3o
bindria, =06 diferindo a parte puramente “combinacional” da
codificaglo, onde a implementagiSic das operagfes de acumulo
por produto escalar, certamente ¢ distinta da empregada para
se processar oddigos na forma de “envelope” adotados nos
esquemas baseados no reordenamentoc ancestral.

O gue se propBe como estratégia de solugdo, €& se
considerar procedimentos “hibridos" em que ambas as formas de
codificagdc possam vir a ser exploradas, assim como uma
terceira forma de processamento tipicamente encontravel, e
merecedora de atengdio dedicada por =i s¢6¢, como no caso de
estruturas da forma supernodal.

0 que fica faltando portantoe & o estabelecimento de
critérios, ou "pontos de corte", entre cada uma das 3
estratégias consideradas.

Percebe-se que intuitivamente, alguns critérios podem de
antemfic ser estabelecidos, em face do que ja foi exposto

ao longo do texto.

® Um critério simples porém eficaz, ¢ simplesmente se
considerar um esquema de codificagdo binaria, para o
processamento do acimulo de contribuigBes numa dada etapa
baAsica do processo, caso o namero de linhas contribuintes
se ja inferior aoc valor LI {correspondendo @0 ndmero de bits

da codificag®o utilizadad.
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Este ¢ um caso tipico de =e encontrar no processament.o
de matrizes extremamente esparsas, como algumas matrizes de
poténcia, e gque contenham por exemplo menos do que 8
elementos nSo nulos por cada linha de U cassumindo-se uma
codificag8o de 1 byte por cddigod.

Para estes casos uma codificag8c binAria ¢ mais do que
suficiente, e um reordenamento ancestral mostraria~=se
completamente desnecessario, por simplesmente se oferecer o
risco de se introduzir novas varreduras desnecessérias na
linha base, além do tempo de pré-processmento incial perdido
com o reordenamento {(que de certo modo ainda poderia ser
tolerado, por ser efetuado apenas uma Gnica vez).

Assim, como nestes casos, uma codificagfo alternativa
por outro esquema niFo se mostra mais vantajosa sob o ponto de
vista de compactagio de informagSes, o uzo de uma codificagso
binaria, ¢ mais do que apropriado.

Em casos de extrema esparsidade como os considerados,
para a aplicagio incondicional da codificagdo binaria,
nota-se que apenas uma varredura na linha base se mostra
necessaria, e o método como um todo, se apresenta comoe uma
alternativa bem mais eficaz do que os métodos

convencionais apresentados na seg3o IL4.

L Un =segundo caso a Se considerar de forma t.8o
incondicional guantc oz de extrema esparsidade, ¢ justamente
quando se detecta a presenga do oposto, ou =eja, supernodes,
e cujo padrZoc eztrutural viabiliza a utilizag8c de esquemas
dedicados e ainda mais compactos do que uma representagio por
envelopes, pois basta se especificar a linha inicial a ser
considerada (a forma “reduzida'), que deste ponteo em diante,
toda a =equéncia de actmulos para t.odas as colunas
constituintes da linha base podem ser efetuada, pois o padr3o
estrutural de todas as= colunas ¢ exatamente o mesmo, (e

simplesmente denso)d.

Deste modo, no caso de linhas base gue venham a conter
un numero maior do que LU linhas contribuintes, o
primeiro passo a se fazer, ¢ se detectar todos os conjuntos
distintos de supernodes presentes, e exclui-los da forma
seguinte de processamento a ser considerada, tratando cada um

dos supernodes separadamente de forma dedicada.
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® A  terceira estratégia, via reordenamento ancestral,
passa a ser considerada apenas nos casos em gue mediante a
combinag8o dos 2 esquemas anteriores, ainda restarem linhas

contribuintes a se considerar.

Ou seja mesmo no caso de linhas em que originalmente o
nimerc de elementos n¥o nulos na estrutura de U' & superior a
R’ pode ocorrer, de nSo se precisar langar m3o de um
esquema de codificagdo ancestral, bastando que nestes casos,
o nmimero de linhas contribuintes remanescentes, gue n3o
pertengam a nenhum superncde, smeja inferior a L onde um
esquema binario voltaria a se mostrar atrativo.

Percebe-ze portanto, gque o esquema de codificagdo
binaria, pode ser utilizado para =Sse tratar de casos
excedentes, gquando © nimerco de elementos for inferior ao
maximo permitido por esta codificagSo.

E Justamente nos casos em que estratégias de
reordenamento ancestral se mostram “inevitAveis", que =e pode
pensar em adotar um esgquema de codificagfSo binadria como um
esgquema “complementar”, no sentido de por exemplo se
processar as “sobras" de diversas familiaz com um ndmero

max

demasiadamente extenso de elementos J{superior a 2 > gue
venham a se apresentar em algum caso mais "espuario®.

Na pratica com o tratamento dos né=s de caracteristica
supernodal de forma dedicada e imolada dos restantes, o
numero de linhas contribuintes que normalmente necessitam ser
codificadas por algum dos oubtros 2 coritérios, tende a ser
bastante reduzido, e a hipttese de diversas familias
conterem ainda assim um namero expressivo de linhas
contribuintes mostra-se realmente como esparia.

Diversas estratégias complementares, na tentativa de se
compactar ainda mais as informagfies do tipo envelope que
possam ser encontradas, como as gque foram apresentadas no
final da seglo anterior, podem ser empregadas como
auxiliares, num esquema de recrdenamento ancestral.

Particularmente se deve notar a observagSo de que um dos
piores padr8es tipicos de se encontrar, como a dispers3o das
familias por um nimero elevado de ramos distintos, na verdade
tende a fornecer padres de similaridade tal gque uma

codificaglc por envelopes possa ainda assim ser adotada,
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simplesmente porque a dispersioco por muitos ramos distintos,
tende a forgar a um "achatamento” da largura da faixa de
colunas contribuintes como se pode observar num exemplo como
o da fig_IV<12),

No tocante a codificag8o por envelopes, a gquestdo da
melhor estratégia ainda permanece em abertc no momento, com
um variado leque de possibilidades a serem exploradas.

0 reordenamento ancestral ¢ sémente a técnica mais
conservadora e segura de se tratar a questio.

0O que fica faltando para se apresentar um novo
procedimento unificado é portanto de algum modo se
“incorporar" ac mesmo, as regras e critérios de escolha
apresentadas informalmente acima.

Na verdade o que se congsiderou até o presente momento,
foram estratégias “complementares"” a serem utilizadaz no
tratamento das diversas contribuigBez a serem efetuadas em
cada etapa basica.

Ou =e ja, o} que =se precisa especificar para um
processamento efica=z o mais ajustado pos=ivel, & um
“particionamento’ da estrutra de UT, similar a utilizada para
o reordenamentc ancestral, =6 gue desta vez, dividindo-se o
conjunto de linhas contribuintes em 3 grupos distintos, a
serem processados via codificag8ic binaria, ancestral ou
sSuperncdal.

De posse dos indices daz linhas destinadas a cada uma
destas formas de processamento, se pode langar m3o de um
esquema muito similar ao dos procedimentos IV.3(2» ou IV.1(3D
por exemplo, com a dnica diferenga de agora se incorporar
ambas as estratégias de acimulo por produtos escalares, num
=4 procedimento, e com rétulos correspondentes as porges de
aodigo associadas, obviamente distintos entre =i.

Ou seja, nio ¢ preciso =e perder nenhuma quantidade de
informagio por palavra de codificagfio .para se poder
diferenciar os cédigos, pois na verdade um tratamento em
porgtes dedicadas A& cada uma das estratégias estard sendo
efetuado.

O gue isso quer dizer, ¢ que os pontos de “retorno” nos
actimulog dos somatodrios das estratégiaz IVAC3) e IV.3C(2D,
continuariic a ser oz mesmos, ou sSseja, para uma porg3o

correspondente no grupo de instrugBess dedicadas a cada uma
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das duas estratégias consideradas.

Assim, o© novo procedimento a ser apresentado, deve
apresentar ac menos uma porgioc do loop mais interno
"replicada” de forma a tratar oz casos por codificagdo
binaria, por envelopes e por superncodes, e para onde cada
porglo associada de acimulo das contribuigSes deve retornar
apé= o processamento de cada cédigo.

Se n3oc =e adotasse este ezquema de separagfio inicial por
categoria de processamento, e nSo se replicasse certos
trechos do programa, acabaria necessario introduzir novos
codigos adicionais {(um por cada linha contribuinte a cada
etapa basicad, para se poder determinar a gual grupo de
processamento em particular a mesma pertence.

Percebe-se que com esta forma de abordagem, conforme se
comentou no inicio desta seqgfo, =& estara bem priximo de
estratégias hibridas como as por “janelas de processmento',
con=zideradas no terceiro capitulo, e cujo objetivo final é
uma adaptagsio a mais ajustada possivel, aos padrdes

caracteristicos de cada matriz.

No caso das estratégias consideradas nesta seglo, se tem
na verdade o que se podertia chamar por categorias de

codificaclio” no lugar de ’janelas de processamento™.

A diferenga entre as abordagens, se da ao nivel da
granularidade em gue =se considera o reconhecimento de
caracteristicas: Uma granularidade elevada no caso do
tratamento por janelas, reconhecendo~ze os padres basicos
mais proeminentes, e uma granularidade intermediéria, no caso
das abordagens por ‘categorias de codificagZo” apresentadas
nesta segio.

Un nivel ainda mais baixo de granularidade ¢ por
exemplo o empregado nas estratégias simbdlicas ao e=tilo de
Gust.avson, apresentadas em IIL1.

0 gque =e percebe é que diferentes niveis de abordagens e
granularidades podem =ser considerados caso se deseje levar
sempre avante a meta proposta neste trabalho, qual seja, a de
se obter estratégiaz o© mais eficiente possiveis, mantendo
uma penalidade adicional de espago dentro de limites
toleraveis, sem se langar m3o de estratégias como a

originalmente proposta por Gustavson, e que =6 se mostrou
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invidvel em face ao seu exorbitante requisito em termos de
espago de cddigo adicional.

O gque na verdade nSo se cogitou até o momento, feoi a
utilizag®o “"gon junta” de abordagens por " janelas de
processamento’” e “categorias de codificag8Sio’, explorando o
que ambas apresentam de melhor, ou =eja, a flexibilidade de
adaptaglSo e escolha dentre varias alternativas possiveis.

Um esquema de utilizagdo conjunta de algumas destas
t.écnicas é bem simples e intuitivo, justificando portanto a
sua apresentagio.

Simplesmente nota-se que certas fases do processo de
eliminagio, com particular atengfic o tratamento supernodal e
o completamente denso {(gue na verdade pode s=ser visto e
implementado como um mero cazo particular de processamento
supernodal), podem e devem =er considerados de forma isolada,
cazsoe =e esteja pensando em elevar a eficiéncia final dos
céddigo=s de eliminagfo.

A estratégia mais intuitiva a se seguir, e Jque reune
praticamente quase todas as formas de processamento propostas
e apresentadas, ¢ simplesmente se considerar apenas 4 classes
de janelazs numa primeira analise das caracﬁeristicas de cada
matriz a se processar, considerando-se apenas o083 2 Ccasos
completamente diagonais, o= por geragio do= fatores por
linhas, os por processament.o supernocdal e o caso
completamente denso.

Estas 4 classes, englobam todas as demais consideradas
na segio IIl4, e desta forma se mostram as mais adequadas a
se tomar como “eixos" coordenados.

Az classes diagonal, supernodal, e completamente densa,
podem ser imediatamente reconhecidas, e tratadas de forma
dedicada pelos métodos apresentados ao longo deste +trabalho,
o gue deixa todas as demais porgbes restantes para serem
abordadas via o= esquemas tipo CCrout simétrico propostos
neste capitulo.

0 que se passa a congiderar num nivel seguinte de
granularidade, =80 as 3 "categorias de codificagio” <{(como ze
denominou nesta segdol.

O que o leitor com justificada raz3oc pode se perguntar,
& porque incluir um tratamento supernodal tanto no nivel de

mais alta granularidade, como num nivel intermediario.
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A explicag3ov advém de um detalhe até entSoc ainda nXo
comentado, de gque na verdade existem duas formas de

processament.o supernodal passiveis de exploragSo.

A explorada num nivel de granularidade mais alta, diz
respeito apenas a combinag&o escalar das linhas
correspondentes a um mesmo supernode, de modo a se cancelar
og sSeus elementos correspondentes na porgd3io triangular

inferior da matriz de fatores.

Para melhor compreensio deste fato, tomemos um caso
particular de supernode como a porgio completamente densa ao

final de uma matriz como a da fig JII<3> por exemplo.

O gue a abordagem por “janelas de processamento”
conzidera, ¢ que a porglo densa dos fatores sera na verdade
gerada e processada em duas etapas. A primeira delas,
correspondendo a subtrag8o de todas as linhas anteriores nas
jJanelas 3 e 4 da porgio densa, e que corresponderia a
eliminag&oc dos elementos da faixa destacada A esquerda desta
porgiio. Nesta fase o método empregado continua a ser o de
geracgio por linhas, =6 que gerando-se de forma apenas parcial
oz elemento=s correspondentes de cada linha na porgdo densa.
Na etapa =seguinte ¢ gque sSe processa uma eliminagdc por
“sub-matrizes", e esta =im, de forma completamente densa,
poiz 6 leva em conta o cancelamento dos elementos a esquerda
da diagonal contidos na regifioc densa. Ou =seja na segunda
etapa, as contribuigBes podem ser processadas de forma
supernodat ou completamente densa em particular, pois
correspondem apenas as contribuiges de linhas cujo padr3o

estrutural ¢ o mesmo.

Este processamento relatado ¢ o que se aplica num nivel
mais elevado de granularidade, como numa abordagem por

Janelas.

O processamento da forma supernodal presente numa
granularidade intermediaria como a das “"categorias de
codificagdo”, se da por uma razio bem distinta, pois na
verdade assumindo-se que uma abordagem por Janelas
inicialmente tenha sido adotada, o processamento restrito das

linhas de cada supernode acabaria sendo efetuado de forma
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dedicada jA& nesta fase, e o© gque realmente sobra para se
considerar na granularidade a seguir, é o CASO das
contribuigBes de supernodes em linhas base gue n3o pertengam

a supernode algum.

Nestes casos, a presenga de supernodes dentro do
conjunto de linhas contribuintes sobre uma dada linha base,
pode =ser explorada a wum nivel menos eficiente do gue na
granularidade mais alta {(quando todas as linhas de um mesmo
supernode s8o processadas em varias etapas basicas

consecutivas e de uma mesma forma)d.

O que =e pode fazer gquando se detecta a presenga de
supernodes na estrutura de linha=s contribuintes, é
gimplesmente agrupar os seus componentes ¢ processar as
atualizagBes relativas a cada uma das colunas da linha base,
utilizando-se para tal, um mesmo e uUnico cbédigo, no lugar de
um caddige por coluna que seria indispensavel nas demais

formas de codificag3o.

A eficiéncia que se ganha portanto € em compactag8o de
informagio, e n8o em aumento do desempenho a nivel de menores
tempos de execug8o <{como por exemplo gquandc =e trata
todo o conjunto de operagfes relativas apenas a= linhas de um

mesmoe supernodel.

Percebe-se que numa abordagem por supernodes numa
granularidade a nivel intermediaArio, pode-se langar m3o para
o processco de acimulo das contribuigBes, da mesma estratégia
empregada para o tratamento por “envelopes™, pois a uUnica
diferenga com relagdo a esta abordagem, ¢ que no caso por
envelopes mais geral, oS indices reduzidos iniciais,
associados a cada linha, podem ser distintos, enquanto que na
presenga de supernodes, tals indices se mantém constantes por

todas as colunas da linha base envolvidas.

De posse de t.odos as diretivas e comentarios
apresentados, passa-se  portanto a especificagdo de um
procedimento hibride por ‘“categorias de codificagie", e que
pode ser adotado como o esquema preferencial de geragfo dos
fatores por linhas, durante a etapa de divis3oc do problema

por janelas de processament.o.
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Procedimento IV.4(1)> Eliminac8co via Categorias de Codificag3io

ncod ¢« 0O
nk « 0
nkf « O
nadr < 1
njadr « 0

para i de 1 até n faca

IUPCIY « IUGD
piv ¢« DICD
kbeg < IUTCD
nkf ¢« nkf + 1
kf ¢« LSTKF{nkf>

caso CGATCODAY seja

1: execute
CODBIN;

2: execute
CODENY;

3: execute
CGODBIN, nkf « nkf + 1, kf ¢ LSTKF{(nkfD,
CODENYV;

4: execute
COoDSUP;

execute
CODBIN, nkf <« nkf + 1, kf ¢ LSTKF{nkf>,
CGODSUP;

“

6. execute
CODENV, nkf « nkf + 1, kf <« LSTKF{(nkf>,
CGODSUP;

7: execute
CODBIN, nkf <« nkf + 1, kf ¢ LSTKF<{nkf>,
CODENV, nkf « nkf + 1, kf <« LSTKF{nkf2,
CODSUP;

fim caso CATCODD
DIGY « 1 /7 piv

fim para i

termine procedimento principal

{continua na préxima pdginw
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(continuag8o da pdgina anterior?

Processamento via Codificag8oc Binaria

CODBIN:
o nk ¢« nk + 1
kend ¢ LSTKEND{nk>
r ¢« 0
para k de kbeg até kend faga
r ¢«r + 1
I ¢« JUT<kS
P« IOPCED
IUPCLY « IUPCLY + 1
um  « UN(pr) * DICID
piv ¢ piv - UN(pr) * um
UN(pr) < um
P« (pr + 1>
fim para k
njadr ¢ njadr + 1
nadrf ¢ LSTJADR(n jadr>
para jadr de nadr até nadrf faca
= < 0
ncod « ncod + 1
vAa para (Bo, Bi’ Bz, BS’ 34, BS’ 86, 87)
em fungdo de LSTCOD(ncod>
3 UNCLSTADDC jadr2>> « UNCLSTADDC jadr)» - =

fim para jadr
nadr <« nadrf + 1
kbeg « kend + 1

se kend # kf vA para o

retorne ao ponto de chamada

(continua na préxima pdgino
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(continuagdio da pégina anterior)

Processamento via Codificag3ioc por Envelopes
CODENY:
o’: nk « nk + 1
kend ¢ LSTKEND<nk)
r ¢« kend -~ kbeg + 2
para k de kbeg até kend facga
r¢«r -1
? « JUT<KS
P« IUPCLY
IUPCID « TUPCID + 1
um < UN(pr) * DICI>
piv ¢« piv - UN(pr) L ] um
UN(pr>  um
P« (pr + 12
fim para k
njadr < njadr + 1
nadrf ¢ LSTJADR(n jadr>
para jadr de nadr até nadrf faga
= « 0
ncod « ncod + 1
va para (EO, Ei’ Ez, E3, E4, EB’ 86’ E7)
em funciio de LSTCOD(ncod)
3’ UNCLSTADD jadr> ¢« UN(LSTADD(jadrd) - s
fim para jadr
nadr <« nadrf + 1
kbeg <« kend + 1

se kend # kf vaA para o

retorne ao ponto de chamada

{continuao na préxima pdaginod
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tcontinuag8io da pdégino anterior?

Processamento via Codificacgfo Supernodal
CODSUP:
o’ nk ¢« nk + 1
kend ¢« LSTKEND<(nk>
r ¢« kend -~ kheg + 2
para k de kbeg até kend faca
r ¢«r -1
T « JUT<KkD
p_ IUPCL
IUPCLY « IUPCIS + 1
um_ o« UN(pr) % DICED
piv ¢« piv - UN(pr) * um_
UN(pr) « um
p_ < (pr + 1>
fim para k
ncod ¢« ncod + 1
icod ¢ LSTCOD<(ncod>
para j de IUGD) até IUFA) faca
= ¢« 0
VA para (So, Si’ Sz, Sa, 34, SB’ 56’ 5’7)
em funcgl3o de icod
3% UNCjY « UN(jJO - =
fim para j
kbeg « kend + 1

se kend # kf va para o’

retorne ao ponto de chamada

{continua na préxima pdgina)
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tcontinuag@ic da pdagina oanterior)

Acaimulo por decodificagXo Binaria

B_: VA para 3
B,: = e—s+umis=UN(pi)
N
P, € (pi 1>
VA para 3
B s+s+um2:lrUN(pz)
N
P, « (pz 1>
vA para {3
B, 8 «s + um ¥ UNCp D + um. % UN(p >
1 i 2 2
o+
P, « (p1 1>
Y
pz « (pz 1>
vA para [?
B : ses+um3*UN(pa)
Py
vaA para 3

<« (pa + 1>

B_: 5 ¢« = + um, * UN(pi) + um_ % UN(ps)
P, « Cpi + 1>
P, « (pa + 12
va para f3
B : 8 ¢« + um_ % UN{p_ > + um_ * UN(p D
2 2 3 3
P, « (p2 + 1>
-+
pa « (Ipa 1>
vAa para f3
B_: = = + um % UN(p > + um x UNCp D + um_ % UN{p >
1 1 2 2 3 a
o+
P, « (pi 1>
P, « (pz + 1>
-
P, « (ps 1>
vA para f3

(continua no préxima pégina
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(continuaglo da pégina onterior

Acimulo por decodificag@io via Envelopes

E : VA para ¥
E,: se—s+umin&UN(pi)
+
P« (pi 1>
vA para ¥
E_: g ¢35 + um % UNCp > + um_ % UN(p D
1 1 z 2
P, « (p1 + 1>
P, « (pz + 1>
vA para ¥
E_: 2 ¢« s + um & UNCp > + um_ * UN(p > + um_ % UNC(p >
i 1 2 2 a 3
+
L, « (pi 1>
P, « (pz + 1
+
p, € (ps 1>
va para ¥
E S €es + um % UN(p D> + um_ x UNCp > + um_ »x UN{p D
1 i 2 z 3 a
+ um x UN(p D
4 4
-+
P, <« (p1 1>
Y
pz <« (pz 1>
-+
P, « (pa 1>
+
p, « (p4 1>
va para /¥

E_: s ¢« = + um * UNQpi) + um, * UN(pz) + um, * UN(pa)
+ + +
um #* UN(p4) um, % UN{ps) umd *® UN(po_)
+ um_ * UNCp D
7 7
<« (pi + 1>
(pz + 1>
{p_ + 1
{p + 1>
-+
+

T
N

w
RN T S

3
<p 1>
{p 1>
? (p7 + 15
va para 3’

& U w

G

T VIR
uoe

tconiinua na préxima pdgina)
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(continuag8o da pdgina anterior)

Acdmulo por decodificag@io Supernodal

8. vA para 3
S se—s-l-umi*UN(pi)
+
L, € (pi 1>
vAa para 3
5. 5 = + um, * UN(pi) + um_ x UN(pz)
-+
p, < (p1 1>
-+
P, € (pz 1>
va para 2’
: +
5. 2 ¢ = um_  * UN(pi) + um,_ % UN(pz) + um_ * UN(pa)
-+
p, « (pi 1>
-+
P, « (pz 1>
P, « (pa + 1>
vA para 3%’
: = + +
.5'4. s ¢« = + um UN(pi) um, x UN(pz) um_ UN(pQ)
+ um_ % UN(p D
4 4

P, « (p1 + 1>
r, « (pz + 1>
p, « (pa + 1>
p, « (p4 + 1)

vA para 3

.5‘7: s ¢« =3 + um % UN(pi) + um, X UN(pz) + um, * UN(pa)
-+
um * UN(p4) + um_ * UN(pB) + um * UN(po_)
+ um_ * UN(p7)

P, <—(p1+1)
pze(pz+1)
pae(ps+1)
p4<—<p4+1)
pse(ps+1)
pde<p6+1)
b« {p_ + 1O

~

?
vA para 3

fim de todos os procedimentos
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O procedimento listado nas paginas anteriores, e mostra
aparentemente “complexo”, porém cada uma de suas etapas
basicas jA foi devidamente analisada em separado, nas
diversas segles deste trabalho.

Como se havia comentado, a “extensico" do cbddigo, deve-se
a ‘replicagido” de uma parcela consideravel de trechos
praticamente idénticos, a menos de alguns pequenos detalhes,
comentados a seguir.

O primeiro deles, é de gque langa-ze mioc de mais um vetor
auxiliar LSTKF, e que indica para cada etapa basica i1, as
posiges finaiz no vetor JUT, de cada uma das formas de
codificag8o adotadas para geragdo da linha base
correspondente.

Ou seja, assume-se gque ac me  iniciar o procedimento
IV.4<1>, o vetor JUT tenha sido ordenado nZo apenas de forma
ancestral, mazs também por categoria de processamento, com as
posigles iniciais correspondendo ao grupo de linhas
contribuintes a serem processadas mediante uma codificag8o da
forma binaria, seguidas pelos grupos de familiazs a serem
processadas mediante uma cgodificag8io ancestral por envelopes,
e finalmente seguido dos diversos grupos de linhas
correspondentes a superncdes.

Deste modo, mediante um outro vetor auxiliar CATCOD,
indicande as categorias de codificag8o a serem empregadas em
cada linha, pode =e processar cada grupo de linhas de forma
dedicada, simplesmente varrendo-se o vetor JUT, por etapas,
{delimitadas pelas posigBes kbeg e kend).

Com esta estratégia, o wvetor CATOOD contém uma
informagdio binadria de 3 bits, e gque pode ser facilmente
decodificada, como nos mostra o procedimento principal, com o
primeiro bit indicando a presenga de linhas a serem
processadas mediante codificag8o binaria, o =segundo bit
indicando a presenga de linhas a serem tratadas por envelope,
e o ultimo bit da coodificag8oc de CATCOD(i>, indicando a
presenga de tratamento superncodal para alguma das linhas
cont.ribuintes da etapa basica <.

Os procedimentos via codificag8o e acumulo na forma
binaria, bem como o3 basecados na codificag8o e acimulo

ancestral por envelopes n3o foram modificados em relagio aos
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respectivos procedimentos apresentados nas segles onde foram

originalmente descritos.

A Unica exceglo, como se havia comentado, & gque o=
rétulo= de desvio utilizados, agora necessitam ser
explicitamente distintos do= utilizados na apresentagso
original de cada procedimento, pelo fato de duas classes
distintas de caddigos estarem presentes na implementagdo

hibrida.

O uUnico procedimento gque passa a ser incorporado, é o do
processamento supernodal, e que difere ligeiramente dos

demais.

Uma das diferengas ¢ que n3oc se precisa utilizar uma
lista simbdélica de enderegos para se determinar a pomigHo
correspondente na linha baAsica, uma vez gue toda a sua
estrutura de colunas contendo element.os nAEo nulos

acabari sendo operada.

Com isso, o acesso aos elementos da linha base, ficam
ainda mais eficientes, pois troca-se o0 acesso indireto por
listas =simbdélicas, por um acesso sedqlencial contiguo, na

variavel J, varrendo toda a extens3c da linha base.

O outro fato a =e comentar, ¢ gque ndo se precisa mais
acessar o vetor LSTCOD para cada uma das colunas da linha
base, {(de modo a buscar a informagfoc do indice relativo na
representagio reduzida, correspondendo a primeira linha
contendo uma contribuig3o distinta de zero?, visto que tal
informaglo ¢ a mesma e constante ao longo de todo o processo

de acamulo das contribuigBes via supernodes.

Assim essa informagio ¢ acessada apenas uma Unica vez,
{fora do loop em Jj, correspondendo a varredura dos elementos

da linha base corrented.

O gque ficaria faltando se apresentar, =seria todo o
procedimento de geragloc da codificagS8oc por categorias, e
cujo resultade seria o de fornecer justamente a=z estruturas

auxiliares para o procediment.o IV.4<1).

A extensHo e o grau de detalhes de tal procedimento sZo
taiz, que levaria a uma extensio demasiada da exposig8o de

téconicas que ja foram apresentadas em seqles isoladas deste



208

trabaltho.

Desta forma, optou-se por finalizar esta segdo, com
alguns comentarioz gerais sobre a nova estratégia proposta, e
a apresentagSo de alguns esquemas alternativos gque podem vir

a ser incorporados no futuro.

A primeira observagio, ¢ de que estratégias ainda mais
elaboradas de codificag®o e implementagfico do acimulo dos
produtos esmcalares podem =er consideradas, especialmente na
presenga de caracteristicas do tipo supernodal, como por
exemplo processar-se 2 linhas base simultineamente ao invés

de uma Ynica linha base por cada etapa.

Nestes camo=s, uma codificaglio a se considerar poderia
ser da forma apresentada na codificagSco IV.4<{4), em qgque =e
condidera o cazo de duazs acumulagBes simultineas para cada

coluna.

A grande vantagem de um esquema desta forma, estid na
melhor exploragio de recursos como memoria cache ou
utilizagdo de registradores {em arquiteturas com um numero
expresgivo de registradores de ponto flutuante, comoe as do

tipo RISO por exemplod,

Tal fato ocorre, pois apenas os fatores multiplicadores
um =380 distintos no processamento de uma linha base para
outra, com os acessos a posigies de memdria UN(pl) sendo

CoOmuns.

Az=sim em maquinas dispondo de um nimero suficiente de
registradores, os fatores multiplicativos um seriam
armazenados em cada registrador, e oz acessos as posigGes

UN(’pL) =06 seriam efetuados uma Unica vez.

Esta exploragdo da “"localidade™ dos acessos a
posigSes de memdéria sem davida & merecedora de atengdo nas
novas arguiteturas, visto quase todas sem excegfio, contarem
com mecanismos eficientes de aproveitamentce das informagfes

localmente acessadas em tempos de execug3o.
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Codificacio IV.4(4) Acumulacgio “mdaltipla™
7 sl ¢« s1 + um; E UN(p7)

=2 ¢« =2 + um: a* UN(p7)
P € €p7 + 10

6 s1 « =1 + um® % UNCp D
S [+

S2 « =2 + um- % UNCp O
[ <
-+
<« (pd 12

5 =1 « =1+ um; * UNCp >

s2 « =2 + um: * UNCp>
- (p5 + 1>

4: s1 ¢« =1 + um: * UNCp >

S22 ¢« 52 + umi ® UN(p4>
P« (p4 + 1>

4
3: s1 ¢« 31 + um; " UN(pa)
S2 « s2 + um: * UNCp >
8 ¢ (pa + 1>
2: 1 « s1 + um: * UN(pZ)

S2 e =2 + umz * UNCp >
P JR (pz + 1>

1: =21 ¢« s1 + umi L) UN{pi)

S2 ¢ 2 + um: * UNCp >
L € Cpi + 13

O: retorne ac ponto de chamada

Um outro comentario gue se pode fazer com relagdo ao
tipo basico de acesso efetuado pelas estratégias tipo Crout
propostas neste capitulo, ¢ gque por se basearem no acmulo de
produtos escalares, além das vantagens de maior estabilidade
numérica em fungd3o da possivel utilizag8o de precisfo dupla,
como jA se havia comentado, o que se oferece ¢ justamente uma
melhor exploragio do uso de registradores pois os acmulos de
parcelas intermediarias do somatdédrio, nio  precisam ser
armazenados explicitamente de wvolta a posig8oco de membdria

correspondente a varidvel s (responsavel pelo acumulo),
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podendo se efetuar todo o processo de somas com os resultados
parciais armazenados apenas em registradores.

Ezsta ¢ uma vantagem que 3¢ pode ser compartilhada com os
métodos ao estilo Gustavson, onde a estratégia originalmente
apresentada era justamente um método de Crout simbdlico,
Justamente em fungdo daz vantagens supra mencionadas.

Nas demais estratégias convencionais, via o uso de
vetores de trabalho expandido, incorre-se em overheads nHo
apenas no processo de descompactagSo/compactagdo, mas
fundamentalmente no nivel do loop mais interno, pois oz
valores acumulados no vetor expandido W necessitam =ser
reescritos de volta a meméria a cada varredura da linha base
{correspondendo as operages de subtragdo de uma linha
contribuinte anterior?, simplesmente porque na forma de
processament.o das contribuigSes linha a linha, os valores
temporariamente obtido=s nas colunas de W nao serem
definitivos.

Numa abordagem por Crout em gque apenas uma varredura se
mostra necessaria, os valores definitivos de cada
element.o nd3o nulo da linha basica, podem ser definitivamente
escritos a medida em gque se v3o processando as  colunas
asmsocidas.

Neste caso, apenas um acesso final de modo a se escarever

o valor definitivo mostra-se realmente necessario.

® O que vale se comentar também, & gue embora um dos
aparentes overheads da abordagem via Crout apresentada nesie
trabalho, gqual sejaoa um possivel numero excessive de
varreduras na linha base corrente, na verdade se enconira
presente em 8o ou maior grau, nas abordagens convencionais
via o uso de vetores de itrabalho, pois simplesmente nestes
casos, se efetuam necessdariamente multiplas varreduras,
cada uma assoctada a uma dada linha contribuinte em

particular.

Ou seja, numa abordagem por Crout, em gue o namero de
varreduras seja proéximo de um valor constante 7 {a cada etapa
basicald, a estratégia de utilizagdo de listas simbdlicas de
enderegos para se acessar apenas as colunas necessarias na
linha base, torna a implementagZc do método de Jdrout

seguramente mais eficiente do gue uma implement.agso
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tradicional via o uso de vetores de trabalho.

O prego que =se terd de pagar em termos de espago
adicional com a lista de enderegos, sera alto, porém com uma
constante de proporcionalidade ditada pelo namero médio de
varreduras v multiplicado pelo namero total de elementos nSo

nulos da matriz de fatores.

Nos casos em gque duas ou trés varreduras mostram-se
suficientes, percebe-se gque este overhead ainda se encontra
dentro de wum limite toleravel, tendo em vista wum melhor

desempenho em tempos de execugHo.

Nos casos em que o numero de varreduras torna-se maior,
uma estratégia nio apresentada formalmente neste trabalho, €
simplesment.e se congsiderar uma variante da forma de varredura
tradicional como a apresentada no procedimento IV.1K3) (e que
indiscriminadamente passa por todos os elementos da linha
base), simplesmente incorporando ao loop mais interno em cada
varredura um par reduzidoe de indices, correspondentes a
delimitag8o da maxima disposigio estrutural de colunas a

serem consideradas em cada etapa basica em gquestSo.

Ou =seja, restringir-se a varredura, apenas ao conjunto
de elementos nSo nulos na linha base, compreendidos dentro do
maior padriio de contribuigSoc a ser encontrado em cada

varredura.

Tais estratégias, conferem portanto ainda mais
flexibilidade para uma implementag8co gque aoc mesmo tempo
atenda aos objetivos de tempo x meméria, de forma um pouco

mais balanceada que as demais.
As vantagens de estratégias tipo Crout, =3c portanto:

- Evitar o acesso desnecessaric a posigBes temporarias de
meméria, escrevendo-se apenas o valor definitivo de cada novo
fator gerado, permitindo uma eficiente exploragio da

localidade de acessos, e a plena utilizagfSo de registradores.

*® Perfazer um namero mignificativamente menor de
varreduras e inicializagBes de loops do gue as estratégias

convencionais mediante vetores de trabalho expandido.
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Uma dltima observagfio a se fazer nesta seglo, € de que
ao menos uma variante do método de reordenamento ancestral,
j4 wvinha msendo utilizada a longa data na literatura, sem que
se percebesse tratar-se apenas de um caso muito particular de

reordenamento ancestral.

Simplesmente ao se langar mi3c de um tratamento especial
por supernodes, o gque se estad implicitamente considerando, &
uma forma trivial de reordenamento, na gqual as linhas
contribuintes relativas ao supernode 80 naturalmente

deixadas para o final do processo de eliminag8o a cada etapa.

Tai=s linhas pertencentes a superncdes =3oc por construgdo
as Ultimas linhasz consecutivas na estrutura de UT, razaoc pela
qual nunca se havia pensado em reordena-las até entdo, wvisto
ja =me encontrarem numa ordem julgada a principic a mais
indicada, <(ou =seja a ordem seqlencial crescente doz indices

associados a cada linha da transposta de U,

® Uma outra cbservacio ainda mais esclarecedora, ¢ gue num
caso atnda mais particular de estrutura supernodal, como o de
mairizes banda, e onde originalmente tiveram origem oS
métodos de armazenamento "por envelopes’, jd se fazia o mesmo
tipo de reordenamento ancestral impicito, (sem se perceberl,
stmplesmente pelo fato da ordem natural das contribuicdes ser

a mais propicia a se adotar num esguema por envelopes.

Na verdade percebe-se agora, gue a representagdo por
envelopes nio foi "feita" apenas para matrizes banda, mas sim
para qualguer matriz, pois seguindo uma ordem ancestral de
contribuicBes na representagfio reduzida das linhas em cada
familia, a estrutura final ¢ da mesma forma que a encontrada
nas matrizes de caAlculo estrutural nas Gltimas décadas, com
matrizes tipo banda sendo apenas o caso particular mais

simples e reconhecido de aplicagdo implicita desta técnicad.

O gque =e nota com este trabalho, & que se abre um novo
leque de opgBes em fungdoc de outros reordenamentos de
contribuiges que porventura venham a ser idealizados no
futuro, bastando gue de=eje desvendar novos segredos, gque por
ora ainda soariam como enigmas encrustados numa entre tantas
outras conchas de uma praia deserta, mas inteiramente aberta

e exposta ao poder da curiosidade humana.
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Capitulo V

RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo s3o apresentados resultados
computacionaiz "preliminares", com o objetivo de =e comparar
o desempenho de algumas das metodologias apresentadas ao
longe do texto, em uma arquitetura escalar convencional

tipicamente encontravel nos dias atuais.

Para tal =me utilizou de uma configurag&o IBM-PC
compativel, com  processador INTEL 80486 /DX-2 com clock
interno de 66 Mhz, barramento ISA em 11 Mhz, 8 Mb de meméria
principal em Zero Wait-State <{com tempo de acesso de 70
Nano-segundos), 256 Kb de meméria cache em Zero Wait-State
{com tempo de acesso de 20 Nano-segundos e opglo de leitura
em 2-1-1-1 ciclog), BIOS AMI Vers3c 1992 e chipset OPTi
modelo OP495SL.G.

O ambiente de programagiio contou com o MS-DOS 6.2,
gerenciador de meméria QEMM 7.01, cache de disco NCACHE 2.0,
compressor de dados STACKER 3.0, e compilador FORTRAN Lahey
(F77L-EM/32> Vers3o 4.01 com DOS-Extender Ergo <0S386> Vers3o

2.1.05.

As opgBes de compilagdio utilizadam =80 apresentadas

abaixo, a titulo de complementagio.

F77L-EM/32 - FORTRAN 77, Version 4.01;
(C) Copyright 1988 through 1991; Lahey Computer Systems, Inc.

ODPTION DEBCRIPTION OPTION DESCRIPTION

/n0 - Standard FORTRAN 77 IMPLICIT /nk = No Line-number table

/n7 - Optimize inter-statement /nP =~ No constant arg Protection
/nA2 - No allocatable array checking /n@ =~ No Buirky situations

/nB - No Bounds checking / R = Remember local variables
/nC - lIgnere nonstandard usage /n§ - No SOLD file created

/nCl - INTEGER constants 4 bytes /nT - INTEGER#4, LOBICAL#4 default
/' D ~ DIRECT files without headers /' V =~ VBX Fortran interpretation
/nH - No Hardcopy source listing / W - Display Warning messages
/nl - No Interface checking /nX - No Xref listing

/nKk - GBenerate 80x87 code / Il - Production OptimiZations
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Os problemas teste considerados foram extraidos de
aplicages reais, do conjunto de problemas da NETLIB [G441,

D541, voltados para a Area de Programagdio Linear.

Segue-ze portanto na fig V(1), uma tabela descritiva com
os nomes e dimensSes dos problemas (jA transformados na forma
simétrica, definida positiva, mediante o produto A AT), bem
como © numerco de fatores triangulares Jdinferiores), apés a

et.apa de fatoragio simbdlica.

Problem Rows | nonz((PA)TPA) nonz(L)
Afiro 27 90 107
ADLittle 56 377 404
Scagr? 129 606 734
Sc205 205 654 1182
Share2b 96 871 1026
Sharelb 117 967 1425
Scorpion 388 1915 2324
Scagr25 471 2370 2948
ScTapl 300 1686 2667
BrandY 220 | 2190 2850
Scsdl 77 | 1133 1392
Israel 174 | 3545 3707
BandM 305 2929 4114
Scfxmli 330 3143 4963
E226 223 2683 3416
Scrs8 490 1953 5134
Beaconfd 173 1720 1727 -
Scsd6 147 2099 2545 -
Ship04s 402 2827 . 3134
Scfxm2 660 6306 9791
Ship04l 402 4147 4384
Ship08s 778 3552 4112 -
ScTap2 1090 6595 14870
Scfxm3 990 9469 14619
Shipl2s 1151 4233 5063
Scsd8 397 4280 5879
ScTap3 1480 8866 19469
CzProb 929 6265 6655
Ship081 778 6772 7128
Shipi2l 1151 8959 9501

fig V(1> Problemas Teste da NETLIB
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Inicialmente apresenta-se na fig V(2), uma tabela com os
tempos de execugdo para algumas fases complementares de
pl;é-processamento inicial, como o© reordenamento O&timo, a
fatoragdo simbdlica, a transposigdo estrutural visando
reordenar a estrutura de fatores por colunas em cada linha, e
o tempo gasto no procedimento de reordenamento ancestral das

colunas em JUTORD.

Tenpo de computacap em Segundos

PROBLEM OPTIMAL ORDER  SYMBOLIC FACTOR  SYMMETRIC TRANSP ANCESTRAL REORD

afiro 9.94E-03 1.70E-04 2. 20E-04 2. 20E-04
adlittle 1,75E-02 4,40E-04 7.60E~04 9.80E~-04
gc205 2.28E-02 1,68E-03 2., 20E-03 3.05E-03
sharelh 4,77E-02 1.95E-03 3,00E-03 3.30E-03
scorpion 6. 10E-02 3. 30E-03 5.80E-03 5. 50E-03
sctapl 4, 7BE-02 3, 30E-03 4,95E-03 7.40E-03
scagr2s 5.88E~-02 4,30E-03 4. 40E-03 1.10E~02
igrael 1.74E-00 1.70E-02 2,70E-02 2.20E-02
brandy 2.07E-01 3.80E-03 7.10E=-03 7.70E=-03
bandm 2.41E-01 4. 10E-03 92.90E-03 1.16E-02
scfuml 2,01E-01 6.460E-03 1. 10E-02 1.10E-02
226 1.,96E~01 4,40E-03 7.80E~03 8.B0E-03
scref 2.55E-01 7.60E~03 1,32E-02 1.846E-02
beaconfd 1.93E-01 3.55E-03 5.79E=-03 &,35E-03
scedb 9.23E-02 2.B0E-03 4,90E-03 b4,460E-03
ship0O4s 1.4%E-01 4,40E-03 7.60E-03 8.80E~-03
czprob 9.89E-01 6, 00E-03 2,20E-02 2.20E-02

fig_V(2) Fases complementares de pré-processamento

A seguir, apresenta-se na fig V{3, o) tempo de
fatorag8oc, expresso em segundos, para algumas alternativas
consideradas neste trabalho, especificamente para o caso de

sub~matrizes "densas".

Tempo de Fatoracao em Segundos (Matrizes Densas)

NUMFAT 7.72E-05 3.44E-04 2,06E-03 4.10E-03 1.35E-02 2,54E-02 9.89E-02
LSTFAT 4.2BE-05 2,3BE-04 1,46E-03 5,63E-03 1.25E-02 2,57E-02 1.G56E-0I
ROWFAT 5.38E-05 2.74E-04 1.71E-03 5.32E-03 {.19E-02 2,32E-02 9.31E-02
COLFAT 4,44E-05 2,33E-04 1.5S0E-03 4,75E-03 1.12E-02 2.14E-02 8.74E-02
RECFAT 3.54E-05 1.69E-04 1,02E-03 3.53E-03 7.53E-03 1.41E-02 G&.61E-0Z
BUSFAT 2.52E-05 1.37E-04 9.47E-04 3,28E-03 =-- ND -- ~-- ND -- ~-- ND --

(#) -- ND -- = Nao Disponivel {(codigo geradoc excedeu capacidade do compilador)

fig_ V(3> Fatoragfio de matrizes densas
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A rotina NUMFAT, corresponde ao procedimento
convencional por linhas, com geragio dinAmica da informag&o

da transposta de U, apresentada originalmente em IP1lL

LSTFAT, corresponde a um procedimento simbdélico por
“"listas de enderegos™, com gerag3c por linhas, conforme

apresentado na segfo IILZ2.

ROWFAT e CQOLFAT, correspondem aos procedimentos
convencionais wvia o uso de wvetores de trabalho, com geragio
dos fatores por linhas/colunas, como apresentado na segdo

I1.4.

RECFAT corresponde ao procedimento exclusivamente
voltado para sub-matrizes densas, baseado na exploragdo da
“"recurgividade” do codigo no estile loop free apresentado na

segio IIL1.

Finalmente GUSFAT corresponde a um procedimento tipico
no estilo de Gustavson 1G141, com um cédigo FORTRAN
proporcional ac namero total de operagBes aritméticas (e que
no caso denso considerado em particular, €& governado por um

crescimento da ordem de n° linhas de codigod.

Cabe ressaltar, gue na abordagem puramente no estilo de
Gustavson, o tamanho do cdédige gerado, ja para matrizes de
dimens8Sic superior a 30, superou os limites do particular
compilador FORTRAN utilizado, raz3o pela qual, s6 se dispde
de medidas de tempo de execugdic até o maximo wvalor tolerado

de n para esta forma de abordagem.

Apresenta~-z=e a seguir, na fig V{43, o= temposm de
fatoragsSo para um £rupo de problemas extraidos
eletronicamente da NETLIB, em gue oS procedimentos
convencionais via o uso de vetores de trabalho expandido, com
geracao por linhas/colunas, sao comparados com duas
implementagtes do método de codificag8oc bindria {apresentado
na segio IV4). O procedimento BINFAT se baseia numa
varredura completa com cddigos associados a  todos o
element.os de cada linha base, ac passo gue ADRFAT se baseia
na utilizagso concomitante de uma list.a gimbdlica de

enderegos, especificando apenas os elementos necessarios.
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Tempos de execucao em segundns

FROBLEN COLFAT ROWFAT BINFAT ADRFAT

afiro 3.40E-04 5,30E-04 4,.50E-04 3.90E-04
adlittle 2,00E-03 2.30E-03 2.20E-03 2.10E-03
5205 4,95E-03 5.75E-03 6.35E-03 5.75E-03
sharelb {,156-02 1.29E-02 9.03E-03 8.30E-03
gcorpion 1.32E~02 1.43E-02 1.49E-02 1.43E-02
sctapl 1,70E-02 1.B&E-02Z 1.B2E-02 1.70E-02
scagr2d 1.3BE-02 1.54E~02 1.77E-02 1{.77E-0Q2
israel 6.80E-01 6&.42E-01 1.75E~01 1.7&4E-0I
brandy S.17E-02 5.39E-02 3.19E-02 3,0BE-02

bandm J.16E-02 G§.3BE~02 4,40E-02 4.1BE-02
scfxml 5.50E-02 G5.92E-02 4.62E-02 4,40E-02
226 4.40E-02 4.62E-02 3.52E-02 3.30E-02
scrsl 1.04E-01 1.09E-01 &.70BE~02 &,24E-02
beaconfd 3J.63E-02 3.6BE-02 2.26E-02 2,14E-02
gcedé 2,37E-02 2.53E-02 2.31E-02 2,25E-02

ship04s  2.75E-02 2,785E-02 2.26E-02 2.10E-02
czprob 8.02E-02 7.90E-02 §.2BE-02 4.38BE-02

fig_ V(4> Fatoragioc de matrizes extraidas da NETLIB

Complementando o= resultados apresentados nesta seglo,
apresenta-se na fig V(58>, uma medida deo tempo gasto com fases
auxiliares do processo de resolug8Sc de sistemas, como a fase
de retro-substituigBes implementada no procedimento SOLSYS,
bem comeo duas estatisticas de importéncia para a comparag3o
do dispéndic total dos métodos baseados em formas de

codificagfo, como os do capitulo IV.

Neste caso, apresenta-se em CODBIN e CGODENV, uma medida
do tempo gasto Unicamente com os procedimentos de codificagiio
bin&ria, e por envelopes, para o mesmo conjunto de problemas

teste.

Doz resultados apresentados, percebe-se que como foi
comentado em segles anteriores, o tempo de codificagdc na
pratica se mostrou comparavel ao tempo de uma fatoragdo
numérica adicional, o gue considerando-se o escopo de
aplicagZo das novas rotinas propostas, em aplicages onde o
niamero de refatoragles numéricas deve smer significativo, nos

mostra que as abordagens apresentadas neste trabalho, se
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encontram nco “caminho correto’”, no sentido de se poder

alcangar maiores redugBes dos ocverheads computacionais.

Tempos de execucao em segundos

PROBLEM CODBIN CODENV | &S0LBYSB

afiro 1.60E-04 2.70E-04 | 2.20E-04
adlittle 1.20E-03 1.76E-03 | 7.80E-~04
s§c2035 3.00E-03 4.45E-03 | 3.00E~03
sharelb 6,55E-03 9.38E-03 | 2,73E-03
scorpion B.20E-03 {.10E~02 | 5.50E-03
sctapl 9.90E-03 1.70E-02 | §,50E-03
scagr2s 9.30E-03 1.37E-02 | 7.20E-03
israel 2.93E-01 4.,78BE-01 | 2,80E-02
brandy 2.80E-02 3.73E-02 | 7.70E-03
bandm 2,84E-02 G5.18BE-02 | 9.BOE-03
scfuml 3.06E-02 §.40E-02 | |.10E-02
226 2.42E~02 3.44E-02 | &6,40E-03
scrs8 3.3BE-0Z2 1.B4E-01 | 1.B&E-02
beaconfd 1.97E-02 3.24E-02 | 6,40E-03
scedé {.37E-02 1.9BE-02 | §,50E-03
shipOds 1,75E-02 3.90E-02 | 8,20E~03
czprab 4,18E-02 1.4BE-0! | 2.54E-02

fig V(8> Medidas complementares de tempo

Cabe lembrar, que os procedimentos basedos nas formas de
codificaglo via o método de Crout, foram implementados apenas
em FORTRAN, sem se procurar gqualguer tentativa de se otimizar
manualmente o cdédigo de alto nivel empregado para a processo

de solugio.

Conforme =e notou na segfo IV.l, a comparagiio mais
expressiva, seria implementando-se tais métodos na linguagem
C, por suas nitidas vantagens =mobre FORTRAN, no tocante ao
acessc a “listas simbdélicas de enderegos", o© que nesta
segunda linguagem, necessita ser “simulado', mediante o uso

de wvetores de indices.

Para concluir esta breve segfo, onde se apresentou
resultados ainda “preliminares’, sem gualgquer intengio de
espelhar uma estimativa a mais préxima do verdadeiro
potencial das novas abordagens, pode~=e notar que para
problemas de pequena dimensSo, o uso das téconicas de

codificagiio n&o sme mostrou tio vantajoso assim (pelo menos
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para a classe particular de problemas), muito s=e devendo ao
fato de que o= procedimentos de codificagSc nZéo terem s=ido
"otimizado=s" no sentido de uma maxima compactaglo da

informagio.

Para problemas de maior porte, especialmente aqueles em
que caracteristicas “supernodais"” se fazem notar macigamente,
como no casc do problema “"quase denso' ISRAEL, o= métodos de
codificagiio apresentaram nitida vantagem sobre as estratdégias

convencionais de solug3o.

Como comentado no final do ultimo capitulo, o método de
reordenament.c ancestral e as estratégiaz de codificagso,
permitem uma maior flexibilidade gque as demals técnicas ja
exploradas na literatura, simplesmente por permitir que novos
critérios de ordenamento Stimo {visando a redugio de
fill-in’s>, possam ser introduzidos, tomando-se como um
critério de desempate, a minimizag&o das informagtes
simbélicas necessarias para se caracterizar completamente o

processo de fatoragio.

E neste caminho que deve avangar a presente pesquisa,
com uma possivel extensS3o a novas classes de arquiteturas,
como as do tipo RISC superescalar, ou num espectro ainda

maior de arquiteturas do tipo paralelo.

Para arquiteturas escalares convencionais, muito ainda
pode ser feito, num terreno onde a principio se julgava

completamente "exaurido" de possibilidades.
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Capitulo VI

CONCLUSOES

Em face do elevado nimero de alternativas e estratégias
de solugslo apresentadas neste trabalho, conclustes
definitivas mostram-se seguramente dificies e fadadaz a ndo
ezspelhar toda a realidade.

O que se apresenta portanto, ¢ um conjunto de diretivas
que se suplSe sejam as melhores a serem seguidas, no sentido
de se aprimorar ainda mais os métodoz de resolugdo esparsa de

sistemas lineares com estrutura estatica.

® Alternativas simbdlicas, apesar de todo o grau de maior
sofisticagio e dispéndio de recursos basicos como espago
adicional de armazenamento, mostram-se viaveis e
implementaveis, tendo-se em vista maiores ganhos em termos de
tempe de CPU, em detrimento A& um maior consumo dos demais

recursos basicos.

® Dentre as alternativas "tradicionais" ja consagradas a
longa data pela literatura, a geragdc de fatores por colunas,
com um armazenamento seqliencial por linhas da matriz original
e de fatores como no procedimento IL4<2), mostra-se a mais
indicada, especialmente em matrizes com poucos elementos nSo
nulos, onde seguramente caracteristicas da forma supernodal

nio se mostram significativas.

® A aplicagBo de mais de uma estratégia de eliminagio,
come has abordagens hibridas por janelas consideradas neste
trabalho, apontam para um caminho no sentido dJde se melhor
ajustar o processo de eliminag8c numérica, as caracteristicas

fundamentais de cada classe de matrizes consideradas.

L Estratégias especificamente voltadas para porgies
completamente densas podem ser empregadas com sucesso, visto
em muitos dos casos, ser esta uma porgdioc significativa do

tempo t.otal de CPU dispendido.
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L Do mesmo modo, técnicas baseadas na explorag3o de
sSupernodes mostram-se as mais adequadas a se adotar, quando
na presenga significativa de tais padrdes estruturais,
{encontrados com frequencia, nas mais diversas classes de

matrizes e aplicagBes da esparsidade).

® Métodos do tipo Crout simbdélicos como o3 apresentados
neste trabalho, s3oc merecedores de mais atengZo no futuro,

visto conterem um amplo espectro de possibiliades ainda por

explorar.
L O reordenamento ancestral apresentade neste trabalho,
viabiliza o reconheciment.o de padres compactos de

codificagiio e de eficiente decodifigio até ent3o ainda n3o

considerados pela literatura.

L 4 O reordenamento ancestral ¢ apenas a forma mais
conservadora de se enfrentar o© problema de codificagio por
envelopes, por ser seguramente {(por construgdo e pela
natureza “ancestralmente aditiva" do processo de eliminag8od
uma estratégia em que tal forma de codificag8o pode ser

empregada.

L Esgquemas hibrido= baseados na utilizagdo das
alternativas de codificagsio apresentadas neste trabalho,
parecem apontar na diregSo maizm propicia para implementagtes
eficientes e Tajustadas" sob-medida para cada matriz e

padrio caracteristico encontrado.

[ ) A divis8c do processo de eliminag8o numérica em duas
fases a niveizs distintos de granularidade, como a abordagem
por “janelas de processamento” {aplicada inicialmente), e a
abordagem por “"estratégias de codificagio", aplicada
posteriormente, mostra-se entre todas as opgles apresentadas,
a ezmtratégia mais balanceada, e com maior flexibilidade sobre

as demais.
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Apéndice A

NOTAGCAQ E ESTRUTURAS DE DADOS BASICAS

Neste apéndice =sHo apresentadas as estruturas de dados
baAsicas, utilizadas para a representagdo de matrizes
esparsas, bem como algumas das principais estruturas
auxiliares empregadas no progessce de eliminagdio, de varios

procedimentos abordados neste trabalho.

Assume-se gque o s=istema esparso de equagles lineares a

ser resolvido seja da forma:

Com:
A e R"* " simetrica (definida positivad
b « R" denso

n
x « R denso

Em todos os métodos considerados, a solugldo deste
problema se dA mediante a fatorag8o triangular da matriz

original A na forma:

Com:

UT

| 3 I

e R"*T triangular inferior {diagonal unitariad
R™ * " diagonal

UeR"*" triangular superior {(diagonal unitariad

De posse das matrizes D e U, obtidas na etapa de
fatorag8o, a solugdo do sistema original se dA mediante uma

fase complementar de retro-substituigfes triangulares na

forma:
Utz = ¢ forward>
Dy =2z (diagonald
Uox =y (backward)

Assume-se durante todo o trabalho, gque apenas a

representagio da matriz de fatores U seja utilizada para fins
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de armazenamento, com os elementos originais de A mapeados
diretamente nas posigles correspondentes na matriz U {com as
demais posigBes em U, associadas aos elementos de Fll-in

inicialmente zeradasD.

O= valores numeéricos de A, desta forma s30
irremediavelmente perdidos ao final da etapa de eliminagdo,
uma vez que os fatores de D e U associados a cada uma das
linhas (geradas com o decorrer do processo), vAo sendo

reescritos por sobre os valores originalmente armazenados.

A reprepresentaglio esparsa adota para a matriz original
A e de fatores U, se baseia num armazenamento seqgliencial
segmentado por linhas excluindo~se os elementos diagonais,
conforme apresentado na seg8o IL1, mediante a utilizag@io dos

seguintes veltores:

Matriz U
dimensdo
n iU Apontadores para a posigio inicial de
armazenament.o de cada linha.
n IUF Apontadores para a posigSo final de
armazenament.o de cada linha.
Nonz U Ju Colunas associadas aos element.os nio
nulos de cada linha.
Nonz U UN Valores numéricos associados aos

2lementos nSo nulos.

Originalmente contendo o= wvalores de A,
com as demais posigBes dos  Fill-in's
zeradas, e posteriormente os valores de U

obtidos ao final da eliminag3o.

A representagfo adotada para a diagonal da matriz
original A e de fatores D, se baseia num armazenamento denso

mediante o seguinte vetor:
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Matriz D
dimens&o
n DI Cont.endo originalment.e o= valores
digonais de A, e posteriormente o inverso

dos valores de D ao final da eliminag3o.

Algumas estruturas auxiliares adotadas ao longo de todo

o texto nos diversos procedimentos apresentados sHo:

Estrutura de Urr

dimensdo
n IUT Apontadores para a posigBo inicial de
armazenamento de cada linha de U".
n IUTF Apontadores para a posigSc final de
armazenamento de cada linha de U".
Nonz U JUT Colunas associadas as posigbes n3o nulas
de cada linha de U".
Indicando cada uma das linhas anteriores
a serem subtraidas da linha base corrente
em cada etapa i do processo de fatoragio.
Apontadores Dindmicos de Posig&o Inicial
dimensfo
n Iup Apontadores dindmicos para a posigio
inicial em cada linha a ser utilizada
durante a eliminag3o das linhas=s
subseqlientes.
Atualizados a cada etapa basica 1 do
processo de fatoragHo.
Lista Simbdlica de Enderegos
dimensdo
Noper U LSTADD Lista smimbdélica dos enderecos associados

as pogsigfes de memdria dos elementos em
cada linha base de U a serem acessados
a0 longo de todo O processo de

eliminag3o.



dimensdo

n

dimensdo

™

LSTCOD
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Lista Simb6lica de CGodigos

Lista de oddigos, gque de algum modo
caracterizem uma seqlidéncia de operagSes
de ponto flutuante a serem efetuadas

durante o processo de eliminagHo.

Sendo posteriormente “int.erpretada®
durante alguma fase de decodificagdo, em
procedimentos ezpecialmente construidos
de modo a se aproveitar das informagSes

codificadas.

Yetor de Trabalho Expandido

Vetor auxiliar expandido, contendo
temporariamente oz valores numéricos na
forma descompactada dos elementos de cada

linha base do processo.

Utilizado para se efetuar a acumulagio
daz contribuicBes das demais linhas sobre

a linha base corrente.

Sucessores na Arvore de Eliminac¢&o

PARENT

Estrutura de sucessores ha Arvore de

eliminag8o associada a matriz de fatores.

Indicande a primeira linha a depender
necessAariamente da eliminag8ioc prévia da

linha associada para poder ser eliminada.



Acesso
Contiguo

Acesso
Linear

Acesso
Indireto

Acesso
Sequencial

Algoritmo

Alternativa

Arvore de
Eliminag3io

Associados

Atualizagio

Base

Codigo
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Apéndice B

GLOSSARIO
Acesso a posiges consecutivas de
memoéria.

O mesmo gue acesso contiguo ou seqlencial

Acesso de forma duplamente indexada aos

elementos nZo nulos de uma dada linha.

Acesso de forma linear contigua ao=s

elementos ndo nulos de uma dada linha.

Conjunto de instruges a serem seguidas

de modo a se solucionar algum problema.

O mesmo gque procedimento ou algoritmo

Estrutura determinante do nivel de
parentesco e precedéncia entre as linhas

da matriz dg- fatoreas.

O mesmo que fatores ou elementos

associados

O mesmo que eliminag3o

O mesmo que etapa ou linha corrente
Informagio bazica, suficiente para

caracterizar wuma operagdc ou conjunto

de operagles.



Codigo

Corrente

Densidade

Elementos

Elementos
Associados

Enderego

Eliminac3io

Esparsidade

Estrutural

Etapa

Fase Numérica

Fatorag3o
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Versdo implementada a nivel de um

programa ou procedimento.

O mesmo gque base

Medida do percentual de elementos nSo

nulos de uma matriz.

Coeficientes n3o nulos de uma matriz.

O mes=mo que fatores associados

Pozsig8oc de memdria associada a um  dado
elemento na representagio esparsa de uma

matriz.

Processo de cancelamento de elementos de
modo a se levar a matriz original do

sizstema a forma triangular.

Caracteristica estrutural de uma matriz,
normalmente explorada na presenga de
poucos elementos n3o nulos a serem

armazenados ou operados posteriormente,

Informagdo a nivel apenas da disposigao
espacial dos elementos ndEo nulos de uma

matriz.

Fase fundamental do processo de
eliminagio, correspondendo aoc loop mais
externo na variadvel i, onde s3o gerados
oz elementos da 1’ezima linha ou coluna

da matriz de fatores.

O mesmo gue fatoragdo numérica

O mesmo gue eliminagio



Fatoracgio
Numérica

Fatorag&o
Simbélica

Fatores
Associados

Fill~-In

el

Linear

Linha Base
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Fase correspondente a geragdo dos valores
numéricos dos elementos da matriz de

fatores,

Fase correspondente a determinagio da

posicgio estrutural dos fatores de U.

Elementos na linha base, correspondentes
as mesmas colunas de elementos de outras

linhas a serem subtraidas destes.

Elemento ndo nule introduzide ao longo do
processo de eliminagio, em decorrencia da
combinag3c escalar de linhas prévias ocom

a linha base de cada etapa.

Variavel basica do processo de
eliminag3o, associada ao loop mais
externo, indicando a linha ou coluna da
matriz de fatores a ser gerada a cada

etapa.

Variavel associada ao loop mais interno
do processo de eliminagfo, correspondendo
a pogigdo doz elementos nic nulos de cada
uma das linhas anteriores sendo

subtraidas da linha base corrente.

Variadvel associada ao loop intermediario
do processo de eliminag8o, varrendo a
estrutura da matriz UT, de modo a se
determinar quais linhas anteriores

subtrair da linha base corrente.
O mesmo que acesso seglencial ou contiguo

O mesmo gue linha corrente



Linha Clorrente

Méetodo

Numérica

Operagio

Overhead

Procedimento

Proces=zso

Programa

Representagio

Segmentada

Sequencial

Sequencial
Segmentada
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Linha correspondente a {’ezima etapa do
processo de eliminag8ic a ser operada de

modoe a se ocbterem os fatores associados.
O mesmo que algoritmo
O mesmo que fase ou fatoragio numeérica

Normalmente uma seqiéncia de operagdes

de ponto flutuante da forma a * b % c.

Dispéndio adicional de recursos
computacionais, advindo de alguma

ineficiéncia a nivel de implementagHo.
O mesmo gque algoritmo
FatoragSo da matriz A na forma v" D u

Conjunto de instrugfies a serem efetuadas

sobre estruturas de dados.

Codificag8io em alguma linguagem de alto
nivel de uma seqiéncia de instrugles

vizando a implementagSc de um algoritmo.
O measmo gue estrutura de armazenament.o

Estrutura de armazenamento na gqual os
elementos nHo nulos das linhas de wuma
matriz =80 armazenados em posiges
contiguas em cada linha, com as posigles
inicial e final de linhas consecutivas

n3o necessariamente contiguas.

O mesmo gue contiguo

O mesmo gue estrutura segmentada
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Simbélica Informagio auxiliar com ob jetivo de
tornar mais eficiente a fasze numérica

da fatoragHo.
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