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O objeto de estudo desse trabalho é uma classe particular de hipergrafos orienta- 

dos, a 2-grafos orientados. Dá-se destaque a uma subclasse da mesma, a BF-grafos. 

As classes 2-grafos e BF-grafos são utilizadas na modelagem de problemas que a- 

parecem em Ciência da Computação e Pesquisa Operacional, como os grafos E/OU 

em Inteligência Artificial e os FD-grafos em Banco de Dados Relacional. 

São estudados e analisados esquemas de representação para 2-grafos, a partir 

das representações mais utilizadas para grafos. Será descrito um conjunto de ope- 

rações mais frequentes, a ser utilizado na avaliação comparativa das representações. 

Objetiva-se a escolha de uma estrutura que permita que essas operações sejam feitas 

com a maior eficiência possível. 

Definições e resultados para casos particulares encontrados no estudo de algumas 

aplicações estão relacionados. 

Ao final, é feita uma análise sobre a conceituação e obtenção de caminhos (hi- 

percaminhos) e árvores em BF-grafos. 
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DIRECTED HYPERGRAPHS 

Joísa de Souza Oliveira 
April, 1994 

Thesis Supervisor : Lilian Markenzon 

Department : Systems Engineering and Computing 

The object of study of this work is a particular class of directed hypergraphs, the 

directed 2-graphs. Special emphasis is given to one of its subclasses, the BF-graphs. 

The 2-graphs and BF-graphs are used in the modelling of problems that appear 

in Computer Science and Operational Research, such as the AND/OR graphs in 

Artificial Intelligence and the FD-graphs in relational data bases. 

Schemes of representation for the 2-graphs are studied and analyzed from the 

most used representations for graphs. A basic set of the most frequent operations 

is presented to be used in the comparative evaluation of the representations. The 

purpose of this is to choose a structure that allows those operations to have the 

most efficient performance possible. 

Definitions and results for particular cases found in the study of some of the 

aplications are presented. 

Finally, an analysis of t he conception and the obtention of pat hs (hyperpaths) 

and trees in BF-graphs is done. 
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Capítulo I 

Introducão D 

1.1 Apresentação 

Hipergrafos são uma generalização do conceito de grafos e possuem um numeroso 

conjunto de aplicações nas mais variadas áreas de Ciência da Computação e Oti- 

mização Combinatória. O objeto de estudo desse trabalho é uma classe particular 

de hipergrafos orientados, a classe dos 2-grafos, com enfoque sendo dado a uma 

subclasse da mesma, a BF-grafos. Para esta classe, serão considerados e analisados 

problemas como representação interna, buscas e definição e obtenção de caminhos e 

árvores. 

A motivação para o estudo da 2-grafos e da BF-grafos é a sua utilização na mo- 

delagem de diversos problemas em Ciência da Computação e em Pesquisa Operacio- 

nal, às vezes com nomes diferentes. Eles aparecem na representação de dependências 

funcionais (FD-grafos) em Banco de Dados Relaciona1 ([Ausiello 861, [Ausiello 901, 

[Date 911) , como os grafos E/Ou em Inteligência Artificial ([Nilsson 801, [Rich88], 

[Levi 761) ou na descrição do comportamento de sistemas concorrentes ([Markenzon 

gl]), por exemplo. 

Nesse primeiro capítulo são apresentados os conceitos fundamentais de hiper- 

grafos orientados, precedidos de algumas noções básicas de grafos necessárias ao 

estabelecimento da terminologia adotada. 

Nos dois capítulos seguintes são estudados e analisados esquemas de represen- 

tação para a classe 2-grafos. No capítulo I1 é apresentado o conceito de represen- 

tação de um hipergrafo, após o que é descrito um conjunto básico de operações a 

ser utilizado na avaliação comparativa dos diferentes esquemas. Nesse capítulo são 

consideradas extensões das mais tradicionais representações para grafos. 

No capítulo I11 são analisados esquemas de representação em que existem estru- 

turas especiais para as arestas. Em ambos os capítulos, para cada representação são 



apresentados definição, exemplos e os algoritmos para o conjunto de operações, com 

as respectivas complexidades. 

No capítulo IV é feito um estudo de alguns casos particulares encontrados na 

literatura, como os hipergrafos dos trabalhos de Ausiello ([Ausiello 831, [Ausiello 851, 

[Ausiello86], [Ausiello 901) e de Woeginger ([Woeginger 921) e os grafos E/OU em 

Inteligência Artificial ([Nilsson 801, [Rich88], [Levi 761). 

No capítulo V é feita uma análise sobre conceituação e obtenção de caminhos, 

ciclos e árvores, com base nos trabalhos de Gallo ([Gallo 901 [Gallo 931) e Markenzon 

([Markenzon 911). 

1.2 Noções Básicas Sobre Grafos 

Um grafo é um par G(V, E), onde V é um conjunto finito não vazio de elemen- 

tos denominados vértices ou nós e E é um conjunto de pares não ordenados de 

elementos distintos de V, chamados arestas. 

Um grafo direcionado (ou digrafo) é um par D(V, E'), onde V é um conjunto 

finito não vazio (os vértices) e E um conjunto de pares ordenados de vértices distintos 

(as arestas). 

Seja D(V, E) um digrafo. Dada uma aresta (v, w) E E, o vértice v é dito 

predecessor de w e w é o sucessor de v. 

Seja D(V, E) um digrafo. Um caminho de um vértice v1 a um vértice v k  é uma 

sequência de vértices vi, . . . , vk tal que (vj, vj+i) E E, 1 5 j 5 k: - 1. O valor k - 1 é o 

comprimento do caminho. Diz-se nesse caso que VI alcança vk. Um caminho é dito 

simples se todas as suas arestas forem distintas. Se todos os vértices de um caminho 

simples forem distintos, ele é dito elementar. Um ciclo é um caminho vi, ..., vk tal 

que VI = v ~ .  Um digrafo sem ciclos é chamado acíclico. 

Seja S um conjunto e S' C S.  Diz-se que S' é minimal (maximal) em re- 

lação a uma certa propriedade P quando S' satisfaz à propriedade P e não existe 

subconjunto S" S' (S" > S') que também satisfaz P. 

Seja D(V, E) um digrafo acíclico. Denomina-se fechamento transitivo de D 
ao maior digrafo Df (V, Ef) que preserva a alcançabilidade de D. Isto é, para todo 

v, w E V, se v alcança w em D então (v, w) E Ef . De forma análoga, a redução 

transitiva de D é o menor digrafo D, (V, E,) que preserva a alcancabilidade de D. 

Um grafo é denominado rotulado em vértices (ou arestas) quando a cada vértice 

(ou aresta) estiver associado um identificador, denominado rótulo. 



1.3 Conceitos Fundamentais de Hipergrafos O- 

rient ados 

As definições adotadas nesse trabalho são as encontradas em [Gallo 931. Um liiper- 

grafo é um par H(V, E), onde V é o conjunto de vértices e E = {el, . . . , e,), e; C V 

para i = 1, ..., rn, é o conjunto das hiper-arestas. 

Nesse trabalho somente hipergrafos orientados são considerados, ou seja, hiper- 

grafos em que todas as hiper-arestas sejam orientadas. 

Uma hiper-aresta orientada ou hiperarco e = (Li, L2, ..., L,) é uma se- 

quência ordenada de r subconjuntos de vértices não vazios e disjuntos. Os con- 

juntos Li são denominados camadas do hiperarco, sendo as camadas extremas do 

hiperarco denominadas rabo(e) = LI e cabeça(e) = L, respectivamente. 

Um hiperarco sem camadas é o hiperarco vazio, enquanto o hiperarco com uma 

única camada é chamado laço. 

1.3.1 As classes 2-grafos e BF-grafos 

Def.I.1: 2-grafos são os hipergrafos cujos hiperarcos possuem exatamente duas 

camadas (2-arcos). O hipergrafo da Fig.I.l é um 2-grafo. 

Figura 1.1: Um 2-grafo 

Essa é a classe de interesse desse trabalho, com enfoque sendo dado a uma 

sub-classe da 2-grafos, a BF-grafos. Para caracterizar a BF-grafos são necessárias 

algumas definições, apresentadas em seguida. 

Def.I.2 U m  2-arco e tal que ( cabeça(e) I= 1 é chamado um B-arco (Fig.I.2(a)). 

Def.I.3: Um 2-arco e tal que I rabo(e) I= 1 é um F-arco (Fig.I.2(b)). 

Def. 1.4: O 2-grafo H(V, E) tal que todo hiperarco e E E é um B-arco é chamado 

B-grafo. 



Figura 1.2: Um B-arco (Fig.I.2(a)) e um F-arco (Fig.I.2(b)) 

Def.I.5 De maneira análoga, um F-grafo é o 2-grafo H(V, E) tal que todo 

hiperarco e E E é um F-arco. 

Def.I.6: Um BF-grafo é o 2-grafo cujos hiperarcos são ou B-arcos ou F-arcos 

(Fig.I.3). 

Figura 1.3: Um BF-grafo 

É interessante observar que todo 2-grafo pode ser transformado em um BF-grafo 

mediante a introdução de um novo vértice entre as duas camadas de cada um dos 

arcos do 2-grafo (Fig.I.4). 

Figura 1.4: Transformação de um 2-arco em um B-arco e um F-arco 

Def.I.2 Dado um 2-grafo H(V, E), a sua imagem simétrica é o hipergrafo 

Hs(V, E,) onde (X, Y) está em E, se (Y, X) E E. A imagem simétrica de um 
B-grafo é um F-grafo e vice-versa. 

Seja H(V, E) um 2-grafo. Com relação a um determinado vértice v E V podemos 

distinguir três subconjuntos de E. São eles: 



BS(v) = e E E t q  v E cabeça(e) ; 

FS(v) = e E E t q  v E rabo(e) ; 

ST(v) = e E E t q  v E cabeça(e) ou v E rabo(e) . 
Ou seja ST(v) = BS(v) U FS(v). 

Considere o 2-grafo H(V, E) .  Define-se: 

size(E) = C(\ cabeçcl(e) 1 )+ I rabo(e) 1) 
eEE 

Observa-se que : 

Verifica-se informalmente a validade dessa igualdade observando-se que nos dois 

somatórios é considerada uma única vez a pertinência de urn determinado vértice v a 

uma determinada aresta e (v E cabeça(e) U rabo(e)), para todos os vértices e arestas 

do 2-grafo. Mais adiante, a apresentação de uma das propostas de representaqão, a 

matriz de incidências, torna esse fato de fácil visualização, já que nos dois somatórios 

contabiliza-se a ocorrências dos elementos da matriz diferentes de O,  o primeiro sendo 

feito nas colunas e o segundo nas linhas da matriz. 

1.3.2 Caminho e Ciclo em BF-Grafos 

Generalizando a noção existente para grafos, define-se o que é caminho em um BF- 

grafo H(V, E), identificando-se tipos de caminhos com características especiais: 

Def.I.& Um caminho de comprimento q é uma sequência alternada de vértices 

vi e de arestas e;. O caminho P que vai do vértice origem s ao vértice destino t é 

então: 

onde 

Um possível caminho de v1 a v8 no BF-grafo H da Fig.I.3 aparece em destaque 

na Fig.I.5. 

O vértice s é dito a origem de Pst, enquanto t é dito o destino de Pst. 

Dados dois vértices x, y E V, dizemos que y é conectado a x se existe um ca- 

minho P,, em H. Deve-se observar que, em um BF-grafo orientado, y ser conectado 

a x não implica necessariamente x conectado a y. 



Figura 1.5: Um caminho de v i  a v8 no BF-grafo H 

x conectado a y (j 3 P,,, em H 

Def.í.9: Um ciclo em um BF-grafo é um caminho PA = (vi = s ,  e ~ ,  v2, ez, . . . , e,, V,+I = 

tal que t E rabo(e1) . 
Exemplo: 0 ciclo vq, eq, 217, eg, v8, e7, v5 na Fig.I.6 

Figura 1.6: Ciclo num BF-grafo 

Seja C um ciclo de H. Então para qualquer par de vértices (x, y)  E C, x,y # s, 

x está conectado a y e y está conectado a x. 

Um caminho é dito simples se todos os seus hiperarcos são distintos, e um cami- 

nho simples é dito elementar se todos os seus vértices são distintos. Analogamente, 

define-se ciclo simples e ciclo elementar. Um caminho é dito acíclico se ele não 

contém qualquer subcaminho que seja um ciclo. 

1.3.3 Hipercaminhos em BF-grafos 

Nos BF-grafos podem ser identificados caminhos especiais que se destacam pela 

seguinte característica: se um determinado hiperarco e pertence ao caminho, então 

todos os vértices de cabeça(e) U rabo(e) pertencem ao caminho. Esses caminhos são 

chamados hipercaminhos. 



Def.I.1O: Um hipercaminho de origem s e destino t é o BF-grafo minimal 

Hp = (Vp , Ep) tal que: 

(i) V p c V e E p C E ;  

(ii) s, t E V, = UeE~p e; 

(iii) t é conectado a s mediante um caminho simples; 

Existem três tipos distintos de hipercaminhos: B-caminhos, F-caminhos e BF- 

caminhos. As respectivas definições são apresentadas em seguida, sendo conveniente 

esclarecer à priori a não obviedade das mesmas, ou seja, um B-caminho não é sim- 

plesmente um caminho formado por B-arcos. 

Def.I.11: B-caminho de origem s e destino t : 

Um B-caminho de origem s e destino t é o BF-grafo minimal Hb = (6, Eb) tal 

que: 

(i) E b  C E ; 

(ii) S, t E 6 = UeEEb e; 

(iii) se x E 6 então x é conectado a s em Hb mediante um caminho simples 
acíclico; 

Observe que a definição não implica aciclicidade do B-caminho; para todo vértice 

v do B-caminho existe um caminho sem ciclos da origem s até v. O BF-grafo da 

Fig.1.7(a) é um B-caminho; existem caminhos simples de v1 a todos os nós do B- 

caminho, que não contêm o ciclo (v4, eq, v5, e5, v4) como subcaminho. No caso do 

BF-grafo da Fig.1.7(b), não existe caminho simples de VI a v3 que não contenha o 

ciclo (v2, e3, 214, e2, v3). Logo, ele não é um B-caminho. 

Figura 1.7: Um B-caminho(a) e um BF-grafo que não é B-caminho@) 



A definição de F-caminho apresentada a seguir é obtida utilizando-se a noção 

de imagem simétrica introduzida na definição 1.7. 

Def.I.12 Um BF-grafo é um F-caminho de s a t se a sua imagem simétrica é 
um B-caminho de t a S. 

E importante observar que um vértice x ser conectado a t por um caminho 

simples acíclico na imagem inversa de H é diferente de t ser conectado a x por um 

caminho simples acíclico em H. 

O BF-grafo da Fig.I.8 é um F-caminho de v1 a v ~ .  

Figura 1.8: Um F-caminho 

Def.I.13: Um BF-caminho de s a t é o BF-grafo que é ao mesmo tempo um 

B-caminho e um F-caminho de s a t. 

O BF-grafo da Fig.I.9 é um BF-caminho de vi a vg. 

Figura 1.9: Um BF-caminho 

Dados um BF-grafo H(V, E )  e dois vértices z, y E V, dizemos que o vértice x é 
B { F, BF )-conectado a y se existe um B {F, BF)-caminho P,, em H. 

Def.I.14: Dados um 2-grafo H(V, E )  e dois vértices x, y E V, uma aresta e E E  

é chamada ares ta  de ligação entre x e y se x E rabo(e) e y E cabeça(e). 



Capitulo I1 

Represent acões para 2-grafos 

A representação de hipergrafos orientados em computador constitui o objeto de 

estudo desse capítulo. Mais especificamente, estaremos interessados em esquemas 

de representação para a classe 2-grafos. 

O conceito de representação de um hipergrafo (orientado ou não) aqui utilizado 

é estabelecido de modo análogo ao conceito de representação de um grafo descri- 

to em [Pombo 791 : considere um hipergrafo (orientado) H e a estrutura RH que 

descreve esse hipergrafo (orientado). RH é dita uma representação de H se todas 

as informações de H são unicamente determinadas a partir exclusivamente de RH. 
Dessa forma, dados dois hipergrafos orientados distintos Hl e H2, suas respectivas 

representações Ri e Rz são necessariamente distintas. 

Serão estudados e analisados diferentes esquemas de representação interna pa- 

ra a classe 2-grafo. E importante observar que qualquer esquema de representação 

válido deverá atender à condição fundamental do conceito de representação estabe- 

lecido acima: a biunivocidade entre um 2-grafo e sua representação. A avaliação da 

adequação de uma representação é feita objetivando-se a escolha de uma estrutura 

que permita que as operações mais frequentes, como determinar quais os vértices do 

rabo de uma determinada aresta, sejam feitas com a maior eficiência possível. 

Na próxima seção será descrito um conjunto básico de operações a ser utilizado 

na comparação dos diferentes esquemas de representação interna. 

Um estudo inicial é feito a partir das principais e mais comuns representações de 

grafos, como matriz e lista de adjacência, quando da sua utilizacão para representar 

2-grafos, verificando que nem sempre isso é possível e apresentando modificações 

que possam viabilizar essa utilização. 

Para cada representação será apresentada sua definição, exemplos e os algoritmos 

que implementam cada uma das operações do conjunto básico, juntamente com a 

complexidade de cada um deles. 



11.1 Um conjunto básico de operações 

A partir do conjunto básico de operações abaixo será feito um estudo comparativo 

de eficiência para as representações apresentadas em seguida. As operações desse 

conjunto são as mais comumente utilizadas em algoritmos para problemas clássicos, 

como, por exemplo, buscas e obtenção de caminhos em 2-grafos. 

Podemos identificar dois tipos de operações: as estruturais e as de manutenção 

dinâmica do 2-grafo. 

No primeiro grupo se encontram as operações de pertinência de vértices e arestas, 

determinação de cabeça e rabo de uma aresta, determinação de B S  e F S  de um 

vértice. 

O grupo de manutenção dinâmica consiste das operações de inserção e remoção 

de vértices e arestas. 

Seja um 2-grafo H = (V, E) cujos n vértices e m arestas são rotulados. Dados 

v E V e e E E, as operações mais comuns seriam: 

1) Identificar se v E cabeça (e) .  

Observe que e E B S ( v )  sse v E cabeça(e). Assim sendo, determinar se e E B S ( v )  

é equivalente a saber se v E cabeça ( e ) ,  não havendo a necessidade de considerasmos 

uma operação distinta para cada caso. 

2) Identificar se v E rabo(e). 

Nesse caso e E F S ( v )  sse v E rabo(e), ou seja, determinar se e E F S ( v )  é 

equivalente a saber se v E rabo(e). 

3) Determinar cabeça(e). 

Obter todos os vértices v E V t q  v E cabeça(e). 

4 )  Determinar rabo(e). 

Obter todos os vértices v E V t q  v E rabo(e). 

5) Determinar B S ( v ) ,  dado um vértice v E V. 

Obter todos as arestas e E E t q  v E cabeça(e). 

6 )  Determinar F S ( v ) ,  dado um vértice v E V. 

Obter todos as arestas e E E t q  v E rabo(e). 

7 )  Inserir em H um vértice v .  

8) Inserir em H uma aresta (rabo(e),cabeça(e)), rabo(e), cabeça(e)C V .  

9 )  Remover de H um vértice v ,  v E V .  

Deve-se notar que essa operação inclui a remoção de todas as arestas que tenham 

v em seus conjuntos rabo ou cabeça. 



10) Remover de H uma aresta e, e E E. 

Existe ainda um terceiro grupo, com duas outras operações, que poderiam ser 

classificadas como compostas. Essas operações são as que estabelecem a existência 

de ligação entre vértices (ou conjuntos de vértices) no 2-grafo. Podem servir como 

critérito de desempate em alguns casos em que duas representações distintas equi- 

valem em termos de eficiência com relação as operaqões dos dois outros grupos. São 

importantes para várias aplicações. 

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais são as arestas de ligação entre v 

e w e m H .  

Pela definição 1.14 a aresta e E E é chamada aresta de ligacão entre v e w se 

v E rabo(e) e w E cabeça(e). 

12) Dados dois conjuntos de vértices Vi e &, determinar se (Vi,&) E E. 

11.2 Representações tradicionais para grafos 

11.2.1 Matriz de Adjacência 

Numa primeira tentativa de se estabelecer um esquema de representação para um 

2-grafo orientado é bastante razoável levar-se em consideração a mais usual repre- 

sentação de grafos (digrafos) encontrada na literatura ([Pombo 791, [Szwarcfiter 84]), 

que é a matriz de adjacência. Dessa forma, estendendo a noção de matriz de ad- 

jacência para um 2-grafo orientado H = (V, E) cujos n vértices estão rotulados, 

define-se a matriz A,,,, onde o elemento a;j, para i, j = l...n, é: 

1, se existe aresta e E E t q  v; E rabo(e) e vi E cabeça(e); 
0, caso contrário. 

Considere o 2-grafo H da figura 11.1. 

A matriz de adjacência para H seria: 

Observa-se que a matriz de adjacência não atende à propriedade fundamental de 

representação (correspondência um-pra-um). Considere o 2-grafo H' da figura 11.2. 



Figi ira 11.1: O hipergrafo H 

Figura 11.2: O hipergrafo H' 

É imediato verificar que a matriz de adjacência de H' é a mesma de H, não 

havendo forma de diferenciar a existência de uma única aresta de ({vn, v3), {v5)) 

em H e duas arestas distintas ({vz), {v5) ) e ({v3), {v5) ) em H'. 

11.2.2 Listas de Adjacência 

Analogamente ao que foi feito para matriz de adjacência, estende-se aqui a noção 

de listas de adjacência para hipergrafos. Nessa representação cada vértice v aponta 

para uma lista encadeada composta pelos vértices w tal que exista uma aresta de 

ligação entre v e w. 

Lista de v: { w E V, 3e E E t q  v E rabo(e) e w €cabeça(e) ) . 

E natural esperar que o problema anterior ocorra também para listas de ad- 

jacência, já que essas são uma representação compacta (evitando espaços desper- 



diçados com tantos O's) da matriz de adjacência. Na verdade, as listas de adj acência 

pdem ser obtidas a partir da matriz de adjacência por uma transformação bem de- 

finida, onde para cada linha da matriz ligamos todos os vértices cujos elementos 

correspondentes nessa linha têm valor 1. Assim sendo, podemos comprovar a o- 

corrência do mesmo problema simplesmente verificando que as listas da figura 11.3 
são representações tanto de H como de H'(figuras 11.1 e 11.2). 

Figura 11.3: Listas de Adjacência de H e H' 

11.2.3 Alternativas 

11.2.3.1 Matriz de Adjacência Modificada 

Modificações na matriz de adjacência que possibilitem a sua utilização devem ser 

consideradas. Uma primeira idéia seria representar o 2-grafo H, cujos n vértices e 

m arestas estão rotulados, por uma matriz A,,,, onde o elemento a ; ,  contém, ao 

invés do valor 1, a aresta que liga v; a vj. 

Para o 2-grafo H teríamos então: 



Enquanto para H' a nova matriz seria: 

Dessa forma teríamos representações distintas para os dois hipergrafos. 

O problema que se coloca agora é como representar duas arestas distintas que 

fazem a ligação entre o mesmo par de vértices. Sejam v;, v j  E V, e,, e, E E, tais que 

v; E rabo(e,) n rabo(e,) e v j  E cabeça(e,) n cabeça(e,). A representação apresentada 

exige a escolha a;,j=e, ou a;,j=e, 

Por exemplo, consideremos o 2-grafo H" abaixo. 

Figura 11.4: O hipergrafo H" 

Se considerarmos os vértices v2 e 215, a2,5 só poderá conter ou e3 ou e5, caracterizando- 

se perda de informação. 



A solução é fazer a célula da matriz apontar para uma lista das arestas que ligam 

v; a vj ,  observando que uma mesma aresta pode aparecer em duas ou mais listas 

diferentes. 

A representação do hipergrafo H" da figura 11.4 seria então a da figura 11.5. 

Figura 11.5: Matriz de Adjacência com apontadores externos 

Se a bidimensionalidade de uma matriz de adjacência já pode tornar proibitiva 

a sua utilização em alguns casos, dada a quantidade de memória necessária para 

armazená-la, a tridimensionalidade dessa nossa representação a torna ainda pior. 

Isso porque, em caso de empate ou proximidade das complexidades das operações 

para duas representações RI e R2, o critério de escolha é a complexidade de memória 

necessária para cada representação. Não devemos, entretanto, desconsiderá-la. 

11.2.3.2 Listas de Adjacência Modificadas 

De maneira análoga a que foi feita para matriz de adjacência, procuraremos mu- 

danças que viabilizem a utilização das listas de adjacência. A idéia é que um vértice 

vj esteja na lista de v; um número de vezes igual ao número de arestas e pertencentes 

a E tal que v; E rabo(e) e vj E cabeça(e). Além do campo para o vértice vj e um 

ponteiro para o próximo vértice adjacente, uma posição extra deverá ser utilizada 

para guardar a aresta que foi considerada na colocação de v j  na lista. A essas listas 

chamaremos listas de adjacência modificadas. Por exemplo, para o hipergrafo H" 
da figura 11.4, teríamos as listas da figura 11.6. 



Figura 11.6: Listas de Adjacência Modificadas de H" 

As complexidades para as operações de obtenção de todos os vértices pertencen- 

tes à cabeça (ou rabo) de uma aresta e as arestas do BS de um vértice são muito 

grandes, pois nesses casos seria necessário percorrer até o fim todas as listas de 

adjacência de todos os vértices. Isso compromete tambem operações como deleção 

de vérticeslarest as, que envolvem (explicitamente ou não) as operações acima. Isso 

justifica o não aprofundamento do estudo das complexidades para o nosso conjun- 

to básico de operações no momento. No próximo capítulo, quando trataremos de 

casos que utilizam estruturas especiais auxiliares para a representação de arestas, 

voltaremos a falar em listas de adjacência modificadas. 

A utilização das duas representações mais tradicionais de grafos na tentativa de 

representar hipergrafos parece natural e simples. No entanto, conforme anterior- 

mente mostrado, isso pode ser incorreto ou, com algumas modificações estruturais, 

complexo. Veremos agora como se comporta uma outra proposta de representação, 

que embora conhecida para grafos, não é uma das representações mais usadas. 

11.2.4 A Matriz de Incidência 

A matriz de incidência para 2-grafos é a matriz A,,,, onde o elemento ai,j é: 

-1, se vi E rabo(ej), 

1, se vi E cabeça(ej), 

0, caso contrário. 



Exemplo: a matriz de incidência para o hipergrafo H'da figura 11.2 

A matriz de incidência é muito provavelmente o esquema de representação mais 

simples e natural em que se pode pensar para um Zgrafo H, e já aparece como tal nos 

trabalhos [Berge 701 [Gallo 901 e [Markenzon 911. É bastante fácil a identificação das 

características estruturais de H na matriz AH que o representa, havendo basicamente 

as desvantagens de qualquer esquema matricial, que é a complexidade de espaço em 

memória possivelmente proibitiva e o fato das operações de inserção de vértices e 

arestas poder causar o redimensionamento da matriz. 

A seguir, apresentaremos as rotinas para o conjunto básico de operações e suas 

respectivas complexidades. 

Operações para a Matriz de Incidência: 

1) Identificar se v E cabeça(e). 

r o t i n a  Pertence-Cabeça(v,e) 

pertence := f a l so ;  

s e  a,,, = 1 então pertence:= verdade 

senão pertence := f a l so ;  

retorna(pertence); 

complex: 0 (1). 

A rotina (1) possui complexidade constante, bastando consultar a posicão a,,, 

da matriz e testar o valor (no caso se igual a 1) para resolver de imediato a questão. 

2) Identificar se v E rabo(e) 

r o t  i na  PertenceXabo(v,e) 



pertence := f a l so ;  

s e  a,,, = -1 então pertence:= verdade 

senão pertence := fa l so ;  

retorna(pertence); 

complex: O(1). 

A rotina (2) é obtida de maneira análoga à anterior, sofrendo modificação somen- 

te no teste (agora igual a -1). Logo se mantém a complexidade, também constante. 

3) Determinar cabeça(e). 

ro t ina  Obtem-Cabeça(e) 

C-Cabeça := 0; 
para todo v E V f aça  

se  a,,, = 1 então 

incluir v em C-Cabeça ; 
retorna(C-Cabeça); 

complex: O (n) . 

A rotina consiste em percorrer toda a coluna relativa a e, incluindo no conjunto 

o vértice cujo elemento correspondente na coluna for igual a 1, ou seja, é feito um 

teste com complexidade constante para cada vértice.A complexidade no caso é da 

ordem do número máximo de vértices no 2-grafo (ou número de linhas da matriz): 

O(n>. 

4) Determinar rabo(e). 

ro t ina  Obtemllabo(e) 

CRabo:= 0; 
para todo v E V faça  

s e  a,,, = -1 então 

incluir v em Cllabo ; 

r e t  orna(CRabo); 



complex: O (n) . 

Procede-se de forma semelhante a rotina anterior (3)) considerando para inclusão 

os vértices com valor igual a -1 na coluna da aresta em questão. 

5) Determinar BS(v) 

r o t i n a  Obtem-BS(v) 

C B S  := 0; 

para toda e E E faça 

s e  a,,, = 1 então 

incluir e em C B S  
r e t  orna(CJ3S); 

complex: O (m) . 

A rotina consiste em percorrer a linha relativa a v,  incluindo em BS(v)  a aresta 

cujo elemento correspondente na linha for igual a 1. É feito um teste (tempo cons- 

tante) para cada aresta do 2-grafo. Complexidade é da ordem do número máximo 

de arestas (ou número de colunas), O (m) . 

6) Determinar FS(v) 

r o t i n a  ObtemTS(v) 

CYS := 0; 
para toda e E E faça  

se  a,,, = -1 então 

incluir e em CYS 
r e t  o rna (C3S) ;  

complex: O (m) . 

Rotina análoga a anterior que, para toda a aresta e do 2-grafo, testa em tempo 

constante se o valor na posição a,,, é igual a -1. A complexidade é também O ( m ) .  



7) Inserir em H um vértice v tq  v # V. 

r o t i n a  Insere-Vertice(v, H) 
nlivre:= nlivre + 1; 

v:= nlivre; 

nn := nn +1 

complex: 0 (1). 

A rotina para inserção de vértice não prevê situação de erro, como o esgotamento 

do espaço reservado e o conseqüente redimensionamento da matriz. Assim sendo, 

consiste simplesmente em associar ao vértice a ser inserido uma linha livre na matriz, 

e incrementar o número de vértices no 2-grafo, o que é feito em tempo constante. A 
variável nlivre (mlivre) é utilizada para guardar qual a posição livre para atribuir 

ao vértice (aresta) que está sendo inserido. O número real de vértices (arestas) 

no grafo é mantido em nn (mm). Isso porque as posições ocupadas por vértices 

(arestas) delet ados não são liberadas. 

8) Inserir em H a aresta (rabo(e),cabeça(e)) 

r o t i n a  Insere(rabo(e),cabeça(e), H) 
mlivre := mlivre $ 1; 

e := mlivre; 

mm := mm +l ;  

tt para todo v E cabeça(e) f a ç a  

a",,, := 1; 

p a r a  todo  v E rabo(e) f a ç a  

a",,e := -1; 

complex: O(size,) 

A rotina acima associa uma coluna livre da matriz a aresta a ser inserida. Depois 

disso, atualiza a informação de I rabo(e) I + I cabeça(e) I posições da matriz. A 
complexidade é O(size,), onde size, = I  rabo(e) I + I cabeça(e) I. 

9) Remover de H um vértice v, v E V. 



r o t i n a  Remove-Vertice(v,H) 

p a r a  t o d a  e E E f a ç a  

s e  a,,, # O e n t ã o  

Remove Arest a(e, H) 
:= 0; 

nn:= nn-1; 

complex: O(m + st x n) 

Deve-se observar que essa operação inclui a remoção de todas as arestas que te- 

nham v em seus rabos ou cabeças. A rotina acima consiste em percorrer toda a linha 

de v ( O ( m ) ) ,  para determinar ST(v), isto é, as arestas que devem ser removidas. A 

remoção de uma aresta é feita com complexidade O ( n )  ( ver a rotina 10 a seguir). 

São feitas no total st remoções. A complexidade total nesse caso é O(m + ( s t  x n)), 

onde st =I ST(v) I. 

10) Remover de H uma aresta e, e E E. 

r o t i n a  RemoveAresta(e,H) 

p a r a  todo  V E V f a ç a  

a,,, := 0; 

mrn := rnrn-1; 

complex: O (n) . 

Para remover uma aresta e percorre-se toda a coluna relativa a e, atribuindo-se 

a todo elemento nessa coluna o valor 0. Cada atribuição é feita em tempo constante 

e no total são feitas n atribuições. A complexidade da rotina é O(n). 

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligação entre v e w 

r o t i n a  ObtemArestas_Ligação(v,w) 

C-ArestaLigação := 0 
p a r a  t o d a  e E E f a ç a  

s e  a,,, = -1 e a,,, = 1 en tão  

incluir e em C-ArestaAigação; 



r e t  orna( CAresta-Ligação); 

complex: O (m) 

Percorre-se as duas linhas da matriz relativas a v e w. No total são consulta- 

das 2 posições por aresta (a,,, e a,,,), para todas as arestas do 2-grafo. Logo, a 

complexidade é O(m) . 

12) Dados dois conjuntos de vértices Vi, &, determinar se (Vi, &) E E? 

r o t i n a  ExisteAresta(K ,&); 
aresta := O ; 

para tl E VI e hl E & faça 

ObtemArestasl;igação(tl ,hl) 

enquanto aresta = O e C-ArestaLigação # @ faça 

retira e E C-Aresta-Ligação 

Obtem-Cabeça(e); ObtemRabo(e) 

s e  C-Cabeça = e CRabo = V2 então 

aresta := e; 

re torna (aresta); 

complex: O(m $ Ln) 

Inicialmente obtém-se um conjunto de ligação para um par de vértices (tl, hl), 

o que é feito para qualquer par de vértices em tempo O(m). O pior caso é conside- 

rarmos a seleção de um par (tl, hi), tal que o conjunto de arestas de ligação para 

esse par tenha a maior cardinalidade possível, dentre os conjuntos de ligacão para 

qualquer par (t, h) tq t E Vi e h E &. Seja L essa cardinalidade máxima, L 5 m. 

Para cada uma das L arestas desse conjunto de ligação, tem que se obter o conjunto 

rabo e o conjunto cabeça, o que é feito em ambos os casos com complexidade O(n) 

(rotinas 4 e 3). A complexidade no total é O(m + Ln). 

11.2.5 A Matriz de Incidência Modificada 

A matriz de incidência pode ser redefinida de modo a melhorar a complexidade de 

algumas das operações. Para isso os elementos a;j diferentes de O conterão, além da 



informação de pertinência do vértice v; à cabeça (sinal +) ou rabo (sinal -) da aresta 

ej, qual o próximo vértice pertencente a esse mesmo conjunto. Ou seja, desse modo 

cada conjunto cabeça ou rabo de uma aresta e fica representado explicitamente como 

uma lista circular cujos elementos pertencem obrigatoriamente a mesma coluna na 

matriz (relativa a e). Além disso serão utilizados dois vetores auxiliares PCab e 

PRab,de tamanho m, tais que PCab[i] e PRab[i] contêm os primeiros elementos de 

cabeça e rabo da aresta e; respectivamente. 

Com essa modificação, a nova matriz de incidência Amx, é assim definida: 

-L, /vk é O próximo vértice do rabo(ej), se vi E rabo(ej) 

L, /vk é o próximo vértice de cabeça(ej), se v; E cabeça(ej), 
0, caso contrário 

A matriz modificada para o grafo do exemplo anterior é: 

Como é previsível, os algoritmos pertinentes ao conjunto de operações básico 

para a matriz de incidência modificada são semelhantes ao da matriz de incidência 

original. As diferenças ocorrerão nas rotinas que envolvam a obten~ão do conjunto 

cabeça(e) ou rabo(e). 

As operações para a Matriz de incidência Modificada: 

1) Identificar se v E cabeça(e) 

r o t i n a  Pertence-Cabeça(v,e) 

pertence := f a l so ;  

s e  a,,, > O então pertence:= verdade 

senão pertence := fa l so ;  

r e t  orna(pertence) ; 

complex: O(1). 



A rotina tem complexidade constante, bastando fazer uma consulta à posição 

&,e - 

2) Identificar se v E rabo(e) 

r o t i n a  PertenceRabo(v,e) 

pertence := fa l so ;  

se a,,, < O então pertence:= verdade 

senão pertence := f a l so ;  

r e t  orna(pertence) ; 

complex: 0 (1). 

Rotina com complexidade constante, caso análogo a da rotina anterior. 

3) Determinar cabeça(e) 

r o t i n a  Obtem-Cabeça(e) 

C-Cabeça := @; 
primeiro := PCab[e]; 

incluir primeiro em C-Cabeça; 
, . proxzmo := ap,i,,iro,e 

enquanto próximo # primeiro faça  

incluir próximo em C-Cabeça; 

próximo := a,,~,;,,,e; 

ret  orna( C-Cabeça); 

complex: O([ cabeça(e) I). 

Como os vértices de cabeça(e) estão agora encadeados circularmente na própria 

coluna, não é mais necessário consultar todos os elementos da coluna. E suficiente 

determinar em PCab[e] o primeiro vértice do conjunto e a partir dai, cada vértice da 

cabeça (e) terá no seu elemento correspondente na coluna de e o próximo vértice que 

também está no conjunto. São consultadas somente as posições relativas a vértices 

pertencentes à cabeça(e), logo a complexidade é de ordem igual a cardinalidade desse 

conjunto. 



4) Determinar rabo(e) 

r o t i n a  ObtemRabo(e) 

C B a b o  := 0 ;  
primeiro := PRab[e];  

incluir primeiro em C A a b o ;  
, . proxzmo := - ap,;,e;r,,e 

enquanto próximo # primeiro f a ç a  

incluir próximo em C l l a b o ;  

próximo := - aprózimo,e; 

r e t  orna(C R a b o )  

complex: O(I rabo(e) I) 

De modo semelhante ao da rotina anterior, só serão consultadas as posições 

relativas a vértices que estão no conjunto rabo(e), a partir de um primeiro vértice 

guardado em PRab[e] .  A complexidade é de tamanho igual a cardinalidade do 

conjunto. 

5)  Determinar B S ( v )  

r o t i n a  ObtemBS(v) 

C B S  := 0 ;  
para t o d a  e E E f a ç a  

s e  a,,, > O en tão  

incluir e em C B S  
r e t  o r n a ( C B S ) ;  

complex: O (m) . 

As modificações na matriz de incidência não afetam a complexidade dessa ope- 

ração, que continua sendo feita como na matriz de incidência original, a menos da 

mudança no teste da posição. Continua sendo necessário percorrer toda a linha de v. 

Assim sendo é consultada uma posição por aresta, para todas as arestas do 2-grafo. 

A complexidade é O ( m ) .  



6) Determinar F S ( v )  

r o t i n a  Obtem-F'S(v) 

Cn-F'S := 0; 
para toda e E E faça  

se a,,, < O então 

incluir e em CYS 
r e t  orna(CYS); 

complex: O (m) . 

Com comportamento idêntico ao da rotina anterior, para obtenção de F $(V), 

essa também não sofre mudanças na sua complexidade com relação à matriz original. 

Continua sendo necessário percorrer toda a linha de v.  Mantém-se a complexidade, 

O(m>- 

7) Inserir em H um vértice v tq v 6 V 

r o t i n a  Insere(v,H) 

nlivre:= nlivre + 1; 

nn := nn + 1; 

V:= nlivre 

complex: O (1). 

Rotina idêntica à rotina de inserção de um vértice na matriz de incidência origi- 

nal. 

8) Inserir em H a aresta (rabo(e),cabeça(e)) 

r o t i n a  Insere(rabo(e),cabeça(e), H) 
mlivre := mlivre $ 1; 

e := mlivre; 

mm := mm + 1; 

PCab[e] := hl; 

para i := 1 até Icabeça(e)l -1 faça 



corrente : = h;; 

acorrente,e := hi+i 
corrente := h;; 

acorrente,e := PCab[e] 
PRab[e] := tl; 
para i := 1 até 1 rabo(e) I -1 faça 

corrente := ti; 

complex: O(size,) 

Para cada vértice v pertencente ao conjunto cabeça(e), a posição a,,, é modifica- 

da, passando a armazenar o próximo vértice desse mesmo conjunto. Procede-se da 

mesma maneira para os vértices do conjunto rabo(e). É feito um acesso por vértice 

pertencente a r abo(e )~  cabeça(e). A complexidade é igual a cardinalidade da união 

dos conjuntos, ou seja, O(sizee). 

9)Remover de H um vértice v, v E V. 

rotina Remove-Vertice(v,H) 

para toda e em E faça 

se a,,, # O então 

Remove Arest a(e,H) 

a,,, := O; 

nn := nn - 1; 

complex:O(m + st x size,) 

Na remoção de um vértice continua sendo necessário percorrer toda a Linha de 

v na matriz, para obter ST(v), o que requer tempo O(m). São removidas st a- 

restas, cada remoção sendo feita em O(size,) (rotina 10 abaixo). Assim sendo, a 

complexidade total é O(m $ st x size,). 

10) Remover de H uma aresta e, e E E. 



r o t i n a  RemoveAresta(e,H) 

Obtem-Cabeça(e); ObtemBabo(e); 

para todo v E C-Cabeça U CRabo faça  

a,,, := 0; 

mm := mm-1; 

complex: O(size,) 

A obtenção dos conjuntos cabeça(e) e rabo(e) é feita em I rabo(e) I + I cabeça(e) 1 ,  
que é igual a size,. Depois, para cada vértice v na união desses conjuntos, acessa-se, 

em tempo constante, a posição a,,, para atribuição do valor 0. Logo, a complexidade 

é da ordem da cardinalidade da união desses conjuntos, e igual a sixe,. 

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligacão e 

tais que v E rabo(e) e w E cabeça(e) . 

r o t i n a  ObtemArestasLigação(v,w) 

C-ArestaLigação : = 0 
para toda e E E f aça  

se a,,, > 0 A a,,, < O então 

incluir e em C-Aresta-Ligação; 

r e t  orna(CAresta-Ligação); 

complex: O (m) 

A exceção dos testes para a inclusão da aresta no conjunto, a rotina é idêntica 

ao que é feito para o caso da matriz de incidência original, sendo mantida a com- 

plexidade. 

12) Dados dois conjuntos de vértices Vi, &,determinar se (Vi, &) E E. 

r o t i n a  ExisteAresta(q,&); 

aresta := O ; 

para tl E K e h1 E V2 faça  

ObtemArestasLigação(tl , hl) 



enquanto aresta = O e C-ArestaLigação # 0 faça 

retira e E C-Aresta-Ligação 

Obtem-Cabeça(e) ; ObtemRabo(e) 

se  C-Cabeça = Vi e CRabo = & então 

aresta := e; 

re torna  (aresta); 

complex: O(m + k x size,) 

Obtém-se, em tempo O(m), um conjunto de ligação para um par de vértices 

(tl, hl). Considera-se k como definido para a mesma rotina (12) para a matriz de 

incidência original, ou seja, a cardinalidade máxima de um conjunto de Ligação para 

qualquer dentre os possíveis pares (t, h), tq t E e h E &. Para cada uma das 

k arestas desse conjunto de ligação, deve-se obter o conjunto rabo e o cabeça, o 

que, diferente do caso da matriz de incidência original, é feito com complexidade 

O(I rabo(e) I $ I cabeça(e) ). A complexidade no total é O(m + k x size,). 

Conclusões 

As mais conhecidas representações de grafos, a matriz e as listas de adjacência, se 

mostram pouco adequadas à representação de 2-grafos orientados. As modificações 

que viabilizam sua utilização para representar 2-grafos, tornam-as de difícil mani- 

pulação e, no caso da matriz de adjacência, acarretam uma complexidade de espaço 

indesejável. 

Em contrapartida, a matriz de incidência que, apesar de conhecida para gra- 

fos, era pouco utilizada, se revela bastante apropriada para a representação de 2- 

grafos. Apresenta, como qualquer esquema matricial, limitações quanto a inserção 

de vértices e arestas. Outro problema é a complexidade de espaço, eventualmente, 

proibitiva. 

Algumas mudanças podem ser consideradas, objetivando-se maior eficiência em 

algumas das operações. É esse o caso da matriz de incidência modificada. 

E importante levar em consideração que a matriz de incidência tem uma ca- 

racterística que a diferencia da matriz e Listas de adjacência: é um esquema de 

representação orientado a arestas. 

Pensar em esquemas em que existam estruturas para as arestas é um caminho 

a ser considerado. Ele será o ponto de partida para as representações do próximo 



capitulo. 

O quadro a seguir apresenta os resultados, em termos das complexidades dos 
itmos, para a matriz de incidência e a matriz de incidência modificada. 

Estruturas 

Operações Matriz de Incidência Matriz de Incidência 

Modificada 

O U )  1) Identificar se 

v E cabeça(e) 

2) Identificar se 

-- 

3) Determinar 

4) Determinar 
rabo(e) 

5) Determinar 

B S ( 4  
6) Determinar 

F S ( v )  
7 )  Inserção de 

vértice 

8) Inserção de 
aresta 

9) Deleção de 

vértice 

O ( m  + st x size,) 

10) Deleção de 

aresta 

11) Obtenção das 
arestas de ligação 

entre v e w 

O ( m  + k x size,) 12) Determinar se 

( K , W  E E 



Capitulo I11 

Representacões 3 com as arestas 

explicit as 

111.1 Estruturas para Hiper- Arestas 

No capítulo anterior verificou-se que a matriz de adj acência e as listas de adj acência, 

as mais utilizadas representações de grafos, não são adequadas à representação de 

2-grafos, enquanto a matriz de incidência se mostrou uma alternativa a ser conside- 

rada. 

É interessante observar que a entidade aresta (hipes-aresta) se mostra mais corn- 

plexa quando tratamos de hipergrafos do que quando tratávamos de grafos. Em 

grafos a presença de uma aresta entre v e w só caracterizava a existência de uma de- 

terminada relação entre eles. No caso da hiper-aresta ficam estabelecidas múltiplas 

relações, uma para cada par de vértices da aresta, podendo ser identificada a o- 

corrência de dois tipos de relação: uma quando v e w pertencem ao mesmo conjunto 

(cabeça ou rabo) e a outra quando v e w estão em conjuntos diferentes. 

Dessa forma, é interessante pensar em esquemas de representação nos quais a 

aresta esteja explicitamente representada. A matriz de incidência já apresentava 

esta característica. Uma outra alternativa é a utilização de estruturas especiais para 

a representação das hiper-arestas como as estruturas propostas em [Marlcenzon 901 

e apresentadas em seguida: 

Um vetor Arestas contendo, para cada aresta e;, o conjunto de vértices que 

forma rabo(e;) e cabeça(e;); 

Um vetor PontCab, onde a posição PontCab[i] contém o índice para obter o 

primeiro vértice de cabeca(e;) em Arestas; 

Um vetor PontRab, onde a posição PontRab[i] contém o índice para obter o 

primeiro vértice de rabo(e;) em Arestas. 



Para o 2-grafo H" da figura 111.1, as estruturas para as arestas seriam as da 

figura 111.2. 

Figura 111.1: O hipergrafo H" 

hiper-arestas do 2-grafo H" .(III.2) 

PontCab 

Figura 111.2: teste da figura 

Essas estruturas são por si só uma representação (faz-se necessário somente o 

acréscimo da relação de vértices, por exemplo, num vetor, que permita a identifi- 

cação dos vértices isolados do 2-grafo). Entretanto, quase toda operação que envolva 

a obtenção de informação sobre um vértice v, à exceção de pertinência a uma de- 

terminada aresta e, terá custo muito grande. Na maioria desses casos, como, por 

exemplo, identificar se existe aresta de ligacão entre v e w ou obter os conjuntos 

BS(v) e FS(v ) ,  faz-se necessário obter as cabe~as (os rabos) de todas as arestas do 

2-grafo, consultando-se um grande número (ou a totalidade) de posicões do vetor 

Arestas. 



Dessa forma, a idéia é associar estruturas especificamente dedicadas às hiper- 

arestas a um outro esquema de representação que se baseie em informações dos 

vértices. 

Consideraremos inicialmente a associação às listas de adjacência modificadas do 

capítulo anterior. Um nó na lista de um vértice *v contém dois tipos de informação: 

adjacência ( w  tal que existe aresta de ligagão entre v e w ) ,  e incidência (a aresta e 

tal que v E rabo(e) e w E cabeça(e)). 

A análise das rotinas para as operagões e as complexidades envolvidas nos mos- 

trarão ser incidência a informação realmente relevante, que não é mantida eficien- 

temente nas listas de adjacência modificadas, já que a mesma aresta e aparece um 

número de vezes igual a I cabeça(e) 1 na lista de v .  

As listas para o hipergrafo H" da figura 111.1, com os vetores Ares tas ,  PontCab 

e PontRab,  são: 

Figura 111.3: Listas de Adjacência Modificadas de H" 

A seguinte notação é utilizada na análise das complexidades das rotinas para as 

operações do conjunto básico. 

s ize ,  = I  rabo(e)+ I cabeça(e)l, e E E. 

s t ( v )  =I ST(v)  1, onde S T ( v )  = F S ( v )  U B S ( v ) ,  v E V .  

n - l i d v )  = C.EFS(~) I cabeça(e)l 

1) Identificar se v E cabeça(e). 



ro t ina  Pertence-Cabeça(v,e) 

pertence := fa l so ;  

s e  PontCab[e] # PontRab[e] então 

aux:= PontCab[e]; 

enquanto aux # PontRab[e $11 e não pertence faça  

s e  v = Arestas[aux] então 

pertence := verdade ; 

aux:=aux + 1; 

r e t  orna(pertence); 

complex: O([ cabeça(e) I ) .  

Utiliza as informações das estruturas para arestas. Consiste em testar se v é 

igual a algum dos vértices no vetor Arestas que estão nas posições ocupadas pelos 

elementos de cabeça(e). Tais posições são as que têm índices compreendidos entre 

PontCab[e] e PontRab[e + 11-1. Serão testados, no máximo, I cabeça(e) I vértices. 

Será feito, em tempo constante, um acesso e um teste por vértice. A complexidade 

total é O() cabeça(e) I )  

2) Identificar se v E rabo(e). 

r o t i n a  Pertence_Rabo(v,e) 

pertence := falso;  

s e  PontCab[e] # PontRab[e] então 

aux:= PontRab[e] ; 

enquanto aux # PontCab[e] e não pertence f aça  

s e  v = Arestas[aux] então 

pertence := verdade ; 
aux:=aux + 1; 

r e t  orna(pertence) ; 

complex: O(I rabo(e) I). 

Semelhante à rotina anterior, consiste em testar os elementos, do vetor Arestas, 

nas posições com índices compreendidos entre PontRab[e] e PontCa b[e] -1. São 

feitos, no máximo, I rabo(e) I acessos. 



3 )  Determinar cabeça(e). 

r o t i n a  Obtem-Cabeça(e) 

C-Cabeça := 0 ;  
se PontCab[e] # PontRab[e] en tão  

aux:= PontCab[e]; 

enquanto aux # PontRab[e + 11 f a ç a  

incluir Arestas [aux] em C-Cabeça; 

aux:=aux + 1; 
retorna(C-Cabeça); 

complex: O(I cabeça(e) I). 

O vértices de cabeça(e) são obtidos nas posições consecutivas no vetor Arestas,  

cujos índices estão compreendidos entre PontCab[e] e PontRab[e + 11 -1. S" ao aces- 

sadas, no total, I cabeça(e) I posições, com tempo constante por acesso. 

4) Determinar rabo(e) 

r o t i n a  ObtemRabo(e) 

Crabo := 0 ; 
s e  PontCab[e] # PontRab[e] então 

aux:= PontRab[e]; 

enquanto aux # PontCab[e] f a ç a  

incluir Arestas[aux] em C B a b o ;  

aux:=aux + 1; 

r e t  orna(C Rabo) ;  

complex: O ( /  rabo(e) I). 

Analogamente à rotina anterior , são incluidos no conjunto os vértices obtidos 

nas posições consecutivas no vetor Arestas,  cujos índices estão compreendidos entre 

PontRab[e] e PontCab[e]-1. São acessadas, no total, I rabo(e) I posições. 

5)  Determinar BS(v) .  



r o t i n a  ObtemBS(v) 

C B S  := 0; 
para e= 1, .., m faça  

aux := PontCab[e]; 

enquanto aux # PontRab[e + 11 faça 

s e  Arestas[aux] = v então 

incluir e em C B S ;  

aux := aux $1; 

r e t  orna(CBS);  

complex: O(CeEE I cabeça(e) I). 

Para cada aresta e do 2-grafo, consulta-se no vetor Arestas todas posições com 

os vértices de cabeça(e). Para cada uma das m arestas, são feitos CeEE I cabeca(e) I 
acessos. 

6) Determinar FS(v) 

ro t ina  ObtemJ?S(v) 

C J ' S  := 0; 
aux := LA[v]; 

enquanto aux # NIL faça  

s e  auxT.aresta não está em C J S  então 

incluir auxT.aresta em CJI'S; 

aux := auzT.prox; 

r e t  o rna (C3S) ;  

complex : O(n-lig (v)) 

A rotina consiste em percorrer a lista de v e incluir a aresta e no conjunto 

quando encontrar sua primeira ocorrência de e na lista. Um percurso numa lista é 

feito com complexidade da ordem do tamanho da lista. No caso a lista de adjacência 

modificada de v, O(CeEFS(V) I cabeça(e) I ) ,  ou seja, O(n-lig(v)). 

Deve-se considerar que a informação utilizada na lista é a aresta do nó, havendo 

aumento da complexidade causada pelas (cabeça(e) I repeticões da aresta e na lista. 

7) Inserir em H um vértice v t q  v @ V. 



r o t i n a  Insere(v, H) 
n:= n + 1; 

VLivre := VLivre $ 1; 

v:= VLivre; 

LA[v] := NIL; 

complex: 0 (1). 

Além da atribuição de um identificador ao vértice, consiste na criação de uma 

lista vazia, o que é feito em tempo constante. O número de vértices no 2-grafo é 

mantido em n. Entretanto, como as posi@es ocupadas por vértices deletados conti- 

nuam indisponíveis, é necessária uma variável VLivre que conterá qual a primeira 

posição realmente livre. Na deleção de um vértice, apenas n será decrementada. 

8) Inserir em H a aresta (rabo(e),cabeça(e)) 

r o t i n a  Insere(rabo(e),cabeça(e), H) 
m := m + 1; 

PLivre := PLivre $ 1; 

e := PLivre; 

Pont Rab[PLivre] : = ALivre; 

enquanto rabo(e) # @ f a ç a  

retira t de rabo(e); 

pa ra  todo h E cabeça(e) f a ç a  

aloca(aux1); 

auxlf.prox := LA[t]; 

auxlT.vertice := h 

auxlf.aresta := e; 

FS[t]:= auxl; 

Arestas[ALivre] := t; 
ALivre := ALivre + 1; 

PontCab[PLivre] := ALivre; 

enquanto cabeça(e)# Vazio f a ç a  

retira h de cabeça(e); 

aloca(aux1); 

Arestas[ALivre] := h; 



ALivre := ALivre + 1; 

complex: O(I rabo(e) I x 1 cabeça(e)l). 

Para um vértice v em rabo(e), será inserido na Lista de adjacência de v um nó 

com informação vert= w e aresta= e, para cada w E cabeça(e). Serão feitas inserções 

de I cabeça(e) I nós nas listas de I rabo(e) I vértices. Como o tempo de uma inserção 

é constante, já que ela poderá ser feita sempre no início da lista, a complexidade 

total é da ordem do número de inserções, ou seja, O(] rabo(e) I x I cabeça(e)l). 

Na variável ALivre é guardada a primeira posição livre no vetor Arestas. PLivre 

guarda a primeira posição realmente livre nos vetores PontCab e PontRab. Como 

no caso dos vértices, também as posições ocupadas por arestas deletadas não ficam 

disponíveis. 

9)Remover de H um vértice v, v E V 

r o t i n a  Remove-Vertice(v, H) 

Obteml;'S(v); 

ObtemBS(v); 

aux := LA[v]; 

enquanto aux # NIL f a ç a  

LA[v] := auxi.prox; 

libera(aux) ; 

aux := LA[v]; 

pa ra  toda e E C B S  U CYS f a ç a  

Remove Arest a(e, H) 
n := n-1; 

complex: O(st(v) x CwETabo(e) n-íig(w)), e E ST(v). 

A obtenção de BS(v) é feita em O(CeEE I cabeça(e) I) . A obtencão de FS(v) e 

a remoção da lista LA[v] é feita em ordem do tamanho da lista, isso é, O(n-lig(v)). 

A complexidade dominante será, no entanto, a da remoção de todas as arestas 

pertencentes à união dos dois conjuntos, São removidas st arestas, utilizando-se a 

rotina abaixo (10) na remoção de cada uma delas. A complexidade total é O(st(v) x 

C w E T n b o ( e )  n-zig(w)). 



10) Remover de H uma aresta e, e E E. 

r o t i n a  Remove(e,H) 

se Pont Ca b[e] # PontRa b[e] en tão  

ObtemRabo(e) ; 
p a r a  todo v E Cllabo f a ç a  

aux := LA[v]; ant := NIL; 

enquanto aux # NIL f a ç a  

s e  auxT.aresta = e então  

s e  LA[v] = auz então  

LA[v] := auxT.prox; 

libera(aux) ; 

aux := LA[v]; 

senão 

ant .prox : = auxT .prox; 

libera(aux); 

aux := antT.prox 

senão 

ant := aux; 

aux := aux~.prox; 

PontCab[e] := PontRab[e]; 

m : = m -  1; 

Primeiro obtem-se rabo(e), em O(I rabo(e) I). Depois, para cada vértice v que 

pertence a rabo(e), percorre-se a lista de v,  removendo-se os nós cuja informação 

aresta é e. Isso é feito com complexidade da ordem do tamanho da lista, ou seja, 

O(n-lig(v)). Como é percorrida uma lista para cada um dos I rabo(e) I vértices, a 

complexidade total é O(CwETabo(e) n-lig (v)) . 

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligação e 

entre v e w. 

r o t i n a  ObtemArestasl;igação(v,w) 

C-ArestaLigação := 0 
aux := LA[v]; 



enquanto aux # NIL faça  

se auxT.vert = w então 

incluir auxT .aresta em C-ArestaLigação; 

aux := auxT.prox; 

r e t  orna( CAresta-Ligação) ; 

complex: O(n-lig (v)). 

A rotina consiste em percorrer a lista encadeada LA[v], incluindo no conjunto 

a informação aresta do nó cuja informacão vértice for w. Isso é feito em tempo da 

ordem do tamanho da lista. Como para cada aresta e em FS(v) todos os vértices 

w no seu conjunto cabeça estão na lista, a complexidade é O(CeEFS(V) I cabeça(e)l), 

ou seja, O (n-lig (v)). 

12) Dados dois conjuntos de vértices Vi, &, determinar se (Vi, K) E E. 

r o t i n a  ExisteAresta(K ,&); 
aresta := 0 ; 

pa ra  tl E K e h1 E & f a ç a  

ObtemArestasLigação(tl , hl) 

enquanto aresta = O e C-Arestdigação # fl faça 

retira e E C-Aresta-Ligação 

Obtem-Cabeça(e) ; ObtemRabo(e) 

s e  C-Cabeça = Vi e CBabo = & então 

aresta := e; 

r e t o r n a  (aresta); 

complex: O(maxtEvl (n-lig(t)) + (L x size,)) . 

Se existir a aresta, ela obrigatoriamente pertence ao conjunto de ligação entre 

t; e h;, para qualquer par (t;,h;), tal que t; E e h; E &. Obtemos o conjunto 

de ligação para (tl, hl), em tempo O(n-lig(tl)). Considerando-se tal conjunto com 

cardinalidade máxima, L, resultante da pior escolha do par (tl,hl). Para cada a- 

resta e no conjunto, obtém-se cabeça(e) e rabo(e), o que é feito em O(size,). A 
complexidade total é O(maxtEvl(n-lig(t)) $ (L x size,)). 

Comentários: Dois fatos devem ser notados. O primeiro é que a maioria das ope- 

rações, particularmente as com melhores complexidades, são realizadas em cima das 



estruturas das arestas, ou seja, as listas de adjacência trazem pouca contribuição na 

melhoria da eficiência. O segundo é serem justamente as operacões envolvendo dire- 

ta  ou indiretamente a obtenção dos conjuntos BS e FS as mais comprometidas. No 

caso, a obtenção de FS(v) é feita utilizando as informações das listas de adjacência 

modificadas, com complexidade menor do que a obtenção de BS(v), que utiliza os 

vetores para arestas. Mesmo assim , a existência de I cabeça(e) I nós na lista para 

uma mesma aresta e implica uma complexidade maior do que se a lista contivesse 

apenas a informação de incidência. Isso nos leva a pensar numa representação em 

que os dois conjuntos BS(v) e FS(v) sejam de fácil obtenção, ou até mesmo, sirvam 

de base da representação. É esse o caso das Listas de Incidência apresentadas a 

seguir. 

111.2 Listas de Incidência BS(v) e FS(v) 

A idéia é representar o hipergrafo através da representacão explícita dos conjuntos 

BS(v) e FS(v),  para todo v E V. Desse modo, haverá duas listas encadeadas para 

cada vértice v, uma com as arestas de BS(v) e outra com as arestas de F S ( v ) .  

Além disso, também aqui as arestas estarão representadas explicitamente, mediante 

os vetores Aresta, PontCab e PontRab introduzidos na seção 11.1. 

As listas de incidência para nosso hipergrafo H" são: 

Figura 111.4: Listas de Incidência de H" 



Complexidade das operações para as Listas de Incidência: 

1) Identificar se v E cabeça(e). 

r o t i n a  Pertence-Cabeça(v,e) 

pertence : = f a1 so ; 

aux := BS[v]; 

enquanto (aux # NIL) e (não pertence) faça 

s e  auxi.aresta = e então pertence := verdade ; 
aux:= auxT.prox; 

r e t  orna(pertence) ; 

complex: O(] BS(v) I ) .  

Um vértice v está em cabeça(e) se e está em BS(v). A rotina consiste então 

em fazer uma busca numa lista encadeada, no caso a BS[v], o que é feito com 

complexidade da ordem do tamanho da lista, O(] BS(v) I). 

Obs.: Uma alternativa na implementação da rotina seria consultar, no vetor 

Arestas, as posições cujos índices estão compreendidos entre PontCab[e] e PontRab[e+ 

11 -1, que contêm os vértices de cabeça(e). A complexidade nesse caso seria O([ cabeça(e) I ). 

2) Identificar se v E rabo(e). 

r o t i n a  PertenceRabo(v,e) 

pertence := f a l so ;  

aux := FS[v]; 

enquanto (aux # NIL) e (não pertence) faça  

s e  auxi.aresta = e então pertence := verdade ; 

aux:= auxT.prox; 

r e t  orna(pertence); 

complex: O() FS(v) I). 

Rotina com complexidade O(I FS(v) I ) ,  pois trata-se de uma busca na lista 

FS[v]. Também aqui haveria a alternativa de consultar no vetor aresta as po- 

sições que guardam os vértices de rabo(e), cujos índices estão entre PontRab[e] e 

PontCab[e]-1. A complexidade seria O(] rabo(e) I). 



3) Determinar cabeça(e). 

r o t i n a  Obtem-Cabeça(e) 

C-Cabeça := 0; 

se PontCab[e] # PontRab[e] então 

aux:= PontCab[e] ; 

enquanto aux # PontRab[e + 11 faça  

incluir Arestas[aux] em C-Cabeça; 

aux:=aux + 1; 

retorna(C-Cabeça); 

complex: O([ cabeça(e) I). 

A rotina faz uso das informações nas estruturas para arestas. No caso, basta 

obter, incluindo no conjunto, os vértices em posições consecutivas do vetos Arestas, 

cujos índices estão entre PontCab[e] e PontRab[e + 11-1. A complexidade é da 

ordem do número de posições consultadas, O(lcabeça(e) I). 

4) Determinar rabo(e) 

r o t i n a  ObtemRabo(e) 

Crabo := 0 ; 
aux:= PontRab[e]; 

enquanto aux # PontCab[e] faça  

incluir Arestas [aux] em CRabo; 

aux:=aux + 1; 

retorna(C1Zabo); 

complex: O(I rabo(e) I). 

Procede-se de modo análogo ao da rotina anterior (3), obtendo-se os vértices 

de rabo(e) nas posições com índices entre PontRab[e] e PontCab[e + 11 - 1. São 

consultadas, no total, I rabo(e) I posições. 

5) Determinar BS(v)  . 



r o t i n a  Obtem_BS(v) 

C B S  := 0; 
aux := BS[v]; 

enquanto aux # NIL faça 

incluir auxT.aresta em CBS; 
aux := auxT.prox; 

retorna(CJ3S); 

complex: O(I BS(v) I ). 

A rotina consiste em percorrer uma lista encadeada, no caso a BS[v], incluindo 

no conjunto a aresta que é a informação de cada nó da lista. Isso é feito com 

complexidade da ordem do tamanho da lista, ou seja, O( /  BS(v) I ). 

6) Determinas FS(v) . 

ro t ina  Obtem_FS(v) 

CYS := 0; 
aux := FS[v]; 

enquanto aux # NIL faça 

incluir auxT.asesta em CJI'S; 
aux := auxT.prox; 

r e t  o rna (C3S) ;  

complex: O(] FS(v) I ). 

Semelhante à rotina anterior (6), consiste em percorrer a lista FS[v], o que 

implica complexidade O( /  F S ( v )  I ). 

7) Inserir em H um vértice v tq v $ V. 

r o t i n a  Insere(v, H) 
n:= n $ 1; 

VLivre := VLivre $ 1; 

v:= VLivre; 

BS[v] := NIL; 



FS[v] := NIL. 

complex: 0 (1). 

Requer a criação de duas listas vazias BS[v] e FS[v], o que é feito em tempo 

constante. 

8) Inserir em H a aresta (rabo(e), cabeça(e)) 

r o t i n a  Insere(rabo(e), cabeça(e),H) 

m := m $ 1; 
PLivre := PLivre + 1; 

e := PLivre; 

PontRab[PLivre] : = ALivre; 

enquanto rabo(e) # Vazio f a ç a  

retira t de rabo(e); 

aloca(aux1); 

aux li .prox : = FS [t] ; 
auxlT.aresta := e; 

FS[t]:= auxl; 

Arestas[ALivse] := t ;  
ALivre := ALivre + 1; 

Pont Cab[PLivre] := ALivre; 

enquanto cabeça(e)# Vazio f a ç a  

retira h de cabeça(e); 

aloca(aux1); 

auxlT.prox := BS[h]; 

auxlT.aresta := e; 

BS[h]:= auxl; 

Arestas[ALivse] := h; 
ALivre := ALivre + 1; 

complex: O(size,). 

A rotina consiste em, ao retiras um vértice v do conjunto rabo(e), colocar v 

na primeira posição livre do vetor Arestas e inserir a aresta e no início da lista 



FS[v]. Ambas as ações são feitas em tempo constante. Faz-se a mesma coisa para 

os vértices de cabeça(e), fazendo dessa vez a inserção de e na lista BS[v]. No total, 

são considerados sixe, vértices, onde sixe, = I  cabeça(e)l + I rabo(e) I. 

9)Remover de H um vértice v,  v E V. 

rotina Remove-Vertice(v,H) 

ObtemBS(v); ObtemTS(v); 

para toda e E C B S  u CY'S faça 

RemoveArest a(e,H) ; 
liberalista(BS[v]) ; 

liberalista(FS[v]); 

FS[v]:= NIL; 

BS[v]:= NIL; 

n:= n -1 

Obs: Consideraremos a existência de uma rotina liberalista(p), que percorre a 

lista apontada por p removendo cada nó da lista, com complexidade da ordem do 

tamanho da lista. 

A remoção de um vértice implica a remoção de todas as arestas que tenham v 

em seus conjuntos rabo ou cabeça. Inicialmente são obtidos os conjuntos BS(v) e 

FS(v), o que é feito em tempo O(] BS(v) I + I FS(v) I), utilizando-se as rotinas 

ObtemBS e ObtemYS. Depois disso, cada aresta em ST(v) = BS(v) U FS(v) é 

removida, ou seja, são removidas st (st = I  ST I ) arestas. Na remoção de uma aresta 

utiliza-se a rotina RemoveAresta, apresentada em seguida, que tem complexidade 

O(Ct-,rdo(e) I FS ( r )  I + CcEcabeça(e1 I BS(c) I ) .  

10) Remover de H uma aresta e, e E E. 

rotina RemoveAresta(e,H) 

se Pont Ra b[e] # Pont Cab[e] faça 

ObtemRabo(e); 

para todo v E CRabo faça 

aux := FS[v] ;  

se aux = NIL então FS[v] := aux'T'.prox 



senão 

ant := NIL; 

enquanto auxT.aresta # 
ant := aux; 

aux := auxT.prox; 

antT.prox := auxT.prox; 

libera(aux); 

Obtem-Cabeça(e) ; 

para  todo v E C-Cabeça f a ç a  

aux := BS[v]; 

e f aça  

s e  aux = NIL então BS[v] := auxT.prox 

senão 

ant := NIL; 

enquanto auxT.aresta # e f aça  

ant := aux; 

aux := auxT.prox; 

antT.prox := auxT.prox; 

libera(aux) ; 

PontCab[e] := PontRab[e]; 

m := m - 1; 

Primeiro obtém-se rabo(e) (O(I rabo(e) I ) )  e cabeça(e) (O([ cabeça(e) I)). Para 

cada v E rabo(e), faz-se uma busca na lista FS[v], localizando e removendo o nó que 

contém e. Isso é feito em O(/ F S ( v )  I ) ,  para cada v. Do mesmo modo, para cada v E 

cabeça(e) , faz-se a remoção do nó com e da lista BS[v] (O(/ BS(v) I)). Nas estruturas 

para arestas, uma aresta é identificada deletada se PontCab[e] = PontRab[e], o que 

é feito com mediante uma simples atribuição, em tempo constante. 

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligação e 

entre v e w 

r o t i n a  ObtemArestasl;igação(v,w) 

C-ArestaLigação := 0 
Obtem_FS(v); Obtem_BS(w); 

para  e EC_FS(V)~CBS(W) f aça  



incluir e em C-ArestaLigação; 

r e t  orna( CAresta-Ligação); 

complex: O(max(1 BS(w) 1 ,  I F S ( v )  I ) )  

Primeiro obtemos FS(v), que é o conjunto de arestas tais que v E rabo(e), o que 

tem complexidade O(] FS(v) I). Depois obtemos BS(w), com as arestas e tais que 

w E cabeça(e), em O(/ BS(w) I). As arestas do conjunto de ligação são os elementos 

pertencentes à interseção desses dois conjuntos, que é obtido em tempo da ordem 

da cardinalidade do maior conjunto. A complexidade no total é da ordem da maior 

entre as cardinalidades de BS(w) e FS(v). 

12) Dados dois conjuntos de vértices K, &, determinar se (K, &) E E. 

r o t i n a  ExisteAresta(K ,%); 
aresta := O ; 

para tl E VI e h1 E V2 faça 

ObtemArest asLigação(tl, hl) 

enquanto aresta = O e C-Aresta-Ligação # 0 faça 

retira e E C-Aresta-Ligação 

Obtem-Cabeça(e); ObtemJlabo(e) 

s e  C-Cabeça = Vi e CRabo = V2 então 

aresta := e; 

re torna (aresta); 

complex: O(max(l BS(h) 1 ,  I FS(t) I) $ 5 x sixe,)), t E K ,  h E fi. 

Se existir a aresta, ela obrigatoriamente pertence ao conjunto de ligação entre 

ti e h;, para qualquer par (ti,hi), tal que ti E rabo(e) e hi E cabeça(e). Obte- 

mos o conjunto de ligação para (tl,hl), em tempo O(max(1 BS(h) 1 ,  I FS(t) I ) ) .  
Considerando-se tal conjunto com cardinalidade máxima, 5, resultante da pior es- 

colha do par (tl,hl). Para cada aresta e no conjunto, obtém-se cabeça(e) e rabo(e), 

o que é feito em O(lcabeça(e) I $ I rabo(e) I ) ,  ou seja, O(size,). 



111.3 As Quatro Listas: Cabeça(e), Rabo(e), BS(v) 

e FS(v) 

Diferencia-se da representação anterior pela estrutura utilizada para representar as 

arestas. Ao invés de utilizarmos os vetores Arestas, PontRab e PontCab, serão 

utilizadas as listas encadeadas Cab(e) e Rab(e). Nesse caso particular, a intenção 

é mostrar que não há diferença nas complexidades das operações entre ambas re- 

presentações, ou seja, os vetores são equivalentes às listas Cab e Rab, em termos de 

complexidade de tempo. Entretanto, em termos de espaço, a remoção de arestas 

não deixará posições de memória ocupadas com arestas deletadas, o que acontecia 

com a utilização dos vetores. Evita-se também um erro causado pela má estimativa 

do tamanho máximo do vetor Arestas, que dependerá não somente de número de 

arestas tot a1 no 2-grafo, incluindo as delet adas, mas também das cardinalidades dos 

conjuntos rabo e cabeça dessas arestas. 

Assim sendo, para o H" da Figura 111.1, a representação é composta das quatro 

listas encadeadas da Figura 111.5. 

Complexidade das operações para as $-Listas : 

1) Identificar se v E cabeça(e). 

r o t i n a  Pertence-Cabeça(v,e) 

pertence := f a l so ;  

aux := Cab[e]; 

enquanto (aux # NIL) e (não pertence) faça  

s e  auxT.vértice = v então pertence := verdade ; 

aux:= auxT.prox; 

r e t  orna(pertence); 

complex: O(\ cabeça(e) 1 ) .  

A rotina consiste em fazer uma busca em uma lista encadeada, a lista Cab[e], o 

que é feito em na ordem do tamanho da lista, O(\ cabeça(e) 1). 
Obs: Uma alternativa para o algoritmo anterior seria percorrer a lista BS[v] 

verificando se alguma das arestas desta é e. Com isso, a complexidade seria então 

O(l BS@) 1). 



2) Identificar se v E rabo(e). 

r o t i n a  Pertence_Rabo(v,e) 

pertence := f a l so ;  

aux := Rab[e]; 

enquanto (aux # NIL) e (não pertence) faça  

s e  auxT.vértice = v então pertence := verdade ; 

aux:= auxf.prox; 

retorna(pertence); 

complex: O(I rabo(e) I ) .  

E feita uma busca na lista encadeada Rab[e], a complexidade é O(I rabo(e) I). 
Obs: Também nesse caso haveria uma alternativa, que consistiria em percorrer a 

lista FS(v) verificando se e está nela. Nesse caso a complexidade seria O(I F S ( v )  I ) .  

3) Determinar cabeça(e). 

r o t i n a  Obtem-Cabeça(e) 

C-Cabeça := fl;  
aux := Cab[e]; 

enquanto (aux # NIL) faça  

incluir auxT.vertice em C-Cabeça; 

aux:= auxT.prox; 

re torna  (C-Cabeça) ; 

complex: O(I cabeça(e) I ) .  

A rotina consiste em percorrer a lista encadeada Cab[e], incluindo no conjunto 

o vértice contido em cada nó da lista. Isso é feito em O(] cabeça(e) I). 

4) Determinar rabo(e) 

r o t i n a  ObtemXabo(e) 

CRabo := fl 



aux := Rab[e]; 

enquanto (aux # NIL) f a ç a  

incluir auxf .vertice em CJZabo; 

aux:= auxf .prox; 

r e t o r n a  (CAabo); 

complex: O(I rabo(e) I). 

Analogamente à rotina anterior (3), percorre-se a lista Ra b[e] . 

5) Determinar BS(v). 

r o t i n a  ObtemBS(v) 

C B S  := 0; 
aux := BS[v]; 

enquanto aux # NIL f a ç a  

incluir auxT.aresta em CBS;  
aux := auxT.prox; 

r e t o r n a  (CBS); 

complex: O([ BS(v) I ). 

A rotina consiste em percorrer a lista encadeada BS[v], incluindo no conjunto a 

aresta contida em cada nó da lista. Isso é feito em O(/ BS(v) I ). 

6) Determinar FS(v). 

r o t i n a  Obtem_FS(v) 

c3s := 0; 
aux := FS[v]; 

enquanto aux # NIL f a ç a  

incluir auxf .aresta em C Y S ;  

aux := aux~.prox; 

r e t o r n a  (C l rS ) ;  

complex: O([ FS(v) I ). 



Analogamente à rotina anterior (5), percorre-se a lista FS[v]. 

7) Inserir em H um vértice v tq  v $ V ( H ) .  

r o t i n a  Insere(v,H) 

n:= n $ 1; VLivre := VLivre $ 1; 

v := VLivre; 

BS[v] := NIL; 

FS[v] := NIL. 

complex: 0 (1). 

Criação de duas listas vazias, BS[v] e FS[v]. Requer tempo constante. 

8) Inserir em H a aresta (rabo(e),cabeça(e)) 

r o t i n a  Insere(rabo(e),cabeça(e),H) 

m:= m $ 1; ALivre=: ALivre + 1 

e:= ALivre; 

Rab[e] := NIL; 

Cab[e] := NIL; 

enquanto rabo(e) # Vazio f aça  

retira t de rabo(e); 

aloca(aux 1); 

auxlT.prox := FS[t]; 
auxlT.aresta := e; 

FS[t]:= auxl; 

aloca(aux2); 

aux2T.prox := Rab[e]; 

auxT.vertice := t; 
Rab[e] := aux2; 

enquanto cabeça(e)# Vazio f aça  

retira h de cabeça(e); 

aloca(aux1); 

auxlT.prox := BS[h]; 

aux1T.aresta := e; 

BS[h]:= auxl; 



complex: O(sizee) . 

Para cada vértice v E rabo(e), insere-se v no início da lista Rab[e] e insere-se 

e no início da lista FS[v] ,  o que, em ambos os casos, é feito em tempo constante. 

Analogamente, para os vértices w E cabeça(e), faz-se a inserção de v na lista Ca b[e] e 

e na lista BS[v], totalizando size, inserções, cada uma realizada em tempo constante. 

9)Remover de H um vértice v, v E V(H). 

r o t i n a  Remove-Vertice(v,H) 

Obtem_BS(v); Obtein-E'S(v); 

pa r a  toda e E C B S  U CYS faça 

RemoveArest a(e,H) ; 

liberalista(BS[v]); 

liberalista(FS[v]); 

FS[v]:= NIL; 

BS[v]:= NIL; 

n:= n -1 

A obtenção de BS(v) e F S ( v )  é feita em O(&). Para cada aresta e na união dos 

conjuntos, faz-se a remoção de e utilizando a rotina abaixo (10), que tem complexi- 

dade O(CTETabo(e) I FS(r) I + CcEcabeça(e) I BS(c) 1). 

10) Remover de H uma aresta e, e E E (H). 

r o t i n a  RemoveAresta(e, H) 
Obtemllabo(e); 

p a r a  todo v E Cllabo f a ç a  

aux := FS[v];  



se auxT.elemento = e então FS[v] := auzl.prox 

senão 

ant := NIL; 
enquanto auxl.aresta # e faça  

ant := aux; 

aux := auxT.prox; 

ant T .prox : = aux T.prox; 

libera(aux); 

Obtem-Cabeça(e); 

para todo v E C-Cabeça f aça  

aux := BS[v]; 

s e  auxT.elemento = e então BS[v] := aux~.prox 

senão 

ant := NIL; 
enquanto auxT.aresta # e f aça  

ant := aux; 

aux := auxT.prox; 

libera(aux); 

liberalista(Cab[e]); 

liberalista(Rab[e]); 

Cab[e] := NIL; 
Rab[e] := NIL; 
m := m - 1; 

Obtem-se rabo(e) e cabeça(e), com a posterior liberação das respectivas listas. 

(O(l rabo(e) I + I cabeça(e) I)). Para cada v E rabo(e), faz-se uma busca na lista 

FS[v], localizando e removendo o nó que contém e. Isso é feito em O(I FS(v)  I ) ,  
para cada v. Do mesmo modo, para cada v E cabeça(e), faz-se a remoção do nó com 

e da lista BS[v] (O(I BS(v) I)). 

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligacão e 

entre v e w 

r o t i n a  ObtemArestasl;igação(v,w) 



C-ArestaLigação := 0 
Obtem_FS(v); ObtemBS(w); 

p a r a  e €C-FS(v)flCBS(w) f a ç a  

incluir e em C-ArestaLigação; 

r e t  orna(  CAresta-Ligação) ; 

complex: O(maz(l BS(w) 1 ,  I FS(v) I ) )  

Rotina análoga à rotina (11) da representação anterior. 

12) Dados dois conjuntos de vértices Vi, &, determinar se (Vi, &) E E(H) .  

r o t i n a  ExisteAresta(K,&); 

aresta := O ; 

p a r a  tl E VI e hl E V2 f a ç a  

ObtemArestasLigação(ti , hl) 

enquanto aresta = O e C-ArestaLigação # 0 f a ç a  

retira e E C-Aresta-Ligação 

Obtem-Cabeça(e); Obtemllabo(e) 

se C-Cabeça = Vi e Cllabo = en tão  

aresta := e; 

r e t o r n a  (aresta); 

complex: O(max(1 BS(t) 1, I FS(h) I )  -I- k x sixe,)). 

Rotina análoga à rotina (12) da representação anterior. 

111.4 O Digrafo D(H) 

A idéia é representar um 2-grafo através de um digrafo, a partir da observação de 

equivalência entre o Zgrafo H(&,  Eh) e um digrafo D(&, Ed),  onde o conjunto de 

vértices Vd é igual a Vh U V,, sendo V, obtido pela criação de um novo vértice e' para 

cada aresta e do 2-grafo H. O conjunto de arestas Ed é obtido da seguinte forma: 

p a r a  todo  vértice criado e'(e) f a ç a  

p a r a  todo  vértice v E cabeça(e) f a ç a  

crie a aresta orientada (e', v) 



para todo  vértice v E rabo(e) faça 

crie a aresta orientada (v, e') 

Exemplo : na figura 111.6 temos o 2-grafo H e o digrafo correspondente. 

Para verificar se há a preservação de todas as informações de H em D deverão ser 

examinados os casos problemas observados no estudo das representações anteriores. 

Problema 1: A ambiguidade da representação. Por exemplo, em H uma única 

aresta e3=( { vz, v3 } , { v5 } ) faz as ligações v2 - v5, enquanto em H' há duas 

arestas distintas estabelecendo as ligações, e3=( { v2 }, { v5 )) e e5=( { v3 ), { v5 
} É necessário que existam representações distintas para os dois casos, o que é 
garantido pela criação de um vértice para cada aresta. Isso pode ser verificado nas 

figuras 111.6 e 111.7. 

Problema 2: Surge ao considerarmos que em um 2-grafo H pode haver duas ou 

mais arestas de ligação distintas entre o mesmo par de vértices (v, w). É o caso 

das arestas e3 e e5 com relação a v3 e v5 em H". No digrafo D(H) elas estarão 

representadas por vértices distintos, o que resolve o problema (Figura 111.8). 

Garantida a preservação das informações, o problema torna-se um problema de 

representação de digrafos, que têm nas listas de adjacência sua mais tradicional 

representação. Além dessas, é comum por questões de eficiência, manter-se as listas 

com os antecessores imediatos de v, já que a remoção de um vértice v implica a 

remoção de todas as arestas em que v é predecessor ou sucessor. 

É necessário manter para os vértices em D qual a sua origem em H (vértice ou 

aresta). 

Na verdade, uma representação eficiente para um Zgrafo H requer a utilizacão de 

estruturas que contêm as mesmas informações de estruturas correspondentes numa 

representação eficiente do seu digrafo associado D(H). No caso, as listas FS[v] e 

Cab[e] do 2-grafo H terão seus correspondentes nas listas de sucessores (listas de 

adjacência) do digrafo D(H), enquanto as listas BS[v] e Rab[e] corresponderão às 

listas de antecessores. 

A igualdade das complexidades das rotinas para ambas representações vêm ra- 

tificar esse fato. 

LS = lista dos sucessores imediatos de v 

LA = lista dos antecessores imediatos de v. 

Complexidade das operações para digrafos: 



1) Identificar se v E cabeça(e). 

r o t i n a  Pertence-Cabeça(v,e) 

pertence := f a l so ;  

aux := LS[e]; 

enquanto (aux # NIL) e (não pertence) faça  

s e  auxT.elemento = e então pertence := verdade ; 

aux:= auxT.prox; 

r e t  orna(pertence); 

complex: O(I cabeça(e) I). 

Pode-se obter a mesma informação na lista de antecessores de v, LA[v], com 

complexidade no caso, igual a O(I BS(v) I )  

2) Identificar se v E rabo(e) 

r o t i n a  PertenceRabo(v,e) 

pertence := f a l so ;  

aux := LA[e]; 

enquanto (aux # NIL) e (não pertence) faça 

s e  auxT.elemento = e então pertence := verdade ; 

aux:= auxT.prox; 

r e t  orna(pertence); 

complex: O([ rabo(e) I )  

Pode-se obter a mesma informação na lista de sucessores de v, LS[v], com com- 

plexidade no caso, igual a O(/ FS(v) I )  

3) Determinar cabeça (e). 

r o t i n a  Obtem-Cabeça(e) 

C-Cabeça := @; 



aux := LS[e]; 

enquanto (aux # NIL) f a ç a  

incluir aux~.elemento em C-Cabeça; 

aux:= auxi.prox; 

r e t o r n a  (C-Cabeça) ; 

complex: O(I cabeça(e) 1). 

4) Determinar rabo(e) 

r o t i n a  ObtemRabo(e) 

CJZabo := 0 
aux := LA[e]; 

enquanto (aux # NIL) f a ç a  

incluir aux~.elemento em C A a  bo; 

aux:= auxi.prox; 

r e to rna  (CXabo); 

complex: O(I rabo(e) I). 

5) Determinar BS(v). 

r o t i n a  Obtem.BS(v) 

C B S  := @; 

aux := LA[v]; 

enquanto aux # NIL f a ç a  

incluir auxi.elemento em CBS; 
aux := auxi.prox; 

r e t o r n a  (CBS); 

complex: O([ BS(v) I ). 

6) Determinar FS(v) 

r o t i n a  ObtemTS(v) 



C 3 S  := 0; 
aux := LS[v]; 

enquanto aux # NIL faça 

incluir auxi .elemento em C T S ;  
aux := auxT.prox; 

retorna ((72's); 

complex: O(] F S ( v )  I ). 

7) Inserir em H um vértice v tq  v @- V ( H ) .  

r o t i n a  Insere(v,H) 

n:= n $ 1; 

nd := nd + 1; 
V := nd; 

origem[v] := VERTICE; 

LS[v] := NIL; 
LA[v] := NIL. 

complex: 0 (1). 

8) Inserir em H a aresta (rabo(e),cabeça(e)) 

r o t i n a  Insere(rabo(e), cabeça(e),H) 

alg: m:= m + 1; 

nd := nd $ 1; 

e := nd; 

origem[e] : = ARESTA; 

LS[e] := NIL; 

LA[e] := NIL. 

enquanto rabo(e) # Vazio f aça  

retira t de rabo(e); 

aloca(aux 1); 

auxl~.prox := LS[t]; 

auxl~.aresta := e; 

LS[t]:= auxl; 



aloca(aux2); 

aux2T.prox := LA[e]; 

auxT.vertice := t; 
LA[e] := aux2; 

enquanto cabeça(e) # Vazio faça 

retira h de cabeça(e); 

aloca(aux1); 

auxlT.prox := LA[h]; 

auxlT.aresta := e; 

LA[h]:= auxl; 

aloca(aux2); 

aux2T.prox := LS[e] ; 

auxT.vertice := h; 
LS[e] := aux2; 

complex: O(sizee). 

9)Remover de H um vértice v, v E V ( H )  . 

rot ina Remove-Vertice(v,H) 

Obtem_BS(v); Obtem-FS(v); 

para toda e E C B S  U CYS faça 

Remove Arest a(e,H) ; 

liberalista(LS [v]); 

liberalista(LA[v]); 

LS [V]:= NIL; 

LA[v] : = NIL; 

n:= n -1 

10) Remover de H uma aresta e, e E E (H). 

rot ina RemoveAresta(e,H) 

ObtemXabo(e); 

para todo v E CJZabo faça 



aux := LS[v]; 

s e  auxT.elemento = e então LS[v] := aux1.prox 

senão 

ant := NIL; 
enquanto auxT.elemento # e faça  

ant := aux; 

aux := auxT.prox; 

ant T.prox := auxT.prox; 

libera(aux) ; 

Obtem-Cabeça(e) ; 

para todo v E C-Cabeça f aça  

aux := LA[v]; 

s e  aux~.elemento = e então LA[v] := auxT.prox 

senão 

ant := NIL; 
enquanto auxT.aresta # e faça 

ant := aux; 

aux := auxT.prox; 

antT.prox := auxT.prox; 

libera(aux); 

liberalista(LS[e]); 

liberalista(LA[e]) ; 

LS[e] := NIL; 

LA[e] := NIL; 
m := m - 1; 

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligação e 

entre v e w 

r o t i n a  ObtemArestasLigação(v,w) 

C-ArestaLigação := @ 
Obtem_FS(v); Obtem_BS(w); 

para e €c_FS(v)flC-BS(w) f aça  

incluir e em C-ArestaLigação; 

r e t  orna(CAresta-Ligação); 



complex: O(max(1 BS(w) 1 ,  I FS(v) I ) )  

12) Dados dois conjuntos de vértices Vi, G, determinar se (Vi, &) E E ( H ) .  

r o t  i n a  ExisteAresta(K ,G); 

aresta := O ; 

pa ra  tl E VI e hl E V2 f a ç a  

ObtemArest asLigação(tl, hl) 
enquanto aresta = O e C-ArestaLigação # fl f a ç a  

retira e E C-Aresta-Ligação 

Obtem-Cabeça(e); ObtemRabo(e) 

s e  C-Cabeça = Vi e CJZabo = então 

aresta := e; 

r e t o r n a  (aresta); 

complex: O(max(1 BS(t) I ,  I FS(h) I )  + Ic x size,)), t E Vi. 

Conclusões 

No capítulo anterior, as representações mais comuns de grafos, a matriz de adjacência 

e as listas de adj acência, mostraram-se inadequadas à representação de 2-grafos. 

Observou-se a necessidade de uma representação em que as arestas estivessem 

explicitamente representadas, não sendo decorrentes apenas das informações sobre 

os vértices. 

A utilização de um vetor Arestas, para guardar os vértices dos conjuntos cabeça 

e rabo das arestas, solucionou parcialmente a questão, havendo restrições à sua 

utilização no caso dinâmico. Nesse caso, a utilização das listas encadeadas Cab[e] e 

Rab[e] é mais apropriada. 

Para os vértices,a informacão relevante não é a adjacência a outros vértices, mas 

a incidência às arestas. A opção, no caso, é a utilizacão das listas encadeadas BS[v] 

e FS[v]. 

Pode-se enxergar um 2-grafo como um digrafo, havendo um vértice extra cor- 

respondente a cada aresta do 2-grafo, sendo necessária a existência de estruturas 

com as mesmas informações para representar eficientemente o 2-grafo ou o digrafo 

associado. 



Não foram considerados casos de 2-grafos com características especiais. No 

capítulo IV, a partir de uma estrutura para a representação não redundante dos 

conjuntos rabo em B-grafos, apresentada em [Ausiello 901, é apresentado um esque- 

ma de representação para um caso particular de 2-grafos. 

Estruturas 

Listas de Adj acência 

Modificadas $ 

Vetores para Arestas 

Listas B S ( v )  e F S ( v )  

$ Vetores para Arestas 

(**> 

Operações 

I )  Identificar se 

v E cabeça(e) 

2) Identificar se 

v E rabo(e) 

3 )  Determinar 

cabeça(e) 

4 )  Determinar 

rabo(e) 

5) Determinar 

B S b )  
6) Determinar 

7) Inserção de 

vértice 

8) Inserção de 

aresta 

9) Deleção de 

vértice 

10) Deleção de 

aresta 
- 

11) Obtenção das 

%restas de ligação 

entre v e w 

12) Determinar se 

(V,,&) E E I 
Obs.: As complexidades para as Quatro Listas e para Digrafo são as mesmas de 

(**I. 



Cab Rab 

Figura 111.5: As quatro listas para H" 



Figura 111.6: O hipergrafo H e seu digrafo correspondente 



Figura 111.7: O hipergrafo H' e seu digrafo 



Figura 111.8: O hipergrafo H" 



Capitulo IV 

Casos Particulares de 2-Grafos 

IV.1 Introdução 

Nesse capítulo serão apresentados definições e resultados interessantes para alguns 

casos particulares de hipergrafos orientados, encontrados na literatura. Além disso, 

procuraremos identificar corretamente a classe tratada em cada um deles, de acordo 

com a nossa notação, estabelecendo a correspondência entre os termos. E bastante 

comum encontrarmos trabalhos que apresentam determinada classe como sendo a 

hipergrafos orientados, quando, na verdade, trata-se de uma classe muito particular 

desta. É esse o caso dos hipergrafos orientados dos trabalhos de Ausiello ([Ausiello 

831, [Ausiello 851, [Ausiello 861, [Ausiello 901) e Woeginger ([Woeginger 92]), que 

veremos, mais adiante, serem B-grafos. Outro fato bastante comum é uma deter- 

minada estrutura ser referenciada em diversos trabalhos como uma aplicação de 

hipergrafos orientados, sem que esta relação esteja explícita em lugar algum, como 

acontece com os grafos E/Ou. 

Na realidade os casos mais frequentes na literatura correspondem aos B-grafos e 

F-grafos. Isso tem duas principais razões. A primeira é o fato de modelarem uma 

relação entre um conjunto de elementos (vértices) e um único elemento (vértice), 

relação esta frequentemente encontrada em Ciência da Computação e que pode 

ser do tipo vários-em-um (B-arco) ou um-em-vários (F-arco). A segunda é que 

justamente estes casos particulares são, devido às suas muitas restrições, mais fáceis 

de se trabalhar e obter resultados relevantes. 

As duas primeiras seções são dedicadas aos trabalhos de Ausiello. A primeira a- 

presenta os principais conceitos relacionados nesses trabalhos e alguns dos resultados 

em [Ausiello 831, [Ausiello 851 e [Ausiello 861, estabelecendo-se a correspondência de 

terminologias. Estruturas e algoritmos para manutenção dinâmica do fechamento 

de hipergrafos orientados (B-grafos), encontrados em [Ausiello 901, são apresentados 



em separado na segunda seção. A representação compacta para B-arcos, utilizada 

em [Ausiello 901, é estendida para a representação de BF-grafos e Zgrafos na seção 

IV.3. 

Na seção IV.4 os grafos E/Ou e E/Ou generalizados são caracterizados como 

aplicacões de BF-grafos. 

O objeto de estudo da última seção é o trabalho de Woeginger ([Woeginger 

92]), que trata da conceituação e obtenção de arborescência para a classe definida e 

referida pelo autor como hipergrafos orientados. 

IV.2 Hipergrafos Orientados Segundo Ausiello 

Esta seção será destinada aos hipergrafos de Ausiello, estudados em [Ausiello 831, 

[Ausiello 851, [Ausiello 861 e [Ausiello 901. 

A denominação hipergrafos orientados é dada a uma classe de hipergrafos de- 

finida e tratada por Ausiello nesses quatro trabalhos. Essa classe pode ser infor- 

malmente definida como aquela em que cada hiperaresta (orientada) parte de um 

conjunto de vértices e chega a um único vértice. Essa relação de vários-em-um é 

frequentemente encontrada em Ciência da Computação, conforme as aplicações refe- 

ridas em [Ausiello 861. De acordo com as nossas definições, essa classe é na verdade 

a B-grafos, uma subclasse de hipergrafos orientados. 

Nesses trabalhos podem ser encontrados diversas definições, problemas e resul- 

tados interessantes para a referida classe. Também essas definições, problemas e 

resultados podem equivaler a conceitos ou casos específicos na nossa notação. Por 

enquanto, utilizaremos a terminologia adotada pelos autores, deixando para expli- 

citar as correspondências mais adiante. 

Uma classe especial de grafos, a FD-grafos, é introduzida em [Ausiello 831, como 

forma de representação de dependências funcionais em banco de dados relacional. 

Essa classe é utilizada em trabalhos posteriores ([Ausiello 861 e [Ausiello 901) como 

forma de representação de hipergrafos orientados. 

Equivalência e representações minimais equivalentes são o assunto de [Ausiello 

861, que relaciona os diferentes critérios, de acordo com os parâmetros considerados, 

para a conceituação e obtenção de minimalidade. Uma noção de equivalência mais 

forte do que essa havia sido introduzida em [Ausiello 851. 

O tratamento dinâmico de hipergrafos é apresentado, pela primeira vez, em 

[Ausiello 901, que apresenta estruturas e algoritmos para a manutenção eficiente do 

fechamento de hipergrafos orientados no caso dinâmico. Uma forma compacta de 



representar B-arcos é introduzida e, será utilizada em um esquema de representação 

para 2-grafos com restrições, proposto na seção IV.3. 

São apresentadas inicialmente a notação e as principais definições contidas nesses 

trabalhos. É, então, apresentada a classe FD-grafos. Em seguida, são apresentados 

critérios para minimalidade e o conceito de equivalência forte. Finalmente, é esta- 

belecida a correspondência entre notações, buscando-se, quando possível, estender 

as definições e resultados vistos anteriormente para classes mais genéricas, como a 

BF-grafos e a 2-grafos. O caso dinâmico será tratado no próximo seção. 

IV.2.1 Principais Definições 

Abaixo estão relacionados, além das definições básicas da classe, conceitos que se 

destacam no estudo das aplicações de hipergrafos orientados, análogos aos existentes 

para grafos. São conceitos como caminho, fechamento, equivalência e representação 

minimal, comuns aos quatro trabalhos, com algumas diferenças na formalidade da 

apresentação, que procuraremos padronizar. 

Def.IV.1: Um hipergrafo orientado H é o par (N, E) onde N é o conjunto de 

nós (nós simples) e E é o conjunto de hiperarcos. Exemplo: Figura IV.1 

Figura IV.l: O hipergrafo H 

Def. IV. L Um hip erarco é um pai ordenado (X, i), onde X C N é um conjunto 

não vazio e i E N. Exemplo: na figura IV.2 estão alguns hiperarcos do hipergrafo 

da figura IV.l. 

Def.IV.3 Um conjunto origem é um conjunto X C N tal que existe ao me- 

nos um hiperarco (X, i) E E, i E N. Exemplo: alguns dos conjuntos origem do 

hipergrafo da figura IV.l seriam {A,B }, {B,C ) e {C,E ). 

Simbologia básica relacionada: 



Figura IV.2: Alguns hiperarcos no hipergrafo H 

P(N)  = conjunto das partes de N (todos os subconjuntos de N) 

n, = número de nós simples 

h = número de hiperarcos 

s = número de conjuntos origem 

a = somatório das cardinalidades de todos os conjuntos origem distintos de H, 
denominado área da origem. 

m = tamanho de H ( tamanho da descrição total de H ), m = a + h 

Def. IV.4: Dados um hipergrafo orientado H=(N, E), um subconjunto de nós 
X C N e um nó i E N,  existe um hipercaminho C de X a i se uma das seguintes 

condições é satisfeita: 

(i) i E X (reflexividade estendida); 

(ii) existe um hiperarco (Y, i) E E e para cada j E Y existe um hipercaminho 

de X a j (transitividade estendida). 

Exemplo: um hipercaminho de BC a E no hipergrafo H da figura IV. 1 é mostrado 

na figura IV.3. 

Figura IV.3: Hipercaminho de BC a E 



Def.IV.5: Dado o hipergrafo orientado H=(N, E), o fechamento de H, deno- 

tado por H+, é o hipergrafo orientado (N, E+), tal que (X, i) E E+ se uma das 

seguintes condições é satisfeita: 

(i) (X, i) é um hiperarco em E; 

(ii) i é um elemento de X; 

(iii) existe conjunto de nós Y = {nl , . . . , n,) t a1 que existem hiperarcos (X, nj) , 
para j = l . . . q ,  em E f  e (Y,i) é um hiperarco em E. 

O que é equivalente a dizer que existe em H um hipercaminho de X a i. 

Alguns hiperarcos no fechamento do hipergrafo da figura IV.l são: { (AB,A), 

(ABC,A), (AB,D) )- 
Deve-se observar que o número de arcos no fechamento de um hipergrafo orien- 

tado pode ser exponencial no número de nós. 

Dado um conjunto X, denominamos fechamento de X ao conjunto de nós i E N,  

tal que (X, i) E H+. 

Def. IV. 6: Dois hipergrafos orientados H e H' são ditos equivalentes se e somen- 

te se eles têm o mesmo fechamento, ou seja, H+=H'+. Por exemplo, o hipergrafo 

da figura IV.4 é equivalente ao hipergrafo H da figura IV. 1. 

Figura IV.4: Hipergrafo equivalente a H 

Ao trabalhar com os seus hipergrafos orientados, Ausiello muitas vezes se utiliza 

de um forma de representação definida por ele, os FD-grafos, que serão apresentados 

a seguir. 



Os FD-grafos são introduzidos em [Ausiello 831, como uma proposta de represen- 

tação das dependências funcionais em banco de dados relacional, de modo que as 

propriedades das dependências funcionais possam ser caracterizadas em termos das 

propriedades dos grafos. 

É em [Ausiello 861 que os FD-grafos são apresentados como uma estrutura para a 

representação de hipergrafos orientados. O FD-grafo é um digrafo rotulado, em que 

os nós podem ser simples ou compostos, e os arcos cheios ou pontilhados, havendo 

sempre um arco pontilhado de um nó composto a cada um dos seus componentes. 

Essa estrutura será utilizada na obtenção de representações minimais equivalen- 

tes, em [Ausiello 861, e também na obtenção de uma estrutura mais complexa, que 

forneça "aproximadamente" a mesma informação que o fechamento de um hipergra- 

fo, no caso dinâmico de [Ausiello 901. 

A seguir são apresentadas as definições de FD-grafo associado a um conjunto de 

dependências funcionais, e a de FD-grafo associado a um hipergrafo orientado. Após 

essas definições, são apresentados os conceitos de caminho, fechamento e cobertura 

para FD-grafos. 

- Dependências Funcionais e FD-grafos 

Seja um conjunto de atributos U = { A, B, C,  ... ). Um conjunto de dependências 

funcionais C é uma relação sobre P(U) x P(U), onde P(U) é o conjunto das partes 

de U. Sejam X, Y subconjuntos de U. X determina funcionalmente Y (X  -+ Y) se 

e somente se para cada valor de X for associado ao mesmo precisamente um valor 

de Y ([Date 911). 

Dizemos ainda que um conjunto C está na sua forma reduzida se 

(a) não existem duas dependências funcionais (DF's) X -+ Y e X' + Y' tal que 

X = X 7 , e  

(b) para todas DF's X + Y, X n Y = 0. 
Os conjuntos de dependências funcionais serão considerados na sua forma redu- 

zida. 

Def.IV.7 Dado um conjunto de dependências funcionais C sobre U, o FD-grafo 

G(C)=(NG, Af, Ad) associado a C é o digrafo com a função de rotulamento de nós 

w: NG -+ P(U)  , tal que: 

(i) para cada atributo A E U existe em NG um nó rotulado A (nó simples); 

(ii) para cada dependência X -+ Y em C onde I X I> 1, existe em NG um nó 

rotulado X (nó composto); 



(iii) para cada dependência X 4 Y em C onde Y = Al...Ak, existem em Af 
arcos (cheios) do nó X a cada um dos nós AI, . . . , Ak; 

(iv) para cada nó composto i E NG Al...Ak existem em Ad arcos (pontilhados) 
do nó i a cada um dos nós simples Al, . . . , Ak (componentes de i). 

Por exemplo, para o conjunto de dependências funcionais C = { A -+ BC, C -+ 

D, BD -+ E ), o FD-grafo associado seria o da figura IV.5. 

Figura IV.5: O FD-grafo associado a C 

- Hipergrafos Orientados e FD-grafos 

Apresentaremos agora a definição de FD-grafo associado a um hipergrafo orien- 
tado. 

Def.IV.8: 

Dado um hipergrafo H(N, E), o FD-grafo associado a H é o digrafo rotulado 

G(H)(NG, Af,  Ad), mde: 

NG = N U N, é o conjunto de nós, onde N é o conjunto de nós simples e N, = 

{ X c N tq X é um conjunto origem em H com I X I > 1 ) é chamado conjunto de 
nós compostos. Cada nó em X é um componente do nó composto X; 

Af 2 NG x N = { (X, i), (X, i) E E ) é o conjunto de arcos cheios; e 

Ad C NG x N = { (X, j) tq X E Nc e j E X ) é o conjunto de arcos pontilhados. 

Exemplo: na figura IV.6 temos o FD-grafo associado ao hipergrafo H da figura 

IV.l, onde { AB, BC, EC ) é o conjunto de nós compostos, Ad= ( (AB,A), (AB,B), 

(BC,B), (BC,C), (CE,C), (CE,E) ), e Af= { (AB,D), (AB,E), (BC,E), (CE,F), 
(D,G), (F,G) h 

- FD-caminho 

Dado um FD-grafo G(H) =(NG, Af , Ad) e dois nós i, j E NG, um FD-caminho 
de i a j é o subgrafo minimal G'= (NG7, Af ', Ad') de G tal que i, j E NG' e uma 
das seguintes condições é atendida: 

(i) (i, j )  = Af'UAd', ou 

(ii) j é um nó simples, e existe um nó k tal que (k, j) E AG'UAd' e existe em 
G'(H)  um FD-caminho de de i a L, ou 



Figura IV.6: O FD-grafo associado ao hipergrafo H na fig.1V.I 

(iii) j é um nó composto com componentes ml , . . . , m, e os arcos (pontilhados) 

( j ,  ml), ..., (j, m,) E Ad' e existem FD-caminhos de i a m, em G(H)', para = 1, ..., r 

e m, # i. 
Exemplo: u m  FD-caminho BC a G no FD-grafo G(H) da fig.IV.6 pode ser visto 

na figura IV.7. 

Figura IV.7: Um FD-caminho de BC a G 

Um FD-caminho de i a j é chamado pontilhado se todos os arcos com origem 

em i no FD-caminho são pontilhados. Caso contrário ele é dito cheio. 

- FD-fechamento 

DefJV. 10: 

Dado um FD-grafo G=(NG, Ai, Ad) define-se o FD-fechamento de G como o 

digrafo rotulado G'=(NG, A:, Ai) ,  onde: 

A: = { (i, j )  tq  i, j E V e existe um FD-caminho pontilhado entre i e j em G); 

A: = { (i, j) tq  i, j E V, (i, j) não E A:, e existe um FD-caminho cheio entre i 

e j  e m G ) .  

O FD-fechamento do FD-grafo da figura IV.6 pode ser visto na figura IV.8. 



Figura IV.8: O FD-fechamento do FD-grafo da fig. IV.6 

- FD-fechament o e Dependências Funcionais 

Para estabelecer a relação entre o FD-fechamento e dependências funcionais 

(DF's), necessitamos do conceito de fechamento de um conjunto de dependências 

funcionais. 

Dado um conjunto C de DF's, denota-se por C+ o fechamento de C com relação 

às regras de inferência de Armstrong: 

Reflexividade: Se Y c X, então X -+ Y. 

Transitividade: Se X + Y e Y -+ 2, então X -+ 2. 

União: Se X + Y e Y + 2, então X + YZ. 

Teorema IK1: Seja G(C) = (NG, Af, Ad) o FD-grafo associado ao conjunto C 

de DF's, e seja G+(C) = (N; ,  A:, A$) o seu fechamento. Um arco (i, j )  só está em 

A: U A$ se e somente se w(i) -+ w(j)  está em E+. 

A prova do teorema anterior está em [Ausiello 831. 

O teorema IV.l é relevante na medida que distingue no fechamento C+ de C 
quais seriam as dependências funcionais realmente significativas. No caso, as DF's 

em C+ que têm arcos correspondentes em G+(C), têm como característica o fato de 

envolverem somente os conjuntos de atributos que estão no conjunto de DF's original 

C. São desconsideradas DF's menos importantes que eram obtidas através da regra 

de reflexividade. Isso evitaria o crescimento exponencial que ocorre no fechamento. 

- FD-fechamento e Hipergrafos Orientados 

Pela definição de fechamento para um hipergrafo orientado, def.IV. 5, também 

nesse caso o número de arcos no fechamento é exponencial no número de nós. 

O FD-fechamento é uma representação sucinta do fechamento de um hipergrafo. 

Consideremos o teorema a seguir. 



Teorema IV.2: 

Seja H um hipergrafo e G(H)=(NG, Af, Ad) o FD-grafo associado a H .  Dados 

um par de nós i, J' E NG, onde j é um nó simples e j # i, o arco (i, j )  está em GS (H) 

se e somente se existe um hiperarco correspondente em H+.  

A prova desse teorema está em [Ausiello 861. 

Dessa forma, dado um hipergrafo H, o FD-fechamento fornece o fechamento de 

qualquer conjunto de nós X tal que 1 X )= 1, que correspondem aos nós simples, 

ou X é o conjunto origem de algum hiperarco em H, que correspondem aos nós 

compostos. 

- FD-cobertura 

Def.IV.12: 

Dado um FD-grafo G(H), o FD-grafo G(H') é dito uma FD-cobertura de G(H) 

se H' é equivalente a H, onde H' é o hipergrafo representado por G(H7). 

A noção de FD-cobertura é utilizada na próxima seção ao se falar de represen- 

t ações equivalentes minimais. 

IV.2.3 Minimalidade e Equivalência Forte 

Como foi visto anteriormente, a definição de equivalência para hipergrafos orienta- 

dos depende diretamente do conceito fechamento, já que dois hipergrafos são ditos 

equivalentes se eles possuem o mesmo fechamento. Isso faz com que o problema de 

obtenção de representação minimal no caso de um hipergrafo H seja mais complexo 

do que para grafos, já que o número de hiperarcos no fechamento de H é sempre 

exponencial no número de nós. 

A utilização dos FD-grafos como forma de representação e do FD-fechamento 

permite, em alguns casos, determinar hipergrafos equivalentes minimais sem que 

ocorra a explosão exponencial do fechamento de hipergrafos. Isso porque no FD- 

fechamento o crescimento é no máximo quadrático. 

As etapas para a obtenção de uma representação minimal H' para o hipergrafo 

orientado H são: 

1) Obter a FD-grafo representação GH de H .  

2) Determinar o FD-fechamento G& de GH, ao invés de H+.  

3) Utilizar esse FD-fechamento na obtenção de uma representacão reduzida GHI 
de GH (que é uma cobertura minimal de GH) correspondente a H'. 

Essas etapas estão detalhadas em [Ausiello 861. 

Os conceitos de minimalidade são os mais diversos, já que vão depender basi- 



camente do(s) parâmetro(s) do hipergrafo que se deseja minimizar. Antes disso, é 
necessário relacionar os elementos que caracterizam redundância num dado hiper- 

grafo H = (N, E). 

(1) um nó é dito redundante num conjunto origem X de H se j E X e (X - j, j) 

E H+; 

(2) um hiperarco (X, j) é dito redundante se (X, j) está no fechamento obtido 

de H mediante a eliminação de (X, j) .  

Assim sendo, um hipergrafo é dito não redundante se não tiver nenhuma o- 

corrência de nós ou hiperarcos redundantes. 

Seja H um hipergrafo não redundante. De acordo com as principais definições 

de minimalidade, H é: 

Mínimo-Origem (MO) se não existir outro hipergrafo equivalente a H com menor 

número de conjuntos origem; 

Mínimo-Hiperarco (MH) se não existir outro hipergrafo equivalente a H com 

menor número de hiperarcos; 

Mínimo-Origem-Hiperarco (MOH) se não existir outro hipergrafo H' equivalente 

tal que s' $ h '< s $ m; 

~ínirno-Área-origem (MAO) se não existe outro hipergrafo equivalente com me- 

nos área de origem; 

Ótimo (O) se não existe outro hipergrafo com tamanho menor ( a  + h). 

As relações entre os diferentes critérios de minimalidade estão na figura IV.9. 

hiperarco 

origem 

Figura IV.9: Relações entre critérios de minimalidade 

Uma noção de equivalência mais forte do que a considerada até aqui é encontrada 

em [Ausiello 851, a qual necessita das seguintes definições: 

Def. IV.12 Núcleo (Kernel) 

Um núcleo de um hipergrafo orientado H = (N, E) é uma família minimal de 



conjuntos origem K = SI, ..., Sk, tal que para cada conjunto origem X em H existe 

um conjunto origem S; em K para o qual X está em S:. 

Além disso, dados dois hipergrafos H = (N, H) e H' = (N, H') o núcleo K de 

H é dito equivalente ao núcleo K' de H', se para cada conjunto origem S; em K 
existe um conjunto origem S'j em K' tal que S: = (S'j)+ e vice-versa. 

Teorema V.3: Todos os núcleos de um hipergrafo são equivalentes dois a dois 

e possuem o mesmo número de conjuntos origem. A prova deste teorema (como dos 

demais que se seguem) será omitida aqui. 

De f. I V, 13: Equivalência Forte 

Dois hipergrafos orientados H e H' são ditos fortemente equivalentes se e 

somente se eles são equivalentes e seus núcleos são equivalentes. 

Na figura IV.lO, todos os hipergrafos são equivalentes, mas só os de (a) e (b) são 

fortemente equivalentes. 

Figura IV. 10: Hipergrafos equivalentes e fortemente equivalentes 



IV.2.4 Correspondência de Terminologias e Extensões 

Aqui será feita a correspondência, sempre que possível, entre as definições apresen- 

tadas nas seções anteriores e as definições do capítulo de introdução desse trabalho, 

que adota a terminologia encontrada em [Gallo 931. 

O hiperarco (X, i), onde X é um subconjunto de nós (os vértices) e i um nó 

simples, corresponde ao nosso B-arco, lembrando que um B-arco é uma hiperaresta 

orientada de duas camadas (rabo, cabeça), com a cardinalidade do conjunto cabeça 

igual a 1. 

Como por definição os hipergrafos orientados com hiperarestas de 2-camadas são 

os 2-grafos e, mais especificamente, os 2-grafos formados unicamente por B-arcos são 

os B-grafos, a classe definida e referida pelos autores é na realidade uma subclasse 

particular de hipergrafos orientados, a classe B-grafos. 

O conjunto origem X do hiperarco (X, i), como é chamado o subconjunto de 

nós que se encontra na camada mais à esquerda do hiperarco, corresponde ao rabo 

do B-arco. 

Em [Gallo 931 a definição de conectividade é generalizada para um conjunto de 

vértices da seguinte maneira: em um BF-grafo H(V, E) o nó y é dito B-conectado 

(F-conectado, BF-conectado) a um conjunto de nós S, S 5 V, se y é B-conectado 

(F-conectado, BF-conectado) a s no BF-grafo H,, obtido de H pela adição de um 

novo nó origem s e um arco (s, x) para cada x E S. Da mesma forma, define-se a 

conexão de um conjunto de nós T a um vértice origem x. 

O hipergrafo minimal Hc tal que existe em Hc um hipercaminho de um sub- 

conjunto X a um nó i é um B-caminho de X a i. Pela definição de hipercaminho, 

um nó v só estará em Hc se v está conectado a X, e para qualquer aresta e em 

Hc, todos os vértices de rabo(e) e cabeça(e) estão em Hc. O hipergrafo H tal que 

o FD-grafo associado a H é um FD-caminho é também um B-caminho, já que a 

minimalidade é garantida pela definição de FD-caminho. 

Não existe uma definição anterior de fechamento para toda a classe dos hipergra- 

fos orientados. A idéia é , considerando a propriedade caracterizada no fechamento 

dos B-grafos, estender esse conceito para a classe BF-grafos. No fechamento de 

um hipergrafo de Ausiello, a propriedade considerada para a inclusão de (X, i) no 

fechamento de H é i ser B-conectado a H. 

Uma definição de fechamento estendida para a BF-grafos seria: Dado o BF-grafo 

H(V,E), o B-fechamento de H é o par H+(V, E+), onde: (X, i) E E+, X C V, i E V, 

se i é B-conectado a X em H.  

Analogament e, pode ser definido o F-fechamento. 



A definição de equivalência pode ser então estendida à classe BF-grafos de forma 

bastante imediata. Dois BF-grafos são ditos B{F)-equivalentes quando possuem o 

mesmo B {F)-fechamento. 

O FD-grafo é um digrafo rotulado, com nós simples e compostos. É possível 

enxergar a representação de B-grafos por FD-grafos como um caso especial da re- 

presentação de hipergrafos por digrafos do capítulo anterior, em que os rótulos dos 

nós eram nós arestas ou vértices, de acordo com a sua origem no hipergrafo a ser re- 

presentado. Seria interessante pensar se haveria, no caso da 2-grafos, uma estrutura 

intermediária entre o FD-grafo e o digrafo mais geral. 

IV.3 Manutenção dinâmica de hipergrafos orien- 

tados 

A seguir serão relacionados as estruturas e os algoritmos desenvolvidos em [Au- 

siello 901 para o caso de manutenção dinâmica de hipergrafos orientados (os nos- 

sos B-grafos). Mais especificamente, o problema considerado é a manutenção do 

fechamento transitivo de um dado hipergrafo orientado H durante a inserção de 

novos hiperarcos. Problema análogo já foi estudado para grafos, mas a normalmen- 

te  esperada extensão dos resultados obtidos para estes é dificultada pela explosão 

exponencial que ocorre no fechamento de hipergrafos. Desse modo, para que o pro- 

blema torne-se tratável a representação considerada será a FD-grafo, assim como o 

fechamento relativo a esta, o FD-fechamento. 

As definições de fechamento de hipergrafos bem como a representação FD-grafo 

e o seu respectivo FD-fechamento foram vistas na seção anterior, à exceção da 

orientação dada aos arcos pontilhados, anteriormente no sentido nó composto para 

nó componente e agora considerada no sentido inverso, do nó componente para o 

nó composto. Isso é feito unicamente com o intuito de unificar a codificação dos 

algoritmos, sem implicar em qualquer conseqüência no que foi visto anteriormente 

para FD-grafos. 

Após cada inserção de novo hiperarco, as estruturas devem ser atualizadas de 

forma a manter o FD-grafo correspondente ao novo hipergrafo. 

O problema de manter as informações do fechamento de um hipergrafo pode ser 

particionado em dois subproblemas. O primeiro é a preocupação exclusiva com os 

nós simples, ou seja, com a existência de caminho entre dois nós simples x e y. O 
outro problema seria a preservação da alcançabilidade de nós compostos, ou seja, se 

a partir de um determinado conjunto origem um determinado nó simples é ou não 



alcançado. Os problemas serão tratados em separado, com o grau de dificuldade 

e complexidade aumentando muito do primeiro para o segundo caso. No presente 

trabalho, relacionaremos os resultados para os nós simples. 

IV.3.1 Fechamento de Nós simples 

Apresentaremos a estrutura de dados e as rotinas para identificação de existência e 

recuperação do caminho de i a j, i e j nós simples. 

Será utilizada a estrutura de dados Last, definida para qualquer par de nós 

simples, na qual é feita a verificação de existência de um hipercaminho entre i e j .  No 

caso da consulta ser positiva, ou seja, de existir tal caminho, ele pode ser facilmente 

obtido através das rotinas descritas logo após a estrutura Last. Por enquanto, ainda 

está sendo considerado o caso estático, mas essas estruturas e rotinas que serão 

também utilizadas para o caso dinâmico. 

Last: Last é um vetor de tamanho n, x n, , onde Last[x, y] aponta o último nó 

simples ou composto (excluindo y) de um FD-caminho do nó simples x ao nó 

simples y . Se não houver tal caminho o conteúdo de Last[x, y] = nil. 

As seguintes rotinas são utilizadas na recuperação do caminho, quando houver, 

de i a j, começando em j e fazendo a reconstrução do caminho de trás pra frente. No 

caso dos nós compostos todos os antecessores (nós componentes) serão examinados, 

enquanto para os nós simples apenas um o será. 

r o t i n a  hipercaminho(i, j : no-simples) ; 
v a r  

hcaminho: set-of arcos; cheios ou pontilhados 

i n i c i o  

s e  Last[i, j] # nil en tão  

i n i c i o  

hcaminho := 0; 
desmarcar todos os nós marcados (se houver); 

marcar j ; 

FD-caminho(i, j) ; 

r e t o r n a  hcaminho; 

fim; 

f i m ;  



A rotina hipercaminho dá inicio à recuperação de um caminho de i a j, verifi- 

cando primeiro se existe tal caminho, incluindo j no caminho, e chamando a rotina 

que obtém um FD-caminho de i a j .  

r o t  i na  FD-caminho(i:nosimples, j :no); 

var  

w: no; 

i n i c i o  

se  i # j então 

para cada nó w em FLast(i,j) faça  

i n i c i o  

inclua (w, j) em hcaminho; 

s e  w é não marcado então 

i n i c i o  

marcar w; 

FD -caminho (i, w ) ; 
fim; 

fim; 

fim; 

A rotina FD-caminho inclui a(s) aresta(s) que precede(m) j no caminho, que 

no caso de j ser composto são em número igual ao dos componentes de j. Serão 

incluidos no caminho os vértices v que estão na origem dessa(s) aresta(s) e que são 

obtidos pela função FLast. Recupera-se enntão os FD-caminhos de i até cada um 

desses vértices. 

função FLast(i:nosimples, j :  no) : lista de no-simples; 

i n i c i o  

s e  j é simples então 

re torna  lista contendo Last[i, j] 

senão 

r e t  orna lista de componentes de j ; 
fim; 



A FLast devolve quais vértices precedem j no caminho de i a j, que no caso de 

j ser simples é o vértice único em Last[i, j] e, no caso de j ser composto, são os 

vértices componentes de j . 

IV.3.2 Nós simples: manutenção dinâmica do fechamento 

Para a preservação da informação de alcançabilidade dos nós simples será necessária 

a utilização de estruturas auxiliares e novas rotinas que as manipulem, além do vetos 

Last da seção anterior. 

Existem várias aplicações que implicam a existência de inúmeras arestas com 

mesmo conjunto origem. Dessa forma, para manter um único nó composto por 

conjunto X distinto, é necessário verificar, ao inserir uma nova aresta (X, i), se já 
existe o nó composto para X .  

Os nós compostos serão mantidos numa árvore de busca binária, objetivando- 

se evitar redundância na representação. A árvore considerada é uma árvore AVL, 
árvore de busca binária que se caracteriza por ter a diferença entre as alturas das 

duas subárvores de um nó igual a no máximo 1. (ver [Horowitz 841). Serão também 

consideradas as operações de busca e inserção numa árvore AVL, que possuem com- 

plexidade, no caso das chaves poderem ser testadas em tempo constante, O(1og nT), 

onde n~ é o número de nó na árvore. 

Assim sendo, consideraremos: 

T,: árvore AVL contendo os nós compostos do hipergrafo que deverá ser consultada 

quando uma nova aresta (X,i) for inserida. Serão também consideradas as 

operações básicas relacionadas: 

.Busca-AVL(item, tree) : retoma um ponteiro para o ítem requisitado, ou 

o valor NIL se não for encontrado; 

.InsereAVL(item, tree) : insere o ítem na árvore. 

Reach-y: para cada nó y em N, existirá um array Reach-y[l..n,] tal que: 

O, se existe um FD-caminho no FD-grafo de x a y Reach-y [x] = 
1, caso contrário 

Isso deverá ser mantido ao longo de toda a execução. Além disso, apesar de 

redundante no caso de nós simples, já que Reach-j[i] = I sse Last[i,j] = NIL, 
a estrutura é assim definida e mantida visando facilitar a compreensão dos 

algoritmos. 



Reach-x: p a r a  cada  nó composto X(xl, 2 2 ,  . . . , x,) existirá um array Reachx[l. .ns] 

tal que: 

para todo nó simples i. 

Isso também é conservado ao longo de toda a execução. 

Reachx[i] contabiliza, para o nó composto x, o número de componentes xr, de 

x para as quais não existe caminho de i a xk. Uma aresta (X, j) só poderá ser 

incluída num caminho de i a j quando Reachx[i] for igual a zero. 

L-f (x) e L-d (x) : são as listas de adj acências que implement am o FD-grafo, com- 

postas respectivamente pelos arcos cheios e arcos pontilhados que partem de 

x. Elas são definidas para todos os nós (simples e compostos), sendo que as 

L-d(x) dos nós compostos serão listas vazias. 

As rotinas que atualizam as informações sobre alcançabilidade dos nós simples 

após a inserção de um novo arco são descritas a seguir. 

função Compost o(X: set -of n-simples) : no-composto; 

v a r  

x: no-composto; 

i, j : nosimples; 

i n i c i o  

x:= BuscaAVL(X, T,); 
s e  x # nil en tão  

i n i c i o  

criar um novo no.xomposto X apontado por x; 

InsereAVL(x, T,) ; 
p a r a  cada  { nó simples ) i em Ns f a ç a  

Reachx[i] :=CjEx Reach-j [i]; 

p a r a  cada  { nó simples ) i em X f a ç a  

insere x em L-d(i); 

fim; 

r e t  o rna  x; 

f i m ;  



A função Composto retoma, se houver, o nó composto correspondente a X, 
localizado mediante uma busca na árvore T,. Se não houver tal nó (a busca retomar 

x=NIL), então cria-se um novo nó composto, com endereço em x, inserindo-o em 

T,. Além disso, contabiliza-se em Reachx[i], para cada nó simples i, o número 

de componentes de X não alcançadas de i. Por fim, insere-se x na Ld de cada 

componente de X.  

r o t i n a  Insere(X: set -of no-simples, y : nosimples); 

v a r  

x: no; 

i: no-simples; 

i n i c i o  

s e  I X I = 1 então 

x: = o elemento de X 
senão 

x:= Composto(X); 

insere y em L f  (x); 

pa r a  cada { nó simples )i em N, f a ç a  

se Reachx[i]=O então Fechamento(i, x, y) 

fim; 

É a rotina que atualiza as estruturas quando uma aresta (X, i) é inserida. Se X 
é composto, obtém em x o endereço retornado pela função Composto, caso contrário 

x é o único elemento de X.  Insere y na L f  de x. Para todos os nós simples i para os 

quais não havia caminho de i a y ,  faz-se o fechamento, utilizando a rotina abaixo. 

r o t i n a  Fechamento(i:nosimples; x , y : no); 

va r  

w: no; 

i n i c i o  

s e  Reach-y[i] # O então 

i n i c i o  

Reach-y [i] := Reach-y [i] -1; 

s e  Reach-y[i] = O então 

i n i c i o  



se y e um nó simples então 

Last[i, j] := x; 

para cada w em L f  (y) U L-d(y) faça 

Fechamento(i, y , w) ; 

f i m ;  

f i m ;  

f i m ;  

A rotina fechamento atualiza as informações dos vetores Reach e Last após a in- 

serção de uma aresta. A primeira chamada dentro da rotina Insere, Fechamento(i, x, y) ,  

feita ao verificar-se existência de um caminho entre i e x, busca identificar quais as 

novas conexões que surgiram com a inserção de (x, y), a partir do nó x. 

Alguns dos resultados aqui apresentados podem ser estendidos para BF-grafos. 

Dentre eles, a obtenção de uma representação não redundante dos conjuntos cabeça 

e rabo das arestas, que será apresentado na próxima seção. 

Outra possibilidade, é a obtenção de estruturas e rotinas para a manutenção 

dinâmica do fechamento de nós simples em um BF-grafo, que não consideraremos 

aqui. 

IV.4 Representação utilizando nós compostos 

para casos particulares de 2-grafos 

Em algumas aplicações da classe 2-grafos pode ocorrer que um mesmo conjunto X 
seja rabo ou cabeça de várias arestas, para X C V. 

Consideremos a representação de 2-grafos pelas quatro listas FS(v), BS(v), Cab(e) 

e Rab(e), da seção 111.3 do capítulo anterior. Assim sendo, haverá a repetição de 

toda a lista de componentes de X nas listas Cab(e) (Rab(e)) que tenham X como 

seu conjunto cabeça (rabo). 

Apresentaremos a seguir um esquema de representação que utiliza a noção de nó 

composto dos trabalhos de Ausiello. 

O que é feito por Ausiello na representação por FD-grafo é criar um nó composto 

para cada conjunto distinto X, tal que X é o conjunto rabo(e) (conjunto origem) de 

alguma hiperaresta e com I X I > 1. 

A manutenção desses nós compostos numa árvore AVL permite, ao inserir uma 



nova hiperaresta (X, i), identificar se já existe o nó composto correspondente a X, 
localizando-o em caso positivo. 

Busca e inserção numa árvore AVL são feitas em tempo O(temp-comp x log n,), 

onde n, é o número de nós na árvore, no nosso caso igual ao número de nós com- 

postos, e temp-comp é o tempo de comparação de duas chaves, que no nosso caso 

será igual a max(1 X I). A cardinalidade do conjunto X é, no pior caso, igual a n. 

Assim sendo, para que a manutenção seja feita de forma eficiente, é necessário 

que exista uma constante K, tal que I rabo(e) 5 K, I cabeça(e) 15 K, para qualquer 

aresta e no hipergrafo. 

Considerando os 2-grafos com a restrição acima, as estruturas para a represen- 

tação de um 2-grafo H(V,  E), evitando a redundância na representação dos conjuntos 

cabeça e rabo das arestas, seriam: 

FS(v) e BS(v): são as listas encadeadas contendo respectivamente as arestas de 

F S ( v )  e de BS(v), para cada vértice v E V. 

Vet Aresta: vetor de m posições, onde VetAresta[i] é contituído dos seguintes cam- 

pos: 

UCab: contém o elemento de cabeça(ei) se a I cabeça(ei) I =  1, ou -1, caso 

contrário; 

URab: contém o elemento de rabo(e;), se a I rabo(e;) I =  1, ou -1, caso 

contrário; 

PCompCab:  aponta o nó composto correspondente a X, onde X é igual ao 

conjunto cabeça(e;), I X I >  1, ou NIL, caso contrário; 

PCompRab:aponta o nó composto correspondente a X, onde X é igual ao 

conjunto rabo(e;), I X I >  1, ou NIL, caso contrário. 

T,: árvore AVL contendo os nós compostos do 2-grafo. Serão também consideradas 

as operações básicas relacionadas: 

.Busca-AVL(item, t ree)  : retoma um ponteiro para o ítem requisitado, ou 

o valor NIL se não for encontrado; 

.InsereAVL(item, tree): insere o ítem na árvore. 

Cada nó composto na árvore possui dois campos: 

l x o m p :  aponta a lista encadeada com os componentes do nó; 

n-oc: contador do número de ocorrências do conjunto X considerado como 

cabeças ou rabos de arestas. 



Para as operações do conjunto básico do capítulo 11, a complexidade da maioria 

das rotinas não será diferente do que as das $-Listas do capítulo 111. 

As operações feitas utilizando-se as listas BS(v) e FS(v) não se alteram. 

As operações que utilizavam a lista Cab(e) ( Rab(e)) utilizarão a lista 1-comp do 

nó x, cujo endereço está em VetAresta[e].PCompCab ( VetAresta[e].PCompRab), 

no caso do conjunto ter cardinalidade maior do que 1. No caso do conjunto ter um 

único vértice, este é obtido em VetAresta[e].UCab ( VetAresta[e].URab). 

As operações que terão as complexidades de suas rotinas alteradas são as de 

inserção e remoção de aresta, e remoção de vértice. 

Ao inserir uma aresta (X, Y), I X I > 1, I Y I > 1 será necessário fazer uma busca 

na árvore para identificar se o nó X já existe, e inserí-10 no caso dele não existir, ou 

incrementando o seu número de ocorrências, caso contrário. Faz-se a mesma coisa 

para o nó Y. Isso é feito em O(log n,). 

A remoção de uma aresta e poderia implicar a remoção de um (ou dois) nó(s) 

composto(s), se o número de ocorrências do nó correspondente a cabeça(e) (rabo(e)), 

ao ser decrementado na remoção, ficasse igual a O. A remoção de um nó de uma 

árvore AVL é feita em O(1og n,). 

Como a remoção de um vértice implica a remoção das arestas em F S ( v )  e BS(v), 
esta operação teria também sua complexidade modificada. 

Uma alternativa seria na remoção de arestas não fazer a remoção do nó cujo 

número de ocorrências fosse zerado. Dependendo da aplicação, essa solução seria 

mais vantajosa, compensando manter alguns poucos nós compostos considerados 

" deletados" na árvore. 

Grafos E/Ou e Grafos E/Ou Generalizados 

Procuraremos aqui caracterizar Grafos E/Ou e Grafos E/Ou Generalizados co- 

mo casos particulares da classe BF-Grafos. Serão primeiramente apresentados os 

principais conceitos em Grafos E/Ou e Grafos E/Ou Generalizados. Em seguida, 

estabelece-se a correspondência entre esses conceitos e os conceitos já conhecidos em 

hipergrafos, sendo ao final relacionados os problemas e respectivas soluções conside- 

rados. 

As definições encontradas nas fontes não obedecem a uma notação padrão. Isso 

cria a necessidade de alguns passos intermediários que estabeleçam equivalências 

entre certas representações. 



IV.5.1 Grafos E/Ou 

É um tipo de estrutura utilizada na obtenção da solução de problemas que podem 

ser resolvidos mediante a decomposição em um conjunto de problemas menores (sub- 

problemas). A utilização de um grafo E/Ou só é viável quando esses subproblemas 

forem independentes entre si. 

Um hiperarco orientado E é gerado por uma dessas decomposições, ou reduções, 

e pode ter um número qualquer de nós sucessores como destino. Nesses caso, só 

haverá uma solução quando todos os nós apontados pelo mesmo arco estiverem 

resolvidos. Um determinado nó pode ser origem de diversos arcos, que representam 

formas alternativas de se tentar resolver o problema, motivo pelo qual o grafo é 
denominado E/Ou. 

A solução em um grafo E/Ou equivale à obtenção de um caminho entre o nó 
inicial e os nós terminais, que são os nós correspondentes a estados de solução. 

E muito importante observar que em muitos casos nao é suficiente chegar a um 

dos nós terminais. Isso porque cada ramificaçao de um arco E tem que chegar ao seu 

nó de solução, que pode ou nao coincidir com os das demais ramificações e arestas. 

IV.5.2 Grafos E/ Ou Generalizados 

Em Grafos E/Ou (GEO) poderíamos ao invés de representar uma decomposição 

(redução) de problemas por um hiperarco orientado E(problema, subproblemas), 

representá-la por um nó E, um arco orientado (problema, E) e um arco orientado 

(E, subproblema) para cada subproblema. Com essa nova representação, para se 

manter a equivalência entre representações, a seguinte restrição se impõe: um nó E 
tem sempre um e somente um antecessor. Além disso, um nó E é dito solucionado 

somente quando todos os seus sucessores estiverem solucionados. Ainda que essa 

nova representação nada acrescente aos algoritmos de obtenção de solução nos GEO, 

ela facilitará o entendimento do conceito de generalização de Grafos E/Ou. 

Um Grafo E/Ou Generalizado é uma estrutura também utilizada na solução de 

problemas decomponíveis. Apresenta como principal característica o relaxamento da 

restrição de independência entre subproblemas. Com relação à estrutura do grafo, 

isso significa permitir a um nó E ter mais de um antecessor. Desse modo o GEOG se 

presta a representação de problemas para os quais a utilização de um GEO simples 

era inadequada. 

Define-se um Grafo E/Ou Generalizado (GEOG) como g = (O,T,A,E,S), onde: 

O = conjunto de nós Ou não terminais; 



T = conjunto de nós Ou terminais; 

A = conjunto de nós E; 

E = subconjunto de (O U T) x A U A x (0  U T), cujos elementos sao arcos 

orientados; 

S = S E O, S é o nó inicial. 

Um nó E ah é um operador de decomposição (redução) aplicável a um conjun- 

to  de problemas de entrada a serem decompostos (reduzidos) em um conjunto de 

problemas denominados problemas de saida. Reforça-se aqui a observação da dife- 

renca com relação ao GEO simples, pois nesse último o operador de decomposição 

é aplicável a um único problema. 

Exemplo: O grafo na figura IV.ll  é um Grafo E/Ou Generalizado. Nós Ou 

terminais em letra minúscula, nós Ou não terminais em maiúscula. Os nós com 

dígitos são nós E. 

Figura IV.ll :  Um Grafo E/Ou Generalizado 

Solução: 

A partir do GEOG induzido por um determinado problema inicial (nó inicial) 

S deseja-se obter um subgrafo solução que mostre estar S resolvido. Um nó é dito 

resolvido nos seguintes casos: 

(i) Nós terminais são nós resolvidos. 

(ii) Um nó E é dito resolvido se e somente se todos os seus sucessores são resol- 

vidos. 



(iii) Um nó não terminal Ou é solucionado se e somente se pelo menos um dos 

seus sucessores é solucionado. 

A construção do algoritmo para obtenção de um grafo solução esta baseada na 

noção de grafo solução potencial (GSP), que será definido em seguida. Seja g' o 

conjunto de GEOG's acíclicos obtidos descartando-se os nós Ou do GEOG original 

g. Um grafo solução potencial (GSP) é qualquer subgrafo s de g' tal que: 

(i) O nó inicial S esteja em S. 

(ii) Se o nó n está em s então: 

(a) se n é um nó Ou não terminal entao exatamente um sucessor n' de n está 

em s; 

(b) se n é um nó E então todos os sucessores de n estão em S. 

Um GSP em que S esteja resolvido é um grafo solução. A definição de reso- 

lubilidade de um nó implica em todos os nós extremos de um grafo solução serem 

terminais. 

Observação: por conta de diferenças entre referências , nos GEO simples alguns 

dos nós terminais eram ditos soluções, mas não necessariamente todos, enquanto nos 

generalizados todos os nós terminais são resolvidos por definição. Isso é explicado 

pelas diferentes aplicações objetivadas em cada caso. 

IV.5.3 GEOs e GEOGs como Hipergrafos 

Serão aqui explicitadas as equivalências entre determinados conceitos em hipergrafos 

e os que aparecem em Grafos E/Ou e Grafos E/Ou Generalizados. 

Para o caso de um Grafo E/Ou simples G a correspondência é obtida de forma 

bastante imediata, baseada na própria definição do hiperarco orientado E, que é na 

verdade um Zarco (hiperarco com duas camadas) e, mais do que isso, é um F-arco 

(I rabo(E) I =1, I cabeça(E) > 1). 

Como todos os hiperarcos de G são F-arcos, G é um F-Grafo. 

Reunindo-se os nós terminais de G em um único nó T (ou fazendo com que 

todos os nós terminais apontem para um único nó terminal T), o grafo solução é um 

F-caminho de S a T. 

O GEOG já é um pouco mais complexo, requerendo uma "visão" do grafo que 

facilite estabelecer as correspondências. No caso, ao invés de vários arcos partindo 

do nó E para os subproblemas, considerar um hiperarco único (um F-arco), como 

era feito para os GEO simples, só que ao invés de ir do problema direto aos subpro- 

blemas, ele tem origem no nó E e destino os subproblemas. Da mesma forma, ao 



invés de vários arcos dos problemas principais (de entrada) para o nó E, considera-se 

um hiperarco único (um B-arco) indo dos problemas principais para o nó E. 

São então estabelecidas as correspondências de modo análogo ao que foi feito 

para o caso anterior, verificando-se serem os GEOGs BF-grafos, pois seus arcos 

componentes são B-arcos ou F-arcos. Nesse caso, a solução é um F-caminho parti- 

cular, que tem a seguinte restrição: para qualquer vértice v no caminho, ] PS(v) I 
no caminho é no máximo igual a 1. 

IV.6 Arborescência de Woeginger 

A seguir é apresentado um resumo contendo os principais conceitos do trabalho de 

Woeginger ([Woeginger 92]), que trata da conceituação e obtenção de arborescência 

para a classe definida e referida pelo autor como a hipergrafos orientados, que ve- 

rificaremos tratar-se na verdade da B-grafos. A idéia é, se possível, tentar estender 

tal definição para a classe BF-grafos (2-grafos). 

IV.6.l Arborescência 

Inicialmente apresentaremos as principais definições no trabalho, identificando a 

classe tratada a B-grafos. A proposta então é estender a definição de arborescência 

para a classe BF-grafos (e se possível para a 2-grafos). 

Principais definições em [Woeginger 921 : 

Def.IV.14: Seja X um conjunto finito de vértices. Um hipergrafo H sobre X é 

uma família de subconjuntos, chamados arestas, de X. 

Def.IV. 15 Um hipergrafo orientado é um hipergrafo tal que em todo conjunto 

h E H distingue-se um elemento chamado cabeça de h. 

Def. IV. 16: Um hipergrafo orientado H é uma arborescência se e somente se: 

(i) H é vazio, ou 

(ii) Existe uma aresta hl E H tal que nenhum outro h # hi contém a cabeça 
de h e tal que H - hi é também uma arborescência. 

Exemplos de arborescências: na figura IV.12, os hipergrafos de (a) e (b) são 

arborescências. O hipergrafo de (c) não é. 

Dei. IV. 17 Ciclo em Hipergrafo Orientado 

Um ciclo em um hipergrafo orientado é uma sequência de arestas ho, hi, . . . , hkMl 

tal que h; contém a cabeça de 

Exemplos de ciclos: figura IV.13. 



Figura IV.12: (a) e (b) são arborescências,(c) não é 

Se um hipergrafo orientado é uma arborescência, ele não tem ciclo. No caso de 

todas as arestas terem cardinalidade 2 (o hipergrafo é um digrafo) arborescências 

podem ser chamadas de branchings (desconexo) ou out- trees (conexo) , de acordo com 

as definições abaixo. Exemplo de uma out-tree: figura IV.14 

Def.IV. 18([Gibbons 891) : Uma out-tree é uma árvore direcionada onde precisa- 

mente um vértice tem grau de entrada igual a O. 

Def.IV.iS([Gibbons 891) :Branching é uma floresta de out-trees. 

Na definição de hipergrafo de Woeginger, apesar de destacar no conjunto aresta 

um elemento como cabeça, não fica clara a orientação das arestas. Somente quando 

o autor faz a observação anterior, sobre out-trees, é que podemos identificar que a 

orientação é no sentido dos demais vértices da aresta h ao vértice cabeça(h). Assim 

sendo, podemos identificar a aresta como sendo um B-arco, o que implica ser a classe 

de hipergrafos tratada no trabalho a B-grafos. 

Deve-se notar também que o ciclo da figura IV.13. (b), como é definido pelo autor, 

não é intuitivo. Essa definição não tem correspondente no presente trabalho. 

Def. IV. 20: Ciclo em Hipergrafos Não Orientados [Woeginger 921. 

Uma definição anterior se faz necessária: dizemos que uma família de conjuntos 

Si, ..., Sk é uma cobertura de um dado conjunto S sse S E Ui=i,..,k Si. Um hipergrafo 

H é um ciclo sse para todas as arestas h de H, as arestas remanescentes são uma 

cobertura de h. 



Figura IV.13: ciclos de Woeginger 

Seja H uma arborescência. Podemos identificar as seguintes propriedades. 

1) H não contém ciclo; 

2) Para todo vértice v em H, I BS(v) I é no máximo 1; 

3)  O hipergrafo não orientado subjacente H' não contém ciclo, de acordo com a 

definição anterior . 
4) Apesar do nome, não conseguimos identificar um determinado vértice ou mes- 

mo um conjunto de vértices, como raiz da arborescência. 

Deve-se notar que não é suficiente para que um hipergrafo orientado seja uma 

arborescência que o hipergrafo não orientado sub j acente seja acíclico. 

Estendendo a definição de arborescência para a classe BF-grafos, de modo que 

fiquem mantidas todas as características, temos: 

Def.lV.21: Arborescência em BF-grafos. 

Um hipergrafo orientado H é uma arborescência se e somente se 

(i) H é vazio, ou 

(ii) Existe uma aresta hl E H tal que para todo v E cabeça de h nenhum outro 

h # hl contém v e tal que H - hl é também uma arborescência. 

Um exemplo de arborescência em BF-grafos pela def.IV.21 pode ser visto na 

figura IV.15. 



Figura IV.14: Uma out-tree 

Deve-se notar que a também a definição de ciclo para hipergrafos não orientados, 

def.IV.20, apresentada pelo autor em [Woeginger 921, difere da definição de ciclo de 

Berge [Berge 701, adotada na maioria dos trabalhos e bem mais intuitiva, que será 

apresentada a seguir. 

Def. IV.22 Ciclo em Hipergrafos Não Orientados [Berge 701. 

Seja H um hipergrafo não orientado. Um ciclo é a sequência (xl, Ei , x2, E2, 23, .. ., xk 
, E k ,  xl) com: 

(1) El, E2, ..., Ek arestas distintas de H; 

(2) xi, x2, ... , xk vértices distintos de H; 

(3) xi, xi+i E E;(i = 1,2, ..., L - 1); 

(4) X k , Q  E Ek. 

Uma alternativa para uma definição de arborescência, que na verdade seria mais 

apropriado chamarmos uma árvore, em BF-grafo, é fazer uma definição análoga a 

uma definição clássica de árvore para digrafos, que é a seguinte: 

Def.IV.23: Um digrafo é chamado árvore se o seu grafo subjacente é uma árvore 

(conexo e acíclico) . 
Primeiramente escolheríamos uma entre as duas definições de ciclo em hipergrafo 

não orientado, sendo a de Berge a mais usual. A definição de árvore para BF-grafos 

seria então: 

Def.IV.24: Um hipergrafo orientado é uma árvore se o hipergrafo não orientado 
sub j acente não contém ciclo. 

Na figura IV.16 temos uma arborescência pela def.IV.24. 

As B-árvores (F-árvores) de Gallo que serão vistas no próximo capítulo, são 



Figura IV.15: Uma arborescência pela def IV.21 

definidas por características próprias, não podendo ser identificadas árvores. 

Apesar de tratar da definição e obtenção de arborescência em hipegrafos orien- 

tados (B-grafos), o trabalho de Woeginger utiliza definições muito particulares, que 

não correspondem às mais usualmente encontradas na literatura, dificultando a ex- 

tensão dos resultados obtidos em [Woeginger 921. 



Figura IV.16: Uma arborescência pela def IV.24 



Capítulo V 

Caminhos, Árvores e Visitas em 

2-Grafos Orientados 

V.1 Introdução 

A proposta desse capítulo é a conceituação e obtenção de caminhos, hipercaminhos 

e árvores em 2-grafos orientados. Isso será feito com base nos trabalhos de Gallo 

([Gallo 901 e [Gallo 931) e Markenzon ([Markenzon 911). 

Serão relacionadas as definições de caminhos apresentadas em [Gallo 901 e as 

modificações posteriores adotadas em [Gallo 931, juntamente com uma análise das 

diferenças existentes entre estas e no que acarretam, em particular com relação ao 

comportamento das buscas (visitas). Serão também apresentados alguns problemas 

identificados e alternativas para solucioná-los. 

Em ambos os trabalhos o autor procura caracterizar os resultados ao final da exe- 

cução dos algoritmos de buscas (visitas) como árvores (classes especiais de árvores), 

havendo um certo relaxamento quanto a formalidade e completude dessas definições. 

Assim sendo, a formalização do conceito de árvore com base nas definições anteriores 

será apresentada, bem como o algoritmo que permita a sua obtenção. 

A definição e obtenção de hipercaminhos em BF-grafos são bem mais elaboradas 

do que definir e obter caminhos em grafos. Uma definição de B-caminho (F e BF- 
caminho) é apresentada em [Gallo 901, mas sofre modificações para ser reapresentada 

em [Gallo 931. Os conceitos fundamentais de hipergrafos orientados utilizados, como 

caminho simples, ciclo e conexão num BF-grafo, são os apresentados no capítulo I. 
Consideremos a definição inicial de B-caminho, onde fica caracterizada a ausência 



de ciclos, apresentada em [Gallo 901, e que também é a utilizada por Markenzon em 

[Markenzon 911. 

Def. V.1: B-caminho de origem s e destino t :[Gallo 901 

Um B-caminho de origem s e destino t é o BF-grafo acíclico minimal Hb = 

(6, Eb) ta1 que: 

(i) Eb ç E ; 

(ii) s, t E Vb = UeEEb e; 

(iii) se x E T/b então x é conectado a s em Hb; 

Exemplo: O BF-grafo da figura V. 1 (a) é um B-caminho, enquanto os BF-grafos 

V.l(b) e V.l(c) não atendem às condições da def.V.l. 

Figura V.l: (a): Um B-caminho por def.V.l e def.I.ll; (b): um B-caminho somente 

por def .I.11; (c): um BF-grafo que não atende às condicões de B-caminho de ambas 

definições 

Também em [Gallo 901, é apresentado, pela primeir a vez, o algoritmo que imple- 

menta a B-visita. Numa B-visita em um BF-grafo H(V, E), são visitados todos os 

vértices v E V tal que exista um B-caminho entre o vértice raiz s e v em H .  

Segundo o autor, a idéia é que, além de visitar os vértices identificando-os como 

B-conectados a s, ao final da B-visita se possa recuperar o B-caminho de s a um 



determinado vértice x. Para isso será utilizada a função predecessor P, [v], definida 

para todo v E V , tal que: 

L, ek precede v no B-caminho de s a v; 
P, [v] = 

0, caso não exista tal B-caminho. 

Toda vez que um vértice v é visitado deve-se, além de se guardar em P,[v] a 

aresta através da qual se alcançou v, incluir v num conjunto Q  de vértices visitados. 

Quando um vértice w é retirado de Q ,  para toda aresta ej tal que w E rabo(ej), um 

contador Kj é incrementado. Uma aresta ej só poderá ser "explorada" na B-visita, 

ou seja, os vértices em cabeça(ej) só poderão ser visitados, quando todos os vértices 

no rabo(e) tiverem sido visitados, ou seja, quando Kj =I rabo(e) I. 
O algoritmo que implementa a B-visita [Gallo 901 é apresentado em seguida. 

alg.V.l : B-visita(s, H(V, E)) 

inicio 

para cada i E V faça 

P,[i] := O; 

para cada ej E E faça 

16 := o; 
P,[s] := nil; Q:= s; 

repi ta  

selecione e remova i E Q 
para cada ej E F S ( i )  faça 

inicio 

Kj := Kj $1; 

se Kj = I rabo(ej) I então 

inicio 

para cada h  ~cabeça(e~)  tq P,[h] = O faça 

inicio 

P,[h] := ej; 

Q : = Q U h  
fim 

fim 

fim 

a te  Q  =0 
fim 



A complexidade da B-visita é O(size(E)). 

Podemos identificar dois casos em que o algoritmo não respeita às exigências da 

def.V.l. 

O primeiro é quanto à aciclicidade do caminho. Considere o BF-grafo H da 

figura V.2. Nele, após a execução da B-visita com raiz = A, o vértice E aparece 

como B-conectado ao vértice A, com P, [E] diferente de NIL; observa-se, entretanto, 

que existe o ciclo DCD nesse B-caminho. 

Figura V.2: O BF-grafo H e os valores de P, após a B-visita 

A rotina B-visita, ao examinar uma aresta er, com I cabeça(ek) I> 2 (um F-arco), 

v €cabeça(e), inclui er, no caminho s a v, se v é não marcado, e não faz nada se 

v já está marcado. Entretanto, consideremos os vértices x, w €cabeça(e), tais que 

x é não marcado e w já estava marcado. Nesse caso, não exista nada que garanta 

w não estar num caminho de s a x que contenha a seqüencia (w, e;, v;, . .., ek, x), e, 

conseqüentemente, o B-caminho conter o ciclo (w, e;, v;, ..., ek, w). 

É importante observar que a detecção de ciclo na B-visita é, se não impossível, 

bastante difícil. Para isso seria necessário ao alcançar, mediante uma aresta e, um 

vértice já marcado, identificar se essa aresta e é de avanço ou de retorno. Essa clas- 

sificação é sem sentido em uma busca em largura, como é o caso da B-visita. Mesmo 

no caso de grafos simples a identificação de existência de ciclo, como decorrência 

imediata, só ocorre na busca em profundidade (ver [Szwarcfiter 841). A natnreza da 

B-visita, no caso, compromete a detecção de ciclo. 



Em [Gallo 931, a definição de B-caminho sofre modificações, eliminando-se a 

necessidade do B-caminho ser acíclico. Essa definição modificada é a definição de 

B-caminho que está no capítulo I, a def.I.ll, que reapresentaremos a seguir. 

Def.I.1 I: Um B-caminho de origem s e destino t é o BF-grafo minimal H6 = 

(Vb, Eb) tal que: 

(i) Eb C E ; 

(ii) S, t E Vb = UeEEb e; 

(iii) se x E então x é conectado a s em Hb mediante um caminho simples 

acíclico; 

Exemplo: Os BF-grafos da figura V. 1 (a) e V. 1 (b) 

É muito importante atentar para que a condição (iii) implica o relaxamento 

parcial de aciclicidade, já que continua sendo necessária a existência de um caminho 

caminho simples acíclico, de s a qualquer vértice no B-caminho. 

Consideremos o BF-grafo da figura V.l(b), que contém ciclo. Observe que e- 

xiste caminhos simples de v1 a todos os outros vértices que não contém o ciclo 

v4, e4, v5, e5, vq. Por exemplo, o caminho de de vl a v7 é (vi, el, va, e3,v4, e4, v5, eg, v7). 

Seja o ciclo identificado no B-caminho obtido na B-visita. Este ciclo é decorrente 

da inclusão do F-arco e no caminho a um vértice v não marcado, existindo um w 

em cabeça(e) já marcado tal que w estava em um caminho de s a v. Tal ciclo passa 

a ser permitido por definição, já que para todos os vértices do B-caminho, existem 

caminhos simples que não contém tal ciclo. 

Na verdade, todo ciclo em um B-caminho é dependente de um F-arco com 

Icabeça(> 2. 

Consideremos agora a condição minimalidade de um B-caminho. Mostraremos 

que caminhos não minimais podem ser obtidos na B-visita, com ambas as definicões. 

O que a rotina faz é, mantendo uma aresta predecessora de uui vértice, recuperar, 

para um determinado vértice x, o B-caminho de s a x, incluindo a aresta e guardada 

em Pv[x] e recuperando os B-caminhos para todos os vértices no rabo(e). Seja r um 

desses vértices. Nada garante que na união dos B-caminhos de s aos vértices de 

{rabo(e) - r ) não contenha um B-caminho de s a r, que não contenha e. Assim 

sendo, e e tudo o que foi recuperado a partir dela não são necessários, sendo o 

caminho não minimal. 

Consideremos a função predecessor Pv utilizada na recuperação do B-caminho e 

tomemos como exemplo o BF-grafo da figura abaixo. 

Se P,[C] = 1 e se desejássemos obter o B-caminho de A a H, recuperaríamos a 

aresta 1 nesse B-caminho, quando existe uma caminho de A a C em que 2 precede A, 



Figura V.3: Um BF-grafo com problemas na B-visita 

e 2 é essencial ao B-caminho até H, pois é o único caminho de A a E. Ao contrário, 

se o B-caminho desejado fosse o de A a G e P,[C] fosse igual a 2, teríamos problema 

semelhante. Não existe um único valor para P, que resolva o problema. 

Uma alternativa é recuperarmos primeiramente o provável B-caminho de s a x, 

ainda não minimal e procedermos de maneira semelhante ao que é feito em [Marken- 

zon 911 para obtencão de minimalidade de um BF-caminho. Consiste basicamente 

em ir removendo uma a uma todas as arestas, repetir a busca e verificar se o vértice 

x deixa de ser visitado. Em caso positivo, a aresta é mantida no caminho. A seguir 

serão apresentadas a rotina que recupera um provável B-caminho de s a x após uma 

B-visita e a rotina que obtém a minimalidade desse B-caminho. 

i n i c i o  

Vb := 0 
Eb := 0 
s e  Pv[x] # O então 

i n i c i o  

Vb := & U x; 

marca,[x] := verdade; 

Eb := Eb U PV[x]; 

Q := Q uP,[x]; 

marca,[Pv [x]] := verdade; 

enquanto Q # 0 f aça  

i n i c i o  



selecione e remova e de Q 

para cada v Ecabeça(e) faça 

s e  não(rnarca,[v]) então 

i n i c i o  

Vb := K U v ;  

marca,[v] := verdade; 

fim 

para cada v E rabo(e) faça  

s e  não(marca,[v]) então 

i n i c i o  

6 := & U v; 

marca,[v] := verdade; 

s e  não(marcae[PV[v]]) então 

i n i c i o  

Eb := Eb u pv[v]; 

Q := Q UPV[v]; 

marcae[Pv[v]] := verdade; 

fim 

fim 

fim 

para cada v E E faça  

marca,[v] := fa l so ;  

para cada e E Eb f aça  

marca,[e] := f alço; 

f i r n  

fim 

alg. V.3: B-caminho(s,x, H) 

i n i c i o  

para v E V f aça  

marca,[v] := f a l so ;  

para e E E f aça  

marca,[e] := f a l so ;  

B-visita(s, H); 
s e  Pv[x] = O então 



'Não há tal B-caminho' 

senão 

i n i c i o  

Recupera(s, x, H, Hb); 
H' := Hb; 

p a r a  e E Eb faça 

i n i c i o  
H" := H'; 

H" := H"-e; 

B-visita(s, H") 
se P,[x] # O en tão  

H' := H"; 

f i m  

Recupera(s, x, H', Hb); 

f i m  

f i m  

A necessidade de garantir minimalidade implica o aumento da complexidade para 

a obtenção de um B-caminho. 

Na rotina Recupera, são examinadas as arestas retiradas de Q. Uma aresta e 

só é inserida em Q na primeira vez em que é incluído no caminho algum vértice v,  

tal que P,[v] = e. No pior caso, os n vértices de H podem estar nesse caminho não 

minimal. Assim sendo, pode haver, no máximo, n arestas no caminho. Examinar 

uma aresta é O(I cabeça(e) I $ I rabo(e) 1 ,  ou seja, O(size,). A complexidade total 

da rotina Recupera é O(n x size,). 

A complexidade total da rotina B-caminho é O(size(E) + (n x size,)). 

A conceituação e obtenção de árvores são tratadas na próxima seção. 

Em ambos os trabalhos, [Gallo 901 e [Gallo 931, uma B-árvore com raiz r é definida 

pelo conjunto dos B-caminhos obtidos ao final de uma B-visita, que contém todos 

os nós B-conectados a r (def.V.3). 

Apesar de uma B-árvore ser definida da mesma forma em [Gallo 901 e [Gallo 931, 

as considerações na seção anterior sobre B-caminho e B-visita, nos levam à foimali- 



zação do conceito de B-árvore. A redefinição de B-caminho implica a obtenção de 

B-árvores um pouco diferentes de um trabalho para o outro. 

Def. V.3: Uma B-árvore de raiz r é um conjunto de B-caminhos contendo todos 

os nós que são B-conectados a r, e que são obtidos na B-visita. Ex: figura V.4. 

Figura V.4: Uma B-árvore pela Def.V.3 

A definição acima não implica minimalidade nem aciclicidade. Como um B- 

caminho pode ter ciclo, consideremos somente a questão da minimalidade. A nova 

definição seria então: 

Def. V.4: Uma B-árvore com raiz r é um BF-grafo rninimal T(V, E) tal que para 

todo v E V existe um B-caminho de r a v. Ex: figura V.5. 

Figura V.5: Uma B-árvore pela Def.V.4 

A obtenção de uma B-árvore é feita garantindo-se a minimalidade do conjunto 

inicialmente obtido na B-visita em um BF-grafo H com raiz S .  Isso é feito de modo 



análogo ao caso do B-caminho, a partir do BF-grafo T(VT, ET),  onde VT é o conjunto 

de vértices em H visitados na B-visita e ET é O conjunto de arestas tal que e E ET , 
se existe algum P,[v] = e. Para cada e E ET, remove-se e, refazendo-se a B-visita 

para S. Se, para todo v E V-, P,[v] # O, a aresta e não pertence a T. 

Deve-se notar que uma B-árvore minimal não garante caminho minimal. 

Ex: Na B-árvore minimal da figura V.6, o caminho recuperado de A a G pode 

ser não minimal (basta que P,[C]=l) 

Figura V.6: B-árvore (minimal) e caminho não minimal. 

Def. V. 5: B-árvore geradora. Seja um BF-grafo orientado H(Vh, Eh) . Se existe 

uma B-árvore T ( K ,  Et) tal que K = I& então essa é chamada B-árvore geradora de 

H. 

Existe uma B-árvore geradora de H se ao final de uma B-visita todos os vértices 

de H foram visitados. 

Podemos definir e obter, de maneira análoga, F-árvore e F-árvore geradora. 

Também a definição de BF-caminho sofre mudança de [Gallo 901 para [Gallo 931. 

Só que, ao contrário do que acontecia para B-caminho, em que a segunda definição 

implica num grupo de caminhos mais abrangente do que a primeira, incluindo todos 

os que atendiam a essa e alguns mais, BF-caminho é redefinido de modo mais restrito, 
como será visto mais adiante. Em seguida serão apresentadas a definição inicial de 

[Gallo 901 e a versão mais recente [Gallo 931, respectivamente. 

Def. V, 6: BF-caminho de origem s e destino t : 



Um BF-caminho de origem s e destino t é o BF-grafo acíclico minimal H, = 

(V,, E,) tal que: 

(i) E, c E ; 

(ii) s, t E V, = LIeEEp e; 

(iii) se x E V, então x é conectado a s em H, e t é conectado a x em H,; 

Exemplo: na figura V.7 temos um BF-caminho de s a t pela definicão V.6. 

Figura V.7: BF-caminho pela definição V.6. 

Para a nova definição de BF-caminho é conveniente rever o conceito de F-caminho 

[Gallo 931, introduzido no capítulo I (Def.l.11). 

Um BF-grafo é um F-caminho de s a t se a sua imagem simétrica é um B-caminho 

d e t  a S. 

Observe que isto implica em x conectado a t por um caminho simples acíclico na 

imagem simétrica do BF-grafo H, mas não é equivalente a dizer que t é conectado 

por um caminho simples acíclico a x no BF-grafo H. 

Def. V.T Um BF-caminho de s a t é o BF-grafo que é ao mesmo tempo um 

B-caminho e um F-caminho de s a t. 

Na figura V.8 podemos ver um BF-caminho de s a t pela definicão V. 7. 

Figura V.8: BF-caminho pela definição V. 7. 

Ainda que a aciclicidade não seja uma exigência explícita da definição, tal defi- 

nição implica a ausência de ciclos. Dessa forma, é fácil verificar que todo BF-caminho 



pela def.V.7 também o será pela def.V.8. Só que o contrário não se verifica, como é 

o caso do BF-grafo da figura V.?. O BF-grafo atende às condições de def.V.6, mas 

não às da def.V.7, pois apesar de ser um F-caminho, não é um B-caminho, por não 

ser minimal. 

Poderíamos considerar na tentativa de definir BF-caminho o aspecto mais im- 

portante a idéia de manutenção do fluxo, ou seja, tudo o que sai de um vértice 

origem s chega a um vértice destino t. Teríamos como alternativa uma extensão da 

primeira definição, def.V.6, com o mesmo relaxamento da aciclicidade adotado para 

o B-caminho. Mais formalmente teríamos: 

Def, V. 8: BF-caminho de origem s e destino t : 

Um BF-caminho de origem s e destino t é o BF-grafo minimal H, = (V,, E,) tal 

que: 

(i) Ep C E ; 

(ii) s, t E Vr, = UeEEp e;  

(iii) se x E V, então x é conectado a s em Hb mediante um caminho simples 
acíclico e x é conectado a t na imagem simétrica de Hb mediante um caminho simples 

acíclico ; 

BF-grafos em que há a preservação de fluxo entre s e t são denominados grafos 

fronteira e caracterizados em [Markenzon 911. Um BF-caminho é um grafo fronteira 

minimal. Algoritmos para obtenção do grafo fronteira maximal de um BF-grafo 

podem ser encontrados em [Markenzon 911. 

Parecendo ser interessante explorar as duas alternativas, chamaremos ao BF- 

caminho que acabamos de definir de BouF-caminho, e ao BF-caminho como definido 

em D7 de BeF-caminho. 

Todo ciclo em um B-caminho (F-caminho) é dependente de um F-arco (B-arco) 

com 1 cabeça I >  2 ( 1  rabo )> 2). 

Assim sendo, todo B-caminho (F-caminho) num B-grafo (F-grafo) é acíclico. 

Mais ainda, um BF-grafo que seja ao mesmo tempo um B-caminho e um F-caminho 

(BeF-caminho) é necessariamente acíclico. 



Capítulo VI 

Conclusões 

Nos dois primeiros capítulos foram estudados diferentes esquemas de representação 

para a classe 2-grafos. Verificou-se que a matriz de adjacência e as listas de ad- 

j acência, as representações mais conhecidas para grafos, não se prestam à represen- 

tação de 2-grafos. Foram então propostos e estudados esquemas de representação 

em que houvesse estruturas especiais para a representação das arestas. Dentre esses 

esquemas, o que se mostrou mais apropriado, com relação à efiência e aproveitamen- 

to de espaço em memória, principalmente no caso dinâmico, foi o das listas BS[v] , 
FS[v] ,  Cab[e] e Rab[e]. 

No estudo de alguns casos particulares na literatura, encontrou-se dificuldade na 

identificação da classe e problema tratados, causada pelas diferenças das terminolo- 

gias adotadas nos diferentes trabalhos. 

O fato de ser um assunto relativamente novo, que só recentemente vêm sendo 

mais explorado nas pesquisas, implica a existência de definiqões que ainda não estão 

estabelecidas. No presente trabalho, várias das definições inicialmente adotadas, 

que eram as apresentadas em [Gallo 901, sofreram modificações com a publicação de 

[Gallo 931. Essas definições, assim como alguns problemas problemas deixados em 

aberto no decorrer do trabalho, constituem objeto de pesquisas futuras. Algumas 

das alternativas seriam o estudo de representação de 2-grafos para casos com res- 

trições, a manutenção dinâmica do fechamento de BF-grafos (2-grafos) e o estudo 

de equivalência e minimalidade para 2-grafos. 
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