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Resumo da Tese apresentada à COPPE como parte dos requisitos necessários para a 

obtencão do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.) 

Manoel Bezerra Campêlo Neto 
Agosto de 1993 

Orientador: Cláudio Thomás Bornstein 

Programa : Engenharia de Sistemas e Computação 

Neste trabalho estudou-se o problema de localização capacitado (Ca- 

pacitated Warehouse Location Problem - CWLP), onde custos fixos (inerentes à ins- 

talação das facilidades) e custos variáveis (principalmente associados ao transporte 

destas aos consumidores) devem ser minimizados. 

Avaliando-se critérios de dominância entre cada uma destas parcelas 

de custo, foram apresentados testes de redução e heurísticas gulosas que permitem 

estabelecer condições sob as quais uma facilidade deve ser aberta ou fechada. Ainda 

mais, foram desenvolvidas diversas aproximações (limites inferiores ou superiores) para 

estes testes e heurísticas, a partir de diferentes formas de relaxação lagrangeana do 

problema, e então promovida uma análise comparativa de sua qualidade em termos 

numéricos e quanto à complexidade computacional. 

Propôs-se tainbém um algoritmo para a resolução do CWLP, construído 

com base nesses testes e heurísticas. Visando estimar sua eficiência, foram utilizados 

problemas-teste padrões, dos quais se conhecem as soluções ótimas, para a comparação 

dos resultados obtidos. Complementarmente, foi descrito o procedimento usado para 

resolver as diversas variações do problema de transporte subjacente ao CWLP. 



Abstract of Thesis presented to COPPE as partia1 fulfillrnent of the requirements for 
the degree of Master of Scieilce (M.Sc.) 

REDUCTION TESTS AND ADD/DROP HEURISTICS FOR 
THE CAPACITATED WAREHOUSE LOCATION PROBLEM 

Manoel Bezerra Campêlo Neto 
August, 1993 

Supervisor : Cláudio Thomás Bornstein 
Department : Systems Engineering and Computer Science 

We study the classical capacitated warehouse location problem (CWLP), 
where fixed costs (related to the instalation of warehouses) and variable costs (mainly 
associated to transportation costs froin warehouse to customers) are rninimized. 

Dominance criteria between each of these kind of costs establish condi- 

tions under which a warehouse shoiild be opened os closed. As a result, reduction tests 
and greedy heuristics are presented. Severa1 aproximations (lower os upper bounds) to 
these tests and heuristics are developed based upon different lagrangean relaxations. 
A comparative analysis of their numerical and computacional complexity is made. 

We also propose an algorithm for the CWLP and estimate its efficiency 
by applying it to a set of test-probleins, comparing the results. The procedure used to 

solve the transport ation problem underlying the C WLP are described. 
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Capítulo I 

Apresentação 

A intenção deste capítulo é definir a abrangência do trabalho que se pretende desenvol- 

ver. Sua primeira parte destina-se ao conhecimento e entendimento do problema a ser 

explorado. A seguinte procura situar, num contexto histórico, os diversos estudos já 

realizados sobre o tema, analisando os resultados então conseguidos. Por último, os ob- 

jetivos do projeto são apresentados, ao mesmo tempo em que é discutida a organização 

de todo o texto. 

1.1 Formulação do Problema 

Considere a seguinte situação: uma empresa de produtos manufaturados planeja ins- 

talar, em pontos de sua área de atuação, armazéns (facilidades), cujas capacidades de 

estocagem perinitain atender a seus clientes. E é claro: deseja fazê-lo minirnizando 

os custos totais envolvidos, quais sejam, de instalação/manutenção dos armazéns e de 

transporte aos consumidores. 

A descrição acima especifica uma circunstância que se enquadra exata- 

mente no contexto do problema alvo deste trabalho: a localização de facilidades ca- 

pacitadas (CWLP - Capacitated Warehouse Location Problem), mais genericamente 

apresentado a seguir. 

Seja I = (1,. . . , m) o conjunto das possíveis localizações das facilidades 

e J = (1,. . . ,n)  o conjunto dos centros de consumo. Obviamente, cada consumidor 

j E J possui uma demanda bj a atender. Por outro lado, cada facilidade i E I apresenta 

uma limitação ai em sua capacidade máxima de fornecimento (armazenamento) e um 

custo fixo f;, inerente a sua própria instalação. Considere ainda o custo unitário c;j de 

atendimento (transporte) do consumidor j pelo armazém i. 



A resolução do CWLP corresponde, então, à determinação de um sub- 

conjunto S C I de facilidades, de forma que o custo total, incluindo custos fixos e 

variáveis, seja minimizado. 

Seguindo a notação adotada, este problema pode ser formulado mate- 

maticamente através do seguinte modelo inteiro-misto: 

minimizar 

sujeito a 

C Xij = bj  V j  E J 
&I 

Xij > O Vi  E I, V j  E J 

yi E {o, 1) vi E I 

onde 

x = demanda do consumidor j abastecida pelo armazém i  
1, se a facilidade i for instalada 

Yi = 0, caso contrario 

Na restrição (1.2) garantimos a observância aos limites de capacidade 

dos armazéns e, em (I.3), o atendimento total dos centros de demanda. Na função 

objetivo (I.l), as parcelas de contribuições dos custos fixos e variáveis estão caracteri- 

zadas 

abrir 

Observe também como as consequências decorrentes das decisões de 

(yi = 1) ou fechar (yi = O)  uma facilidade são refletidas pelo modelo. 

Ativando-se um armazém , por exemplo, criam-se novas possibilidades 

de atendimento aos consumidores, ou seja, novos caminhos, o que pode contribuir para 

a redução dos custos de transporte. Por outro lado, estabelece-se um incremento nos 

custos fixos. Análise semelhante, porém de resultados opostos, pode ser realizada para 

o caso de se desativar uma facilidade. 

Em ambos os casos, os efeitos sobre os custos fixos estão explicitamente 

caracterizados em (1.1). Já as variações nos custos de transporte, não diretamente 

visualizadas, são fruto da expansão ou sedução da região viável do problema, provocada 

quando, em (I.2), ajustamos a disponibilidade de cada armazém. 



Note que, em cada decisão, são esperadas contribuições contrárias para 

as parcelas de custos de transporte e custos fixos. Ou seja, a decisão de abrir (fechar) 

uma facilidade implica o crescimento (redução) dos últimos e pode resultar na redução 

(crescimento) dos primeiros. Ou ainda, a minimização dos custos de tranporte leva à 

ativação de muitos armazéns; a rninimização dos custos fixos, à instalação de poucos. A 

busca de um equilíbrio nesta situação conflituosa sugere um caminho para a resolução 

do CLWP, que exploraremos posteriormente. 

Voltando à formulação apresentada, embora seja esta a que mais se 

recorre para descrever o CWLP, outras frequentemente aparecem na literatura. As 

principais diferenças aparecem no conjunto de restrições e visam, geralmente, a abordar 

situações particulares ou permitir a aplicação de métodos específicos de resolução. 

Para a primeira abordagem, podem-se citar restrições quanto ao número 

máximo e mínimo de facilidades abertas (NL 5 CiE1 yi 5 NU), quanto ao fluxo entre 

centros de oferta e demanda (Lij 5 z;j 5 Hij) ou ainda quanto ao limite mínimo 

de fornecimento de um armazém (CjE z;j 2 p; yi). Para a segunda, por exemplo 

quando se usam relaxações para resolver o problema, restrições redundantes (tais como 

xij 5 rnin{ai, bj )  V i  E I, V j  E J) são comumente acrescidas ao modelo. 

No que diz respeito aos custos, muitas vezes a parcela variável pode 

incluir custos operacionais de cada facilidade, que são função gi(CjE xij) dos fluxos que 

nela se originam, isto é, da sua verdadeira dimensão (aquela capacidade efetivamente 

usada para atendimento às demandas). 

Estas funções são, em geral, lineares, para problemas de pequeno porte, 

ou côncavas, quando se considera economia de escala. 

No primeiro caso, gi(CjE zij) = k; CjE z;j, os custos operacionais 

podem ser incorporados aos de transporte, adicionando-se a constante de proporciona- 

lidade k; aos custos unitários c;j Vi  E I, V j  E J .  

No segundo, gera-se o modelo a seguir, semelhante ao anterior, e que 

pode ser considerado uma generalização daquele. 



minimizar 

sujeito a 

(1.9) 
(I. 10) 

onde 

x;j = demanda do consumidor j abastecida pelo armazém i 
1, se a facilidade i for in~ta~lada 

Y; = 0, caso contrario 

Neste trabalho só exploraremos, entretanto, o problema linear, e usa- 

remos muitas vezes, num abuso de linguagem, a expressão custos de transporte como 

sinônimo de custos variáveis. Além disso, continuaremos refeienciando, indistinta- 

mente, facilidades, centros de oferta, armazéns; bem como consumidores, centros de 

consumo, centros de demanda. 

1.2 Histórico 

O CWLP é um problema de otimização combinatória NP-completo, que corresponde a 

rninimização de uma função côncava (linear) sobre um conjunto compacto e convexo (de 

restrições lineares). Logo é sabido que o mínimo sempre ocorrerá em um dos extremos 

(vértices) do conjunto de soluções viáveis. 

Uma completa enumeração destes pontos extremos é, todavia, impra- 

ticável para a maioria dos problemas. Várias estratégias têm sido considesadas no 

sentido de selecionar apenas alguns vértices no caminho à procura da solução ótima. 

Muitos pesquisadores têm trabalhado neste problema e diversos algorit- 

mos, na sua maioria de natureza coinbinatória, vêm sendo apresentados. 

De acordo com as técnicas empregadas, estes algorimos podem ser clas- 

sificados em três grupos básicos: de decomposição, de enumeração e heurísticos. 



Os algoritmos de decomposição, em geral, partem da análise da estru- 

tura primal do problema e, frequentemente, aplicam o método de particionamento de 

Benders. E o que fez Geoffrion e Graves[27], para resolver ploblemas multi-produto. Já 
Van Roy[51], motivado pelos métodos duais de Galvão[24], Erlenkotter[20] e Guignard 

e Spielberg[31], explorou em seu algoritmo ("Cross Decomposition Algorithm"), am- 

bas as estruturas primal e dual, usando simultaneamente, Benders e geração de colunas 

para resolver problemas de até 100 facilidades por 200 consumidores. 

Os procedimentos de enumeração, na sua maioria do tipo "branch-and- 

bound", recorrem a testes de viabililidade/otimalidade para reduzir a árvore de busca. 

Este é o caso dos algoritmos propostos por Davis e Ray[l7], Sá[48], Ellwein e Gray[19] 

e Akinc e Khumawala[3]. 

Na abordagem destes autores, os procedimentos de pesquisa de seus 

algoritmos usam limites fornecidos por relaxações lineares (para formulações linear- 

mistas dos problemas), conjugados a testes de redução que se baseiam em critérios 

para abrir ou fechar uma facilidade. 

Altinc e Mhumawala, por exemplo, apresentaram um eficiente conjunto 

de podas, que permite decidir, a priori, sobre o estado final de armazéns, e o emprega- 

ram em um algoritmo para resolver problemas-teste padrões, formalizados por Kuehn 

e Hamburger[38], com até 25 facilidades e 50 centros de demanda. 

Nos últimos anos, vários artigos que aplicam relaxação lagrangeana ao 

problema, para a determinação de limites inferiores, têm sido divulgados. Um dos 

primeiros foi o de Geoffrion e McBride[28], cujo trabalho merece destaque pelo aspecto 

teórico. Nauss[45] e Christofides e Beasley[l5] também apresentaram trabalhos nesta 

linha, obtendo resultados superiores a Altinc e I<humawala para os mesmos problemas- 

teste. Além disso, a aplicação de novos testes de redução possibilitaram a Christofides 

e Beasley testar problemas da ordem de 35 x 100. 

Fundamentados também em relaxação lagrangeana, Guinard, Spielberg 

e Kim[32] desenvolveram um limite inferior para o problema e apresentaram resultados 

computacionais para casos que envolviam até 20 facilidades e 35 centros de consumo. 

Mais recentemente Beasley[lO] propôs um novo algoritmo, baseado em 

uma diferente formulação inteiro-mista. Este segundo trabalho mostrou-se teórica e 

praticamente superior ao primeiro. Além dos problemas de Kuhen e Hamburger, ou- 

tros de maiores dimensões - 100x1000 e 500x1000 -, gerados randomicamente, foram 

resolvidos. 



Quanto aos métodos heurísticos, sua preocupação principal é com a 

relação custo/benefício, ou mais especificamente, com a relação esforço computacio- 

nallqualidade da solução, que se torna importante à medida que a dimensão do pro- 

blema cresce. Por isso as heurísticas devem prezar pela flexibilidade e simplicidade 

comput acional. 

Apesar de não garantirem a solução ótima, tais métodos têm demons- 

trado grande sucesso em conseguir boas soluções. Estes resultados são fruto da contri- 

buição de diversos pesquisadores. 

Jacobsen[33] generalizou para o CWLP as heurísticas ADD (indica a 

melhor facilidade a abrir), de Kuehn e Hamburger[38], e DROP (aponta a mais provável 

a fechar), de Feldman, Lehrer e Ray[21], ambas inicialmente empregadas em problemas 

não capacitados. Ele também considerou modificações nestas heurísticas, que calculam 

apenas aproximações (limite superior ou inferior) das reduções de custo, originando 

com isso as variações: ADD-LO, ADD-H1 (equivalente a regra do maior Ômega de 

Khumawala[3 7]), DROP-L0 e DROP-H1 (equivalente a regra do menor delta também 

de Khumawala[37]). 

Outras heurísticas, inicialmente usadas nos problemas de p-medianas, 

também foram adaptadas por Jacobsen para o CWLP. São procedimentos que visam 

melhorar uma solução viável já encontrada e usam os testes ADD e DROP alternada- 

mente. A heurística ALA (Alternate Location Alocation) de Rapp[47] e Cooper[l6], 

ou SHIFT para Muehn e Hamburger[38], intercala uma iteração DROP e uma iteração 

ADD, nesta ordem. Na heurística VSM (Vertex Substitution Method), proposta por 

Teitz e Bart[50], a ordem contrária é considerada: primeiro uma iteração ADD, em 

seguida uma iteração DROP. 

Domschke e Drexl[l8] estenderam as heurísticas ADD de Jacobsen para 

abranger situações onde as capacidades dos armazéns são diferentes. 

Barcelo e Casanovas[7] também apresentaram diversas heurísticas, ba- 

seadas em relaxação lagrangeana, para problemas onde cada consumidor só pode ser 

atendido por um único armazém. 

Mateus e Bornstein[40] desenvolveram um algoritmo de duas fases: a 

primeira, exata, e a segunda, baseada nas heurísticas ADD e DROP. E o aplicaram aos 

problemas de Kuehn e Hamburger, obtendo bons resultados. 

Muitos outros trabalhos que estudam o CWLP, ou instâncias dele, têm 

sido apresentados e merecem menção. Diferentes referências ou comentários mais ex- 

tensos podem ser encontrados em Aikens[2], Mateus[39] e Beasley[lO]. 



Proposta de Trabalho 

Nos últimos anos, algoritmos exatos e eficientes para resolver o problema de localização 

capacitada têm sido divulgados. Apesar disso, em alguns contextos, os métodos exatos 

ainda são computacionalrnente inviáveis, especialmente em CWLP de grande porte ou 

em aplicações onde CWLPs são resolvidos repetidas vezes para obter a solução de um 

procedimento mais geral. 

A existência destes casos, onde o uso de heurísticas pode tornar-se in- 

teressante, é o que motiva a realização deste trabalho. Nosso objetivo é justamente 

o desenvolvimento de um algoritmo heurístico que garanta uma boa relação esforço 

comput acional/qualidade da solução. 

Como em qualquer projeto de pesquisa, toda uma etapa de preparação, 

para a aquisição de conhecimentos relativos ao tema em foco, é indispensável antes 

de se partir definitivamente para a realização da meta estabelecida. A estrutura deste 

texto segue de perto o processo de estudo desenvolvido até a elaboração conclusiva do 

algoritmo. 

A partir do Capítulo 2 estudaremos várias heurísticas já apresentadas 

por alguns pesquisadores. Primeiramente, porém, analisaremos a aplicação de testes 

exatos de redução, visando a minimizar o grau de incerteza das decisões ao longo do 

processo de solução. Este primeiro tópico reflete uma preocupação com a qualidade da 

solução a ser gerada. 

Já no Capítulo 3, o enfoque será o esforço computacional. Nele serão su- 

geridas aproximações para os cálculos de grandezas que compõem os testes e heurísticas. 

A base teórica dos dois primeiros capítulos já permite o desenvolvimento 

do algoritmo. Antes, contudo, vamos considerar o problema de transporte: um ponto 

fundamental, uma vez que diversos deles terão de ser resolvidos. 

Eis aí um motivo suficiente para, no Capítulo 4, investirmos na con- 

fecção de um procedimento de transporte eficiente e flexível, integrado ao algoritmo 

principal, que permita simplificar a aplicação dos testes e heurísticas e facilite a incor- 

poração das mudanças de contexto por eles determinadas. 

Finalmente, no Capítulo 5, passamos a exposição do algoritmo, sua 

estrutura e funcionamento. A seguir, para fins de avaliação de desempenho, vamos 

aplicá-lo a problemas-teste padrões, dos quais conhecemos a solução ótima, e então 

analisar os resultados obtidos. 



Capítulo I1 

Testes de Redução 
e Heuríst icas 

O confronto entre as variações nos custos fixos e de transporte, decorrentes da decisão 

de abrir ou fechar uma facilidade, possibilita determinar, ou pelo menos sugerir, seu 

estado definitivo na solução ótima. 

Deste modo, estabelecendo-se critérios de doininância entre as contri- 

buições a cada uma destas duas parcelas de custo, podem-se formular regras (exatas 

ou aproximadas) úteis à construção de algoritmos para o CWLP. 

Se estas regras permitem precisar o "melhor" estado (aberto/fechado) 

para alguma(s) facilidade(s), então funcionam como um conjunto de cortes ao conjunto 

de soluções viáveis: a fixação, em O ou 1, de algumas das variáveis de estado reduz a 

dimensão do problema, eliminando uma série de combinações possíveis. 

De outra forma, o resultado destes testes de sedução, mesmo que não 

estabeleça exatamente a otiinalidade de cada decisão sobre a implantação de um ar- 

mazém, pode indicar seu estado mais provável na solução final. Com base nesta in- 

dicação, podem ser então desenvolvidas diversas heurísticas. 



11.1 Introdução 

Considere o CWLP 

rninimizar 

sujeito a 

onde I = (1,. . . , m} representa o conjunto das possíveis localizações de facilidades e 

J = {I, .  . . , n) os centros de demanda. 

A partir de S C I, S # @, defina o conjunto 

e as funções 

min C C cijs;j  se XS # 0 
W(S) = x E x S  i E S  jc J 

onde 

xS representa o conjunto de soluções viáveis para o CWLP, em termos de fluxos para 

os consumidores, onde se fez yi = 1 Vi E S e y; = O Vi E 1 - 5'; 

F(S)  avalia o custo de implantação das facilidades em S (ativadas) ; 

W ( S )  corresponde à solução de um problema de transporte, a ser indentificado por 

T(S), que relaciona as facilidades em S aos centros consumidores. 

Sendo assim, o problema de localização capacitada consiste em en- 

contrar o conjunto S # 0 das facilidades abertas, com XS # 0, tal que a função 

Z(S) = W(S) + F(S) seja rninimizada. 



Ambas as funções TV(.) e F( . )  são s~~erinodulares (Fisher, Nemhauser 

e Wolsey[23]), conceito que generaliza a idéia de convexidade. Da mesma forma, por 

ser combinação linear das anteriores, Z(.) também o é. Logo as três satisfazem as 

seguintes propriedades, enunciadas apenas em termos de Z(.). 

ou equivalentemente, fazendo-se S = S U i e R = R LI i, 

Através destas propriedades podemos concluir sobre a variação no valor 

da função Z(.), com respeito a alterações em seu conjunto argumento: 

1. Será tanto menor (maior) quanto maior (menor) for o conjunto; 

2. Será decrescente (crescente) com a inclusão (exclusão) de elementos no conjunto. 

A partir destes resultados iremos definir os testes de redução que fixarão 

os estados de certas facilidades. Note, entretanto, que a decisão de abrir ou fechar um 

armazém depende daqueles já anteriormente fixados. 

Por isso é importante manter sempre a configuração corrente, o que será 

feito particionando-se o conjunto das facilidades I = (1,. . . , m) em três subconjuntos, 

a saber: 

I(o = {i E I I y; = 0) = conjunto das facilidades fixadas como fechadas 

K1 = {i E I I y; = 1) = conjunto das facilidades fixadas como abertas 

K2 = I - I(O - I(1 = conjunto das facilidades ainda não fixadas 
(11.11) 

onde inicialmente temos Iio = Iil = 0 e Ii2 = I. 

11.2 Teste Exato Para Abrir Facilidades 

A idéia do teste é supor desativada uma facilidade ainda não fixada, para a seguir 

avaliar que coilsequências traria tal decisão, confrontando as variações nas parcelas de 

custo que compõem a função objetivo (11.1). 

'Para simplicar a notação, usaremos S U k e S - k em substituição a S U { k )  e S - { k ) .  

1 o 



Para isto, defina como A; o acréscimo nos custos de transporte ao fe- 

charmos o armazém i. Assim 

Sabemos que, ao longo do processo de solução, os conjuntos Ko e K1 
ganham elementos, à medida que I(z os perde, pois armazéns estarão sendo aberto ou 

fechado. 

Como I(o cresce, o conjunto I<l U K2(= I - I(O) irá decrescer. Usando 

este fato em conjunção à propriedade (11.10)) concluímos que A; é não decrescente. 

Desta forma, confrontando-se o aumento A; nos custos de transporte, 

ocasionado pela tentativa de desativação do armazém i, ao custo fixo f; de instalação 

deste, e verificando que a respectiva diferença tende a crescer, podemos formular o 

seguinte teste para abrir facilidades. 

Teste 1: Dada uma coiifiguração, representada pelos conjuntos Ko, II(i e I&, como 

definidos em (II.11), onde se supõem corretos os estados já fixados, 

Se A; 2 f; então yS = 1 (11.13) 

onde yS representa o valor de y; na solução ótima. 

Dem.: Devemos provar que yS = 1 para alguma solução ótima. Para tal considere 

I<; = { I  I y;t = 1) e suponha, ao contrário que i I<:. Então I<; c I(i U K2 - i. 
Assim, pela propriedade (II.9), 

Logo, ou I<; não representa a solução ótima, quando chegamos a uma contradição, ou 

I(,* U i determina outra solução igualmente ótima. Em ambos os casos, conclui-se que 

podemos ter yp = 1. 



Neste momento, algumas observações devem ser feitas: 

1. Considerando-se que o problema original tem solução, isto é, os armazéns podem 

satisfazer as demandas (CiEl a; > CjE bj), e observando que inicialmente faz-se 

K2 = I, O problema de transporte T(I(i U K2) tem solução finita. 

2. Por outro lado, é fácil verificar se um armazém pode ser desativado, ou seja, se 

sua capacidade de oferta não é indispensável ao atendimento da demanda. Caso 

esta possibilidade seja verificada, isto é, se ( ~ I E K I U 1 . - ;  a; > CjEJ bj), então 

T(Kl U - i) tem solução finita. Do contrário, W(K1 U I& - i) -+ m, e O 

armazém i deve ser aberto. 

3. Dos dois itens anteriores, conclui-se que inicialmente se pode aplicar o teste 1 

(11.13) para abrir armazéns, já que o cálculo de A; depende apenas da resolução 

de T(I(1 U K2) e T ( I -  U K2 - i).  

4. Embora bastante eficaz, a aplicação deste teste a todas as facilidades ainda não 

fixadas requer a solução de I IC2 I +1 problemas de transporte, o que pode se- 

sultas coinputacionalmente dispendioso. Por isso, iremos desenvolver, adiante, 

aproximações para o cálculo de A;. 

11.3 Teste Exato Para Fechar Facilidades 

Analogamente ao anterior, neste teste vai-se supor ativada uma facilidade, para, em 

seguida, avaliar as vantagens/desvantagens originadas, considerando as alterações ocor- 

ridas nos custos fixos e variáveis. 

Seja então Ri a redução nos custos de transporte ao abrirmos o armazém 

i ainda não ativado, isto é, 

Como IC1 é crescente, aplicando a propriedade (II.9), concluímos que 0; 
é não crescente. 

Na verdade, R; representa a economia obtida, considerando os custos 

de transporte, quando optamos por ativar o armazém i. Sabendo que esta economia 

é decrescente (ou pelo menos não crescente) ao longo do processo de solução, então, 

comparando-a com o custo de fixo implantação fi, podemos estabelecer o seguinte teste 

para fechar facilidades. 



Teste 2: Dada uma configuração, representada pelos conjuntos I(o, I(i e &, como 

definidos em (II.ll), onde se supõem corretos os estados já fixados, 

Se R; 5 f; então y' = O 

onde y' representa o valor de y; na solução ótima. 

Dem.: Devemos provar que y? = O para alguma solução ótima. Para tal considere 

I(,* = { I  I yj+ = 1) e suponha, ao contrário, que i E I{:. Então I(i U i C I ' .  Assim, 

usando a propriedade (II.10), 

Z(K; - i) - Z(I{;) 

< Z(K1) - Z(Iil U i) - 

= W(K1) + F(Kl) - W(K1 U i) - F(Ii1 U i) 

= (W(Kl) - W(K1 U i)) + (F(I-1) - F(K1 U i))  

= R; - f; 

5 0  

=+ Z(I-F - i) 5 Z(I{T) 

Logo, ou Ii: não representa a solução ótima, quando chegamos a uma contradição, ou 

I{: - i determina outra solução igualmente ótima. Em ambos os casos, conclui-se que 

podemos ter y;* = 0. 

Novamente, neste ponto, cabem algumas observações: 

1. O cálculo de S1; deriva da solução dos problemas T (IG) e T (I(1 UZ) . Logo o teste 2 

(11.15) só pode ser aplicado quando o conjunto dos armazéns já fixados como 

abertos atender a demanda total, ou seja, (ClEIfi 2 CjEJ bj). Do contrário, 

teríamos xI'~ = 0 e pelo menos um dos problemps apresentaria solução tendendo 

ao infinito, o que faria o teste perder o poder de comparação das grandezas 

envolvidas. 

2. Similarmente ao caso anterior, a resolução de ( K2 (+1 problemas de transporte, 

quando da aplicação deste teste a todas as facilidades, pode demandar esforço 

comput aciona1 bastante considerável. 1st o motiva o desenvolvimento de cálculos 

aproximados para R;, o que faremos adiante. 



11.4 Heurísticas 

A esta altura pode-se pensar no seguinte procedimento para resolver o CWLP: 

1. Aplica-se, primeiramente, o teste 1 (11.13); cada armazém aberto é excluído de 

K2 e passa a compor IG ; 

2. Executa-se, em seguida, o teste 2 (11.15); as facilidades desativadas são transfe- 

ridas de IC2 para KO. 

Se, ao final, os estados de todos os armazéns estiverem decididos, muito 

bem: encontramos a solução ótima, já que os testes aplicados são exatos. E se isto não 

acontecer, ou seja, se ainda permanecerem localizações indefinidas ( K 2  # Q)) ? Pode-se 

pensar, então, em voltar ao primeiro passo . . . 

Observe, entretanto, que a reaplicação do teste 1 só tem sentido se al- 

guma modificação no conjunto (K1 U K 2 )  ocorrer, ou melhor, se 1T2 perder elementos 

para K0. Logo esta alternativa só é viável caso o passo 2 tenha, anteriormente, pro- 

porcionado a desativação de alguma facilidade. 

Da mesma forma, uma nova execução do teste 2 só deve ser considerada 

caso alguma alteração se verifique na última aplicação do passo 1, isto é, caso alguma 

facilidade tenha sido aberta. Mas se nem mesmo conseguirmos aplicar o passo 2 a 

primeira vez, por não serem os armazéns instalados pelo teste 1 suficientes para atender 

a demanda ( C ~ E ~  < C j E ~  b j )  ? 

Por certo estas situações ocorrerão. Bem se vê que este procedimento na 

forma simples em que foi apresentado não funciona! Então como resolver o problema, se 

os testes exatos não são suficientes? E neste ponto que podem contribuir as heurísticas. 

Sua aplicação incidirá sobre os centros de oferta que não satisfaçam ao 

teste 1, nem ao teste 2, isto é, qualquer armazém i E I(z onde A; < f; e R; > f;. 
Verifiquemos que existe esta possibilidade. 

'Usando a piop. (11.10) e (Ki U i) C (Ki U ICa) 



Logo podem acontecer 

R; 2 A; 2 f; + teste 1 

A; < R; 5 f; + teste 2 

e A; < f; < R; + heurísticas 

As heurísticas que aqui serão apresentadas correspondem a procedi- 

mentos gulosos ADD e DROP (Jacobsen[33]), baseados igualmente nos critérios de 

dominância entre os custos fixos e os custos de transporte. 

11.4.1 Heurística para abrir 

Lembrando a interpretação do teste 2, onde fechávamos o armazém cuja diferença 

entre a economia nos custos variáveis ao tentar abri-lo e seu custo fixo era negativa 

(R; - f; < O),  parece lógico que a facilidade mais provável de ser aberta é aquela onde 

esta diferença seja a maior possível. Então definimos 

Heurística 1: 

as - f, = max(Ri - f;) 
2 E K 2  

Se R, - f, > O então y, = 1 

Como R, é não crescente, não podemos garantir R, > f, até o final do 

processo, por isso não se trata de um teste exato. 

11.4.2 Heurística para fechar 

Similarmente, o significado do teste 1, no qual instalávamos o armazém cuja diferença 

entre o acréscimo nos custos de transporte ao tentar fechá-lo e seu custo fixo era positiva 

(A; - f; > O),  nos indica a facilidade onde esta diferença seja mínima como a mais 

provável de ser desativada. Então estabelecemos 

Heurística 2: 

A, - f, = inin(A; - f;) 
i €K2  

Se A, - f, < O então y, = O 

Devido A, ser não decrescente, a desigualdade A, < f, pode não se 

conservar no decorrer do processo. Desta forma não se garante a exatidão do teste. 



11.5 Aproximações 

A determinação dos valores exatos de A; ou de R; para toda facilidade ainda não 

fixada, requer, como já comentado, 1 K2 1 +1 resoluções de problemas de transporte: 

um básico, T(K1 U 1-2) OU T(I(1), e mais um para cada i E 1-2, T(I(i U 1 - 2  - i)  ou 

T(K1 U i). Assim, a aplicação inicial do teste 1, por exemplo, dependeria da resolução 

de (m + 1) destes problemas. 

Além disso, se um algoritmo usa repetidamente os testes, a cada mu- 

dança na configuração dos estados dos armazéns, fica fácil perceber que sua eficiência 

computacional ficaria seriamente comprometida. 

Por isso é interessante estimar aproximações (limites inferiores e/ou 

superiores) destes parâmetros, que, apesar de reduzirem o poder de poda dos testes, 

simplificam em muito a complexidade dos cálculos. 

Diferentes caminhos podem ser seguidos visando a avaliação destas apro- 

ximações. Note, entretanto, que os objetivos são antagônicos: parece esperado que a 

eficiência dos testes não conduza à simplicidade dos cálculos e vice-versa. 

Bons resultados têm sido conseguidos adotando-se a seguinte estratégia: 

resolve-se exatamente o problema básico, T(K1 U K2) ou T(I(1), e calcula-se uma 

aproximação do problema modificado, T(Iil U K2 - i)  ou T(Kl U i). 

11.5.1 Aproximações para Ai 

Sabemos que Ai = W(K1u K2-i) - W ( K l ~  IC2). Então, seguindo o método proposto, a 

determinação de um limite inferior A4 ou superior A: para A; é feita, respectivamente, 

com base no cálculo, também, de um limite inferior WL(Iil U IC2 - i) OU superior 

WU(K1 U 1-2 - i) de W(I(i U IC2 - i). Assim, 

Usando-se A? 5 A;, temos os seguintes casos: 

que nos permitem estabelecer 



Teste 1 modificado: 

Se AL 2 > - f; então y: = 1 

Heurística 2 modificada: 

A: - f, = p i n ( ~ f  - f;) 
z E IC2 

Se As - f, < O então y, = O 

Observe que: 

1. O teste 1 modificado (11.20) continua exato, entretanto perde parte do poder 
de poda em relação ao anterior (II.13), pela ocorrência do caso Ai > fi > Af. 

2. Para aumentar a eficácia da heurística 2 modificada (II.21), apenas a escolha 
do armazém a fechar é feita em termos de A;; na decisão definitiva, considera-se 
A;, como na heurística original (11.17). 

Já com AV 2 A;, acoiltecem as seguintes situações: 

que não favorecem a aplicação dos testes. 

11.5.2 Aproximações para ai 

Considerando R; = W(K1) - W(K1 U i), a estratégia para a avaliação de um limite 
superior Ry ou inferior R; para R; toma por base, respectivamente, aproximações 
inferiores WL (IC1 U i) OU superiores WU(K1 U i) de W(Kl U i). Então, 

f2y = W(K1) - wL(& Ui) Vi E IC2 (11.22) 

R" W(K1) - wU(K1 ~ i )  Vi E IC2 (11.23) 

Tomando-se R: 2 R;, ocorrem as segiiintes possibilidades: 

a partir dos quais formulamos 



Teste 2 modificado: 

Se R: 5 f; então yS = O 

Heurística 1 modificada: 

Se R, - f, > O então y, = I 

Temos, analogamente, que: 

1. Por não abordar o caso R; < f; < R:, verifica-se uma redução no poder de poda 

do teste 2 modificado (11.24) em relação ao anterior (11.15). Note, porém, que 

esta modificação não compromete a exatidão do teste. 

2. Embora na lieurística 1 modificada (11.25) a escolha da facilidade considere 
R:, a decisão de abri-la é beseada em R;, da mesma forma que na heurística 

original (11.16). 

Quanto a R: 5 R; as situações que possibilita seu uso, quais sejam, 

não estimulam a aplicação dos testes. 

11.5.3 Complementos 

Vale lembrar que os Limites para A; e R; podem ser desenvolvidos adotando-se outras 

estratégias, além das aqui expostas. 

Para A;, por exemplo, Akinc e Khumawala[3] apresentaram um limite 

inferior (que particularizaremos com a notação a;), baseado na relaxação da capacidade 

das facilidades em (I(1 U I(2 - i), obtendo 

onde 

6. . = min {max(crj - c;j , O ) )  
23 IEICI UICZ-i 



Observe que, para o cálculo desta aproximação, apenas um problema da 

mochila necessita ser resolvido, o que, neste caso, pode ser feito por inspeção. Todavia, 

como veremos, existem outros limites mais eficazes. 

Quanto às estimativas sugeridas nas subseções anteriores, as mais utéis 

parecem ser A? e R:, pois favorecem à aplicação dos testes e heurísticas estudados. Tais 

estimativas são calculadas através dos limites inferiores WL(IC1 U IC2 - i) e WL(IG U i) 
respectivamente, que podem ser obtidos aplicando relaxação lagrangeana aos problemas 

T(K1 U I(z - i) e T ( I -  U i). Este é o assunto que abordaremos no próximo capítulo. 



Capítulo I11 

Relaxação Lagrangeana 

Existem muitos problemas (este é o caso do CWLP) cuja estrutura favorece o parti- 

cionamento das restrições em grupos praticamente independentes, no sentido de que 

encerram em si uma limitação ou requisito a satisfazer. 

A retirada de um destes grupos do conjunto de restrições gera nor- 

malmente um problema relaxado bem mais simples de ser resolvido que o problema 

original. Tal idéia da retirada de restrições pode adicionalmente ser embutida em uma 

técnica mais elaborada, a relaxação lagrangeana. 

O que se faz em relaxação lagrangeana é introduzir na função objetivo, 

através de multiplicadores, as restrições excluídas. Desta forma, vem a se constituir 

num método para decompor problemas complexos em subproblemas de fácil solução, 

que usualmente gera bons limites para o problema original. 

Sobretudo em otimização combinatória, a relaxação lagrangeana vem se 

tornando uma das técnicas mais extensamente utilizadas. Desde a proposição do termo, 

como hoje é conhecido, por Geoffrion[26] e mais recentemente a partir do trabalho de 

Fisher[22], onde é analisada a aplicação de relaxação lagrangeana para diversas classes 

de problemas linear-inteiros, o número de aplicações desta técnica vem crescendo lar- 

gamente, inclusive para a solução de problemas não lineares (Michelon e Maculan[44]). 

Mais especificamente em problemas de localização, o uso de relaxação 

lagrangeana tem-se demonstrado adequado. Tal afirmativa pode ser comprovada em 

recentes trabalhos como os de Galvão [25] (problemas de localização não capacita- 

dos), Mateus [42,43] (problemas capacitados de localização em redes) e Beasley [1 l] 
(heurísticas lagrangeanas para diferentes tipos de problemas de localização). 



Para o CWLP, em particular, muitos trabalhos também têm sido di- 

vulgados ultimamente (Diversos deles encomtram-se destacados na seção 1.2). Os re- 

sultados de tais experiências nos motivaram neste capítulo ao emprego de relaxação 

lagrangeana na geração de limites e heurísticas para o CWLP. 

111.1 O Problema Dual 

Ao final do capítulo passado concluímos que os limites inferior de Ai e superior de R; 
podem ser gerados aplicando-se relaxação lagrangeana aos problemas T(K1 U I& - i) e 

T(K1 U i). Por outro lado, lembremo-nos de que os multiplicadores de Lagrange estão 

associados, em um problema linear, às variáveis do dual deste problema, correspondente 

às restrições que se pretende introduzir na função objetivo. 

Desta forma, faz-se necessário estudar o dual do problema que queremos 

relaxar. 

Considere, então, o problema T(S) 

rninimizar 

sujeito a 

Seu dual TD(S) será 

sujeito a 



Observe que poderíamos acrescentar ao conjunto de restrições duais 

uma condição de não negatividade para as variáveis vj: reescrevendo (111.6) como 

v j  5 clj - ul verifica-se facilmente que v j  2 0, pois clj - ul 2 O e a função objetivo 

dual (111.5) é de maxirnização. De outra forma, basta observar que a restrição (111.3) 

pode ser expressa por uma desigualdade do tipo maior ou igual (>), o que geraria na 

formulação dual vj > 0. 

Pode-se demonstrar também (Erlenkotter [20]) que v j  é não crescente 

com o acréscimo de elementos ao conjunto S e não decrescente com a retirada. Já 
ul, ao contrário, é não decrescente com a inclusão e não crescente com a exclusão de 

elementos de S.  

Ainda para melhor compreender o significado das variáveis duais, con- 

sidere a seguinte interpretação econômica para TD(S), fazendo-se 

(-tir) = preço unitário do produto na facilidade I 

v j  = preço unitário do produto após a entrega em j 

O objetivo é dimensionar os preços na origem e após a entrega, de forma 

a maximizar o lucro com o transporte do produto, obedecendo à restriçã,~ (vj 5 cyi -ul) 

de que o preço cobrado em j será inferior ao custo do próprio cliente em comprar e 

transportar o produto. 

111.2 Propriedades 

Sejam x$ e (u;, v:) as soluções ótimas, respectivamente, de T(S) e TD(S). Logo pelo 

t eorema de folgas complementares temos: 

Agora, para I< C S, defina 

vj  (I<) = min{clj - u;} V j  E J 
IEK 

(111.1 1) 

ui(I<) = min(0, min{crj - vj(K)}) VI E I< 
.iEJ 

(111.12) 

Então podemos estabeleces as seguintes propriedades: 



Propriedade 1 v; 5 v j ( L )  5 v j ( I i )  V j  E J VI{ C L S 

Dem.: 

v* 3 5 q j  - ufí VI E S ,  V j  E J (por 111.6) 

v; 5 min {clj  - uf;) 
&LCS 

= v j (L )  

< min {clj  - uf;) - 
IEICCLCS 

= V j ( I i )  

Propriedade 2 Seja K ( j )  = {I E K C S I sf;i # O), onde j E J .  S e  K ( j )  # 0 então 
v ; = v j ( L )  = v j ( K )  V K  C L C S .  

Dem.: 

v: = clj - ufí V1 E K ( j )  (por 111.10) 

2 min{qj  - ufí) 
ZEIC 

= .j(K) 

2 Vj(L)  

2 v; 

Propriedade 3 v; = v j ( S )  V j  E J 

Dem.: Por (111.3) tem-se que V j  31 tal que x$ # O .  Então fazendo K = S e usando 

este fato na prop. (2) temos K ( j )  # 0 V j  E J .  Logo v3 = v j ( S )  V j  E J .  



Propriedade 4 uf = ul(I<) V1 E Ii V I i  Ç S .  

Dem.: Primeiro provemos que U? = ul(S) V1 E S.  Seja J(1) = {j E J I xc # O}. 
Duas possibilidades exclusivas podem ocorrer: 

J(1) = 0: Por (111.8) temos uf = O. Então, usando (111.6) 

J(1) # 0: Então 

ufí = clj - vj* V j  E J(1) (por 111.10) 

> rpin{clj - vj*) 
3EJ 

ufí (por 111.6) 

=+ u; = rpin{clj - v;) < O 
3EJ 

De ambos os casos conclui-se que u? = min(0, rninjE J{clj - v;)) = ul(S). Mais generi- 

camente, 

u: = min(0, qin{clj - v;)) V1 E S, V j  E J 
3EJ 

> min(0, qin{clj - vj(I i)})  VI< C S (prop. 1) 
3EJ 

= ul(I<) 

= min(0, m;n{clj - inin{ckj - ui))) 
3EJ kEIC 

> min(O,qin{clj - clj i- ui}) 
3EJ 

= mill(0, u;) 
- - UI 

Propriedade 5 Seja Iil(j) = {I E Ii S I CTES-IC~:j + x$ < bj), onde j E J . 
Então vj(I<) = vj(K - I<') V j  E J VI<' C K1(j). Mais particularmente, s e  x& # bj 
então vj(S) = v j ( S  - i) V j  E J Vi E S. 

Dem.: Se K1(j) = 0 ou I(' = 0 a demonstração é trivial. Do contrário, temos que 

3k E (Ii - Iil(j)) c (I< - I-') com a i j  # O.  Usando-se este fato na prop. (2) e a seguir 

a prop. (I), temos 

vj (K - I<') = V; < vj(K) 5 vj (K - I<') 

A segunda parte é uma particularização da primeira, tomando-se Ii = S e Ii' = {i). 



Propriedade 6 Seja d(1) = {j E J I cij - v! = u;), onde 1 E S. Se  ul # O então 

CjE~(i) bj  2 a1 

Dem.: Considere primeiramente J(1) = {j E J I x; # O). Por (111.10) é trivial que 
' 

J(1) Ç d(1). Sendo ur # 0, então 

ar = xTj (por 111.8) 
j€J 

Propriedade 7 Seja K(j) = {I E S I clj - U; = v;), onde j E J. Então verifica-se 

Cl€~(j)  '1 2 b j  

Dem.: Considere primeiramente K(j)  = {I E S I x; # O). Por (111.10) é trivial que 

K ( j )  x(j). Então 

bj = rct (por 111.3) 
I E S  

Todas estas propriedades foram apresentadas com o objetivo de per- 

mitir a escolha dos multiplicadores para as relaxações e, mais ainda, para facilitar o 

desenvolvimento dos limites inferiores que se fará nas próximas seções. 

Verifique-se antes que os parâmetros vj(.) e ul(.) podem funcionar como 

variáveis duais para as variações do problema T ( S ) ,  em combinações com u? e v;. Na 

verdade, apenas vi(.) é útil, já que ui(.) = U; VI E S (prop. 4). Este é o resultado que 

apreseut amos a seguir. 



Propriedade 8 O par (ut,vj(L)), 1 E K C L C S, j E J é solução viável para 

TD(K).  Em particular, (u;, v;) e (u?, v j (S  - i ) ) ,  1 E S - i ,  j E J são soluções viáveis 

de T D ( S - i ) .  

Dem.: Devemos mostrar que obedecem às restrições duais, mais especificamente, 
(111.6)) já que a restrição de não positividade (111.7) é trivialmente satisfeita. Então, 

A segunda parte é facilmente demonstrada, fazendo-se IL' = S - i e, 
L = S no primeiro caso, ou L = IL' no segundo. 

111.3 Limites Para Ai 

Pelo visto até aqui, já se pode ~erceber que a qualidade da relaxação, isto é, do limite 
que ela gerará, vai depender da escolha das restrições a relaxar e dos multiplicadores 
que as introduzirão na função objetivo. 

Limites para A;, derivados de relaxação lagrangeana aplicada ao pro- 

blema T (Kl U K2 - i), podem ser obtidos relaxando-se ambas as restrições de oferta e 

demanda, ou cada uma delas individualmente. 

Quanto aos in~lti~licadores, temos como opções a solução ótima de 

TD(K1 U K2), de que dispomos, uma vez que T(K1 U K2) tenha sido resolvido, ou 
algum outro conjunto a partir dela, igualmente viável para TD (K1 U 1 1 2  - i ) .  

111.3.1 Relaxação da oferta e demanda 

Considere o problema T ( I -  U I(z - i )  



sujeito a 

Relaxando os conjuntos de restrições (111.14) e (III.15), respectivamente, 

com ar, I E Iil U Ii2 - i e pj, j E J, soluções viáveis de TD(Iil U I(z - i), obtemos o 

problema PF 

minimizar 

sujeito a 

q j  > O V1 E I i1UK2- i ,  V j  E J 

Como (al, pj) é solução viável de TD (lil U Ii2 - i),  temos 

ar 5 crj * crj - - pj > O 

Logo, uma solução de Pp" é obtida fazendo-se x~ = O V1 E Ki U I& - i, V j  E J, com 

valor ótimo 

Desta forma, considerando 

W(Kl u Ii2) - - C a1.T + C bjv; 
I E I C ~  uI(2 j € J  

obtemos em (11.18) 

Para usar como multiplicadores (a2,,Oj), temos disponível a solução 

ótima (u;, v:) de TD (1-1 U I<?) ou ainda (u;, vj (IG U IG - i)), que de acordo com 

a prop. (8) são solqões viáveis de TD(Iil U Ii2 - i). 



Por outro lado, conforme já comentado na seção 111.1, em qualquer 

solução (i&, G j )  1 t KlUIC2-i, j t J ótima para TD(I(iuIC2-i) ocorre G j  > v3 t.j E J. 
Este fato sugere que vi = vj(ICl U I<2 - i) constituam melhores multiplicadores em 

comparação a v,*, pois temos pela prop. (1) que vi > v;. 
Consideremos, então, as duas opções, substituindo-as em (111.17) 

0 Opção 2: (a1, pj) = (uf, v;) 

Este último limite é o mesmo proposto por Mateus e Bornstein[41], que 

o denotaram por A?. Confirmando a espectativa, constitui um limite visivelmente 

melhor que o primeiro, em termos de aproximação, já que (vi - v;) > 0. 

Observe aqui que a solução do problema relaxado não mudaria se in- 

cluíssemos uma restrição quanto ao máximo fluxo entre armazéns e consumidores, por 

exemplo, do tipo s l j  < min(al, bj)  b'l E Icl U Ic2 - i, b'j E J e, portanto, não se 

conseguiriam com isso melhores limites. 

111.3.2 Relaxação da demanda 

Considere o problema T(K1 U IC2 - i)  

Relaxanclo (111.22) com &, j E J, obtemos 



rninimizar 

sujeito a 

que pode ser decomposto em I K1 U K2 1-1 subproblemas da mochila Pp(l), um para 

cada I E Kl U K2 - i, do tipo 

sujeito a 

cuja solução VPB(I) é dada por 

VPp (I) = min(0, min{clj - Pj)) a2 
3 E J  

Então como 

obtemos em (11.18) 

Quer usemos em (111.24) ,í?j = v; ou pj = v'. 3 = vj(K1 U K2 - i), obtere- 

mos, pela prop. (4), 
VPp(1) = u; a1 

Assim, respectivamente para cada opção, teríamos em (111.25) 

ou seja, os mesmos limites conseguidos relaxando-se oferta e demanda. 





rninimizar 

sujeito a 

cuja valor ótimo VP,(j) é dado por 

Logo, considerando que 

gera-se, substituindo em (11.18)) 

Neste caso temos 

nando, em (III.33), 

VPff ( j  ) 

e, consequentemente, em (111.34)) 

uma iínica opção, isto é, considerarmos a1 = u?, tor- 

Este resultado para A: pode se justificar, se observarmos que, fixando 

ui = u l ,  T ~ ( &  U 112 - i) ficaria reduzido ao problema 

maxirnizar C bj  vj 
j E  J 

sujeito a 
v j  < clj -ui V1 E U K2 - i ,  V j  E J 

cuja solução é vj  = minrEIclufi -; {clj - u?) = vi \Jj E J. 

Novamente aqui não se obteria melhor limite, mesmo se incluíssemos 

em cada subproblema P&) a restrição xlj 5 ar VI E ICl U 112 - i ,  pois a solução do 

problema relaxado não se modificaria. Este é o resultado que se extrai da prop. ( 7 ) )  ao 

garantir que a soma de ofertas das facilidades I, correspondentes aos menores valores de 

(clj - u?) (todos iguais a v;), são suficientes para abastecer cada consumidor j. Assim, 

teríamos igualmente VP,(j) = v3 bj. 



111.3.4 Comentários 

As diversas relaxações apresentadas conduziram, na verdade, aos mesmos limites, quais 

sejam 

Enquanto A: considera apenas o potencial (-ui) do próprio armazém 

i,  o cálculo de A? também leva em conta a variação (ou uma aproximação dela) do 

potencial de cada centro consumidor j, com a possível desativação da facilidade i. 

Na verdade, variações de potencial só são avaliadas para os consumidores 

j totalmente atendidos pela facilidade i em questão, pois, pela prop. (2), vi = v+ I se 

2:j # bj, o que faz 

A? = C (vi - V:) bj - ai U: 

Melhor seria se pudéssemos estimar, também sem dificuldade, algum efeito sobre os 

consumidores parcialmente por ela abastecidos. 

Por outro lado, à medida que facilidades vão sendo desativadas, possivel- 

mente novos clientes serão atendidos, parcial ou exclusivamente, por outros armazéns. 

(Esta é mais uma comprovação de que A; tende a crescer.) 

Numericamente é fácil verificar a superioridade do segundo limite sobre 

o primeiro, pois o termo (v; - v;) é não negativo pela prop (1). Pode-se demonstrar 

também (Mateus e Bornstein[41]) que A? >_ Ã;, ou seja, A? é igualmente superior ao 

limite proposto por Akinc e I<humawala[3]. 

Além disso, o cálculo de A? apresenta uma baixa complexidade de 

computação. Verifique por (111.39) que, considerando apenas I 7 I elementos de J, 
onde 7 = {j E J I z;j = bj e i E I&), podemos determinar todos os parâmetros 

A v i  E K2,  tendo em vista que cada terno (v: - v;), j E 7, só poderá ser positivo 

para um único deles. 

Pelo exposto, A? parece ser teórica e computacionalmente o melhor 

limite a ser aplicado entre estes três. 



Limites Para Ri 

Esta seção será muito semelhante à anterior, sendo que aqui desenvolveremos limi- 

tes superiores para R; e, portanto, consideraremos relaxações do problema T(K1 U i). 

Novamente a idéia é relaxar as restrições de oferta e/ou demanda e tomar como mul- 

tiplicadores a solução ótima de TD(I(l) ou alguma variação dela. 

Entretanto, neste caso, diferentemente do anterior, a solução dual do 

problema básico T(I(1) não fornece diretamente uma solução dual viável para o pro- 

blema modificado T(K1 U i),  uma vez que este apresenta uma restrição a mais (exa- 

tamente a restrição de capacidade do armazém i) e não se dispõe da variável dual a 

ela correspondente. Por isso, se se pretende relaxar também esta restrição, um outro 

multiplicador deve ser desenvolvido. 

111.4.1 Relaxação da oferta e demanda 

Considere o problema T(I-1 U i)  

minimizar 

sujeito a 

Relaxando as restrições de oferta (111.41) e demanda (III.42), respecti- 

vamente, com q, 1 E IC1 U i e ,Bj, j E J, soluções viáveis de TD(I(l U i), obtemos o 

problema PF 

minirnizar 

x,j 2 o 'dl E ICl u i ,  'dj E J 
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Como (ai, pj) é solução viável de T ~ ( I < ~  U i), temos 

Logo, uma solução de PF encontra-se em xij = O VI E K1 U i ,  V j  E J, gerando o valor 

ótimo 

Assim, aplicando 

em (11.22) temos 

Podemos então tomar ai = u?, 1 E K1 e pj = v;, j  E J, onde (u?,v;) 

é a solução ótima de TD(K1). Mas que valor atribuir a a; ? Se não limitarmos a 

capacidade do armazém i, então devemos fazer a; = 0, obtendo, @ = 0. 

Uma opção mais adequada, uma vez fixados ai = uf e ,Bj = v;, parece 

considerar a simplificação de TD(K1 U i) então gerada, 

maximizar a; u; 
sujeito a 

u; 5 cij - v3 \ij E J 
u; < o 

e tomar a; como sua solução, isto é, fazer a; = min(0, rninj, J{cij - v;)), O que, 

substituindo em (III.45), resultaria 

Observe que a solução do problema relaxado não seria modificada se 

adicionalmente incluíssemos uma restrição quanto ao máximo fluxo entre armazéns e 

consumidores, por exemplo, do tipo xlj 5 rnin(ar, bj) V1 E K1 U i ,  V j  E J. Em 

consequência, a aproximação para R; permaneceria a mesma. 



111.4.2 Relaxação da demanda 

Considere o problema T(Ki u i) 

sujeito a 

Aplicando multiplicadoies 8, j E J, às restrições (111.49) obtemos a 

relaxação lagrangeana 

minimizar 

sujeito a 

que equivale à solução de I IC1 I +I subproblemas da mochila Pp(l), 1 E Ii; U i, 
apresentado abaixo 

minirnizar 

sujeito a 

Sua solução VPp(1) satisfaz 



Então, aplicando em (11.22) 

temos genericamente 

Mais especificamente fazendo pj = v3 em (111.51)) pela prop. (4) temos 

e, em consequência, substituindo em (III.52), 

Mesmo acrescentando a restrição x;j < bj \dj E J a cada subproblema 
Pp(l), 1 E K1, sua solução permaneceria inalteiada: é o que se extrai a partir da 
piop. (6), usando desenvolvimento análogo ao apresentado no final da subseção 111.3.2, 
mas agora considerando que o problema base é T(IC1). Com este resultado, R: conti- 
nuaria como em (111.54). 

Quanto a Pp(i), adotando pj = v: e incluindo a referida restrição, temos 

sujeito a 

onde podem-se analisar as seguintes variações: 



1. A restrição (111.58) é desconsiciesada 

VPB(i) = min(0 rnin{cij - v;}) ai ' j E J  

2. A restrição (111.56) é desconsiderada 

3. Todas as restrições são consideradas 

VPp(i) = min {C (cij - v;)xij I C X i j  5 ai} 
O<x;j<bj . 

J E J  ,E J 

Desta forma, teríamos alternativamente em (III.54), para cada uma das 
opções (III.59),(111.60) e (III.61), 

O segundo limite (111.63)) que particularizaremos por O?, é o mesmo 
proposto por Mateus e Boinstein[41]. Quanto ao último (111.64)) corresponde ao limite 
de Akinc e Kliuinawala[3], a ser ieferenciado pela notação E;. 

111.4.3 Relaxação da oferta 

Considere o problema T(K1 U i)  

sujeito a 



Relaxando o conjunto de restrições (111.66) com ar, 1 E Ki U i ,  obtemos 

minimizar 

sujeito a 

que pode ser decomposto em I J I subproblemas da mochila P, ( j ) ,  j  E J ,  do tipo 

ininimizas 

sujeito a 

cuja solução V P , ( j )  seria 

V P , ( j )  = m i n  ,{clj - a l }  bj 
IEI f iUz  

Logo, como 

obtém-se em (11.22) 

Se tomarmos a[ = u; V1 E ICl, teremos em (III.69), pela prop. ( 3 ) ,  

V P , ( j )  = rnin(v;, cij - a;) bj (111.71) 

= (V; - max(0 ,  vj* - c;j + ai)) bj (111.72) 

tornando, em (III.70), 



Então, considerando as duas opções já propostas para o multiplicador 

a;, temos em (111.73) 

Opção 1: a; = O 

Opção 2: cx; = min(0, minTE J{c;, - v:)) 

c . .  $3 - a; = c;j + max(O,max{v,* - c;,)) 
TEJ 

> c;j + max{v,* - c;,) 
TEJ 

> - c . . + v * - c . .  
a3 3 $3 

- - v; 

j max(0, vj* - cij $ a;) = O V j  E J 

Então 

Vejamos agora que limites obteríamos se incluíssemos em cada P,(j) a 

restrição zlj 5 al V1 E I(1 U i. 

Considere novamente os dois casos (agora em ordem inversa para faci- 

litar o desenvolvimento) 

o Opção 2: a; = miil(0, min,, J{ciT - v:)). 

Vimos que c;j -a; 2 v: = minlEfi {qj - u?). Então, empregando a prop. (7) e um 

raciocínio similar ao exposto no final da subseção 111.3.3, temos que a solução de 

cada subproblema P,(j) b'j E J permaneceria inalterada, isto é, VP,(j) = v,* bj, 
gerando o mesmo limite anterior. 

Opção 1: a; = O 

Usando novamente a prop. (7) ,  concluímos que só haveria possibilidade de al- 

teração em VP,(j) para algum j E J caso o menor (crj - ar), I E K1 U i, fosse 

único e ocorresse exatamente em i, isto é, se tivéssemos 

* * min(vj , c;j - a;) = min(v* 3 ) c .  23 .) = c;j < V? 3 

Além disso deveria também acontecer a; < bj. 



Assim, considerando todas as possibilidades para esta opção, teríamos: 

ou genericamente 

o que geraria em (111.70) 

uma simples nlodificação de R? 

111.4.4 Comentários 

Os três limites apresentados, quais sejam, 

- 
a; = max {C (V; - cij)xi j  I C z;j < a;) 

O < x i j í b j  jc J j E  J 

estimam a economia ao se ativar uma facilidade, contudo a partir de diferentes consi- 

der ações. 

O primeiro, fly, leva em conta o possível potencial do armazém i acres- 

centado, considerando que a distribuição de fluxo seria pouco alterada, isto é, que 

toda a capacidade de i seria destinada a demandas parciais anteriormente supridas por 

outros armazéns. 

Já R? confronta a forma atual de fornecimento a cada consumidor j 

com a nova possibilidade criada pela ativação do armazém i, sem contudo, limitar sua 

capacidade de oferta. 

Quanto a $, considera tanto a capacidade de oferta do armazém i, 

quanto avalia a variação criada com a nova possibilidade de atendimento proporcionada 

por sua ativação. Espera-se, portanto, que seja um limite mais "estreito". 



Comprovemos esta espectativa em termos numéricos. Para isso consi- 
- 

dere J ( i )  = {j E J I v; - cij > O). Se J ( i )  = 0 então R: = R? = TIi = O. Do contrário 

considere as duas situações abaixo. 

Caso 1: bj 5 ai 
- 
R; = 

Caso 2: CjEqi) bj > ai 

Considere (jl, j z ,  . . . , jE), E =I J ( i )  1 a disposição dos consumidores j E J(i) em 

ordem crescente de valores de (v; - cij). Então seja 

e que 

Resumindo temos ni < 00 e 5 R: ou, particularmente, caso ocorra 

&,7(i) bj  5 ai então ai = C@' < Cly. 

O limite constitui-se, desta forma, na melhor aproximação. Todavia, 

seu cálculo necessita da resolução de um problema da mochila, o que não acontece com 

R?. Verifique-se ainda que no caso 1 temos ai = R:. Cria-se então uma dúvida: qual 

o melhor Limite a usar, considerando tanto o esforço computacional quanto a qualidade 

da aproximação? 



Se se decide por R;, o ideal seria aplicá-lo apenas no caso 2. 

A determinação de qual caso irá ocorrer, entretanto, impõe a deter- 

minação de J ( i ) ,  o que pode ser feito paralelamente ao cálculo de O?. 

Se a decisão é mesmo pela aplicação de ni, temos então três opções para 

o seu cálculo: 

1. Ordenação dos valores (v; - c i j )  'dj E J ( i )  

2. Determinação dos r maiores valores de (v3 - c,,), r 5 n 

3. Determinação dos (E - r )  menores valores de (v; - c;,), r 5 n, e aplicação em 

e, é claro, escolher a mais vantajosa em termos de complexidade computacional. 

Note ainda que, com a ativação de facilidades e a consequente criação 

de novas possibilidades de atendimento, o conjunto J( i )  tende a ser cada vez menor, 

ou seja, o caso 1 deve passar a ocorrer mais frequentemente. 

Parece então ser boa política, sempre se determinar O? primeiro. Além 

disso, pode-se considerar a alternativa de cálculo 

nf = rnax(0, v,* - cij) min(ai, b,) 
jc J 

desenvolvida na seção anterior. 



Capítulo IV 

O Problema de Transporte 

Definida uma configuração, isto é, fixadas as variáveis y; em O ou 1, vimos que o CWLP 
se resume a um problema de transporte. 

E como a idéia do algoritmo que iremos propor é exatamente fixar, 

ao longo do processo de solução, facilidades como abertas ou fechadas, espera-se que 

diversos problemas de transporte necessitem ser resolvidos. 

O método simplex padrão poderia ser então utilizado, pois, como vere- 

mos a seguir, o problema de transporte se constitui num modelo linear. Entretanto, 

desta forma, estaríamos ignorando sua estrutura especial, além da esparsidade da ma- 

triz de restrições. 

Muitos métodos específicos de solução têm sido propostos. Aqui apre- 

sentaremos um algoritmo primal, baseado no desenvolvido por Ahrens e Finke[l], para 

a resolução de problemas simples-produto de fluxos em redes. 

IV.1 Definição do Problema 

Mantendo a correspondência com a notação usada para o CWLP, o problema de trans- 

porte pode ser definido como a determinação da melhor forma de se enviar produtos 

de alguns m pontos a n outros, considerando o custo c;j para transportar uma unidade 

entre um ponto origem i e um ponto destino j e sabendo que cada ponto origem i 

tem uma capacidade de fornecimento a; e cada ponto destino j ,  uma necessidade de 

atendimento bj . 



Origem Destino 

Figura IV.1: Grafo genérico representativo do problema de transporte 

Se xij é o número de unidades transportadas da origem i, i = I , .  . . , m 

ao destino j, j = 1,. . . ,n ,  então o modelo matemático representativo do problema 

seria 

sujeito a 

O grafo subjacente a esta descrição está ilustrado na figura IV.1, onde 

os nós representam os pontos origem e destino, e os arcos, as ligações entre eles. 

Considera-se que seja um grafo completo, no sentido de que todas as 

possibilidades de arcos estão presentes, isto é, cada nó origem possui n arcos de saída, 

uma para cada nó destino. Assume-se que, se não é possível qualquer ligação entre 

um par (i, j), então o correspondente custo c;j é tomado suficientemente grande para 

tornar este caminho proibitivo. 

Assumimos também que C:, a; 2 bj, ~ o i s  do contrário o pro- 

blema não teria solução viável. 



Sem perda de generalidade, é possível transformar em igualdades o con- 

junto de restrições (IV.2), se introduzirmos um nó destino fictício (a ser identificado 

por nó 0) com demanda 
m n 

e custos 

de forma a absorver todo o excesso de oferta, sem exercer qualquer influência sobre a 

solução do problema original. 

Além disso, considerando que as restrições (IV.3)) na solução ótima, são 

sempre satisfeitas na igualdade, podemos gerar o seguinte modelo equivalente 

cujo dual é 

ininimizar 
c..  2.. 

23 23 
i=l j = O  

sujeito a 

sujeito a 

obtido associando-se as variáveis duais ui i = 1, . . . , m e vj j = 1, . . . , n, respectiva- 

mente, às restrições (IV.6) e (IV.7). 

Este problema dual possui infinitas soluções, pois se (u:,v;) é solução 

ótima, então (Ci, .Uj) = (u: + k, v; - k) o será igualmente. A veracidade desta afirmação 

pode ser comprovada se verificarmos que: 



o (6;)  Gj) é viável 

o O valor da função objetivo se conserva 

Entretanto, somente uma delas será de fato solução ótima se conside- 

rarmos a formulação dual para o problema sem o acréscimo do nó demanda fictício: 

exatamente aquela onde v. = O. Assim, se (ut, v;) é solução ótima para o modelo 

acima, então (ut  + vo, v: - vo) será ótima dual com relação ao problema original. 

Considere, agora, o modelo modificado na forma reduzida 

minimizar cx 
siijeito a 

A x  = b 
x 2 O  

fazendo-se 

onde a, = e; - ej, e; e ej vetores unitários em com 1 na i-ésima e (m+j+l)- 

ésima posições respectivamente. Note-se que multiplicamos as equações (IV.7) por - 1, 
apenas para facilitar a exposição a seguir. 

Pode-se perceber, sem dificuldades, que A corresponde à matriz de in- 

cidência do grafo G associado ao problema de transporte, isto é, A tem uma linha para 

cada nó e uma coluna para cada arco de G, onde a coluna correspondente ao asco (i, j )  
tem $1 na linha i, -1 na linha (m + j + 1) e O nas demais. 

Devido à correspondência arco x coluna, podemos nos referir a arco 

básico sempre que a coluna de A for básica. Assim, a cada base B de A está associado 

um subgrafo de G composto por todos os arcos básicos e os nós a eles adjacentes. Este 

subgrafo é na verdade uma árvore geradora, conforme veremos no teorema abaixo. 



Teorema: Uma subrnatriz B da matriz A é uma base se, e somente se, for matriz de 

incidência de uma árvore geradora do grafo G. 

Dem.: A prova deste teorema está baseada nos seguintes fatos demonstrados em 

Ahrens e Finke[l] e Bazaraa[9]. 

1. As colunas de A correspondentes aos arcos de uma árvore geradora de G são 

linearmente independentes. 

2. O posto da matriz A é igual a (m + n), isto é, o total de nós menos 1. 

3. O grafo correspondente a uma base B não pode conter ciclos. 

Árvore geradora & Base B: Existem árvores geradoras uma vez que G é co- 

nexo. Logicamente elas possuem (m + n) arcos. De (1) e (2) temos então que as 

colunas a eles correspondentes formam uma base. 

Base B Árvore geradora: Por (2) cada base possui (m + n) colunas, cujos 

arcos correspondentes não podem formar ciclo, segundo (3). Logo constituem 

uma árvore geradora. 

Desta forma, a cada solução básica do problema de transporte está asso- 

ciada uma árvore geradora do grafo a ele subjacente, que então chamaremos de árvore 

básica. Além disso, a determinação de sua solução ótima pode ser entendida como a 

construção de uma árvore ótima. A elaboração do nosso algoiitmo será justamente 

fundamentada nesta estrutura particular do problema. 

IV.2 Estrutura de Dados 

A eficiência de um algoritmo matemático depende não só do método que implementa, 

como também da forma como as informações que manipula são armazenadas. 

O procedimento principal de um método prima1 é a geração de uma 

solução básica após a outra ou, no algoritmo que apresentaremos, a construção de 

sucessivas árvores geradoras. Por isso é importante escolher uma estrutura adequada 

para o armazenamento da árvore básica, de modo a facilitar sua atualização e evitar 

buscas desnecessárias. Além disso, seria interessante que todas as demais informações 

relevantes fossem mantidas numa estrut usa compatível com a da árvore. 



A árvore básica em si estará adequadamente definida se selecionarmos 

um nó raiz (no nosso caso escolheremos o nó demanda artificial) e a partir dele indi- 

carmos, para cada nó I, seu pai (ou predecessor) P(I), que é simplesmente o próximo 

nó depois de 1 na única cadeia que o conecta à raiz. 

Associada a esta conexão, pode também ser definida a especificação dos 

fluxos X(I), que estará alternativamente no sentido I -+ P(I), caso I seja nó origem, ou 

no sentido contário, 1 t P(1) , se I for nó destino. 

Observe que não é necessário manter toda uma matriz x;j, pois apenas 

as variáveis básicas podem ser diferentes de zero, e elas correspondem exatamente aos 

arcos da árvore geradora. 

, 
E possível passar de uma árvore básica a outra apenas usando a estru- 

tura que define o predecessor de cada nó (Srinivasan e Thompson[49]). Entretanto, a 

atualização dos custos reduzidos, ou melhor, dos potenciais dos nós (variáveis duais), 

implica percorrer seus descendentes (sucessores). 

Por isso, uma outra estrutura que facilite a identificação dos sucessores 

de um nó se faz necessária. Duas alternativas têm sido propostas na literatura. 

A primeira, descrita por Johnson[35] e implementada por Glover, Icar- 

ney e Mlingman[29], constitui-se, na verdade, em dois índices: um que identifica o 

sucessor imediato (primeiro filho), se houver; e outro que aponta o irmão. A segunda, 

comprovadamente mais eficiente, sugerida por Glover, Klingman e Stutz[30], especifica 

a sequência em pré-ordem ao longo da árvore, que percorre os nós do topo (raiz) à base 

(folhas) e da esquerda para a direita, até retornar finalmente ao nó raiz, após passar 

por todos os outros. (Para maiores referências sobre estas estruturas ver Jacobsen[34] 

ou Kennington e Helgason[36]). 

Esta segunda alternativa é, portanto, a mais comumente utilizada, e 

no nosso caso a implementaremos através da estrutura W, onde W(1) representará o 

sucessor em pré-ordem do nó I. 

Como veremos na seção seguinte, o trabalho de identificação do arco 

(coluna) a sair da base é grandemente reduzido se definirmos um outro apontador para 

indicar a profundidade (ou altura) dos nós. A profundidade D(1) do nó 1 corresponde 

ao número de arcos entre I e a raiz, na cadeia que os interliga. 

Em vez da profundidade, alguns algoritmos consideram outras alter- 

nativas, como o "núimo de sucessores" ou a "distância em pré-ordem" de cada nó. 

Kennington e Helgason[36] e Bradley, Brown e Graves[l4], comparando as três opções, 



constataram a superioridade, em termos de tempo de computação, da primeira sobre 

as seguintes, que serão, portanto, preteridas. 

Note, agora, que cada árvore básica apresenta uma estrutura especial, 

qual seja: alternam-se níveis compostos ora apenas por nós oferta, ora apenas por nós 

demanda, a partir do primeiro, formado unicamente pelo nó demanda artificial. 

Desta forma, se j é nó destino, então P(j) = i é nó origem. Esta 

disposição particular dos nós na árvore básica sugere que é dispensável manter a pro- 

fundidade para ambos os grupos de pontos origem e destino, pois se conservarmos no 

vetos D entradas apenas para, por exemplo, os nós oferta i ,  podemos simplesmente 

calcular para cada nó demanda j, diferente da raiz, 

Ainda mais, se observarmos que, pelas condições de folgas complemen- 

tares, para todo arco básico (i, j) devemos ter vj = c;j - u;, então podemos armazenar 

somente o potencial dos nós origem e calcularmos para os nós destino j, 

Consequentemente, tendo a estrutura W sido criada para possibilitar a determinação 

das variáveis duais, ela também só precisa ser mantida para os nós origem. 

Evidentemente, o mesmo raciocínio pode ser desenvolvido em termos da 

manutenção dos valores de D,TV e U apenas para os nós destino. Entretanto, a opção 

contrária será preferida, uma vez que normalmente temos muito menos nós origem que 

nós destino. 

Resumindo, implementaremos no algoritmo, através de vetores, as se- 

guintes estruturas: 

IDENTIFICACÃO DIMENSÃO DESCRIÇÃO 
X m + n  fluxo nos arcos básicos 
P 112 + 12 predecessor de cada nó 
U m  potencial dos nós origem 
D m profiindidade dos nós origem 
W m sucessor em pré-ordem dos nós origem 

Na verdade, apenas para generalizar as operações no algorit mo, cada 

um destes vetores possuirá uma posição a mais, com valor constante, exceto para W, 
correspondente ao nó raiz. 



Nas próximas seções usaremos indistintamente a notação vetorial ( U ( i ) )  
ou de subíndice (u;), conforme seja mais conveniente. Quanto à indexação dos vetores 

X e P, pode surgir a seguinte dúvida: como não confundir o nó origem 1 com o nó 

destino 1, se ambos possuem entrada nestas estruturas ? 

No Apêndice B apresentaremos uma forma diferente de numeração dos 

nós que resolve este problema. Contudo, para não nos retringirmos a uma imple- 

mentação em particular, neste capítulo notaremos indiferentemente, sendo 1 origem ou 

destino, P(1) e X(1),  considerando que a referência será bem entendida. 

IV.3 O Algoritmo 

O algoritmo a seguir proposto baseia-se no método simplex: segue, portanto, enume- 

rando árvores básicas (soluções básicas) até atingir uma solução ótima. 

Todos os passos serão aqui construídos explorando a estrutura da árvore 

básica, por isso o raciocínio frequentemente se desenvolverá dentro deste contexto. 

Adicionalmente, sempre que possível, faremos associações ao método simplex padrão. 

IV.3.1 Critério de otimalidade 

A partir dos problemas primal e dual podemos estabelecer a seguinte condição de folgas 

complementares 
( c . .  - u. - v. )x . .  - 0 

23 2 3 23 - 

que nos permite verificar condições de otimalidacle para um par de soluções x;j e (u;, vj) 

primal e dual viáveis: 

Suponha então dada uma solução básica priinal viável não degenerada 

(posteriormente trataremos o caso de degeneração). Logo, temos (m + n) variáveis 

x;j > O (Bazaraa[S]), que usadas no conjunto de equações (IV.ll) gera.m um sistema 

de dimensão (m + n) x (m + n + 1)) indeterminado, com um grau de liberdade. 

Então atribuindo um valor a qualquer das variáveis ui ou vj, podemos 

obter uma solução dual correspondente, que será ótima se for viável, ou seja, se também 

verificar o conjunto de equações (IV.12). 



A variável a ser inicializada é justamente vo, com valor zero, pois desta 

forma estaremos construii~do, como vimos, uma solução do dual do problema original: 

a que de fato nos interessa. Na verdade, esta inicialização é executada implicitamente 

no algoritmo quando consideramos o nó demanda artificial como nó raiz, com potencial 

constantemente zero, e a partir dele é que determinamos o potencial dos demais nós 

da árvore básica. 

IV.3.2 Entrada na Base 

Uma vez que a otimalidade não seja atingida, temos por (IV.12) que existe x;j = O tal 

que cij -u; -vj < O. Então os arcos (i, j )  não básicos que satisfizerem esta desigualdade 

são os candidatos a entrar na base. 

A melhor escolha, isto é, aquela que reduz o número de pivoteamentos, 
C 

seria o arco que miniinizasse a expressão (cij - u; - vj) ou, de forma equivalente no 

simplex usual, a variável de menor custo reduzido. Todavia, esta opção implicaria a 

avaliação de todos os arcos não básicos antes de cada mudança de base. 

A experiência tem demonstrado que a aplicação desta regra ("Most Ne- 

gative Rule") não é aconselhável, especialmente para problemas grandes. Da mesma 

forma, a regra oposta ("First Negative Rule"), que escolhe o primeiro candidato en- 

contrado, também não deve ser utilizada. 

Por outro lado tem-se verificado na prática que uma opção intermediária 

pode oferecer melhores resultados. Uma delas ("Inward Modified Negative Rule") seria 

fixar um nó destino j e considerar o mínimo de (cij - u;) entre os nós origem i. Outra 

("Outward Modified Most Negative Rule") fixa, ao contrário, um nó origem i e escolhe 

como arco a sair aquele que minimize (cij - vj). 

Tendo em vista sua eficiência e considerando que nos problemas práticos 

a quantidade de consumidores é normalmente bem maior que a de centros de oferta, 

usaremos a "Inward Modified Most Negative Rule" . Adicionalmente acoplaremos uma 

pequena modificação: serão fixados NEXAM consumidores, em vez de apenas um. 

Os nós destino serão considerados em forma cíclica, isto é, sendo j o 

último nó demanda fixado no pivoteamento anterior, ( j  + 1 (mod n + 1)) será o 

primeiro nó a ser tomado no pivoteamento atual. Ou ainda, o próximo a se considerar 

após o nó n é novamente o nó O. 

Sendo assim, o arco (INORIG,INDEST) a entrar na base pode ser determi- 

nado pela execução do seguinte bloco 



cont = O 
repita 

cont = cont + 1 

j = ( j  + 1) mod (n + 1) 

clj - ul = miniE1{cij - ui) 

UINCR = ~ l j  - U[ - v j  

até (cont > NEXAM e UINCR < O) ou (cont = n + 1) 
se U I N C R  < O 

então ( INORIG,  INDEST) = (1, j) 
senão sol. ótima encontrada 

Como se vê, examinaremos, a cada iteração, um mínimo de NEXAM nós 

destino, ou até encontrar um custo reduzido negativo. Se todos são não negativos, a 

solução corrente é ótima (obedece a IV. 12). 

IV.3.3 Saída da Base 

A entrada de um novo arco na árvore básica irá certamente determinar a geração de 

um único ciclo. Percorrendo-se este ciclo no sentido do novo arco, vão-se encontrar, 

alternadamente, arcos direcionados neste sentido e em sentido contrário. 

Então, de modo a não enviar quantidades negativas, isto é, para pre- 

servar a viabilidade primal, o máximo fluxo que pode ser gerado no arco que entra 

e, consequentemente, no ciclo, é limitado pelos fluxos atuais dos arcos em sentido 

contrário. 

O arco a sair da base será exatamente o que mais limitar o novo fluxo, 

isto é, aquele de menor fluxo atual, que então passará a ser zero. 

Observe a semelhança deste procedimento com o clássico teste do ratio 

do método simplex: os arcos no sentido contrário correspondem aos elementos positivos 

da nova coluna básica, todos iguais a 1, já que a matriz associada ao problema é 
totalmente unimodular. Então a mínima razão é dada simplesmente pelo menor fluxo 

atual nestes arcos. 

Na árvore básica este ciclo pode ser percorrido movendo-se, paralela- 

mente, em ambas as cadeias que interligam os nós INORIG e INDEST à raiz, até que o 

primeiro ponto de interseção seja encontrado. Mais precisamente, a partir de INORIG e 

INDEST, a cada passo avança-se um arco na direção da raiz, em uma ou outra cadeia, 



INORIG 

(4 
INORIG 

('4 
Figura IV.2: Escolha do arco a sair - duas situações 

procurando sempre manter a mínima diferença positiva entre a maior das profundida- 

des de seus nós1, até que finalmente o nó JUNCAO seja determinado. 

Assim, dividindo o ciclo nos ramos COJ e CDJ, que conectam respectiva- 

mente INORIG e INDEST a JUNCAO, a escolha do arco a sair da base será efetuada entre 

os arcos (i,j) E COJ onde P( i )  = j ou arcos ( i , j )  E CDJ com P(j) = i. 

Se a aresta a sair é então tomada entre OUTNO e ~ ( O U T N O ) ,  os candi- 

datos a OUTNO são, como mostra a Figura IV.2, os nós origem em COJ e nós destino 

em CDJ. Assim, definindo 

I(R) = {i E (1,. . . ,m) I (i, j) E R, R uma cadeia) 

J (R)  = {j E {O, .  . . , n) I (i, j) E R, R uma cadeia) 

podemos determinar 

~ ( O U T N O )  = rnin 
&I(COJ)UJ(CDJ)-(J U N  CAO} V(% 

Além disso ~ ( O U T N O )  será a variação de fluxo no ciclo. 

A avaliação deste mínimo pode ser realizada paralelamente à deter- 

minação do nó JUNCAO observando que, em qualquer ramo da árvore, nós origem e 

destino se alternam, sendo que COJ começa por um nó origem e CDJ,  por um nó des- 

tino. 

'Observe que rieste processo usamos o iiidíce P de predecessor, quando nos inovemos nas cadeias, 
e a estrutura D, para coinpaiação das profundidades de seus nós. 



IV.3.4 Atualiza~áo da Árvore 

A mudança de árvore básica implica não só atualizações nos vetores que mantêm sua 

própria estrutura (P,W e D), como também naqueles que armazenam os valores das 

variáveis prima1 e dual (X e U). 

Como os novos valores são normalmente calculados com base nos anti- 

gos, de forma a não confundir uns com os outros, iremos diferenciar os vetores atua- 

lizado~ com uma linha (primo). Assim, por exemplo, D(Z) representa a profundidade 

corrente do nó 1 e Di(l), sua nova profundidade. 

Ainda para facilitar a exposição da maneira pela qual estas atualizações 

serão processadas, vainos primeiramente nomear alguns nós de forma particular. 

Considere novamente o ciclo formado na árvore básica, agora sem os 

arcos de entrada e saída, constituído então por duas cadeias R e R'. Seja R' aquela 

que não contém o nó JU N CAO. Então defina: 

ENTRADA nó em R adjacente ao arco (INORIG,INDEST) 

PRIMEIRO a outra extremidade de (INORIG,INDEST) 

ULTIMO o nó de saída (OUTNO) 

SAIDA a outra extremidade do arco de saída ( ~ ( O U T N O ) )  

I N T I E ~  nó origem, predecessor em pré-ordem de ULTIMO 

OUTTIE sucessor em pré-ordem de PRIMVISIT, ou seja, W(PRIMVISIT) 

PRI MVISIT futuro predecessor em pré-ordem de PRIM EIRO: ENTRADA, predecessor em 

pré-ordem de ENTRADA ou INTIE 

Observe, pela Figura IV.3, que a cadeia R compreende os ramos CEJ (de 

ENTRADA a JUNCAO) e CSJ (de SAIDA a JUNCAO),  enquanto que R' constitui-se de um 

Único ramo de extremidades em PRIMEIRO e ULTIMO. 

Na cadeia R e nas subárvores a seus nós conectadas, todos os vetores, 

exceto X, permanecem inalterados. Isto é fácil perceber para os vetores P e D e 

igualmente para U ,  se considerarmos que o potencial do nó raiz v0 é sempre mantido em 

zero. Quanto a W, só as entradas referentes a INTIE e PRIMVISIT deverão ser atualizadas, 

como veremos adiante. 

2Preferiu-se manter a mesma denominação usada por Ahrens e Finke, que melhor representa o 
significado do nó. O mesmo comente-se com relação a OUTTIE. 
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Figura IV.3: Nós particulares na árvore básica - duas situações 

Nos fluxos X, as alterações ocorrem em todos os arcos do ciclo, isto é, 
tanto em R, quanto em R'. A variação XIN CR, para mais ou para menos, depende do 

sentido destes arcos. 

Para os nós em R, que não sofrem alteração de predecessor (em P), 
pode-se fazer 

onde 

XINCR = 
~ ( O U T N O ) ,  se ENTRADA=INDEST 

-X(OUTNO), se ENTRADA=INORIG 

De outra forma, observando que o sinal de XINCR muda alternadamente 

ao longo dos ramos CEJ e CSJ, devido a intercalação de nós origem e destino, poderíamos 

iterativamente fazer 

XINCR = -X(OUTNO) 
para 1 de ENTRADA a ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( e x c l u s i v e )  faça 

X'(1) = X(1) + XINCR 

XINCR = -XINCR 

XINCR = ~ ( O U T N O )  

para 1 de SAIDA a ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( e x c l u s i v e )  faça 

X'(1) = X(1) + XINCR 

XINCR -XINCR 



Concentremos agora nossa atenção na área R', isto é, nos nós que for- 

mam o ramo R' e nas subárvores a eles conectadas. Observe que o ramo R' divide a área 

R' em duas subáreas: uma à esquerda e outra à direita. Teremos, assim, subárvores 

da esquerda ou subárvores da direita. 

As informações relativas a esta área R' serão atualizadas considerando 

os nós do ramo R', na sequência de PRIMEIRO a ULTIMO e, a cada um deles, pesquisando 

também, se necessário, suas subárvores da direita e da esquerda. A visita aos nós do 

ramo é efetuada seguindo-se a estrutura de predecessor P, enquanto a pesquisa nas 

subárvores usa o apontador de pré-ordem W. Vejamos agora, separadamente, como se 

processariam as atualizações em cada uma das estruturas. 

As mudanças em P só ocorrem para os nós 1 E N(R1) = I(R1) U J(R1), 

nós do ramo RI, e são facilmente verificadas: a relação pai-filho é invertida, ou seja, o 

pai de um nó passa então a ser seu filho e vice-versa. Então devemos fazer 

 PRIMEIRO) = ENTRADA 

P'(1) = p V1 E N(R1) - {PRIMEIRO} 

onde p é tal que P(p) = 1, ou mais explicitamente executar o trecho 

prev = ENTRADA 

para todo 1 E N(R1) (de PRIMEIRO a ULTIMO ) faça 

P'(1) = prev 

prev = 1 

Verificando também a inversão na relação pai-filho, podemos agora es- 

tabelecer a atualização do vetor X para os nós em R', fazendo 

 PRIMEIRO) = ~ ( O U T N O )  

X )  = X(p) - XINCR VZ E J(R1) - {PRIMEIRO) 

( )  = X(p) + XINCR V1 E I@') - {PRIMEIRO) 

onde p é tal que P(p) = 1 e XINCR como já anteriormente definido, ou executar iterati- 

vament e 

xprev = O 

XINCR = ~ ( O U T N O )  

para todo 1 E N(R1) (de PRIMEIRO a ULTIMO ) faça 

X'(1) = xprev + XI N CR 

xprev = X(1) 
XINCR = -XINCR 
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se PRIMEIRO E J(R1) então UINCR = -UINCR 

para todo 1 E N(R1) (de PRIMEIRO a ULTIMO ) faça 

se 1 E I(R1) então U1(l) = U(1) + UINCR 

para todo nó origem i das subárvores da esquerda de 1 faça 

U'(i) = U(i) + UINCR 

para todo nó origem i das subárvores da direita de 1 faça 

U1(i) = U(i) + UINCR 

Para a atualização da estrutura D, considere DINCR a variação na pro- 

fundidade do nó PRIMEIRO, ou seja, 

onde, apenas por simplificação, fizemos 

Seja, então, 1 o k-ésimo nó entre PRIMEIRO e ULTIMO. Sua profundidade 

devendo tornar-se 

-I 

D (1) = D'(PRIMEIRO) + k  
= DINCR + D(PRIMEIRO) + k 
- 

= D(1) + DINCR + 2k 

Logo DIN CR deve ser incrementada de 2  a cada novo nó I E N(R1) considerado. Observe, 

ainda, que as subárvores de cada um destes nós herdam também a mesma variação na 

profundidade. 

Desta forma, a atualização em D poderia ser efetuada como a seguir 

para todo 1 E N(R1) (de PRIMEIRO a ULTIMO ) faça 

se 1 E I(R1) então D1(l) = D(1) + DINCR 

para todo nó origem i das subárvores da esquerda de 1 faça 

D1(i) = D(i) + DINCR 

para todo nó origem i das subárvores da direita de 1 faça 

D1(i) = D(i) + DINCR 

DINCR = DINCR t 2  



A necessidade de atualização em W deve-se também ao fato da inversão 

na relação pai-filho dos nós do ramo R'. 

A ocorrência de um novo pai para cada nó 1 de R' determina, em con- 

sequência, a mudança do seu predecessor em pré-ordem. Além disso, se seu novo filho 

(seu antigo pai) é posicionado à direita de todos os demais, então suas subárvores es- 

querda e direita passarão a ficar lado-a-lado, mudando também o sequenciamento em 

pré-ordem. 

Assim as mudanças em W podem ser efetuadas pela execução do se- 

guinte trecho 

VISIT = PRIMVISIT 

para todo 1 E N(Rt) (de PRIMEIRO a ULTIMO ) faça 

se I E I(Rt) então 

W'(VISIT) = 1 

VISIT = 1 
se 1 possui algum nó origem à esquerda então 

LGUIA = primeiro deles 

W'(VISIT) = LGUIA 

VISIT = último deles 

se 1 possui algum nó origem à direita então 

RGUIA = primeiro deles 

~ ' ( V I S I T )  = RGUIA 

VISIT = último deles 

que aborda ambos os casos acima mencionados, ou seja, 

o Interliga o último nó origem visitado (VISIT) na sequência, antes de um nó do 

ramo, ao próximo nó origem 

o Une a última subárvore à esquerda de um nó do ramo a sua primeira à direita 

Na verdade, não é preciso determinar a cada 1 E N(Rt) o seu primeiro 

nó à direita e à esquerda. 

O primeiro nó à direita de um nó 1 do ramo, caso exista, estará sempre 

disponível se conservarmos o referencial RGUIA = W(VISIT), enquanto VISIT visita os 

nós à direita do nó anterior P'(1). 



O primeiro nó à esquerda de um nó 1 E I(R1), por sua vez, obtém-se 

trivialmente com LGU IA = W(1). Para um nó 1 E J(Rr), consegue-se mantendo, de 

forma similar, o referencial LGUIA = W(VISIT), enquanto VISIT percorre os nós à direita 

do próximo nó do ramo P(1). 

Pelo que vimos, para um nó origem em R', temos disponível LGUIA e 

RGUIA, entretanto, se o nó do ramo é destino, embora RGUIA esteja sempre à mão, 

LGUIA só estará determinado quando o próximo nó do ramo for visitado. 

Assim, visando incrementar a eficiência do bloco anterior, poderíamos 

modificá-lo da seguinte forma 

VISIT = PRIMVISIT 

RGUIA =nó o r igem sucessor de  PRIMEIRO e m  pré-ordem 

para todo 1 E N ( R f )  (de PRIMEIRO a ULTIMO ) faça 

se I E I(R1) então 

v i s i t an t  = VISIT (* marca onde começariam os nós à esquerda *) 
se RGUIA é no direito de 1 

W'(VISIT) = RGUIA 

VISIT = ú l t i m o  deles 

RGUIA = TW(VISIT) 

senão 

W'(VISIT) = 1 
VISIT = 1 
LGUIA = ~ ( V I S I T )  

se LGUIA é nó esquerdo de 1 

VISIT = ú l t i m o  deles 

LGUIA = ~ ( V I S I T )  

se RGUIA é nó direito de 1 
~ ' ( V I S I T )  = RGUIA 

VISiT = ú l t i m o  deles 

RGUIA = ~ ( V I S I T )  

se LGUIA é nó esquerdo de P(1) 
t r o c a  = W ( v i s i t a n t )  

W1(v is i tan t )  = LGUIA 

v i s i t an t  = ú l t i m o  deles 

W1(vis i tant)  = t r o c a  

Note que o bloco acima falha quando ULTIMO é nó demanda, pois não 

encadearia seus possíveis descendentes da esquerda, já que não haverá próximo nó do 

ramo a considerar. 



Observando que o primeiro nó a esq~ierda de ULTIMO, caso exista, é o 

sucessor de INTIE na árvore não atualizada, o pequeno trecho a seguir, acoplado ao 

anterior, resolveria o problema. 

Se ULTIMO E J(R1) 

LGUIA = ~ ( I N T I E )  

se LGUIA é nó esquerdo de ULTIMO 

troca = W(visitant) 

W1(visitant) = LGUIA 

visitant =último deles 

W1(visitant) = troca 

A ideiltificação de um nó origem como esquerdo (ou direito) a um nó 

do ramo, isto é, como pertencente a suas subárvores esquerda (ou direita) é facilmente 

constatada analisando-se a profundiclade e filiação deste nó. O último deles é determi- 

nado a partir do primeiro, seguindo a estrutura TV já disponível. 

Analisando os diversos blocos construídos para efetuar as alterações 

ocorridas na área R' com a mudança de árvore básica, verifica-se que todas estas 

atualizações podem ser realizadas em um único laço, da seguinte forma: para cada nó 

do ramo, de PRIMEIRO a ULTIMO, caso este seja nó destino, serão considerados seus nós 

à direita; caso seja nó origem, serão percorridos primeiramente seus nós à esquerda, em 

seguida, seus nós à direita e, finalmente, os nós à esquerda do nó anterior do ramo. Em 

cada nó do ramo, P e X e, se origem, D,W e U são atualizados; em cada nó esquerdo 

ou direito, D ,W e U recebem novos valores. 

Só nos resta, agora, analisar a ligação final entre as áreas R e R', que 

pode ser efetuada fazendo-se 

e como sucessor de P R I M V I S I T ( ~ Ó  em R), o primeiro nó origem da área R' visitado. 

(Observe que este passo já é realizado no próprio laço). 

0 como sucessor do Último nó visitado (VISIT), o antigo sucessor de PRIMVISIT, ou 

seja, OUTTIE. 

e como sucessor de  antigo predecessor de ULTIMO), o antigo sucessor do Último 

nó visitado, disponível em RGUIA. (Este passo só é necessário quando PRIMVISIT 

for diferente de INTIE).  



Figura IV.4: Atualização de uma árvore básica 

A figura IV.4 esquematiza uma situação particular de atualização da 

árvore básica (a), a partir da introdução do arco (5,9) e retirada do arco (2, I), gerando 

a nova árvore básica (b). O objetivo principal desta figura é demonstrar as modificações 

na estrutura W, certamente a mais difícil de ser explicada textualmente. 

Para uma melhor compreensão do completo funcionamento do algo- 

ritmo, a sugestão é, sem dúvida, uma análise de sua implementação no Apêndice B, 
onde se pode perceber o fluxo do programa como um todo e acompanhar mais de perto 

a função de cada variável de controle. 



IV.4 Degeneração 

Na ausência de degeneração, nosso algoritmo converge, como o simplex padrão, em um 

número finito de iterações. Além disso, observando-se que existe solução viável (p .e. 

xij = aibj/d, d = Czl ai = bj) e o problema é limitado (O ( x;j 5 rnin(ai, bj)), 

conclui-se que existe solução ótima, e a convergência será para ela. 

Entretanto, exemplos podem ser construídos para mostrar que o algo- 

ritmo pode entar em loop indefinido na presença de degeneração. (Em nosso contexto 

entendida como a existência de um arco básico com fluxo igual a zero). 

Portanto, regras para prevenir ciclagem devem ser acrescentadas. Exa- 

minemos, antes, em que condições pode ocorrer degeneração. 

Suponha que numa dada iteração gerou-se uma solução degenerada. 

Então, retirando o arco degenerado, a árvore básica fica dividida em duas partes P e 

P'. Somando-se as restrições de oferta e as de demanda sobre uma destas partes, por 

exemplo P, temos 

ou seja, 

Então uma condição necesária para a existência de degeneração é que 

um subconjunto próprio de pontos origem e outro de pontos destino tenham total de 

oferta igual ao total de demanda, isto é, que existam Il C (1, . . . ,9n) e J1 C {O, . . . , n )  

tal que 

Por outro lado, fazendo-se 

com O 5 c 5 rnin{ai} adequado, gera-se um problema de transporte equivalente, onde 

a possibilidade de degeneração é totalmente elininada. 



De qualquer forma, existe um meio mais eficiente para evitar ciclagem: 

um tipo especial de método lexicográfico bastante simples, aplicável ao problema, ba- 

seado na manutenção do que se convencionou chamar árvores básicas viáveis fortes 

(SFT - Strong Feasable Tree), que são árvores cujos arcos degenerados estão todos 

direcionados para a raiz. 

Pode-se identificar (ver Bazaraa[9]) uma correspondência direta entre 

arvores básicas fortes e bases lexicograficamente positivas. 

Dada uma árvore básica inicial forte, uma simples consideração na regra 

para a seleção do arco a sair permite mantê-la com SFT. Na verdade, só ocorrerão 

problemas no caso de empate no teste do ratio, pois iremos consequentemente gerar 

arcos degenerados. 

Neste caso, a idéia é começar a percorrer o ciclo (na direção do arco que 

entra), a partir no nó JUNCAO e escolher como arco a sair o Último dos que determinarem 

o empate. 

Observe na figura IV.5 que esta regra funciona: os arcos candidatos a 

sair estão em sentido contrário ao que se está percorrendo o ciclo; então, se o esco- 

lhido é o último dos que determinaram o empate, todos os demais, que passarão a ser 

degenerados, ficam direcionados para a raiz. 

Quanto aos arcos já degenerados, se estão fora do ciclo, não sofrerão 

alteração nem de fluxo, nem de sentido. Caso algum deles pertença ao ciclo, temos 

duas situações: 

e Se constitue a cadeia INDEST-JUNCAO, deixará de ser degenerado, pois passará a 

ter fluxo positivo, a menos que o incremento nos fluxos seja zero (pivoteamento 

degenerado). 

e Se, ao contrário, compõe a cadeia INORIG-JUNCAO, então proporcionará a Única 

possibilidade de pivoteainento degenerado (o arco pivot tem fluxo zero). Mas 

como o escolhido é o último, todos os anteriores (também pertencentes a mesma 

cadeia) ficam direcionados à raiz. 

forte. 

Desta forma constatamos que esta regra simples mantém a árvore básica 



arco a 
sair 

Figura IV.5: Atualização da árvore básica na presença de degeneração: (a) situação 
genérica, (b) um exemplo 

Solução Inicial 

Todo método prima1 inicia com uma solução viável básica. Então precisamos gerar 

uma solução inicial do problema de transporte para dar partida ao nosso algoritmo. 

Na seção ant erior apresentamos uma solução viável, contudo não básica. 

Poderíamos, então, desenvolver um procedimento para convertê-la numa solução básica, 

o que seria perfeitamente possível. 

No entanto, considerando-se também a necessidade de construção da 

própria árvore básica, ou melhor, das estruturas que a mantém, optamos pela utilização 

de outro método, a conhecida regra. do caato noroeste (Northwest Corner Rule), que 

favorece tal procedimento. 

IV.5.1 Primeiro Problema 

Dos diversos problemas de transporte que serão resolvidos, ao longo do processo de 

solução do CWLP, apenas o primeiro, muito provavelmente T(I(1 U I&), é completa- 

mente novo, no sentido de que pouco se conhece sobre sua solução. 



Uma solução viável para ele poderia ser construída da seguinte forma: 

toma-se um arco (i, j )  qualquer e envia-se o máximo fluxo possível, isto é, o mínimo 

entre a capacidade de oferta a; e a de demanda bj. Se a oferta é menor que a demanda, 

o ponto origem i e todos os arcos a ele adjacentes são retirados do grafo, e a demanda 

bj é reduzida de a; unidades. Caso contrário, o ponto demanda j e todos os arcos a ele 

conectados é que são excluídos, bem como a oferta a; é decrementada de bj. O problema 

de transporte resultante é tratado de igual forma, até que, finalmente, (n + m) arcos 

são preenchidos. 

A regia do canto noroeste segue este mesmo raciocínio e adicionalmente 

impõe uma ordem para a consideração dos arcos, ou melhor, dos nós que os compõem: 

a ordem ascendente de numeração dos nós. 

Assim, considerando-se como a: e b; os valores reduzidos de a; e bj 
(inicialmente toma-se a: = a; e bi = bj),  se o último arco preenchido foi (i, j), com 

x;j = rnin(a:, b i ) ,  então faremos 

Se (i, j) = (m, n), então (m + n) arcos foram construídos. Senão, um dos dois casos 

ocorrem: 

o Caso 1: a: = O (bi  2 0) 

Então o próximo arco será (i + 1, j) (que com certeza existe, pois ainda tem 

demanda a atender), para o qual faremos 

o Caso 2: a: > O (bi  = 0) 

Neste caso o arco (i, j + 1) existe, pois ainda temos capacidade de atendimento, 

e será o próximo a ser preencl~ido com 

Note que, quando no cálculo de x;j acontecer a: = b:, na próxima 

iteração teremos um arco degenerado. Este caso deve ser considerado, se se pretende 

construir uma árvore inicial forte. 

Na verdade, não apenas os fluxos básicos precisam ser definidos, como 

também toda a estrutura árvore básica em si. 



O bloco abaixo adapta a regra do canto noroeste ao nosso contexto, 

visando à implementação das estruturas que armazenam as informações da árvore. 

Passo O :  
; = O  j=O 

v j = o  dj=O 

xij = O a; = O 

Passo 1: 
a! = a! - x . .  

2 23 

b! = b' - 
J 3 xi.i 

Passo 2: 

se (a: = O )  e ( i  # m) então 

i = i + 1  

xij = min(ai, b:) 

P ( i )  = j  

X ( i )  = x;j 

U ( i )  = c . .  - v .  23 3 

D( i )  = d j  + 1 

W( i )  = i + 1 

volte a 1 

Passo 3: 

se ( j  # n) então 

j = j + l  

x;j = min(a:, bi) 

P ( j )  = i 
X ( j )  = x;j 
v. = c . .  - U (  3 $3 i )  
dj = D( i )  -I- 1  
Volte a 1 

Sobre este procedimento cabem algumas observações: 

1. A inicialização a; = O força que o nó raiz seja j  = 0. 

2. Considere que numa iteração tenhamos a{ = b$. Quer estejamos no passo 2 ou 
I passo 3, teremos x,  = a: = bj. Na iteração seguinte faremos a: = bi = O e, 

forçosamente, será executado o passo 2. Então o novo arco degenerado estará 

apontando para a raiz. Logo, constrói-se desta forma uma árvore básica inicial 

forte. 



3. As variáveis indexadas vj  e dj foram criadas porque os vetores U e D não possuem 

entradas para os nós destino. Note, entretanto, que um único par de variáveis v 

e d, sem indexação, resolveria o problema. Da mesma forma, os conjuntos X i j ,  

a: e b$ podem ser substituídos por uma única variável global ao procedimento, 

como é feito no Apêndice B. 

Vale ressaltar também que outros métodos podem ser empregados na 

geração de uma solução básica viável inicial. 

Na regra do canto noroeste, a escolha dos arcos, sem nenhuma consi- 

deração quanto aos custos a eles associados, conduz rapidamente a uma solução inicial. 

Todavia, nada se pode garantir sobre a qualidade desta, que possivelmente estará muito 

distante da solução ótima. 

Resultados contrários se esperam no método da matriz mínima ("Matrix 

Minimum Method"), pois, muito embora conduza a uma boa solução inicial, dado que 

em cada iteração o arco remanescente de menor custo é escolhido, certamente irá 

consumir tanto tempo quanto o próprio algoritmo em si. 

Um método intermediário ("Modified Column(or Row) Minimum Me- 

thod" ) que tende a produzir uma solução tão boa quanto a da matriz mínima e não tão 

computacionalmente dispendiosa, seria percorrer os nós destino (ou origem) em forma 

cíclica e selecionar o arco de custo mínimo entre os adjacentes ao nó em consideração. 

Há ainda o método de aproximação de Vogel, que procede como a seguir: 

a cada nó origem são associados valores correspondentes ao primeiro e segundo menor 

custo dos arcos a ele adjacentes; o mesmo é feito com relação aos nós destino; em 

seguida, é determinado o nó que apresente a máxima diferença positiva entre os valores 

a ele associados; finalmente, o arco escolhido será aquele que gerou o menor dos valores 

deste nó. 

Estes dois últimos métodos poderiam possivelmente conduzir a soluções 

iniciais melhores que aquela gerada pela regra do canto noroeste. Contudo, a construção 

da estrutura da árvore básica seria dific~dtada. Além do mais, considerando que só para 

o primeiro problema de transporte do CWLP geraremos uma solução inicial artificial, 

decidimos por não implementar estes outros métodos. 



IV.5.2 Demais Problemas 

No processo de solução do CWLP todos os problemas de transporte resolvidos são 

variações do primeiro, ou melhor, do mais recentemente solucionado. Assim, a própria 

solução ótima do último problema resolvido pode ser usada como base para a construção 

de uma solução viável do problema seguinte. 

Tendo em vista que o processo de solução consiste em, a cada iteração, 

abrir ou fechar facilidades, então devemos consideras, consequentemente, as variações 

no problema de transporte quando um ponto origem é acrescentado ou excluído. 

Um ponto origem pode ser considerado desativado, se toda sua capaci- 

dade de oferta é destinada ao nó demanda arificial. Isto pode ser conseguido associando- 

se aos caminhos que partem desta facilidade um custo suficientemente elevado, que 

torne todas estas ligações proibitivas. 

Desta forma, a partir da solução ótima do problema de transporte T(S), 
que associa os pontos origem em S aos pontos destino, pode-se construir uma solução 

básica viável para o problema modificado T(S-i), no qual a facilidade i será desativada, 

fazendo c;j = IN F para cada arco (i, j) j = 1, . . . , n, onde IN F representa um valor 

suficientemente grande. 

Por outro lado, a mudança nos custos de arcos (i, j) básicos implica, 

consequentemente, alterações nos custos reduzidos, ou melhor, nos potenciais dos nós 

i e/ou j .  

Considere que a configuração atual da árvore básica seja a da figura IV.6 
abaixo, onde i é o nó a ser desativado e j e E representam, genericamente, possíveis nós 

Figura IV.6: Desativação de um nó origem 

sucessores de i ,  pontos destino e origem respectivamente. 



A idéia é manter o potencial do nó jo e alterar o potencial de i e seus 

descendentes. Na verdade, apenas o potencial dos nós origem descendentes necessitam 

ser atualizados. Então se os valores modificados dos potenciais de nós e dos custos de 

arcos são diferenciados por uma linha (primo), temos 

Duas situações podem ocorrer 

e Caso 1: jo é o n ó r a i z  

Neste caso temos c:, = c;jo = O e c!. = INF e portanto 
23 

e Caso 2: jo não é o nó  raiz 

Como c:jo = c;j = INF então 

Genericamente teremos para os dois caos 

U: = ui + ( I N F  - d) 

uf = U[ + (Cij - c') 

onde 

c1 = { INF, se jo = O 
cij0, se jo # O 



Observe que qualquer outro nó origem descendente de j terá o mesmo 

incremento (cij - c') no seu potencial. Note ainda que o desenvolvimento foi realizado 

para um nó j qualquer, filho de i. Assim, de forma a processar todas as mudanças de 

potencial dos nós origem da árvore, com a desativção do ponto origem i,  devemos fazer 

se P(i)  = O 

então c' = INF 

senão c' = c;p(;) 

U; = ui + INF - C' 

para todo nó j filho de i (P(i)  = j) faça 

UINCR = c;j - C' 

para todo nó I origem descendente de j faça 

uí = ul + UINCR 

Quanto à ativação de uma facilidade, a inclusão de um ponto origem 

na árvore básica é simplesmente efetuada subordinando-o ao nó raiz e a este enviando 

toda sua capacidade de oferta. Consequentemente, obedecendo à condição de folgas 

complementares (III.10), ao potencial deste novo nó deve-se atribuir zero. 

Na verdade, como todos os nós origem estão presentes no primeiro pro- 

blema de transporte resolvido, T(K1 U K2), eles poderão permanecer sempre compondo 

a árvore básica, mesmo desativados; desde que, neste caso, estejam sempre abastecendo 

apenas o nó demanda artificial, isto é, que o único arco básico incidente em cada um 

destes nós desativados seja aquele que os interliga à raiz. 

Esta condição é efetivamente cumprida, se no procedimento "Inward 

Modified Most Negative Rule", para a escolha do arco a entrar na base, determine-se 

o mínimo de (cij - ui) somente entre os nós origem i não desativados. 

Preferindo-se esta alternativa, os custos artificiais INF só necessitam ser 

atribuídos aos arcos (i, j) j = 1,. . . , n no momento em que o nó i estiver sendo desa- 

tivado; depois, pode-se retomar aos verdadeiros valores c;j. Desta forma, para tornar 

uma facilidade ativa, basta também considerá-la na avaliação do mínimo que determina 

cada novo arco a compor a árvore básica 



Capítulo V 

Um Algoritmo para o CWLP 

Finalmente neste capítulo vamos apresentar o fruto concreto do nosso trabalho de 

pesquisa: um algoritmo heurístico para a resolução do problema de localização de 

facilidades capacitadas (CWLP - Capacit ated Warehouse Location Problem) . 

O instrumental básico a ser empregado no desenvolvimento deste algo- 

ritmo compreenderá os testes e heurísticas discutidos no Capítulo 2 e as aproximações 

apresentadas no Capítulo 3. 

A avaliação de sua eficiência será fundamentada nos resultados compu- 

tacionais obtidos mediante aplicação a vários problemas-teste padrões, publicados na 

literatura internacional. 

V.1 Apresentação do Algoritmo 

Relembremos as definições das partições, propostas no Capítulo 2, para o conjunto I 
das possíveis localizações das facilidades. Quais sejam: 

ICo = {i E I I yi = 0) = conjunto das facilidades fixadas como fechadas 

I<l = {i E I I y; = 1) = conjunto das facilidades fixadas como abertas 

IC2 = I - ICo - I(1 = conjunto das facilidades ainda não fixadas 

Como vimos, em um processo de solução onde se consideram a princípio 

indefinidos os estados de todos os armazéns e segue-se fixando alguns deles como abertos 

ou fechados, pode-se empregar, desde o início, o teste 1 e a heurística 2. Isto porque 

a inicialização (IC2 = I) garante a viabilidade do problema de transporte T(K1 U K2), 
cuja solução é a base comparativa que compõe o teste 1 e a heurística 2, seja em sua 

versão original ou modificada. 



Por outro lado, a aplicação do teste 2 e da heurística 1, em qualquer das 

formulações original ou modificada, somente é possível quando facilidades em número 

suficiente para atender a demanda tiverem sido ativadas, uma vez que, em ambos, o 

parâmetro de comparação é estabelecido a partir da solução do problema de transporte 

T(IC,). 

A primeira vista, parece uma idéia interessante gerar uma configuração 

viável inicial, fixando os estados de algumas facilidades, possivelmente já através da 

aplicação do teste 1 e heurística 2, para então definir os estados das demais, utilizando 

todos os testes e heurísticas disponíveis. Todavia, deve-se considerar que esta confi- 

guração inicial não pode ser qualquer: desde cedo precisa haver uma preocupação com 

a "otimalidade" do processo. 

O algorit mo que vamos propor segue, aproximadamente, este raciocínio. 

Na verdade constitui-se de duas fases: a primeira, que procura determinar uma "boa" 

solução viável, e a segunda, que funciona como uma espécie de ajuste da anterior. 

V.l . l  Primeira Fase 

A primeira fase do algoritmo pode ser vista, resumidamente, como a execução cíclica 

dos dois passos a seguir: 

1. Abrir o máximo possível de facilidades indicadas pelo teste 1 modificado 

2. Fechar uma facilidade: aquela que a heurística 2 modificada apontar. 

Como se vê, a preocupação desta primeira fase é ativar facilidades; e 

fazê-lo de modo coerente, pois a decisão de quais armazéns abrir é tomada considerando 

aqueles já ativados. Observe ainda a lógica desta sequência de passos: se o teste 1 não 

consegue indicar exatamente facilidades a abrir, a desativação de uma delas em (2) faz 

crescer seu poder de decisão. Logo, em algum momento, novos armazéns a instalar 

deverão ser escolhidos por (1). 

Detalhando este procedimento, chegamos ao trecho abaixo, onde se fa- 

zem necessárias as definições dos seguintes conjuntos auxiliares 

- 
Ko = subconjunto das facilidades fechadas na primeira fase que serão reconsideradas 

na segunda. 

- 
IC2 = subconjunto das facilidades indeterminadas para as quais a economia exata A; 

foi calculada. 



Algoritmo Fase 1 

Passo O :  (* Inicialização *) 
ICo = Ir; = 0 
- - 
ICo = IC2 = 0 
IC2 = {1,2,. . . ,m} 

A: = O i E K2 

Calcular W(ICl U IC2) 

Passo 1: (* Aproximações *) 
Calcular A? = wD(IC1 U K2 - i) - W(ICl U 1 2 )  i E Ir2 
A: = max(A?, A?) i E IC2 

Passo 2: (* Armazéns a abrir *) 
A = {i E IC2 1 A? 2 fi} 
Ií; = ICl + A 
IC2 = K2 - A 

Passo 3: (* Teste de parada *) 
Se ICz = 0, FASE 2 

Passo 4: (* Possível arm. a fechar *) 

fs - A: = max;ac,{fi - A:} 

Passo 5: (* Economia Exata *) 
Calcular W(ICl U IC2 - s)  

As = W(IC1 U 1 2  - S) - W(K1 U IC2) 

Passo 6: (* Abrir armazém ? *) 

Se As r fs 
ICl = ICl u {s} 

IC2 = IC2 - {s} 
- 
I C 2  = Ii-2 - {s} 

voltar a 3 

Passo 7: (* Fechar armazém ?*) 

Se (':/AS 2 61) e (fs - As > maxiEzursl{fi i- Ai}) 

ICo = ICO + {s} 

IC2 = K2 - {s) 
- 
IC2  = r2 - {s} 

- 
Se As/fs > €2, ICo = Fo u {s) 
voltar a 1 

Passo 8: (* Continua indeteriniiiado *) 
- 
1C2 = E2 U {s) 

A; = As 

voltar a 4 



Analisando a estruturaçãol apresentada, constata-se que os armazéns 

são instalados no passo 2, a partir do teste 1 modificado, enquanto que a facilidade s 

a fechar é escolhida, no passo 4, através da heurística 2 modificada. 

Ambos, teste e heurística, são baseados em A:, um limite inferior para 

A;, determinado no passo 1 como a melhor aproximação até então obtida: a apro- 

ximação A? (Mateus e Bornstein[41]) calculada na iteração corrente ou, possivelmente, 

a própria economia exata anteriormente avaliada para algumas facilidades i E K2. (O 

conjunto K2 é construído no passo 8 como veremos). 

Para a determinação inicial das aproximações A:, torna-se indispensável 

a resolução do problema T(K1 U I&) no passo 0. Este é o primeiro problema de 

transporte, para o qual, portanto, devemos construir uma solução inicial. 

Quanto aos problemas seguintes T(I(i U K2 - s), sua resolução, no 

passo 5, fornece o valor W(K1 U K2 - s), que é parte integrante do cálculo para as 

aproximações A: na próxima execução do passo 1. Ou mesmo que não ocorra uma 

próxima iteração, este pode constituir o valor final da fase 1. 

Cada novo problema T(K1 U K2 - S) é na verdade uma redução do 

anterior T(I(1 U K2) e pode ser resolvido, como vimos na subseção IV.5.2, a partir 

da solução ótima deste. Tal inicialização contribui para que a nova solução ótima 

seja encontrada em poucos pivoteamentos, principalmente no começo da primeira fase, 

quando a desativação de um armazém não implica tantas mudanças na estrutura da 

árvore básica. 

No passo 6, pode parecer estranho que tentemos abrir a facilidade es- 

colhida para ser desativada2. A utilidade maior deste passo, que não incorre em ne- 

nhum esforço computacional extra, uma vez que A, pode ser calculado diretamente 

no passo 5, está na parte final da fase 1, quando possivelmente a heurística 2 já não 

funcione tão bem. Isto porque a escolha entre uma ou outra facilidade deve estar difícil, 

especialmente se se baseia em critérios aproximados. 

Se a facilidade escolhida para fechar deveria, comprovadamente, ser 

aberta, então a decisão contrária é adotada, isto é, este armazém é de fato instalado. 

Por conseguinte, um outro a fechar deve ser determinado. 

Do contrário, vamos ainda considerar a qualidade da aproximação que 

baseou a escolha desta facilidade. Este é o significado do primeiro teste do passo 7: 

'Quando uma estrutura condicional Se abranger diversos comandos, estes aparecerão a seguir 
indentados; no caso de compreender apenas um, tal estrutura constituirá um comando único disposto 
na mesma linha. 

'Observe que este teste ainda faz parte da heurística 2 modificada 



se o parâmetro €1 representa o quão próxima se espera a aproximação de seu verda- 

deiro valor, então deve-se exigir a ocorrência da condição ALIA, < €1. Além disso, 

estabelecendo-se o teste f, - A, > maxi,~2,1,){f; - Ai), a decisão de se desativar a 

facilidade s, escolhida no passo 4 com base na heurística 2 modificada, estará também 

de acordo com a heurística 2 original, avaliada entre os armazéns i cujas variações A; 

exatas estão disponíveis. 

Não sendo verificados estes critérios adicionais de seleção, o estado da 

facilidade s é ainda mantido como indeterminado, e uma outra facilidade a fechar deverá 

ser escolhida. Antes, porém, no passo 8, A i  é atualizado (A: = A,) e o conjunto I (2  

ganha um novo elemento (r2 = U {s)). Constate assim que os elementos de K2 
são armazéns indicados para fechar, contudo através de uma aproximação considerada 

não satisfatória e que, devido a isso, decidiu-se manter seu estado indeterrninado. 

Esta volta ao passo 4 para a escolha de uma outra facilidade a fechar, 

sem qualquer decisão sobre o estado daquela anteriormente tomada, trará custo adi- 

cional de computação para o algoritmo, especialmente se considerarmos que um novo 

problema de transporte irá ser resolvido. Por este motivo, não se deve exigir muito da 

qualidade da aproximação, ou seja, tomar o valor de muito próximo a unidade. 

Por outro lado, mesmo se decidindo no passo 7 pela desativação da 

facilidade s, ela poderá ainda ser reservada para posterior consideração na segunda 

fase, caso satisfaça o teste A,/ f, > €2. 

O parâmetro €2 representa uma cota inferior do percentual que se estima 

ser a economia atual A, da economia final A: = W(K; - i) - W(I(;), onde I(: 
representa a configuração final de I(1. 

Então considerando que A, > e2Ag, caso ocorra A,/ f, > €2, existe a 

possibilidade de termos 

e, por conseguinte, o armazém s deveria estar aberto, isto é, a decisão da fase 1 neces- 

sitaria ser reconsiderada. 

Ao contrário, se A,/ f, 5 €2, então certamente 

de modo que o armazém s deve permanecer desativado, o que indica uma decisão já 

corretamente tomada na primeira fase. 

Observe, sob outro aspecto, que c2 estima o quanto A, ainda poderia 

crescer até o final do processo de solução. Tomando-se c2 = 0, isto é, considerando-se 



que A, pode crescer indefinidamente, teremos To = Ko: assim toda decisão de fechar 

um armazém na primeira fase seria reavaliada na segunda. 

O melhor seria que c2 fosse não decrescente ao longo do processo de 

solução e individualizado para cada facilidade. Entretanto, a avaliação de um valor 

adequado é extremamente difícil, senão imposível. Uma opção seria usar um valor 

constante, estimado inferiormente, para garantir a abrangência das possíveis situações 

de melhora na solução da fase 1. Note que, tomado como constante, €2 estabelece um 

ponto a partir do qual as decisões de desativar facilidades serão reavaliadas, pois a 

partir de então estas facilidades estarão compondo Ko. 

Na verdade, o objetivo maior deste teste é reduzir o número de ar- 

mazéns em To, que serão reconsiderados na segunda fase. Desta forma, um outro 

teste, por exemplo que determinasse o número máximo destes armazéns, poderia ser 

op cionalment e empregado. 

A primeira fase termina, no passo 3, quando os estados de todos os 

armazéns estão decidos, pelo menos provisoriamente. A convergência desta fase pode 

ser facilmente demonstrada se constatarmos que a cada iteração o estado de no mínimo 

uma facilidade é decidido, ou seja, K2 perde pelo menos um elemento, e portanto o 

teste de parada (K2 = 0) será fatalmente satisfeito. 

De outra forma, poder-se-ia ter antecipado este final para o momento 

em que a viabilidade fosse alcançada (&.. al 2 CjEJ b j )  e então desenvolvido uma 

segunda fase semelhante à primeira, agora baseada no teste 2 e heurística 1, interca- 

lando a desativação de diversas facilidades e a ativação de uma. 

Esta opção foi considera.da, e inclusive implementada, para resolver pro- 

blemas de pequeno porte. Entretanto não apresentou resultados tão bons, nem do 

ponto de vista numérico, nem de esforço computacional, quanto os obtidos mantendo- 

se a primeira fase desta forma e construindo-se uma segunda fase como apresentada na 

seção seguinte. 

Algumas explicações para estes resultados seriam: 

1. A avaliação de a (Akinc e 1&1mawala[3]), aproximação "mais estreita'' que R? 
(Mateus e Bornstein[41]), impõe a resolução de um problema da mochila para 

cada i E K2, O que pode demandar tempo de computação considerável. 

2. Além disso, mesmo o limite ai não constitui uma boa aproximação para Ri logo 

após atingida a viabilidade. Desta forma vai reduzir em muito o poder de decisão 

da heurística 1 e do teste 2. 



V.1.2 Segunda Fase 

A segunda fase objetiva melhorar a solução obtida na primeira, através da reavaliação 

de decisões anteriormente tomadas quanto aos estados de algumas facilidades. Consti- 

tui, mais especificamente, um procedimento heurístico similar ao VSM (Vertex Method 

Substitution) de Jacobsen[33], intercalando iterações ADD e DROP, da seguinte forma: 

1. Acrescenta à solução corrente uma facilidade r indicada pela heurística 1 modi- 

ficada, dentre os elementos de 

2. Avaliando a nova configuração, decide por retirar a própria facilidade r ou alguma 

das anteriormente abert as 

Como descrito, este procedimento permite exclusivamente trocar uma 

facilidade por outra. Diferentes estratégias que possibilitem a troca de uma por várias, 

várias por uma ou, mais genericamente, várias por várias, também podem ser desenvol- 

vidas. A opção de trocar uma por várias será também abordada no final desta seção. 

Quanto às demais, observa-se que o acréscimo de diversas facilidades à solução gera, 

normalmente, um contexto semelhante ao da primeira fase, de modo que as decisões 

seriam novamente as mesmas. Por esse motivo não as aprofundaremos. 

Na verdade o procedimento que vamos apresentar até permite que di- 

versas facilidades sejam acrescidas à solução, desde que certas condições aconteçam, 

como veremos a seguir. 

Algoritmo Fase 2 

Passo O :  

Passo 1: 

Passo 2: 

Passo 3: 

Passo 4: 

(* Teste de parada *) 
Se E. = 0, PARE 

(* Aproximações *) 
Calcular R? = W(K1) - w ~ ( K ~  U i) i E To 

(* Armazém a acrescentar *) 
D np - f ,  = I ~ ~ ~ , ~ ~  {ai - f i }  

- 
Iio = To - { r }  

(* Economia Exata *) 
Calcule W(K1 U r )  

AT = W(Ii l )  - W(K1 U r )  

(* Abrir armazém ? *) 

Se AT 2 f, 
K1 = Irl u { T }  

Iio = lh - {r} 
voltar a O 



Passo 5: (* Aproximações *) 
Calcular A? = w D ( 1 ~  U r - i) - TV(I;íi U r) i E ICI 

A: = A? i E ICl 

Passo 6: (* Possível arm. a fechar *) 

fs - A: = m a x i ~ ~ ~  {fi - A:} 

Passo 7: (* Voltar a acrescentar *) 
Se (f, - A:) < (f, - A,), voltar a O 

Passo 8: (* Economia Exata *) 
Calcule W(K1 U r - s) 

6, = W ( I í  U r - s) - W(K1) 

Passo 9: (* Efetuar a troca *) 

Se < f S  - f T  

Iil = IC1 - {s} U {r} 

= u { s }  - {r} 
voltar a O 

Passo 10: (* Tentar nova troca *) 
A: = 6, + A, 

voltar a G 

A iteração ADD compreende os passos de 1 a 4. A facilidade r a ser 

acrescentada é escolhida no passo 2, pela aplicação da heurística 1 modificada, com 

base no cálculo de R?. 

No passo 4, verifica-se se esta facilidade pode ser incluída à solução, 

melhorando-a, sem que nenhuma precise ser retirada. Neste caso, ela certamente será 

aberta e outra facilidade em é considerada, criando a possibilidade de trocas do 

tipo várias por uma ou várias por várias. 

O teste que permite esta verificação não incorre em qualquer esforço 

adicional de computação, já que o valor W(Kl U r )  determinado é necessário à iteração 

DROP seguinte como base de cálculo das aproximações A;. 

Quanto às aproximações para Ri, podemos utilizar tanto R? (Mateus e 

Bornstein[41]), quanto (Akinc e I<humawala[3]). Verifica-se, no entanto, que ambas 

proporcionam praticamente os mesmos resultados: isto porque, como I(1 já repre- 

senta uma boa configuração, teremos R? muito próximo a ai, senão igual (verifique 

seção 111.2). De qualquer forma, como a lieurística 1 modificada, neste caso, indica ape- 

nas a ordem em que as facilidades serão consideradas, podemos decidir pela aplicação 

de R" tendo em vista que se trata de uma aproximação bem mais simples de ser 

calculada. 



A iteração DROP abrange os passos de 5 a 10. A escolha do possível 

armazém s a fechar, entre os atualmente abertos, ocorre no passo 6, numa indicação 

da heuristica 2 modificada, que portanto deve ser aplicada aos elementos de I(1. 

Entretanto, se tal facilidade s ,  mais provável de ser trocada com r ,  

possui menor potencial para ser fechada que esta, ou seja, satisfaz no passo 7 

então nenhuma troca com r trará economia. Assim a facilidade r deve permanecer 

desativada (continuar em lio) e uma outra em Ko deve ser considerada. 

Mesmo que a desigualdade acima não se verifique, a troca só será real- 

mente efetivada caso esta decisão, de fato, venha a melhorar a solucão corrente, isto é, 

se Z(K1  U r - s )  < Z(I(1), ou ainda se 

E o que faz o passo 9 quando efetua a atualização 1(1 = Iil U {r) - {s). 

Do contrário, uma nova tentativa de troca com r será considerada. Por 

isso o passo 10 estabelece a volta para a escolha de uma nova facilidade a fechar. 

A atualização A: = S, + A, é apropriada, uma vez que 

E, além disso, tal atribuição faz com que a facilidade s não seja novamente considerada, 

pois, como fs - Ss 5 fr (negação do passo 9)) temos 

de modo que uma nova escolha de s  no passo 6 seria descartada no passo 7. 

De outra forma, poderia ser criado um conjunto para manter as facili- 

dades que não devem ser retiradas. 

A segunda fase termina finalmente no passo 0, quando todas as facilida- 

des em li, tiverem sido consideradas. É fácil verificar que o teste de parada (Ko = 0) 
será eventualmente satisfeito, uma vez que a cada iteração ADD a facilidade escolhida 

é retirada de T o .  



Adicionalmente, para permitir, na fase 2, a troca de uma facilidade por 

várias, poder-se-ia, ao sair no passo 9, de posse de uma nova solução (melhorada), em 

vez de retomar logo ao passo 0, aplicar um procedimento DROP muito semelhante a 

este primeiro. 

Passo 11: (* Aproximações *) 
Calcular A? = wD(K1 - i) - TV(IG) i E IC1 

A : = A ~  i€IC1, i # ~  

A: = rnax(Ap, A,) 

Passo 12: (* Possível arm. a fechar *) 

fs - A: = ma~iE~fi-r{fi - A?} 

Passo 13: (* Voltar a acrescentar *) 
Se (fs - A:) 5 (f, - A:), voltar a O 

Passo 14: (* Economia Exata *) 
Calcule W(Kl - s) 

A, = W(K1 - s) - W(&) 

Passo 15: (* Efetuar retirada *) 

Se As < fs 
ICl = ICl - {s} 

ICo = ICo U {s} 

voltar a 11 

Passo 16: (* Tentar outra retirada *) 
A: = A, 

voltar a 12 

Na verdade, esta segunda parte da iteração DROP pode ser incorpo- 

rada à primeira, a partir de algumas adaptações, de modo a constituir um único laço. 

Optou-se, todavia, por apresentá-las separadamente não só para facilitar a exposição, 

como também para sugerir que esta segunda parte não necessariamente precisa ser 

empregada. E claro que, se se decide implementar ambas, um único laço deve ser 

cons truído. 

As duas opções, isto é, só a primeira parte da iteração DROP ou ambas, 

foram consideradas no nosso estudo. Verificou-se que, para apenas dois dos problemas- 

teste (descritos na seção a seguir) a segunda opção proporcionou melhor resultado 

numérico. Por outro lado, como era de se esperar, a primeira opção requereu menor 

esforço computacional em todos os testes. Desta forma, parece melhor considerarmos 

apenas a troca simples entre uma facilidade e outra. Por isso, no Apêndice A, a versão 

apresentada implementa somente esta opção. 



Vale ressaltar aqui que todos os procedimentos apresentados só efe- 

tuam uma troca se ela realmente proporciona alguma economia. Outras estratégias 

que, mesmo sem vislumbrar uma possibilidade imediata de melhora, permitissem o 

acréscimo de uma facilidade à solução corrente para futura avaliação, poderiam também 

ser empregadas. Contudo, estas opções conduzem, em geral, a métodos enumerativos, 

que não constituem a proposta do nosso trabalho. 

V.2 Problemas Teste 

Os problemas aos quais aplicaremos o algoritmo compreendem exemplos de CWLP, 

disponíveis na literatura internacional, de uso frequente entre pesquisadores, para com- 

paração, mais realística, da eficiência de seus algoritmos. 

Na verdade, são diferentes grupos de dados, mais especificamente custos 

de transporte e demandas de consumidores, que geram uma vasta gama de problemas, 

a partir da variação de alguma das características das facilidades (custo fixo e/ou 

capacidades), conforme tabela abaixo: 

GRUPO 
PROB. 

IV 
v 
VI 

VI11 
IX 
XI 
XII 

A 
B 
C 

NO. POSS~VEIS 
LOCALIZAC~ES 

(4 
16 

Tabela V.l: Descrição dos Poblemas 

50 
50 

100 
100 
100 

Os grupos de problemas IV a XII são originários dos dados formalizados 

NO. CENTROS 

DE DEMANDA 

(4 
50 

por Kuehn e Hamburger[38], sendo que IV a IX seguem a mesma numeração empregada 

por Akinc e Khumawala[3]. Os problemas que faltam na sequência são de dimensão 

bastante reduzida (1,II e 111), ou não capacitados (111, VII, X e XIII), que, por isso, 

não os consideraremos . 

50 
50 

1000 
1000 
1000 

CAPACIDADE 
DOS ARMAZENS 

(unid 1000) 
5 

CUSTO FIXO 
DOS ARMAZÉNS 

($ 1000) 
7.5 / 12.5 / 17.5 / 25.0 

5 
15 

8/10/12/14 

51 6/ 71 8 
5/5.75/6.5/7.25 

7.5 ) 12.5 ) 17.5 ) 25.0 
7.5 / 12.5 / 17.5 / 25.0 

Randômico 
Randômico 
Randômico 



Já os grupos A, B e C compreendem problemas gerados randomicamente 

por Beasley[lO] . Nestes casos, também os custos fixos são aleatórios. 

Como é de costume usaremos a notação (P-x) para indicar a variação x 

do grupo de problemas P. Assim, por exemplo, IV-1 representa o primeiro problema 

do grupo IV, ou seja, aquele onde o custo fixo é $7500. Similarmente A-3 especifica o 

problema do grupo A onde os armazéns têm capacidade 12000. 

Os dados que compõem todos estes problemas foram adquiridos junto 

a OR-Library (Beasley[l2]), uma biblioteca eletrônica organizada no Imperial College, 

que contém vários problemas-teste relativos a diferentes áreas da Pesquisa Operacional. 

Apenas a título de curiosidade, ou ainda, para melhor compreender a 

estrutura destes problemas, vamos explicar o modo como foram gerados. 

Nos problemas originários de Khuen e Hamburger, os 50 centros de 

consumo representam cidades dos Estados Unidos, onde a cada 1000 habitantes3 fez-se 

corresponder uma unidade de demanda. Algumas dessas cidades (16, 25 ou 50 delas) 

poderão ser tomadas também como possíveis localizações de armazéns, e uma delas foi 

fixada para sediar a fábrica (centro produtor). 

Os custos de transporte aos centros consumidores foram admitidos como 

proporcionais às distâncias4 que as mercadorias deveriam percorrer. Assim, o custo 

unitário de transporte cij entre a facilidade i e o centro de demanda j foi calculado 

como 

cij = 0.0125d0; + 0.0250d;j 

onde 

doi = d' istância entre a fábrica e o armazém i 

d = distância entre o armazém i e o consumidor j 

Quanto aos problemas gerados por Beasley, os centros de oferta e de- 

manda foram alocados em um quadrado de lado 1000 e o custo unitário de transporte 

entre um cliente e um consumidor foi então tomado como propocional à distância eu- 

clideana entre eles, por um fator multiplicativo aleatório no intervalo [1.00,1.25]. A 
demanda de cada consumidor foi também determinada randomicamente, como um 

inteiro entre 1 e 100. 

Para gerar os custos fixos, Beasley procedeu da seguinte forma: pri- 

meiro, especificou um número desejado Po de facilidades abertas na solução ótima (5, 

3Fonte: The World Almanac, 1960; New York World-Telegram and the Sun, Nova York, 1960 
4Fonte: Rand McNally-Cosmopolitan World Atlas, Rand McNally & Co., Chicago, 1951 



10 e 15 respectivamente para A, B e C); a seguir, formou randomicamente um con- 

junto de (Po + 1) facilidades e avaliou o custo C1 de atender a demanda, alocando cada 

consumidor ao seu fornecedor "mais barato"; então, retirando (aleatoriamente) duas 

facilidades deste conjunto, determinou o custo semelhante C2, agora considerando ape- 

nas as (Po - 1) facilidades restantes; o custo fixo de cada facilidade foi então tomado 

como (C2 - C1)/2 multiplicado por um número aleatório do intervalo [0.75,1.25]. A 
idéia subjacente a este procedimento é assegurar que na solução ótima existam mais 

ou menos Po facilidades abertas. 

Resultados Comput acionais 

Os resultados que apresentaremos nesta seção foram obtidos em um microcomputador 

PC-AT 486, pela implementação em FORTRAN-Lahey do algoritmo apresentado, onde 

na segunda fase apenas a primeira parte da iteração DROP foi considerada. 

Para a resolução do problema de transporte foi programado o proce- 

dimento descrito no Capítulo 4. Ambas as implementações, do algoritmo em si e do 

módulo de transporte, encontram-se nos Apêndices A e B, respectivamente. 

As tabelas a seguir apresentam as soluções obtidas para os diversos 

problemas descritos na tabela V.l, organizados de acordo com suas dimensões. 

Cada uma dessas tabelas (V.2 e V.3) apresenta a solução ótima do pro- 

blema, em termos de número do facilidades abertas e custo total de instalação e trans- 

porte, as soluções determinadas pela primeira e segunda fases do algoritmo e as dife- 

renças percentuais entre a solução de cada fase e a solução ótima. 

As diferenças percentuais são calculadas pelas fórmulas 

onde Z1 e Z2 representam, respectivamente, as soluções da primeira e segunda fases, 

obtidas tomando €1 = 0.70 e c2 = 0.05 na fase 1. 

Analisando-se a coluna D I F ~ ,  constata-se que nosso algoritmo obteve 

resultados consideráveis, tendo em vista que se trata de um procedimento heurístico. 

Para os problemas pequenos (IV a XII) em apenas três as soluções 

obtidas não são as ótimas, mesmo assim muito próximas (diferenças percentuais de 
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I s o ~ u c Ã o  ÓTIMA I SOLUCÃO lo FASE SOLUCÃO 2~ FASE 
I I 

PROB. NO. I CUSTO I NO. 1 CUSTO I D I F ~  I NO. I CUSTO 
ARM (2") ARM V 1 (%) ARM P2) 

A-1 7 19240822.449 7 19403570.393 0.85 7 19261175.421 

Tabela V.3: Resultados para os problemas de grande porte 

0.08%, 0.29% e 0.37%). Observe ainda que já na primeira fase a maioria dos problemas 
(76% deles) estava definitivamente resolvida. Isto demonstra que já esta primeira fase 

gera boas soluções. 

Para os problemas grandes (grupos A, B e C), as diferenças percentuais 

permaneceram reduzidas (média de 0.18%). Algumas das soluções encontradas são 

ótimas e mesmo a iínica que gerou uma diferença superior a 0.4% (problema B-3 com 

0.72%) seria melliorada caso aplicássemos também a segunda parte da iteração DROP, 
gerando uma diferença de apenas 0.33% (Com isso a média cairia para menos de 0.15%). 

Também para estes problemas as soluções da primeira fase já podem 

ser consideradas satisfatórias, especialmente para os grupos B e C, onde as diferenças 

ficaram na faixa de 1%. Mesmo assim, a aplicação da segunda fase conseguiu reduzi-las 

significativamente. 

No geral, considerando todos os 37 problemas resolvidos, a diferença 

percentual média ficaria inferior a 0.08%, para a versão do algoritmo constituída apenas 

pela primeira parte da iteração DROP, e inferior a 0.07%, tomando-se os resultados 

obtidos com a outra versão. 

Quanto aos tempos de computação, a eficiência do algoritmo no que 

se refere a este aspecto pode ser estimada analisando-se as tabelas V.4 e V.5, nas 

quais os problemas foram organizados segundo grupo e variação. Nessas tabelas está 



GRUPO 1 PROB. 1 FASE 

TOT. 

TOT. 

TOT. 

TOT. 

TOT. 

TOT. 

TOT. 

Tabela V.4: Tempos de computa.ção para os problemas de pequeno porte 

totalizado, considerando-se ambas as fases do algoiitmo, o tempo gasto (em segundos) 

para a resolução de cada problema, não incluído o tempo inicial de leitura dos arquivos 

de dados. 

A divulgação destes tempos de processamento constitui o meio mais 

comumente utilizado para mensurar o esforço computacional dispendido. Verifique 

então nos dados fornecidos o bom comportamento do algoritmo: para os problemas 

de pequeno porte, os tempos de computação foram ínfimos (menos de 1 s), e mesmo 

para os problemas maiores, os resultados foram gerados em tempo bastante reduzido 

(média inferior a 1 min 10 s). 

Mesmo reconhecendo a debilidade de qualquer comparação entre al- 

goritmos a partir de tempos de computação, tendo em vista as grandes diferenças de 

máquinas empregadas e até mesmo de formas de implementação, apresentamos a seguir 



I PROB. I F A S E I  1 1 - 2 2  1 3 1 4 1 
I \ r I 

Tabela V.5: Tempos de computação para os problemas de grande porte 

I GRUPO I 

as tabelas V.6 e V.7, que relacionam o algoritmo proposto aos algoritmos enumerativo 
de Beasley[lO] e heurístico de Mateus e Bornstein[39], do qual é uma extensão. 

VARIAC~ES PROBLEMAS 

Os tempos referentes ao algoritmo de Mateus e Bornstein foram obti- 
dos também em um rnicrocomputador AT-486, utilizando o código implementado por 

Rangel[46]. No que se refere ao de Beasley, ressalte-se que se trata de um algoritmo enu- 
merativo, mas que por outro lado os tempos foram gerados em um 'supercomputador' 

CRAY-lS, que possui capacidade de processamento vetorial. 

Analisando-se as diferenças percentuais calculadas 

onde 

To = tempo gasto pelo algoritmo proposto 

T' = tempo gasto pelo algoritmo de Mateus e Bornstein 

T2 = tempo gasto pelo algoritmo de Beasley 
-1 
T = max(T1,TO) 
-2 
T = m a x ( ~ ~ , ~ O )  

verificamos que os tempos demandados pelo algoritmo proposto para resolver os pro- 

blemas de pequeno porte foram todos menores que aqueles consumidos pelos dois ou- 

tros em análise: 86.21% em média inferior a Beasley e 93.62% a Mateus e Borns- 
tein. Convém registrar que, além disso, as soluções obtidas com este último algoritmo 



Tabela V.6: Tempos de computação para os problemas de pequeno porte 

TEMPOS DE COMPUTACÃO (s) 

ALGORITMOS 

PROB. 

N-1 

BEASLEY PROPOSTO 

TEMPO 
(TO 1 
0.05 

TEMPO 
(T2 1 
1.20 

~ 2 - T O  * 100 
?r2 

95.83 

MATEUS e BORNSTEIN 

TEMPO 
(T1 1 
0.65 

p - p  + 100 
?r1 

92.31 



TEMPOS DE COMPUTACÃO (s) 

ALGORITMOS I PROPOSTO I BEASLEY 

Tabela V.7: Tempos de computação para os problemas de grande porte 

PROB. 

A-1 

apresentaram diferença percentual média de 1.72% em relação à solução ótima dos 

problemas, taxa consideravelmente superior aos 0.03% atingidos por nosso algoritmo. 

TEMPO 
(TO 

64.70 

A princípio pode parecer estranho que os tempos obtidos por Rangel[46] 

sejam superiores, tempo em vista que o algoritmo de Mateus e Bornstein realize um 

TEMPO 
(T2) 
87.40 

número menor de operações que o algoritmo proposto. Entretanto, como já mencio- 

772-TO * 100 
?F2 

25.97 

nado, estes resultados podem ser também decorrentes das diferenças de implement ação, 

por exemplo, devido às estruturas de dados utilizadas. 

Quanto aos problemas maiores, para os quais só dispomos dos tempos 

de Beasley, permaneceu, de um modo geral, a mesma tendência. Apenas dois deles 

consumiram maior tempo, sendo mínima a diferença para um (1.66%) e significativa 

para o outro (51.18%). Ressalte-se, todavia, que em Beasley o tempo dispendido 

por este segundo problema é bastante inferior aos demandados pelos demais de seu 

grupo. No total, tomando-se os 12 problemas de grande porte testados, constata-se 

uma diferença percentual média de 28.94%, favorável ao algoritmo proposto. 



Capítulo VI 

Conclusões 

O objetivo do trabalho, como inicialmente definido, era o desenvolvimento de um al- 

goritmo heurístico para o problema de localização capacitado. Para tal foram estu- 

dados diversos testes de redução e heurísticas gulosas já conhecidos. Neste ponto não 

houve contribuições adicionais aos resultados existentes. Ressalte-se, entretanto, a 

apresentação, no Capítulo 2, de uma demonstração mais concisa para a otimalidade 

destes testes. 

No Capítulo 3, ainda com relação aos testes e heurísticas para abrir ou 

fechar uma facilidade, destaca-se a avaliação de aproximações que permitem incremen- 

tas a eficiência computacional, no aspecto tempo dispendido, dos algoritmos que os 

empreguem. Encontra-se aí uma efetiva contribuição do nosso trabalho, não no que 

diz respeito à obtenção de novos limites, mas a forma como foram gerados. 

Para cada caso, ativação e desativação de facilidades, foram conside- 

radas várias formas de relaxação lagrangeana do problema, relaxando-se, através de 

diferentes multiplicadores, ora ambas as restrições de oferta e demanda, ora cada uma 

delas individualmente, e ainda, por vezes, acrescentando-se restrições redundantes. 

Constatou-se que todas as formas de relaxação aplicadas conduziram, 

em geral, a limites já conhecidos, à exceção de uma ou outra variações. Verificou-se 

adicionalmente a superioridade tanto numérica quanto computacional do limite A? 
(Mateus e Boriistein[39]) sobre os demais limites gerados para A;, inclusive & (Akinc 

e Khumawala[3]), e a superioridade em termos de aproximação do limite ni (Akinc e 

Ilhumawala[3]) com relação aos outros limites encontrados para R;. Analisou-se ainda 

condições em que ocorre a igualdade de n; a R: (Mateus e Bornstein[39]) e situações 

de preferência do uso deste limite ao daquele, tendo em vista sua bastante menor 

complexidade comput acional. 



Estudados os testes e heurísticas, foi então proposto um algoritmo novo 

para a resolução do CWLP, composto por duas fases: a primeira, que procura de- 

terminar uma "boa" solução, intercalando a ativação e desativação de facilidades, e a 

segunda, que funciona como uma espécie de ajuste da anterior, reconsiderando decisões 

já tomadas, através da permuta de estados anteriormente atribuídos a certos armazéns. 

Para avaliação de seu desempenho, o algoritmo foi aplicado a problemas- 

teste padrões, descritos na seção V.2, que podem ser divididos em dois grupos básicos: 

problemas pequenos (dimensão de até 50 facilidades x 50 consumidores) e problemas 

grandes (dimensão de 100 facilidades x 1000 consumidores). 

Os resultados obtidos foram significativos. Boa parte das soluções en- 

contradas são ótimas (88% dos problemas pequenos e 33.3% dos grandes). Mesmos 

para as soluções não ótimas, as diferenças percetuais permaneceram bastante reduzi- 

das, inferiores a 0.4%, e podem ser consideradas satisfatórias. No geral, tomando-se 

todos os 37 problemas resolvidos, a diferança percentual média ficou inferior a 0.08%. 

Com relação aos teinpos de conlputação do algoritmo, obtidos em um 

microcomputador AT-486, são ínfimos para os problemas de pequeno porte (inferio- 

res a 1s) e bastante animadores para os problemas de maior porte (média inferior a 

lmin 10s). Apenas para fornecer uma base comparativa, registre-se que estes tempos 

são inferiores aos de Beasley[lO] em média 86% para os problemas pequenos e 29% 

para os problemas grandes. Ressalte-se entretanto que o algoritmo de Beasley é enu- 

merativo, mas que por outro lado os tempos foram obtidos em um 'supercomputador' 

CRAY-lS, que efetua certas operações de cálculo de forma paralela. 

Os resultados expostos acima, e mais detalhadamente do Capítulo 5, 

analisados tanto no aspecto qualidade da solução quanto no que se refere ao esforço 

computacional, indicam que o algoritmo proposto funciona igualmente bem em pro- 

blemas de pequeno e grande porte e é capaz de resolvê-los sem maiores dispêndios 

comput acionais. 



Apêndice A 

Implement ação do Algorit mo 
para o CWLP 

O algoritmo proposto no Capítulo 5 está implementado a seguir, em FORTRAN-Lahey, 

subdividido em vários módulos, que comporão as diversas subrotinas do programa. Por 

simplicidade, nem todos estes módulos serão explicitamente apresentados aqui, apenas 

os essenciais. Para os outros, especificaremos simplesmente suas funções. 

Antes, porém, vamos identificar as estruturas que armazenam os dados 

do problema e entender o significado das variáveis de controle utilizadas. 

Os vetores ctrans , cf ixo , capof r e capdem mantêm, respectivamente, os va- 

lores de c;j ,  f;, a; e b j ;  nofr e ndem correspondem ao número de possíveis loca- 

lizações de facilidades e total de centros de demanda a atender. 

o A estrutura waprox contém o melhor valor das aproximações A; 

o Os conjuntos I(1, I(2 e Ko, utilizados no algoritmo, como são disjuntos, serão 

representados num único vetos K onde K (i) =i, se i E I(1, K ( i )  =2, se i E 1(2 
e K(i)=3, se i E T o .  As variáveis NKI, NK2 e NK3 especificam o número de 

elementos de cada um destes conjuntos respectivamente. 

o O referencial capfecho indica o quanto de capacidade ainda se pode fechar, 

considerando os armazéns já desativados, de forma a não tornar o problema 

inviável. 

Isto bem entendido, podemos passar à exposição do programa, que então não conterá 

a área de definição de variáveis. 



I I - - - - - - - - - - - - - - - - -  . . programa principal -------------- ! !  

call leitura 

do i=l,nofr 

waprox(i)=O. 0 

K (i) =2 

end do 

NK2=nof r 

NKi=O 

NK3=0 

capf echoxapdem (0) 

i ! *------ primeira fase -------- * 
call inicializa-transporte 

call transporte (wki) 

call atualiza-solucao 

do while (NK2.ne.0) ! ! *  e' um repita * 
call escolhe~arm~fechar(s,incerto) 

if (s.ne.0) then 

call fechar-armazem(s,incerto) 

call atualiza- solucao 

endif 

enddo 

call solf asei 

1 ! *------ segunda fase -------- * 
do while (NK3.ne.0) 

! ! *----- iteracao ADD ----- * 
r=O 

do while ( (r. eq. O) . and . (NK3. ne . O) ) 
call escolhe-arm-acrescentar(r) 

call indeterminar-armazem(r) 

call transporte(wki) 

if (wk-wki >= cf ixo(r)) then 

call abrir-armazem(r) 

call atualiza~solucao 

r=O 

end if 

end do 



! ! *----- iteracao DROP ----* 
incerto = .false. 

call escolhe-arm-retirar(s) 

call fechar-armazem(s,incerto) 

if (S. ne . r) then 
call abrir-armazem(r) 

call atualiza~solucao 

else 

call retorna-solucao 

endif 

end do 

call solf ase2 

stop 

end 
! !--------------------------------------------------- ! !  

Vejamos agora a função de cada sub-rotina: 

leitura obtém os dados iniciais do problema (nof r, ndem, ctrans, cf ixo , capof r 
e capdem) e cria o nó demanda artificial. 

inicializa-transporte constrói a solução inicial (árvore básica) do primeiro pro- 

blema de transporte. (Ver Apêndice B). 

transporte(cost) implementa o algoritmo de transporte, retomando em cost o custo 

de atendimento às demandas (Ver Apêndice B). 

atualiza-soiucao preserva a mell-ior solução encontrada, ou seja, a mais recente. O 
refesencial wk preserva o custo desta solução. 

f echar-armazem(arm) transforma o estado da facilidade arm em 3, se incerto, ou em 

O, se não incerto. (incerto é pois o resultado do teste A,/ f, > E ~ ) .  Além disso 

o valor de capfecho é atualizado. 

abrir-armazem(arm) transforma o estado da facilidade arm em 1. 

indeterminar-armazem(arm) converte o estado da facilidade arm de 3 para 2, provo- 

cando assim sua reconsideração na fase 2. Também atualiza capf echo. 

solf asei, solfase:! apresentam o resultado da fase 1 e fase 2 respectivamente. 



As três subrotinas escolhe-armf echar, escolhe~arm~acrescent ar e 

escolhe-armretirar constituem partes fundamentais do algoritmo e por isso serão 

apresent adas mais det alhadamente. 

! !------ teste exato p/ abrir e heuristica p/ fechar --------- ! !  

subroutine escolhe~arm~fechar(s,incerto) 

parameter(zero=l.Od-4, el=0.70, e2=0.05, tipo=2) 

call calcula~deltaprox(daprox,tipo) 

difsant=-1 ! ! *  um numero negativo * 
do i=l,nofr 

if (K(i).eq.tipo) then 

if (waprox(i)-daprox(i) > zero) then 
dif s=cf ixo (i) - waprox(i) 
if (dif s>dif sant) dif sant=dif s 

else 

waprox (i) =daprox (i) 

endif 

endif 

enddo 

s=o 

do while ((s.eq.0) .and. (NK2.ne.0)) 

dif s=0 

do i=l,nofr 

if (K(i) . eq. tipo) then 
if ( (capof r (i) >capf echo) . or . (waprox(i) >=cf ixo (i) ) ) then 
call abrir-armazem(i) 

else if (difs < cfixo(i)-waprox(i)) then 

s=i 

dif s=cf ixo (i) -waprox (i) 

endif 

endif 

enddo 



i f  (NK2.ne.0) t h e n  

c a l l  a l t e r a - c u s t o  ( s )  

c a l l  t r anspor t e (wki )  

c a l l  r e to rna -cus to ( s )  

dexato=wki - wk 

i f  (dexato . eq .  0 .0)  r e t u r n  

d i f  s=cf  i x o  ( s )  - dexato 

i f  ( (difs<=O) . o r .  (waprox(s)/dexato < e l )  . o r .  

( d i f s a n t > d i f s ) )  t h e n  

i f  (difs<=O) c a l l  abrir-armazem(s) 

i f  ((abs(cfixo(s)-waprox(s)-difsant)<=zero) . o r .  

( d i f  s > d i f  s a n t )  ) d i f  san t=d i f  s 

c a l l  re torna-solucao 

waprox ( s )  =dexato 

s=o 

e l s e  

i n c e r t o  = (dexa to /c f ixo ( s )  > e2) 

endi f  

Este módulo realiza a escolha da facilidade a fechar, aplicando a heu- 

rística 2 modificada, ao mesmo tempo em que seleciona, com o teste 1 modificado, os 

armazéns a serem ativados. 

As aproximações para Ai, especificamente no nosso caso A:, empre- 

gadas em ambos, teste e heurística, são determinadas em daprox pela sub-rotina 

ca lcula-del taprox (daprox, t ipo)  , para cada i, onde K(i )  = t ipo .  



Ainda sobre o bloco acima cabem as seguintes considerações: 

O referencial d i f  s a n t  conserva suPiEr2{fi - A;). Observe que é dispensável 

manter o conjunto I(z.  

As sub-rotinas a l t e r a - c u s t o  e re torna-cus to  adaptam a estrutura da árvore 

básica para a resolução do próximo problema de transporte. (Ver Apêndice B). 

A sub-rotina retorna-solucao retoma a melhor solução encontrada, que cons- 

titui também uma melhor base para a solução inicial do próximo problema de 

transporte. 

! !-------------- a c r e s c e n t a r  armazem a so lucao -------------- ! !  

subrou t ine  escolhe~arm~acrescentar(s) 

parameter  ( inf=I.Od40,  t ipo=3)  

c a l 1  ca lcula~omegaprox (oaprox , t i p o )  

d i f  s=-inf  ! !*-- um numero muito pequeno --* 
do i = l , n o f r  

i f  (K(i) . e q .  t i p o )  t h e n  

i f  (d i f  s < oaprox( i )  - cf  i x o ( i ) )  t h e n  

s=i 

d i f  s=oaprox( i )  - cf ixo  ( i )  

end i f  

end i f  

enddo 

r e t u r n  

end 
! !----------------------------------------------------------- ! ! 

A função deste bloco é selecionar a facilidade a ser acrescentada à 
solução corrente, numa tentativa de gerar alguma possibilidade de melhora. Para 

tal, implementa a heurística 1 modificada, onde as aproximações para Ri, K ( i )  =t ipo,  

são determinadas em oaprox pela sub-rotina calcula...omegaprox (oaprox , t i p o )  , que 

pode implementar opcionalmente R? ou c. 



I I--------------- . . retirar armazem da solucao ---------------- ! !  

subroutine escolhe-arm-retirar(s) 

parameter (t ipo=l) 

call calcula~deltaprox(waprox,tipo) 

waprax (r) =wk-wki 

s=o 

do while (s.eq.0) 

s=r 

dif s=cf ixo (s) -waprox(s) 

do i=l,nofr 

if (K(i) . eq. tipo) then 
if ( (dif s < cf ixo (i) -waprox (i) ) . and . 

(capofr(i)<=capfecho)) then 

s=i 

dif s=cf ixo (i) -waprox(i) 

endif 

endif 

enddo 

if (s.ne.r) then 

call altera-custo (s) 

call transporte (wki) 

call retorna-custo(s) 

if ((wki - wk) >= (cf ixo(s)-cf ixo(r)) then 

waprox (s) =wki-wk + waprox (r) 
; 

s=o 

endif 

end if 

end do 

return 

end 
! !----------------------------------------------------------- ! !  

Este módulo procura reotirnizar a solução após o acréscimo da facili- 

dade determinada no bloco anterior: mais especificamente, procura a facilidade a ser 

retirada. Em termos das subrotinas que utiliza, não traz nenhuma novidade: todas são 

idênticas àquelas de escolhe-armf echar. 



Apêndice B 

Implement ação do Algorit mo 
de Transporte 

Neste apêndice apresentaremos a implementação do algoritmo de transporte descrito no 

Capítulo 4, cujo funcionamento fundamenta-se na associação solução básica x árvore 

geradora. 

A manutenção das árvores básicas, como vimos extensivamente na opor- 

tunidade, compreende a atualização das estruturas P (lxedecessor), X (fluxo), U 
tencial do nó), D (profundidade) e W (sucessor em pré-ordem). 

Tais estruturas serão implementadas em vetores, identificados aqui pela 

mesma notação já adotada. Entretanto, a forma de indexação para os vetores X e P, 
que possuem entradas para ambos pontos origem e destino, terá que ser reformulada, 

de modo a diferenciar referências a nós origem e destino de mesma numeração. 

Para isto, será criado um referencial r a i z  (=nof r + i )  e toda indexação a 

um nó demanda j será da forma X ( j  + r a i z )  ou P ( j  + r a i z ) .  Deste modo, as primeiras 

n o f r  posições de X e P correspondem aos pontos origem, e as (ndem+i) seguintes 

referem-se aos nós destino. 

Também os nós particularizados na exposição do Capítulo 4 serão aqui 

identificados de forma semelhante. De um modo geral, as variáveis de controle utiliza- 

das têm significado bastante óbvio e, portanto, não serão definidas. 

Passemos então ao programa, que está particionado conforme desen- 

volvimento do Capítulo 4. O móclulo t r a n s p o r t e ( c o s t )  devolve em c o s t  o custo 

mínimo para atender as demandas a partir somente dos centros de oferta disponíveis 

(facilidades não desativadas) . 



! !----------- resolucao do problema de  t r a n s p o r t e  -------------- ! !  

subrou t ine  t r a n s p o r t e ( c o s t )  

parameter (zero=- l .  0d-10, large=-1.0d10/2,  max=l0**9, nexam=l) 

! !----------------- esco lha  do a rco  a e n t r a r  ------------------ ! !  

dem=O 

do whi le  ( . t r u e . )  ! ! *  s a i  quando nao tem mais a rco  a e n t r a r  * 
s tar t=dem 

u inc r=ze ro  

npraux=O 

f i m r e p i t a = . f a l s e .  

do whi le  ( . no t  . f  imrep i t a )  

npraux=npraux+ I 

dem=mod(dem+l,ndem+l) 

indem=dem + r a i z  

i f  ( indem.eq. ra iz)  t h e n  

udem=O . O  

e l s e  

udem=u ( p  (indem) ) - c t r a n s  (p (indem) , dem) 

endi f  

do o f r = l , n o f r  

if ( ( ~ ( o f r )  . eq .  ' 1 ' )  . o r .  (K(ofr)  . eq .  ) 2 ) )  t h e n  

r a r c = c t r a n s  (of r ,  dem) - u (of r )  + udem 

i f  ( r a r c  < u i n c r )  then  

u i n c r = r a r c  

inof  r=of r 

endi f  

end i f  

enddo 

f i m r e p i t a  = ((npraux>=nexam).and.(uincr.ne.zero)) 

& . o r  . (u inc r<=la rge )  . o r  . (dem. eq.  s t a r t )  

enddo 

i f  ( u i n c r  . eq .  ze ro )  go t o  100 ! ! * solucao j a )  e '  ot ima * 



out=O 

xincr=max 

j oin=inof r 

noaux=indem 

d j o i n = d ( j  o in )  

daux=d (p (noaux) ) + I 

do while  (noaux. ne .  j o i n )  ! ! *  e '  um r e p i t a  * 
i f  (d j  o i n  < daux) t h e n  

i f  ((noaux > r a i z )  . and. ( ~ ( n o a u x )  <= x i n c r ) )  t h e n  

xincr=x(noaux) 

out=noaux 

endi f  

noaux=p (noaux) 

daux=daux-1 

e l s e  

i f  ( ( j o i n  < r a i z )  .and.  ( x ( j o i n )  x i n c r ) )  t h e n  

x inc r=x  ( j o  i n )  

out=  j o  i n  

endi f  

j  o in=p( j  o in )  

d j o i n = d j o i n  - 1 

end i f  

enddo 

! preparacao p/  a t u a l i z a c a o  d a  a rvore  ------------- ! !  

l a s t = o u t  

e x i t = p  (ou t )  

i f  ( l a s t  > r a i z )  t h e n  ! ! *  e '  no'demanda ? * 
ent ry=inof  r 

f i r s t = i n d e m  

! !*--- i n t i e  = predecessor  de l a s t  ---* 
i n t  i e = e x i t  

daux=d(exi t )  +I ! ! *  d ( 1 a s t )  * 
noaux=w ( i n t  i e )  

! ! *  enquanto s u c c ( e x i t )  .and. nao f i l h o ( 1 a s t )  * 



do while ( (d(noaux) >daux) . and. (~(noaux) .ne . last) ) 
int ie=noaux 

noaux=w (intie) 

enddo 
! ! *--- rscout = successor de first --- rl< 

noaux=p (f irst) 

daux=d(noaux)+l ! ! *  d(first) * 
rscout=w(noaux) 

! ! * enquanto succ(p(f irst)) . and. nao filho (f irst) * 
do while ((d(rscout)>daux) .and. (p(rscout).ne.first)) 

rscout=w(rscout) 

enddo 

primvisit=entry 

uincr=-uincr 

dincr=d(entry) - daux + I 
else 

ent ry= indem 

f irst=inof r 

int ie=p (exit) ! ! *  predecessor de last * 
do while (w(intie).ne.last) 

intie=w (intie) 

enddo 
! ! *--- primvisit = predecessor de entry ---* 
primvisit=p (entry) 

daux=d(primvisit)+l ! ! * d(entry) * 
noaux=w (primvisit) 

! ! *  enquanto succ(p(entry)) .and. nao filho(entry) * 
do while ( (d(noaux) >daux) . and. (p (noaux) .ne . entry) 

& .and. (primvisit.ne.intie)) 

primvisit=noaux 

noaux=w (primvisit ) 

enddo 

rscout=w(f irst) 

dincr=daux - d (f irst) + 1 ! ! * dincr=d (entry) -d(f irst) +I * 
endif 

outtie=w (primvisit) 

visit=primvisit 

visitant=visit 

rear=rscout 

stem=f irst 



xant=O 

do while  (prev .ne .  l a s t )  ! ! *  e '  um r e p i t a  * 
xatu=xant  + x i n c r  

xant=x ( s t  em) 

x(stem) =xatu 

i f  (stem > r a i z )  t h e n  ! ! *  stem eh c e n t r o  de demanda * 
daux=d (p  (stem) ) +3 

! !*--- encadeia  nos a  d i r e i t a  de s t e m  ---* 
i f  ( (d( rscout )>daux)  . o r .  ( ~ ( r s c o u t )  . eq .  s t e m )  t h e n  

~ ( v i s i t )  = r scou t  

do while  ( (d( rscout )>daux)  . o r .  (p ( r scou t )  . eq.  s tem))  

v i s i t = r s c o u t  

d ( v i s i t ) = d ( v i s i t )  + d i n c r  

u ( v i s i t ) = u ( v i s i t )  + u i n c r  

r scout=w(rscout )  

enddo 

endi f  

! !*-- marca onde comecarao os  nos a  esquerda de  stem ---* 
v i s i t a n t = v i s i t  

e l s e  ! ! *  stem eh c e n t r o  de  o f e r t a  * 
daux = d(stem) + 1 
d(stem) =d(stem) + d i n c r  

~ ( s t e m )  =u(stem) + u i n c r  

w(v i s i t )=s tem 

! !*--- encadeia  nos a  esquerda de  stem ---* 
v i s i t = s t e m  

l s c o u t = w ( v i s i t )  

do whi le  ( ( p ( l s c o u t ) . n e . p r e v )  .and.  ( 1 s c o u t . n e . r e a r ) )  

v i s i t = l s c o u t  

d ( v i s i t ) = d ( v i s i t )  + d i n c r  

u ( v i s i t ) = u ( v i s i t )  + u i n c r  

lscout=w ( l s c o u t )  

enddo 



! ! *--- encadeia nos a direita de stem ---* 
if (d (rscout) >daux) then 

w(visit)=rscout 

do while (d(rscout)>daux) ! ! *  e) um repita * 
visit=rscout 

d(visit)=d(visit) + dincr 
u(visit)=u(visit) + uincr 
rscout=w (rscout) 

enddo 

endif 

! !* - - -  encadeia nos a esquerda de prev ---* 
if (lscout .ne. rear) then 

dincr=dincr - 2 
w(visitant)=lscout 

do while (lscout .ne. rear) ! ! *  e) um repita * 
visitant=lscout 

d(visitant)=d(visitant) + dincr 
~(visitant) =u(visitant) + uincr 
lscout=w (lscout) 

enddo 

~(visitant) =stem 

dincr=dincr + 2 
endif 

rear=st em 

endif 

noaux=p (st em) 

p (stem) =prev 

prev=st em 

st em=no aux 

xincr= -xincr 

dincr=dincr + 2 
enddo 

! ! *  ult no ofr visitado no caminho * 



! !*--- encadeia nos a esquerda caso last eh dem ---* 
if (last > raiz) then 
if (intie .ne.primvisit) then 

lscout=w (intie) 

else 

lscout=outtie 

endif 

if (lscout .ne. rear) then 

dincr=dincr - 2 

w(visitant)=lscout 

do while (1scout.ne.rear) ! ! *  e' um repita * 
visitant=lscout 

d(visitant)=d(visitant) + dincr 
u(visitant)=u(visitant) + uincr 
lscout=w (lscout) 

enddo 

visit=visitant 

dincr= dincr + 2 
endif 

endif 

! !*--- ultimos ajustes de atualizacao ---* 
if (primvisit . eq. int ie) then 
outt ie=rscout 

if ( (last<raiz) . and. (~(entry) . eq. j oin) ) then 
daux=djoin+ 1 !!*d(entry) * 

! ! * enquanto succ(join) . and. nao filho (entry) * 
do while ( (d (outt ie)>daux) . and . (p (outt ie) .ne . entry) ) 
primvisit=outtie 

outtie=w(outt ie) 

enddo 

if (primvisit .ne. intie) then 

w(primvisit)=first 

w(int ie) =rscout 

endif 

endif 

else 

w(intie)=rscout 

endif 

w (visit)=outtie 



! ! *--- atualizacao dos demais fluxos ---- * 
if (xincr . ne . O) then 
xincr=-abs (xincr) 

visit=entry 

do while (visit .ne . j oin) 
x(visit)=x(visit) + xincr 
xincr=-xincr 

visit=p (visit) 

enddo 

xincr=abs(xincr) 

visit=exit 

do while (visit .ne. join) 

x(visit)=x(visit) + xincr 
xincr=-xincr 

visit=p (visit) 

enddo 

endif 

! !*--- valor da funcao no ponto otimo ---* 
100 cost=0.0 

do ofr=l,nofr 

cost=cost + ctrans(ofr,p(ofr)-raiz) * x(ofr) 
enddo 

do dem=raiz+l,raiz+ndem 

cost=cost + ctrans (p (dem) , dem-raiz) * x (dem) 
enddo 

return 

end 
! !----------------------------------------------------------- ! !  

Por se tratar de um algoritmo primal, este procedimento deve iniciar 

com uma solução básica viável. Para o primeiro problema de transporte a ser resolvido 

é possível construir uma solução inicial, como já comentado, através da regra do canto 

noroeste, a seguir implementada. 

! !--------- primeira inicializacao do problema -------------- ! !  

subroutine inicializa-transporte 



! !*--- i n i c i a l i z a c a o  do no r a i z  ----* 
p ( r a i z )  = r a i z  ! ! * e s t a  convencao e ) impor tante  * 
d ( r a i z )  =- 1 ! ! *  e s t a  convencao e )  impor tante  * 
x ( r a i z )  =O 

u ( r a i z )  =O 

w ( r a i z )  =l 

j =O 

i = O  

d i n c r = l  

uincr=O . O  

sobraxapdem ( j  ) 

do whi le  ( ( i . n e . n o f r )  . o r .  ( j .ne.ndem)) ! ! *  e )  um r e p i t a  * 
do whi le  ((sobra>=O) .and.  ( i . n e . n o f r ) )  ! ! *  e )  um r e p i t a  * 

i = i + i  

sobra=sobra - c a p o f r ( i )  

p ( i ) = j + r a i z  

x ( i )=capof  r ( i )  

d ( i ) = d i n c r  

u ( i ) = c t r a n s ( i , j )  - u i n c r  

w( i )  = i + l  

enddo 

x ( i ) =  x ( i )  + sobra  

sobra=-sobra 

if ( j . ne . ndem) t hen 

do whi le  (sobra>0) ! ! *  e )  um r e p i t a  * 
j=j+l  

sobra=sobra  - capdem(j) 

p ( j  + r a i z )  =i 

x( j+ra iz)=capdem(j )  

enddo 

x (  j + r a i z ) =  x (  j + r a i z )  + sobra  

d incr=dincr+2 

u i n c r = c t r a n s  ( i ,  j )  - u ( i )  

sobra=-sobra 

endi f  

enddo 

r e t u r n  

end 



Resolvido o primeiro problema de transporte, as soluções iniciais para os 

próximos podem ser obtidas a partir de modificações em soluções ótimas anteriormente 

determinadas, conforme procedimento descrito na seção IV.5.2 e implementado na sub- 

rotina abaixo. 

! !----------- reinicializacao do prob.transporte ----------- ! !  

subroutine altera-custo(arm) 

parameter(inf=i.OdiO) 

if (p (arrn) . eq. raiz) then 
cij=inf 

else 

ci j=ctrans (arm,p (arrn) -raiz) 

endif 

u(arm)=u(arm) + inf - cij 
l=w (arm) 

do while (d(1) >=d(arm)+2) 

if (d (1) . eq. d(arm) +2) uincr=ctrans (arm,p (1) -raiz) - ci j 
u(l)=u(l) + uincr 
l=w (i) 

enddo 

do j=l,ndem 

c(j)=ctrans(arm, j) 

ctrans (arrn, j ) =inf 

enddo 

return 

end 

subroutine retorna-custo(arm) 



Observe que só é necessário manter custos artificiais ( INF)  para os carni- 

nhos originados em uma facilidade, enquanto ela estiver sendo avaliada pela heurística 2 

se deve ou não ser desativada. A seguir, mesmo sendo fechada tal facilidade, estes cus- 

tos a ela associados podem retornar a seus verdadeiros valores, se na parte "arco a 

entrar na base" só considerarmos os armazéns disponíveis, como aqui é feito. (Este 

resultado já foi verificado ao final da seção IV.5.2.) 

Desta forma, só um vetor (que denotamos por c) de dimensão ndem 

precisa ser criado para preservar os reais custos de transporte associados a uma faci- 

lidade, enquanto é avaliada a variação exata nos custos ocasionada pela desativação 

desta, para então serem retomados pela sub-rotina r e t o r n a x u s t o ,  logo em seguida à 

resolução do problema de transporte. 
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