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No tratamento de problemas lineares inteiros mistos de grande 
porte é usual a utilizacão de técnicas de decomposiqão, que se aproveitem 
da estrutura do modelo. Assim inicialmente revisa-se sucintamente as 
principais estruturas que aparecem em problemas reais. 

Nesta tese ilustra-se a aplicagão de algumas destas técnicas a um 
problema proveniente do processo de planejamento da configuragão da 
rede de transmissão digital da TELERT. O enfoque principal, no entanto, 
é dado ao método de decomposigão de Benders. 

O método de decomposigão de Benders é u m  processo iterativo, 
no qual cortes são gerados a partir da solugão exata do subproblema 
gerador de restricões; aqui propomos que tais cortes passem a ser gerados 
a partir da solugão de um novo subproblema sujeito agora também a 
uma região de confianga. 

Uma implementagão para o método de Benders usual foi 
desenvolvida e testada para cenários diferentes em uma rede hipotética 
envolvendo 4 estagões telefonicas. 
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A VBRLEV;TT OF BENDERS' DECBMPOSITIQN METHOD 

Lucn'dio dos Anjos Formiga Cabra1 

Thesis Supervisar: Paulo Roberto de Oliveira 
Department : Systems Engineering arad Computer Science 

In Parge scale mixed integer linear problems it's usual the 
utilization of decomposition technics, that take advantage of the model 
structure. So first, a quick revision of the principal structures that arise in 
real problems is made. 

This work piresenits the application of some of these technics to a 
problem deriving fiom the project configuration process of the digital 
transmission network of TELERJ. Special attentiomi is giveni to Benders' 
decomposition methsd. 

The Bender's decomposition method is an iterative process, in 
which cuts are produced from the exact solution of constraints generation 
subproblem; this work suggests theses cuts to be produced fiom the 
solution of a new subproblem subject to a trust segion. 

An implementation of Benders' usual method was developed and 
tested to different situation in a hypothetical network consisted of four 
stations. 
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1.1 - A estrutura de problemas lineares de grande porte 

Com o advento da era do computador, a programagão 
linear tornou-se uma importante ferramenta para solucionar problemas 
práticos. Aplicagões de programagão inteira também foram largamente 
propostas, mas infelizmente nenhum método para resolver problemas 
inteiros tem obtido tanto sucesso como o método simplex para a 
programagão linear. Entretanto, é frequentemente possível melhorar o 
ternpo computacional explorando a estrutura especial de um problema. E 
felizmente, problemas de grande dimensiio quase sempre possuem uma 
estrutura especial. 

Para problemas lineares, a estrutura do sistema é refletida 
pela distribuição dos elementos não nulos na matriz dos coeficientes das 
restriçaes. Quando o problema é grande, a densidade de elementos não 
nulos na matriz, normalmente, é menor que 5 %. 

As técnicas para resolver problemas matemfà.ticos 
grandes podem ser divididas em duas çlasses: métodos diretos e técnicas 
de decomposipão (Lasdon [l 9701). Os métodos diretos especializam um 
algoritmo existente para uma classe particular de problemas. A segunda 
classe é composta por algoritmos de decomposigiio, os quais subdividem 
os problemas grandes, de acordo com sua estrutura especial, em 
subproblemas menores que são tratados separadamente. As dependências 
entre subproblemas são usualmente tratadas por um subproblema mestre 
que os coordena e p e d e  trocar iniformagão. As vantagens desta última 
técnica incluem a liberdade de resolver cada subproblema usando 
qualquer algoritmo desejado; a capacidade de escrever e analisar módulos 
independentes do programa principal e além disso reduz a quantidade 
requerida de memória. A principal desvantagem é que os subproblemas 
devem ser resolvido várias vezes, uma vez a cada iteraqiio do algoritmo. 

Nas segões seibsequentes examinaremos algumas 
estruturas especiais, a saber: estrutura bloco-diagonal, estrutura escada e 



mais a estrutura de problemas lineares com muitas linhas ou colunas, 
conforme apresentado, por exemplo, em (Minoux [1984]). 

I. 1.1 - Estrutura bloco-diagonal 

Fig. I. 1 (a) Estrutura bloco-diagonal c/ restrigões de 
acoplamento 

Fig. I. 1 (b) Estrutura bloco-diagonal c/ variáveis de 
acoplamento 

Fig. I. l ( c )  Estnitura bloco-diagonal com ambas variáveis e 
restriqões de acoplarnento 



A figura I. l(a) corresponde ao caso de k blocos associados 
com k subproblemas, os quais seriam independentes se não houvesse a 
presenga das restrigões de acoplamento. A partir desta observagão, é 
natural faer-se uso da relamgão lagrangeana para as restrigões de 
acoplamento, a qual nos leva ao cálculo da fungão dual por 
decomposigão. Outras técnicas usuais são: decompssigão por recursos e 
decomposig ão Dantzig-Wolfe. Este tipo de estrutura usualmente ocorre 
quando os k blocos ou subsistemas de variáveis ocorrem juntos 
compartilhando recursos nas restriq6es de acoplarnento. 

A figura I.l(b) corresponde ao caso de k blocos que seriam 
independentes sem a presenga das variáveis de acoplamento. Isto nos leva 
a considerar o particionamento, separando as variáveis de acoplamento 
das demais. Resultaria então, em k blocos associados a k subproblemas 
independentes. Para este caso, a decomposiqão de Benders é uma técnica 
usual. Neste tipo de estrutura, os k- blocos ou subsistemas de variáveis 
interagem somente por participarem em algumas atividades comuns. 

A figura I.l(c) mostra os k blocos acoplados devido à presenqa 
de ambas variáveis e restrigões de acoplamento. Este é o caso mais 
complexo de tratar-se, e para ele foi desenvolvido um procedimento de 
particionamento particular (Ritter 1196'71). Neste caso, os k blocos ou 
subsistemas de variáveis tanto compartilham algum tipo de recurso, 
como também participam de algumas atividades comuns. 

Desde jh escíarecemos que o problema de interesse específico 
deste trabalho possui uma estrutura bloco diagonal com ambas restrigões 
e variáveis de acoplarnento, gozando portanto de um maior grau de 
complexidade. Para resolvermos tal problema adotaremos um enfoque de 
decomposigão de Benders, devido ao fato das variáveis de acoplamento, 
serem inteiras. 8 desenvolvimento sera detalhado na seqão 11.2. 

I. 1.2 Estrutura escada 

Consideremos a seguinte estrutura 



Fig. 1.2 - Matriz escada 

A qual apresenta todos os seus elementos não nulos em 
blocos centrados aproximadamente sobre e abaixo da diagonal principal. 
Tal estrutura e chamada matriz escada . 

As submatrizes At , 171~2, ..., T , são chamadas blocos 
diagonais e as submatrizes Bt  t=1,2, ..., T, são chamadas blocos fora da 
diagonal. Para qualquer coluna não nula de um bloco fora da diagonal, a 
coluna associada de A é chamada coluna de acoplamento, com a 
correspondente variável de acoplamento sendo a componente adequada 
do vetor de variáveis do problema. 

Este tipo de estrutura aparece, por exemplo, em problemas 
de controle ótimo. Problemas deste tipo requerem o desenvolvimento de 
algoritmos especiais, que explorem a estrutura escada (Pollenz [198O]). 

I. 1.3 Problemas lineares com muitas linhas ou colunas 

O elevado número de linhas e/ou colunas em um problema 
linear pode tornar dificil o tratamento da respectiva matriz dos 
coeficientes das restrivões. Nestes casos é usual aplicar o princípio de 
decomposigão de Dantzig-Wolfe para reduzir o número de linhas, 
havendo no entanto o custo adicional de muito mais colunas; entretanto, 
se apenas um deles é elevado, podemos resolver o problema através dos 
metodos simplex (ou dual simplex), de tal modo que não seja necessário 
examinar todas as colunas (ou linhas). 



Assim, diferentemente da maneira padrão como esses 
métodos funcionam, a coluna ou a linha do tableau, requerida pelo 
método simplex ou dual simplex para a atualizqão da matriz base 
corrente através de operagões de pivoteamento, é gerada através da 
resolu@io de um subproblema construido adequadamente. Como gerar 
uma linha do tableau dual 6 equivalente a gerar uma coluna do primal, tal 
procedimento é chamado geragão de coluna, o qual será desenvolvido na 
segão 11.1. .S. 

Então se o problema a ser resolvido possui muitas colunas, 
pode-se aplicar ao seu primal os métodos simplex ou dual sirnplex se 
possui muitas linhas, usa-se o seu dual ao invés do primal e procede-se 
similarmente. Em ambos os casos, o método de resolu@o se& combinado 
com um procedimento de geraqão de colunas. 

1.2 Apresenta$ ão do problema 

O modelo para o planejamento da configurqão otimizada 
da rede de transmissão digital, desenvolvido sob o convênio 
COPPE/TELERJ, (Moreno [1992] , Vidal [I 9921 e outros), configura um 
problema linear inteiro misto, cuja resolupão é abordada neste trabalho. 
Este pode ser escrito da seguinte forma: 



(PIM) Min ctm + c'tn + C eihi 
i=O 

m 2 0, n 2 O inteiros; $ ui 2 0, i = O,l,2. 

Note-se que as restricões (10)-(14) são de acoplamento, e 
além disto, as variáveis inteiras m e n aparecem como variáveis de 
acoplarnento. 

Nos capítulos skibsequentes, todos os enfoques serao dados 
com base neste problema, a menos de excegões explicitadas. 

O problema inteiro misto (PIM) pode ser condensado na 
seguinte notagão, onde consideramos, para efeito de simplicidade, as 
restrigões (5),(13) e (14) corno sendo igualdades. 



(PIM') Min cty +etx 
S. a: 

Bx = b 
e y  5 d 

Dx + Fy = f 

y 2 0 inteiro, x 2 0 

onde yt = (m'nt), xt = (ftuotyu ltyu2t), bt = ( ~ ~ ~ , 0 t ~ 0 t ~ 0 t , 0 t ~ 0 f ~  c= K1 
df = ( 0 t , ~ ~ t ) ,  c=  (K3tyK,4t) e as matrizes são tais que: 



Nas segcies deste capítulo aplicaremos algumas técnicas de 
decomposigão ao problema apresentado na secão 1.2. 

I. 1 Relaxagão Lagrangeana e Dantzig-Wolfe 

Estas técnicas possuem aspectos altamente vantajosos 
quando a estrutura do problema é naturalmente bloco-diagonal 
com restrigões de acoplamein.to, uma vez que permite decompor 
trivialmente o problema mestre, no caso de Dantzig-Wolfe e a 
fungão dual, no caso da relaxagão lagrangeana. 

Inicialmente trataremos da relaxagão lagrangeana e em 
seguida apresentamos a decomposigão de Dantzig-Wolfe 
diferentemente da apresentagão classica (Dantzig [I 96 I]), de 
modo a mostrar a profunda relagão existente entre estas duas 
técnicas (Magnanti [ 19761). 

11.1.1 Relamgão Lagrangeana e cálculo da fungão dual por 
decomposigiio 

Consideremos o problema inteiro misto apresentado na segão 
1.2, ou seja: 

Min cty +e% 
S. a: 

(0 Bx = b 
Cy I d 

Dx + Fy = f 

y 2 O inteiro, x 2 O 



Para simplificar a apresentaqão, introduzimos os seguintes 
politopos X={ x / Bx = b, x 2 O], Y={y / Cy I d, y 2 0, inteiro] 
e S={(qy)/ x E X e y E Y 1, os quais suporemos limitados e não 
vazios. Com algumas modificaqões a relaxa@o lagrangeana pode 
ser aplicada sem dificuldades para o caso de politopos não 
limitados. 

Observando o problema acima, podemos constatar que o 
conjunto de restrigões (3) consiste das restrigões complicadoras 
do problema, assim a relaxa~ão lagrangeana destas é indicada. 
Associando a estas um vetor y , o qual denota os multiplicadores 
de Lagrange, definimos para qualquer y a funqão lagrangeana 

L(KY, y ) Por 

e a fungão dual W( y ) é dada por 

= yff + Min {(et - ytD )c] + 
x d  

É facil perceber que a função dual se decompõe em dois 
subproblemas onde as respectivas fungões objetivo têm seus 
coeficientes pertubados pelo valor da variável dual y multiplicada 
pela submatriz apropriada. 

Assim o cálculo da funqão dual reduz-se a solugão de 
subproblemas lineares e lineares inteiros independentes e de 
dimensões reduzidas, cada um correspondendo a um bloco do 
problema original. Tal propriedade ' da fun@io dual é que 
possibilita resolve~mos o problema original por decomposicão. 

Agora, definamos o problema dual (D) de fP) : 



(D) Max W( y ) 
y livre 

A teoria da dualidade lagrangeana nos permite afirmar as 
seguintes propriedades : 

i) W(.) é uma hnção côncava de y é diferenciável em 
quase todos os pontos. * * ii) Se (P) tem uma solia@o ótima finita (x ,y ) , então * * L(x, y, y ) possui um ponto de sela (x*, y , y ), e para todo y e 
para todo (qy) viável para (P), temos 

iii) Seja X e y soluções ótimas de seus respectivos 
subproblemas, então o vetor 

é um subgradiente da fungão W(.) no ponto y . 

Deste modo, dispomos de uma maneira direta de calcular um 
subgradiente de W ( y )  em y , o qual é um elemento do 
subdiferencial aW(y). Em virtude de conhecermos um 
subgradiente em cada ponto da fiinção, podemos assim aplicar 
um método de subgradientes para resolver o problema dual (D). 
Tal método obtém boas aproximagões do valor ótimo da fungão 

dual W( f )  e bons limites inferiores sobre o custo de uma solupão 
ótima para o problema original (P). 

Outras técnicas podem ser aplicadas na resolução do 
problema dual, uma delas e o uso do procedimento de geração de 
colunas, o que é mostrado na próxima subsegão. 



II. 1.2 Método de Decomposi@o de Dantzig-Wolfe 

O problema dual (I)) pode ser resolvido pelo método de 
decomposigão de Dantzig-Wolfe, como a seguir. Antes porém, 
devemos enunciá-lo como um problema linear. 

Usando o fato de que o Cltimo dos subproblemas em x e y são 
alcangados em um vértice dos seus respectivos poliedros e 

denotando por V X  o conjunto dos vértices de X e por VY o 
conjunto dos vértices (inteiros) de Y, obtemos a equivalente 
expressão 

Se denotarmos por V S  o conjunto dos vértices de S, onde 
(X;Y) c S , assumindo conhecidos todos os vértices do poliedro 

S, tal que V S  = p, então a funpão dual para todo y deve 

satisfazer 
I i 

para todo (x', y' ) E V ', i= 1,2,. . , p. 

Como, para todo y*, a igualdade é verificada na inequação 
acima para pelo menos uma desigualdade, podemos concluir que 

W(Y) corresponde ao valor ótimo do seguinte problema linear: 

Max v 
V9Y 

S.8. 

v < y t f + ( e ' - y t ~ ) x ' + ( c t - y t ~ ) y '  i=12,..,p 



:nn8as .rr ouro3 'pnp nas o Jejnruroj somapod '(I) 
ap sa$h.qsa~ S. swnp s~a~yre~ ap n JO~A mn opuer~oss~ 

w=,k.&-,x~-J a ra+ d3= z F. Ft ?f F 

(dc.-"ZC~=~ esed) opuazq 'opmsa sas m?qurq apod ~enb o 

ZI 



que não se conhece todos os vértices dos poliedros X e Y, que 
aparecem na formulagão do problema (I). 

Usaremos então o problema dual (PD) restrito a um pequeno 
número de suas variáveis, o qual será chamado problema mestre 
restrito. Adota-se um procedimento de geragão de colunas a 
adicionar ao problema mestre restrito. Tal procedimento deve ser 
eficiente e no intuito de o formalizarmos, denotemos por v e y 
os vetores de variáveis duais associadas com as restrigões (4) e 
(5) respectivamente de (ID), entãct deve existir um método capa  

de encontrar a variável uS tal que 

Isto significa encontrar a coluna s tal que 

+ +c?) 

o que é estritamente equivalente a calcular a fungão dual W(.) no 
ponto y . 

Neste caso o algo~itmo de gerar as colunas não é senão um 
método para calcular W(y). Os subproblemas são resolvidos 
independentemente um do outro, em y podendo ser pelo método 
simplex. Se denotarmos por e 7 os vértices so1uc;Ões destes 

subproblemas, então o elemento (2, yS) E yS é dado por xS = e 
S y = y .  

Assim, a cada iteragão produz-se uma coluna adicional para 
o problema mestre, definida por 

Em seguida, adiciona-se esta coluna ao problema mestre 
corrente resultando num problema mestre aumentado, o qual 
quando resolvido produz um novo vetor de variáveis duais y e 



este é passado ao algoritmo gerador de colunas, o qual irá 
produzir uma nova coluna, e o processo se repetirá, se a nova 
variável gerada satisfizer 

caso contrario, o critério de parada é satisfeito, uma vez que todas 
as variáveis de (ZD) possuem custo reduzido maior ou igual a 
zero; enao a corrente solução do problema mestre é uma solução 
ótima de (ID). 

Assim, se é a solupão ótima do problema mestre corrente, 
então v denota o valor ótimo de (I) e podemos encontrar a 
soluqão do problema original por 

Isto decorre da definipão de a' = f - D X ' - F ~ '  , da 
verificapão óbvia de (4145) e (6). Então, por substituigão, 
chegamos (7) e (8). 

A expressão acima para V* levará, em geral, a uma proposta 
de soluqão não inteira, que no entanto pode ser utilizada como 
ponto de partida para alguma heudstica visando a melhoria da 
soluqão. 

11.2 Decomposipão de Benders 

O método de decomposipão de Benders (Benders [1962]) é 
uma forma clássica de abordar problemas lineares de grande 
porte, tendo sido originalmente desenvolvido para problemas de 
programa@ linear inteira-mista. Não obstante, se aplica a 
problemas mais gerais, por exemplo se as variaveis puderem ser 
decompostas em dois subconjuntos, de tal frrrma que fixados os 



valores das variáveis em um dos subcornjuntos, resulte em 
problema de programação linear. 

Consideremos o problema inteiro misto apresentado na 
se~ão 1.2, ou seja: 

(p) Min cty +etx 
S. a: 

Bx = b (9) 
Cy 5 d (10) 

Dx + Fy = f (11) 
y 2 O inteiro, x 2 0 (12) 

Antes de prosseguirmos com a exposiqão, daremos a 
interpr&qão real para as variáveis x e y. Esta Ultima representa 
as variáveis de compra de módulos de equipamentos, sendo o 

custo de compra dado por cfy e as restripaes que dizem somente 
respeito as variáveis de compra de módulos de equipamentos são 
representados por (10). As variáveis x representam as variáveis de 
operação (fluxos de sistemas de 2 Mbit/seg , número de pares de 
fibras monomodo e multimodo) e o custo de operagão (ou 
utilização) é dado por efx  . As restrições de atendimento à 
demanda, conservagão de fluxo, frentes de transmissão, 
capacidade dos nós e capacidade dos arcos são representadas por 
(9) e (11). 

Podemos observar que fixando um vetor de variáveis y em 
y=y* que satisfaça às restrições (10) e (11), o problema 
resultante é: 

o qual é um problema linear. A id6ia do algoritmo de 
decomposição de Benders consiste em a cada iteraqão escolher 
um vetor de variáveis inteiras y (uma proposta de compra de 
rnódulos de equipamento); resolver o problema (PL) e usar a 



informa@io do dual do mesmo para determinar uma nova 
proposta de compra de módulos de equipamentos "melhor" que a 
anterior. Observe-se que desta forma se aproveita a lineaiidade do 
problema (PL) podendo ser resolvido com algoritmos 
especializados. 

11.2.1 Principio de decomposição de Benders 

A técnica de decomposição de Benders consiste em 
reformular o problema original (P) em um problema teoricamente 
equivalente, consistindo somente das variáveis y e uma variável 
contínua. Para tanto, observemos inicialmente que somente y 
viáveis podem ser considerados para (PL), ou seja, y deve estar no 
conjunto 

={ y / 3 xi0 tal que Bx=b, Dx=-f - Fy, Cy <d, y $0 inteiro) 

Assim, Y é o conjunto das propostas de compra de 
módulos de equipamentos. 

Podemos agora reescrever o problema original (P) como 

Para y E fixo, O problema de minimização interno em 
(1 6), toma a forma de (PL) e o seu dual é dado por 

(DL) Max ytb+@(f -0) 
s.a 

~ ' y  +D'B< e 

onde y, 6 são os vetores de multiplicadores duais correspondentes 

as retrições do problema (PL). Seja U=((y, B> / (18) sendo 
verificada). Note-se que o conjunto U não depende da decisão de 
compra de módulos de equipamentos, dado por y. 

Assumiremos neste trabalho que o problema (PL) é viável e 
tem solugão ótima finita, logo o seu dual (DL) também é viável e 



tem solugão finita. Tal suposipão e feita aqui visando simplificar a 
apresenta@io, e poderia ser facilmente retirada em uma análise 
mais detalhada, onde os raios extremais do conjunto U=((y, 6)  / 

B' + D' 8 5 O f seriam considerados. 

Temos ainda que, se o problema dual (DL) possui solupão 
ótima finita, então o máximo ocorre em um dos vértices do 
poliedro convexo U. Assim o problema pode ser reescrito como 

onde ( yi, 4 ) , i= 1,2,. .,p são os pontos extremos do conjunto U. 

Sob nossas suposigões e usando o teorema da daialidade da 
programa~ão linear, podemos ainda reescrever o problema 
original (B) como: 

Definindo 

Nóstemos z>cty+[y~b+6f( j ' -~y)]  parai=l,..,p e o 
problema original (P) torna-se equivalente ao seguinte problema 
inteiro: 

r 2 cty + &+ g ( f -  ~ y )  ,i=I,..,p 
Cy < d 

y 2 O inteiro 
ou em outra forma equivalente (Nemhauser [1988]) 



(PM') Minimizar cty + z' 
Z',Y 

2 2  + i$( f - ~ y )  ,i=l,..,p 
Cy 5 d 

y 2 0 inteiro 

Note-se que o problema mestre (PM') pode conter um 
número muito grande de restri~ões, dependendo do número de 
vértices de U; no entanto, na solugão ótima apenas algumas das 
restriqões serão ativas (isto é, atendidas na igualdade), o que 
sugere o uso de técnicas de relaxagão. 

O algoritmo de decomposigão de Benders, descrito a seguir, 
é uma técnica de reíaxapão que consiste na solugão iterativa dos 
problemas (DL) e (PM'), gerando-se a cada iterapão uma 
restri@o, que passa a compor o problema (PM'). Isto é repetido 
até se alcangar a precisão desejada para o critério de parada. 

11.2.2 Algoritmo de .Decomposigão de Benders 

O algoritmo consiste nos seguintes passos: 

Passo (O): Calcule ( "~o ,  O*), solugão viável de (DL). Se 

( yo, 00) não existe, pare; (P) não tem solugão 
viável. Caso contrario, faga I=l, ZL= - co , 
zu = + m e vá para o passo (1). 

Passo (I ): Resolva o problema relaxado (problema mestre); 

Minimizar cty + z' 
Z',Y 

z'> l;fb + #( f - F ~ )  ,i=O,..,I-1 
Cy 5 d 

y 2 0, inteiro 

Seja ( y í , < )  a sua solupão ótima. Então faqa 



o limite inferior para o valor ótimo da função 
objetivo para o problema original. 
Vá para o passo (2) 

Passo (2): Resolva (DL) para y = y1 dado, 

Seja ( y l ,  O]) a sua solução ótima. Então faga 

o limite superior para a função objetivo do 
problema original. Vá para o passo (3). 

Passo (3): Se z, - z~ satisfaz a precisão desejada, então y1 é 

ótimo para o problema original e z ,  é o valor 
ótimo; vá para o passo (4). Caso contrário, faça 
I=I+1, gere uma nova restriqão, 

e volte ao passo (1 ). 

Passo (4): Seja y* = y1 , então resolva (PL) dado por 

(w Min etx 
S. a: 

Bx = b 
Dx = f - F ~ *  

x 2 0  

O algoritmo de Benders, como descrito acima, adequa-se a 
problemas que envolvem processos de decisão sequenciais. No 



passo (2) obtemos os custos das variáveis x associados a uma 
decisão y tomada no passo (I), então tais custos são usados para 
determinar uma nova proposta y, melhor que a anterior. 

O critério de parada usado está baseado em limites inferiores 
e superiores sobre o valor ótimo z* da função objetivo do 

problema original, ou seja, zl < z* < z, . Para provar que q e z, 
são validos, basta observar que no passo ( 1 )  temos uma relaxagão 

do problema original escrito na forma equivalente (PM'). Então zl 

é um limite inferior do valor ótimo do problema original. Para z,, 

basta observar que a cada iteraqão obtemos yl  e substituindo 

este em (PL), temos como como solugão xx e por fim o desejado 

t t limite superior z, = c yx + e x1 , uma vez que o par ( y I , q )  é 
solução viável do problema original (P). 

Como (?L) e (DL) são duais e equivalentes, se (r1, Q1) é 

solução de (DL) para y1 dado, então é verdade que 

e portanto z ,  é um limite superior para z* . 

Vale ressaltar que cada limite superior está associado a uma 
soluqão viável, assim sendo o algoritmo procura por soluções 
viáveis cada vez melhores, sendo que uma vez satisfeita uma dada 
tolerância, escolhe-se a última solugão viável como solugão do 
problema. 

11.2.3 Convergência finita 

A convergência do algoritmo é garantida pelo fato de que U 
tem um número finito de pontos extremos. E necessário ainda 
mostrar que a cada iteração, obtém-se no passo (2)  um novo 
ponto extremo, ou seja, o procedimento enumera estes pontos sem 
repeti-los (Salkin [I 9891). 



Suponha que k vértices de U já tenham sido gerados, todos 
distintos, a partir do problema (DL) no passo (2) .  Então o 
problema inteiro no passo (I)  toma a seguinte forma: 

Minimizar cty + z' 
Z',Y 

z'> d b  + li$( f - ~ y )  ,i=I,..,k 
Cy 5 d 

y 2 O inteiro 

Seja (y*,x*) a solução ótima associada a este problema. 
Sabe-se que 

é um limite inferior para o valor ótimo da funqão objetivo do 

problema original a qual denota z*. Logo, temos que 

Agora resolvendo-se o problema (DL) no passo (Z), obtem- 

se o vértice (fi+l,81c+1) e pela teoria da dualidade da 
programaqão linear tem-se que 

onde x* é a solução ótima para o problema (PL). 

Como z, = cty* +etx* é um limite superior para o valor 

ótimo z* da feingão objetivo do problema original , então 

z" 5 z, = c'; +etx* = c'y* + y',++ + %+,( f - Fy") (25) 



Combinando (23) e (25) tem-se que: 

para todo i, i=l ,. .,k. Agora se a igualdade vale, z, = z,, então 

( y", x*) resolve o problema original (P). Caso contrário, 

Portanto ( ylc+,, Bk+, ) + ( l i ,  Bi ), para todo i= 1,. ., k. Então, a 
menos que o critério de otimalidade seja satisfeito, um novo 
vértice, diferente dos anteriores, é gerado. Assim sendo, no pior 
caso, todos os vértices serão enumerados antes de achar a solugão 
ótima. 

A prova de convergência mostra também que a cada vez que 
o problema (PM') é resolvido no passo (I), uma nova solugão 
inteira é gerada. Por absurdo, suponha que ao resolver (PM') com 

k cortes, a solugão encontrada y" seja repetida. Nesse caso, ao 
resolver o problema (DL) no passo (2), obteríamos o vetor 
( YA+17 Ok+l ), satisfmendo 

para algum 1 E (l,..,k). No entanto, isto só ocorre quando o 
critério de otimalidade é atingido. 

Assim fica demonstrado que o algoritmo não repete solugões 
já eizumeradas e que converge após um número finito de 
iteragões. 



11.2.4 Conexão com o método de decomposigão de Dantzig-Wolfe 

É interessante observar que quando o problema (P) é linear 
existe uma relagão importante entre os supra citados métodos 
(Eiselt [1987]). Consideremos novamente o problema apresentado 
na seção 1.4, ou seja: 

(Po) Min cty + e'x 
S. a: 

Bx = b 
Cy 5 d 

k + F y  = f  

y 2 O inteiro, x 2 O 
e seu dual 

Demonstraremos que aplicar o algoritmo de Benders ao 
problema (Po) é equivalente a aplicar o algoritmo de 
decomposição de Dantzig-Wolfe ao problema dual (Do). 

Por simplicidade, suponhamos que o h = f ( y , 0 )  / 

23" r+ D' t9 5 e }  seja um politopo convexo, e assim podemos 
expressar qualquer ponto contido nele, como uma combinação 
convexa de seus vértices. Note-se ainda que o conjunto A 6 o 
mesmo conjunto U das soluções viáveis do dual do subproblem 
de Benders. Como antes: para o conjunto U, pode-se generalizar 
para o caso em que P é ilimitado; nesse caso, expressamos 
qualquer ponto de P como a soma de uma cornbinagão convexa de 
seus pontos extremos e uma combinagão linear com coeficientes 
não-negativos de seus raios extremais. Mas por suposição R é 



limitado e portanto possui um número finito de vértices. Então 
escrevendo qualquer ( y, 8) E A como mencionado secima, temos: 

e substituindo ( y, B) no problema dual (Do), obtemos o problema 
mestre de Dantzig-Wolfe. 

Max z ( b t y j +  f ' ~ ~ ) ~ ~ + & , p  
j 

s.a. 

Tomando y como sendo o vetor de variáveis duais 
associadas ao primeiro grupo de restripões (28) e z' a variável dual 
que corresponde à restrigão (291, obtemos o dual do problema 
mestre acima, como a seguir 

Min c 5  + z' 
Z',Y 



Comparando o problema acima com o programa mestre de 
Benders; percebe-se que: 

"deial do problema mestre de Dantzlg-WoKe = problema 
mestre de Benders " 

Tanto o algoritmo de Benders como o algoritmo de Dantzig- 
Wolfe não trabalham com o problema mestre completo; este 
último consiste em uma técnica de geragão de colunas, gerando as 
colunas a entrar na base conforme elas sejam requeridas. 

Suponhamos que ( y ,  sejam as variáveis duais 
associadas a solugão ótima de algum problema mestre restrito. 
Para ver se esta solugão resolve o problema mestre, calcula-se o 
fator de máximo custo reduzido; se for maior que zero, a solugão 
não satisfaz, caso contrário ela é ótima para o problema mestre 
completo. 

Desde que ( yj, 0,) e um ponto extremo de A, maximizar Zj 

e equivalente a resolver o subproblema 

Max y'b+B'(f - ~ y )  
s.a 

B'~+D'B< e 

o que nos leva a conchir que 

"subproblema Dantzag-Wolfe = subproblema de 
Benders " 

Enl relagão aos testes de otiinabdade dos dois algoritmos, 
pode-se mostrar que existe uma equivalência. No algoritmo de 
Dantzig-Wolfe a otimalidade é atingida quando se verifica 



o que implica satisfazer 

A última relagão pode ser expressada como 

e pela teoria da dualidade, tem-se 

Assim sendo 

t o que implica 2'2 e x. Logo, o algoritmo de Dantzig-Wolfe 

converge quando z'= e% , o que é equivalente à çondi@io de 
otimalidade do algoritmo de Benders: zl = z, . 



APEICAÇÃO DA DECOMPOSIÇÃO DE 
BENDERS COM REGIÕES DE CONFIANÇA 

Aqui desenvolveremos uma aplicaqão que incorpora o 
conceito de regiões de confianga ou proximal na resulugão do 
subproblema gerador de restrições. 

111.1 Incorporando u conceito de regiões de confianca 

Da segão 11.2.1 temos que para y = 7 fixado (solugão do 
problema mestre restrito), o subproblema gerador de restrições 
consiste em resolver 

Agora suponha que resolveremos o subproblema gerador de 
restri~ões pela k-ésima vez, de modo que sejam conhecidas 

h 

estimativas (fk,Bk) da sua solupão ótima. Visando evitar 

oscilagões excessivas no cálculo dos multiplicadores (y, B), 
podemos adicionar ao problema uma restripão do tipo região de 
confianga e obtermos assim um novo subproblema, ou seja: 



Para o estudo de convergência do algoritino a ser proposto, 
assumimos que encontraremos uma E-soluqão do problema 
(DLR~),  tal que: 

onde E > O é uma dada precisão e (y,B),(y*, B") são 
respectivamente uma solupão aproximada e uma solupão ótima do 
problema (DLRc) para y = 7 . 

nI.2 Formulagão proximal e um novo subproblema equivalente 
a WIPC) 

Lema 
Se o multiplicador de Lagrange da restriqão 

I l r  - + 11 0- ak1f 5 pk do problema (DLRc) for positivo, então 

existirá & > O tal que o problema a seguir: 



é equivalente ao problema (DLRC) 

prova 

Observe-se que se trata de problemas convexos 
diferenciáveis, envolvendo apenas funções quadraticas e lineares. 
Sob a hipótese de consistência nas restrigões, a existência da 
solugão está garantida em (DLRc) porque o conjunto de 
restri@es é compacto, e em (F) porque a fiingão objetivo é 
fortemente côncava. A solugão de cada um destes problemas é 
Unica, por ser a fiingão objetivo em (F) estritamente côncava, e o 
conjunto de restrições em (DLRc) estritamente convexo. 

As condições de Karush-Kunh-Tucker para o problema 
(DLRc) no ponto ( y, 8) garantem a existência de A 2 0 ,  onde h é 
o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados à restri~ão 

B ' ~ + D ' & ~  e z>0 em%, taisque: 



Analogamente, as condigões de K.K.T. associadas a (F) são 
(chamamos também aqui de h o mukiplicador associado às 

restrições B' y + D%B <e ) 

Sendo z>0 (a restrigão de R.C. é ativa), ternos, para 

1 
tk = --, que a solução ( y, A) que verifica (1),(2) e (3) , também 

verifica (5>,(6) e (7). 0 

Pode-se obter também a relagão que explicita o mio pk da 
região de confianpa em funpão do multiplicador z em (4), e 
consequentemente, de tk.  Basta substituir as condigões de 
otimalidade (1) e (2) na expressão do Ilagrangeano de (DLm) e 
minimizar em z o resultado obtido, chegando-se sucessivamente 
a :  



Logo 

A obtenção de ( y, @, solução de (F) será 
computacionalmente calculada a partir de seu dual (análogo à 
geração de restrições em Benders). Das condições de K.K.T. 
(5),(6) e (7) chega-se ao problema numericamente mais simples 
dado por : 

Resolvemos (FD) e recorremos as relagões (5) e (6) para 
formar a solução 



111.3 Algoritmo interno 

(b) Resolva o problema (FD) para 9 

(c) se IIAl/_ > 0 
então 

( encontre multiplicador candidato) 

Calcule fi y J ,  gj ,  Y) 

Se (b( y j ,  Bj, 7 )  suficientemente 

maior que & j & . B k , ~ )  
então 

( aceite o novo multiplicador ) 

Pare 
senaio 

(aumente raio da região de confian~a) 
( aumentando o valor de tk I 5 

fj+l = (1 + )fj 
j=j+l 
Volte ao passo (b) 

senãio f região confianga interior) 
( aumente o valor de tk f 

tj+l = (1 + 9 >!, 
j=j+ 1 
Volte ao passo (b) 



111.4 Algoritmo proposto 

O algoritmo proposto consiste nos seguintes passos: 

Passo (O) : Determine ( yo, Bo), solugão viável de (F). Se 

( yo, $0) não existe, pare; o problema original não 

tem soluqão. Caso contrário, faqa z, = co , 
zj = -co e I=l. Vá para o passo ( 1 ) .  

Passo (1): Resolva o problema mestre relaxado limitado 

2'2 yitb + @ ( f  - F ~ )  , & = O,..,I -1  

Cy 5 d 

0 5 y < l M  

y inteiro 

onde M é um número muito grande e 1 é o vetor 
unitário. 
Seja ( z f I  , y~ ) a sua solupão ótima. Então faga 

t zj = C y~ + z' e vá para o passo (2). 

Passo (2): Obtenha ( yI ,  6FI ) executando o algoritmo interno 
Fag a 

z, = min{z,,ctyl + Yltb+ BI t ( f  - Fyl)} 

Vá para o passo (3) 



Passo (3): Se z, - zl não satisfaz a precisa0 desejada, 
então 

adicione a nova restrição 

z'z n%+ @(f - FyI) 

ao problema mestre relaxado. Faça I=I+1 e volte 
para o passo (1). Caso contrário devemos ter 

z'= Yrf b + @i( f - Fyr ) e então yr é ótimo para 
o problema original . Vá para o passo (4). 

Passo (4): Seja y* = yr, então resolva o problema linear 
dado por 

Seja x* solupão de (PL). Então (x*, 9*) é 
solupão ótima do problema original com valor 

ótimo igual a z*. 

É ficil notar que o algoritmo apresentado aqui difere do 
algoritmo tradicional de Benders, colocado na sqão IL2.2, apenas 
pelo passo (2). 

A convergêixia deste algoritmo será provada nas segões 
subsequentes. 



111.5 Convergência 

Teorema 
Tome (z,y,x) como sendo um ponto limite da sequência 

( ( ~ j ?  j.',d I] ja gerada pelo algoritmo, então (z, g , ~ )  é uma 

solupão do problema original (P) tal que r < c'g + e ' ~ ,  onde x é 
solução do problema 

prova 

Suponhamos que as primeiras j ( j  2 1) soluções ótimas de 

(F), digamos (+, 3 ), ... .., ( ~ j ,  @ ) tenham sidos geradas a partir 
do passo ( 2 )  do algoritmo. Então o problema inteiro misto no 
passo (1) é 

Denotemos a solugão ótima desse problema por ( ~ j ,  y j  ). E 

para todo k (1 I k I j) vale 



Como ~j é um limite inferior para z*, solução ótima do 

problema original, nós temos ~j < z*. 

E desde que ( y j , x j )  é uma solução para o problema inteiro 
misto original (P), vale a desigualdade 

Então 

Tomemos ( ( ~ j ,  yj, ~ j ) ]  jd uma subsequência convergindo 

convergindo para (z, 7, x), cuja existência é garantida pela 
construção da mesma. 

Assim então 

onde x é solugão ótima de PL(3). 

Correspondendo a cada (z j ,  i J , d )  existe um ( ~ j , p  ) o 
qual é uma solução de (F). Lembremos que (F) tem garantida a 
existência de solugão, devido a fungão objetivo ser estritamente 
côncava e a suposição de consistência nas restriçbes do mesmo. 

Suponhamos que o conjunto de restrições de (F) seja 
compacto, se necessário adicionando uma restricão de 

regularidade. Então existe uma subsequência de {( ? j ,  )) 

convergindo para algum (E 3) E U . 



u = # ~ , B ) /  y ' b + d ~ ~ e , l l y , 6 ( / < ~ )  , onde M O é um 
número grande. 

Tomemos J ' c  J como sendo o correspondente conjunto 
índice desta subseq~~ênicia. 

Então 

Agora pela constmgão das sequências (&@') e 

( . ~ j , y j , ~ j )  nós temos, do passo (1): ( ~ j , y j )  e do passo (2): 

( ~ j , @ ' ) .  No passo (3), então se o critério de otimalidade não é 
atingido, eneão tem-se 

onde o algoritmo toma como limite superior sobre z' 

E então adiciona o novo corte 

ao problema mestre do passo (1). Resolvendo-se este ultimo 
obtemos um novo limite inferior sobre z* 



Observamos que 

- t  Bi (f -@j)+B(f -@) 
- .t 
ei (f-3jd+')+3(f -2y) 
t - j  c y  + c f i  

+ c'y 

Então obtemos 

E desde que zi < z* i z, , temos que a igualdade verificada 

para os limites, ou seja, z, = zj, o que satisfaz o critério de 
otimalidade . O 

O 



RESULTADOS COIMPUTACIONAJIS 
E CQNCLUS~ES 

IV. 1 Introdugão 

O problema apresentado, na secão 1.2 (Moreno 119921 e Vidal 
[1992]) que visa determinar a configura@io otimizada de uma rede de 
transmissão digital, foi resolvido para uma rede hipotética consistindo de 
4 estagões. Foram considerados alguns cenários, envdvendo diferentes 
situagões de interesse de tráfego entre estagões (demandas) e ocupagões 
da rede. Os resultados serão apresentados e comentados. 

Na secão IV.3, algumas ponderagões a cerca da implementagão 
computacional serão feitas, onde o enfoque principal reside na apelo à 
estrutura de dados usada, de modo a tomar vantagem da estrutura e 
esparsidade da matriz dos coeficientes das restrições do problema, que 
apresenta um densidade de 0.01 5 . 

Na secão final, apresentam-se alguns comenthrios, conclusties e 
sugestões para estudos posteriores. 

IV.2 Cenários para 4 eskgões 

Uma rede configurada, conforme mostrado na figura IV. 1, foi usada 
para gerar problemas testes. 

Foram consideradas, ainda as seguintes informacões necessiirias 
para a geraqão dos problemas testes. 

FRENTES DE 
TRANSMISSÃO 

1-3 e 2-4 34 MbiVseg Multimodo (Tipo A) 
1-3 e 2-4 34 Mbit/seg Monomodo (Tipo B) 

3-4 140 Mbit/seg Monomodo (ELO 434): 
(Tipo C) 



Figura 4.1 : Rede com 4 estações 

DEMANDA : Foram consideradas demandas entre os seguintes 
pares de estações: (1 -2),(1-3),(1-4),(2-a(2-4) e (3-4). 

CUSTOS (hipotéticos em mil U$) 
Equipamentos: 

NPUX 2/8 
MUX 8/34 
MUX 34/140 
ELO 34 
ELO 434 
ELO 140 

Cabos de 12 pares de fibras 6ticas 
multimodo 
Cabos de 18 pares de fibras óticas 
rnonomodo 

18 
15 
30 
8 
60 
20 
5 por Km 

6 por Km 



DISTÂNCIAS ENTRE E S T A ~ E S  
Tipo Distância 

1 3.5 
2 3.5 
1 4.3 
2 4.0 
1 5 .o 
2 5.5 
1 2.5 
2 2.0 

Obs: Tipo 1 - Cabo de fibra 6tica Monomodo 
Tipo 2 - Cabo de fibra ótica Monomodo 

As infoma@es acerca das frentes existentes, dos custos associados 
aos módulos de equipamentos e aos cabos, e das demandas consideradas 
(quant. de sistemas de 2 Mbidseg) foram mantidas constantes em todos 
os testes, criando-se quatro cenários alternativos, em fun~iio das 
demandas entre as estaqões, bem como em fungáo das folgas nos 
equipamentos e nos cabos óticos. A tabela a seguir apresenta as 
características dos cenários avaliados. 

CENÁRIOS 
DEMANDA 

(192) 
(193) 
(L41 
(%3) 
(294) 
(334) 

FOLGA CABO 
(1,2) Tipo 1 
(1,2) Tipo 2 
(1,3) Tipo 1 
(1,3) Tipo 2 
(2,4) Tipo 1 
(2,4) Tipo 2 
(3,4) Tipo 1 
(3,4) Tipo 2 

FRENTE 1-3 
Tipo (A) FOLGA MUX 2/8 

NPUX 8/34 



ELO 34 
FRENTE 1-3 
Tipo (B) FOLGA m T X  2/8 

MUX 8/34 
ELO 34 

FRENTE 2-4 
Tipo (A) FOLGA MUX 2/23 

MUX 8/34 
ELO 34 

FRENTE 2-4 
Tipo (B) FOLGA MUX 2/8 

MUX 8/34 
ELO 34 

FRENTE 3-4 
Tipo (C) FOLGA MUX 218 

MUX 8/34 
ELO 34 

O objetivo é então determinar a configuragão otimizada para a rede 
em questão, de tal maneira que a demanda adicional seja atendida e que o 
custo de investimento associado seja minimizado, ou seja o gasto com a 
aquisigão de módulos de equipamentos e cabos. Considera-se no 
problema o aproveitamento da folga existente, ou seja, da capacidade 
ociosa da rede. 

O problema foi resolvido aplicando-se a técnica de decomposigãs de 
Benders, a qual consiste em um processo iterativo envolvendo um 
subproblema de investimento e um subproblema de operação. 

O subproblema de investimento (Problema Mestre ) é um problema 
de programagão linear mista. O número de variáveis de decisão (variáveis 
inteiras geral) é dado em função do número de frentes e da existência de 
interesse de trafego entre as estagões, o que significa que arcos devem ser 
considerados. O fluxo ,em cada arco, é então limitado pela folga 
existente mais a capacidade adquirida. Nos referidos testes? o 
subproblema de investimento continha 42 variáveis inteiras geral. O 
número de restrigões do subproblema é dado pelas 26 restrições, que 
expressam uma relação entre as capacidade dos nós associados a 
equipamentos e terminais ELO'S (Equipamentos de conversão Eletro- 
Óticos) de uma mesma frente, de tal sorte que a expansão de um nó 
implica na expansão dos demais nós associados; mais o número de cortes 
sendo que o algoritmo acrescenta um corte a cada iteragão. 



Já o subproblema de operagão consiste na determinação do fluxo 
ótimo, em função da capacidade ociosa existente e da adquirida. O 
mesmo envolve cerca de 200 variáveis de fluxo. 

A configuragão otimizada para a rede hipotbtica de 4 estagões, segundo o 
cenário 1, foi determinada após 30 iterações em um computador 486/66, 
em aproximadamente 56 horas. O elevado tempo computacional deve-se a 
crescente complexidade adquirida com o aumento do número de 
restriçaes do problema de investimento, o que se traduz numa elevação 
significativa do tempo computacional gasto a cada nova iteragão (neste 
teste usamos como número máximo de iteragões, para a resolução do 
subproblerna de investimento pelo LINDO um limite de 1000000 de 
"branchfs" ). , O custo de investimento foi de 971,3 e o custo de 
operagão de 407,92 dando um total de 1362,96 . Apresentamos a 
seguir o gráfico de convergência: 

FIGURA 4.2 GRÁFICO D E  CONVER GÊNCIA P/ CENÁRIO 1 
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Considerando agora o cenário 2 , a configuração otimizada para a rede 
em estudo foi determinada após 29 iterações em um computador 46/33? 
em aproximadamente 26 horas. Na análise do tempo cornputacional vale 
a mesma observagão que foi feita para o cenário 1 (neste caso um limite 
de 200000 iterações foi usado para a resoluçiio do subproblema de 



investimento). O custo de investimento foi de 1217,O e o custo de 
operação de 1538,46 dando um total de 2744,46. Apresentamos a 
seguir o gráfico de convergkncia: 
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Considerando agora o cenário 3 , a configuração otimizada para a 
rede em estudo foi determinada usando um computador 486/33, em 
aproximadamente 1 hora. Aqui vale resaltar o fato de que este cenário 
difere dos anteriores pela existência de folga, isto simplifica o problema 
uma vez que ao partimos de um limite inferior zero (isto é conseguido, em 
função do algoritmo partir de uma soluqão viável inteira) , este por sua 
vez já consiste num bom limite inferior para o valor ótimo do problema, 
que é bem menor que o valor dtimo associado ao problema do cenário 2, 
pois necessita comprar um nhmero menor de equipamentos. Assim menos 
iteraqões são executadas e desde que as primeiras iterações são muito 
rápidas, temos um queda bastante significativa no tempo computacional. 
O custo de investimento foi de 338 e o custo de operação de 148,28 
dando um total de 486,28. Apresentamos a seguir o grálfico de 
convergência: 



2000 

1800 

1600 

1400 

1200 

CUSTO 1000 

800 

600 

400 

200 

o 

FIGURA 4.4 GRÁFICO DE CONVER GÊNCIA P/ CENARIO 3 
TOLERÂNCIA D E  5% 
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Considerando agora o cenário 4 , a configuraqão otimizada para a 
rede em estudo foi determinada usando um computador 486/33, em 
aproximadamente 18 horas. Na análise do tempo computaciona1 vale a 
mesma observa@io que foi feita para o cenário 1 .  O custo de investimento 
fcii de 1 1 O6 e o custo de operação de 857,14 dando una total de 
1 963,l4. Apresentamos a seguir o gráfico de convergência: 
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IV.3 Implementapão e Estruturas de dados 

O algoritmo foi iinplementado em linguagem FORTRAN, mais 
precisamente utilizando o compilador FORTRAN LAHEY 5.0. Além 
disso é utilizado o pacote de otimizaqão LINDO para resolver os 
subproblemas pertinentes a cada iteragão. Isto é feito via a geração de um 
arquivo batch de comandos do LINDO e de uma chamada ao sistema 
operacional para que o referido programa seja carregado e o arquivo de 
comandos do mesmo seja executado. Feito isto, a soluqão de cada 
subproblema é gravada num arquivo em disco do qual o programa 
captura a solupão para o subproblema e o processo se repete. 

A estrutura da matriz associada ao problema, cuja densidade é muito 
baixa, é plotada a seguir: 



Figura 4.2. Estrutura da Matriz 

Visando tomar vantagem da forma esparsa mostrada acima foi 
utilizado o seguinte esquema para o armazenamento da mesma. 
Inicialmente a decompomos em várias submatrizes. Cada submatriz é 
armazenada por coluna, onde somente os elementos não nulos das 
colunas são armazenados. Para cada elemento não nulo guarda-se 
também informagáo sobre a linha à qual o elemento pertencia (ver 
r n P  ). 

Siio utilizadas quatro estruturas de dados do tipo array, a saber: 

CINDEX : É um vetor de índices onde o i-ésimo elemento aponta 
para o início das colunas da i-ésima submatriz sobre o 
vetor CMIL. Sua dimensão é igual ao número de 
submatrizes mais 1. 



CMIL 

CMRV 

CMIP 

Note-se 

: É um vetor de indices onde cada elemento aponta 
para o início sobre o vetor CMRV dos elementos não 
nulos da coluna. Sua dimensão é igual ao nhmero total 
de colunas (considerando todas as snbmatrizes) mais 
1. 

: E um vetor de reais. Contem todos os elementos não 
nulos das colunas das submatrizes. 

: É um vetor de inteiros com a mesma dimensão de 
CMR'V? com o qual mantém correspondência 
biunívoca. Guarda a posigão referente a Pinha para cada 
elemento não nulo. 

que a medida que aumenta a dimensão do problema 
original, a estrutura de dados se toma ainda mais vantajosa, dado a baixa 
densidade do problema. Assim a sua adogão leva a considerável economia 
de memória requerida para o armazenamento da matriz associada ao 
problema. 

IV.4 Conclusões e Extensões 

Neste trabalho foi apresentado um modelo oriundo do processo de 
planejamento da expansão de uma rede de transmissão digital. A 
estrutura deste modelo foi estudada e técnicas de Qecomposi@o foram 
sugeridas e aplicadas ao problema. Foi adotada como tematica básica 
deste trabalho, o método de decomposigão de Benders. 

Uma proposta para a geragão dos cortes de Benders foi apresentada, 
a qual baseia-se na resolucão do subproblema gerador de restriçaes 
sujeito a um restricão de região de confianga com um intuito de impedir 
grandes oscilagões entre sucessivos pontos solugões do mesmo. A 
convergência do algoritmo de Benders com esta modificagão foi provada. 
Fica então para um trabalho futuro a implernentagão deste algoritmo, a 
qual permitira concluir se tal rnodificagiio leva a uma melhoria na 
sabidamente lenta convergência do método de Benders. 

No tocante a resolugão dos subproblemas que aparecem a cada 
iteragão, ou seja, o problema mestre (subproblema de investimento) e 
subproblema gerador de restrigões podemos comentar o seguinte. Ambos 



os problemas foram resolvidos fazendo-se uso do pacote computacional 
LINDO, o qual não se mostrou eficiente para resolver o problema mestre 
(subproblema de investimento) de iteragões adiantadas, que como já 
mencionamos possui varihveis inteiras gerais. A medida que cortes são 
incorporados ao problema mestre, considerável aumento no tempo 
computacional para se resolver o mesmo é observado. Além disso a 
escolha pelo uso do LINDO tem a desvantagem do pacote ser fechado, e o 
~us to  associado à interface via gera980 de arquivos solugões ser alto. 

Ainda no que se refere ao tempo computacional despendido na 
resolupão do problema mestre, fica como proposta o uso de selepão de 
cortes através de heurísticas de selegão, de modo a reduzir o número de 
restrig6es presentes no problema e por conseguinte, o tempo 
computacional associado à sua resolugão. Porém, eventualmente um 
número maior de iteragões serão necessárias ( Salkin [1989]). O sucesso 
deste procedimento dependerá do número máximo de cortes permitidos, a 
cada iteragão, no problema mestre e da heurística adotada. 

Uma forma alternativa de abordar o problema seria aplicar o 
algoritmo de decomposi@o de Dantzig-Wolfe como foi mostrado na 
sepão 11.1 .S. Tal alternativa é tratada em (Oliveira et alli [1993]). 
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