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ESTUDO COMPAKATIVO DE METODOS DE HIMMAX 
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Orientador: Paulo Roberto Oliveira. 

RESUMO 

E f e i t a  uma r e v i s â o  dos p r i n c i p a i s  m&todos para resolucSo 

dos pr oB1 e m a s  de  ai n i  max f i rt i  t o  por a1 gor i tmos da gr agr armr;Eo 

suave. Prapomoo; uma c l  assi f i caqão e m  qua t ro  f ami 1 i as de 

abor dagenc: metodol B g i  cas : as baseadas nos m&tod~ci sequenci a i  s 

quadrgt i  tos, nos m&todus de pr-ojegso Cgradiente  pro je tado 3 ,  na 

suavi  zscão dos pontos de nSo-di f er enci  ab i  1 i dade, r na 

r egul ar i zação do proD1 = m a  dual . 
a i & m  de apresentar  e anal  i ãar os t r a b a l  hoâ 

ref erenci  ados , carnparSmo-1 os: e n t r e  si e real i zamos alguns testes 

computacionais . 



Abstract of Thesis presente8 t o  COPPE f UFRJ as 

par ti al  

fulfillmente of L h e  requirement for the degree of Mãster of 

Skitince fM.Sc.3.  

Ckãirnaan: Paulo Koberto Oliveira 

Lkipartmnt: S i s t e m  Etrgineering. 

ABSTRACT 

A r e v i â i o n  is made of t h e  muin rnethodr, f o r  z o l u t i o n  of 

f i n i  t e  m i  nmzx pr úbl e m  by s m o t  h  pr ugr a m m i  ng al gor i t h m  . Y!e 

prúpose a cl zsri f i c a t i o n  i n  f  our f a m i  1 i es of methudol úgi c a l  

approáths;  t k c s e  based on Lhe sequen t i a l  quadra t i c  methods, on Lhe 

p r o j e c t i a n  methods CPrójected Gradient2,  on Lhe zmoothi ng of 

n o n - d i f f c r e n t i z b i l i t y  p o i n t s  ãnd on Lhe dual problem 

regular  i z a t i  on. 

B e s i  des  t h e  p r e s e n t a t i  on znd anal  y s i  s of' Lhe principal 

paperr  , w e  a i  so compare them and present  some computati onal tests. 
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N e s t e  t rabalho a p r e s e n t a m o s  a lguns  m é t o d o s  par a 

resolver p r o b l e m a s  do ti po m i  n i  m a x :  

c o n t . i n u a m e n t e  d i  f erenci ávei s 

Os p r o b l e m a s  de  m i n i m a x  t ê m  s i do  objeto de es tudo de 

m u i t o s  peãqui sadores que t ê m  desenvolvi da di  versas t é c n i  cas 

m a t e m á t i c a s  para r u a  solução. 

Sua car acterí sti ca não d i  f e r e n r i  A v e 1  É. tradi ci anal m e n t e  

contornada através do f o r m u l  açães equivalentes e d i f  erenci ávei s. 

Dedi c â m e - n o s  apenas aos m & t o d o s  c l i  f e r e n c i  ávei c;. 

I. 2s OBJETIVOS 

Um p r i m e i r o  objetiva de nosso trabalho & u m a  apresenta~ão 

e m  quat ro  categari as de trabal hor; correspondentes aos m & t . o d o s  

di  f erenci  ávei s . 



E s t a  apresentagSo é fe i t a ,  e m  cada caso, a p a r t . i r  d e  u m  

t rahal  ho q u e  cons i  d e r a m o n  representat ivo de cada u m a s  d e ã L a r  

f a m í l i a s .  

D ç s e n v u l v e m o s  a aná l i se  essencial ,  ora c o m o  a f e i t a  

pelos autores, ora m a i s  detalhada' o f i n a l m e n t e ,  por 

c a n s e c u L i  vos e x e m p l o s  e d e m o n s t r  ar;õ~sr d i  versas das das ar ti gos 

or iginais .  

Um r e s u m o  dos f u n d a m e n t o s  teári cos necessár i os & 

,'I 
retirada do clássico trabalho de  D e m ' y a n o v  C e m  que 

a c r e s c e n t a m o s  a l  guns e x e m p l  os. 

Da teori a básica a p r e s e n t ~ r - e m o s  propriedades de  

r o n t i  nui  dade d i  f e renc i  abi l i dade e condi çi-ies de   ti m a l  i dade que 

serão o t e m a  do c a p í t u l o  11. A d e t e r m i n a ç ã o  da d i r e c g ã o  de descida 

ger m i  te c1 assi f i car os m é t o d a s  e m  qua t ro  grandes grupos 

pri  nc i  pai s , a ser e m  derenvol vi do no capi t u 1  o I I I .  

N o  c a p í t u l o  I V  a p r e s e n t a m o s  a1 guns r e s u l  tados 

n u m é r i  cos 
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CAPITULO I1 

f 

0 PROBLEMA DE MINIMAX : FUNDAMENTOS TEOWICOS 

E n t r e  os t r a b a l h o s  r e l a t i v o s  a minimax o d e  

V. F. k r n '  yanov C 1966-ã 9701 é o m a i s  impor tan te  no e s t abe l ec imen to  

dos  fundamentos t e á r i c o s .  

N e s t e  cap i  tu10 vamos enf  ocar a teoria b á s i c a  neces sh - i a  

p a r a  a so lução  d e  problemas d e  PNL i r res t r i tos  d a  forma. CI.11. 

M e s m o  s e m  s e r e m  ref e r e n c i  ados  nos cap i  t u l o s  p o s t e r i o r e s ,  a1 guns 

r e s u l t a d o s  s ã o  apresen tados  par  s u a  impor tânc ia  i n t r i  nseca.  

11.2: DEFINISOES E PROPRIEDADES DA FUNÇÃO MAXIMO 

Usaremos a s e g u i n t e  n o t a ~ ã o  

Observe que p C  x2 nZo é necessar  i amente d i  f er enc i  ável . 

O conjunto  d a s  funq3ks a t i v a s  ser& rep resen tado  por 



11.2.1 PROPRIEDADES BASICAS DE P Wl 

a2 Se t o d a s  as f x3, i =I,. . . , m são con t inuas  e m  x e n t ã o  
a 

pCx3 é cont inua ;  

n 
b3 Se t o d a s  as f . C x3, i =i, , . . m são c o n t i n u a s  s o b r e  R e 

1 

se para a l g u m  x c: Rn u  cun jun ta  
a 

x E R" / pCx3 5 @xa3 é l i m i t a d o ,  

e n t ã o  e x i s t e  um pont.0 x* no qual  pCx3 a t i n g e  o  mf nimo; 

c3 Seja C2 c R" con jun to  convexo e t o d a s  as fiCx3, 

i =i,. . . , m convexas e m  C2. Então 6 >r3 tamb&m o é. 

d3 Se as f unãães f x3, i 1 . . . m são continua:, e m  x 
a ' 

e n t z o  para  cada p  E IR" , IlpII =1 e x i s t e  a 2 0  t a l  que. zea E 

C 0 5 0 i 0 3  temos 

DEMONSTRACXO C V e r  V. F. Dem' yanov e V. N. M a l  ozemov C I 9703 3 

Nataqãa: A de r ivada  d i r e c i a n a l  d e  r p  no ponto x na d i r e q ã o  p , é 
a' 

dada por 



çe existe o l i m i L e .  

TEQREMA 2.1 S u p a n h a m o e  que as f .Cx3, i = 3 - . são 
1 

c ~ n t i  n u a m e n t e  d i  f erenci A v e i  s e m  u m a  vizinhança Sg Cxa de xa 

c o m  6 > 6. E n t . ã o  € 3  Q d i f e r e n c i % v e l  e m  qualquer direção p,  

cIpI=13 e, 

D e m o n s t r a @ o  C ver, V. F Dem' yanov e V. N Mal azemov, 1 9 7 0 3  

11.2.2. - E x e m p l o  C F i g . C 2 . 1 3 3  

S e j a m  

f Cx3 = Sin x , f Z C x 3  = Cos x 
i 

pCx3 = max =C Sin x ,Cos x 3 





S i m i l a r m e n t e ,  para p = 1 

Observe que pCx3 cresce e m  x = n/4 e m  ambar;  ar; direqões,  i s to  é 

trata-se de u m  ponto de m í n i m o  local c o m  a característica dar; 

der i vadar; di  r eci onai s ser  e m  posi ti vãs. 

D e  fata, t e m - s e  a 

11.2.3 PONTOS EÇTACIONÁRIOS E DIREÇÃO DE MAXIMA DESCIDA 

DEFINIÇXO 1. - Um ponto x* no qual 
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& um ponto e s t . ac ioná r io  d e  p C x 3  s a b r e  R ~ .  

- 
DEFINIÇ~O 2. - O v e t o r  Ft, 11 p* 11 = 1 3  

é chamado d i r e ç ã o  d e  m á x i m a  

- 
d e s c i d a  da função  p C x 3 e m  x se 

Observação? 

A rniniinização d a  de r ivada  d i r e c i o n a l  0, o c r i t é r i o  b á s i c o  

p a r a  abtenção d e  d i r e ~ ã e n  d e  desc ida  na P rog rama~ão  N ã o  L inear .  A 

d i f e r e n t e s  normas C 11. 11 3 cor responderão  d i f e r e n t e s  métodos 

C " s t e e p e s t  descen t  " p a r a  a norma Eucl i d i  ana3. 

O ve to r  6 11 E, 11=1, & chamado d i r e g ã o  d e  m A x i  m a  sub i  da  
iP 

IL3: CONDIÇ&S NECESSARIAS DE OTIMALIDADE 

Previ ãmente apresentamosal  gumas pr opr i edadeç adi ci onai  s 

d a  função  p C  x3. 

i Suponhamos que f iCx3, i=1,. . . , m são continuamente 

n 
d i f e r e n c i b v e i s  s a b r e  R e que pa ra  algum x E R~ o con jun to  

O 



íI l i m i t a d a ;  n e s t e  caço,  a funq3'o máximo pCx3 t B m  de r ivadas  e m  

n t o d a s  as d i r eqões  pa ra  todo  x E R e a t i n g e  O v a l o r  minimo s o b r e  

R". 

i i 3  Fixemos x E R ~ .  Consideremos o conjunto  

Denotando LC x3 somo a envol tári  a convexa de  H€ x3 , 

notamos que LCx3 é l i m i  t ado ,  fechado e convexo. 

Qb~ervaçãa: 

Sob a pe r spec t iva  do cAlculo s u b d i f e r e n c i a l ,  LCx3 é o 

sub-dif e r e n c i a l  drpCx3, conjunto  d e  todos  os subgrad ien te s  d e  p e m  

X. 

n 
iii3 Para x E R, f i x o *  i nLroduzi m o s  a f unçZo de r ivada  d i  r e c i o n a l  . 



Das propriedades gerais da f unção m A x i m a  o b t e m o s  que # C p 3  

& con t inua  e convexa C de fato.  p o s i t i v a m e n t e  h o m o g ê n e a ,  veja 

l e m a  2 . 2  n e s t e  n b m e r o  3 sobre R*. 

O 
E s t a m o s  interessados no c o m p o r t a m e n t o  de # C p 3  para psS , 

onde S* = C p E / I I P I I  = 1 3 .  Como sO B l i m i t a d o  e fechado q5Cp3 

a t inge  o m í n i m o  sobre sa. 

iv3 F ? e e s s r o v a m o s  a def in ição 2 de direçzo de  m á x i m a  descida 

u t i l i z a n d o  o t e o r e m a  2.1: 

V a m o s  especi f i car as condi ç E e s  de a t i  m a l  i dade 

associadas ao p r o b l e m a  de P r o g r a m a ç S o  N ã o  Linear  CII. 11.  A 

condi$ão n a t u r a l  de que p deve crescer a par t i r  de u m  ponto de  

mí n i m o  local e m  qua lquer  direção se expressa pelo 

X 
TEOREMA 2.2: Para que x seja o m í n i m o  de 6 x 3  sobre B 

n e c e s s á r i o C  se pCx3 & convexo, t a m b e m  é s u f i c i e n t e  3 que seja 

estacionário: 



BEMONSTRAÇXO C a 3 

S r r p o n h a m c s s  que x* é um pont-o de mi ni mo de pCx3 tal que 

n 
Então existe un v e t ~ r  p E R , IIpi ll=l i tal que 

1 

1 e m b r e - s e  que 

a@ x"3 
= f i m  =& 

C 
a-' { p cx + api3 - p ~x 3 

P1 
a-40 * 1 

dai pode-se a f i r m a r  que 

onde 



Considere a > O suf ic ientemente  pequeno t a l  que 
i 

O C p 1 , q 3  < 11 oCp ,a 3 11 d a& oi . 
1 1  

A part i  r  desta desigual  dade teremos 

então 

w w a 
g C x  + a p 3  5 (p C x 3  - a  cri + - CX 

1 I 1 I 

W 
o que sontradi z o f a t o  de que x B um mínima de  pCx2. 

c d 

Suponhamos que tpCx3 é convexa e que 



3C 
d pcx 3 

i nf 3-0 - 

w n 
Queremos mostrar que x é mínimo de pCx3 sobre R. 

Suponhamos o conLr&rim. E n t a " ~  exiske um x tal que 
O 

coma 6 x 3  .& convexa , temos para X G C 0.9 3 ,  

Criamos o vetar unitário 

X - X  
* 

- O 
p1 - e calculamos 

multiplicando esta expressão por i / c x  e aplicando o limite 



temos 

a s s ~ a v ~ q õ e ã  

1 . A  condição CII.133 se particulariza e m  

no casa d i f e r e n c i á v e l  C quando m = í , pCx3 = f %Cx3 3 .  

x 
2. A eanvexidade l o c a l  e m  uma vi zinhanga Ccanvexa2 d e  x 

15 s u f i c i e n t e  p a r a  a segunda p a r t e  do teorema. 

TEOREMA 2-23? A d e s i  qual  dade I 1 1 . 6 1  & equi  v a l  e n t e  a 

* O s LCw 3; C P I .  103 

se 9 B ClacaEmente2 convexa a condição 8 também s u f i c i e n t e .  

Para  a prova ver , V. F. Dem' yanav C 19883. 

O r e s u l t a d o  & consequ4ncia imed ia t a  d a s  condições  d e  

oti m a l  i dade d e  C I. 1 1 r e e s c r i t o  na f o r  m a  e q u i v a l e n t e  



min S 

Cx, 63& 
n+l 

kaciamos a CII.I%I a função lagrangeana, 

A s  condigBes de K .  K. ã são 

o que acarreta I E I . 1 0 1 .  

o s s s ~ v a ~ ~ i l o  

CII.103 &i também a apl icação  d i r e t a  da condic;ão de 

36 
otimnlidade O E apCx 3 do c á l c u l o  'sub-diferencial . 



A r e l a ç ã o  da  de r ivada  d i r e c i o n a l  com os g r a d i e n t e s  d e  

f iCx3, m a i s  p r e c i  samente com o sub-dif  e r e n c i  a1 LCx3 é dada pelo, 

LEMA 2.2~ A seguinte  equação B vál ida :  

onde LCx3 é o con jun ta  def  i n i d a  e m  Cii2. 

O B ~ E R V A Ç ~ ~  

E40 caro d i  f e r e n c i  Ave1 

l i n ~ a r i d a d e  e m  p + C @ =  CVpCx3,p3. 

C gCx3=f 1Cx33, t e m - s e  a 

LEMA S.3t SE- *x*3 1 O , x* é 

CDefinição 13 

3 * * Então yCx 3 = r€>: 3 ,  onde r C  x 3 

u m  ponto e s t a c i o n á r i o  d e  pCx3 

O o r a i o  da  m a i o r  e s f e r a  com 

* c e n t r o  na origem que pode ser i n s c r i t a  e m  LC x 3 . 

f ig. Câ. 2 3  

Os r e s u l  Lados a segui r e s t e b e l  @ c e m  condi qãa para 

sb tenqãa  d e  d i r e ç ã o  d e  d e s c i d a  máxima. 
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Se x E c o m  7y < 0 ,  x não & ponta estacianário e o 

teorema 2.3 garante que o e LCx3. 

LEMA 2.4: Se y C x3 <O então 

ande a* é o ponto m a i s  p r b x i m o  de LCx3 e m  r e l a c g ã o  a o r i g e m .  

- 
TEOREMA 2.4: Se ylCG3 < O , e n t ê i o  pCx3 t e m  e m  x u m a  ún ica  

d i  reqão de desci da m á x i m a  p~ xl), llpC x3 113 1  dada por 

onde z8 í. o ponto m a i s  pt-bxi m o  de LCx3 e m  r e l a c g 3 0  à ori g e m .  

8 TEOREWA 2.3: Sk x* & panta estacionário e yCx 3  = r > O então x * 
& u m  m í n i m o  local estri to de p C x 3  C v e j a  e x e m p l o  e m  EII.2.213. 

TEOREMA 2.6: Seja x* u m  ponto estaci&nário de pCx3 sobre R" no 

* qual  y C x 3  = O . Supanha t a m b é m  que f . C x 3 ,  i = l B . . = , r n  sãa 
1 * duas vezes c o n t i n u a m e n t e  d i f  erenciáveis e m  u m a  vizinhanqa S Cx 3 ,  

S 

&>O de xB. 



Se para a l g u m  y > O  

onde 

então x* um minimo local e s t r i t o .  

P 

1. 111-123 & verdadeira se para todo i E 1 1 x 3  uz 



onde m > O s X o  independentes  de  v. 
i 

2. O t e o r e m a  2 . B  Q t r i v i a l m e n t e  verdadeiro c o m  III.121 

substitui do por 

3. Se apenas 

onde 

n 
não se garante  que x seja u m  m i  n i m o  local de pCx3, c o n f o r m e  se 

ver i f  i c2 pe lo  c o n t r a - e x e m p l  o abaixo: 

11.6.1s C o n t r a - E x e m p l o :  

S e j a m  e m  R 2 



x 
Consideremos o panta x = C 8 , 0 3  e m  que f e f s"za a t i v a s  2 

c IC x% = c  1 , z >  3 ts 

t e m o s  

4= LCx 3= ca H C x +?I 3-  

8 w Camo O E LCx 3, para a =3/4, x é panto e s t a c i o n b r i o  de  tpCx3, e 1 

* 
7yCx 3 = min m x  

4= 
Cz, p3 = O, 

11 p 11 = 1 z E LCx 3 

cujo argumento é p=CO, +13. 

Consi der e as vetar  en 

p%= C O, 13 e pz= C O, -1 3, com 



W 
lago y Cx a =  O para a =O e b = 1. 

T e m o s  

a X2 
= [ :: 023 r. 

d x2 = [ o "  2 )  

Logo ' 

O b t e m o s  : 

que é C P I . 1 3 3 .  

M o s t r a r e m o s  agora que x * não é u m  m í n i m o  local de pCx3.  

Seja a direção Vc= C - ~ ~ 1 3 ,  1> E > O . Para a 2 Q 



- Q e; cn - -  c o m o  O < s < 1, t e m - s e  
s 2 +,c2+ 



rãsZc -2+s23 - 
2 2 C 0  = @ x % *  V O < i < i .  

C 2 i G 3  

O que contradiz o fato de que x* B um ml ni mo estrito de pC x 3 .  
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CAPITULO I11 

P R I N C I P A I S  F O R M U L A G d E S  A L G O R Í T M I C A S  

1x1: INTRODUÇXO. 

N e s t e  capi tu1  o, a p r e s e n t a r e m o s  u m  revi s C i o  parcial de 

a l g u n s  m & t o d o s  para resolver o p r o b l e m a  de m i n i m a x  s e m  

restrições. 

0s artigos que , e s c o l h e m o s  s Z o  os s e g u i n t e s  

cor respondendo ao que propor i a m o s  c o m o  r epr esen tan tes  de 

di sti n t a x  f a m d  1 i as de abordagens ao probl e m a  de m i  n i  m a x .  

I ! '  

- HAM;' f a773 , adapta a m e k o d a f  agi a sequençi a1 q u a d r b L b c a  da 

PNL; a p r e s e n t a m o s  s u c i n t a m e n t e ,  c o m p a r a n d o  c o m  H a n ,  os de 

Osborne, W a t s o n  CáQâ83 e M u r r a y ,  Oyerton C19803. 

-CHARALAMBOUS E CONN, C 19783 , u s a m  u m a  m o d i f i c a ç ã o  do m e t o d a  do 

gradiente projetado ; a c r e s c e n t a m o s  u m a  c o m p a r a ç ã o  deste a1 gori t m o  

E- u m a  ver,são "pura" drl, g r a d i e n L e  projetado. 

- ZANG, C 1 SEKX , u t i  1 i za a p r o x i m a ç õ e s  suaves externas nos  pontos 

não d i f e r e n c i C l v e i s ;  a m e s m a  i d & i a  foi  u t i l i z a d o  par B e r t s e k a s  

C1Q753, p o r é m  c o m  f u n ~ ã e s  regulari  zantes diversas. 

-GIGOLA E GOMEZ, C 1 Q Q 1 3  , desenvol VE- u m  m & t s d o  de regul  ar i zação 

baseado n u m a  f o r m u l  a ~ ã o  dua l  do pr obl e m a  m i  n i  m a x .  



O m & t o d o  d e  H a n  parto da clássica f o r m r r l  ação 

equivalente ao m i n i m a x ,  sob a perspectiva da P N L  já v i s ta  e m  

C I I . 1 1 1 .  De CI.ll e C I I . 2 1  ' f o r m u l a m o s  o p r o b l e m a  c o m o  

sujeito a 

f.Cx3 I 6, i=á,. ..,m 
1 

Para m = n = 2 , t e m o s  a seguinte  reprerentaqão: 

X 
* 

F i g .  C3.13 

C o n f o r m e  j A  vi sto a f unqão de L a g r a n g e  é def in ida  por 



K 
Siupanha u m  m&todo i t e r a t i v o  e m  que se obteve  x . 

?L 
i3esej.a-se uma d i reção  p d e  desc ida  para f , tz1 que e m  x + p r;= 

tenha tambhm 

Evidentemente e n t e  prsbl  ema & equi val  enLe a o r i  g i  nal  

1 2 1 ,  e,  por i s t a ,  deverá ser de  algum modo aproximada. A s  

c o n d i ~ õ e s  d e  ntimalidade d e  IIII.2.21r a p a r t i r  da funçSo 

Lagrangeana, 

s ã o  dadas por 



27 

M 
Uma aproxi  m a 5 3 0  d e  Tay1 or de 1s ordem e m  Lorno d e  x com 

v a r i á v e l  p, d e  IIII.2.31, f o r n e c e  

Ver i f i ca - se  que e ã L a ã  são a s  

quadra t i  co- l i near  

ccrtndi q8es  de K. K. T do problema 

sujeito a 

c o m  B represen tando  a hexs iana  da fungão lagrangeana do 
K 

pr obl ema o r  i g i  na1 : 
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T a m b B m  a par t i r  da e q r r a q S o  Cb3 de E I I I . 2 . 4 1  d e t e r m i n a m o s  a 

di reção 

O s u b - p r o b l e m a  de P r o g r a m a r g ã o  Quadr i t ica  C I I P . 2 . ! 3 3  t e m  

K K K c a m a  sal ução C p ,6 3 ; o n-vetar p 8 u m a  d i  r e r g ã o  de busca a pa r t i  r 

K 
de K . 

FORMULAÇÃO DUAL 

I I I I . 2 . 5 1  pode ser resolvida através de seu 

dua l  , que,  canf o r m e  v e r e m o s ,  Ef! c c l m p u t a c i  onal m e n t e  m a i  s si m p l  es . 

M a n t e n d o  a n o t a ~ ã o  u para os m u l t i p l i c a d s r e ç ,  t e m a s  a 
i 

função  dual  

ande 

& a funt;ão Lagrangeana associada a C 111.2. S I .  

Par def i n i  são, o dua l  Lagrangeano de E III.S.51 é a p r o b l e m a  

m 
CB3 max ZCU~, u E R ,  u 2 O EIII.2.91 



A f u n ~ ã o  dual Gu3 pode r facilmente explicitada atrav&s 

das condi@es de otimalidade IIII.2,41 : 

C o m  a notaçsci V f  = J CJacobiana de f 3 ,  chegamos ZL expressão do 

dual C na forma de m i  ni m i  z a ~ ã o 3 ,  

sujeito  a: 



O b s e r v e  que o dua l ,  u m  func iona l  quadrático sobre o s i m p l e x  

u n i t á r i o ,  é e x L r e m a m e n t e  m a i s  s i m p l e s  do que CIII. 2.51, que 

corresponde a u m a  f o r m u l a ç ã o  do t i p o  geração de restrições 

C v e r n u s  g e r a~ão  de co lunas  de CIII,2.1013. V e j a  L a m b k m  que,  

conhecido u , p é dado por CIII. 2-71 

A segu i r  a p r e s e n t a m o s  a a l g o r i t m o  de H a n .  

Trata-se de u m  a l g o r i t m o  d e  busca l inear.  E s t a  s e r A  

detalhada p o s t e r i o r m e n t e .  

Sáo dados xa e B a = P ,  m a t r i z  identidade nxn. 

Para K 1 0: 

PASSO. I: 

k 
C a l c u l a r  o vetar u , ra luq8o de : 

T 
M i n  - ' u T J  H J u - u T f ~ x K 3  

2 K K K 

Sujeita i9 m 

= 1 
i -1 



onde 

i 3  Determinar o vetar 

k k 
i i 3 S e  p = Qp x .& ponto eztaciondrio;  então 

1. k Bk=  pCx3= max C f . C x  3 ,  i= lp .  ..,m) : Parar. 
L 

i Se # 0, i para a passo 2. 

PASSO. 2: Busca Linear 

M + 1 
Seja x u veta -  

K + I  K K 
X = x  + a  p *  

K 

onde a é o Lamanho do passa, Lal que " p  decrexcp 
W 

suf i ci entemente". 

PASSO. 3: 

Atualizar B por EFGS usando a mat.riz E que estima a 
K +1 K 



92 

PASSO. 4: 

I n c r e m e n t a r  K- K+% e retornar ao passo 1. 

III.2.2.at BUSCA LINEAR 

A busca linear é realizada sobre a f u n ~ ã o  original  p a 

ser m i n i m i z a d a .  I s t o  se j u s t i f i c a  d u p l a m e n t e ;  sob a perspectiva da 

P r o g r a m a h ã o  N S o  L inear  I r restr i ta ,  p z função que se quer 

m i n i m i z a r ,  logo c5 a escolha natural . .  DO ponto v i s t a  da f o r m u l a g ã c r  

E111.2.1 I ,  u m a  possivel funçZa m c 5 r i t . o  é a função penalidade 

exata dada por 

A p r m p o s t a  a seguir  é u m a  busca a p r o x i m a d a ,  e m  que o t a m a n h o  de 

passo a é t o m a d o  c o m o  o p r i m e i r o  n i í m e r o  da ã e q ü & n c i a  gerada por : 
rc 

onde 

F T K h. = - C p 3  B K p ,  O < w < i i Z  
K 



A desigualdade CIII,2.121 O consequência da comparação entre a 

r-edugZo real 

e a estimada pelo modelo 1-oca1 em E III.2.51, dado por, 

Vejamos como se gera a seqG3ncia CIII-2.131. Para 

si m y l  i f i car a notação, omitiremos o indice k da iteração 

corrente. 

Iniciafizamas com I) = 1 
O 

Quando 
'j 

nSo sa t i s faz  I - 2  1 , constrói-se uma 

função quadrática 8 . € I ) 3 ,  a qual interpela p: 
3 

e 

a. CWJ = XK 
J 

Csegundo CIII-2.121, hK pode ser vis to como uma aproximacão da 

derivada na direçzo p?, 

Quando (3j+l> O. i Pj, então I) & acei to como o valor 
j +-I 

q u e  minimiza 8 .Cp3 ; 
J 
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'.j ++i 
é ca lcu lada  usando-se a s e g u i n t e  f érmula de  Powell C 221 

Há v d r i a s  propos tas .  A mais s imples  & usar  a  mat r iz  

iden t idade ;  uma o u t r a  é usar  uma mat r iz  'E( que e s t i m e  a  
K 

heãs i  ana 

Cansi der a-se . par a g a r a n t i  a de  conver g&nci a, a s  

ma t r i zes  CB 3 que sa t i s f azem a condiçãci, deuniforme de f in i@o 
K 

p o s i t i v a ;  

pa ra  p e 3 p o s i t i v o s  E ti' x E W~ e para  cada K. 

Exi  n t e  uma grande v a r i  edade d e  a lgo r i tmos  para 

a a t u a l i z a ç ã o  de  ponta 2 da  mat r iz  B não cabendo aqui d e t a l h a r  o  
k 

es tudo  dessas f  brmul a r .  Maiores i nf or  r n a ~ B e s  podem ser 

encontradas  no l i v r a  de  Avriel  Ccap. 11, 19782, ou na a r t i g a  de  



Denni s e MorQ C19771, por exemplo. Uma das  fbrmulas  de  

a t u a l i z a ç ã o  m a i s  aceitas 4 a de  Broyden, F l e t c h e r ,  Goldfarb e 

Shanno C 1 SYíX , abreviada BFGS, dada por : 

F 
B S S B  

X M K M  

onde: 

n 
h F S = y ,  S, y = [ R  s Z a  n ã o n u l o s .  EIII.2.143 

Sendo B s i m B t r i e a  d e f i n i d a  p s s i t i v a ,  pode-se usar  a 

decomposição d e  Chol esky,  com a t u a l  i zac$Xo do f a t o r :  

B = L L ~ ,  LV= y e L ~ S  = v, 

onde 

L é uma mat r iz  t r i a n g u l a r  não s i n g u l a r  e 

v um ve ta r  t a l  que 



A a p r o x i m ã r ; ã o  i n i c i a l  B da heçsiana & t o m a d a  s o m o  
O 

B =I. 
u 

I s t o  s i g n i f i c a  i n i c i a r  o a l g o r i t m o  c o m  a direção de m á x i m a  

descida C gradi en te3  

T a m b é m  p o d e m o s  cal cu l  ar 

c o m  

E m  r e s u m o ,  pode-se dizer que o p r o c e d i m e n t o  para escolha 

do t a m a n h o  de passo pode garan t i r  a convergência global. 

O m & t o d o  p e r m i t e  d e t e r m i n a r  u m  ponto estacionário do 

p r o b l e m a  CIII-2.13, onde xt sa t i s faz  as c o n d i g E 5 e s  de  KKT para 

a l g u m  vetor LI* : 



k 
1. - SE. pk= O , então rS = pCx 3 e xk á u m  ponto estacionário do 

k 
k 

problema CII.2.13, com o vetor u como o multiplicador asociado. 

D e  f a to  as  candiqães de K , K . T  aplicadas a CfIP.2.!33 

fornecem Cderivada nula da f ungão Lagrange em relação a p3 

Quando pK = O obtemos 

A l é m  dis to '  a derivada nula da Lagrangeana aãsaciadz a 

CIII.2.51 relativamente a 6 fornece C ,  sendo C i i i l  

ver dadoi r o por constr ugira. 

Por outro lado, as condiçEeã de complementaridade se 

escrevem 

k 
u Cf. Cxk3 + v fi~xk3pk-&k3 = 0. 
i. 1 
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k 
Quando p = O, obtemos uk C f . C r  3 -6 3 = O 

i 1 k 

e, por tanto ,  

b- k 
6 = f . C x 3  para u (1. k x i s t e  ao menos uni t a l  i, já que 
k a i 

Portanto.  xk é ponto e s t a c i o n á r i o .  I 

Demonr t r  ação 

K 
Notemor ? = { i  r u > O ). Então. de 1111.2.171, o b t ~ m o s  

i 

que somado e m  i , f ornese 



usando a de f in içãa  de p nesta  re lação  obtemos 

devido a que 

i =i 

k 
Por outro lado,  a iaxpressãa de  p dada por IIII ,2 .161 fornece ,  

k 
após m u l  t i p l i c a ~ ã o  por p : 

que, junto com I III. 2.21 1 l eva  h desigualdade 

k T 3.- ~'cX)~S 5 -Cp3 

C veja Han 1 1 3 1 3  
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Se c o n s i d e r a m o s  (3 C O, 1 I e n t ã o  H a n  m o s t r a  que 

onde 

K 
E s t a  af i r m a g ã o  é i m p o r t a n t e  porque m o s t r a  que o vetor p 

é qua l i f i cado  c o m o  u m a  diregão de busca no ponto x. desde que B k  

seja u m a  m a t r i z  d e f i n i d a  posi t iva.  

4 . - Se a ponto xk é sol usão 1 oca1 do p r o b l e m a  C 11-1 I  éa a m a k r i z  

B é def in ida  pos i t i va  e n t % o  ~J'=o. C veja [ I I P . B . 7 1 .  
k 

03 seguintes resultados j u s t i f i c a m  o p r o c e d i m e n t o  de 

t a m a n h o  de  passo. 

9 . - Se pKf O  e a r n a t r i  z B é d e f i n i d a  posi ti va, entro o t a m a n h o  
k 

de passo a t e m  u m  valor posit ivo e a = (3: para algum j 
k k 

f i n i t o , C v e j a  C P I I . X . 1 2 1  e 3, a c i m a  3 .  

6 . Se e x i s t e m  n u m a r o s  posi t ivos M e q t a i s  que 

Ca3ãup 11 f f f C x 3 f l  5 M para qualquer  i=l , .  . . , m ;  
i 

n %SER 



T 
C b3 X ~ B  x 2 7 7 ~  x para q u a l  quer K=#, 1 , . . . , e qual  quer x E IRn, 

k 

ent.ãopara L o d o  k ,  ol Z m i n  €0.1 q/M, 0.1 3. 
k 

E s t e  r e s u l  - L a d o  ser para obter a s e g u i n t e  propriedade de 

conver gênci a. 

7 . C o n s i d e r a n d o  C63 e t a m b é m  a f r r n q ã a  p l i m i t a d a ,  t e m - s e  que a 

K 
seqüênc ia  C x  3 gerada pelo m é t o d o  t e r m i n a  n u m  ponto estariondria 

cio problema CII-11, ou 

SE K I s to  p e r m i t e  m o s t r a r  que o ponto x c u j a  direção p 

t e n h a  n o r m a  pequens l eva, aproxi m a c i a m e n t e ,  às condi ~ E e s  

necesrári as ITII-2.151; de f a to  i s t o  pode ser t o m a d o  m a i s  

preciso: 

8 . S r r p a n h a  q u e  e x i s t e m  n ú m e r o s  não  negativos; M e M t a i s  que  as 
% t 

gradientes V f  . Cx3 , i =i E . . . , m  são 1 i m i  tados por M sobre Q 
1 1 

conjunto  

e as m a t r i z e s  CB 3 sã= l i m i t a d a s  por M . Então: 
K 2 



9. - Suponha que as hi  pb te se s  nas propri edadex C 7 3  e C 8 3  sSo 

ver i f i cadas .  Então para qualquer to l er%nc ia  c >O, o mktodo 

- - 
produz, e m  umnfimero f i n i t o  de  i t e r a ç õ e s ,  x e u sa t i s fazendo:  

1 . -  Suponhamos quo a função p Q convexa sobre  o conjunto 

: qXx1 5 p í x  , suposto  l imi tado  para algum i ; então 

k qualquer ponto de acumul aqão de C x  3 & uma soluqãa de  E 11, i I e m  

I. I s t o  permite falar da e x i ç t & n c i a  da saluqãa.  



2. - Para  a f i rmar  a un ic idade  da so luqão ,  u t i l i z a - s e  o s e g u i n t e  

r r i t b r i o :  Se p é e s t r i t a m e n t e  convexa, e n t ã o  a seqübncia  <xk3 

converge para uma Única so luç3o  do  problema CII.11. 

3. - O metodo t r a t a d a  por Han p e r m i t i r á  en tender  a so luçSo a u m  

problema restri t.o: 

S u j e i t o  a: 

g . C x 3  I O , j = i ,..., q. 
d 

&ia f ungõec; reai s c o n t i  nuamente d i  f e r e n c i  áve i  E;, cu  j a sal u ~ Z c ,  é- 

f e i t a  p e l o  processo  já exp l i cado  an t e r io rmen te ,  c o m  ci 

sub-problema C III.2.61 s u b s t i t u i  do  por : 

ande  B 4 a hrissiana da  função  Lagrangeana do  problema o r i g i n a l  
Ic 



e PK direqão dada por: 

A seguir  r e f e r i  m o s  srrci ntamente a trabalhos  com abordagens 

si milares  ou próximas da de Han. 

1. - Osbcirne  e Watãon C 19683 

Descreve u m  a lgori tmo que so luc iona  o problema de 

minimax i r r e s t r i t o  de  módulos d e  funções .  

Trata-se do s e g u i n t e  problema; 

1-3 min max Ib -f.Cx 31 ,  i=l,..., m ,  x E R  + 
i 1 

que equiva lente  a : 

min h 

au.jeita a: 

E s t e  problema & l inear i zado  sogundo 



RC: L L V ~ Y ~ ~ C ; :  zprcsentam c &-Y -flui n t e  .-.rocec;su r para r eza lve r  

f III.2.231, 

+ - c 
A -  Yrculker Y, 

ii.- Calcular  dr a p a r t i r  de IIII .2 .241,  este 

sub-pr obl e ~ a  & sal uci  =nado usando rnltudos d e  pr ogr amac$h l i near , 

supondo que o pos to  C Q  f3 = n . 
k Denota-se o valor  mínimo de h por 2. 

k íii.- Busca l i n e a r ,  c a l c u l a r  y minizando, 

k m a w  I hi-fi€x + y'dk3 1, i=l, ... .m; 
iv.- O novo ponto G 

K k  x " ' a x k i y d .  

Comparaqâu c o m  Han 

E i n t e r e s s a n t e  comparar u a1 g a r i  tmo que acabamos de 

lb -f I&i-fiCx3 Cou o posto). B a s t a ,  por exemplo, que se i i i-- 

tenha ,  para  todo i ,  

f Cx3 5 f Cn 3 I bi, i f o 
para  algum xo. 

Temos agora o sub-problema 



dif  crentes : L e m o s  aqui uma aproximação de 15 ardem da função 

lagrangeana e m  torno de xk, dada por 

enquanto Han c o m  expansão de Taylor até 2$ ordem. 

2.- Murray e Overtcn ClG8O2 

D mbtodo salucionu o problema $1. i 3 equivalente  u 

~ d t :  v -rii1 
s u j e i  to a: 

T -T m - 
onde x =C x , xnS1 3 .' Cx Ip....'x 3 . .  x &" n 

Trata-se de  um m&todo de  restriçSes a t i v a s ,  representadas 



A f 
por cCx3~eRw C t  indica nfimero de restrições ativas?. 

h 

Denutamas a a jacobiana das restri@es; a t i v a s  par Afx3 = 
h 

a cCx3, isto €5 : 

h h 

Aí. x3 =V cC x3 = 

O Lagrangeana de LIII.2.253 & dado por: 

Cem ã objeto  de formar o sub-problema quadrákico CMSQJ,  

Podemos agcr r defi ni r o sub-pr obl e m a  

ou, mais símplernente : 

h 

Supondo-se A de posto completo, hk & soluqão de 



utilizando-se da descompasiqão de 
"T 

(R*" nos rspaqos nulo de A r 
h 

iinzgem de A, de dimensões respectivas nS1-t e t. Assim, com w 

definida positivo. p é calculado como p=pYpz, onde 
t 

P~ 
e [R e 

e R n+l -L 
% Cpara suas cxpressãee; ver Murray, Wright,l9813. 

A atualização da hessiana 4 feita usando Quase Newton, 

garantindo-se que a dire~ão de busca Cp3 seja de descida para 

a f un@o obj eti vo da mi ni mâx, obtendo-se ccmverg&nci a quadrgti ca 

1 oca1 . 

Comparação entre Han e Mur r ay-CWer t on. 

Arnbos, Han e Mtrrray - D~erton, solucionam o problem de 

mi ni mas, uianda rub-prabl e m s s  sob a perspectiva dos mgtodcs 

sequesnci a1 quzdr Ali cos C MSQ3 , o primei r o sol uci únandú o probl ema 

dual , e Mur r ãy-Civer ton atacando diretamente o primal, 

consi der ando por6m apenas as r estr i @e% ati vãs. 



I I L 3  METODO DE CHARALAMBOUÇ E CONN 

111.3.1: INTRODUGXO 

C o n s i  der anda o probl o m a  C 1. 1 3 e q u i  val Gnte a 

os autores a p r e s e n t a m  u m  a1 gari t . m o  para resol v & - l  o ,  

u t i  1 i zando o cri  téri  o de  E-vi abi 1 i dade, d e t e r m i  riando a direção 

pelo o m b t a d o  do Gradiente Projetado. 

O s  pan ta s  básicos do a l g o r i t m o  c o n s i s t e m  no cálculo d e  

duas  d i  r eçãec; . A pr i m e i  r a d i  r eqão hor i zontal , ob j =ti va o 

d e c r & s c i m o  de funqão p . A segunda direção & verkical ,  e 

procura o d e c r k s c i m o  do erro das funções que estão p r ó x i m a s  à 

funç3o yl. 

k 
N e c e n r i t . a m o r  e n c o n - L r a r  a direção de  busca no ponto x , a 

qual é d e t e r m i n a d a  L e n d o  e m  consideração as fupiçi-iei; E-ativas do 

Ic 
p r o b l e m a  m i  n i m a x  e m  x . E s p e c i f i c a m e n t e  d e n o t a m o s  



k 
2. -1 E C x  , ~ 3 :  con jun to  das funqões e restrições não E-  

k 
a t i v a s  no ponta  x 

4. -3 Gradien te  do vetsir z 

S. -3 L a b e l  : i d ~ n t i f  ica d i r e ç ã a  v e r t i c a l  na pas so  

cor r espondente:  

se a d i r e q ã o  v e r t i c a l  & tomada 

0, caso cont . rá r io .  
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6. -3 VS : indica o tamanho do passo vert i  cal . 

d acort.ado, 
v = 

se o passo não é aceito 

7 -3 EPSTOP : valor que define o c r i  t e r i  o de parada. 

denota o l i m i t e  sugeri or do tamanho passo 

admi ti do. 

111.3.3 ALGORITMO 

PASSO U 

0 
L a b d  =O, k =U , VS =O, x =x 

dar a valor de E e epstop, 

PASSO I 

Determinar I C X ~ ?  ~3 

P A S U  I1 

Calcular a matriz de projeção Cede passo efetua i t e r a ~ õ e s  

i riternas3 

C 1 3  Seja j = 0, 

pa=I , matriz i denti dade de ardem C n+f 3 XC n+á 3 

A = C3 Cconjunto vazio3 
O 

<j> - $j> 
P - e , Cdireção de busca horizontal2 

C 111.3.41 

C23 Quando j >O, determinar a matriz N~~~ cujas linhas 

são os gradientes das r e s t r i  ~ ã e s  E-ati vãs, 



C a l c u l a r  a m a t r i z  de projeção 

-3 
i )  ' [ i  ] $j3= I - ,'f~) z 

de ardem C n + l 3 X  C 1-193 3, 

Calcular a diregão dada por CIII. 3.41; 

b t e r  m i  nar 

ande A =C i i . . . , i 3, correspondenkes ao  valor de j anLer i or 
j & P  2) j 

n e s t e  passo . V e r i f i c a m a s :  

T 
k 

s e ,  pcj3 V $fiz,* 3 7 O ir para C33, i& ~ + 1  * 

sen3o atual izar  

Se a cardinalidade de A . = n + l ,  i r  para o passo VII; caso 
J 

Cj3 e 
contrário ca lcular  uma nova ma-triz d e  projeção N a nova 



di r e ~ ã o ,  sonti nuando o processo. 

C 33 Denotamos : 

parar Cótimo Q atingido3 

Caso contrário i r  para o passo IV 

PASSO I V  

Eusca l i near C hori zon.t.al3 : 

k - 
kterminar T 1 0  ta1 qus ma= f . C  x -T p I p  i=lC...pm 

1 

Q minimizado . E é obtido de p ,  atravks de suas n tIrltimas 

componentes. 

PASSO V 

Curldir,úes para determinar o passo vertical  : B necesdr io  

que o número das restriçi+jesr E-ativas não mudem Gm trSs 

i teraçães consecutivas Cheuristica3 E! l i p  11 (1, ou L a b e l = 6  

neste caso, i r  para o passo VI, 

caso contr Ar i o, fazer 

e i r  para o passa I, 

Par ã determinar o passo ver ti cal consideramos 
k 

1.-3 Determinar I C x , ~ 3  



S.-)Determinar a matriz N c u j a s  l i n h a s  s ã o  05 grad ien te s  

das r e s t r i ç õ e s  &-a t ivas ,  

]r - 
3 s - 3  x = x  + V ,  

t e m p  

L. 
onde c é o vetar  dar n componentes primais de vCx , s3 

Se m a x  f . C x  3  
l. t e m p  

k s i -  
x - X  

t e m p  

L a b e l  = O 

i r  para o passo I ,  

c a s a  contrár io  

k - k + l  

ir para a passo I 

PASSO V I 1  

Ctuancia I Aj 1 = n+1 

fazer 

L a b e l =  6 



63 

E = s/10 

valtar para  o passo VI . 

1. - Supbe-se pos to  N 
C j2 

compl e t o ,  d e  mado que 

,+i' ( N<.j)) T é não s i n g u l a r .  

Par a cal cu l  ar 

e u t i l i z a  a fórmula i t e r a t i v a  d e  R a n e n  para  problemas não 

l i n e a r e s  Cver f 1513 o 

2 -  A mat r iz  N representada  no passo E I P 3 C 2 3 1  é uma matriz 

r u j a s  l i n h a s  s ã o  os g r a d i e n t  e s d e  algumas ou t o d a s  as 

restri@es c - a L i  vas.  

Assim, a mat r iz  N do passo VI,C23 é a mat r i z  r u j a s  

l i n h a s  são as g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i r ;ões  E-  a t i v a s  a s  q u a i s  

formam uma base  do espaFo gerado p e l o s  g r a d i e n t e s  d e  t o d a s  as 

r e s t r i ç õ e s  a t i v a s .  

3.- Quando I A j I = n  + i podem acontecer  as s e g u i n t e s  

posãi  b i  l i dades  , 

Cal O ótimo é a t i n g i d o  e m  uma v i z i n h a n ~ a .  

C b 3  O 4timo não é a t i n g i d o  e p o r t a n t o  temos que cons iderar  

r e s t r i ç õ e s  que nSo e s t ã o  i n t e r v i n d a  na soluqão. 

Es t a  s i t u a ç 3 o  é t r a t a d a  d e  duas maneiras: 

Pr imeiro,  toma-se o c a n j  unto d a s  d i r e q ã e s  v e r t i  cai s C L a b e l - 6 9  ; 



segundo, reduz-se o va lor  de  c, CE = ~ 4 0 3  

I 

PI1,â. 6: RESULTADOS TEOR1 COS 

Apresentamos o essenci  a l  da tecri a desenvolvi da no 

a r t i g o  c i t ado .  

Previamente necesi  tamos do algumas hi  pb te res  adi  c ionai  S. 

h 

a) Hipdtese 3 .  - E s t r i t a  complementaridade um ponto 6timo x no 

prclbl ema de  m i  n i  max cl c a r a c t e r i z a d o  por s a t i s f a z e r  as condbqires 

de  Kuhn-Tucker abaixo: 

h 

Suporemos u > O ,  ~ E I C  xI O). Si gni f i c a  não consi der ar probl ornas 
i 

como o do grzifico seguin te :  



h3 Hipbtese S. - Unicidade de  solução. 

A s i tua$So a sl-guir mostrada em qráf ico é impedida 

por e s t a  h ipótese:  

TEOREMA 1 - 
,- aej ain as f unr;iães f i =l , . . . , m, convexas e continuamente 

i 
h 

di ferenc i  Aveic; e m  uma v i z i n h a n ~ a  de  x. Além d i s s o ,  as hipóteses2 

e 2 são ver i f i cadas .  Então ,  para rrm compach W 2 uma 

condiqão necessAria e s u f i c i e n t e  para que 



x G W p C x, E> e = 0 ,  para G = 0, 

h 

íI que x = X. 

E s t e  t e o r e m a  d e f i n e  o c r i té r io  d e  parada do a l g o r i t m o .  

O b s e r v a - s e  que  este t e o r e m a  garante o passo I11 do a l g o r i t m o .  

TEOREMA 2. - 
S u p i ~ k a m a n  que r i s  i l ,  m ,  são funções convexas, 

h 

duas vezes d i f  e r e n c i A v e i s ,  x é u m  ponta de  m i n i m o  f o r t e  de 

p C x 2 .  e a h i p c 5 t e s e  1 acontece. Então para qua lquer  c o m p a c t o  W G 

i 
e s pori t i vo  e s u f  i c i ~ n t e m e n t . e  pequeno, a s e q i d 8 n c i a  C x  Cc.332 

h 

W gerada gelo algori t m o  converge para x. 

111.3.7 C h a r a l a m b o u s  e C o n n  e o m é t o d o  de  g rad ien te  projetada. 

Ar; c a r a c t e r i s t i c a c s  m u i t . 0  prbprias do a l g o r i t m o  

desenvol vi do por C h a r a l  a m b o u s  a C o n n  p o d e r i a m  m a s c a r a r  o f a to  

básico de  ser ele u m  m & t o d o  d e  proje~ão.  Por i s to  f a r e m o s  a 

s e g u i r  a t r a d u ~ ã o  do g rad ien te  projetado de R o s e n  C1861 3 para 

o p r o b l e m a  1 . 3 1 ,  s o m  o cuidado, necessário para a 

c o n v e r g & n c i  a , d e  se considerar restrições E-ativas , p o r é m  s u a  

reconãti t u i  qão de  vi abi 1 i dade . 
P 

A f unqão a m i  n i  m i  zar -r t e m  e m  ==C1 , O ,  . . . , O 3  E R ~ + ~  

s e u  gradiente C cons tan te  3 .  E m  u m a  i teração k, s e j a m  ii, . . . , .i .as 
J 

restri çõeã E - a t . i  vas e 

k a jacabiana destas r e s L r i c ; B c a r ;  e m  x , r r r p o s k a  de p o s h  m á x i m o .  A 



direção a ser considerada pelo método do gradiente projetado 

& dada por 

A diferença deste, o algorilmo de CharaLamborrs e Conn 

nãa rrtiliza obrigatoriamente, e m  cada i teraqso, todo o conjunt.~ 

das resLric;ães c-ativas : o t e s t e  de direção de descida para p 

no passa IIC23 permite trabalhar com' apenas u m  sub-conjunko da 

que1 as r e s t r i  çães . 

O passo seguinte poder& ser o I V  C a p4r passagem por 

IIC33 e 1113, que é a busca l inear ,  f e i t a  sobre o max f .Cx3 ,  e m  
1 

k 
x , segundo a direção de descida cclrrente. 

I s t o  é essencialmente equivalente a m i  n i  m i  zar a f u n ~ ã a  

custa z C 2 ,  f . C X ~ ,  em concord%ncia com o que ser i a 
1 

real i zado ao gradiente projetado tradicional. 



III.A.I.I. - MOTIVA~~XO 

N e s t s  i t e m  fazemos uma a n á l i s e  da  método d e  Zang C153803 

que s u g e r e  apr  oxi maqães suaves  

d i  f e ronc i  abi 1 i dade. 

A ap r  rlxi mação será f e i t a  

a r b i t r a r  i amente pequena d e  cada um d e s t e s  

nos pontos  d e  nZo 

e m  uma v i z i n h a n ~ a  

pontos.  

Q volume da r e g i ã o  onde pCx3 é aproximada & c o n t r o l a d o  

por um parâmetro denotado par  f?. Quando f?+O o vcllrrme das zonas  

onde pCx3 é aproximada tamb4m se aproxima de zero .  

Com a f i n a l i d a d e  d e  s u a v i z a r  os pantos  não 

d i  f er enc i  dvei  s i n t r  oduzi m o s  duas  aproxi  ma#5es t uma de1 as 8 

continri.amente d i f e r e n c i á v e l  e a ou t ra ,  duas  vezes  continuamente 

d i  f er enc i  ável . A s  pr  opr i edades  das apr  ox i  m a ç ã e s  per  m i  ti r ão que a 

função  o b j e t i v o  aproximada seja convexa, c a s o  p o s e j a .  



s forma: 

f. c,, - f c.3 ] I...] ] p gt m- 4 

onde 

Observa-se que pf x2 & expresso cama uma composic$Xo do qCt3 e das 

funçzes TiCx3, i=%, . . . , m continuamente dif erenci  k v d s  e 

sendo P. = O o ponto de nã& dif'erenciabilidade. 

Fiy  C3.33 



Subs t i  t u í  do q C  t 3  n u m a  vizinhança - p 5 t I (3 por a l g u m a  

f r r n ç ã o  15Cj3, t3 conveniente  C ver F ig  C3.523 , t e m o s ,  c o m o  resrrlt.ado 

:C (3, t 3  , u m a  a p r o x i m a ç ã o  par a q C  t 3  . 

A s s i m ,  p é a p r o x i m a d a  por : 

m - i  

S u p a r e r n a s  que ~ C P ,  t3 t e m  as s e g ~ ~ i n t e s  propriedades : 

i1 :C& t3 e5 convexa a c o n t i n u a m e n t e  diferenciável c o m  relaçZo a 

t. 

E v i d e n t e m e n t e  FC í3, x3 herda esta propri edade. 

Por o u t r o  lado, se qf& t3 convexa' então bC@, t3 é 

m o n o t o n i c a m e n t e  crescente em t. 

ii  3 E s c o l  he-se 21C p, t3 de m o d o  que 

'ierifica-se que C i 3  e C i i S  são satisfeikas p e l a s  f~jnçãgs de 
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apr oxi m a ç ã o  dadas por : 

CIII. 4.61 

VERIFICAÇÃO DE C i 3  

É i m e d i a t o  que q á C / 3 , t 3  C c o r r e s p o n d e n t e  a b 1 C / 3 , t 3  é 

conti  n u a m e n t e  d i  f erenci A v e 1  . 

A l é m  d i s t o  , 

p o r t a n t o ,  blC/), t 3  ~5 convexa, e a s s i m  B cg-~p, t3. 1 

b z C / 3 , t 3  4 c l a r a m e n t e  c o n t i n u a m e n t e  di f erenci  ável . Tamb&m 

d e t e r m i n e m o s  a derivada segunda e m  t 

T e m o s ,  para 



De a , b , c  e d t e m o s  que 

então, b C & t 3  & convexa, ass im c o m o  C/?,t2. 
2 2 

Verificac$So de  C i i 3 :  

Trata-se d e  ana l i sar  o i n t e r v a l o  -(35tS(3. 

Podemos portanto supor que t= kpM, o: 2 I , k >O, e 

l i m  b C f 3 ,  t 3 = l i m  
t2 -t. (3 

1 
P d O  f3-o 

k2P==< = i i m  Wa $2 +L] 4 = O *  
(340 

Ana1 ogamente se ver i f i c a  que 

Outras aproxi maçEes para o operador "max" tenda a j-&si ma 

deri vada cont ínua j > 2 C onde bC (j; t3 é um poli nSmi o de  2.j -&si ma 

-i. 
grau, c o m  condiçaes  d e  cont inuidade e m  t = - P3' ráo 



C o m  qualquer destas f u n c g ã o  a p r o x i m a n t e s  o p r a b l e m a  E I. Z 1 B 

subs t i  t u i d a  por : 

Besta m a n e i r a ,  a m i n i m i z a c ; ã c i  de  pC(3, x3 pode r f e i t a  

medi ante t écn icas  de mini mizaçãm que u t i  1 izam gradiente.  

T e m o s  

;,c@.t3 r :,C@, t3 2 q c t 3  . i s to  é 



Por outro lado v e . j a m o r ;  que 

11 como qCt3 = t em C 0, (31 

Se m o s t r a m o s  que b C P P t 3 - q C t 3  é. decrescente e m  < 0 , ( 3 l , i r ; t o  B 
2 

[ b Z C r 3 #  t 3  -t]<O e m  C0.13 ) .  t e r e m a s  o resultado desejado e m  dt 

De fato 

t 
subs t i tuas  = - . 

6' - 

já  que USnS1. 

2, A n a l o g a m e n t e  q C@, t3 > qCt3 = O , e m  + 5 t I O .  
2 

C o n n e q u e n t e m e n t e  

CIII. 4 . 9 ã í  



111.4.2. - EXEMPLO 

Considere m = 2. Por CIIP.4.21 

ande 

Segundo a def i n i ~ ã o  Lemos a s e g u i n t e  f unção regularizada . 

/;cp.x3 = f p 3  + g p *  f2Cx3- f L x 3 ] .  

Com b C 111.4. G I  , temos a aproximaqão 
1' 



C o m  b2 + . e m a s  a segunda aproximaqão 

C III. 4.141 

Observação. 

A função regularizada C/3 ,x3 ,  calculada por ZIII.4.41,  

depende dos val ores  de £ i =I . . . , m e de sua ordem para -f3 < x < i' 

17- E ç c l  arecemos e s t a  af i rmaqãa mediante o exemplo: 

- 
Cal cul emos p C /3, x3 para p suposto com val ares  a segui r i ndi cadoi; 

1 

P r i m e i r o  casa. Sejam x e fi t a i s  que : 



<cI),x~ = 3.692 I 

Segunda casei R e o r d e n a n d o  os vai. or es de f i =1,2,3. ia 

A n i l  a g a m e n t e  , t e m o s  

n 
I. - D a d o  um p o n L a  x G [R. e u m  n ú m e r o  posi t iva  13 K = G > C )  

O O '  

dado. 

11.- K t- k+l 



70 

Calcule ã sol ucKo do problema aproximado : 

E ál Verifique s e  x B acei %Ave1 pelo problema original : 

PARAR. 

bl Caso contr%rio 

Ketor ne a 1 I. 

0bservac;ão: Sang C 3 3 3  u t i  1 i za Quase-Newtor. par a resolver 

r 1x1. A, :!SI 

P 

I I I. 4.4: RESULTADOS TEOR1 COS 

A segui r apr eaentamoã a1 gumas propriedades do pr obl ema 

aproximado e do esquema geral do algoritmo sugerido na seção 

anter i or . 
Observamos que o objetivo c2 mostrar e m  quanto diferem 



ç: m í n i m o  do problema aproximado e ominal m o  da função e m  estudo. 

Parz i s t o  prtieisâmoc: das seguintes  lemas que consideram com 

hipbteâe a propriedade, dada por C i3 

Lema 4.1 . - Par a todo t E R, ver i f i ea-se 

Lema 4.2. - Para toda t e R 

; C@,t+/33 - q Ct3 5 p. 
I=?os l e m a s  f 4 . 1 3  e C 4 . 2 3  obtem-se o segui nte resultado, 

consi  der ando C i i 3  como hi pbtese par a as segu intes  prúposi q8es 

€4.33 e C4.43. 

PROPOGIC~ÃQ 4.3.-Para todo x E IR" v e r i f i c a - s e  

t e r  e m o s  

- ,- L @ x i  
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* n TEOEEMA 4.4, - Soja x E ponto  mínima d e  pCx3 (i X G o ponta  

mi n i  m o  d e  &P, x3 ; e n t ã o  

Observaçãa: 

C'i t . ~ o r e m a  C 4 . 4 3  r d a r i r s n a  (7 c o m  o erro r e s i d u a l ,  

s u g e r i n d o  c o n t r o l e  das i t e r a ç B e s .  Par  exemplo , 

C(-NVERGÊNCI A 

A p r a p o s i ç ã a  s e g u i n t e  f o r n e c e  um r e s u l t a d a  de  

K K converg8nci  a fraca de  x C canverg&nci  a e m  rpC x 2 2 .  

PRUPOSI$&~ 4.8. - Seja <(7k>40 uma seqi)ênci a d e  números p o s i t i v o s  

e suponha que x B soluc$Sa p a r a  
k 

Seja X E 5?I1 um panto d e  acumu1ar;ão d a  seqü&nci a C x  3 .  
k 

Ent.ão * p c 3  = $7 C x  3 . 

Quando ICx% d um mingle ton.  o problema de  minimax B.  e m  

* a l g u m a  viz inhanqa  c l ~  x e q u i v a l e n t e  ao de m i n i m i z a @ ~  de uma 



s i m p l e s  funçzo dif  ereneiável . É o que f o r m a l i a a  a ,  

Q PBOPOSI$~ L. €3. - C o n s i  dere x E R" u m  m l  n i  m o  1 ocal de p€ x3, onde 

* * pCx 3 = f Cx 3 para u m  -c& valor 1 4 1 rn. Então  existe u m  3 E 
1 - 

R+ tal  que x8 B u m  m i n i m o  local de p C& xJ  , para todo (3 

sat isfazendo O 4 /3' < 3. 

Zang sol uci  ona o p r o b l e m a  de m i  n i  m a x  usando aproxi m a @ e s  

e m  u m a  vizinhança a r b i t r i k - i a m e n t e  pequena dos pontos não 

d b f  erenci bvei s, trabalhando c o m  

- 
onde p é f unção aprexi m a d a  do p r o b l e m a  or i g i  nal . E s t e  p r o b l e m a  

pode ser resolvido por qualquer técnica da P r o g r a m a s ã o  N ã o  L inear  

I r res t r i ta  D i f e r e n c i á v e l .  

M e n c i o n a m o s  a seguir  u m  trabalho que t a m b é m  realiza 

apraxi m a ç ã o  suavi zante  de p, B e r  t s e k a s  C1Q7B3 

E m b o r a  o ar t igo p o s s i b i l i t e  o t r a to  de f a m í l i a s  m a i s  

a m p l a s  do q u e  a de m i n i  m a x ,  f i x 2 m o - n o s  n e s t a  . T a m b h m  aqui se 

a p r o x i m a  cada função q C t l =  m x  CO, t3, A m o t i v a ~ ã o  &, no en tan to ,  

t o t a l m e n t e  diversa da do m é t o d o  que  a c a b a m o s  de descrever 

I n i  c i  a1 m e n t e ,  a função  q C  t3 é s u b s t f t u d a  pela 

equi va lente  
qCt3=Mnz  CIII.Q.1GI 

tsz, zZO 

E m  seguida,  este p r o b l e m a  é a p r o x i m a d o  atravbs do Lagrangeano 

A u m e n t a d o  C m k t o d o  dos m u l  t ip l i cadoren  2, r e l a t i v a m e n t e  à restrição 



t l z ,  chegando-se a 

C Y um mul t ip l i cador  de Lsgrange associado a C III.4.16I - 
Visando nossa aplicãçga,  para t i-f. C x>+ a s ~ l u ~ ã o  d e  

P 
LIII.4.171 G dada por: 

i onde O<y 51, c>O, A = l ? . . . * r n .  

O par%metru c controla  a exatitude da 

$ determina-se a exatitude 0- maior 

neyâtivoc: do argumento de í' CxJ C veja 
P 

apr oxi rnaçSo, e o par âmetr o 

para valores; p o s i t i v o s  ou 

figrrra 3.73 



Senda f i . m f u n q S i e s  d i f  erenci A v e i c ; ,  então a f u n ~ ã o  

i. y l f . € x > ,  y ,c1 é t a m b é m  diferenci5vel e m  rela$Sa a x. O 
1 

grad ien te  é dado par 

D e v i d o  à m o t i v a ç ã o  da aproximação, o autor sugere 

i a t u a l  i zaç8es das p a r f i m e t r a s  c e y atrav&ã do m é t a d a  d e  

m u l  ti pl i c ador es . 



111. S. i : DEFINI$~ES E PROPRIEDADES B ~ S I C A S  

I n i c i  21 mente se r e e c r e v e  pC x3 como 

onde U Q o ãimplex u n i t á r i o ,  conjunto  convexo d e f i n i d o  por 

Par& demonstraqão ver  G i g a l a  e GBmea f 18Qi3 C Na verdade,  uTf€x3 

& a Função dual  c o m  u G U,  pa ra  x v e r i f i c a n d o  a s  condir;Ees d e  

o t i m a l  i dade ,  cor respondente  a o  problema C 111.2.1 I3 

C I E ~ S E R V A Ç ~ C I  

Pdrsta forma, as desccsntinuidades do g r a d i e n t e  de p 

correspondem aas v a l o r e s  d e  x para  os q u a i s  o problema do 

supremo t e m  uma mul t i p l  i c idade  de s o l  uqEec;. E, p o r t a n t o ,  n a t u r a l  , 

f o r ç a r  a unic idade  da s a l u ç ã o  6 e  a cont inu idade  e unic idade  do 

g r a d i e n t e  3 a t rav4n  d e  uma r e g u l a r i z a ç ã o  quadrAtica.  E s t e  é um 

ins t rumento  conheci da  na Programagão Matemati c a ,  e m  p a r t i c u l a r  na 

Programação Linear , c o m o ,  por exemgl o, uma f o r  m a  de  atacar o 

m a u  condi ci onarnento dos  pr  obl  e m a s .  

A s s i m  se d e f i n e  a r e g u l a r i z a ç ã o ,  pa ra  v s bl, 



Fig.  f 3-73 

A f unçEo regularizada f icz: 



3 T 
Para V = C1/2,1/23 



Observamos que a soluy.ão. quando v = C 1 / 2 ,  1/23: é a ãoluqãu 

global x = + G- 





A funqão regularizada EIII.5.31 t e m  a s  seguintes  propriedades: 

De fato, 
T 2 

sup zy C x 3  = Su]. STIp f C x 3  - 1,z jl u-v 11 
v 

V E ~  TEU u€U 3 

a Qltima igualdade decorrendo de  que I IY -V~~% O, l ogo  Y = u 

r e a l i z a  o sup e m  v . 

IPL.5.3: O ALGORITMO 

Inicialização: 

€3 iCI Ponta i n i c i a l  C x  ,v 3, 

Para k L O 

1 3  CibtençEZo de uma aproximaqão da inversa da Hessiana 

da Lagrangeana do problema or ig inal  N C X ~ ,  i s t o  Éi uma, 

apr oxi m ~ 5 o  de 

Utiliza-se . por exemplo, BFGS. 



23 CAlculo das v a r i á v ~ i s  duais : 

Resol ve-se 

cuja solução Q dada por 

k f . c x k 3  + v i  - 6, 5. f . C x 3 + v . - b  > O . 
k ,. cx  9 v  3 = {; 3. 1 

1 
P em outros casos, 

CIII. 5.41 

onde 6 é t a l  que 

3 3  Cdlculo da direção prima1 

2 = - ~ C x " 3  QJ k ~ ~ Y 3  
V 

4 3  B u s c a  li near: t a l  que a condiçCTo de descida 

d verificada. 

Onde 

a 4 o tamanho do passo, 

inr = 0.1 Cvalor tipico3 



11 vP p 7 ~  xh*\ 11 < 11 vP C xk> 11 p. k-i 
V Y 

i r  para o passo 6; caso contrário, fazer 

k k +& 
X - x  e voltar ao passo 1. 

K71 k K 
6. Calcule rt usando 1111. S. 43 e EIII. 5.131, c o m  v + u 

PARE. 

k k+ & C a ç o  contrbrio,  fazer v c u e k=k+l  e voltar ao passo 1. 

caLcuLo DE s 

U t i l i z a m o s  o segu in te  a l g o r i t m o  para calcular 6:  

a2 &r a m o s  a vetar p5 ordenando e m  s en t i do  decrescente os 

vala- es 

k pi. = f.Cx3 + v - 
J. i 

b3 E n c o n t r a m o s  u m  e l e m e n t o  do con jun to  j c o m o  o p r i m e i r o  í nd i ce  
a' 

no con jun to  j ,onde 
a 



c3Caso contrário, j0 = rn . 

E n t ã o  

i. Para atualizar a Hessiana ut i l iza-se o m&todo BFGS. 

2 O tamanho de passo or. pode ser encontrado usando 
k 

qual quer busca uni di monsi onal , por exempl o a i nter pol ação 

quadráti ca. 

k k + l  
3. A atualização de v por rr Cpasso3 & just i f  icada 

peL a pr opr i edade i 3 . 

4. No algoritmo expressamos, no passo 2*a fórmula para 

calcular u; vamos agora obtê-la. 

O problema 

tom a olo associada a f unq3o de Lagrange dada por : 

Dai d e r i v a m o s ;  as candir;ões de ot.i m a l i d a d e  de 1 o r d e m :  



u.= f . C x 3  + v  - S - s 
1 I i i 

Como s =O se u > 0 , t e m a s  
i i 

Por outro lado, a fim de verificar as  restrir;8es, 6 é calculado de 

modo a garant.4 r que 

o que completa o resultado apresentado no passo 2. 

Ccinsi der amos que I. C  x3, i 1 , . . m são f unçires convexas. 
a 

Par a provar a ccrnver grSnci a necessitamos pr @vi amente do 1 ema 

abaxo: 



L ~ i m a :  

bdas as h i  pb te ses  aba ixo  pa ra  sequênci as e e s c a l a r e s  

reais: 

i 
3 a L a + h k - t  

k k-1 k 

3 . -3  a 2 c- d bk - E 
25 k 

4.-3 bk L O e Cbk3 é limitado k 

( 5. -3 4 ~ 1 >  -O quando k ---t m 

e n t ã o  C b Z  O e C a 3 ---r c quando L- m 
k 

Tear e m a  : 

lb: S e j a  C x  ,uk 3 um par gerado por ZIII.5.GI, s a t i s f a z e n d o  

k 11 v p cxk311 ã c: 
k-i 

v 

K 
e C c: 3 uma sequgncia  que t e n d e  a zero .  Suponha que a seqüência  

<xK 3 é l i m i t a d a  e a f u n ~ S o  q & l i m i t a d a  in fe r io rmen te .  Então 

K 
c. - Qualquer limite d e  sub-sequ9ncia <x 3 canvergontc  faz p a r t e  da  

con jun ta  so lução  def i n i  do par  



Prova: 

Para provar a t e o r e m a  p r e c i s a m o s  verificar as 

propriedades CIII.5.5.11. 

P r e v i a m e n t e  i den t i  f  i c a m o s  cada uma das s e q u & n ç a s  e escal ares 

reais: 

T 
Seja g C u 3 =  i n f  Cu f C x 3 3 ,  onde C =co 

XGC 

C III.8.81 

x e xk conhecidos. 
O 

I 
k 

a = g C u 3  
k 

k 
- b = f l  u - u  

M o s t r a r e m o s  i n i c i a l m e n t e  a parte C a 3  do t e o r e m a ;  basta verificar 

as segui n t e s  pr opr i edades : 

k-i I k  k 
2.- gC u 3  2 gEu 3 + - u k 2  - H s IIII.5.!3.31 

5.- l i m  M sk = 0 , C t e m c r r ;  cama h ipó tese  no teorema 3  
k d m  



N a  k -&si m a  i L e r a s ã o ,  pela círinvexi dade de f o b + , e m o s  para x E C 
i' 

C o m o  <xk> & limitada e se t e m  C I I I . 5 . 7 1 ,  existe M > O  t a l  que 

para k suf i c i e n t e m e n t e  grande 

K-i 
Quando d e t e r m i n a m a s  u a re1ar;ão C I I I , 5 . 3 ! 1  f ica  

k-i  
U 

2 
i =l 

c o m  CIII. S. 121 em C I I L .  S. 11 1 o b t e m o s  

Ir Cx3 5 E! fiCx 3 - - k 
rp k- i  1 

11 U -  u k-ji a+ .s: V x e C  
ZI 

a 
5 =1 

Entâo 
m 

L 1 k k-L 
k-a 

C x 3  .I inf u.-f. Cx3----~lu -u 
3 . 3 .  

u xcc [C" í =ã 2 



usando a notação IIII.5.81 e a propriedade de ínfimo, obtemos 

k L 
9 ?;-, C X ~  i g ~ u >  - - I/ uk- uk-'/12 + M r-.  1111.5.131 
U 

2 

Mais uma uez, retomemos a função regularizadora EISI.5.31 

imdiato que 

e por outro lado 

k- i = gCu 3 C devido & definição de g i l  

CIII. 5,151 

De EIIIm5.á41 e IIII.S.1511, obtemos 

Z III. S. 171 



que & a propriedade 2. 

k-1 
De CZZI.5.31 com v = u C onde suprema & ati n g i d d  

Usando o desenvolvimento de  Tayl or  , reescrevemos h CX, u3 e m  
ZI 

k k x-x , relati.7pamente 2 u , e m  t c r n o  d e  u  , 

k k k l  h Cx.u3=h C X ~ ? U ~ ~ + C U - U ~ ~ ~ V ~ ~  C ~ , T J ~ - - ~ U - ' J  k 2 
I?1 !c-r k-i 21 n i 

U u ?2 

Ir k 
c a m a  o supremo d e  h C x", u3 . é  obt.ida e m  ha , e n t ã o  

k- i  
T1 

apl icando e s t a  deãigualdzde B expressVc z n ' e r i m ,  ubtsrr!us 

k k 1 h Cx ,u3 5 h Cx .uk3 - 11 u  - uk112 . V  udJ 
k-a k-i 

ZI 

3% .r. 
I.. 

i i 
h =1 i -1 



K - k  k  T k  k - l  
f.fxk3 t- Cu-u3 fu-u: 3 =L=% 3. 

i =l 

O resul tada da expressSo CIII. 8.231 devenda-se ;ia fa to  de 

Rescrevamos C L I I . 5 . 2 3 1 :  

adicionando f -1ul sk3 em ambos lados o b t e r n a s  

C o m a  por d e f i n i ~ ã o  de  pCx3 se t e m  

EIII. 5.281 

adicionando - [ I I U ~ - U ~ - '  11 +r-+ M çk] a esta rel a ~ ã o  o b t e m o s  



que com EIII.5.291 fcirnece 

Observa-se , que 

que B a propri  edade 1. 

C o m  inf pCx2 = p, 3 L p, adicionando a esta 
X 



Q2 

k 
q u e  B a propriedade 3. T e m o s  a s s i m  /lu - uk-'1/ -0 C parte a do t e o r e m a  3 

A l e m  d i s to  , devido ao l e m a  t e m o s  t a m b é m  

que. c o m  I I I I . B . 1 7 1  

l i m  Q 
k - - 4  

Falta portanto, para 

T e m o s ,  c o m  

i m p l i c a  i m e d i a t a m e n t e  e m  : 

k-i 
c x 5  = p. 

U 
k 

a parte b, m o s t r a r  que Q C x  3 -+p. 

CIII. S. 391 

cm de [III.S. 321 obtemos 

apl icando ci l i m i t e  nes tas  desigualdades e usando [ I I I . S . 3 8 1  e 

C 111. S. 3 5 1  c h e g a m o s  ao resu l  tado esperado: 



Resta a parte c. 

Suponha que apds u m  nbmero f in i  t o  de iteraqões se  tem 

entEo de IIP1.5.361 e pela definição de p Cx3,  temas 

3e 
YnLão, x 4 ponte de conjunto sclução, e f ica  mostrado o item 

c c 3 .  

i.- Ymz intereâante InterpretaçEc deste ~&Lodo de 

regul ar i zagSo & f ei t a  pelas propri as autor as, a t r  avgs do m&todo 

de mulLiplicsrdorec: Iifl. Para i s t c ,  s e  escreve c ~ i ~ b l e ~  lI.313 



na f o r m a  equivalente ,  que jd c o n h e c e m o s :  

I n t r  o d u a e r n  var i dvei s de f o1 ga 

sujeita a 

e d e f i n e m  o lagrangeano a u m e n t a d o  

O abj eti vo agara & expressar a f un@o dual , m i  n i  m i  zanda L e m  w, S 

e x .  

T e m o s ,  i n i c i a l m e n t e  

que & atingido em 
v 
i 9 = m x  [o, - C f p 3  + - - i r 

4 C a n s i  d e r a m a s  e m  segui  da o inf Li(; x, 6, w, v, r 3 que é a t i  ngi do e m  
6 

.* 6 = dY , quandc V L C x ,  d, w, v, r 3 = O, i s t o  &: A 



D e n o t a m o s  

v  V 

A [,p+ - r i - 63, s e r l f i ~ x 3 +  - -  r i 6'1 2 0 
U. = 

E 

e m  outro caso. 

P 
inf L Cx, S, w, v, r3 = sup fCx3 - - 
6, U E U  

2r 

para m a i s  deta lhes  C ver C2113  

E m  conclusão c o m p a r a n d o  a f r r n ~ ã o  regularizada e os m o t o d o s  de 

m u l  ti pl i tadores t e m o s  

ip C x 2  = i d  L Cx, 6, w, v, 1 2, 
V 

6, w 

i s to  E - ,  corresponde ao uso do L a g r a n g e a n o  a r r m e n t a d o  

c o m  r=l . 



A m b o s  os a l g o r i t m o s  se b a s c i a m  na a tua l  i zação da 

a 
varidvel dual u , obtendo a d i r e ~ ã o  de descida C de 2; o r d e m  3 

d i r e t a m e n t e  ou por B F G S .  

A d i f e r e n ~ a  essencial esta portanto no processo de 

obtenção dos m u l  ti pl i cadar os u: H a n  u t i l i z a  a n a t u r a l  
i ' 

f o r m u l a ~ ã o  dual do suh-problema que d e f i n e  a di  r e ~ â l o  p r i m a 1  p,  

enquanto G á m e z  e G i g o l a  as o b t é m  através de u m a  regularizaçãodo 

dua l  do probl e m a  o r i g i n a 2  . 

C o m o ,  de acordo c o m  a parte b do t e o r e m a  de canvergência 

k 
d~ m m o l  e Gi gol a C x  , uk-"3 ÉI u m a  s e q u i i l r x i  a m i r i i m i z a n t e  para o 

prablema orignal , & razo=ibvel supor que, no limite , os processos 

se j a m  equi val e n t e s .  



I m p l e m e n t a m o s  o algori t m o  de G l g o l  a e GCimes e m  Pascal . 

Qs resultados c o m p u t a c i  onai s são c o m p a r a d o s  aos de o u t . r o s  

a l g o r i t m o s  e B i m p l e m e n t a ç ã o  dos autores . 

N a  i m p l e m e n t a ç ã o  n u m k r i c a  usa-se o segu in te :  

a3 A versão de H a n - P o w e 1 1  11 8 1  para o B F G S .  

b3 A busca l inea r ,  realizada sobre a funr;ãn or ig ina l  
4% 

a ser 

m i n i m i z a d a ,  u t i l i z ando  a a l g o r i t m o  de B r e n t  C ver f31 2 e 

i nterpol  agão quadrát i  ca . 

? I 

I V .  1. IJIETODO DE M A X I W  DESCI DA 

A f i m  de verificar o s ignif icado da a p r o x i m a ~ ã o  de 

2 g o r d e m  t e s t a m o s  o m é t o d o  de m á x i m a  descida nos m s s m o s  

e x e m p l o s  . E s t e  m & t a d o  corresponde à resoluyão do p r o b l e m a  local 

i s t o  é, 



OU ainda , 

E s t e  p r o b l e m a  t e m  e m ,  

uZO, XTO, sua f r r n ç z o  de lagrange associada . A s  candiçSTes de 

ot i  m a l  i dade são: 

a l & m  das retriçães de EIV .11 ,  Por tan to ,  a d i r e ~ ã o  de m d x i m a  

descida é dada, a m e n o s  de constante,  por 



I s t o  na tu ra l  mente correspande a, n2s f cirmul a s  de  Han e de  

2 
Gígola-Wmez, aproxima 1 ui O f i C x 3  pe la  ident idade .  

Apl i caçãa Numérica 

& f u n ~ õ e s  t o s t o s  s ã o  dadas por: 

Apresentamos abaixo o s  quadros comparati vos dos r e s u l t a d o s  

ob t idos  com o s  m&todos anal izados .  



QUADRO COMPARATIVO CORRESPONDENTE AO PROBLEMA 2 

a M- FunGBes 
calculadas 
na LI- i . 

C h a r a l  am- 
bous e 
Conn 

I nter 

G / ção 

I3 
E M E N '  G O L A  

C H-P3 

CI. P3 

C H-P3 

Brerrt, 

c PI. G3 

CI. P3 



QUAQDRO COMPARATIVO CORRESPONDENTE A 0  PROBLEMA 2 

I 

O V a l o r  a1 
N- Funr;Ões c a n c ; a d o  
calculadas 
na C u . i 3  e 

cp C x  3 f P o n t o  
. Inicial  

C h a r a l  am- 
bous ET 

C a n n  

Zang 

B u s c a  
Inter 

1 7  1 1.952227 

D E  G O M E 2  E G G O L A  
1 I M P L  :;;i - 

I a 1  
E M E N '  

CI. P3 

C u . i 3 :  Ú l t i m a  iteração 



C H-P3 t H a n - P o w e ã  1 

CM. G3 s M é t o d o  de G r a d i e n t e  

f I .  P3 r Interpola$Xo Q u a d r A t i c a  
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