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SUMARTIO

0 objetivo € apresentar, de uma forma didatica, algumas
das relagoes existentes entre a Mecénipa Classica e os métodos re

centes da Geometria Diferencial.

A utilizagao de conceitos modernos, tais como, a definigao
universal de produto tensorial de espagos vetoriais, evita o abuso

de notagao usual nos desenvolvimentos classicos.

As equagoes diferenciais, que descrevem o movimento de par
ticulas em IR3,séo obtidas das leis de Newton nesse espago. Entre
tanto, tais leis podem ser formuladas em qualquer espago de confi-
guracoes M, desde que em M possa-se falar em diferenciabilidade de
aplicagoes, isto €, desde que M seja uma variedade diferenciavel.O
desenvolvimento da teoria em uma variedade torna-a intrinseca e in
dependente de especiais sistemas de coordenadas, dando clareza, tan

to fisica quanto matematica, aos conceitos envolvidos.

Nos primeiros capitulos sao introduzidbs, inicialmente, os
conceitos de fibrado tangente e cotangente a IR" e, posteriormente,
constroi-se formalmente os fibrados tangente e cotangente a uma va

riedade diferenciavel M.

Nos dois Ultimos capitulos, deduz-se as equagoes de Lagran
ge para um sistema finito de particulas em uma forma que independe
das coordenadas. Definindo o lagrangeano L como uma fungao real de
finida no fibrado tangente descreve-se, finalmente, a transforma -
¢ao de Legendre relativa a uma aplicagao do fibrado tangente no co

tangente sob forma intrinseca.
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SUMMARY

Our aim is to present, in a pedagogical way, some of the
connections between Classical Mechanics and the comtemporary methods

of Differential Geometry.

The use of such modern concepts, such as the universal de-
finition of tensor product of vector spaces, refrains the usual
abuses of notation in the classical developments.

The differential equations for the motion of particles JRS

are derived from Newton's laws in such space. However, these laws
can.be:formulated in any configuration space M provided the concept
of differentiability of mappings makes sense, i.e., if M is a

differential manifold.

The development of the theory in a manifold has the mathe-
matical and physical advantages of letting the concepts become in

trinsecal and not bounded to any particular coordinate system.

In the beginning chapters we introduce thé fiber bundle
concept in IR™ and then we formally construct the tangent and co-

tangent bundles in an abstract differential manifold. M.

In the last two chapters we de:ive Lagrange’'s equations for
a finite system of particles without need for an explicitly defin-
ed coordinate system. We introduce the lagrangean L as a real map-
ping defined over the tangent bundle and then the Legendre trans -
formation associated to a mapping from the tangent to the cotangent

bundle is intrinsically defined.
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cApPITULO I

ESPACOS TANGENTES E COTANGENTES




1. INTRODUCIAO

§ 1.1 Preliminares algébricos

Sejam V e W espagos vetoriais reais de dimensao finita ,
L(V,W) denotara o espago vetorial das aplicagoes lineares de V
em W, onde as operagdes de adicao e multiplicacao sao definidas

por
1.1.1 (L +T) (v) = L(v) + T (v)
1.1.2 (L) (v) = XL (v) ; rxeR, veV,LeT e L(V,W)

Quando, em particular, W =IR, L(V,IR) = v* e usualmente

chamado dual algebrico de V. Se <ei )i " 2 n={1,...,n}, & base
e n

de V, entao a seqfiencia (e3>j€n de elementos de V™ jdefinides pe

las equagoes

0 se JZ7
1.1.3 e (e.) =
Z

1 se J=t , <, Jjen

1en

€ uma base de V*, dita dual de (ei >. . E facil verificar que
qualquer que seja vV e V , eJ(v] = va, a j-esima coordenada de v

n

em relagao a base e. \.
, 7 |7e

§ 1.2 Espagos vetoriais Euclidianos

.,

se < ,‘} : VxV — IR, & uma forma bilinear simétrica,de



finida positiva, entao < , > define um produto interno em V , e o

par (V, <, > ) & dito um espago vetorial Euclidiano.

A norma euclidiana de v ¢ V , denotada por ||v||, & defini-

da por

1.2.1 EAR :-\/<v,v>

Se V €& um espago vetorial euclidiano a aplicacao

1.2.2 & :V— V* , v — D (v),
definida por
P (v) (w) = <v,w>, VweV,

um isomorfismo natural entre V e v* .

[+ ]

Seja [ei]ien qualguer base de V , definindo-se

g.. E <ejse;> € R ; entaoc .G '_E[g

i ]‘, ;'i":jeﬁ

i
é uma matriz quadrada de ordem n, simetrica e definida positiva ,

que determina o produtc interno em V , pois se

v = thez s u = uJeJ s
1en jen
entao
(L vbey s X we;>= X % g vt
Ten Jen ien jen

Como V= V' a menos de um isomorfismo, a base dual(eJ]jen.

também & base de V e as equagdes



[gij] =[<ei , ej>] s Thden

definem uma outra matriz, quadrada de ordem n, simetrica e defini-

da positiva [gtg], inversa da primeira. E facil verificar que:

T _ 1 _ J
Jen Jen

para todo <Zen

§ 1.3 Espago pontual

Sejam € um espago metrico com distancia d e Is(£€) o con-

junto das isometrias de ( £,d), isto &, o conjunto de todas as bi

jecoes f:é> ———*\6 tais que d(x,y) = d(f(x),f(y)), quaisquer que
sejam g,y elementos de 8 . Podemos impor condicoes restritivas a
d para assumir que Is(c?) contem um subgrupo V que satisfaz aos

seguintes axiomas
(é}l Ve comutativo
(€él (€,V) é homogeneo, ou seja, se x e ¥ e€ , existe

uma bijegac veV tal que v(x) = y.

[5}) dado pe V, se existe algum xoe,g tal que v(x ) = 2 ,

entao v(x) = x, para todo x € e .

[é ) V pode ser munido de uma estrutura de espago produ-

to interno, onde:

(£} a adicao vetorial é dada pela composigao, is

-

to e, u + VYV Euoyv



(72} se plz) =y, entaoc (v,v> 2 = dlx,y) ,
onde ( , ) & um produto internoc em V z,y ¢ &.

Chamamos espago pontual a um espago métrico ( €,d),cujo gru
po de isometrias de d admite um sub grupo V , que satisfaz os axio

mas (8’1) - (€4J.

1.3.1 Teorema; (Teorema de Noll): Se o espago V definido

por (5’1) - (54] existe, entao € unico.

Prova: se u,v e V e X ¢ € , entao definimos: UtV U0y
e v+zx=x+7v =iz 0 denotara a aplicagao identidade em €,

portanto v * sera denotado por -v , se vV eV .

De acordo com (€ 1). se X, Y € € , existe um dnico Ve V tal

que vV + x = y: denotemos v por Yy - x.

Suponhamos que existe um outro subgrupo V de Is(€), que
satisfaz (€ 1] - [€>4). denotemos por y = x o (nico vetoremi?que

leva x em y.

Seja z, sé) um ponto fixo em 8 e a aplicacao
d: Vv +V ;v w» dv),
definido por

1.3.2 W)

1]
<
+
8
|
8
I
<y

Afirmamos que:
a) d & injetora.

Sejam u, ¥ e V tais gue d(u) = ®[£). portanto



Sejam u,v e V tais que &(u) = P(p), portanto:
vV+tx SO+ xT T u+X TuU+T .
~ 0 ~ 0 ~ [s] ~ (o]
De x© + v = x + u temos x =z + (v - ul). Por (€ )
0 ~ 0 ~ o o ~ ~ 4

concluimos que v - u = 0 , portanto v =

IR

b) ® e sobrejetora
Se }2 € \-/ » vamos definir v por
1.3.83 v = (0+z2 ) -z
-~ ~ 0 o
E obvio que d(v) = }2 e aléem disso o0} =0

Se z,y € & , usando 64 (Z7) podemos escrever

1.3.4 (diz,y))? = Clzmy) , (z=y) > = (z>y) ., (=)D

Se U4, v e V, chamemos & = x + u =x + &(u) e
~ T~ [s] ~ (s} ~

y =z +v =z 4 ® (v), usando I1.3.4 temos

1.3.5 <y -u, p-u> = (D) -du) . bl - D),

qguaisquer gue sejam vV,u c V. Em particular se
u=0=30) = oy, entdo (v,v)> = D), >
qualguer que seja v ¢ V.

Expandindo 1.3.5 usando o fato de que ({y,p> = <)),

qualquer que seja Y € V obtemos
1.3.6 <u,v > = (Du), DI

Como & preserva o produto interno entao @ é& um isomorfis-

mo de V em V . Mostremos que P é a identidade em V .



Segef e veV e u denota o vetor =z - z, entao x=x +u.
7 ~o ~

~

Usando a definigdo de &

tt Tyt () T, 4 Bly) + D)

Txy +yutPlp) =z +-Cb(g].

Portanto x + v = z + &(y) gualquer que seja v € V, logo v =d(?],

donde ® & a identidade em V .

0 espago V definido por (81] - [64) e denominado espago das
translagoes do espago pontual £ & denotado por €' e, seus ele-

mentos chamados de vetores espactais.

1.3.9 Teorema: Se V & um espago euclidiano entdo V é o es

pago das translagGes de algum espago pontual e .

>
Prova: Tomemos € =V e, a métrica d: &€x& + IR ;

1
(u,v} » < U= v, u- v > » onde <, > denota o produto interno

em V. E facil verificar que o grupo aditivo de V €& o subgrupo de

Ig(€) cujos elementos v sdo as translagdes v: € +&; u > u + v,para

o~

para o qual os axiomas [(E"ZJM> (64) se verificam.O

1.3.10 Proposig&o: Em qualquer espago pontual €, valem:

(2) z+0 =2 ; 2z¢ &, 0 ¢ €T
(22) =z + (y -2} =y , x,y ¢ &

(£¢Z) dados u , V ¢ E7, se existir =z e £ tal que

£ +u=x+3y entdo ¥ =v

(Zv) Se =z,y ¢ € e v e €', entao



(y +v) - (x +9) =y -=x
(v) Se =z, y, 2 €&, entao
(y - 2) + (2 -y) =y -x
Um espago pontual 5° cujo espago das translagoes é de di-

mensao finita denomina-se espago pontual eueclidiano.

A dimensaoc de um espago paontual euclidiano € 5 a dimensao

T
de<€

,
Sexz € &, entdao v x - u € 6, logo

1.3.11 =x = z, + z: vt e,
ien t

. de v na base (e.). serao ditas, a-
37 1 1en

) ).

onde as componentes (viJ

ora coordenadas de x na base(x e.).
8 (x5 (e 1en

\

Uma base <« (e de €’é dita ortonormal se e apenas

0+ ez)
uando (e.) e base ortonormal de €T
q 1°1len ' *

Ten

§ 1.4 Espagos tangentes e cotangentes.

Definigao: Sejam [a,b] um intervalo fechado da reta e

Y: [:a:b] > an

- - o . n - . . -
continua, entao Y e dito um caminho em IR, Se y & diferenciavel

em [a,b], vy é dito um caminho diferenciavel.

Sem perda de generalidade, podemos considerar apenas cami-
nhos definidos em [—1,1]. Se y(0) = ae IR’ entao Y é dito um cami

nho passando por a.

Dados UCZlHn aberto e a € U, consideremos o conjunto Cé de



todos os caminhos diferenciaveis Y:[—l,l] + U passando por a.
Chamemos F(U) o conjunto de todas as fungoes f:U =+IR diferencia-
veis. Portanto foy & diferenciavel em [—1,1] se feFl(U) e y € C,

o numero definido por 1.4.1 esta bem determinado:

d
1.4.1 <Y:f>a E;f'y s
t=0

para cada par (Y,f) € C, X F(U)

Usando 1.4.1 podemos obter relagoes de equivalencia em

F(U) e Cﬁ da seguinte forma:

() Se o Y € Cd’ o € tangente a Y em a (em simbo-
los a ~ Y) se e sg Se <0,f> = (Y,f) , qualquer que seja

f e F(U).

(Z2) Se f e g € F(U), entac f e g sao contangentes

em a (em simbolos f ~a g) se e somente se

<a’f >a :<a.’g>a’

qualguer quse seja a € Cé.

As classes de equivalencia dos caminhos de C, serao denota
das a e chamadas de vetores tangentes a IRn em a. Mostraremos
gue

T(R" = {«_,0 e C_}

a a’ a
possui uma estrutura de espago vetorial e 1;(|Rn) e chamado, en-
tao, de espago tangente a IRn em a. Cada ciasse de equivaleéencia
a e dito vetor tangente a Y em a, Se ¥ e.Cé. Intuitivamente o
espago tangente a IR" em a, pode ser visualizado como se a origem

de uma copia de IR"” fosse fixada em a.



As classes de equivalencia determinadas por (ZZ) sao chama

das diferenciais em a e denotadas por daf, e o conjunto
TOR™ = {d_f, fe F(U))

€ o espago cotangente a IR" em a. T*CIR") também & um espago veto
- n .

rial e, alem disso mostraremos que T&[IR ) e Ta[|Rn] sao espagos

vetoriais duais, isto &, existe uma forma bilinear nao degenerada

definida em E(m") x T*0R™).

A estrutura do espago vetorial em Ta(an] surge natural -

mente, de:
1.4.3 da(Af + ug) = A daf + u dag R

fsg € FIU) e A\, u €IR , pois evidentemente, F(U) tem uma estrutu-
ra de espago vetorial em relagao as operagoes usuais de adigao e

produto por escalar de fungoes definidas em U com valaores emIR.

Como nao € possivel somar diretamente elementos de Ca nao

podemos introduzir ja uma estrutura de espago vetorial em T&(IRn].

tentaremos solucionar o problema seguindo os seguintes passos:

(Z) mostrando que 'z(lﬂn] pode ser visto como um

*
subconjunto de (Tafﬁ%n])

(£2) provando que, na realidade, 1&[|Rn) e subespago

*
de (T20R™))

. e n a n,.*
(727) finalmente, provando que Ta[IR ] = (TR 7))

Vamos definir

1.4.5 Coge df>=Cos £,

a a
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onde @€ e fe daf.

€ facil verificar que (o&, daf’)a independe da escolha dos

elemento em @« e d _f.
a a

Consideremos, agora, a aplicagao

o . n a nyv*o
1.4.6 ;T 0RTY » (T9CR™) 5 2+ <a, D

¢®e injetora, pois:

Se a e Y €T (IR™®) entao
a a a

= - a n )
<°‘a’> = ( ra,> <=> (¥ daf eT"(IR7))

(ays d 0= (s dF0) <=> (¥ f e F(UN (#Faea ) Fye

(< a, F2,5CY £,

Portanto Ta(ﬁﬁn) pode ser visto como um subconjunto de
*
r®ar™ .

.~ n, - a, My x
1.4.7 Proposigao: '%(IR ) e subespago de (T (IR "))

aa e ya elementos de TaIIRn): k,7 € IR. Chamemos :

¢, = ¢ (aa] s Py = ¢(7&] , portanto

<P1(>\) = <aa’ A> e @Z(J\] = ('ya, A > qualquer que

x» e T2aRr™),

Ya]

sejam

seja

Vamos definir ¢ = k ¢3 + Z¢b e mostrar que existe um ve-

tor tangente Ba tal gque ¢({A) = <ﬁ&, A> qualquer que seja A ele

mento de TZ(IR™),
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Seja o caminho (9:[-1,1] +IR" , definido por:
O(t)= k alt) + 1 y(t) + (1- k=l)a
a € Cé e Y € 7&.

Entao € ¢ Ca

se f e Fl,

=4 =4 k-
OFf 257 5 foelw) - folk alt) + 1 y(¢) + (I-k-1)a) res
=k 2 f'(a[tlll £ 1L riyee = k<o, f> + 1 <v,f> .
dt £=0 dt £=0 > Ta 7 a

Portanto, se Baé o vetor tangente a O em a entao

< Ba,A> = k<aa,)\> + <7, >,

a, n
gualguer que seja yeT (IR).

_ X " .
Seja <%i>i€n a base canonica em IR e definamos as cur -

vas:

1.4.7  Y(t)Za + te, , te [-1,1].

. 3
Y. € C , se 2en e seja (a) ou mais simplesmente —— o ve-
1 a - :
sx dxt
tangente a 72 em a.
Sejam Wi as projecoes em |Rn. A diferencial de L) sera
A T
denotada por dax s ou dx~.
Se a = (az, <o, an] entao
a. se J * ©
g d

K ai+t se J = ©
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Logo:
0 se © * §
149<a d 7 > i 0
o Lo “-—-l", x Z e— T 7 =
"3zt a 5 dt v 1 sei1 =]

Mostremos, ggora, que

Ta[IRnl & o dual de TE(IR™).

1.4,.10 Teorema:

*
(Ta(an]] . Além disso — e
dz” [ien

T (1R™)
a

1en

base de TQ(IRn), dual de <daxz>. , base de Ta[IRn).

Prova: (daxt)ien € linearmente independente, pois se

ji: Ai dz* = 0 , \i €EIR , entao, por 1.4.9

1€n
3 7 2 7 .
0 = 5= » N\, da > = xi< =, dm” > = a;, Vien.
Tt ienm ' ten dzxd J
d -
Analogamente usando 1.4.9, provamos que | —- e linear
dxzd [ jen

mente independente.

. 1 a n .
Afirmamos agora gque <dax >i€§ gera T (IR ).Sejam Y € (%,

dada por

1.4.11 Y(t) = (v, (£), ... , v (£).) , t € [-1,1].
1 n

Se f € F(U) entao :

d _ E of '
1.4.12 <y , d f>= = foy = - Y.(0)
a a dt t=0 ien dxd J

a
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Por outro lado usando 1.4.8

] d
1.4.13 < 7, daxJ> =<vin>, = = 7m0y =

a dt d
t=0
BWJ ' '
= —% Y, (0) = v,(0) .
ken dz z, k J
De 1.4.12 e 1.4.13 temos que
of .
daf = 2 —3 daxJ R portanto
Jn dx
*
dim THR™ = n = dim  (T*(IR™))
Por outro lado temos que Ta[IRn) e subespaco de
a n. x .~
(T"(IR ) (proposigao 1.4.7), portanto
. n J
dim T(R')L ne —_—
a dxd Jien
€ linearmente independente, portanto:
n a n,,*
T&(IR ) = (T7CIRT)) e
8 J
1.4.9 expressa a dualidade das bases — e (dx ].E em re
dxd Jien Ten

lagao a forma bilinear n3o degenerada
<, >: T_0Rr™ x T®R"™ — R definida por 1.4.5.

§ 1.5 Sejam U CR” e VCR™ abertos tais que a e U e 6 (U)CV
onde 6 é uma aplicagdo deferenciivel de U em IR". Consideremos

F(V) = {f:V— R, f diferenciavell}, entdo f o e F(U), ¥fe F(V)

, - m
Se yeC , 6ovyce Cotay = {a: [-1,1]— R" ,
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o diferencidvel em [-1,1] tal que a(0) = 6(a)}

T6(a]

Portanto podemos construir [IRm) e T (a](IRm]. Seja

6
*
6 ¢ L(T6[a)uRm), Ta[IRn)) induzida por 6 , definida da seguinte

forma:

*

1.5.1 6 (d = d foe¢ .

sa) ) a

Como a composigao de fungoes € associativa,sey ¢ C, entao:

- d
1.5.2 <(&w]ﬂardﬂa]f>.-ng(>(@7)
t=0

d _
=3 (fo) o tm =<v,, d_ (fo5)>

Por outro lado, se 71 e vé tem o mesmo vetor tangente em a,

por 1.5.2. 5071 e 50?2 tem o mesmo vetor tangente em 6(a).

Seja a aplicacgao

) n
6t T,LIR) —*"%

m
. CR™) 5y, —(6om

(a) (a)

€ facil verificar que:

*
1.5.3 6,00 » deyf> = e 0 W F1 >,

qualquer gque sejam

6(a)

(r™y.

n
Y. € Ta(IR ] e dg(a]f €T

a

*

Alem dissc 1.5.3 implica que 6, e linear e que 6* e § sao duais.

Se Ui(: IR "< 5 T € 3, sao abertos, ac UZ > ¢(U1] - U2 e

¥ (Uy) © U3, onde ¢ e ¥ sao aplicagoes diferencidveis tais que
@ % .
U1~——+ U2 — U3 » sejam as aplicagoes
T oR™y 2 g (R"y 5 1 ( IR"3)
a ¢la) yielal)
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induzidas por ¢ e respectivamente. E facil verificar que
(yo9) = ¢ 09
* *  *
no caso dual
* * %
(yop) =@ oV

Se I : U(:IRn-———* U(:an é a identidade entao 1, = 1 e

1 =1, em particular se

v=96"1 yale Ve = (¢*]—1.



cAaprPpIrTrvrLo II

FIBRADOS TANGENTES E COTANGENTES
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CAPITULDO II

§ 2.1 - Fibrado Tangente

Neste capitulo, U CIRn significara um cenjunto aberto de
an. Para cada a € U consideremos 1&(|Hn] e Ta[IRnJ, 0s es-

pagos tangente e cotangente em 4.

Definigao: O fibrado tangente sobre U denotado por T(U)

e definido por

T(W) = {(a,a), a e U e oc¢ T&[IR”)}

Teorema 1.4.9 implica que se
a e T (IR a = 0. =—— (a)
a g 1 3z, 2
1en s
portanto a aplicagao o— (al,...,an) e um isomorfismo de T&UHn]

n
em IR .

Vamos agora ﬁaracterizar diferenciabilidade de aplicagoes
do tipo f:U—— T(U) e g: TW)— U, para tal é necessario de-
finir convenientemente uma topologia em T(U). Observemos que a
bijegao:

h: T(U) — U x IR"

(aaa]——’ ([al,...,anl,(01,...,an))

pode ser tornar um homeomorfismo desde gue se considere em TW)
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a topologia cujos abertos sao da faorma h-l[W] onde w €& aberto em

U x IR",

Por outro lado, a aplicagao
§ U x BT >V = s xIAM) C IR
([al,...,an].[al,...,an])"—*[al,...,an,al,...,an]

e um homeaomorfismo.

Se f:U— T(U) €& dada, podemos completar o diagrama

-

(a,a) € (U)

e definir:
f & diferenciavel em a ¢ U se e apenas quando ®of & di

ferenciavel em a ¢ U

f & suave em U se e somente se @®of ¢ suave em U .

Dada g¢g: T(U) = U, de forma andloga podemos completar o
g
diagrama Tw) 4
-1
L
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e definir:

g e diferenciavel em (a,a) € T(U) se e somente se go 0!

diferenciavel em ®((a,al).

O

-

g € suave em T(U) se e somente se go o ! € suave em V .
Obviamente a projegao:

ﬂU: TU) — U, (a,a) —ra

M

suave.

Definigao: % :y — T(U) € um campe vetorial se e somente

se x e suave e T, . ox=1_,
’ U U

§ 2.2 = Propriedade dos campos vetoriais

Seja F(U) = {f:tU— IR, f e suave }, F(U) tem estrutura

de anel comutativo com elemento unitario.

Se definirmos Xz {x:U-— T(U), x € campo vetorial }, X

tem estrutura de modulo F(U) em relagoes as operacgoes

2.2.1 (xl + k2][u] = nlfu) + X2(u)

2.2.2 (f»)(u) = f(u) »_(u), onde

1

onde x,, x, e X, feF(U) e ucel

1° "2

Os campos vetoriais —37 U — 1), ur— —37(u] geram X

dx* 3z’
sobre F(U) e sao linearmente independentes, no sentido em que se
2: j} Tiz = 0, entao fi =0, Vi € n. Portanto, se % & um
ien LEN

campo vetorial em U, entao existem fungodes x; € F(U) tais que
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X = ->- )(._.3_.,.
7183:7/

§ 2.3 Fibrado Cotangente:

*
0 conjunto T (U) definido por:

*
T (W) ={(a,\) , aelU , x eTHR™) ,

chamado fibrado cotangente sobre U . Pelo teorema 1.4.10

©

z - n
(d ), & base de TY(IR ), portanto se e TI(IR™)
a - ten

AN = 1 30: Nad
E Ai dax e a aplicagao A [Al,...,xn]
1€n

um isomorfismo de Ta(an] em IRn.

[0 X

Com a finalidade de caracterizar diferenciabilidade de apli
- * *
cagoes definidas em T (U) com valores em T (U) podemos repetir o
*
que fizemos no § 1, induzindo em T (U) a menor topologia que for-
ma a bijegao
* n
h : TWW) = UxIR s
(a, A) = [(az, ...,an],(kl, e Xn]

um homeoformismo:
Usando ¢ eV = d[leRn] do § 1, podemos definir:

f: U— T(U)

*
e diferenciavel em a € U se e somente se ¢ o0 f & diferencia -
* *
vel em ¥y, onde ¢ = ¢ o0 h .
. * ¥-1 -
g e suave em T (U) se e somente se g 0¢ e suave em V,

*
Claramente a projecgao, WU : T (W)y— U, (a,y) = a, e suave.

*
Definigao: ©: U —— T (U) é o campo de formas se e somen
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te se 8 e suave e Y 00 = 1U' 0 valor de um campo de formas em

um ponto também & chamado de forma dierencial.

§2.3 Propriedades dos campos de formas:

Se definirmos
*
Q={6: U—— T (U), © €& um campo de formas
este conjunto tem estrutura de mddulo sobre F(U) em relagao as

operagdes

2.3.1 (81 + Qzl(u) = Oltu] + Gg[ul

2.3.2 (f 0,) ) = flu) Gltu) sonde 0., 0, e, fe FU)

2
e u € U.

Os campos de formas definidos por
1 * z .
de”: U— T (U) , a = dax s, tEen
geram  sobre F{U) e sao linearmente independentes, no sentido em

Z fi dz® = 0

1€EnN

que se

entao, ¥i, © e m , fZ = 0. Portanto, gualquer que seja © € Q

existem fungoes a; € F(U) tais que 6= Z a. dx”.
1€N

Os conceitos de fibrados tangentes e cotangentes foram moti
vados pela mecé@nica. 0Os elementos (u, a) € T(U) podem ser inter-
pretados como o par ordenado cujo primeiro elemento significa a

posigao da particula num dado instante e o segundo, a sua veloci-

dade em u.

Se f € F(U), entao
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af i
daf = — d x
1€n dx la a
e ponto de %0r™, portanto
7‘ of
2.3.4 d f = A v dx
TeN 7
€ um campo de formas e expressoes como 2.3.4 surjam constantemen
te em mecanica, como por exemplo, o "trabalho infinitesimal”.
2.3.5 dw = i dx1 + fy dxz + f3 dx3

onde fi' 1€ 3, sao as componentes de uma forga f .

§2.4 Fibrado Vetorial.
Definigao: Dados trés conjuntos A, B, U e aplicagoes

f¢e A——> U eg: B—U,
definimos o "pull back” A><U-B como o objeto formal que torna comu

tativo o diagrama

AX_ B — A

Ou seja, o "pull back” pode ser definido como o seguinte conjun-
to:

Ax, B E { (a,b) | a e Aeb e B, flal= g(b)}.

Sejam V ,U, espagos euclideanos, VCVe UCU, abertos e

m: V— U sobrejetora e suave:
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Definigao: O terno ordenado (V,U,T) é dito um pré-fibrado
se a cada fibra n_l(u] = {veV: w(w) = u} estdo definidas uma adi
Gao e uma multiplicagao escalar suaves que munem cada fibra de u-

ma estrutura de espago vetorial, Isto é:

v,V v = v
2.4.1 Se 70 Vg € vV, 7( 1] ust 2] e k €

existem pontos Ul + 02 e kv , em V tais que

T(Y +’l)]:'n'[v

- = v
;7 ) = mikvy = m(Y),

2.4.2 FuelU, ((m (), > + s5+)
€ um espaco vetorial e as aplicagoes

+: VXV —V e «:IBRX V—= [

sao suaves.

Observemos que, tanto U quanto V nac possuem necessaria

mente estrutura de espago vetorial.

Definigao: U & dito espago base, V espago total e T proje

gao de V sobre U.
n m .
Consideremos (UxIR , U, 7)), onde UCIR e aberto,
m: UxIR™ —> Uy, (uyv}— u.

(leﬂn, U, ) & um pre-fibrado chamado fibrado vetorial local on

de cada fibra e uma copia de IR",
Outros fibrados vetoriais locais sao

* u
(Tew), U, ny) e (T (W), U, 7 ),

que tem U como espago base.
Sejam os pré-fibrados

v, U, ®) e (U, 7, ™,
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chamaremos aplicagao fibrada ao par (F,f) de fungdes suaves no di

agrama
F ~

vV > 1
T T

Y i

f £

) —_— [

Se o mesmo for comutativo e se
FeLomlay .77 (rau )
2.4.3. Observagao:
Dado um pre-fibradeo (V, U, ©) e a aplicagao suave

X: U— V

tal que m o x = I entao x € dita secgao transversal de (V, U, w).

U.’
0 X= {X: U— V, onde x & uma seccao transversal de

(V, U, m)} tem estrutura de modulo sobre F(U) em relacgao as opera

coes definidas por

2.4.4. (X + %)) = X () + X, («)

2.4.5. (f Xll(u) = flu) Xl(u], onde X715 X o EX, uel e
f e FW.

De acordo com 1.4.3. um campo vetorial e o seu conceito
dual, ou seja campo de formas, podem ser redefinidos como secgoes
*
transversais de T(U) e T (U). Observemos, ainda, gque um campo ve

torial pode atuar sobre elementos de F{U) da seguinte forma:
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Se g e FIW) e »ne X , definimos

2.4.6. «[g): v— B;a— »_[q],

onde

ha[g] = <dag s Xigy .

Definigao: * g é dita derivada de Lie.
§2.5 Propriedades da derivada de Lie.

2.5.1. Proposigao 1<) n[f] = 0 f e FLU) , & constante
i) « [M £+ Ag] = W x[f] + Ax[g]
iii) x [fog] = f x [g] *+ g« [f]
se A, We IR, f,g € FLU) e x eX

3

Prova: Basta aplicar a 1.4.6.

Definigao: Uma derivagao em F(U) é uma fungdo 6: F(U)» F(U)
tal que:

(2) 6(f) = 0 se f e FW) e constante

(Z2) 60 f + Ag) =uo(f) + A g(g)

(222) 8 (f.g) 6(fl.g + g. 6(F)

2.5.2. Teorema: Se 9§ € uma derivagao em FI(U), existe um
dnico x . € X tal que

AF)Y = x[f] , ¥ f e FW).

Lema : Se f e FWU) , 3 9; € F(U),Zen, tais que numa

vizinhanga V de a«.
af

f=flay+ ), g -adg, e g, =g—
ren i|a
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Prova: Sejam B uma bola de centro a, tal que BCU (B & co-

nexa) e u € B, u = [ul’ cee 3 un]. Consideremos a aplicacgao:

a [0,1] —> alt)st » alt) = fla + tlu - a)).
E obvio que a(0) =f@le all) = flu)

Usando o teorema fundamental do calculo podemos escrever:

1
a(l) - al0) = fa'(t] dt
0
af
V’\
flu) - fla) = 2 (u,-a.) —¢ dt
0 <en 3z° |att(u - a)

-
= 2{ [u'_a’) gotu] » onde
M 1 1 1
ien

gi(u] = .4‘ ;;4fa +t(u1-a ) P xn+t(unfan]]dt.

Passemos, entao, a prova do teorema:

Se § € uma derivagao, entao:

00F) (@)= 0(F(a))+ ) (1 ~a ) (a) g, (a)+(T (a)=a_)6(g)(a)= ) 6 )(a)d fa)

’L€n w:n
1
~/’ af 3f
g-[a] = —_— dt = —
t 0 3z’ a sz a

Definamos = tal que

Z H(Tl'?/] B—x—

1,en

entao € claro que

*[flta) = <d fox), = 0(f)a) .



CAPITULO III
FORMAS EXTERIORES
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caPfruvrLo III

§ 3.1 Produto tensorial

Sejam V ,W, Z espagos vetoriais reais e ¥ uma aplicacgao

ViV xW > Z

Definigao: ¢ & dita bilinear se satisfaz as seguintes condi

goes

3.1.1 ¢(Av1 t Vg,u ] = A ¢(v1,w1) +A¢(v2,w )

1 1

3.1.2 w(vl,xwl + w,)

9 A wtvl,wzl + ¥ (v

1°¥3)

onde AelR, v.,,v,e V e w,,w,e W sao arbitrarios.

1°72 1°72

Se em particular Z =IR ,y & dita uma forma bilinear. 0O con
junto de todas as aplicacgoes bilineares de VxW em Z , denotado

B(V xW, z), possue estrutura de espaco vetorial em relagao as o-

peragoes usuais de adigao e produto por escalar.

Devemaos observar que, em gera1>a imagem de ¢ e BV xw, 2],
denotada por Imy, nac & um subespago de Z . Denotaremos por {Imy¢),

o subespago de Z gerado por Imy .
§ 3.2 Sejam V ,W,Z como no paragrafo anterior e ®¢ B(V x W,2Z)

Definigao: O par (Z,®) & dito um produto tensorial deVew

se as seguintes condigdes sao cumpridas.
3.2.1 <Im®>=2Z

3.2.2 Se ¢egBVxW,U), onde U &€ um espaco vetorial real
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qualquer, entao existe Le L(Z,U) tal que Lo®=9.
3.2.3 Teorema:

Se VeW sao espagos vetoriais reais entdc existe um dni-
co espago vetorial denotado V@®W e uma aplicagao® e B(VxW,VOW)

gque cumprem as condigoes 3.2.1 e 3.2.2.
Demonstragao ver referéncia [1].

Denotamos por v®w, o valor ®(v,w) , (v,w) e VxW

§ 3.3 Propriedades do produto tensorial.

3.3.1 Proposigao: Se ze VOW , 2 # 0, entdo z pode ser es-

crito na forma:

2 = y view'l: r)
ien
onde (vi]ieg e (wi)isg sao linearmente independentes em VvV ewres
pectivamente.
Demonstragao:
Seja =z = Z v,@v. , onde n €IN, e n e minimo
ien
Sen=1, z = v,Qv, = @(vl,wll e como z2#0, e ® € biline-

ar concluimos que v1¢0 e w1¢0.

Suponhamos agora que 7n>1 e que os vetores (wi]ien sao line-

armente dependentes, sem perda de generalidade podemos supor que

w_ = 2: Aw. , A% eIR.
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Entao:
_ _ 1 _
z-ZviQwi-.Z vigwi+.2 Vo ®uw,. =
ien 1e(n-1) teln-1)
. 7 _
. > (v, + 20 I@u, = ' > V'@V,
te(n-1) 1¢eln-1)

1 .
onde vé = vi + A vn , 0 que contradiz o fato de 7 ser minimo

3.3.2 Proposigao: B(VxW,U) e L(V®W,U) sao isdmor-

fos. Tal isomorfismo é dado pela aplicagao:
g: Blvxw,U) — LiVeOw,U) ; e+ L, tal que = Lo® .

3.3.3 Proposigao: Existe um isomorfismo candnico entre

W®V e V®W . Ver referéncia [2]

3.3.4 Proposigao: Se V e Wsao de dimensao finita entao

VOW! (VOW)* e LIVOW, IR) sao isomorfos. Ver referéncia [3].

3.3.5 Proposigao: Se V e W sao de dimensao finita e

[ei]ieg e [fj]je@ sao bases de V e W respectivamente e se
(ei)'eg e (fj]jem' sao bases de V e W relacionadascom as ante-~

riores por:
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Se v eV e w e W entao

v = 3 v e,

1eEN ken

u
]
<
=
> I

©

w = Z: wgf. = E: f e
jem "9 qem
veu = Z vaeo‘gf > 2 Ekﬁqékcofq
ien jem ken qem
onde
sk=q _ T .J
v w't = . Aik qu v wY .
ten gem

§ 3.4 Produto tensorial de vartos espagos

Seja [Vi)iep uma seqliencia de espagos vetoriais reais.

A aplicagao y: le\% x..Vp —+ 2 , onde Z €& um espago

vetorial real & dita p-linear se satisfaz as seguintes condigoes

3.4.1 Para todo <ep ,

¢(v1,...,vi+xui,...,vp]= ¢(v1,...,vi,...,vp]+x ¢(v1,...,ui,.",vp)

onde v, €V s kep e uievi.

0 conjunto Lp[ le...x Vp ; Z) de todas as aplicagoes p-11i
neares tem estrutura de espago vetorial em relagao as operagoes de
adicdo e produto por escalar de aplicagoes p-lineares definidas

de forma usual.

Definigao: Se y € L; sz...xvp.ZJ » <Imy> é por defi-
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nigao o subespago de Z gerado pela imagem de ¢ ,denotada por Imy .

p
Seja @ € L (len.-xv lZ)o

p p

Definigao: O par (Z,®) & dito um produto tensorial de

(Vg ]‘iep se satisfaz as seguintes condigoes:

p
3.4.2 <{Im@®)> = Z
3.4.3 Se & ¢ L ( V Xee xVp o, U), onde U é um espago veto-
p
rial qualquer, existe [ ¢ L{Z, U) tal que ¢ = Lo® .

Usando a indugao finita, podemos demonstrar a existencia e
unicidade, a menos de isomorfismos, do produto tensorial de p-espa

p
¢os vetoriais e o par [2.5] pode ser denotado por(V1®...®Vp_,®].
Além disso as propriedades de V®W podem ser estendidas facilmente

para V;®.. .®Vp .

8.4.4 Proposigao: Se p=3, entdo  V;@V,®@Vgz, V;0(Ve®V3)

e (V/@V,]I8V, sao isomorfos. Mais geralmente V1®---®Vp- ~

(V®...0V )8V, .®.. .®Vp) . Demonstragdo ver referéncia [4].

i+1
3.4.5 Proposig¢do: Se dimensao de Vi,iep , & finita,.entdo-
*

* . . .
v1$...®v (v ®...®Vp ]* e L[VZ Xee.XV_ ,IR) sao isomaor-

p ’ 1 P
fos.

Demonstragao ver referéncia [5].

Sejam (V;) uma seqllencia de espacos vetoriais reais de

1ep
dimensdo finita e (%% ]isp uma seqllencia de formas lineares \Iﬂ’eV::

A p-upla (¥1,...,9P ) de formas lineares induz uma forma

p—linear
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D sz...xV + IR

(D,0enesv ) & TV (y,) ,
1 1% ’I:Ep 1
Pe;a propriedade 3.4.3 do produto tensorial de Vl“"‘vp , existe

5 p
L e Lp ( Vi +en Vp’ IR) tal que &= Lo®. Portanto:

p
Cb(vl,....vp) = Lo@(vl...vp] ou seja

p -
\le[vll... i) = L ... 8v).

Definigao: A aplicagao linear L é definida como o produto

tensorial de [‘I!l,...,\yp ) e denotada por vig, ®\pr “

3.4.6 Observagao:

- p .
Se V; = ... = Vp=V s Vi® ...®Vp e denotado por @V e dito
p-esima potencia tensorial de V ou espago vetorial dos tensores

contra-variantes. de ordem p. Enguanto que a p-ésima potencia ten
sorial de V* é chamada de espaco vetorial dos tensores covarian-

tes de ordem p em V . Além disso se dimensao de V & finita, os

p -
elementos de @ V* sao chamados de formas p-lineares em V .

3.4.7 Proposigao: Se (ei]ieg e base de V entao
. p -
(e; ® ...9¢; ), , ¢ base de @V e portanto sua dimensao
1 P Toasesssl €N
1 D -
& nP.

§ 3.5 Sejam S um conjunto finito com p-elementose‘do grupo das

permutagoes de S.

3.5.1 Proposigao: Existe uma Gnica aplicagao e: zi-*{+1,-1},

o = €., com as seguintes propriedades:
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() €100 = €. €
(£7) €,=+ 1 se . e a permutagao identidade.
(Z¢Z¢) €. = -1 se 7 €& uma transposigao

0 valor ¢ & definido como sinal da permutagao o .
Demonstragao ver referencia [6].

Observemos que basta conhecer o valor €. onde 7 & trans-
posigao para determinar €6 » O e.ei, qualquer, visto que o ezj'se
decompée em um nimero finito de transposigoes , decomposigdo que
nao e unica, embora a paridade seja mantida. Além disso <conclui-

mos que €=+ 1 se ¢ & par e ¢€,= -1 se o € impar.

§ 3.6 Potencia exterior

p
Seja ,e(,( como no § 5 e consideremos @& V¥ onde dimensao de V

. *
g finita. Se ¢ ¢ giﬁrinduz um automorfismo L, em %\/ dado por

g

L, » v’ » BV e o L, (®) , onde

Ly (&) (vl,...,vp) = e (v ) »

o123 Yo(p)

(vl.....vp) € VXaesoeXV W

p-vezes

3.6.1 Observagdo: Se p,r el ., entdo LyoL, = Ly,

* .
Definigao: Se ?b € 5\/ e '.d>(vp (1) smessl, (p)’l:: ‘ qS (vl,..., vp)

vV <re:zé, entao ¢ e dita forma p—1linear alternada. 0 conjunto

de todas as formas p-lineares alternadas e evidentimente um subes

pago vetorial de gv*,

. o~ p -
3.6.2 Proposigao: iﬁe@V*e P-linear alternada se e so

mente se ¢[vl.....vp] = 0 quando vi = vj » para pelo menos um par
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(2,4) e pxp , © # 7.

3.6.3 Proposigao: Seja[ezlien uma base de V", se para ca-

da subconjunto I = {¢, <...< £ _}Cn , p < n, definirmos

I p

(.3 .
oL = Zfaea 14 @...@ ea[zp]

oE,

n
vamos obter (p] elementos da forma eI, tais elementaos

saoc formas

p-lineares alternadas e constituem uma base para o subespago das

formas p—~lineares alternadas.
Demonstragao ver referéncia [7].

Consideremos agora a aplicagao

A 5V* -+ SV* : d »Ad , definida

Aé= Z e, L(¢) . Obviamente A é linear.

peed

Definigao: A € dito alternador de,gv* .

3.6.4. Proposigao: Se egv* , entac Ad
Prova:

Seja o eej , arbitrario, entao

LotAs) = D ¢ L(L,(9)) = Y ¢l (o)

gt ge

=6 e Lpoo (0) = Ao
oeed

por

e alternada.

3.6.5 Proposigao: Se & ¢ ® v* & alternada entdo Ad=p!o
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Prova:

Ab= ) () 9 =pla.

veed

.~ p
3.6.6 Proposigao: A imagem A (®V") coincide com o subes

pago dos tensores antissimétricos ou alternados.

Prova: conseqllencia imediata das proposigoes 3.6.4 e 3.6.5.

Definigao: A p-ésima poténcia exterior de V¥ denotada por

AP(v*) & definida por:

WV
[sL)
-

3.6.7 Rz Ahvy s p

tambem chamada espago vetorial das formas exteriores.

Por extensao definimos:

v = 1R
alvis v
3.6.8 Observagao: Se (Ezl. € uma seqliéncia de formas

ZEE

lineares em V entao

Ao ...ef) = Y g . g o)

ag
Utd

e denotado por §1A...A£p. € facil verificar que:

1 P _ “ret
Eae.affog,...v)) = det [£ (vjl]

onde (vl,...,vp] € VXeeaxV

p-vezes
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3.6.9 Proposigao: Se (e Y ien e base de V* , entao:
i ip>
e A... N¢€ . .
( 1< Ty e tp =n
& base de APV® , e, além disso:
(z) () se n >p
dim APV* =
(Z1) 0 se p >n .
Prova:
(£) decorre imediatamente da definigao de Pv* e da pro

posicao 3.6.3.
(£2) & conseqliencia imediata da proposigao 3.6.2.
Definigao: Denotemos por AV* o espago vetorial definido
por

AV* = @ APv* onde n_ = {0}un .
pen
-0

€ facil verificar que dim AV* = 27 |

Seja a aplicagao bilinear:

.+.
A APV AT N A A R
P, x q. ., »

definida nas bases de AV e AV por

1 1 J J 1 i J J
(el/\ .Aep,eiz ..Aeq> »elz\ ./\ep/\ez../\eq
com a propriedade:

J iz 1 7 z J J

e ZA vo.e ne 1A... ne 9 = (—l)pqe 1A...»e Pre lA... re 4
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Tal aplicagdo é chamada predute exterior em A V'

Propriedades do produto Exterior.

3

-~ z v, P *
3.6.10 Proposigao: Se & = 2: ¢ ;@ %.AelyaApV
1<4 <euo<i <n 1°°°
J q
e v = 2: V. ., e 1 Aveened er v*
15j1<_,,<a' an Y10 Yq
entao
= 1 J
PAY 2: 2: N7 e In...ne"q

. d . . . .
3 LN ] < ‘R L) e & @ . & o
15z1< ‘%_n 1$b< QQSn 11 zp Jl J

, o~ S q * r %*
3.6.11 Proposigao: Se nedA V , 8 e ATV , wedA V

entao
(£) nAlfaw) = (MAG)AW
(£4)  ng= (-1)%%6ay
(222) nAB+a) E TAO +1aw, se g=r.

{(Zv) nAn = 0 se s=1.

I\V* com o produto exterior adquire uma estrutura de alge-

bra exterior ou algebra de Grassmann.

§ 3.7 Fibrado exterior sobre U.

Seja UCIR , aberto, definiremos o p-ésimo fibrado exte-

rior sobre U, denotado AP(U) como o conjunto dos pares ordena

w), onde a eU e we AP(T*UR™ ., ou seja, o p-ésimo fi

dos f(a ,

bradao exterior e aquele cujas fibras sao as p-ésimas potencias ex-

teriores dos espagos contangentes de U .
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Nosso objetivo e definir formas diferenciais e introduzir a
derivada exterior, antes precisamos caracterizar diferenciabilida-

de de aplicagoes definida em Ap(U) ou com valores em AP(yp).
Se <e1> ie 6 base de TZ%(IR") sabemos que
. 7
(eﬁlA.../\e p) 7 < 1 .
<ty e p
6 base de AP (T*UR™) com (P) elementos.

Portanto, se y ¢ AP (T*(IR™)),ent30 ¥ se escreve da forma

7 1
. _ 1 r
v o= E: Wi seey; € TAL.onEe T,
187 <., . <1 sn 1 p
I p
n
. .- o (p)
onde v, i e IR. Seja a bijegao h: A (U) + U xIB © .
1 e o o p
(al,\I/J - ((al,o-o’an) J[\Ill’g,."p 30 e 0y \I/(n_p]’...’n]]u h '12!'1‘

duz em .Ap( U) uma topologia, a topologia cujos abertos sao da for

n
ma h-l(V) , onde V & aberto em U x IRP), Consideremos ainda
n
_ %) 3 .
d:leB[p)+ V:d(leRp]CIRn+p )
Uayseeesa,d Oy g p2or s Vyop o n)) > @gseesay ’?1,2,...,p’>1‘n—p,...,n]

Obviamente ¢ & um homeomorfismo.
Seja f: U > APcyy e g: APCu) > U .

Definigao: Diremos que:

(Z) f e diferenciadvel em a € U se d0(hof) ediferenciavelem a.



caprPITrULoO 4

EQUACOES DE LAGRANGE
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(¢2) g é diferenciavel em (a,¥%) ¢ AP(U) se go eor) 1 & dife

renciavel em déohla,w).
(£2Z7) f € suave em U se gdo(hof) & suave em U.

(Zv) g é suave em APCyy se go(dohJ_l e suave em U .

E imediato que a projecao fP: AP(ZJ) > U ; (a,v) » a,

€ suave.

Definigao: Um campo de k-formas diferenciais ou uma k-forma
diferencial € uma aplicagao suave o: U — z\k( U) , a +rr (a,maL
tal que ﬂko ®w = ZU . 0 valor de um campo de k-formas em um ponto
também chamado forma diferencial, e em lugar de usar o par ordena-

do (a,ma), usaremos para simplificar @,

Definigao: Produto exterior de k-formas diferenciais. Se k
e p sao inteiros nao negativos podemos definir o produto exterior
de AkU X Ap U em Ak""p utilizando o produto exterior em,t\k(Taan]

para cada a e U.

Assim, o produto exterior de Ak( v) x AP(ure a aplicagao

A:AkaApUp +Ak+'pU

((a,w) , (@, w')) = (a,wnw').

§ 3.8 Propriedades das k—-formas diferenciais

Se denotarmos por Qk( U) o conjunto de todas -as k-formas

diferenciais em U verificamos que Qk( U) e um espago vetorial re

al em relacado as equacoes de adigao e produto por escalar defini-

das por:
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() (wz + w2) (a) = aﬁ(a] + ub(a) = [a,wfa) + w2(a]]

(11) (o @,) (a) = aw, (a) = [azawzta]]:wz’wz € Qk(L/] e ae IR, ae U.

Qk(tll é um modulc sobre F(U ), cuja agao de madulo €& dada
por:
fwiae U > (a,f(a]wa]'.
Os campos de k-formas definidos por
3! T k 3 ik
dx cee dx T2 U — ATU) ; a — dax I dax s
s R . s A k . ,
onde 1 < 11 < 12 < te. < %k < n,. geram.Q (U) sobre F(U) e
" sao linearmente independentes, no sentido em que f. ., =0
tj’l..’ik
. : il ik
se 7 S _
Z 1:1 ¢ o0 ik dx‘./\'.'. A dx‘ - 0’ fi o'oi € [U)
, . . 1 k
1511<...<tk5n

Portanto qualguer que seja’yer (U) existem fungoes 7. 

- e E
tll..tk

F( U) tais que

\ 17 i3
Y = Y., . R . .
§ / Tieee Ty dx A Adx

15i1<...<ik5n

Por convengao chamamos de 0-formas diferenciais as fungoes

reais suaveis definidas em U , ou seja, os elementos de F(U).
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§ 3.9 Derivagao exterior de formas.

Definigao: Se o € Qk( U),k>0 definimos a derivada exterior

de o , denotada dew , pela egquagao:

i i
do = E dos i, O Lo o adz'®

1511<...szk<n

Toiseaest , . .
= E E 1 ; k deAdx?lA ce Adx?k,

15i1<...<ik5n Jen

e, para k = 0, f ¢ Qcu , df € a derivada usual de f.
3.9.1 Teorema: Sejam ¢{ ¢ Qk( Ul, n € SZm(U ) entao

d:¢+dn se m=k

(Z) d({+9)

dinn + (—llkCAdn

(£2) d(¢tan)

(i41) d(dt) = 0, ou brevemente, d2¢= 0.

Demonstragao: ver referéncia [8].

Seja f: UchR? — U'(:Rm, suave,lU e ' abertos. Denotemos
por Df(a), a derivada de f em a e U . f induz uma aplicagao 1i-
near £ T n , m i

7 L(T,CIR™), Too y(IRT)  definida por

f,@) = Do 0, v e T, UIR™)

Por sua vez, f, induz uma aplicagao linear f*eLiQk(UU,QkUUL
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definida por Ff*(w)(a) = f(w(fla))), onde o e,Qk[U],vl,:..,vkeTJRn,
entao

ffle(fla)) (vl,...,vk] = o(f(a)) (E (vl)""’ﬁ»(vk]]'

3.9.2 Teorema: Se f:UCJRn — U’CHR" e suave e (fl,...,fm]

sao as fungoes coordenadas de f entao:

(1) f*dz,) = 2: Eii-de s, Zem
‘ Jen 3z

(2) f*Co,+6,) = £¥(6,0 + F*0,) . 0,0, eakwn

(31 F*(g8) = (gof) F*(d),g ¢ FLUN , 8¢ 2w

k

(4) Freng) = Foaf , 0efwn, re™wn

(5} ¢ ¢ Qk(U'l , entdo £X(de) = dif*e).

Para demonstrar basta usar a definigao de f*.

A aplicacdo f' & equivalente a uma substituigao de variaveis.

Seja a aplicacao suave
n m 1
fr U — yrciR”, (zg,..,x2) > (F (xl,...,xn],...,fm[xl,...,xnll,

chamemos.

3.9.3 y; = ft(ml,...,xn) , L em

il-'cik 7:1 ik
Se 0 ¢ Qk[U'l, 6 = E : 0 dy A +.. AdY ,

1<{_<...%1,<m

1 Tk
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usando teorema 3.9.2

z ; | g L1 z
ffe = eil-"ik ) of f*(dy RILEERR) F£¥dy

1<7 _<,.,.<7,<m
k—

k)

2

como £X(dy®) (w) = d f5(v) , entao

T (6 ) of af ! ‘K
f7e = 7:1"'7'7( of df “A....ndf

17 <...<1,<m
- k—

1

Portanto aplicar f* a8 6, equivale a substituir em © as varia

veis y* e suas diferenciais dy; pelas fungoes de x- e dxk obtidas

de 3.9.3.

f:|Rn — |Rn € dada por

3.9.4 Proposigao: Se
1 n 1 n
flzmyove,x) = (Y 50y )

1,...,xn]

yz f1(x

onde

fn(xl,...,an

S
h

e O = dyzA,...,Adyn e Q" CIR™) , entao

* 1 n
f (B8) = det (Dfidx" A ... Adx .
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CAPITULO IV

§ 4.1 Sistemas de particulas

Definigao: Um sistema de particulas & um par (P,m) onde P
e um conjunto finito cujos elementos saa chamados particulas e
m: P —=IR uma fungao real positiva cujo valor em p ¢ P €& deno-

tado por mp e chamado massa de p.

0 ndmero m(P) = ), m, e a massa total do sistema
peP

Seja I um intervalo de IR, que por convengao chamaremos de
intervalo de tempo e cujos elementos sao chamados de instantes.Um
movimento de (P,m) & uma aplicacdo z: PxI — & ; (p,t) — mp[t],
onde é’ € um espago pontual euclidiano tridimensional xp(t] e o
lugar ocupado por p no instante t durante o movimento x, podendo
ser visualizado como'a extremidade do vetor xp(t) tragado a par-

tir de uma origem o, fixa para todo (p,t) € PxI.

A aplicagao t — xp(t) € a trajetéria ou orbita de p. No
gue se segue vamos supor que as trajetdrias das partficulas de P

-

sao pelg menos de classe 02 em I,

A energia cinética K do sistema (P,m), no instante ¢t & de-

finida por

1
4.1.1 K(t) = = Zmpl

peP
onde ép(t) e o vetor velocidade da particula no instante t e

. 2
(t) ,
& (0]

ip(t]|| é a correspondente velocidade escalar.Sabe-se que ép(t]
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e paralelo a tangente geometrica a trajetoria de p no ponto xp(t)

Se I = [a,b] o comprimento da trajetdéria de p entre os ins

tantes, a e t é dado por:

t
4.1.2 s_(¢t) =/|
p a

Escolhendoc uma base ortonormalg o,(ei>
\

ép(r]l|dr e portanto ép[t) = | ép(t)ll

ieégdeg,onde oe€
e <ei>ies & base ortonormal de V , o espago das translagoes de £ ,
estabelecemos neste espago um sistema de coordenadas, onde as coor

denadas de xp(t) sao simplesmente as componentes deste vetor em re

lagao a base dada

Portanto x_(t) = o + E x 7'(1‘;]e., onde x t(t], 1¢3 sao as
p p 1 p -
1€3
coordenadas de xp[t) em relagaoc a base 30’(ei>ie3$

-

Se Gp},m € um sistema constitufido de uma dGnica particula

de massa m, entac a energia cinética K € dada por

4.1.3 K(t) = ——;—m 5812 - J—mZ(m 7'(t)>2.

1e3

Seja agora um sistema de n particulas (P,m). Usando-se um
sistema de coordenadas apropriadas ao longo das trajetdrias dessas
particulas o lugar de cada particula pode ser especificado por wum

- T _ 1 1 n

numero real q = g (t) e a n-upla (¢g°,...,9 ) descreve em um espa-
¢o de configuragoes E o lugar ocupado por (P,m). O problema aqui
€ saber se podemos formular a energia cinética do sistema como o
de uma Gnica partficula de massa m = m(P), movendo-se no espago & .

Temos para energia cinética do sistema (P,m);
2

4,1.4 K(t]=—1—Zm —-d-gi
*e 2 7 dt ’

ten
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onde mi € a massa da i-ésima particula pi portanto basta definir:
2

2 m. 1
ds - 1 [ dg
4.1.5 (dt) "Z m (dt ) 3
1en

para obter
2
_ 1 ds
4.106‘ K(t] - 2 m (dt) ]

Isto corresponde a introduzir no espago das configuragoesE
uma métrica de Riemann. Em geral uma metrica de Riemann € da for
ma:

2 i J
4.1.7 (ds)” = 9;3 dq” dq¥ ,
ien jen
onde [bij] e uma matriz simetrica definida positiva cujos elemen-

tos gij = gij(ql,...,qn), i,Jen , sao funcgoes diferencidveis.

Definigao: Uma métrica de Riemann em IRn, com coordenadas
(ql,...,qn) & uma aplicagado G: IR" — M;[IR]; (ql,...,qn]~—+
[gij =955 [ql,...an]; 1,jen , onde MS[IH] e o conjunto das matri
zes reais definidas positivas e para cada par (Z,J) as fungoes gij'
sa0 suaves:

Definimos:

4.1.8 (ds)?

1]

> gij(ql,u-,q"ldqidqj

ien jen

de modo que o comprimento de arco eman e dado pela integral

.
" i . vVl
1 n dq” dq
s(t) = : E _S_ cqt (), gt (t) — dt.
[0(. & fig 1 20 dt dt)
1en jen

Sejaan 0 espago das configuragoes; onde as coordenadas

ql,...,qn correspondem aos lugares ocupados pelas n particulas. A

energia cinetica da i-esima particula também & dada por
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T\ 2 2
- 1 dq _ 1 Z
4.1.9 Ki(t] =3 m. (dt ) =3 mi<v )

§ 4.2 Sistemas de forgas

Definigao: Um gistema de forgas para (P,m) no intervalo de
de tempo I & uma aplicagao fi;PxPxI — V; (p,q,t) V> qu(t].onde

V é o espago das translagdes de &€ .

Se p#q entao qu[t) € a forgca em p devida a g:se p=q entao

fp[t] fpp(t] € a forga em p devida ao mundo exterior, isto e, a

objetos nao pertencentes ao sistema de particulas P.

Se £ e um movimento e f um sistema de forgas para (P,m),as

leis fundamentais da dinamica das particulas implicam que:

4.2.1 = -
qu fqp se p#q
4.2.2 = f ({p},t) = 2 (t) ,
Zprq f,Up} m, p[
qe

qualquer que seja peP, onde ({p},t) é a forga resultante atuan-
p r

do sobre p no instante t.

4.2.3 ( - ) x =0 R .
Tp T %) X Ipq se p#q

Se Fi = fr({pi}’ t) e mi=mp‘, entao, pela lei de Newton te
7
mos em IR™,
d24%
2,204 m, 2 =F.,  ien
dt?

Se o sistema €& conservativo, isto &, se existe wuma fungao

V:an — IR , denominada energia potencial tal que:
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4:2.5 F.:—E—ZT'
1 aq'L

as equagoes em 4.2.4 podem ser escritas na forma

4.2.6 mi = =
dt?2  aq?

d?q* v
- 5, lEn

0 sistema 4.2.6, de segunda ordem, e de dificil manuseio,po

demos porém duplicar o nimero de variaveis, obtendo um sistema de

primeira ordem da forma

com &n equagoes

A prética e a tradigao sugerem uma outra mudanga de coorde-

nadas, se definirmos o momentum p; Ppor

b, = mot = K

. s ten
1 (3 dv‘L

Nessas novas coordenadas definimos o Hamiltoniano H=K+V e

ocbtemos
1 p;(t)2
K(t) = —
2 - m;
4.2.9 ven
i _ dK _ 3H
v - - T 3

pois V independe dos p; .
Assim de 4.2.9 temos
dp; -3V _ -38H

4.2-10 . = z -
dt 3q 3q
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ou

Sistemas mecanicos conservativos tipicos podem ser descritos

por equagoes nessa forma dita forma Hamiltoniana.

0 sistema de equagoes se refere as coordenadas ql,...,qn

PysesesPy, de um ponto no espago das fases; no caso mais geral, as
n primeiras coordenadas nao descrevem um elemento de um espago veto
rial, porem um ponto em um conjunto munido de uma estrutura matema-
tica mals complexa, enquanto que as n Ultimas coordenadas descrevem

um vetor.

Nosso objetivo é descrever o problema matematicamente como o
fibrado cotangente de uma variedade diferenciavel; o que € apenas
um método de exprimir as propriedades do espago das fases usado em
Mecanica de um modo sistematico, intr{sico, presumivelmente, mais

compreensivo.
§ 4.3 Variedades Diferenciaveis

Seja M um espago topoldégico de Hausdorff com base enumeravel
Uma carta local em M, ou um sistema de coordenadas locais em M & um
par ordenado (U,q) onde UCM & um aberto e q: U - q(U)C IR" & um
homeomorfismo. 0 ndmero n & dito dimensao de (U,q) e U uma vizinhan
¢a coordenada. Para todo pelU temos q(p) = (qltp],....qn[p)), 0s
nimeros qi(p) sao as coordenadas de peM no sistema (U,q) e as
fungoes qi = ﬂio q :' U —IR; p — qi(p) saoc as fungoes coorde -
nadas, ten. Como ¢ = (ql.....qn) entao a carta (U,q) também &

denotada (U.ql....,qn].
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Exemplo 1: Coordenadas esféricas

Seja M = IRS s a e IR, V o semi-plano definido por

Ve = {(r cos v.cos a, r cos v sen a, v sen v), r > 0}

(0,+=) x (0,a+27) x (- % , ¥ ) um aberto de

|

Seja Ua

IR3, e B¢ Ua > |R3 - Va;(r,u,v] > (reosvasu,rcosvsenv,rsenv )

B €& uma bijegao de classe Cp. portanto pelo teorema da

'fungéo inversa, 8 e um difeomorfismo. Seja q = B—J:IH3 - Va+-Ua.

As coordenadas introduzidas em IR3 - Va sao as coordenadas esfér;

cas.

Exemplo 2: Coordenadas Cilindricas

Sejam a ¢ IR, Va o semi-plano definido por

Va = {(r cos a,r sen a, 2) , r > 0, 2 € IR}, UaCIRS, o aberto
definido por Ua = (0,+°) x (a,a+2%) xIR e a aplicagao
3
g Ua - IR - Va ; (r,v,2) » (r cos v,r gsen v, z).

B & uma bijegao de classe C”, portanto pelo teorema da fun

¢ao inversa, 8 & um difeomorfismo. Seja q = 6_1, entao o par

[IR3 - Va’ q) & uma carta coordenada em IRS e as coordenadas intro
3 -

duzidas em IR - Va sao as coordenadas cilindricas.

Exemplo 3:

n -
Sejam M= IR, U CIRn aberto e x: U +an, a inclusao., O

par (U,x) & uma carta local e as coordenadas introduzidas em U por
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x sao as coordenadas cartesianas.

Chamaremos de atlas de dimensao n sobre um espago topoldgico
M, a qualquer familia I de cartas locais teis que as vizinhangas
coordenadas formam uma cobertura de M. Ao par ordenado (M,[') deno

minamos variedade topologica de dimensao n.

Sejam (M, T) uma variedade topologica de dimensao n e(Uyg), (Jr)

cartas de U, tais que UNV #é. A aplicagao

yp = rog l: quuUnY) > V)

gl p)yeee,q® 1) b (plp),..., 2" (p))

e um homeomorfismo chamado mudanga de coordenadas.

Um atlas I de dimensao n sobre M é diferenciavel de classe
C#, se e somente todas as mudangas de coordenadas ¢ p ? onde
(U,q) , (V,r) ¢ I'e VAU # ¢, sao difeomorfismos de classe Ck. Uma
carta (W,8), de dimensao n sobre M, & admissivel em relagao ao atlas
I' se e somente se ¢hs e um difeomorfismo de classe Ck,qualquer que

seja a carta (U,q) € T tal que UNW #9¢.

Um atlas [, de dimensado n e classe ck sobre M e dito um
atlas maximo se e apenas quando I contém todas as cartas locais ad
missiveis. Dado um atlas I' & possfivel amplia-lo de modo Gnico pa
ra se obter um atlas maximo, bastando acrescentar-lhe todos os sis

temas de coordenadas admissiveis,

Definigao: Uma variedade diferencidvel de dimensdo n e clas

k - X - -
se C° e um par ordenadoc (M, T'), onde Mg um espago topoldgico de
Hausdorff, com base enumerdvel e I' ¢ um atlas maximo de dimensao =

e classe Ck sobre M .,



51

Exemplo 1: Seja TI'= {IHn, 2d)} obviamente I' é um atlas maximo de

dimensao n e classe C°, portanto o par [IRn, ') é uma variedade di

ferenciavel de dimensao n.

§ 4.4 Aplicagoes diferenciaveis entre variedades

Sejam (M, T ) e (N,A), variedades diferenciaveis e classe
Cﬁ: k > 1, de dimensdo m e n respectivamente e f: M — N, £ & di
ta uma aplicagao diferenciavel em p ¢ M se e somente se existem car

tas locais (U,x) eI e (V,y) € A tais que f(UJCV e a aplicagao

yo fo 21z — y(V) & diferenciavel em x(p).

A aplicagao fxy = yo fo x_l e denominada express&o de f nas
coordenadas locais x e y. Na realidade, fx'y' € diferenciavel em
xz'(p), qualquer que sejam (U',x') e (V',y’') cartas locais em M,N
respectivamente. f sera de classe Cr, r < k se e s0 se a aplicagao

fxy:x[U) +y (V) for-de classe Ck.

Entre os exemplos mais importantes de aplicacdes difarencié
veis entre duas variedades diferenciais, citamos os caminhos dife-

renciaveis em M e as fungoOes reais ou sejam:

Ezxemplo 1: Se ICIRé um intervalo, a: I — M e um caminho diferen
ciavel se para toda carta (U,q) € I', para todo sub-intervaleo JCI,
tal que a(J)C U a composta qoa: J — q(U) & um caminho diferencia

vel em an.

Exemplo 2: f: M — IR é diferenciavel se e somente se para toda

carta (U,q) €T f o 2 1: 2(U) — IR& diferencisvel.

A definigao de aplicagoes diferenciadveis entre variedades e

a generalizagao natural de diferenciabilidade em espagos euclidia-



52

nos, pois na realidadeuma variedade diferenciavel se comporta local

n
mente como se fosse um aberto de IR, para algun n > 1.

Para caracterizarmos a derivada f'(p) precisamos construir

os espagos tangentes. E o que faremos no proximo paragrafo.

§45. Espagos tangentes e cotangentes a variedade. Aplicagoes li-

neares tangentes

Sejam Mn uma variedade diferenciadvel de dimensaoc n e classe
C$ e a ¢ M, um ponto. Seja F(U) o espago vetorial de todas as fun

goes f: UCM — IR , diferenciaveis, onde U e aberto em Me a ¢ U.

Consideremos ainda o conjunto (:a de todas as curvas dife -
renciaveis a: [-1,1] —— U, tais que a(0) = a, isto é & & um
caminho passando por a. Consideremos ainda o ndmero

4.5.1 {a,f> :%foﬂ s
t=0

que obviamente esta bem definido.

Definig&o: Se ¢ e a € Ca’ diremos que estes dois caminhos

sao tangentes em a e denotamos por ¢~a o se e somente: se vale
Ca,f>=<¢,f >, qualquer que seja f eF(U).
E facil verificar que 4.5.1 introduz uma relagao de equiva-

lencia em F(U). Uma classe de equivalencia de caminhos passando

por a sera denotada . e chamada vetor tangente em a.

Definigao: Se f ¢ F(U) e a, € um vetor tangente em a €M,

entac o numero

|||

o‘a[f] Ca, £ =—é—foa| s @€ a.
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M

chamada derivada divecional de f na diregao .
Obviamente a aplicagao aa[ 1: F(U) ?-*IH;‘f-*aaDﬂ

linear.

M

4.5.2 Proposigao: Seja (U,q) uma carta em a, ¥, 2eC o, b~ 0

se e somente se (gqoa)'(0) = (qod)'(0).

Demonstragao:

Se ¢ ;b o entao V f e FLU), <o,Ff> = <o, >.

(foq 1) o(go0) lo=p = % (Foq 11olgoy) 420

S

s £ = 4

(@,f)— Tt foq)‘tzo
d - \

= Z.Z'? fowl.bzo -<‘b,f>-

Se =q o ¢ e VYV=zqgoy e F = foq_l entao

Ve & sao caminhos diferencidveis em IR” e F e Flq(U)), ou seja,

F é diferenciavel em ¢q(U) portanto:

de
®, gy [ F'] = DF (200)) (#'(0)) = DF (q(a))(&'(0))
e de
¥, () [ 7] = DF (¥(0)) (¥'(0)) = DF (qla)) (VW' (0)) ,
concluimos que ¥ ~, ¢ se e somente se V' (0) = d'(0).

4.5.3 Proposigao: Dada uma carta (V,q), a todo vetor tan-

L n .
gente a, em a corresponde um unico vetor vq e IR e reciprocamente,
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Prova: Basta definir vq = (goa) (0) ,0c¢ a.
Reciprocamente se, v eiRn, defina o caminho diferenciavel aeC, por

o :[F1,1] — Malt) = ¢ Tiqla) + tv).

4.5.4 Proposigao: 0 conjunto dos vetores tangentes em
a elwn, uma variedade diferenciavel de dimensao #n pode ser identi-

ficada a IRn, a menos de um automorfismo de IRn.

Observemos que, de acordec com a proposigac 4.5.3,fixada uma
carta em g € M, existe uma bijecao entre R? e o conjunto Ta(M).
dos vetores tangentes a lwn em a, mostraremos entaoc que tal identi

ficagao independe da carta usada.
Prova: Seja (V,r) uma segunda carta em M entao
— ' — -1 '
v, = (qoe)'(0) = [(gor “Yolro$)]'(o) ;

usando a regra da cadeia

- 14 »
4, 5.5 vq = rq[r[a]) (vr]

onde & qor_l € a mudanga de coordenadas ¢3q: qluUNV) »r(UNWM.

q

Como & n
rq

M

bijetora entao @;q(q(a]) € um automorfismo de IR

e 4.5.5 mostra que a identificacao € a menos de um automorfismo.

Podemos introduzir em Ta(NU uma estrutura de espaco vetori-

al se definirmos as operagoes por

. . A =
4,5.6 1 a, * k a fa PR TéﬂW]
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onde Ea e determinado por

vq, uq e IR’ e correspondem a @ e A em relagao a uma carta (U,q)
em a elwn, 1l e kelR., Em virtude da proposigao 4.5.4 as operacgoes

definidas em 4.5.6 independem da escolha da carta.
Observemos que fixada uma carta (U,q) em a ¢ Mn, em virtu-
de da definigao 4.5.6 e da proposigao 4.5.3 a aplicacao
T — R ; — v
a s Y% q
€ um isomorfismo linear.
4.5.7 Proposigao: Sejam lw", Nm variedades diferencidveis

e F: M* o N diferenciavel e ¢ a<3a, a ¢ M?. Entao Fo¢ € uma cur

va passando por F(a) € N? e ¢~aa implica

F o ¢ ~ o a

ria) ¥

Prova: Seja (V,r) uma carta em F(a) ¢ N, Mostremos que
(roFo¢}'(0) = (roFoa)'(0). Se (U,q) & uma carta em a € M, tal que

F(UYCV temos

roFo¢ = [roFoq-Z)o(qo¢J = quo(qo¢)

rofFoa quo(qoal

Portanto:

(roFo¢)'(0) = F'qr(q[a]][(qo¢)'(0]] F __(qla))((qoa)'(0)) =

qr

(roFoal) '(0).
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Toda aplicacdo diferenciavel F: M? — N induz uma aplica

cao Fy,? Ta(M]-——+ Tf(a)(N] definida por

F*a(aa] = QF(a)'

onde B € tal que se

Fla)

a € o entao , Foa € Bf[a)

4.5.8 Proposigao: Sejam T, M e Tpq) (N, identificados

a IR e R" respectivamente por meio de cartas (U,q) e (V,r) tais
que F(U)CV. Entao F*a se identifica com a aplicagaoc 1linear

F'qp(q(all. Em particular F € uma aplicagao contfinua de

*q

T M em (N).
a

TP

Prova: 0 diagrama abaixo mostra a representacgac de F*a em

termos:das cartas (U,q) e (V,q).

i

> n

Ta(M) IR
!
*q Fﬁr

m

EWaSN) r, . IR

(o ) = ( ) =
U %" = vq s BF[a] r
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A identificagao segue de que

1]
vq = (qo¢ ) (0) , onde ¢ ¢ Ca e
? !
v, = (roFo ¢) (0) = (quo[qo¢ 1y (0) ,
donde,
14
vr = qu[q(alltvq]
e como
Fla) - F*a[a )
entao
v = r, ( ) = r, (Fe (D).
r Fla) Fla) Fla) a @
A linearidade e continuidade de F, decorrem da lineari-
a
’
dade e continuidade de Frq(q(a]]'
Definigao: A aplicacao
Fo T,M) > T J(N)

a

& chamada aplicagao linear tangente em a, ou difervencial de F em a,

ou aplicag¢ao jacobiana de F em a.
Observemos gue éegue da definigaoc que se as aplicagoes
F: M" > N eG:.N-*P, s N,
variedades diferenciaveis, sao diferenciaveis entao

[GoF]* = G, oF, ..
a Fla) a

Definigao: Seja M” uma variedade diferenciavel, o conjun-
to dos pares ordenados (a,\X) onde a e M e X & T&[NU e chamado

fibrado tangente a M e denotado por T(M).



58

Se M e uma variedade diferenciavel de classe Ck. k > 2,

entdo T(M) e uma variedade de classe (Zk_l. Para provar tal fato,

consideremos sobre M um atlas maximo .

f: TM) > M ; (a,r) »> a.
Tomemos sobreT(M)a menor topologia que torna ¥ continua. Se

(U,q) ¢ &4, seja o par ordenado (ﬂ—Z(U]. { ), onde {q , 8 a bije-

q

cao (q: ﬂ—l(UJ + qW)x IRn; (a,aa] > (q[a],vql. vq definido por

14
vq = (qoal) (0), o € aa‘

Observemos que se (W,r) e outra carta de A tal que VOW #Z ¢,

entao ‘H-Z(U] N ‘ﬂ—I[W] .= ‘H—J[U(\W], portanto
%of;% qMNWM'xmn > p(WNUIx IR" ;
— ]
(q(z), v) > (r2),[(rog ) (q(=)) ]t )= (r(z),0,),
onde
4
vq = (qgoa) (0), o € o, s
- -1,
v, = [lrog ") tthn](vq).

k=1 e 6 um automorfismo de (R em

A derivada (roq-ll'e C
q(x), portantoc a familia © dos pares ordenados (ﬂ_l(U). (q), onde
(U,q) ¢ A, & um atlas sobre T(M), Seja © o atlas maximo obtido a
partir de © acrescentando-lhe todas as cartas admissiveis. Entao

(TM), ®) ¢ uma variedade diferenciavel de classe C)k_l e dimen-

-~

sédo 2n, e, em particular se M for de classe C  entao T (M) também

- o0
e de classe C .

Observemos que se f ¢ F(U), f pode ser interpretada comouma
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aplicacao da variedade M na variedade IR, portanto f;a e a fungao

linear
ﬁ'*a: Ta(M] - ?[al(lﬂ) Py T % [f:]'
e -Tf(a)(IR)x IR . Evidentemente se (U,q) e uma carta em a, € @,
e r: — e a identidade temos:
- ! t
w: [f] =L foo|  =(foqg 1) (qla))) ((qog) (0} =
a dt _
t=0
-1," -1 -1."
= {(f q ™) (q(a)]](vq) = {r "or o foq ~) (gla)) vq =
__1 t _1 !
= (r ") (r(f(al))) (r o foq ") (qla)) (vq] =
- p! -
= fqr (glal) (vq) =V,

usando a proposigao 4.5.8

v, —* f*a[ aa).

Portanto a diferencial de f em a pode ser definida <como o

funcional linear daf: T, (M) — ; Ba — Ba[f] = figl By)

Segue trivialmente que
(2 Ba + k ‘/'a] [f] =1 8, [f] + k ‘La [f] - 1, k elRe ﬁa"baeTa[Ml

Definigao: Seja M" uma variedade diferenciavel de dimensao
n, o dual de Ta(NH, em cada a € M, denctado por TEMM) & chamado

de espago cotangente em a.Como,qualquer que seja feme.daféTa(MJ.
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T4 M) também & chamado espago das diferenciais em a.

Obviamente dim T3 (M) = dim Ta(M) portanto Ta(M) e T3

sao isomorfos.

*
0 conjunto T (M) dos pares ordenados (a,\), onde a e M e

e TM) é chamado fibrado cotangente e se i ma variedade di-

e u
£ 1dvel de cl koo e k=1
erenciavel de classe C", T (M) e de classe C s k > 2 e dimen

sac 2n.

§4.6 Campos vetoriais de coordenadas.

n

SejamM uma variedade diferenciavel C e (U,q) = (Ug{..uq )

n

um sistema de coordenadas em a € M, aonde qizﬂtoq;ﬂz:lﬂ —IR , a

oL . n
i-ésima projecao,em IR

Se f ¢ FIU), entao a fungao F = foq_l: q(U) -—+1IR & a expres

sao coordenada de f e relagao a carta (U,q).

A fungao F e de classe Cl em q(U) e portanto possui deriva-

-~ . 7
das parciais em relagao as coordenadas cartesianas x .

Definiremos as derivadas parciais de f ¢ F(U) em relagac as

coordenadas q°, denotada por 3.f ou —E% f pela relagao

3q
def -1
aif:ig%oq:i_&%_oq’iea
aq* dw 3z

Além disso definiremos os campos vetoriais de coordenadas da

earta (U,q), como as aplicagoes

3. M— TMM) ; & > (a,d.{x) )
z Z
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tais que

b, (x) [f] = 3,f(x)

Observemos que Bi[a] tambeém & denotado por Bi ou aiaL
3g la 3q*

quando se deseja explicitar a carta utilizada.

Tudo o que fizemos fol generalizar os conceitos de espagos
tangentes e cotangentes introduzidos no Capftulo I, porém nac ex -

plicitamos uma base para 1;[M). E o que faremos a seguir.

Fixada uma carta local (U,q) em a € M para cada % € n,se

ja v,

;€ C&, a iesima curva coordenada definida por

;¢ [-1,1] — ™ ;
t— q ltglta), ., ¢*ta) + t.uu, qM(a) )
Se f € F(U)

(Y f>= 8@ ff]

doni
{YpsF D= —7— =
* at =g
4 _foq71(q1(a) ey "(a) ) =
Fzfoa 1iglta),...,q" (a)*t,...,q" (a | =
t=0
-1
399 _(qtary = tay = 3 (a1 [r]
7 7
dx 3q
Seja qt = ﬂzoq, onde T° & a iésima projegao em IR",entao:

ajq’“(a) = 3 (a)[q"] =<Yj,q7’>:

0 se T # §

d <

S=q" oy ;

dt Jltzo ; L
se T = J
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M

€ facil verificar que o conjunto {—QT }={8.[a¢, 1 En
8q1' a t -

base de Ta(M). onde (U,q) € uma carta em a € M. Pois se

Z Ylai(a] =0 ,
1en

entao

0= (Y Aa.andfd] = T A [f] =AY, jen
fen A ien i

E, alem disso, as formas lineares

1: »
M)— £
daq Ta( ) IR , Z€n
constituem uma base de T%#(M), dual de [Bi[a]]ie:ﬁ .

4.6.1. Proposicao: Se Ha € 1;(M) e f € F(U), entao

pa = 3 ue [¢%]9.(a)
a 1:%}1 a 7

ar=y daq
1€n 9dq
onde (U,q) e uma carta em a € M .

Demomstragao: Se ne € Ta(M), ent3o existem A’(a)e IR tais

que
Ha = Y A*(a)d.(a)
a 1:5_71 7
portanto
wa [¢7] = 2 2 @a @[] = 2 e, jen
a ien
- i
Se daf = A Ai[a)dq R )\i(a] € IR,
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entao:
dfla) i -
e =93.a)[f] =d f3a.(a)) = A.(a)d g (3 .(a) )=
an z a’ " J fon Z a J
) ']
= A.(al)d,(a) = i.(a) 30
i{en * v ? J > ItR
Corolarios
(1) Se (U,q) e (V,r) sao duas cartas em a € M entao
J
at(a] - or ;a) ) (@)
aq JEN 9q Brj
(ii) Se H e T M) e
a a
o= ut —3~(a] = j{: B® —aw(a]
a
1€EN 3q JeEn or
entao
. . Z
u'L = BJ ag (a)
BrJ

§ 4.7. 0 k-ésimo fibrado exterior sobre uma variedade

0 k-ésimo fibrado exterior sobre uma variedade M, de clas-
se (Zw, denotado por AkUW] e definido como aquele cujas fibras

sao as k-ésimas potencias exteriores dos espacos cotangentes Ta[M]

em M,
il
Fixada uma carta (U,qg) em a € M, obviamente (daq AN AN
1k

daq ]lsil...ikSn com [;] elementos & base de Ak[M].

se 0 ¢ AK(TM))

z z
- E q 1 k
0 = o) (a) daq /\...Adaq

1éi1<ooa<ikén 7:1-..1:7(
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onde as aplicagoes

eq s UCM— IR; £ eq (x)
il...ik iloooik
Gq (x) =06( ai (L)seensy 31: () )
i '..i 1 k
1 k dq 3q

s3o de classe C em U entdc @ & dita um k-forma diferencial

em Ak(Ta(M) }, a e U .

Observemos que em cada ponto a € U, Ak(Ta(M) )} pode ser

n n
identificado aIR(p], a menos de um isomorfismo de IR[p), visto que

se (V,r) é outra carta em a,

1 7
6 = er (a]dr'll\.../\drk
1;Z"< <L, Lqe..d a a
-— 1 e o k— 10'0 k

e se definirmos

- q q

Vg T (61...k""’e(n-k]...n )
— (al q

Vp ~ (91...k,..., (n—k]...n)

cujas coordenadas estao relacionadas pelas (;) equagoes: -

ara%d).” BrJ%(a)

1 7

4.7.1. ¢ al=,, ls : o & . (a)det 3".1 9q !
Tgeeely légl-qu—ﬂ Jpgeeedy &Flu] apgk(a]
ag ¥ 2q K _

a identificacgao ocorre a menos do isomorfismo vr+»vq definido por

4.7.1 .

Se A & um atlas maximo em M, observemos que A induz um

atlas maximo em Ak(Nntornando-o uma variedade diferenciavel de di
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- . [e ]
mensao n+(’;)e classe C .

§4.8. Campos de k-formas diferenciais

Um campo de k-formas diferenciatis sobre M & uma aplicagao

W: M — AkM

de classe C°° tal que

ToOw = 1M >

onde T e a projegao em /\k[M].

Se denotarmos por Qk[M] o conjunto de todos os campos de

k-formas diferenciais entao Qk(M) € um espago vetorial real.

k

Alem disso, se (U,q) e uma carta em M e Q (U) € o con

junto de todos os campos de k-formas diferenciais W: U+Ak(U). en

k

taoc Q (U) & um modulo sobre F(U) e os campos de k-formas
i A

i Z 7
S H o &8 »
> a daq A Adaq

dq 1A...Adq k k

k e ARTTmy )

geram Qk[U] e sao linearmente independentes.

A derivagao exterior de um campo w € Qk[U] é definida da
mesma forma que fizemos no §3.9 e seguem todos os resultados 1la

enunciados.

Sejam Mn.Nm variedades diferenciaveis de dimensao finita
e classe Coo e $: M>N uma aplicacgao Cm. Para cada a eM,¢ in-

k T¢(a] k

duz uma aplicacgao ¢a e L(A (N), A Ta(M) ) definida por:

*
¢a[w](v1:---:vk) = w[d)*a[vl]:-":q)*a(vk] o,

onde ¢*a e a aplicagcao tangente de ¢ em a e ViseeesVy ETﬁ(M]'
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*
Definigao: 9, & chamada "pull-back" de ¢ em a.

Podemos generalizar o "pull-back” de ¢ para o casoc de um

campo de k-formas diferenciais.

Sejam (U,ql,...,q") e (V,rl,...,rm] cartas em M e N res -

pectivamente tais que ¢WIC V e w € thV).

0 "pull=-back" generalizado de ¢ serad definida como a apli
cagao

* k k ~ *
d s QW)y— QU ;W — oW

tal que se

Fd(a) ) = (dla),w) € A% )

*N
entaoc ¢ w atua em cada ponto de U da seguinte forma:

*
a € U — (a,¢a(w] )

Se k=1, uma aplicagao do "pull-back" generalizado e quando

W representa o campo de formas diferenciais do trabalho em coorde
*N

nadas cartesianas e ¢ W o mesmo campo expresso em termos das coor

denadas de um sistema de coordenadas generalizadas, dado pela mu -

danga de coordenadas ¢.

Observemos ainda que se ®w = df, onde f: V >IR ¢ uma fun-

gao C entao

H
Q,
Lh
Qo
©
I
Qr
|\°~
©-
Q,
£
o

*
¢ (df)

Em particular

k
¢ (dr )

]
™
@
|
Q P
[EN e
-
NS
Q
<,
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§ 4.9. Metrica de Riemann

Seja M uma variedade diferenciavel de classe C°° e dimen-
sdo n. Uma metrica Riemanniana em M & uma correspondencia que
associa a cada a € M um produto interno no espago T&[M]. Se m
e uma metrica Riemanniana em M denotamos por ma[a.B] o produto
interno dos vetores o,B € Ta[NU. Obviamente a norma do vetor a €

Ta(M] ¢ definida por

o], =N(m (e,a) )

Ao par (M,m), onde M e uma variedade diferenciavel de di-
~ w - 3 I3
mensao 7 e classe C , e m uma metrica Riemanniana chamamos de

variedade Riemanniana.

Observemos que uma variedade Riemanniana em que os produtos
internos nos diversos espagos tangentes nao estdo relacionados en-
tre si nao tem o menor interesse para aplicagoes. E desejavel que
o produto interno varie ao menos continuamente, num sentido que va

mos precidar a seguir.

Se m €& uma metrica Riemanniana em M, ¢ €M, a,B ¢ Té(M],
podemos denotar o produto de & e B por (a,B) em lugar de mx[a,B)

para simplificar a notagao.

Seja W,q) = W,q ...qn) uma carta em M, Definamos n

fungoes g.., 2, € n, em U da seguinte forma:

1d
_, 9 )
4.9.1. g..: U —IR; z— gi.[x]—(—-?(x], —(2])
1d J 3q g
€ obvio que ¢ =T g.. s 1, e n .

i Jt =
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Se a,B € TQ(M]. o0 e B sao escritos como:

2R R
o = o ——{(x) e B = { B -—-J:(x]

1eN dq Jjen aq
partanto:
- ; 1,1
4-9.20 (alB] b '4 g’z:j[x]a B .
1,J€EN
i . : * x .
Lembremos que (d g ). € base de (T_(M) ) = T7(M) dual de
x TEN x
3
(——?(x] ]iEn' logo podemos escrever
9q -
1 A ] ] ..
a =(a,dxq > e g? =<6,dxq‘7>, 1,J€EN

onde { , > é a forma bilinear que define a dualidade entre T e

T#(NU. portanto 4.9.2 sera reescrita na forma:

- _ 1 J
4.9.3. ma[q.s] = (a,B) = i;-:n gij(x)<a,dxq )(B,dxq >

Frequentemente a equacao 4.9.3. e escrita na forma simplifi-

cada
m' = Z g..dq?’dq‘7

U 1,JEN vd

Sejam (V,r) outra carta em M tal que VN U #Z¢, e as fun-

goes reais hkl’ k,0 e n definidas em V por

9
4.9.4. hy,lz) = —
: k& or
isto e,

ml = Z hkSL drkdrl
4 k,%en
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Se x € UN V temos

k
attx] - ; 3y éx) akm
9q En 9q or

)
2
2 () ; : or ;.x’ I
3qY en 3qg? o
portanto:
v (2 = 5‘ b (e 22 (z) ar¥iz)
— 2, KJ o -’
vd K Ten K 3¢’ 3q"
isto e,
ko4
4.9.6. gi.l = thI ‘§1—{3—P—3 1:,,7.62
I lynv k,%en dq 3q
Observemos em 4.9.6. que as g sao de classe Ck em UNV,
se e somente se as hzk‘séo de classe Ck em UNV.
Uma metrica Riemanniana e de classe Ck se e somente se as
fungoes 9:5 sao de classe C em U.
Reciprocamente, se sao dadas nz fungoes gij:gji’ de clas

se Ck, definidas em cada carta (U,q) de M tais que

(i) 2 : g..(x) ata? 5 0 , onde o’ s3o as coordenadas de a €
, dins i3 ‘
i,J€n

Tx(ND, em relagao a base (é—ztxl ), para todo « € U, a menos

9q
que o = 0 .

(1ii) valem as leis de transigao definidas por 4.9.6., entao as fun

- k
goes gij definem uma metrica Riemanniana de classe C em M,
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Exemplos:

1) Localmente a energia cinética em T(M) & uma meétrica Riemannia

na.

2) A metrica enclidiana em R™.



71

CAPIrTULO /4

§ 5.1 0O problema basico da mecanica é descrever a variagdo com o
tempo da configuragao de um sistema f{sico sob o efeito de forgas.
Para isto assumiremos primeiro que o conjunto de todas as configu-
ragoes possiveis de um sistema f{sico & uma variedade diferencia

vel M, istoc €, localmente pode ser descrito por parametros diferen

ciaveis. Em segundo lugar vamos admitir que cada uma das curvas
que caracterizam seu movimento pode ser determinada a partir do es
tado do sistema em qualquer instante. O 6onjunto dos estados de
um sistema fisico sera representado por outra variedade diferencié

vel que indentificaremos ao fibrado cotangente sobre M.

§ 5.2 Classificagao dos vinculos

Em geral, o numero de coordenadas necessarias para especifi
car a configuragdo de um sistema & igual ao nimero de graus de 1i
berdade do sistema, porém, as vezes, € conveniente wusar um ndmero
maior de coordenadas e restringir os graus de liberdade impondo que
as coordenadas satisfagam um certo numero de condigoes.Em geraltal

1

situagao €& representada por n coordenadas generalizadas q ,...,qn

que satisfazem m (<n) relagoes

1

Fj(q ,...,qn) =0 , Jem.

Se isto ocorre, dizemos que o sistema se move sujeito a vig
culos holonomos. Por outro lado os vinculos também sao descritos

por relagoes
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1 n 1 n .
Gj(q seeesq 3 G 500059 ) =0, Jem , m<n ,

se tais relagoes podem ser integradas os vinculos sao holonomos,

caso contrario, os vinculos sdo ditos nao holonomos.

Em sintese, a diferenga entre os dois casos, €, em Ultima
analise, que os vinculos holonomos dependem apenas das coordena-
das, enquanto que os outros envolvem velocidades em relagdes nao

integraveis

§ 53 Equagoes de Lagrange

Consideremos um sistema de k particulas,sujeito a vinculos

holonomos. Tal sistema pode ser descrito pela variedade diferen
- 3k - - . 3k .
ciavel R“",8), onde B e a lGnica carta IR ,2d ) ,associada ao
sistema de coordenadas cartesianas. Por outro lado, tal sistema
pode ser descritoc por n coordenadas generalizadas ql,...,qn s O
que equivale a fazer uso de uma variedade diferenciavel M de di-
mensao 7 e classe C”. vamos admitir que existe uma aplicagao
3k

¢:M » IR"", diferenciavel, que muda a descrigaoc das coordenadas

generalizadas para a descrigao cartesiana.

Usando a lei de Newton, o movimento do sistema pode ser ca
racterizado em |R3k. Nosso objetivo €& descreve-lo em M ,obtendo
primeiramente as equagoes de Lagrange em W?k a partir da segunda
lei de Newton e posteriormente, atraves do "pullback” de ¢ ,trans
porta-las para M, verificando finalmente que a sua forma indepen

de das coordenadas lccais.
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Sejam Fi(a] e Fi(v) » te3k, forgas aplicadas e de vincu

. - 7 . 1
los em cada uma das diregoes cartesianas x , 1 e 3k, suponhamos

ainda que as forgas de vinculo nao realizam trabalho.
Seja

5.3.1 w=‘§:<Ffa’+fu“”>dﬁ'
1 1

1e3k
a forma diferencial do trabalho em 9(|R3k) e (U,q), uma carta emM

entao ¢*we Q (U) exprime o trabalho em termos de qt.
A segunda lei de Newton fornece

2 1
5.3.2 ,dz _ p la) A2

1 ¢ 3k

o] 425
5.3.3 mi¢* d’z ) - w*(.F.[“] + F.[”]>= p.la) o, 4 p (W),
d42 Z T z 1

Por simplicidade de notagao escreveremos

2.1 2.1
<p*(dx>=dx eFiowzf
dt? dt?

e portanto, 5§.3.3 se transforma em:

5.3.4 d?z* _ . (@)
dt?

Aplicando ¢* a §.3.1, e, alem disso, usando o fato de que

as forgas de vinculo nao realizam trabalho

7 .
= E :<f.(a] . f.(v) 2 :ax' qu =
1 1 an

te3k Jen
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™,
g
'\b
o,
<
@ |
Q8
o) ©
SN—
Q
(XY
I

paodemos, entao, escrever

5.3.5 P = E deqJ ,

onde

€ a forga generalizada na direcgao qJ. observemos em tempo que oOs Qj
nac possuem necessariamente a dimensao fisica de uma forga, embora

os produtos, deqJ possuam dimensoes fisicas de trabalho.

De
4 _ dzx®  _ dx” 2 J
X = — = ——3 q
dt -
jen 07
obtemos:
T ant
5.3.6 VLA 2 s ieéﬁ e Jen ,
24" 2q”
e usando §.3.6:
2 1z , 1
5.3.7 & x2 dz_ o 4 gty
dt? aq? dt 3q
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dt 34 5q7

’LZ ’LZ
4 3, (z ) - 2, (z) s tedk e Jen .
dt \34? 2 g 2

JEen jen “1e3k
. 2 ;.2

d 3 &t _ 0 o 2 \\,d
EE: dt 3g° \ Lt 2 2q” Lo ?
Jen Zedk 1e3k
> (£ () 25 )art
. dt \3g’ 3q?
Jen

onde K & a aplicagado KX: T(Wék] — IR ;

T T L LI L L S 2 z m. (&%)
. 1
Da independencia linear dos dqt e de 6.3.8 obtemos

5.3.9 ¢q.=9 (iﬂ% - iﬁ%> , den
I dt \ag 3q

que sao as equagoes de Lagrange para o sistema em M .

3k

Lembremos qgue as equagoes de Lagrange para o sistema em IR

. 2
_ 1 .l
K = Z E mi(x )

ic3k

sao ohbtidas de
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e 5.3.2 como:

5.3.10 4 <Jﬁg> =4 (iﬁi >— KL Fi R ieé&;Fi=F(a]+Fév]

dt \a&* dt \a&* sz’ v

Observando §.3.2 e §.3.10 verificamos que as equagOes no es

paco euclidiano sao transformados pela aplicagao @*EL(Q“R3kLSHU”

- 4
em um sistema da mesma forma em relagao aos q .

§564 Caminhos suspensos

SejamM uma variedade diferenciavel de dimensao 7 e classe
Cme um caminho a: I —+M; onde I & um intervalo em IR. a induz na
turalmente em T(M) uma aplicagao &: I —=TM) , ¢t H(a(t], aa(t))

denominada eaminho suspenso.

SejamM, N variedades diferenciaveis de classe Cc° e F: M —N,
diferenciavel. Se a € um caminho emM, entao Foa & um caminho

emN, e a aplicagao
Foa: I — TIN); t +— (F(afﬂl s F°°‘F(a(tn>

€ 0o caminho suspenso induzido por Foa em TI(N), € facil verificar

que F, oda = Foa, desde que

F,o6(t) = | Foal(t) , F o )
* ( | *a(t1< alt) )

onde

F a = Foa
*u(t]( a(t]> Fla(t)) °

de acordo com a definigao de F, do capitulo 4.
alt)
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0 diagrama abaixo mostra melhor as relagoes entre as aplica

¢oes mencionadas anteriormente.

> T (N)

Sejam (U,q) = (W,q7,...,q™" e (V,r) = (V,r),...,7™ coorde
nadas locais em M e N respectivamente.

1 1 m

Entao [ﬁ&l(U],q veend™ L dMm e el

?1,...,ﬁm) saoc as coordenadas locais em T(M) e T(N) respectivamen-
te, desde que T, T(M)] — M e Ty¢ TIN) — N, de acordo com o ca

pitulo ¢4,saoc as projegdes dos fibrados tangentes sobre as variedades,

A matriz jacobiana de F é definida por

J(F) = [-arth:] (2,5) € mxn

3qY
enquanto a matriz 2mx2n definida por 5.4.1 € a matriz jacobiana
de F*.
J(F) 0
5.4.1 ) = J(Fy) , tem , ken
Ei; J(F)

3q
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sendo

1 - 82i$

r

3q Jje

(s34

li
q

X

3q7 aq"

[N

Assim as equagoes para a transformagao F, em termos de coor
denadas sao:

) D . .
5.4.2 #° = E 923 7, »" = Figt, ..., qM)

Jen 29

enquanto que a descrigao invariante e dada por:

5.4.3  F,la,a,) = (F(a] . Fan(a]>.

§ 5 No que se segue M, N indicardo variedades diferenciaveis de
classe C~ e dimensbes me n respectivamente; K: T(M) —IR , uma
fungao de classeC®, (U,q) = (U,ql....,qm] uma carta emM, a:I —U

um caminho em U e weQ(U) definida por:

1

5.5.1 o= ). o;da’ , k= kg',....q" PRSP L

1eg
Definigao: Dizemos que a satisfaz as equagdes de Lagrange

- 1 n
em relagao as coordenadas q ,...,q se

5.5.2 2 KN - & @) =g
dt \ aq 3q t

As relagoes entre as diferentes fungdes que aparecem em

5.65.2 se tormam mais claras com o seguinte diagrama:
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T(VD

Y
o

fe2§

Uma forma weQ(U) é dita conservativa se existe wuma fungao
V: U +IR, chamada potencial tal que w= -dV. Em coordenadas, isto

se exprime por:

L V L
-2- Qidqt = - "3_1"' dq?’ .
. < 3q
Jen 1€n
Portanto
oV
Q, = - —
1 aqi

Se assumirmos que as forgas, ou de modo equivalente, gue

€ conservativa entao 5.5.1 se transforma em

d 8L (4 -2L (5 =0

dt 34" 3q
onde L é a aplicagao definida por
L = (K- Vo1) : T(IM) =+IR,
usualmente denominada Lagrangeano do sistema.

5.5.3 Teorema.

Sejam:

1) M" , N" , variedades diferenciaveis C  ;
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ii ) F:N + M, uma aplicagac suave.

iii) (U,q) e (V,r) cartas coordenadas emM e N respectivamente tais
que F(V)ICU;

iv ) a: IV um caminho tal que o caminho Foa satisfaz a equagao de

Lagrange em relagao a K e w definidas em 5.5.1.

Entdo o caminho a em V satisfaz a equagao de Lagrange em re-

*
lagao a KoF, e F o .

0 diagrama abaixo mostra como se relacionam as fungoes defi-

nidas em 6§.6.3.

%
F
VCN e——— Uc M — IR
O ‘} A
I
Ty Ty
o
TCND — T(WD) ' —IR
Fy X
Demonstragao

Seja w € Q(U), entao

w = E Qidqz sonde Qi:Nl-*IRséo aplicagoes suaves.
zem
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Portanto:

_ ) — .

F*ow = z F*(Q,dq") :L @ oF F*(dg") =
Tem Tem
T ]

E E Q oF -ﬂ— drd = ELJ Rjer s

tem Jen Jen
onde

or
iem
Por hipotese, vale,
5.5.4 4 —a-%r[Foa] - -é—]%:[Fc)Na] = Q.(Foa) , Zem
dt 3q t

Z
Multiplicando-se a i-ésima equagdo por 2

3r
temos:

N i
5.5. 5Z(.i(”)woa]-<i’%)woa]>a—% =
iem d 99 or
i :
4 (23K \ (poa) 24 2 K N (poa) 24, =
dt 7’ J 7’ J

20q or
‘Le}ﬂ

e somando-se ob-

1
E Q.oF(a) 137 = R.oa.
; 1 arJ Jd

6.8.5 pode ser reescrita na forma:

i i
2: 2N (roay | 24, -Z:(i’-’-‘- (Foa) L 29 _
5.5.6 dt (( > ) ar? p ¢
em

3q dt ar?d
‘LEm

3K ~ 3 ¢ .
E (—a>(Foal-—lﬁr -'-‘Rjoq s JeEn

Tom \ 24 a1
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De acordo com

1 — 1 . 1
5.5.7 -‘-Z--Z’ﬁ—zz —-—a.ﬁ—,zka_il-,
dt ar? ke arJar arJ
.7 1
5.5.8 24, - 29_
3 3Y 3pd
- Z
5.5.9 L)(Foa]:Z((—"%)(FoaJ>ﬂ— +
5r? . 9q arY
tem

N _ w0
5.5.10 % <—3-1—(-.->(Foa] =Z 4 ((—9—]{—.)(1"0(1] g
dt \\ 2»?Y dt apd a5

Tem

onde Zem e Jen; portanto 5.5.6 se transforma finalmente em

5.5.11 & <—3£> (F:a]) - (—S—IQ)(F&) = R.oG.
dt ap? ar? J

Por outro lado

i
5.5.12 [ = koF,\(&) = Z 2K roan 24 4
ar? 3q ar?

Tem

LT Z
2K (r ey 24 = 2EN(Fow) 2 4
e 34" ar? 3q"” ar
Zem °9 tem
.i
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K F i
5.5.13 ( °.*) @) = E '?‘I%>(F*tan LU -
apd ; 3q apY
iem

3K 2g* 3K 24"
2 :(——i—)(ﬁ'*[a]] 4. = z :<—-—;{)(F*(a]] M. =
~ \ 3q anY —/\3q 35/
iem Tem

De 5§.5.11,5.5.12 e 5.5.13, concluimos que

3K F 3K F
4 (( °J.*) (a]) -( °j*) (8) = Rjoa, Jen
dt or r

e.q.d.

Corolario: Se M e N tem a mesma dimensdo e F: VCN +UcCM
e uma aplicagdo bijetora, onde (V,r) e (U,q) sdo cartas em Ne M
respectivamente, a: I » V, um caminho, X e «w definidas como em
5.5.1, entao o caminho Foa satisfaz as equagles de Lagrange em re
lagao a fungao X e a forma w eQ(U) se e somente se o satisfaz a

. . . *
equagao de Lagrange com relagao a fungao KoF, e a forma F w.

Deve ser observado gque no caso em que w & uma forma con

servativa, a fungado Lagrangeana é por definigao
L =z K- Vot : TU) — IR

e a equagao de Lagrange toma a forma

5.5.14 4 <J¥%> (G) - iﬁ% (§) = 0, 4den
dt \34g 3q ,



ou,

explicitamente
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CAPITULO VI

TRANSFORMADA DE LEGENDRE
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CAPITULO VI

§61 - Formas quadraticas

Seja U um espago vetorial de dimensaoc finita.Uma fungao

Q:U »IR , e dita uma forma quadratiea quando:

6.1.1 QULav) = A%Q(»)

quaisquer que sejam X eR e v e U.

6.1.2 A fungao B: UxU->IR definida por

Blu,v) = 1,9 (Qlurv] - Qlu) - Q(v)), wu,veV

6 a forma bilinear definida em UxU associada a .

Observemos que dada uma forma bilinear simétrica definida
positiva em U esta induz uma forma quadratica definida positiva
dada pela relacgao

Qﬁtv]: Blv,v), veu .

€, reciprocamente, se { & uma forma guadratica definida positiva

B definida em 6.1.2 & bilinear, simétrica definida positiva.

Fixada uma carta (U,q) no espago das configuragoes M, a
energia cinetica K: T(U) IR & uma forma quadratica definida po-
sitiva em termos das velocidades, isto e, restrita a cada fibra
€ uma forma quadratica definida positiva em TdUWJ, assim,localmen

te a energia cinética € uma metrica riemanniana em M.

§62 - No final do capitulo IV mencionamos o procedimento de trans

formar um sistema de equagodoes diferencials de segunda ordem em um
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de primeira ordem duplicando o nimeroc de variaveis. Isto correspon
de a se deslocar do fibrado tangente para o fibrado cotangente,mais
precisamente, esta mudanga e realizada por uma aplicagao

L : 1o > m™m,

L
induzida por uma fungdo L[ de classe C em T(M). A aplicagdo ﬁL )
conhecida como transformagao de Legendre para L e leva espagos

tangentes (fibras) em espagos cotangentées. Em geral KL e descrita
usando-se coordenadas, podemos porem, descreve-la de uma forma in-
trisica e este sera nosso proximo objetivo. Iniciaremos com o caso
de um espago tangente em um ponto, descrevendo os fatos através do

seguinte teorema.

6.2.1 Teorema e definigao:

Se W € um espago vetorial real de dimensao finita visto como
uma variedade diferenciavel, entao:
i) Em cada ponto @ € W o0s espagos tangentes e cotangentes sao

- »*
canonicamente isomorfos a We Wr:respectivamente.

ii) Qualquer fungao L: W+ IR, de classe C” determina uma aplica-
¢cao KL :W > W¥definida por £L(a] = daL’ chamada transforma-

gao de Legendre para [ .

iii) Em particular, se L € uma forma quadratica definida positiva
em W, tornando W um espago produto interno, entao ﬂL e o iso
morfismo natural que identifica o espago produto interno W com o

seu dual.

iv) Se [, é inversivel, entdo a inversa (ZLfZ também & uma trans

formagao de Legendre para uma fungao H em Vvtuue e definida em
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1 n
termos das coordenadas vV ,...70 em W e as coordenadas duais
vee em W*como:
Pqs 2P,

_ .1 n _
H=wv Py L ¥ p, L.

Prova:

y a
i) Fixado a eW, mostraremos que Ta(W)zW e T (W =~ W*, Se
w e W, w determina um caminho awpassando por a e definido co
mo:
o, [-1,1] »W; t» a + tw.
A correspondencia w ¢ W~ (aw) £ TaﬂN] fornece o isomorfismo

a

Ta(mn ~ W; enquanto que o seu dual & o isomorfismo T W) ~ W,

ii) A aplicagao ﬁlf W+ W5 ae daL pode ser descrita em coorde

nadas, e a i-ésima coordenada de ,ﬁLUZ] e justamente o valor

( 8&) = 3L(?] . Portanto podemos escrever que pi[ﬂL[a]] =
a

av® av?
aL.(a] ou se fizermos vt = gt
7
ov
6.2.2 piOZL = jﬂ% = 2—? s Ten
v 3q

Frequentemente estas equagées sao escritas como

p. = 3o L
z 3pt
iii) Suponhamos agora que L € uma forma quadratica definida positi

va que torna W um espago euclideano entao I € dada em termos

do produto interno com L(v} = (v,v].
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Entao,
6.2.3 Loa (t) = [(attw,a+tw) = (a,a) + tla,w) + £ (w,0).

Derivando 6.2.3 em t = 0 ohbhtemos

d
— Loaw[t] = <daL,'aw> = 2(a,w)

ou seja, a menos do fator 2, daL € a forma linear em W dada pela

-

fungao (a, J: W+ W; we (a,w). Esta correspondencia a+~ daL e
justamente o isomorfismo canonico a+« (a, ), que identifica o es

pago produto interno com o seu dual,

iv) EL € (localmente) inversivel se e somente se o determinante
32
da matriz jacobiana ———| , I,jem e diferente de zero.
sv®av? 3

Quando ﬁb e inversivel a equagao

~ 0 -1 -1
6.2.4 H = Z(v‘oﬂL) p; - Lok}

iTen
define uma fungdo suave H# em W% A partir desta formula podemos

- z . * * cuja
calcular a transformagao de Legendre 'L W-> W, v » dw*H,

descrigac em coordenadas ¢ dada pelas equagoes

g Y
6.2.5 vJo ZH = 35;

Usando as regras de derivacao em 6.2.4 e os seguintes fatos:

i -1 _ 4 3 .4 -1, _ 3v®
i} v o,ﬂL = donde TP (v O‘ZL ) = EET
Jd d
7 z
1) 220 / =Yy g h & =%, 2,
J iem 3v L 3P e Pj
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obtemos
3 -1
. avio Z
oH 7 -1 L 3 -1 . -1
. . N = + e —— . = -
6.2.6 TP voﬂL E TP p; ap'Loﬁ vgoﬂL
) ien Jd J

De 6.2.5 e 6.2.6 conclue-se que vzo ZHO’ZL =t , logo

Ey = K El. A formula de H pode ser estabelecida de forma invarian

te, se y eW entao

6.2.7 Hiy) =<y, L7 1 >- 1o 47 0y,
L L

onde < , > representa a forma billinear gque define a dualidade en-

tre w e W*,

A notagao deste teorema foi escolhida de tal forma a tornar
natural a extensao de um espago tangente para o fibrado tangente

de qualquer variedade ™M

Seja uma fungaoc L: T(M) »IR de classe C e identifiquemos

Tu(Ta(MJ) e .‘l',u("l"a‘(M]) com T (M) e TAM) respectivamente. A fungdo L de

a 2

termina, por restrigao a cada espago tangente, uma fungao L/ . em
T tM)

T,(M). Definimos entdo a fungdo de classe c”. a

i * ; : ]
Lo: & > T (a,u) - (ayd, B/ 1,0 Y-

Esta aplicagao frequentemente € chamada derivada ao longo
de uma fibra porque & obtida tomando-se a diferencial da restrigao
de L em cada fibra. E facil verificar que o diagrama abaixo comu-

ta:
T (VD L T'uw
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A descrigao em coordenadas da transformagao de Legendre e
dada pelas equagoes

? [L/‘Ta (M)

1

6.2.7 qt o L. = qt e pi°[L =

I s LeEn

v

onde [qz,...,qn,p .....pn] sao as fundées coordenadas em TYM).

1

Em dinamica das particulas, a transformagao de Legendre em
que estaremos interessados e a induzida pelo Lagrangeano. A menos
de uma constante o Lagrangeanoc restritoc a cada fibra € uma forma
gquadratica nas velocidades. Neste caso EL € inversivel e a sua in-
versa KH provem de uma fungao H: T*(M) > IR denominada Hamilto
ntano. Quando L é o lLagrangeano podemos interpretar as coordena-
das p; que foram introduzidas como as coordenadas duais de vi=éi N

como a i-esima componente do momentum; por esta razao pl,...,pn

sao chamadas coordenadas do momentum.

Vejamos com mals detalhe como podemos reescrever as equa -

goes 6.2.7 no caso em que L € o Lagrangeano de um sistema dinamico.
L = K - Vof
onde K e Vo9 sao respectivamente a energia cinética e energia po-
- 1 n ,1 7
tencial expressas como fungao em TI(M). Sejam (g ,¢e¢5q 4, 5+0459
coordenadas locais em _f[M]. Suponhamos que a metrica riemaniana
(local) € dada por

2 . . .,
. 1 s oL
[g,....,a" = E E gij(qz,...,qn) .57y

ien jen
onde o Lagrangeano L é definido por

1 n 1 X/ 1 L. 1 n .1 .
L(q se0esq 54 500059 ) = 522 gijq*qa- Vol (q  yeensq sd™, e dn

ten jen
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1 A AN | n -
=3 ZZ githqg -Vig ,...5q 3, V = Vol

Ten jen

e podemos reescrever 6.2.7 da seguinte forma
7 _ 1 _ 3L _‘Z : 1 n..J_
6.2.8 q o ﬁL = q e p;o £L === = gij[q seesq )Qq =P
8¢ jen

o Hamiltoniano, em termos de coordenadas locais € escritoc como:

1 n . = . J
6.2.9 Hig',...,q",pyseeesp) = DY pod’
ier_ljgn

1 . N
-L(ql,oao,qn,d ,oc-,q )

onde os §° sac fungdes das q's e p's via ﬂ;zu

A equagao 6.2.9 pode ser escrita como:

q ©° L q q9 =~ 37

3

Além disto, por 6.2.9

_3_f_1_{ = ——a—;br( ZQJPJ' - L[ql,,,,,qn,p'l,_,,,p: )>
3q 9q Jen g

z Pj ~

J 1 J 1
jen a %9 gen 24 i
Lof ™! 3g90 471
B 3Lo _ 2{: 3L qa oL _ oL
Z e — T - 7 5 i
3q" ik AR T’ 3q
e
3H 3 1 1 n 1 7
Sﬁfz'i)—z??(zqua-ll(q secesq 3G 500054 ))
1 1 jaﬁ
, o . J i .i_dq®
.7 d 3L 2 3L 3qY - 2v-99_
=4 *E:Pja—g‘f' """a‘;“'- “‘733—. 1734t
4 Z — 3 1 " aq 1
Jen Jen Jen
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Em resumo:

6.2.10 2 44 o 4. 5.11 ‘”{; = ““L. .
3p; dt 3q dq

0 Hamiltoniano, extendido ac fibrado cotangente pode ser

reescrito numa forma invariante como se segue:

H((a,y)) =<(£ )ty),y>a - L(ﬁglta,yll

_1]

L

n}ND
onde (a,y) e T e < o >’a € a forma bilinear nao degenerada gue

define a dualidade entre T¥Mm) e nﬁML

§63 - Equagoes de Hamilton

Neste paragrafo vamos mostrar o uso da transformagdo de Le-
gendre nas trajetorias de um sistema dinamico. Tais tfajetérias sao
os caminhos o IR+>M , no espago das configuragoes ﬁue satisfazem
as equagoes de Lagrange. Lembramos que tais trajetorias podem ser
"levantadas” para o fibrado tangente através do caminho suspenso a

induzido por o. As composigoes ﬂzog =z ¢ serao as trajetdrias em

T*M) do sistema fisico, solugao do sistema

dg* _ an
6.3.1 woo

dp; _ 3H

@ gt

obtido a partir de 6.2.10, 6.2.11 e da equagac de Lagrange

d (an \_ 8L _,
dt \ 34" 3q”
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Estas 2n equagoes sao as equagoes de Hamilton. Elas descre-

vem as trajetorias do sistema dinamico no espago das faseS atra-

ves de um sistema de equagoes diferencials de primeira ordem.
Lembramos gue o espago das fases da mecanica & o conjunto dos
pares ordenados (q,0), onde a d& a posigado no instante ¢t de uma

particula e o a respectiva velocidade.
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