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C A P f T U L O  I 

ESPAÇOS TANGENTES E COTANGENTES 



1. I N T R O D U Ç Ã O  

$' 1.1 P r e l i m i n a r e s  a l g é b r i c o s  

Sejam V e  W  e s p a ç o s  v e t o r i a i s  r e a i s  de  d imensão  f i n i t a  , 

L ( V , W )  d e n o t a r á  o  e s p a ç o  v e t o r i a l  d a s  a p l i c a ç 6 e s  l i n e a r e s  de  V  

em W ,  onde  a s  o p e r a ç õ e s  d e  a d i ç ã o  e  m u l t i p l i c a ç ã o  s ã o  d e f i n i d a s  

p o r  

Quando ,  em p a r t i c u l a r ,  W = I R ,  L ( V ,  I R )  z V* é u s u a l m e n t e  

chamado d u a l  a l g é b r i c o  d e  V .  Se 
(@i  ) i r n  ?={I ,  ..., n ) ,  6 b a s e  

d e  V ,  e n t ã o  a  s eqUênc i a  de  e l e m e n t o s  de  V,* $ d e f i n i d o s  g g  

l a s  e q u a ç õ e s  

O s e  j $ i  

1 .1.3 e j  ( e . )  = 
2 

. , 
i 

1 s e  j=i , i ,  j e n  

6 uma b a s e  d e  V '  , d i t a  d u a l  d e  . e f á c i l  v e r i f i c a r  que  

j j q u a l q u e r  que  s e j a  V E V , e  ( v )  = v  , a  j - é s ima  c o o r d e n a d a  d e  V 

em r e l a ç ã o  à b a s e  ('i ) i cl 

$' 1.2 Espaços v e t o , r i a i s  E u c l i d i a n o s  
, S.: 

Se  < , > : V  x V  -+ I R ,  é uma forma  b i l i n e a r  s i r n é t r i c a , d g  



f i n i d a  p o s i t i v a ,  e n t ã o  < , > d e f i n e  um p r o d u t o  i n t e r n o  em V  , e  o  

p a r  ( V ,  < , > 1 é d i t o  u m  e s p a ç o  v e t o r i a 2  E u c Z i d i a n o .  

A norma e m l i d i a n a  d e  V E V , d e n o t a d a  p o r  1 1 0 l l ,  é d e f i n i -  

d a  p o r  

1 . 2 . 1  1 j v I  I = ,/G 
Se V  é um e s p a ç o  v e t o r i a l  e u c l i d i a n o  a  a p l i c a ç ã o  

1 . 2 . 2  q3 :v-+ v* , v ,r--* ip [ v ) ,  

d e f i n i d a  p o r  

 VI (13) = < v , w > ,  V w  E v ,  

é u m  i s o m o r f i s m o  n a t u r a l  e n t r e  V e  V* . 
S e j a  [e i l iEn  q u a l q u e r  b a s e  d e  V , d e f i n i n d o - s e  

- 
g i j  = < e i , @  3 *. R e n t ã - o  G E [ gij], 5 ,  j e z  

é uma m a t r i z  q u a d r a d a  d e  o rdem n, s i m é t r i c a  e  d e f i n i d a  p o s i t i v a  , 

q u e  d e t e r m i n a  o  p r o d u t o  i n t e r n o  em V ,  p o i s  s e  

e n t a o  

j Como V  = V* a  menos d e  um i s o m o r f i s m o ,  a  b a s e  d u a l ( e  1 j c n n  

também é b a s e  d e  V e  a s  e q u a ç õ e s  



d e f i n e m  uma o u t r a  m a t r i z ,  q u a d r a d a  d e  o r d e m  n ,  s i m é t r i c a  e  d e f i n i -  

d a  p o s i t i v a  [gij]J i n v e r s a  d a  p r i m e i r a .  E f á c i l  v e r i f i c a r  q u e :  

p a r a  t o d o  i ~ n  - 

$ 1 . 3  Espaço p o n t u a l  

S e j a m  éb um e s p a ç o  m é t r i c o  com d i s t ã n c i a  d  e  I S ( $  I o  c o n -  

j u n t o  d a s  i s o m e t r i a s  d e  ( & ' , d l ,  i s t o  é, o  c o n j u n t o  d e  t o d a s  a s  b &  

j e ç õ e s  f : &  --+ 6 t a i s  q u e  d [ x , y I  = d [ f  [ x l ,  f  [ y l  I ,  q u a i s q u e r  q u e  

s e j a m  z , y  e l e m e n t o s  d e  . Podemos  i m p o r  c o n d i p õ e s  r e s t r i t i v a s  a  

d p a r a  a s s u m i r  q u e  I s l  f l  c o n t é m  um s u b g r u p o  V q u e  s a t i s f a z  a o s  

s e g u i n t e s  a x i o m a s  

e c o m u t a t i v o  1 v -  
I 

[ê2) I e .  V I é h o m o g ~ n e o ,  ou  s e j a ,  se  x  e  y  € 6  . e x i s t e  

uma b i j e ç ã o  ~ E V  t a l  q u e  ~ [ x )  = y .  

(6 I d a d o  2~ V ,  s e  e x i s t e  a l g u m  Xor Ê t a l  q u e  v ( x  ) = x 
3 -v O O' 

e n t ã o  v ( x 1  = x ,  p a r a  t o d o  x  E . 
N 

(6 I V p o d e  s e r  mun ido  d e  uma e s t r u t u r a  d e  e s p a ç o  p r o d u -  
4 

t o  i n t e r n o ,  o n d e :  

( $ 1  a  a d i ç ã o  v e t o r i a l  é d a d a  p e l a  c o m p o s f ç ã o ,  i s  - 

t o  é, - u  + 2 r 2 0 2  



o n d e  ( , > é um p r o d u t o  i n t e r n o  em V x , y  E 6.  
Chamamos e s p a p o  p o n t u a z  a  um e s p a ç o  m é t r i c o  ( ê . d ) . c u j o  g r u  - 

po  d e  i s o m e t r i a s  d e  d  a d m i t e  um s u b  g r u p o  V . q u e  s a t i s f a z  o s  a x i o  

mas ( ê l )  - ( E  I .  
4  

1 .3 .1  Teorema ;  ( T e o r e m a  d e  NoZZl: S e  o  e s p a ç o  V d e f i n i d o  

p o r  ( e1 )  - ( e 4 )  e x i s t e .  e n t ã o  é Ú n i c o .  

P r o v a :  s e  u , 2  E V e x E E . e n t ã o  d e f i n i m o s :  u + v  i u o z  
N - - I V  

e v  + x = x + v r v ( x 1 .  Q d e n o t a r á  a  a p l i c a ç ã o  i d e n t i d a d e  em E .  
N N N N 

p o r t a n t o  V-' s e r á  d e n o t a d o  p o r  - V  , s e  V E V . 
N N N 

De a c o r d o  com ( 6  s e  x ,  y  E ($' , e x i s t e  um Ú n i c o  Z E  V t a 1  

q u e  2 + x = y:  d e n o t e m o s  V p o r  y  - x. 
N 

Suponhamos  q u e  e x i s t e  um o u t r o  s u b g r u p o  V d e  IS ( 6  I .  q u e  

s a t i s f a z  (6 I - (e I .  d e n o t e m o s  p o r  y  x o  Ú n i c o  v e t o r  em G.que 4 

l e v a  x em y .  

S e j a  xo E E  um p o n t o  f i x o  em &' e  a  a p l i c a ç ã o  

d e f i n i d o  p o r  

Af i rmamos  q u e :  

a 1  é i n j e t o r a .  

v  E V t a i s  q u e  @ [ u l  = O ( v 1 .  p o r t a n t o  S e j a m  3, N N 

v + x o = ~ + x 0  
N N N 

= ü + xo. = u + x 0  



S e j a m  U , V  E V t a i s  q u e  @ ( u l  = @ ( V ) ,  p o r t a n t o  : 
'V N N N 

De x  + v = x  + u  t e m o s  x  = x  + ( v - u ) .  P o r  ( e 4 )  
O - O N O o  N N 

c o n c l u i m o s  q u e  v  - u  = O , p o r t a n t o  v = u  . 
h IV N N N 

b )  @ é s o b r e j e t o r a  

S e  i E , vamos d e f i n i r  2 p o r  

1 . 3 . 3  v  = ( j  - + xo I - xO 

É Ó b v i o  q u e  @ ( V I  = V é a l é m  d i s s o  @ ( O )  = O 
N N N 

S e  x,y  E 6 , u s a n d o  6 (i;) podemos  e s c r e v e r  
4  

S e  , 2 E V , chamemos x  Z x  + u = x + @ ( E )  e  
O N O 

y E xo + V = x + @ [ V ) ,  u s a n d o  1 . 3 . 4  t e m o s  
N o N 

1.3.5 < ~ - u ,  2 - u )  Tr = ( @ ( V )  N - @ ( u l  - , @ [ ~ l  - @ ( % I >  , 
q u a i s q u e r  q u e  s e j a m  E , %  E V .  E m  p a r t i c u l a r  s e  

q u a l q u e r  q u e  s e j a  V E V . 
N 

E x p a n d i n d o  1 . 3 . 5  u s a n d o  o  f a t o  d e  q u e  < E , v >  = < @ ( ~ l , @ ( V ) > ,  - 
q u a l q u e r  q u e  s e j a  2 E V o b t e m o s  

Como @ p r e s e r v a  o  p r o d u t o  i n t e r n o  e n t ã o  0 é um i s o m o r f i s -  

mo d e  V em c . M o s t r e m o s  q u e  @ é a  i d e n t i d a d e  e m  V .  



Se  z P 6 e  v E V e  2 d e n o t a  o  v e t o r  x  - x 0  e n t ã o  x=x .+u. 
N N N 

Usando a  d e f i n i ç ã o  d e  

- 
- x O  + E + o($ = x  + @ ( V ) .  N 

P o r t a n t o  x + 2 = x + @ ( v 1  q u a l q u e r  que  s e j a  v E V, l o g o  v = Q(tJ1, 
N N N N 

donde @ 6 a  i d e n t i d a d e  em V . 
O e s p a ç o  V d e f i n i d o  po r  ( f l l  - ( ê4 )  e  denominado e s p a ç o  das 

t r a n s l a ç õ e s  do e s p a ç o  p o n t u a l  k? é d e n o t a d o  po r  6' e ,  s e u s  e l e -  

mentos  chamados d e  v e t o r e s  e s p a c i a i s .  

1 . 3 . 9  Teorema: Se  V é u m  e s p a ç o  e u c l i d i a n o  e n t ã o  V é o  e ?  

paço d a s  t r a n s l a ç õ e s  d e  algum e s p a ç o  p o n t u a l  . 
> O 

Prova :  Tomemos 6 = V  e ,  a  m é t r i c a  d: x 6 -* IR- ; 

(t6,Vl + < - v, U - v > - * d  N N  - , onde  < , > d e n o t a  o  p r o d u t o  i n t e r n o  

em V .  f á c i l  v e r i f i c a r  que  o  g r u p o  a d i t i v o  d e  V é o  subg rupo  d e  

~ s ( ê ) l  c u j o s  e l e m e n t o s  v s ã o  a s  t r a n s l a ç õ e s  v: E+&'; u + u + v , p a r a  
N - r w  N 

p a r a  o  q u a l  o s  ax iomas  (êlI -+ (Eg) s e  v e r i f i c a m . ~  

1 . 3 . 1 0  ~ r o p o s i ç ã o :  Em q u a l q u e r  e s p a ç o  p o n t u a l  6, va lem:  

[ i i i l  d a d o s  , E g T ,  s e  e x i s t i r  x  E ê> t a l  que  

t i v l  S e  x , y  B t? e  2 E ê: e n t ã o  



( y + v l  - ( x + v l = y - x  
h - 

( V )  Se x ,  y ,  z  ~ k ? ,  e n t ã o  

( y - 2 )  + ( z  - y l  = y - x  

Um espaço  p o n t u a l  @ c u j o  espaqo  das  t r a n s l a p õ e s  é de d i -  

mensão f i n i t a  d e n o m i n a - s e  espaço pontual  e u c l i d i a n o .  

A d imensão  de  um e s p a ç o  p o n t u a l  e u c l i d i a n o  I$ é a  d imensão  

de  êT 

Se x  c  e, e n t ã o  V s - u  E 6: l o g o  

1.3.11 x  = x + vi e  
O i e n  i ' 

onde a s  componen tes  
[ V i l i E n  

de V n a  b a s e  ( e  . I  s e r ã o  d i t a s ,  a -  
z i ~ n  - 

g o r a  coordenadas de x  n'a b a s e t x  o ,  ( e i l i E g l .  

\ 

Uma b a s e  x o ,  [eiIiEn de &?é d i t a  o r t o n o r m a l  se  e  apenas  

quando ( e  . I  z i ~ n  6' b a s e  o r t o n . o r m a 1  de 6'. 

$ 1.4 Espaços t a n g e n t e s  e  c o t a n g e n t e s .  

~ e f i n i ~ ã o :  Se jam [a,b] um i n t e r v a l o  f e c h a d o  da r e t a  e  

y : [ a , b ]  +  IR^ 

c o n t í n u a ,  e n t ã o  y  e d i t o  um caminho em IR". Se y  é d i f e r e n c i á v e l  

em [a, b ] ,  y  6 d i t o  um caminho d i f e r e n c i á v e l .  

Sem p e r d a  de  g e n e r a l i d a d e ,  podemos c o n s i d e r a r  apenas  c a m i -  

n h o s  d e f i n i d o s  em [-1,1].  Se y ( 0 )  = a s  IR" e n t ã o  y é d i t o  um cami - 
nho passando por a .  

Dados UC 1Rn a b e r t o  e  a  E V, considere mo^ o  c o n j u n t o  C de 
a  



t o d o s  o s  c a m i n h o s  d i f e r e n c i á v e i s  y: [ - I , I ]  -' U p a s s a n d o  p o r  a .  

Chamemos F(U)  o c o n j u n t o  de  t o d a s  a s  f u n ç õ e s  f : U  +IR d i f e r e n c i a -  

v e i s .  P o r t a n t o  f o y  é d i f e r e n c i á v e l  em [ - l , ~ ]  se  ~ E F [ U )  e  y  E ca 
o  número d e f i n i d o  p o r  1.4.1 e s t á  bem d e t e r m i n a d o :  

p a r a  c a d a  p a r  (y ,  f l  E Cax F(U) 

Usando 1.4.1 podemos o b t e r  r e l a ç õ e s  de  e q u i v a l ê n c i a  em 

F(U1 e  Ca d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

( i)  Se a y E Ca, a é t a n g e n t e  a y  em a  (em s i m b o -  

1 0 s  a - y l  se  e  s ó  s e  ( a , f>  = < y , f >  , q u a l q u e r  que  s e j a  a  

f E F(U1. 

[ i i l  Se f e  g  E F [ U ) ,  e n t ã o  f e  g  são c o n t a n g e n t e s  

em a  (em s ~ m b o l o s  f - gl  se  e  somen te  s e  a  

q u a l q u e r  que s e j a  a E C .  
a  

As c l a s s e s  de  e q u i v a l ê n c i a  dos  c a m i n h o s  de  C s e r ã o  d e n o t a  
a  - 

n  
d a s  a e  chamadas de  v e t o r e s  t a n g e n t e s  a  (R em a .  M o s t r a r e m o s  

a  

n  
p o s s u i  uma e s t r u t u r a  de  e s p a ç o  v e t o r i a l  e  Ta( IR  ) é chamado. e n -  

n  
t ã o ,  de  espaço t a n g e n t e  a  IR em a .  Cada c l a s s e  de e q u i v a l ê n c i a  

ff é d i t o  v e t o r  t a n g e n t e  a  y em a ,  s e  y €.C I n t u i t i v a m e n t e  o  a  a' 

espaqo  t a n g e n t e  a  IR" em a ,  pode s e r  v i s u a l i z a d o  como se  a  o r i g e m  

n  
d e  uma c ó p i a  de  IR f o s s e  f i x a d a  em a .  



A s  c l a s s e s  d e  e q u i v a l ê n c i a  d e t e r m i n a d a s  p o r  ( < $ I  s ã o  chama - 

d a s  d i f e r e n c i a i s  em a  e  d e n o t a d a s  p o r  d  f, e o  c o n j u n t o  a  

n  a  n  6 o  espaço cotangente  a  IR em a.  T ( I R  I também é um e s p a ç o  v e t o  - 
n  a  

r i a 1  e ,  a l é m  d i s s o  m o s t r a r e m o s  q u e  T ( IR I e  T [ lRnI s ã o  e s p a ç o s  a  

v e t o r i a i s  d u a i s ,  i s t o  é, e x i s t e  uma f o r m a  b i l i n e a r  n ã o  d e g e n e r a d a  

n  
d e f i n i d a  em $ ( I R  1 x  ~ " ( 1 ~ ~ 1 .  

a  n  
A e s t r u t u r a  d o  e s p a ç o  v e t o r i a l  em T ( I R  I s u r g e  n a t u r a l  - 

m e n t e ,  d e :  

f , g  E F ( U I  e  A, u E I R  , p o i s  e v i d e n t e m e n t e ,  F [ U I  t e m  uma e s t r u t u -  

r a  d e  e s p a ç o  v e t o r i a l  em r e l a ç ã o  ã s  o p e r a ç õ e s  u s u a i s  d e  a d i ç ã o  e  

p r o d u t o  p o r  e s c a l a r  d e  f u n ç õ e s  d e f i n i d a s  em U com v a l o r e s  emIR.  

Como n ã o  6 p o s s í v e l  s o m a r  d i r e t a m e n t e  e l e m e n t o s  d e  C a  n ã o  

n  podemos i n t r o d u z i r  já uma e s t r u t u r a  d e  e s p a ç o  v e t o r i a l  em T ( I R  I ,  a  
t e n t a r e m o s  s o l u c i o n a r  o  p r o b l e m a  s e g u i n d o  o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

( i 1  m o s t r a n d o  q u e  T ( 1 ~ ~ 1  p o d e  s e r  v i s t o  como um a  
n  * 

s u b c o n j u n t o  d e  ( T ~ ( I R  I I 

Iii) p r o v a n d o  q u e ,  na  r e a l i d a d e ,  T a ( ~ ~ n I  6 s u b e s p a ç o  

n  * 
d e  ( T ~ ( I F ?  I )  

* 
( i i i l  f i n a l m e n t e ,  p r o v a n d o  q u e  T ( l R n 1  = ( T ~ ( I R ~ I )  a  

Vamos d e f i n i r  



onde  a ~ n  e  f ~ d , f .  a 

E f á c i l  v e r i f i c a r  que < a a ,  d a f  >, i n d e p e n d e  da e s c o l h a  d o s  

e l e m e n t o  em a e  a d a f  

C o n s i d e r e m o s ,  a g o r a ,  a  a p l i c a ç ã o  

* 
1 .4 .6  @ : 1 ( l R n 1  + ( T ~ ( I R ~ ) I  a a 

@ é i n j e t o r a ,  p o i s :  

S e  aa e  ya E Ta( I R " )  e n t ã o  

n 
P o r t a n t o  T a ( l R  I pode s e r  v i s t o  como um s u b c o n j u n t o  de  

( T ~ ( I R " I  I * .  

* 
1 .4 .7  ~ r o ~ o s i ~ ã o :  T ( l F I n )  6 s u b e s p a ç o  d e  ( T ~ ( I R ~ I I  s e j am a 

a e  V e l e m e n t o s  d e  T ( l R n 1 ;  k , l  e IR.  Chamemos : 
a a a 

p1 ( h )  = <aa, h  > e  5 t h )  = <ya ,  h  > q u a l q u e r  que s e j a  

Vamos d e f i n i r  P Z k v1 + Z<PJ e  m o s t r a r  que e x i s t e  um v e -  

t o r  t a n g e n t e  ba t a l  que v ( h 1  = <oa, A >  q u a l q u e r  que  s e j a  h e l e  - 

mento d e  T a ( l R n I .  



S e j a  o  c a m i n h o  9 : [-1,1] +IRn , d e f i n i d o  p o r :  

P o r t a n t o ,  se  0 é o  v e t o r  t a n g e n t e  a  8 em a e n t ã o  
a 

q u a l q u e r  que  s e j a  y E T ~ (   IR^). 

n 
f i ) i E n  - a  b a s e  c a n o n i c a  em IR, e  d e f i n a m o s  a s  c u r  - 

v a s :  

a a 
7 .  E Ca , s e  ~ E Z  e  s e j a  - ( a )  ou m a i s  s i m p l e s m e n t e  - O v e -  z axi a ~ i  
t a n g e n t e  a  Y. em a. 

Z 

Sejam n a s  p r o j  epóes  em IR".  A d i f e r e n c i a l  de  r i  i s e r a  

i i .  
d e n o t a d a  p o r  d x , ou d x  . a 

Se a = (a1, ... , I e n t ã o  



L o g o  : 

M o s t r e m o s ,  q g o r a ,  q u e  

T  ( lFInl é o  d u a l  d e  l? ( ! R n ) ,  a 

1 . 4 . 1 0  T e o r e m a :  

T a ( l R n l  = ( ~ ~ ( 1 ~ ~ 1 1 ' .  A l é m  d i s s o  (5) e  
i €2 

b a s e  d e  Ta( l R n l ,  d u a l  d e  (daxi)ir l  * b a s e  d e  ~ ~ ( 1 ~ ~ 1 .  

Pmva: (...i)iq é l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e ,  p o i s  s e  

C A dxi = O , E IR , e n t á o ,  p o r  1 . 4 . 9  
i ~ n  i i 

A n a l o g a m e n t e  u s a n d o  1 . 4 . 9 ,  p r o v a m o s  q u e  - - (a:j)jEn - é l inear  

m e n t e  i n d e p e n d e n t e .  

A f i r m a m o s  a g o r a  q u e  g e r a  ~ ~ ( 1 ~ ~ 1 . s e j e m  y  E Ca, 

d a d a  p o r  

1 . 4 . 1 1  y [ t l  = ( y l  ( t l ,  ... , y n ( t l . l  , t E 1-1,1]. 

Se  f E F(U1 e n t ã o  : 
1 



P o r  o u t r o  l a d o  usando  1 . 4 . 8  

De 1 . 4 . 1 2  e  1 . 4 . 1 3  temos que 

C 1 p o r t a n t o  
a 

d i m  T " [ I R " I  = n = dirn [ T ~ ( I R " ) ) *  

P o r  o u t r o  l a d o  temos  que  T a [  IRn)  6 subespaço  d e  

a n *  
( T  ( [ R  1 )  [ p r o p o s i ç ã o  1 . 4 . 7 1 ,  p o r t a n t o  

n 
d i m  T a ( I R  I n e  (3)iE2 

é l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e ,  p o r t a n t o :  

1 . 4 . 9  e x p r e s s a  a  d u a l i d a d e  d a s  b a s e s  e  ( d x J l i E n  em r e  - 
- 

l a ç ã o  5 f o r m a  b i l i n e a r  não d e g e n e r a d a  

< , > :  T ( I R " )  X T a (  I R n )  d e f i n i d a  p o r  1 . 4 . 5 .  a 

$ 1 . 5  Sejam U C I R ~  e  ' V c l R m  a b e r t o s  t a i s  que a E U e  b I U l C V  

m  
onde 6 6 uma a p l i c a ç ã o  d e f e r e n c i á v e l  de U em IR . C o n s i d e r e m o s  

F(V1  E ( ~ : v + I R ,  f  d & f e r e n c i á v e l } ,  e n t ã o  f o E F ( U 1 ,  V f E  F c V )  

s e  y E ca , 60 y E c ~ ( ~ ~  Ia:  [ - I , I J -   IR^ , 



a  d i f e r e n c i á v e l  em [-1,1] t a l  q u e  a ( 0 1  = 6 ( a l )  

P o r t a n t o  podemos c o n s t r u i r  T  6 ( a I  m m 
IR 1 e  T6( , )  ( IR I .  S e j a  

6* E L ( T ~ ( ~ ) ( I R ~ > ,  T a (  I R " )  1 i n d u z i d a  p o r  6 . d e f i n i d a  d a  s e g u i n t e  

f o r m a :  

Como a  c o m p o s i ç ã o  d e  f u n ç õ e s  6 a s s o c i a t i v a . s e y  
' a  , e n t ã o :  

P o r  o u t r o  l a d o .  s e  yl e  y2 t em o  mesmo v e t o r  t a n g e n t e  em a ,  

p o r  1 .5 .2 .  @OT1 e  goy2 t em o  mesmo v e t o r  t a n g e n t e  em 6 ( a l .  

S e j a  a  a p l i c a ç ã o  

É f á c i l  v e r i f i c a r  q u e :  

q u a l q u e r  q u e  s e j a m  

* 
Além d i s s o  1 . 5 . 3  i m p l i c a  q u e  ó* 6 l i n e a r  e  q u e  6* e  6 s ã o  d u a i r  

S e  U i C   IR"^ ; i E 3 ,  s ã o  a b e r t o s .  a c  U 1  , 4 ( U 1 )  C U 2  e 

( v 2 )  c u g ,  o n d e  d e  $ s ã o  a p l i c a ç õ e s  d i f e r e n c i á v e i s  t a i s  q u e  

0 II. 
V I  -r U 2  + U 3  J s e j a m  a s  a p l i c a ç Õ e s  



induzidas por 4 e respectivamente. É fácil verificar que 

no caso dual 

S e  I : U C   IR^ UC  IR^ 6 a identidade então 1, = I e 
* 

I = I, em particular se 



C A P Í T U L O  11 

F I B R A D O S  T A N G E N T E S  E COTANGENTES 



C A P I T U L O  11 

$ 2 . 1  - F i b r a d o  Tangente  

n  
Neste capítulo, U C I R  significará um conjunto aberto de 

Para cada a  E U consideremos Ta( lFInl e T ~ (  I R " ] ,  os es- 

paços tangente e cotangente em a. 

~ e f i n i ~ ã o :  O f i b r a d o  t a n g e n t e  s o b r e  U denotado por T [ U I  

é definido por 

Teorema 1.4.9 implica que se 

portanto a aplicação a-+ [ a I , .  . . , a  I é um isomorfismo de T  ( 1 ~ ~ 1  n  a  

em m n .  

Vamos agora caracterizar diferenciabilidade de aplicações 

do tipo f : U - +  T[UI e g: T(Ul-,  U, para tal é necessário de- 

finir convenientemente uma topologia em T [ U I .  Observemos que a 

bi jeção: 

h: T[U)  U x lFIn 

pode ser tornar um homeomorfismo desde que se considere em T ( U 1  



-1 
a  t o p o l o g i a  c u j o s  a b e r t o s  são  d a  f o r m a  h ( W l  onde w 6 a b e r t o  em ' 

U x IR". 

P o r  o u t r o  l a d o ,  a  a p l i c a ç ã o  

d : U  IR" + V = d (U x IR") C  IR^^ 

( ( al, ..., anl,(al, ..., a ])-(al, ..., a a a  I 
n n n 

é um homeomor f i smo .  

Se f:U- T ( U )  8 dada,  podemos c o m p l e t a r  o  d i a g r a m a  

e  d e f i n i r :  

f é d i f e r e n c i á v e l  em a r. U se  e  apenas  quando rof 6 d i  

f e r e n c i á v e l  em a r. U . 
f 8 s u a v e  em U s e  e  somen te  se  gof é s u a v e  em u . 
Dada g: T(U1- U. de  f o r m a  a n á l o g a  podemos c o m p l e t a r  o  

d i a g r a m a  T(U1- U 

/ 



e definir: 

g 6 diferenciável em t a , a )  E T I U )  se e somente se g o  a-' 

6 diferenciável em * ( ( a , a l ) .  

-1 
g é suave em T ( U 1  se e somente se g o a  é suave em V . 
Obviamente a projeção: 

'liU: T ( U l  4 U ,  [ a , a )  ++a 

é suave. 

~ e f i n i ç ã o :  i : U  - T ( u )  é um mmpo v e t o r i a 2  se e somente 

se x é suave e 7 o x = 1 
U U '  

$ 2.2 - Propr iedade  dos campos v e t o r i a i s  

Seja F ( U I  E { f : U +  IR , f 6 suave 1 ,  F C U I  tem estrutura 

de anel comutativo com elemento unitário. 

Se definirmos X { x : U -  T [ U I ,  x é campo vetorial 1,); 

tem estrutura de módulo F [ U I  em relações às operações 

onde 
" 1 3  "2  E ) ; ,  f E : , F ( U I  e u E U .  

a a U I ,  u - - 1  geram X 0s campos vetoriais - 
axi axZ 

sobre F t U I  e são linearmente independentes, no sentido em que se 

a f i  - = O ,  então f i  = O ,  V i E E .  Portanto. se K é um 
i EZ 2 2  

campo vetorial em U ,  então existem funções x E F ( U I  tais que i 



$ 2 . 3  Fibrado Co tangen te :  

* 
O c o n j u n t o  T ( V I  d e f i n i d o  p o r :  

é c h a m a d o  f i b r a d o  c o t a n g e n t e  sobre  U . P e l o  t e o r e m a  1.4.10 

(das i  1 é b a s e  d e  T ~ ( I R ~ ~ ~  p o r t a n t o  s e  X E T a (  I R ~ I  
i ~ n  - 

6 u m  i s o m o r f i s m o  d e  T a (  ( R n ]  em lRn.  

Com a  f i n a l i d a d e  d e  c a r a c t e r i z a r  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  d e  a p l i  - 
* * 

c a ç õ e s  d e f i n i d a s  em T (v1 com v a l o r e s  em T  ( V I  p o d e m o s  r e p e t i r  o  
* 

q u e  f i z e m o s  n o  $ I ,  i n d u z i n d o  em T ( U l  a  m e n o r  t o p o l o g i a  q u e  f o r -  

( a ,  A 1  * a  . . . , a n l r ( ~ I r  ..., A 1 n  

um h o m e o f o r m i s m o  : 

n  
U s a n d o  d e  V = d ( U x  ( R  1 d o  $ I ,  p o d e m o s  d e f i n i r :  

* 
6 d i f e r e n c i á v e l  em a  E U s e  e  s o m e n t e  s e  @ o  f  é d i f e r e n c i ã  - 

* * 
v e l  em y, o n d e  = d O h . 

* 
g  é s u a v e  em T ( V )  s e  e  s o m e n t e  s e  g o$-' é s u a v e  em V. 

* 
C l a r a m e n t e  a  p r o j e ç ã o ,  r U  : T ( V 1 4  V .  ( a , y l  * a ,  é s u a v e .  

* 
~ e f i n i ç ã o :  8 :  U T ( V 1  é o  campo de formas se  e  s o m e n  - 



t e  se  0 é s u a v e  e  rU O e = lu. O v a l o r  de  um campo d e  f o r m a s  em 

um p o n t o  também é chamado de f o r m a  d i e r e n c i a l .  

$2.3Propriedades dos  campos de formas: 

Se d e f i n i r m o s  
* 

R = (8 :  U  --+ T [V I ,  8 6 um campo de  f o r m a s  

e s t e  c o n j u n t o  t e m  e s t r u t u r a  de mÓdulo s o b r e  F [ U l  em r e l a ç ã o  à s  

o p e r a ç õ e s  

0 s  campos de  f o r m a s  d e f i n i d o s  p o r  

ge ram R s o b r e  F ( U )  e  são l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s ,  no s e n t i d o  em 

que se  

e n t ã o ,  Vi,  i E 5 , f i  = O .  P o r t a n t o ,  q u a l q u e r  que s e j a  8 E R 

e x i s t e m  f u n ç õ e s  ai E F [ U i  t a i s  que 8 =  ai dxi .  
zEn - 

0 s  c o n c e i t o s  d e  f i b r a d o s  t a n g e n t e s  e  c o t a n g e n k s  f o r a m  m o t i  - 

v a d o s  p e l a  m e c â n i c a .  0 s  e l e m e n t o s  [u, a 1  € T ( U 1  podem s e r  i n t e r -  

p r e t a d o s  como o  p a r  o r d e n a d o  c u j o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  s i g n i f i c a  a  

p o s i ç ã o  da  p a r t f c u l a  num dado i n s t a n t e  e  o  segundo,  a  sua v e l o c i -  

dade  em u. 

Se f E F(U1, e n t ã o  



é um campo d e  f o r m a s  e  e x p r e s s õ e s  como 2.3 .4  s u r j a m  c o n s t a n t e m e n  - 

t e  em m e c â n i c a ,  como p o r  exemp lo ,  o  " t r a b a l h o  i n f i n i t e s i m a l " .  

2 . 3 . 5  d w  = f1 d x l  + f 2  d x 2  + f 3  d x  3  

onde  f i E 3 ,  são a s  componen tes  de  uma f o r ç a  f .  
i' 

$ 2 . 4  F i b r a d o  V e t o r i a Z .  

~ e f i n i ç ã o :  Dados t r ê s  c o n j u n t o s  A ,  B ,  U e  a p l i c a ç õ e s  

f :  A - - - + V  e g :  B - V ,  

d e f i n i m o s  o  '>puZZ b a c k r f  A  x B como o  o b j e t o  f o r m a l  que  t o r n a  comu - 

t a t i v o  o  d i a g r a m a  

A x u  B A  

Ou s e j a ,  o  "puZZ b a c k "  pode  s e r  d e f i n i d o  como o  s e g u i n t e  c o n j u n -  

t o :  

Se jam V  , U , e s p a ç o s  e u c l i d e a n o s ,  V C V p  U C  U, a b e r t o s  e  

IT: V U s o b r e j e t o r a  e  s u a v e :  



Definição: O t e r n o  o r d e n a d o  íV,U,nl é d i t o  um ~ r & - f i b r a d o  

-1 s e  a  c a d a  f i b ra  a  ( u l  = { V E V :  ~ ( V I  = u )  e s t ã o  d e f i n i d a s  uma a d i  - 
ç ã o  e uma m u l t i p l i c a ç ã o  e s c a l a r  s u a v e s  q u e  munem c a d a  f i b r a  d e  u-  

ma e s t r u t u r a  d e  e s p a ç o  v e t o r i a l ,  I s t o  é :  

2.4.1 S e  V I ,  V 2  E V ,  r ( v l l  = a ( V 2 1  e k  c 

e x i s t e m  p o n t o s v  + v  e k o ,  em V t a i s  q u e  
1  2 

n ( v l  + V 2 1  = a I V 1 l  = a(kv3  = a ( v l l .  

-1 
2 .4 .2  V u E V ,  [ a  ( ~ 1 ,  + S.) 

é um e s p a ç o  v e t o r i a l  e a s  a p l i c a ç õ e s  

s ã o  s u a v e s .  

O b s e r v e m o s  q u e ,  t a n t o  V q u a n t o  V n ã o  possuem n e c e s s a r i a  - 
m e n t e  e s t r u t u r a  d e  e s p a ç o  v e t o r i a l .  

Definição:  V é d i t o  espaço base ,  V espaço t o t a l  e a p r o j e  - 

ção de V sobre V .  

n  
C o n s i d e r e m o s  ( U x l R  , V ,  a ) ,  o n d e  U C I R ~  É a b e r t o ,  

a: ~x  IR^ -+ V ,  íu,vl- u .  

( V x  lun, V ,  rrl é um p é - f i b r a d o  chamado f i b rado  v e t o r i a l  l oca l  on  - 

d e  c a d a  f i b r a  é uma c ó p i a  d e   IR^. 

O u t r o s  f i b r a d o s  v e t o r i a i s  l o c a i s  s ã o  

q u e  tem V como e s p a ç o  b a s e .  

S e j a m  o s  p r é - f i b r a d o s  



c h a m a r e m o s  a p l i c a ç ã o  f ib rada  a o  p a r  ( F , f l  d e  f u n ç õ e s  s u a v e s  n o  d i  - 
a g r a m a  

S e  o  mesmo f o r  c o m u t a t i v o  e  se  

2 . 4 . 3 .  observação:  

Dado  um p r é - f i b r a d o  [ V ,  U ,  I T I  e  a  a p l i c a ç ã o  s u a v e  

x :  U d  v 

t a l  q u e  'r o y = I U' 
e n t ã o  x é d i t a  secção  t r a n s v e r s a l  d e  ( V ,  U ,  I T ) .  

O Xf { x :  U--+ V ,  o n d e  x 6 uma s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  d e  

( V ,  U ,  I T ) )  t e m  e s t r u t u r a  d e  m ó d u l o  s o b r e  F ( U l  em r e l a ç ã o  2 s  o p e r a  - 
ç õ e s  d e f i n i d a s  p o r  

De a c o r d o  com 1 . 4 . 3 .  um c a m p o  v e t o r i a l  e  o  s e u  c o n c e i t o  

d u a l ,  ou  s e j a  c a m p o  d e  f o r m a s ,  podem s e r  r e d e f i n i d o s  como s e c ç õ e s  
* 

t r a n s v e r s a i s  d e  T [ U l  e  T ( U l .  O b s e r v e m o s ,  a i n d a ,  q u e  um campo v e  - 

t o r i a l  p o d e  a t u a r  s o b r e  e l e m e n t o s  d e  F ( U 1  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  



Se  g  E F ( U I  e  A &  , d e f i n i m o s  

2 . 4 . 6 .  x [ ~ ] :  U - t  I R ;  a -  h [ g ] ,  a 

onde 

r a [ g ]  i < d a g  3 

~ e f i n i ~ ã o :  n a  é d i t a  d e r i v a d a  d e  L i e .  

$2.5 P r o p r i e d a d e s  d a  d e r i v a d a  d e  L i e .  

2 . 5 . 1 .  ~ r o p o s i ç ã o  i )  h [ f ]  = O f  E F ( U 1  , 6 c o n s t a n t e  

i i i  . [v f  + ~ g ]  = Ii u [ f ]  + ~ x [ g ]  

i i i i  x [f4] = f x [g]  + g  x [f7 
s e  A ,  E I R ,  f , g  E F ( U )  e  x E X 

P r o v a :  B a s t a  a p l i c a r  a  1 . 4 . 6 .  

~ e f i n i ç ã o :  Uma d e r i v a ç ã o  em F ( U )  é uma f u n ç ã o  8 :  F ( U i +  F ( U I  

t a l  q u e :  

[ i ]  8 [ f l  = O  s e  f  E F ( U 1  6 c o n s t a n t e  

2 .5 .2 .  T e o r e m a :  Se 8  6 uma d e r i v a ç ã o  em F ( U 1 ,  

Único a - E t a l  que 

q [ f i  = ~ [ f ]  , V f  E: F [ U i .  

Lema : Se f  E F [ U )  , 3 gi E F ( u ) , ~ E ~ ,  t a i s  

v i z i n h a n ç a  V d e  a .  

e x i s t e  u m  

que numa 



P r o v a :  S e j a m  B uma b o l a  d e  c e n t r o  a ,  t a l  q u e  B C U  [B é c o -  

n e x a i  e  u  E B ,  u =  (U1, ... , U n i .  C o n s i d e r e m o s  a  a p l i c a ç ã o :  

Usando  o  t e o r e m a  f u n d a m e n t a l  do  c á l c u l o  podemos e s c r e v e r :  

= ( u i  - a i )  g i h i  , o n d e  

P a s s e m o s ,  e n t ã o ,  2 p r o v a  do t e o r e m a :  

S e  8 é uma d e r i v a ç ã o ,  e n t ã o :  

D e f i n a m o s  x t a l  q u e  

e n t ã o  é c l a r o  q u e  

xLf]  ( a i  = < d a f , x > a  = e ( f l l a l  



C A P Í T U L O  111 

FORMAS EXTERIORES  



C A P f T U L O  111 

$ 3.1 Produto t e n s o r i a l  

Sejam V  , W , Z  espaços vetoriais reais e iI. uma aplicação 

$ : V x W  -+ z 

Def in ição:  $ é dita b i l i n e a r  se satisfaz às seguintes condi - 

w E W  são arbitrários. onde A E I R ,  V 1 , v 2 ~  V  e w l ,  

Se em particular Z = I R  , \C  é dita uma forma b i l i n e a r .  O con 

junto de todas as aplicações bilineares de VxW em Z , denotado 

p ( V  x W ,  Z l ,  possue estrutura de espaço vetorial em relação as o- 

perações usuais de adição e produto por escalar. 

Devemos observar que, em geral a imagem de I,L E @ [ V  x W , Z  I ,  

denotada por Im#, não 6 um çubespaço de Z  . Denotaremos por < I m $ > ,  

o subespaço de Z gerado por I m #  . 
$ 3.2 Sejam V , W ,  Z  como no parágrafo anterior e (B E P ( V  x W , Z l  

D e f i n i ç ã o :  O par (Z,@l é dito um produto  t e n s o r i a l  de V e w 

se as seguintes condiçÓeç são cumpridas. 

3.2.2 S e  4 G P ( V X W & J I ,  onde U  é um espaço vetorial real 



q u a l q u e r ,  e n t ã o  e x i s t e  L s  L(Z,UI t a l  que L o @ =  6 .  

3.2.3 Teorema: 

Se V e W  são espaços v e t o r i a i s  r e a i s  en tão  e x i s t e  um Ú n i -  

co espaço v e t o r i a l  deno tado  V@W e  uma a p l i c a ç ã o @  E P(VXW,V@W) 

que cumprem a s  c o n d i ç õ e s  3 .2 .1  e  3.2.2. 

Demonst ração v e r  r e f e r ê n c i a  [ I ] .  

Denotamos p o r  V@w, o  v a l o r  @(V,tli] , (V,W) E V X W  

$ 3.3 P r o p r i e d a d e s  do p r o d u t o  t e n s o r i a l .  

3.3.1 ~ r o p o s i ç ã o :  Se z e  V@W, ' z  # O, e n t ã o  z pode s e r  es -  

c r i t o  na f o r m a :  

onde (vilisE e (WiliEI são l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s  em v e w r e ~  

p e c t i v a m e n t e .  

I 

Demons t r a ç ã o  : 

s e j a  a = C vi@wi , onde n E IN , e  n é mfn imo 

Se n = 1 , a  = v1@w1 = @lvl,wll e  como ~ $ 0 ,  e  @ 6 b i l i n e -  

a r  c o n c l u i m o s  que vl#O e  wl#O. 

Suponhamos a g o r a  que n > l  e  que os v e t o r e s  (w.1 
2 i€- são l i n e -  

a rmente  dependen tes ,  sem p e r d a  de g e n e r a l i d a d e  podemos supo r  que 



i 
onde  v; = v i  + A V n  , o  que  c o n t r a d i z  o  f a t o  d e  n s e r  mfnimo 

3 . 3 . 2  Proposição: p l  V x W ,  U I e  L ( v B W , ~ U  I s ã o  i s a m o r -  

f o s .  T a l  i somorf i s rno  é dado  p e l a  a p l i c a ç ã o :  

g :  p [ V x W , U l  -* L [ V B W , U l  ; cp- L, t a l  que  cP= LoQD . 
3 . 3 . 3  Proposição: E x i s t e  um i s o m o r f i s m o  c a n o n i c o  e n t r e  

W Q V  e  V @ W .  Ver r e f e r ê n c i a  [ 2 ]  

3 . 3 . 4  Proposição: Se  V e  w s ã o  d e  d imensão  f i n i t a  e n t ã o  

V%W? í v@w)* e  L í V @  W, I R 1  s ã o  i s o m o r f o s .  Ver r e f e r ê n c i a  [3]. 

3 . 3 . 5  Proposição: S e  V  e  w s ã o  d e  d imensão  f i n i t a  e  

( e i 1 i r 2  e  ( f . 1  s ã o  b a s e s  d e  V  e  W  r e s p e c t i v a m e n t e  e  s e  a j q  

- 
l e i ) i r n  e  ff j l  j,g, s ã o  b a s e s  d e  V e  W  r e l a c i o n a d a s c o m  a s  a n t e - ,  

r i o r e s  p o r :  



S e  V E V  e  w E W e n t ã o  

onde  

$ 3 . 4  P r o d u t o  t e n s o r i a t  d e  v a r i o s  e s p a ç o s  

S e j a  [ViliEP uma s e q ~ ê n c i a  d e  e s p a ç o s  v e t o r i a i s  r e a i s .  
- 

A a p l i c a ç ã o  : VlxV x . .V  P 
- Z , onde  Z 6 u m  e s p a ç o  

2 

v e t o r i a l  r e a l  6 d i t a  p - l i n e a r  s e  s a t i s f a z  2s s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  

3 . 4 . 1  P a r a  t o d o  ~ E P  , 

onde  V k  E V k  , k E e e  U i E V i 0  

O c o n j u n t o  L [ V x . . . x  V ; Z1 d e  t o d a s  a s  a p l i c a ç õ e s  p - l i  
P  1 P  

n e a r e s  tem e s t r u t u r a  d e  e s p a ç o  v e t o r i a l  em r e l a ç ã o  à s  o p e r a ç õ e s  de 

a d i ç ã o  e  p r o d u t o  p o r  e s c a l a r  d e  a p l i c a ç õ e s  p - l i n e a r e s  d e f i n i d a s  

d e  fo rma  u s u a l .  

~ s f i n i ~ ã o :  S e  J. E L í VI x . .  # X  V . Z l  , < I m i >  6 p o r  d e f i -  
P P 



n i ç ã o  o  s u b e s p a ç o  d e  Z g e r a d o  p e l a  imagem d e  \L , d e n o t a d a  p o r  Im$. 

P  
S e j a  8 E L p  (V1x ... X V  , Z l .  

I P  

~ e f i n i ç ã o :  O p a r  ( Z , @ l  é d i t o  um p r o d u t o  t e n s o r i a i !  d e  

I V i  )iEp se s a t i s f a z  à s  s e g u i n t e s  c o n d i ç Õ e s :  - 

3 . 4 . 3  S e  Q E L  ( V  x . . . x V p  , U l ,  o n d e  U 6 um e s p a ç o  v e t o -  
1 

P 
r i a 1  q u a l q u e r ,  e x i s t e  L E L (  Z ,  U l  t a l  q u e  @ = L 0 8  . 

U s a n d o  a  i n d u ç ã o  f i n i t a ,  podemos  d e m o n s t r a r  a  e x i s t ê n c i a  e 

u n i c i d a d e ,  a menos  d e  i s o m o r f i s m o s ,  d o  p r o d u t o  t e n s o r i a l  d e  p - e s p a  - 
P  

ç o s  v e t o r i a i s  e o  p a r  ( 2 ,  8 I p o d e  s e r  d e n o t a d o  p o r  ( V l @ .  . . @vP$BI. 

~ l é m  d i s s o  a s  p r o p r i e d a d e s  d e  VOW podem s e r  e s t e n d i d a s  f a c i l m e n t e  

p a r a  VI@ ... @Vp.  

3 . 4 . 4  ~ r o ~ o s i ~ ã o :  S e  p i3 ,  e n t ã o  VIOV2@V3, VI@( V2@ V3 I 

e ( V 1 6 3 ~ 2 1 @ V 3  s ã o  i s o m o r f o s .  V a i s  g e r a l m e n t e  V  8. . @ V  a 
I P  

(v l@.  . . cBVi l@íVi+p. .  .@V I .  ~ e m o n s t r a ~ &  v e r  r e f e r ê n c i a  [ 4 ] .  
P  

3 . 4 . 5  ~ r o p o s i ~ ã o :  S e  d i m e n s ã o  d e  V i , i € p  , é f i n i t a , .  e n t ã o  . - * * 
V; 8 .. . , ( V . . . BV 1 e L ( v I  x . .  . x ~  . I R )  s ã o  i s o m o r -  

P  P  
f o s .  

~ e r n o n s t r a ç ã o  ve.r r e f  a r ê n c i a  [SI. 

S e j a m  [ V i  I uma s e q t l ê n c i a  d e  e s p a ç o s  v e t o r i a i s  r e a i s  d e  i e p  - 
d i m e n s ã o  f i n i t a  e  ( *i I uma s e q ~ ê n c i a  d e  f o r m a s  l i n e a r e s  * i E V* i c p  - i 

P. A p - u p l a  [ ' " S r l , .  . . ,ù, I d e  f o r m a s  l i n e a r e s  i n d u z  uma f o r m a  

p - l i n e a r  



- 
P e l a  p r o p r i e d a d e  3 . 4 . 3  do  p r o d u t o  t e n s o r i a l  d e  VI , . . . .Vp  . e x i s t e  

P  
L E L [ V I  e . .  

P  v~ . IR1 t a l  q u e  + = Lo@ i P o r t a n t o :  

P  
+ ( v l  ..... v I = L o @ [ v  l . . . ~  1 ou  s e j a  

P  P  

D e f i n i ç ã o :  A a p l i c a ç ã o  l i n e a r  L é d e f i n i d a  como o  p r o d u t o  

1 
t e n e o r i a z  d e  [ 4 . . . . .qP I e  d e n o t a d a  p o r  

3 . 4 . 6  o b s e r v a ç ã o :  

S e  VI = P . . . = Vp = V  ,Vl@ . . .@Vp 8 d e n o t a d o  p o r  @ V  6 d i t o  

p-és i rna  p o t ê n c i a  t e n s o r i a l  d e  V ou  e s p a ç o  v e t o r i a l  d o s  t e n s o r e s  

c o n t r a - v a r i a n t e s d  d e  o r d e m  p .  E n q u a n t o  q u e  a  p - é s i m a  p o t ê n c i a  t e n  - 
s o r i a l  d e  V* 6 chamada  d e  e s p a ç o  v e t o r i a l  d o s  t e n s o r e s  c o v a r i a n -  

t e s  d e  o r d e m  p em V  . Além d i s s o  s e  d i m e n s ã o  d e  V  6 f i n i t a ,  o s  

P  
e l e m e n t o s  d e  8 V* s ã o  c h a m a d o s  d e  f o r m a s  p - l i n e a r e s  em V . 

3 . 4 . 7  P r o p o s i ç ã o :  S e  ( e i I iEE  é b a s e  d e  V e n t ã o  
n 
L' 

[ e -  63 ... 63e 1 
1 

é b a s e  d e  @ V  e p o r t a n t o  sua  d i m e n s ã o  
ip i l J . . . .  i P E E  

P  é n .  

$ 3.5 S e j a m  S um c o n j u n t o  f i n i t o  com p - e l e m e n t o s  e  $o  g r u p o  d a s  

p e r m u t a ç õ e s  d e  S .  

3 . 5 . 1  ~ r o p o s i ç ã o :  E x i s t e  uma Ú n i c a  a p l i c a ç ã o  c :  d + 1 + 1 , - 1  h 

a I+ c , ,  com a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  



( i i ]  c , =  + 1 s e  r é a  pe rmu tação  i d e n t i d a d e .  

( i i i l  c, = - 1 s e  T é uma t r a n s p o s i ç ã o  

O v a l o r  eu  6 d e f i n i d o  como s i n a 2  da p e r m u t a ç ã o  o . 
~ e m o n s  t r a ç ã o  v e r  r e f e r ê n c i a  [6]. 

Observemos que  b a s t a  c o n h e c e r  o  v a l o r  e, , onde  r é t r a n s -  

p o s i ç ã o  p a r a  d e t e r m i n a r  r ,  , o E d, q u a l q u e r ,  v i s t o  que o s e  

decompõe em um número f i n i t o  d e  t r a n s p o s i ç õ e s  , decompos ição  que  

não é Única ,  embora a  p a r i d a d e  s e j a  m a n t i d a .  ~ l é m  d i s s o  c o n c l u i -  

mos que  e u =  + 1 s e  .; é p a r  e  = - s e  a é impa r .  

$ 3.6 p o t ê n c i a  e x t e r i o r  

P  
S e j a  d como no $ 5 e  c o n s i d e r e m o s  onde  d imensão  d e  

* 
é f i n i t a .  S e  o E &,o i n d u z  um a u t o m o r f i s m o  L, em & V  dado p o r  

P v *  L, + % V *  ; <P c+ L,(<P) , onde  

- 3 . 6 . 1  Obse rvação :  s e  p , T  E & ,  e n t ã o  L,,oL, - Lpor 

* 
D e f i n i ç ã o :  S e  6 E gv e  - .@(vp, , ,  3 - 3 Vp l p )  1= cP $ (vl, ..., V 1 

P  

V I J . E  $ , e n t ã o  <p é d i t a  fo rma  p - Z i n e a r  a l t e r n a d a .  O c o n j u n t o  

d e  t o d a s  a s  f o r m a s  p - l i n e a r e s  a l t e r n a d a s  é e v i d e n t i m e n t e  um s u b e s  

P  * ,  
3.6 .2  P r o p o s i ç ã o :  .* C$' E @ V  e P - l i n e a r  a l t e r n a d a  s e  e  s g  

mente  s e  @ ( V 1 , . . . , V  I = O quando V = V , p a r a  p e l o  menos um p a r  
P i j 



i 3.6.3 ~ r o p o s i ç ã o :  S e j a  ( e  liE2 uma base de V*, s e  para ca -  

da subconjunto  I = { i 1  C. .  . < 2 ]C 5 , p  I n, d e f i n i r m o s  P 

n r vamos o b t e r  ( p l  elementos  da forma e  , t a i s  e lementos  são  formas 

p - l i n e a r e s  a l t e r n a d a s  e  cons t i tuem uma base para  o  subespaço d a s  

formas p - l i n e a r e s  a l t e r n a d a s .  

~ e m o n s t r a ç ã o  v e r  r e f e r ê n c i a  [ 7 ] .  

Consideremos agora  a  a p l i c a ç ã o  

P 
A :  @ V "  + 8". ; + . + A +  , d e f i n i d a  por 

Def in ição:  A é d i t o  a l t e r n a d o r  de & V *  

3.6.4. Propos ipão :  Se Q E & " *  , e n t ã o  A@ é a l t e r n a d a .  

Prova: 

S e j a  p E $ . a r b i t r á r i o .  en tão  

3.6.5 Propos ição :  Se 9 E gl V" 6 a l t e r n a d a  e n t ã o  A@=p!@ 



Prova: 

P 
3 .6 .6  Proposição:  A imagem A [ @ V " )  c o i n c i d e  com o  s u b e s  - 

paço  d o s  t e n s o r e s  a n t i s s i m ~ t r i c o s  ou a l t e r n a d o s .  

Prova: c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  d a s  p r o p o s i ç Õ e s  3 .6 .4  e  3.6.5. 

~ e f i n i ç ã o :  A p-ésima p o t ê n c i a  e x t e r i o r  de  V*, d e n o t a d a  p o r  

A ~ ( V * I  é d e f i n i d a  p o r :  

também chamada e s p a ç o  v e t o r i a l  d a s  formas e x t e r i o r e s .  

Por  e x t e n s ã o  d e f i n i m o s :  

i 
3 . 6 . 8  Observação: Se í I l i E P  é uma s e q u ê n c i a  de  fo rmas  

- 
l i n e a r e s  em V e n t ã o  

{I é d e n o t a d o  p o r  :, 
P A .  . E f á c i l  v e r i f i c a r  q u e :  

i 
$ A  .. . ~ ~ ~ í v ~ ,  ..., V I = d a t  [ I  ( v j ] ]  

P  

onde  ( v 1 , .  . . , v  I E V  x . .  . X  V 
P - 

p-vezes  



3 . 6 . 9  Proposição: Se i 
( e  ) $ E Z  

6 base  de V* , e n t ã o :  

é b a s e  de  hPv*  , e ,  além d i s s o :  

Prova : 

[ i )  d e c o r r e  imediatamente  da d e f i n i ç ã o  de  A ' v *  e  da prg 

p o s i ç ã o  3.6.3. 

[i;)  é c o n s e q 0 ê n c i a  i m e d i a t a  da p r o p o s i ç ã o  3.6.2. 

~ e f i n i ç ã o :  Denotemos por R V* o  e s p a ç o  v e t a r i a 1  d e f b n i d o  

A V* = 0 APv* onde no  = { O } U ~  

P  €no 
É f á c i l  v e r i f i c a r  que dim i\ V* = zn . 
S e j a  a  a p l i c a ç ã o  b i l i n e a r :  

d e f i n i d a  nas b a s e s  de A'V* e  A ~ V *  por 

com a  p r o p r i e d a d e :  



T a l  a p l i c a ç ã o  é chamada  produto  e s t e p i o r  em A V ?  

Propr i edades  do produto  E x t e r i o r .  

e n t ã o  

@A* = 

S * * * 
3 . 6 . 1 1  P r o p o s i ç ã o :  S e  >i E A V , 0 E iIqv , Y E APV 

e n t ã o  : 

( i )  A A  = ( T A O I A Y  

( i i  I me = ( - I I ~ ~ ~ A T  

( i i i )  r 7 ~ ( B + w )  c' $ A ~ + T A W ,  s e  q = r .  

AV* com o  p r o d u t o  e x t e r i o r  a d q u i r e  uma e s t r u t u r a  d e  á l g e -  

b r a  e x t e r i o r  ou á l g e b r a  d e  G r a s s m a n n .  

$ 3 . 7  Fibrado  e x t e r i o r  s o b r e  U . 
S e j a  U . C I R  , a b e r t o ,  d e f i n i r e m o s  o  p-;simo f i b r a d o  e x t e -  

rCor s o b r e  V ,  d e n o t a d o  A P I  U l  como o  c o n j u n t o  d o s  p a r e s  o r d e n a  

d o s  ( a  ,(i J ,  o n d e  a  E U e  Y E r l P ( ~ ~ ( l R ~ 1  , ou s e j a ,  o  p-ésimo f i  

b r a d o  e x t e r i o r  é a q u ê l e  c u j a s  f i b r a s  s ã o  a s  p-ésimas p o t ê n c i a s  e x -  

t e r i o r e s  d o s  e s p a ç o s  c o n t a n g e n t e ç  d e  U . 



N o s s o  o b j e t i v o  é d e f i n i r  f o r m a s  d i f e r e n c i a i s  e  i n t r o d u z i r  a  

d e r i v a d a  e x t e r i o r ,  a n t e s  p r e c i s a m o s  c a r a c t e r i z a r  d i f e r e n c i a b i l i d a -  

P  d e  d e  a p l i c a ç õ e s  d e f i n i d a  em l i  ( LI I o u  com v a l o r e s  em AP( u I .  

S e  (2) i € 2  é b a s e  d e  T ~ (  1 ~ ~ 1  s a b e m o s  q u e  

i b a s e  d e  ( T ~ ( I R " ) )  com ( $ 1  e l e m e n t o s .  

P o r t a n t o .  s e  9 E A' ( T a (  I R ~ I  I , e n t ã o  9 s e  e s c r e v e  da  f o r m a  

o n d e  \k E I R .  S e j a  a  b i j e q ã o  h: L I ~ ( U I  + v  xlR (;I i i1 e . .  
. 

P 

a ,  + ((a1,. .  ., a n l  . (9 1 ,2 , .  . . p  ' C ~ - ~ I ,  .. . , n  1 1 .  h  i n -  

d u z  em . A P (  U I uma t o p o l o g i a ,  a  t o p o l o g i a  c u j o s  a b e r t o s  s ã o  d a  f o r  
n  

ma h - ' ( v )  , o n d e  V 6 a b e r t o  em u x  I R ( P ) .  C o n s i d e r e m o s  a i n d a  

n rp I 
' P ) +  v =  6  ( U x l R  ) C I R  n + ( p I  ; 

d :  U x I R  

O b v i a m e n t e  d  é u m  h o m e o m o r f i s m o ,  

~ e f i n i ç ã o :  D i r e m o s  q u e  : 

( i 1  f é d i f e r e n c i á v e l  em a c U se  d o t h o f l  é d i f e r e n c i á v e l  m a. 



C A P Í T U L O  V 
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[ii] g  é d i f e r e n c i á v e l  em ( a s $ )  E A' [ U 1 s e  go ( d  ohl-I  6 d i f g  

r e n c i á v e l  em d o h l a , y ) .  

(iiil f  é s u a v e  em U s e  p o [ h o f l  é s u a v e  em U .  

P [ i v )  g  é s u a v e  em i\ [ U 1 s e  g o ( d  ahl-I  8 s u a v e  em V . 

E i m e d i a t o  q u e  a  p r o j e ç ã o  BP: ~ p [  U 1 + U ; ( a , @ )  \+ a ,  

é s u a v e .  

D e f i n i ç ã o :  U m  campo de k-formas d i f e r e n c i a i s  ou  uma k-forma 

d i f e r e n c i a l  é uma a p l i c a ç ã o  s u a v e  o : u + A k (  u 1 . a  (a,.aal, 

k  t a l  q u e  íi o w = l u  . O v a l o r  d e  um campo d e  k - f o r m a s  em um p o n t o  

também chamado  forma d i f e r e n c i a l ,  e  em l u g a r  d e  u s a r  o  p a r  o r d e n a -  

d o  ( a , ~  I ,  u s a r e m o s  p a r a  s i m p l i f i c a r  m . a  a  

D e f i n i ç ã o :  Produto e x t e r i o r  de k-formas d i f e r e n c i a i s .  S e  k  

e  p s ã o  i n t e i r o s  n ã o  n e g a t i v o s  podemos  d e f i n i r  o  p r o d u t o  e x t e r i o r  

k  d e  h U x  U em *k.k*p k  a n  u t i l i z a n d o  o  p r o d u t o  e x t e r i o r  em A! [T IR 1 

p a r a  c a d a  a  E U .  

k  
A s s i m ,  o  p r o d u t o  e x t e r i o r  d e  ,\ [ U I x fl ( U I é a  a p l i c a ç ã o  

$ 3. 8 Propr iedades  das k- formas d i f e r e n c i a i s  

k  Se d e n o t a r m o s  p o r  f2 ( U l  o  c o n j u n t o  d e  t o d a s  - a s  k - f o r m a s  

k  
d i f e r e n c i a i s  em U v e r i f i c a m o s  q u e  R [ u ] é um e s p a ç o  v e t o r i a 1  r e  - 
a 1  em r e l a ç ã o  a s  e q u a ç õ e s  d e  a d i ç ã o  e  p r o d u t o  p o r  e s c a l a r  d e f i n i -  

d a s  p o r :  



k  
R ( U l  é um m ó d u l a  s o b r e  F ( U  I ,  c u j a  a ç ã o  d e  m õ d u l o  é d a d a  

p o r :  

0 s  campos  d e  k - f o r m a s  d e f i n i d o s  p o r  

s ã o  l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s ,  no  s e n t i d o  em q u e  fi = O I , .  . .,ik 

k P o r t a n t o  q u a l q u e r  q u e  s e j a  Y eR (Ul e x i s t e m  f u n ç õ e s  Y. - E. 
zl.. * ik 

F (  V I  t a i s  q u e  

P o r  c o n v e n ç ã o  chamamos d e  O-formas d i f e r e n c i a i s  a s  f u n ç õ e s  

r e a i s  s u a v e i s  d e f i n i d a s  em U , ou  s e j a ,  o s  e l e m e n t o s  d e  F (  U 1 .  



$ 3.9 Derivação e x t e r i o r  de formas. 

k D e f i n i ç ã o :  Se o E C2 ( u I ,k>O d e f i n i m o s  a  d e r i v a d a  exterior  

de o , d e n o t a d a  d o  , p e l a  e q u a ç ã o :  

e ,  p a r a  k = O ,  f  E n o (  U I r d f  é a  d e r i v a d a  u s u a l  de f .  

k 
3 .9 .1  Teorema: Sejam E R ( U I ,  E o ~ ( u I  e n t ã o  

[ i )  d ( f + v I  = d*(+dv s e  m=k 

k 
( i i l  d ( . { ~ v I  = ~ { A T  + ( - 1 )  

2 ( i i i)  d(dCI = O ,  ou brevemente ,  d ( =  0 .  

~ e m o n s t r a ~ ã o :  v e r  r e f e r ê n c i a  [ a ] .  

S e j a  f :  u c R n  -+ U r  C R ~ ,  s u a v e , U  e  v t  a b e r t o s .  Denotemos 

p o r  D f ( a 1 ,  a  d e r i v a d a  de f em a E U . f i n d u z  uma a p l i c a ç ã o  l i -  

n e a r  n f ,  E L ( T a ( l R  I ,  T f ( , )  ( lRm1 d e f i n i d a  p o r  

f .e ( v )  = D f ( a )  ( V I ,  V E T a (  lRnI 

k k P o r  s u a  v e z ,  f, i n d u z  uma a p l i c a ç ã o  l i n e a r  ~ * E L [ R  [UrI ,R  ( U ) I ,  



k d e f i n i d a  p o r  f * ( o l  ( a )  = f f ( o ( f ( a l 1  I ,  o n d e  o E R ( U l , v I , ; . .  . , V  E T lRn, 
k a 

n 1 
3 . 9 . 2  T e o r e m a :  S e  f : u c l R n  -r U ' c l R  é s u a v e  e  ( f  , . . ., 

s ã o  a s  f u n ç õ e s  c o o r d e n a d a s  d e  f  e n t ã o :  

k 
( 4 1  f f ( e ~ ~ i  = f*o  A f * ~  , o~ R [ U ' I  , E n m r u r i  

k 
( 5 1  c~ E R [ U ' I  , e n t ã o  f * ( d c ~ l  = d ( f * c ~ l .  

* 
P a r a  d e m o n s t r a r  b a s t a  u s a r  a  d e f i n i ç ã o  d e  f  . 

A a p l i c a ç ã o  f? é e q u i v a l e n t e  a  uma s u b s t i t u i ç ã o  d e  va r i áve i s .  

S e j a  a  a p l i c a ç ã o  s u a v e  

f :  U C I R ~  -+ U ' C I R ~  , . ., 1 
xn * ( f  ( x l , .  . . , xn]  ,..., f T x y  ..., x n I ) ,  

chamemos .  



usando t eo rema  3.9.2 

C ('i 
.i 

f " e  = l...ik o? d f  A,. . . . .  4 d f  i k  

l s i l < .  . . < i k ~ m  

P o r t a n t o  a p l i c a r  f *  a  8 ,  e q u i v a l e  a  s u b s t i t u i r  em a s  ve r -  

v e i s  y i  e  s u a s  d i f e r e n c i a i s  d y i  p e l a s  funqÕes de xk e  d x k  o b t i d a s  

de 3.9. 3. 

3 . 9 .4  ~ r o p o s i ç ã o :  Se f:  IR^ -+ IRn é dada  p o r  

2 n  1 n  f(x ,..., x I = ( y  ,..., y I 

I 1 1  n 
I y = f  ( x  ,..., x I 

1  n e  O =  d y  A ,  ..., ~ d y  E n n ( m n i  , e n t ã o  

* 1 n f (81 = d e t  ( D f l d x  A ... ~ d x .  
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C A P I T U L O  I V  

4 . 1  Sistemas de par t icuZas  

~ e f i n i ç ã o :  U m  s i s tema de par t i cu las  é um p a r  í P , m l  o n d e  P 

é um c o n j u n t o  f i n i t o  c u j o s  e l e m e n t o s  s ã o  c h a m a d o s  p a r t i c u l a s  e 

m: P --+IR uma f u n ç ã o  r e a l  p o s i t i v a  c u j o  v a l o r  em p E P  é d e n o -  

t a d o  p o r  m e  chamado massa de p .  
P 

0 número  m ( P 1  = m p  é a  massa t o t a l  d o  s i s t e m a  

P & P  

S e j a  I um i n t e r v a l o  d e  I R ,  q u e  p o r  c o n v e n ç ã o  chamaremos  d e  

i n t e r v a l o  de tempo e  c u j o s  e l e m e n t o s  s ã o  c h a m a d o s  d e  instantes.Um 

mo~?hento d e  ( P , m ]  é uma a p l i c a ç ã o  x :  P x I  -+c; ( p , t l  + X ( 8 1 ,  
P 

o n d e  6 6 um e s p a ç o  p o n t u a l  e u c l i d i a n o  t r i d i m e n s i o n a l  x  ( t l  6 o  
P 

lugar o c u p a d o  p o r  p no i n s t a n t e  t d u r a n t e  o  m o v i m e n t o  x ,  p o d e n d o  

s e r  v i s u a l i z a d o  c 0 m o . a  e x t r e m i d a d e  d o  v e t o r  x  ( t l  t r a ç a d o  a  p a r -  
P 

t i r  d e  uma o r i g e m  o, f i x a  p a r a  t o d o  ( p , t l  E P x I .  

A a p l i c a ç ã o  t -+ x  ( t l  é a  t r a j e t á r i a  ou  ó r b i t a  d e  p .  No 
P 

q u e  s e  s e g u e  vamos s u p o r  q u e  a s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t i c u l a s  d e  P 

s ã o  p e l q  menos  d e  c l a s s e  c2 em I. 

A energ6a c i n é t i c a  K d o  s i s t e m a  ( P , m l ,  no i n s t a n t e  t é d e -  

f i n i d a  p o r  

o n d e  i ( t l  é o  v e t o r  v e l o c i d a d e  d a  p a r t i c u l a  no  i n s t a n t e  t e 
P 

1 l & p [ t l l l  é a  c o r r e s p o n d e n t e  v e l o c i d a d e  e s c a l a r . S a b e - s e  q u e  3 ( t l  
P 



é p a r a l e l o  a  t a n g e n t e  g e o m é t r i c a  a  t r a j e t ó r i a  d e  p no pon to  x (tl 
P 

Se I = [a ,b]  o  comprimento da trajetória d e  p e n t r e  o s  i n s  

t a n t e s ,  a e  t é dado  p o r :  

4 . 1 . 2  s (11 = 1 I d r  e  p o r t a n t o  1 Ltl = 1 i [til 1 
P P P P 

E s c o l h e n d o  uma b a s e  o r t o n o r m a l  1 o , ~ )  1 d e  6 , onde  0 € 6  

é b a s e  o r t o n o r m a l  d e  V ,  o  e s p a q o  d a s  t r a n s l a ç Õ e s  d e  , 

e s t a b e l e c e m o s  n e s t e  e s p a ç o  u m  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s ,  onde a s  c o o r  

d e n a d a s  d e  x (tl s ã o  s i m p l e s m e n t e  a s  componentes  d e s t e  v e t o r  em r e  
P 

l a ç ã o  a  b a s e  dada  

P o r t a n t o  x (tl = o + i i 
xp (tlei, onde  x (tl, i r 3  s ã o  a s  

P P - 
i € 3  

c o o r d e n a d a s  d e  x (tl em r e l a ç ã o  a  b a s e  
P 

Se {p),m é u m  s i s t e m a  c o n s t i t u f d o  d e  uma Única p a r t f c u l a  ( 1 
d e  massa  m ,  e n t ã o  a  e n e r g i a  c i n é t i c a  K é dada  p o r  

S e j a  a g o r a  um s i s t e m a  d e  n p a r t f c u l a s  (P,ml. Usando-se  um 

s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  a p r o p r i a d a s  ao  l ongo  d a s  t r a j e t ó r i a s  d e s s a s  

p a r t f c u l a s  o  l u g a r  d e  c a d a  p a r t f c u l a  pode s e r  e s p e c i f i c a d o  p o r  u m  

i i I n número r e a l  q 5 q [tl e  a  n -up l a  (q ,...,q ) d e s c r e v e  em um e s p a -  

ço  d e  c o n f i g u r a ç õ e s  E o  l u g a r  ocupado p o r  (P,ml. O p rob lema a q u i  

é s a b e r  s e  podemos f o r m u l a r  a  e n e r g i a  c i n é t i c a  do s i s t e m a  como o  

de  uma Única  p a r t f c u l a  d e  massa  m = m(P1, movendo-se no e s p a ç o  . 
Temos p a r a  e n e r g i a  c i n é t i c a  do s i s t e m a  (P,ml; 



onde m 6 a  massa  da  i - é s i m a  p a r t i c u l a  p p o r t a n t o  b a s t a  d e f i n i r :  i i 

p a r a  o b t e r  

I s t o  c o r r e s p o n d e  a  i n t r o d u z i r  no e s p a ç o  d a s  c o n f i g u r a ç Õ e s ~  

uma m é t r i c a  d e  Riemann. E m  g e r a l  uma m é t r i c a  d e  Riemann é da  f o r  - 

ma: 

onde L..] é uma m a t r i z  s i m é t r i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  c u j o s  e lemen-  
23 

1 n t o s  g i j  = g i j í q  , ..., q  I ,  a  , s ã o  f u n ç õ e s  d i f e r e n c i á v e i s .  

n 
~ e f i n i ç ã o :  Uma métrica de Riemann em I R  , com c o o r d e n a d a s  

1 n n  1 n 
( q  ,..., q  I 6 uma a p l i c a ç ã o  G: IR -+ M * [ I R I ;  t q  ,. . . ,q 1- 

n 
1 n Igij = g i j  ( q  ,.q I]; i , j t n  , onde M i ( l R I  é o c o n j u n t o  d a s  m a t r i  

z e s  r e a i s  d e f i n i d a s  p o s i t i v a s  e  p a r a  c ada  p a r  a s  f u n ç õ e s  g  i j' 
s ã o  s u a v e s *  

Def in imos  : 

1 n i j  
4 .108  ( d s 1 2  xx g i j ( q  , . . . , q  Idq d q  

i a n  j a c  
n d e  modo que  o  comprimento d e  a r c o  em IR é dado  p e l a  i n t e g r a l  

n d t .  

S e j a l ~ *  o  e s p a ç o  d a s  c o n f i g u r a ç õ e s ;  onde a s  c o o r d e n a d a s  

1 n q  , . . . , q  co r r e spondem a o s  l u g a r e s  ocupados  p e l a s  n p a r t í c u l a s .  A 

e n e r g i a  c i n é t i c a  da  i - é s i m a  p a r t í c u l a  também é dada  po r  



$ 4 . 2  Sistemas de forças 

~efinição: Um 8is tena  de forças para (P.ml no intervalo de 

de tempo I é uma aplicação f;PxPxI -+ V ;  (p,q,tl C fpq(tl, onde 

V é o espaço das translaçÔes de e . 
Se p%q então f [tl é a força em p devida a q;se p=q então 

Pq 

fpW E fpp(tl é a força em p devida ao mundo exterior, isto é. a 

objetos não pertencentes ao sistema de partfculas P. 

Se x é um movimento e f um sistema de forças para (P,m),as 

leis fundamentais da dinâmica das partfculas implicam que: 

qualquer que seja ~ E P ,  onde f [{pl,tl é a força resultante atuan- r 

do sobre p no instante t. 

Se Fi 2 fr({pil, tl e mi=m . então. pela lei de Newton te 
n 'i mos em IR . 

Se o sistema é conservativo, isto é, se existe uma função 

V: IR" - IR , denominada energia potencial tal que: 



a s  e q u a ç õ e s  em 4 . 2 . 4  podem s e r  e s c r i t a s  n a  f o r m a  

O s i s t e m a  4 . 2 . 6 ,  d e  s e g u n d a  o r d e m ,  é d e  d i f i c i l  m a n u s e i o , p o  

demos po rém d u p l i c a r  o  número  d e  v a r i á v e i s ,  o b t e n d o  um s i s t e m a  d e  

p r i m e i r a  o r d e m  d a  f o r m a  

com 2n e q u a ç õ e s  

A p r á t i c a  e  a  t r a d i ç ã o  s u g e r e m  uma o u t r a  mudança  d e  c o o r d e -  

n a d a s ,  s e  d e f i n i r m o s  o  rnomentum p p o r  i 

i - dK 
'i E m.v - - , i e n  

z doi  - 

N e s s a s  n o v a s  c o o r d e n a d a s  d e f i n i m o s  o  H a m i l t o n i a n o  H=K+V e 

o b t e m o s  

p o i s  V i n d e p e n d e  d o s  p i  . 
A s s i m  d e  4 . 2 . 9  t e m o s  



S i s t e m a s  m e c â n i c o s  c o n s e r v a t i v o s  t f p i c o s  podem s e r  d e s c r i t o s  

p o r  e q u a ç õ e s  n e s s a  f o r m a  d i t a  forma Hamil toniana.  

1 n  
O s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  s e  r e f e r e  à s  c o o r d e n a d a s  q  , . . . , q  

P1> . e  3Pn d e  um p o n t o  no e s p a ç o  d a s  f a s e s ;  no c a s o  m a i s  g e r a l ,  a s  

n  p r i m e i r a s  c o o r d e n a d a s  n ã o  d e s c r e v e m  um e l e m e n t o  d e  um e s p a ç o  v e t o  - 

r i a l ,  porém um p o n t o  em u m  c o n j u n t o  mun ido  d e  uma e s t r u t u r a  matemá-  

t i c a  m a i s  c o m p l e x a ,  e n q u a n t o  q u e  a s  n  Ú l t i m a s  c o o r d e n a d a s  d e s c r e v e m  

u m  v e t o r .  

Nosso  o b j e t i v o  é d e s c r e v e r  o  p r o b l e m a  m a t e m á t i c a m e n t e  como o  

f i b r a d o  c o t a n g e n t e  d e  uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l ;  o  q u e  6 a p e n a s  

u m  m é t o d o  d e  e x p r i m i r  a s  p r o p r i e d a d e s  d o  e s p a ç o  d a s  f a s e s  u s a d o  em 

~ e c â n i c a  d e  um modo s i s t e m á t i c o ,  i n t r i s i c o ,  p r e s u r n i v e l m e n t e ,  m a i s  

c o m p r e e n s i v o .  

$ 4 . 3  Var iedades  ~ i f e r e n c i á v e i s  

S e j a  M  u m  e s p a ç o  t o p o l ó g i c o  d e  H a u s d o r f f  com b a s e  e n u m e r á v e l  

Uma c a r t a  l o c a l  em M, ou u m  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  l o c a i s  em M  6 um 

p a r  o r d e n a d o  ( U , q )  o n d e  UCM 6 u m  a b e r t o  e  q :  U -c q ( U 1 C   IR^ 6 um 

homeomor f i smo .  O número  n  6 d i t o  d i m e n s ã o  d e  ( U , q l  e  U uma v i z i n h a !  

1 ç a  c o o r d e n a d a .  P a r a  t o d o   EU t e m o s  q ( p 1  = ( q  ( p ) , . .  ., n  
q  [ p ) ) ,  o s  

i n ú m e r o s  q [ p )  s ã o  a s  c o o r d e n a d a s  d e  pc.M no s i s t e m a  ( U , q I  e  a s  

i i f u n p Õ e s  qi = Ti o q  : U +IR i p  q  ( p l  s ã o  a s  f u n p ó e s  c o o r d e  - 
1 n  n a d a s ,  i€?. Como q  = ( q  , . . . , q  1 e n t ã o  a  c a r t a  ( U , q l  também 6 

1 n  
d e n o t a d a  (Unq , . . . , q  I .  



E x e m p l o  I: C o o r d e n a d a s  e s f é r i c a s  

S e j a  M =  IR^ , a E IR ,  V a  o  s e m i - p l a n o  d e f i n i d o  p o r  

V a  = cos V C O S  a ,  r cos V sen a ,  r sen V I ,  r > 01 - 

S e j a  U = (O,+-]  x ( a , a + 2 ¶ ]  x ( -  , 1 u m  a b e r t o  d e  a 

3 
I R ,  e  p: u -+ IR3 - V ; ( r , u , v )  I-+ ( rcmvmsu,rcosvsen .v , r senv~  

a a 

0 é uma b i j e ç ã o  d e  c l a s s e  cW, p o r t a n t o  p e l o  t e o r e m a  d a  

' f u n ç ã o  i n v e r s a ,  0 é u m  d i f e o m o r f i s m o .  S e j a  q = P-I:  IR^ - V a + 

A s  c o o r d e n a d a s  i n t r o d u z i d a s  em  IR^ - V s ã o  a s  c o o r d e n a d a s  e s f é r i  a 

E x e m p l o  2 :  C o o r d e n a d a s  c i l i n d r < c a s  

S e j a m  a E IR, V o  s e m i - p l a n o  d e f i n i d o  p o r  a 

3 V = { [ r  cos a , r  sen a ,  zl , r > O ,  a E I R } ,  U a c l ~ ,  o  a b e r t o  a 

d e f i n i d o  p o r  U a  = (O,+-) x ( a , a + Z ¶ l  x l R  e  a  a p l i c a ç ã o  

6 : U, -+ lR3 - V a  ; ( r , v , z )  I+ (r c o s  v , r  sen  v ,  a ) .  

0 é uma b i j e ç ã o  d e  c l a s s e  C", p o r t a n t o  p e l o  t e o r e m a  d a  f u n  

-1 ç ã o  i n v e r s a ,  fl  6 um d i f e o m o r f i s m o .  S e j a  q = B , e n t ã o  o  p a r  

(  IR^ - V a ,  q )  6 uma c a r t a  c o o r d e n a d a  em  IR^ e  a s  c o o r d e n a d a s  i n t r o  

d u z i d a s  em  IR^ - V s ã o  a s  c o o r d e n a d a s  c i l i n d r i c a s .  a 

E x e m p l o  3: 

S e j a m  M =  IR^, U C IR" a b e r t o  e  s: U -+ IRn, a  i n c l u s ã o .  O 

p a r  ( u , x )  é uma c a . r t a  l o c a l  e  a s  c o o r d e n a d a s  i n t r o d u z i d a s  em U p o r  



x  s ã o  a s  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s .  

Chamaremos d e  a t l a s  de dimensão n s o b r e  um espaço t o p o l ó g i c o  

M, a  q u a l q u e r  f a m i l i a  r de c a r t a s  l o c a i s  t a i s  que a s  v i z i n h a n ç a s  

c o o r d e n a d a s  formam uma c o b e r t u r a  de  M, Ao p a r  o rdenado  ( M , r I  deno 

minamos var iedade  t o p o l ó g i c a  de dimensão n .  

Sejam (M, F'l uma v a r i e d a d e  t o p o l õ g i c a  d e  d imensão  n eIU,ql, (Krl 

c a r t a s  de  U, t a i s  que UOV # @ .  A a p l i c a ç ã o  

I n  1 n Iq I p l , .  .., q ( p l l  I-+ ( r  [ p l ,  ..., r ( p l l  

é um homeomorfismo chamado mudança de coordenadas.  

U m  a t l a s  I7 de  d imensão  n s o b r e  M é d i f e r e n c i ã v e l  d e  c l a s s e  

k 
C ,  s e  e  somente  t o d a s  a s  mudanças de  c o o r d e n a d a s  , onde 

q r  
k IU,ql , (V , r l  E r' e  VnU # 6 ,  s ã o  d i f e o m o r f i s m o s  de  c l a s s e  C  . Uma 

c a r t a  (W,s l ,  de  dimensão n s o b r e  M ,  6 a d m i s s i v e l  em re lação ao a t l a s  

k F s e  e  somente  s e  é u m  d i f e o m o r f i s m o  d e  c l a s s e  C , q u a l q u e r  que 
9 s  

s e j a  a  c a r t a  IU,ql E I? t a l  que  UnW # cp. 

k 
U m  a t l a s  C ,  d e  d imensão  n e  c l a s s e  C  s o b r e  M é d i t o  um 

a t l a s  mãximo s e  e  a p e n a s  quando r contêm t o d a s  a s  c a r t a s  l o c a i s  ad 

m i s s i v e i s .  Dado um a t l a s  r é p o s s f v e l  a m p l i á - l o  de  modo Único pa 

r a  s e  o b t e r  u m  a t l a s  mãximo, b a s t a n d o  a c r e s c e n t a r - l h e  t o d o s  o s  s i s  

t emas  de  c o o r d e n a d a s  a d m i s s i v e i s .  

~ e f i n i ç ã o :  Uma var iedade  d i f e r e n c i & & l  de d imensão  n e  c l a s  

s e  ck é um p a r  o rdenado  [M,I'l ,  onde M é um e s p a ç o  t o p o l ó g i c o  de  

H a u s d o r f f ,  com b a s e  enumeráve l  e  r u m  a t l a s  máximo de  dimensão n 

k e  c l a s s e  C  s o b r e  M . 



Exemplo 1:  S e j a  r =   IR^, i d l l  obv iamen te  é um a t l a s  máximo de  

n 
d i m e n s ã o  n e  c l a s s e  C = ,  p o r t a n t o  o  p a r  [ IR , r 1 é uma va r i edade  d& 

f e r e n c i á v e l  de  d imensão  n .  

$ 4 . 4  ~ ~ Z i c a ~ Õ e s  d i f e r e n c i á v e i s  e n t r e  variedades  

Sejam ( M , T  I e  [ N , A  I ,  v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i á v e i s  e  c l a s s e  

k 
C ,  k - > I ,  d e  d imensão  m e  n r e s p e c t i v a m e n t e  e  f :  M 4 N .  f é d i  

t a  uma a p l i c a ç ã o  d i f e r e n c i á v e l  em p E M s e  e  somente  s e  existem c a r  

t a s  l o c a i s  IU,xl E r e  ( V , y l  E: A t a i s  que  f (U1C V e  a  a p l i c a ç ã o  

-1 y o  f o  x : x(U1 -+ y ( V 1  é d i f e r e n c i á v e l  em x ( p 1 .  

A a p l i c a ç ã o  f = y o  f o  x-I é denominada expressão de f n a s  
x Y 

c o o r d e n a d a s  l o c a i s  z e y .  Na r e a l i d a d e ,  f x I Y  I 6 d i f e r e n c i á v e l  em 

x t ( p ) ,  q u a l q u e r  que  s e j am ( U r , x ' )  e ( V t , y ' 1  c a r t a s  l o c a i s  em M , N  

r e s p e c t i v a m e n t e .  f s e r á  de  c l a s s e  Cr, r ( k s e  e só s e  a a p l i c a ç ã o  

k 
f x ~  

: x  [ U )  -+ y [ V )  f o r d e  c l a s s e  C . 
E n t r e  o s  exemplos  mais  i m p o r t a n t e s  de  a p l i c a ç õ e s  d i f e r e n c i á  - 

v e i s  e n t r e  d u a s  v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i a i s ,  c i t a m o s  o s  caminhos d i f e -  

r e n c i á v e i s  em M e  a s  f u n ç õ e s  r e a i s  ou s e j a m :  

Exemplo 1: Se  I c l R é  um i n t e r v a l o ,  a: I -+ M é um caminho d i f e r e n  

c i á v e l  s e  p a r a  t o d a  c a r t a  (U,q1 E r ,  p a r a  t o d o  s u b - i n t e r v a l o  J c I ,  

t a l  que a(J1C U a  composta  qoa:  J --+ q(U1 6 um caminho d i f e r e n c i á  

v e l  em IR? 

Exemplo 2 :  f :  M -+ IR é d i f e r e n c i á v e l  s e  e  somente  s e  p a r a  t o d a  

c a r t a  (U.ql i r f o x - I :  x(U1 6 IR 6 d i f e r e n c i á v e l .  

A d e f i n i ç ã o  de  a p l i c a ç õ e s  d i f e r e n c i á v e i s  e n t r e  v a r i e d a d e s  é 

a g e n e r a l i z a ç ã o  n a t u r a l  de  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  em e s p a ç o s  e u c l i d i a -  



n o s , p o i s  na  r e a l i b a d e u m a  v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  s e  c o m p o r t a  l o c a l  - 

m e n t e  como s e  f o s s e  um a b e r t o  d e  1FlrLJ p a r a  a l g u n  n  _> 1 .  

P a r a  c a r a c t e r i z a r m o s  a  d e r i v a d a  f ' ( p 1  p r e c i s a m o s  c o n s t r u i r  

o s  e s p a ç o s  t a n g e n t e s .  E o  q u e  f a r e m o s  no p r ó x i m o  p a r á g r a f o .  

$4.5. Espaços t a n g e n t e s  e  c o t a n g e n t e s  a  v a r i e d a d e .  ~ ~ Z i c a ~ Õ e s  Z i -  

n e a r e s  t a n g e n t e s  

S e j a m  M~ uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  d i m e n s ã o  n  e  c l a s s e  

k C e  a  e Mj u m  p o n t o .  S e j a  F ( U 1  o  e s p a ç o  v e t a r i a 1  d e  t o d a s  a s  f u n  - 
çÓes  f :  UC M  IR , d i f e r e n c i á v e i s ,  o n d e  U 6 a b e r t o  em M  e  a  E U. 

C o n s i d e r e m o s  a i n d a  o  c o n j u n t o  C d e  t o d a s  a s  c u r v a s  d i f e  - a  

r e n c i á v e i s  a: [ -1 ,1]  - U ,  t a i s  q u e  a(O1 = a ,  i s t o  é a  é um 

caminho passando por a .  C o n s i d e r e m o s  a i n d a  o  número  

q u e  o b v i a m e n t e  e s t á  bem d e f i n i d o .  

D e f i n i ç ã o :  S e  4) e  a e C d i r e m o s  q u e  e s t e s  d o i s  c a m i n h o s  a' 

s ã o  t a n g e n t e s  em a  e  d e n o t a m o s  p o r  -a a s e .  e  somente . :  s e  v a l e  

< a , f  > 3  <$,r.>, q u a l q u e r  q u e  s e j a  j? c F [ U I ,  

E f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  4 . 5 . 1  i n t r o d u z  uma r e l a ç ã o  d e  e q u i v a -  

l ê n c i a  em F ( U 1 .  Uma c l a s s e  d e  e q u i v a l ê n c i a  d e  c a m i n h o s  p a s s a n d o  

p o r  a  s e r á  d e n o t a d a  a e  chamada  v e t o r  t a n g e n t e  em a .  a  

D e f i n i ç ã o :  S e  f E F ( U 1  e  aa é u m  v e t o r  t a n g e n t e  em a  E M ,  

e n t ã o  o  número  



é chamada d e r i v a d a  d 2 ~ e c i o n a Z  de f  n a  d i r e ç ã o  a . a  

O b v i a m e n t e  a  a p l i c a ç ã o  aa [ 1: F ( U 1  :++ IR; f + a [f] a 

é l i n e a r .  

4 . 5 . 2  ~ r o ~ o s i ~ ã o :  S e j a  ( U , q l  uma c a r t a  em a ,  * , @ a C i ,  I ã 4  

s e  e  s o m e n t e  s e  [ q o a l  ' ( 0 1  = [ q o @ l  ' ( 0 1 .  

~ e m o n s  t r a ç ã o :  

Se @ - a  ' a  e n t ã o  v f  E F ( U 1 ,  < @ , f > = < a , f > .  

-1 
S e @ = q o $  e  $ = q o J I  e  F = f o q  e n t ã o  

+ e  9 s ã o  c a m i n h o s  d i f e r e n c i á v e i s  em IR" e  F  E F [ q ( U l l ,  ou s e j a ,  

F é d i f e r e n c i á v e l  em q ( U 1  p o r t a n t o :  

c o n c l u i m o s  que  $ - $ s e  e  somen te  s e  * ' ( O )  = + ' [ O ] .  a  

4 . 5 . 3  Propos ição:  Dada uma c a r t a  ( V , q l ,  a  t o d o  v e t o r  t a n -  

g e n t e  a em a c o r r e s p o n d e  um Ú n i c o  v e t o r  v  E  IR^ e  r e c i p r o c a m e n t e .  a  9 



Prova: B a s t a  d e f i n i r  V = (qoa l  (01  , a E a . 
9 a 

~ e c f p r o c a m e n t e  s e ,  v E kn, d e f i n a  o  c a m i n h o  d i f e r e n c i á v e l  a r c a  por  

4 . 5 . 4  Propos ição:  O c o n j u n t o  d o s  v e t o r e s  t a n g e n t e s  em 

n a E M  , uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  d i m e n s ã o  n p o d e  s e r  i d e n t i -  

n f i c a d a  a   IR^, a  menos d e  um a u t o m o r f i s m o  d e  IR . 
O b s e r v e m o s  q u e ,  d e  a c o r d o  com a  p r o p o s i ç ã o  4 . 5 . 3 , f i x a d a  uma 

n 
c a r t a  em a E M ,  e x i s t e  uma b i j e ç ã o  e n t r e  IR e  o  c o n j u n t o  T ( M )  , a 

d o s  v e t o r e s  t a n g e n t e s  a  M~ em a ,  m o s t r a r e m o s  e n t ã o  q u e  t a l  i d e n t i  

f i c a ç ã o  i n d e p e n d e  d a  c a r t a  u s a d a .  

Prova: S e j a  ( V , r l  uma s e g u n d a  c a r t a  em M e n t ã o  

u s a n d o  a  r e g r a  d a  c a d e i a  

o n d e  @ = q o r - l  é a  mudança  d e  c o o r d e n a d a s  
@r4 

: q w n v i  -+r(unn. 
r q  

Como é b i j e t o r a  e n t ã o  Q t  ( q ( a l l  6 um a u t o m o r f i s m o  d e   IR^ 
r q  r q  

e  4 . 5 . 5  m o s t r a  q u e  a  i d e n t i f i c a ç ã o  é a  menos d e  um a u t o m o r f i s m o .  

Podemos  i n t r o d u z i r  em T ( M l  uma e s t r u t u r a  d e  e s p a ç o  v e t o r i -  a 

a 1  s e  d e f i n i r m o s  a s  o p e r a ç õ e s  p o r  



onde  ta é d e t e r m i n a d o  por  

v u E e  co r r e spondem a  CY e  h em r e l a ç ã o  a  uma c a r t a  [ U , q l  
q' q a a 

n em a E M  , Z e  ~ E I R .  E m  v i r t u d e  da p r o p o s i ç ã o  4.5.4 a s  o p e r a ç õ e s  

d e f i n i d a s  em 4.5.6 independem da e s c o l h a  da  c a r t a .  

n Observemos que f i x a d a  uma c a r t a  (U,ql em a E M  , em v i r t u -  

d e  da  d e f i n i ç ã o  4.5.6 e  d a , p r o p o s i ç ã o  4.5.3 a  a p l i c a ç ã o  

T [MI 4  IR^ ; C V 
a q 

é um i s o m o r f i s m o  l i n e a r .  

4.5.7 ~ r o ~ o s i ç ã o :  Sejam Mn, Nm v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i á v e i s  

e  F: Mn + Nm d i f a r e n c i á v e l  e  ) E C a E Mn. ~ n t á o  Fo( é uma cuf a' 
n v a  p a s s a n d o  p o r  F [ a )  E N  e  (;a i m p l i c a  

Prova: S e j a  [v,r) uma c a r t a  em F(a1 E N ~ .  Mostremos que 

(roFo41 '(01 = (roFoa1 '(O). S e  IU,ql é uma c a r t a  em a E M, t a l  que  

F [ U l C  V t emos  



ção  

onde 

Toda a p l i c a ç ã o  d i f e r e n c i á v e l  F :  M~ 4 N  rn i n d u z  uma a p l i c a  

F :  Ta(F41 -- - F ( a l  ( N l  d e f i n i d a  p o r  

a E a e n t ã o  , 
a E ' f ( a 1  

4 .5 .8  ~ r o p o s i ç ã o :  Sejam T ~ ( M I  e  T F ( , )  ( N l ,  i d e n t i f i c a d o s  

a  IF? e   IR^ r e s p e c t i v a m e n t e  p o r  meio d e  c a r t a s  ( U , q )  e  V ,  t a i s  

que  F ( U 1 C  V .  ~ n t ã o  F,a s e  i d e n t i f i c a  com a  a p l i c a ç ã o  l i n e a r  

F '  ( q ( a l 1 .  E m  p a r t i c u l a r  *a é uma a p l i c a ç ã o  c o n t í n u a  de  
qr 

T ( M 1  em T a F ( a 1  ( N 1  ' 

P r o v a :  O d iag rama  a b a i x o  m o s t r a  a  r e p r e s e n t a ç - ã o  de  
*a em 

t e smos . . da s  c a r t a s  ( U , q l  e  I V , q l .  



A i d e n t i f i c a ç ã o  s e g u e  d e  q u e  

d o n d e ,  

e como 

e n t ã o  

A l i n e a r i d a d e  e c o n t i n u i d a d e  d e  F, d e c o r r e m  d a  l i n e a r i -  
a  

r 
d a d e  e c o n t i n u i d a d e  d e  F ( q ( a 1 l .  

rq 

~ e f i n i ç ã o :  A a p l i c a ç ã o  

é c h a m a d a  apZicação l i n e a r  t a n g e n t e  em a ,  o u  d i f e r e n c i a l  de F em a ,  

o u  a p l i c a ç ã o  jacobiana de F em a .  

O b s e r v e m o s  q u e  s e g u e  d a  d e f i n i ç ã o  q u e  se a s  a p l i c a q õ e s  

F: M~ + N~ e G :  N" + pP , , N ,  

v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i á v e i s ,  s ã o  d i f e r e n c i á v e i s  e n t ã o  

~ e f i n i ~ ã o :  S e j a  M" uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l ,  o  c o n j u n -  

t o  d o s  p a r e s  o r d e n a d o s  ( a , h l  o n d e  a  E M e h E T a [ M l  8 c h a m a d o  

f i b r a d o  t a n g e n t e  a M e d e n o t a d o  p o r  T ( M I .  



k 
S e  M  é uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  c l a s s e  C , k > - 2 , 

k-1 
e n t ã o  TIMI é uma v a r i e d a d e  d e  c l a s s e  C . P a r a  p r o v a r  t a l  f a t o ,  

c o n s i d e r e m o s  s o b r e  M  um a t l a s  máximo . 
¶: T ( M I  + M  ; ( a , A I  + a. 

Tomemos s o b r e T ( M 1 a  menor  t o p o l o g i a  q u e  t o r n a  ¶ c o n t i n u a .  S e  

-1 (0 .q )  E A ,  s e j a  o  p a r  o r d e n a d o  ((I (U1, C q l ,  o n d e  
- 

(9 ' e a b i J e -  

q ã o  { : ¶ - ' [ V ) +  q [ U I x   IR^; a ,  I  ( q ( a 1 . v  I .  v d e f i n i d o  p o r  
Q  a 4 9 

t 
v  = ( q o a l  ( 0 1 ,  a E aa. 

9 

O b s e r v e m o s  q u e  s e  ( W . r I  6 o u t r a  c a r t a  d e  A t a l  q u e  V ~ W  # $, 

-1 e n t ã o  (1 (01 n ¶ - ' ( V I  = ~ - ' I U ~ W I ,  p o r t a n t o  

o n d e  

-1 
A d e r i v a d a  ( r o q  ) ' E  C k-1 e é u m  a u t o m o r f i s m o  d e  em 

-1 q ( x ) ,  p o r t a n t o  a f a m í l i a  0 d o s  p a r e s  o r d e n a d o s  (1  0 ,  I ,  o n d e  

[ U , q I  E A , é um a t l a s  s o b r e  T ( M I .  S e j a  @ o a t l a s  maximo o b t i d o  a  

p a r t i r  d e  0 a c r e s c e n t a n d o - l h e  t o d a s  a s  c a r t a s  a d m i s s f v e i s .  E n t ã o  

( T [ M I , @ I  6 uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  c l a s s e  C 
k-1 e  d i m e n -  

QD 

s ã o  2n, e,  em p a r t i c u l a r  s e  M  f o r  d e  c l a s s e  C e n t ã o  T  (M) também 

é d e  c l a s s e  C-. 

O b s e r v e m o s  q u e  s e  f E F (U1,  f p o d e  s e r  i n t e r p r e t a d a  comouma 



a p l i c a ç ã o  d a  v a r i e d a d e  M n a  v a r i e d a d e  IR, p o r t a n t o  f*a 6 a  f u n ç ã o  

l i n e a r  

e T f í a ~  
( IR]= IR . E v i d e n t e m e n t e  s e  (U,ql é uma c a r t a  em a, E a a 

e r: _I+ é a  i d e n t i d a d e  t e m o s :  

I I - 1 -1 -1 = - ( ( f q  I (q(aIIl(v I = (r o r o  foq I (q(al1 v = 
4 4 

t I 
-1 = I (rIf(a1II (r o foq I (q(aI1 ( v  I = 

9 

u s a n d o  a p r o p o s i ç ã o  4 . 5 . 8  

P o r t a n t o  a  d i f e r e n c i a l  d e  f em a p o d e  s e r  d e f i n i d a  como o  

f u n c i o n a l  l i n e a r  d f: Ta(M 1 - a 

S e g u e  t r i v i a l m e n t e  q u e  

Def in ição:  Seja M~ uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  d i m e n s ã o  

n, o  d u a l  d e  Ta(MI, em c a d a  a E M, d e n o t a d o  p o r  T ~ ( M I  6 chamado 

a d e  e s p a ç o  c o t a n g e n t e  em a. C o m 0 , q u a l q u e r  q u e  s e j a  fa~(Ml. dafaT IMI. 



a  
T [ M )  também é chamado e s p a ç o  d a s  d i f e r e n c i a i s  em a.  

Obviamente dim T ~ ( M )  = dim T ( M 1  p o r t a n t o  T a ( M I  e  T ~ ( M )  a  

s ã o  i s o m o r f o s .  

* 
O c o n j u n t o  T '  t M 1  dos  p a r e s  o r d e n a d o s  ( a ,  h ) ,  onde a  E M e  

h E T ~ ( M )  6 chamado f i b rado  co tangan te  e  s e  M" 8 uma v a r i e d a d e  d i -  

k  * f e r e n c i á v e l  de c l a s s e  C , T ( M )  é de c l a s s e  C k- l  , k > 2 e  dime? 

$4.6 Campos v e t o r i a i s  de coordenadas.  

Q1 1 n 
SeJamM uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  C e  (U,ql = (U,q, ...,q 1 

i i um s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  em a  E M ,  onde q  =li oq;lii: IR" R a  

i - é s i r n a  p r o j e ç ã o ,  em IR"* 

Se f E F ( U ) ,  e n t ã o  a  f u n ç ã o  F = f oq - l :  q(U1 - - + R é  a  expreg 

s ã o  c o o r d e n a d a  de  f  e  r e l a ç ã o  a  c a r t a  ( U , q ) .  

A f u n ç ã o  F é de c l a s s e  C' em q(U1 e  p o r t a n t o  p o s s u i  d e r i v a -  

i d a s  p a r c i a i s  em r e l a ç ã o  2 s  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s  x  . 
D e f i n i r e m o s  a s  d e r i v a d a s  p a r c i a i s  de f E F ( U 1  em r e l a ç ã o  a s  

i c o o r d e n a d a s  q  , d e n o t a d a  p o r  a i f  ou -af f p e l a  r e l a p ã o  
84% 

d e f  BF a i f  = af ; - oq = oq, i E 

a q i  a,ei ax2 

~ l é m  d i s s o  d e f i n i r e m o s  campos v e t o r i a i s  de coordenadas da 

c a r t a  [ U , q l ,  como a s  a p l i c a ç õ e s  



t a i s  q u e  

a O b s e r v e m o s  q u e  a i ( a l  também é d e n o t a d o  p o r  - 
q u a n d o  se  d e s e j a  e x p l i c i t a r  a  c a r t a  u t i l i z a d a .  

34% 

Tudo o  q u e  f i z e m o s  f o i  g e n e r a l i z a r  o s  c o n c e i t o s  d e  e s p a ç o s  

t a n g e n t e s  e c o t a n g e n t e s  i n t r o d u z i d o s  no c a p i t u l o  I ,  porém n ã o  e x  - 

p l i c i t a m o s  uma b a s e  p a r a  T ( M l .  É o  q u e  f a r e m o s  a  s e g u i r .  a  

F i x a d a  uma c a r t a  l o c a l  (U,ql  em a  E M p a r a  c a d a  i E n , s e  - - 
j a  li E Cas  a  i é s i m a  c u r v a  c o o r d e n a d a  d e f i n i d a  p o r  

[ - I  , I]  -.-t M ; Yi  ' 

i i i n 
S e j a  Q = o q ,  o n d e  é a  i é s i m a  p r o j e ç ã o  em IR , e n t ã o :  



a € f a c i i  v e r i f i c a r  que o  c o n j u n t o  {1~ } = ( a i ( a ) ) ,  i E - n  e  

aq a 

b a s e  de  T ~ ~ M ) ,  onde [ U , q i  é uma c a r t a  em a E M .  P o i s  s e  

e n t a o  

E, a l é m  d i s s o ,  a s  f o r m a s  l i n e a r e s  

i : T,(MI-+IR , i € n  - 

c o n s t i t u e m  uma base de T ~ ( M I .  d u a l  d e  ( a i  [ a i  l i  E - n  . 
4 . 6 . 1 .  P r o p o s i ç ã o :  Se Ii u E Ta lM)  e  f E F ( U 1 ,  e n t ã o  

a  

- ' 

onde  ( U , q i  é uma c a r t a  em a E M  

i 
~ e m o o s t r a ç ã o :  Se L i a  E T a ( M i ,  e n t ã o  e x i s t e m  ( a ) €  IR t a i s  

p o r t a n t o  

i = C A i c a i a , ( a i [ q j ]  = A ( a i ,  j t n  
i c n  - 

Se daf = A i [ a ) d q i ,  A i ( a )  E I R ,  
zEn - 



e n t ã o :  

C o r o l a r i o s  

Se (U,ql e  ( V , r l  são d u a s  c a r t a s  em a  E M e n t ã o  

e n t ã o  

i 
v i  = Bj aq ( a )  

a r3 

$ 4 . 7 .  O k-ésimo f i b r a d o  e x t e r i o r  s o b r e  uma v a r i e d a d e  

O k-ésimo f i b r a d o  e x t e r i o r  s o b r e  uma v a r i e d a d e  M ,  d e  c l a s -  

00 k  
se C , d e n o t a d o  p o r  11 ( M )  é d e f i n i d o  como a q u e l e  c u j a s  f i b r a s  

a  são a s  k -és i rnas  p o t e n c i a s  e x t e r i o r e s  d o s  e s p a ç o s  c o t a n g e n t e s  T ( M 1  

em M .  

i 
F i x a d a  uma c a r t a  [U,ql em a  E M ,  o b v i a m e n t e  ( d  q  ' A  ... A  a  

i k  n  k  
daq ) 1 c i  ' . . . i < n  com [ 1 e l e m e n t o s  é b a s e  de  i 1  ( M ) .  k- P 



o n d e  a s  a p l i c a ç õ e s  

eq : Uc M -  I R ;  x - eq ( x I  ; 
il...i 

k  
il...i k 

ao 
s ã o  d e  c l a s s e  C em U e n t ã o  0 é d i t a  um k - f o r m a  d i f e r e n c i a l  

k em ii [ T ~ ( M I  I ,  a E u . 
k  a 

O b s e r v e m o s  q u e  em c a d a  p o n t o  a F: U ,  A (T (M) I p o d e  s e r  
n *  n 

i d e n t i f i c a d o  a  1 ~ ' ~ ) .  a  m a n o s  d e  um i s o m o r f i s m o  d e   IR'^), v i s t o  q u e  

s e  ( V , r l  é o u t r a  c a r t a  em a ,  

e s e  d e f i n i r m o s  

= (e; 4 'r . . k, .  . . , ( n - k ] ,  . . n I 

n  c u j a s  c o o r d e n a d a s  e s t ã o  r e l a c i o n a d a s  p e l a s  

4 C 4 . 7 . 1 .  e. (a I =  z l . .  . ik l ~ j ~ * * * i ~ 3  

a  i d e n t i f i c a ç ã o  o c o r r e  a  m e n o s  d o  i s o m o r f i s m o  V ++V d e f i n i d o  p o r  
r 4 

4 . 7 . 1  . 
S e  A é um a t l a s  maxirno em M , o b s e r v e m o s  q u e  A i n d u z  um 

k  a t l a s  m á x i m o  em A ( M l t o r n a n d o - o  uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  d i  - 



w 
menção n+(n)e'  c l a s s e  C , 

P 

$ 4 . 8 .  Campos de k-formas d i f e r e n c i a i s  

Um campo de k-formas d i f e r e n c i a i s  sobre M é uma a p l i c a ç ã o  

w 
d e  c l a s s e  C t a l  que 

now = I M  , 
k  

onde  IT é a  p r o j e ç ã o  em A [ M l .  

k  
Se d e n o t a r m o s  p o r  Q ( M l  o  c o n j u n t o  de t o d o s  o s  campos de  

k 
k - f o r m a s  d i f e r e n c i a i s  e n t ã o  R ( M l  é um e s p a ç o  v e t o r i a l  r e a l .  

k ~ l é m  d i s s o ,  s e  (U,ql é uma c a r t a  em M e  R ( U l  é o c o n  - 
k j u n t o  de  t o d o s  o s  campos de  k - f o r m a s  d i f e r e n c i a i s  W :  U-tA ( U I ,  en  - 

k  
t ã o  R I U I  é um m ó d u l o  s o b r e  F ( U I  e  o s  campos d e  k - f o r m a s  

k 
geram SI ( U l  e  são l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s .  

k  
A d e r i v a ç ã o  e x t e r i o r  de  um campo w & R ( U l  é d e f i n i d a  da 

mesma f o r m a  que f i z e m o s  no $3.9 e seguem t o d o s  o s  r e s u l t a d o s  l á  

e n u n c i a d o s .  

Se jam M ~ , N ~  v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i á v e i s  de  d imensão  f i n i t a  

w 
e  c l a s s e  C e  $I: M + N  uma a p l i c a ç ã o  C-. P a r a  c a d a  a  E M,$ i n -  

d u z  uma a p l i c a ç ã o  $ & L ( A  T 
k a  

a  ' ( a ) ( ~ l ,  A T ( M l  l d e f i n i d a  p o r :  

onde  $*a é a  a p l i c a ç ã o  t a n g e n t e  de  $I em a  e  v l ,  ..., V k  E T ~ ( M ) .  



* 
~ e f  i n i ç ã o  : 4 ,  é chamada "puZZ-back" de @ em a .  

Podemos g e n e r a l i z a r  o  l1puZZ-back" de  @ p a r a  o  c a s o  de  um 

campo de  k - f o r m a s  d i f e r e n c i a i s .  

' 1  n 1 m 
Sejam [U,q , . . .,q I e  [V,r , . ..,r I c a r t a s  em M e  N r e s  - 

k 
p e c b i v a m e n t e  t a i s  que $ ( U I  C V e  w C -5-2 ( V I .  

O 'tpuZZ-backlt g e n e r a l i z a d o  de  @ s e r á  d e f i n i d a  como a  a p l i  - 
c a ç ã o  

t a l  que se  

** 
e n t ã o  4 w a t u a  em cada  p o n t o  de  U da  s e g u i n t e  f o r m a :  

Se k = I ,  uma a p l i c a ç ã o  do "pu l l -back"  g e n e r a l i z l a d o  é quando 

r e p r e s e n t a  o  campo de f o r m a s  d i f e r e n c i a i s  do  t r a b a l h o  em c o o r d e  - 
*- 

n a d a s  c a r t e s i a n a s  e  @ w o  mesmo campo e x p r e s s o  em t e r m o s  d a s  c o o r  - 
denadas  de  um s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  g e n e r a l i z a d a s ,  dado p e l a  mu - 

dança  de c o o r d e n a d a s  @. 
Observemos a i n d a  que se  w = d f ,  onde f :  V + I R  é uma f u n -  

I 

qáo  crn e n t ã o  

Em p a r t i c u l a r  



$ 4 .9 .  ~ é t r i c a  de Riemann 

w 
S e j a  M uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  c l a s s e  C e  d i m e n -  

s ã o  n .  Uma métr i ca  Riemanniana em M é uma c o r r e s p o n d e n c i a  que 

a s s o c i a  a c a d a  a E M um p r o d u t o  i n t e r n o  n o  e s p a ç o  T a [ M l .  S e  m 

6 uma m é t r i c a  R i e m a n n i a n a  em M d e n o t a m o s  p o r  ma[a,Bl o  p r o d u t o  

i n t e r n o  d o s  v e t o r e s  a , $  E T a ( M l .  O b v i a m e n t e  a  n o r m a  d o  v e t o r  a E 

T ( M l  é d e f i n i d a  p o r  
a 

Ao p a r  ( M , m l ,  o n d e  M é uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  d e  d i -  
w 

m e n ç ã o  n e c l a s s e  C , e  m uma m é t r i c a  R i e m a n n i a n a  c h a m a m o s  d e  

variedade Riemanniana. 

O b s e r v e m o s  q u e  uma v a r i e d a d e  R i e r n a n n i a n a  em q u e  o s  p r o d u t o s  

i n t e r n o s  n o s  d i v e r s o s  e s p a ç o s  t a n g e n t e s  n ã o  e s t ã o  r e l a c i o n a d o s  e n -  

t r e  s i  n ã o  t e m  o  m e n o r  i n t e r e s s e  p a r a  a p l i c a ç õ e s .  É d e s e j á v e l  que 

o  p r o d u t o  i n t e r n o  v a r i e  a o  m e n o s  c o n t i n u a m e n t e ,  num s e n t i d o  q u e  v a  - 
mos  p r e c i d a r  a  s e g u i r .  

S e  m é uma m é t r i c a  R i e m a n n i a n a  em M ,  x E M ,  a,B E T x ( M ] ,  

p o d e m o s  d e n o t a r  o  p r o d u t o  d e  a e 6 p o r  ( a , B )  em l u g a r  d e  mx[a,B1 

p a r a  s i m p l i f i c a r  a  n o t a ç ã o .  

1 n S e j a  (U,ql  = [U,q . . .q I uma c a r t a  em M . D e f i n a m o s  n 2 

f u n ç õ e s  g i j ,  i , j  E - n ,  em V d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

É ó b v i o  q u e  - g i j  - g j i ,  i , j  E n .  



S e  a . B  E T X ( M ) .  a  e  B s ã o  e s c r i t o s  como: 

p o r t a n t o :  

i * 
Lembremos q u e  ( d x q  I i E n  6 b a s e  d e  (Tx (M) 1 = T " ( M I  d u a l  d e  

a 
( - (21  1 i ~ n '  l o g o  podemos e s c r e v e r  
39% - 

o n d e  ( , > é a  f o r m a  b i l i n e a r  q u e  d e f i n e  a  d u a l i d a d e  e n t r e  T ~ ? : M )  e  

Tx[M1. p o r t a n t o  4 . 9 . 2  s e r á  r e e s c r i t a  na  f o r m a :  

F r e q u e n t e m e n t e  a  e q u a ç ã o  4 . 9 . 3 .  6 e s c r i t a  na f o r m a  s i m p l i f i -  

c a d a  

S e j a m  ( V , r )  o u t r a  c a r t a  em M t a l  q u e  V n U # 4). e  a s  f u n -  

ç õ e s  r e a i s  hkR , k , f ,  E n  d e f i n i d a s  em V p o r  - 

i s t o  6 ,  



Se x E U n . V  t emos  

p o r t a n t o :  

i s t o  e ,  

k  Observemos em 4.9 .6 .  que  a s  g i J  s ã o  d e  c l a s s e  C em UiIV, 

s e  e  somente  s e  a s  h Q k '  
k  

s ã o  de  c l a s s e  C em U n V .  

k  
Uma m é t r i c a  Riemanniana  é de  c l a s s e  C s e  e  somente  s e  a s  

f u n ç õ e s  g i  j s ã o  d e  c l a s s e  ck em V .  

2 
R e c i p r o c a m e n t e ,  s e  s ã o  d a d a s  n f u n ç õ e s  - 

9 i j - B j i ~  de  c l a s  - 
k  

s e  C , d e f i n i d a s  em c a d a  c a r t a  (V,q)  de  M t a i s  que 

i j 
( i )  g i j ( x l  a a .> O , onde  ai 630 a s  c o o r d e n a d a s  d e  a E 

i, jsn 
a T (M), em r e l a ç ã o  a  b a s e  (-(x) I .  p a r a  t o d o  x E U ,  a  menos x 
aq2  

que a = O . 
( i i )  valem a s  l e i s  d e  t r a n s i ç ã o  d e f i n i d a s  p o r  4 . 9 . 6 . ,  e n t ã o  a s  f u n  - 

ç õ e s  
k 

'ij 
de f inem uma m é t r i c a  Riemanniana  de  c l a s s e  C em M. 



Exemplos: 

1 )  Loca lmente  a  e n e r g i a  c i n é t i c a  em T(M1 6 uma m é t r i c a  Riemannia - 

na.  

n 
2 1  A m é t r i c a  e n c l i d i a n a  em IR . 



$ 5.1 O p rob lema b á s i c o  da  mecãnica  6 d e s c r e v e r  a  v a r i a ç ã o  com o  

tempo da c o n f i g u r a ç ã o  d e  um s i s t e m a  f f s i c o  sob  o  e f e i t o  de  f o r ç a s .  

P a r a  i s t o  assumiremos  p r i m e i r o  que  o  c o n j u n t o  d e  t o d a s  a s  c o n f i g u -  

r a ç õ e s  p o s s i v e i s  de  um s i s t e m a  f i s i c o  6 uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á  - 
v e l  M ,  i s t o  6 ,  l o c a l m e n t e  pode s e r  d e s c r i t o  p o r  p a r ã m e t r o s  d i f e r e n  - 
c i á v e i ç .  E m  s egundo  l u g a r  vamos a d m i t i r  que  c a d a  uma das  c u r v a s  

que c a r a c t e r i z a m  s e u  movimento pode s e r  d e t e r m i n a d a  a p a r t i r  do e ?  

t a d o  do s i s t e m a  em q u a l q u e r  i n s t a n t e .  O c o n j u n t o  dos  e s t a d o s  de  

um s i s t e m a  f f s i c o  s e r á  r e p r e s e n t a d o  p o r  o u t r a  v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á  

v e l  que  i n d e n t i f i c a r e m o s  ao f i b r a d o  c o t a n g e n t e  s o b r e  M .  

$ 5.2 ~ Z a s s i f i c a ~ ã o  dos vincuZos 

E m  g e r a l ,  o  número d e  c o o r d e n a d a s  n e c e s s á r i a s  p a r a  e s p e c i f i  

c a r  a  c o n f i g u r a ç ã o  de  um s i s t e m a  é i g u a l  ao  número de  g r a u s  de  l i  

b e r d a d e  do s i s t e m a ,  porém, 5 s  v e z e s ,  6 c o n v e n i e n t e  u s a r  um número 

ma io r  d e  c o o r d e n a d a s  e  r e s t r i n g i r  o s  g r a u s  d e  l i b e r d a d e  impondoque 

a s  c o o r d e n a d a s  s a t i s f a ç a m  um c e r t o  número de  condiçÕes.Em g e r a l t a l  

1 
s i t u a ç ã o  é r e p r e s e n t a d a  p o r  n coordenadas generalizadas q ,..., q n  
que s a t i s f a z e m  m ( < n )  r e l a ç õ e s  

Se i s t o  o c o r r e ,  d izemos  que  o  s i s t e m a  s e  move s u j e i t o  a  v i ?  

culos holonomos. Por  o u t r o  l a d o  o s  v f n c u l o s  também s ã o  d e s c r i t o s  

p o r  r e l a ç õ e s  



s e  t a i s  r e l a ç õ e s  podem s e r  i n t e g r a d a s  o s  v f n c u l o s  s ã o  holonomos, 

c a s o  c o n t r á r i o ,  o s  v i n c u l o s  s ã o  d i t o s  não ho2onomos. 

Em s f n t e s e ,  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  d o i s  c a s o s ,  é, em ú l t i m a  

a n á l i s e ,  que o s  v i n c u l o s  holonomos dependem a p e n a s  d a s  c o o r d e n a -  

d a s ,  e n q u a n t o  que o s  o u t r o s  envolvem v e l o c i d a d e s  em r e l a ç õ e s  não 

i n t e g r á v e i s  

$5.3 ~ ~ u a ~ õ e s  de Lagrange 

Cons ideremos  um s i s t e m a  d e  k p a r t ~ c u l a s , s u j e i t o  a  v i n c u l o s  

holonomos.  T a l  s i s t e m a  pode s e r  d e s c r i t o  p e l a  v a r i e d a d e .  d i f e r e n  

c i 6 v e l  ( i R ~ ~ , l l )  , onde  /3 é a  ú n i c a  c a r t a  ( I R 3 ~ , i d )  , a s s o c i a d a  ao 

s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s .  Po r  o u t r o  l a d o ,  t a l  s i s t e m a  

1 n 
pode s e r  d e s c r i t o  po r  n c o o r d e n a d a s  g e n e r a l i z a d a s  q , . . . , q  , o  

que  e q u i v a l e  a  f a z e r  uso  d e  uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l M  d e  d i -  

mensão n s c l a s s e  ca. Vamos a d m i t i r  que  e x i s t e  urna a p l i c a ç ã o  

p :  M +  IR^^, d i f e r e n c i á v e l ,  que muda a  d e s c r i ç ã o  d a s  c o o r d e n a d a s  

g e n e r a l i z a d a s  p a r a  a  d e s c r i ç ã o  c a r t e s i a n a .  

Usando a  l e i  d e  Newton, o  movimento do s i s t e m a  pode s e r  ca  - 
3 k  r a c t e r i z a d o  em IR . Nosso o b j e t i v o  é d e s c r e v ê - l o  em M , o b t e n d o  

3 k  p r i m e i r a m e n t e  a s  e q u a ç õ e s  d e  Lag range  em IR a  p a r t i r  da  s egunda  

l e i  d e  Newton e  p o s t e r i o r m e n t e ,  a t r a v é s  do " p u l l b a c k "  d e  cp , t r a n s  

p o r t á - l a s  p a r a  M ,  v e r i f i c a n d o  f i n a l m e n t e  que a  s u a  fo rma  i n d e p e n  

d e  d a s  c o o r d e n a d a s  l o c a i s .  



Sejam Fi e Fi , i~ -3 3k forças aplicadas e de vincu - ( V I  

i 
10s em cada uma das direções cartesianas x , i ~:3.'k, - suponhamos 

ainda que as forças de vinculo não realizam trabalho. 

Seja 

ic3k' / - 
3k a forma diferencial do trabalho em a[lR 1 e (U,qI, uma carta e m M  

i então cp*o€a(U] exprime o trabalho em termos de q . 
A segunda lei de Newton fornece 

Por simplicidade de notação escreveremos 

e portanto, 5.3. 3 se transforma em: 

Aplicando V *  a 5.3.1, e, além disso, usando o fato de que 

as forpas de vinculo não realizam trabalho 



podemos, e n t ã o ,  e s c r e v e r  

onde 

6 a  f o r ç a  g e n e r a l i z a d a  n a  d i r e ç ã o  q j ,  o b s e r v e m o s  em tempo  q u e  os  Q 
j 

n ã o  possuem n e c e s s a r i a m e n t e  a  d i m e n s ã o  f í s i c a  de  uma f o r ç a ,  embora  

3 o s  p r o d u t o s ,  Q.dq possuam d imensÓes f f s i c a s  d e  t r a b a l h o .  
3 

De 

o b t e m o s :  

e  u s a n d o  5.3.6: 



D e  5.3.4, 5.3.5 e  5.3.7 t e m o s  

3k o n d e  ' K  é a  a p l i c a ç ã o  K: T( IR  I -t I R ;  

i 
Da i n d e p e n d e n c i a  l i n e a r  d o s  dq e d e  5.3.8 o b t e m o s  

q u e  s ã o  a s  e q u a ç õ e s  d e  L a g r a n g e  p a r a  o  s i s t e m a  em M . 
3k L e m b r e m o s  q u e  a s  e q u a ç õ e s  d e  L a g r a n g e  p a r a  o  s i s t e m a  e m  IR , 

s ã o  o b t i d a s  d e  
2 

K = -  
2 



Cal ( v 1  - Fi , i€3k;F.=Fi - z +Fi 

Observando  5 .3 .2  e  5.3.10 v e r i f i c a m o s  que  a s  equações  no e s  - 
3k 

paço  e u c l i d i a n o  s ã o  t r a n s f o r m a d o s  p e l a  a p l i c a ç ã o  v * ~ L l ~ l l R  l,O(U]] 

i em u m  s i s t e m a  d a  mesma forma em r e l a ç ã o  a o s  q . 

$54 Caminhos suspensos 

S e j a m M  uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l  de  d imensão  n e  c l a s s e  

w 
C e  um caminho a: I d M ;  onde 1 6  um i n t e r v a l o  em IR. a i n d u z  na 

t u r a l m e n t e  em T(M1 uma a p l i c a ç d o  8 :  1 + T  (MI , t I+ t ~ t l ,  aaltl) 

denominada caminho suspenso. 

w 
SejamM, .N v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i á v e i s  d e  c l a s s e  C e  F: M +N, 

d i f e r e n c i ã v e l .  Se  a é um caminho emM,  e n t ã o  Foa é um caminho 

em N ,  e  a  a p l i c a ç ã o  

é o  caminho s u s p e n s o  i n d u z i d o  p o r  Foa em TlNI, é f á c i l  v e r i f i c a r  

rV 

que  F,o2 = Foa, d e s d e  que  

Foaltl , F* 
altl (aa l t 1)) 

onde 

de  a c o r d o  com a  d e f i n i ç ã o  d e  F, do c a p i t u l o  4 .  
aítl 



O d i ag rama  a b a i x o  m o s t r a  melhor  a s  r e l a ç Õ e s  e n t r e  a s  a p l i c a  

çÕes menc ionadas  a n t e r i o r m e n t e .  

1 n 1 m 
Sejam ( U , q l  = [U,q ,..., q I e  ( V , r l  = ( V , r  ,..., r I c o o r d e  - 

nadas  l o c a i s  em M e  N r e s p e c t i v a m e n t e .  

1 , . . I s ã o  a s  c o o r d e n a d a s  l o c a i s  em T[M) e  T(N1 r e s p e c t i v a m e n -  

t e ,  d e s d e  que  ¶ T(M1 4 M e  TN: T(N1 - N.  de  a c o r d o  com o  ca  M: 

p i t u l o  4 , s ão  a s  p r o j e ç õ e s  d o s  f i b r a d o s  t a n g e n t e s  sobre a s  var iedades .  

A m a t r i z  j a c o b i a n a  de  F 6 d e f i n i d a  p o r  

e n q u a n t o  a  m a t r i z  2mx2n d e f i n i d a  p o r  5 .4 .1  é a  m a t r i z  j a c o b i a n a  

de  F,. 



sendo 

Assim as equações para a transformação F, em termos de coor 

denadas são: 

enquanto que a descrição invariante é dada por: 

$ 5 No que s e  segue M, N indicarão variedades diferenciáveis de 

classe C- e dimensões m e n respectivamente; K: T[MI -*IR , uma 

I m 
funçáo de c l a s s e C w ,  [U,ql = [U,q ,..., q I uma carta e m M ,  a :I+U 

um caminho em U e w ~ h ( U 1  definida por: 

~efinição: Dizemos que a satisfaz as equações de Lagrange 

1 em relação as coordenadas q ,..., qn s e  

As relações entre as diferentes funções que aparecem em 

5.5.2 se tormam mais claras com o seguinte diagrama: 



Uma forma c w ~ Q ( U 1  6 d i t a  c o n s e r v a t i v a  s e  e x i s t e  uma f u n ç ã o  

V: U + I R ,  chamada p o t e n c i a l  t a l  q u e  w =  -dV.  Em c o o r d e n a d a s ,  i s t o  

s e  e x p r i m e  p o r :  

P o r t a n t o  

Se a s s u m i r m o s  q u e  a s  f o r ç a s ,  O U  de  modo e q u i v a l e n t e ,  q u e  

é c o n s e r v a t i v a  e n t ã o  5 . 5 . 1  s e  t r a n s f o r m a  em 

onde L 6 a  a p l i c a ç ã o  d e f i n i d a  p o r  

u s u a l m e n t e  d e n o m i n a d a  Lagrangeano  do s i s t e m a .  

5.. 5 . 3  T e o r e m a .  

S e j a m :  

OD 

i )  M" , N" , v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i á v e i s  C ; 



ii 1 F : N + M ,  uma a p l i c a ç ã o  suave .  

iii] ( U , q I  e  ( V , r I  c a r t a s  c o o r d e n a d a s  emM e  N r e s p e c t i v a m e n t e  t a i s  

que F ( V 1 C  V ;  

i v  I a :  I+V um c a m i n h o  t a l  que o  c a m i n h o  F o a  s a t i s f a z  a  equação  de 

L a g r a n g e  em r e l a ç ã o  a  K e  w d e f i n i d a s  em 5.5.1. 

~ n t ã o  o  c,aminho a em V s a t i s f a z  a  equação  de  L a g r a n g e  em r e -  
* 

l a ç ã o  a  K o F ,  e  F w . 
O d i a g r a m a  a b a i x o  m o s t r a  como se  r e l a c i o n a m  a s  f u n ç õ e s  d e f i -  

n i d a s  em 5.5.3. 

F V c N  - U C  M IR 

S e j a  M e O ( V 1 ,  e n t ã o  

o =x ~~d~~ ,onde Qi: M + I R  s ã o  a p l i c a ç õ e s  suaves .  

i sm - 



Portanto: 

onde 

Por hipótese, vale, 

IFoaI , i a m  - 

a i 
Multiplicando-se a i-ésima equação por 4 e somando-se ob- 

a rd 
temos: 

5.5.5 pode ser reescrita na forma: 



De a c o r d o  com 

o n d e  i e m  e j ~ r z ;  p o r t a n t o  5.5.6 s e  t r a n s f o r m a  f i n a l m e n t e  em 

P o r  o u t r o  l a d o  



De 5.5.11,5.5.12 e  5.5.13, c o n c l u i m o s  que  

c o r o l á r i o :  Se M e  N tem a  mesma d i m e n s ã o  e  F: VCN +UCM 

é uma a p l i c a ç ã o  b i j e t o r a ,  onde  ( V , r l  e  (U,q1 são c a r t a s  em N e  M 

r e s p e c t i v a m e n t e ,  a: I -+ V, um caminho ,  K e  w d e f i n i d a s  como em 

5.5.1, e n t ã o  o  c a m i n h o  Foa s a t i s f a z  a s  e q u a ç õ e s  de  Lagrange em r e  

l a ç ã o  a  f u n ç ã o  K e  a  f o r m a  w E P ( U )  s e  e  somen te  se  a s a t i s f a z  a  

* 
equação  d e  Lagrange com r e l a ç ã o  a  f u n ç ã o  KoF, e  a  f o r m a  F w. 

Deve ser o b s e r v a d o  q u e  no  c a s o  em que  w é uma fo rma  coyi 

s e r v a t i v a ,  a  f u n ç ã o  Lagrangeana é p o r  d e f i n i ç ã o  

L Z K - Voíi : T ( U 1  4 IR 

e  a  equação  d e  Lagrange toma a  f o r m a  



o u ,  explicitamente 



C A P f T U L O  V I  

TRANSFORMADA DE LEGENDRE 



C A P I T U L O  VI 

$63 - Formas q u a d r á t i c a s  

S e j a  U um e s p a ç o  v e t o r i a l  de  d imensão  f i n i t a . U m a  f u n ç ã o  

Q :  U  +IR , é d i t a  uma forma q u a d r á t i c a  quando:  

q u a i s q u e r  que  s e j am X E\R e  V E U .  

6 . 1 . 2  A f u n ç ã o  0: U x U + I R  d e f i n i d a  p o r  

é a  fo rma  b i l i n e a r  d e f i n i d a  em UxU a s s o c i a d a  a  Q .  

Observemos que  dada  uma fo rma  b i l i n e a r  s i m é t r i c a  d e f i n i d a  

p o s i t i v a  em U e s t a  i n d u z  uma fo rma  q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  

dada p e l a  r e l a ç ã o  

Q -  ( v 1  = @ ( v , v I ,  V €  U 
P 

E ,  r e c i p r o c a m e n t e ,  s e  Q é uma forma  q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  

0 d e f i n i d a  em 6 .1 .2  é b i l i n e a r ,  s i m é t r i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a .  

F i x a d a  uma c a r t a  (ú ' ,ql  no e s p a ç o  d a s  c o n f i g u r a ç õ e s  M ,  a  

e n e r g i a  c i n é t i c a  K: T ( U I  - + I R  é uma forma  q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  po- 

s i t i v a  em t e r m o s  d a s  v e l o c i d a d e s ,  i s t o  é, r e s t r i t a  a  c ada  f i b r a  

é uma forma  q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  em T . ( M l ,  a s s i m , l o c a l m e n  a  - 

t e  a e n e r g i a  c i n é t i c a  é uma m é t r i c a  r i e m a n n i a n a  em M .  

$62 - No f i n a l  do c a p i t u l o N  mencionamos o  p r o c e d i m e n t o  d e  t r a n s  

f o r m a r  um s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  d e  segunda  ordem em u m  



d e  p r i m e i r a  o rdem d u p l i c a n d o  o  número  d e  v a r i á v e i s .  I s t o  c o r r e s p o n  

d e  a  s e  d e s l o c a r  d o  f i b r a d o  t a n g e n t e  p a r a  o  f i b r a d o  c o t a n g e n t e , m a i ç  

p r e c i s a m e n t e ,  e s t a  mudança  6 r e a l i z a d a  p o r  uma a p l i c a ç ã o  

i n d u z i d a  p o r  uma f u n ç ã o  L d e  c l a s s e  cW em T(M1. A a p l i c a ç ã o  eL  6 

c o n h e c i d a  como t r a n s f o r m a ç ã o  d e  L e g e n d r e  p a r a  L e  l e v a  e s p a ç o s  

t a n g e n t e s  ( f i b r a s 1  em e s p a ç o s  c o t a n g e n t e s .  Em g e r a l  eL 6 d e s c r i t a  

u s a n d o - s e  c o o r d e n a d a s ,  podemos d e s c r e v ê - l a  d e  uma f o r m a  i n -  

t r f s i c a  e  e s t e  s e r 6  n o s s o  p r ó x i m o  o b j e t i v o .  I n i c i a r e m o s  com o c a s o  

d e  um e s p a ç o  t a n g e n t e  em um p o n t o ,  d e s c r e v e n d o  o s  f a t o s  a t r a v é s  d o  

s e g u i n t e  t e o r e m a .  

6 . 2 . 1  Teorema e  d e f i n i ç ã o :  

S e  W 8 um e s p a ç o  v e t o r i a l  r e a l  d e  d i m e n s ã o  f i n i t a  v i s t o  como 

uma v a r i e d a d e  d i f e r e n c i á v e l ,  e n t ã o :  

i 1  Em c a d a  p o n t o  a  E : W  o s  e s p a ç o s  t a n g e n t e s  e  c o t a n g e n t e s  s ã o  

c a n ô n i c a m e n t e  i s o m o r f o s  a W e ! ~ ? r e s ~ e c t i v a m e n t e *  

i i l  Q u a l q u e r  f u n q ã o  L :  W +  IR , d e  c l a s s e  C* d e t e r m i n a  uma a p l i c a -  

ç ã o  ,& :w + W ' d e f i n i d a  p o r  ,f?L(al = d,L, chamada  t rans forma-  

ção  de  Legendre para L . 
i l l l  E m  p a r t i c u l a r ,  s e  L é uma f o r m a  q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  

em W .  t o r n a n d o  W um e s p a ç o  p r o d u t o  i n t e r n o .  e n t ã o  ,& é o  i s c  

m o r f i s m o  n a t u r a l  q u e  i d e n t i f i c a  o  e s p a ç o  p r o d u t o  i n t e r n o  W com o  

s e u  d u a l .  

i v l  S e  e, é i n v e r s i v e l .  e n t ã o  a  i n v e r s a  (eL<' também 6 uma t r a n ?  

f o r m a ç ã o  d e  L e g e n d r e  p a r a  uma f u n ç ã o  H em  que 6 d e f i n i d a  em 



1 n t e r m o s  d a s  c o o r d e n a d a s  V , . , . V  em W  e  a s  c o o r d e n a d a s  d u a i s  

pI , .  . . ,p, em W X c o m o :  

P r o v a :  

a i 1  F i x a d o  a E W  . m o s t r a r e m o s  q u e  T o [ W l = W  e  7 (W) z w*. S e  

w E W ,  W d e t e r m i n a  um c a m i n h o  a p a s s a n d o  p o r  a e  d e f i n i d o  c o  w - 
ma: 

a [-1,1] +W;  t .+ a + t w .  w '  

A c o r r e s p o n d ê n c i a  w E W +  ( a  1 E Ta[WI f o r n e c e  o  i s o m o r f i s m o  
' a  

T a ( W  W; e n q u a n t o  q u e  o  s e u  d u a l  é o  i s o m o r f i s m o  ~ " ( ~ l z  W*.  

i i l  A a p l i c a ç ã o  e&: W+ W: a ,  d , ~  p o d e  s e r  d e s c r i t a  em c o o r d e  - 

n a d a s .  e  a  i - é s i m a  c o o r d e n a d a  d e  . e  (a1 é j u s t a m e n t e  o  v a l o r  L  

(3) = a L ( 4 )  . P o r t a n t o  podemos e s c r e v e r  q u e  p i [ e L [ a ) 1  = 
a v  a a v z  

- i a L l ( a l  ou s e  f i z e r m o s  v = 4 i 
a v "  

F r e q u e n t e m e n t e  e s t a s  e q u a ç õ e s  s ã o  e s c r i t a s  como 

i i i l  Suponhamos  a g o r a  q u e  L  6 uma f o r m a  q u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i  

v a  q u e  t o r n a W  u m  e s p a ç o  e u c l i d e a n o  e n t ã o  L  é d a d a  em t e r m o s  

do  p r o d u t o  i n t e r n o  com L ( v 1  = [ v , v l .  



2  6 . 2 . 3  L o a  (tl = ('a+tw,a+twl = ( a , a i  + t ( a , w l  + t í w , w l .  
W 

Der ivando  6 . 2 . 3  em t = O obtemos 

ou s e j a .  a  menos do f a t o r  2 ,  daL 6 a  forma l i n e a r  em W dada p e l a  

f u n ç ã o  ( a .  I :  W +  W: w r Ia,wl .  E s t a  c o r r e s p o n d ê n c i a  a  d  L 8 
a  

j u s t a m e n t e  o  i s o m o r f i s m o  c a n õ n i c o  a *  ( a ,  I .  que i d e n t i f i c a  o  e s  - 
paço p r o d u t o  i n t e r n o  com o  s e u  d u a l .  

i v l  1, é ( l o c a l m e n t e 1  i n v e r s f v e l  s e  e  somente  s e  O d e t e r m i n a n t e  

da m a t r i z  j a c o b i a n a  [a::lvj] . , é d i f e r e n t e  de  z e r o .  

Quando A!?; 6 i n v e r s i v e l  a  equação  

6 . 2 . 4  H = z ( v i o , ( ? E ' )  pi - ~ o d ~ '  

i € 2  
d e f i n e  uma f u n ç ã o  s u a v e  H em W? A p a r t i r  d e s t a  f o r m u l a  podemos 

* 
c a l c u l a r  a  t r a n s f o r m a ç ã o  de  Legendre  e H :  W +  W, w* d c u j a  

w* H ,  

d e s c r i ç ã o  em c o o r d e n a d a s  é dada  p e l a s  e q u a ç õ e s  

Usando a s  r e g r a s  de  d e r i v a ç ã o  em 6 . 2 . 4  e  o s  s e g u i n t e s  f a to s :  

i i a i 
i ]  V o j i 1 = V  donde - ( v i o ! ~ ' )  =L a~ j  a~ 

a avi avi i i i  - ( L O  e-'] = %(e-')  - = pi , 
ap i ~ n  av L a p j  

3 



o b t e m o s  

De 6 . 2 . 5  e  6 . 2 . 6  c o n c l u e - s e  q u e  V o i i e H O e ,  = v , l o g o  

e = e i'. A f o r m u l a  d e  H p o d e  s e r  e s t a b e l e c i d a  d e  f o r m a  i n v a r i a ?  H 

t e .  s e  y E w Y e n t ã o  

o n d e  <., > r e p r e s e n t a  a  f o r m a  b i l i n e a r  q u e  d e f i n e  a  d u a l i d a d e  e n -  

t r e ~  e  w*. 

A n o t a ç ã o  d e s t e  t e o r e m a  f o i  e s c o l h i d a  d e  t a l  f o r m a  a  t o r n a r  

n a t u r a l  a  e x t e n s ã o  d e  u m  e s p a ç o  t a n g e n t e  p a r a  o  f i b r a d o  t a n g e n t e  

d e  q u a l q u e r  v a r i e d a d e  M ,  

S e j a  uma f u n ç ã o  L: T(M1 + I R  d e  c l a s s e  C- e  i d e n t i f i q u e m o s  

Tu(Ta(MII e  T " ( T  (Ml )  com T IM1 e  ~ 4 . ~ 1  r e s p e c t i v a m e n t e .  A f u n ç ã o  L d $  
a a 

t e r m i n a .  p o r  r e s t r i ç ã o  a  c a d a  e s p a ç o  t a n g e n t e ,  uma f u n ç ã o  L/ em 
T ' b l  

T,(M). D e f i n i m o s  e n t ã o  a  f u n ç ã o  d e  c l a s s e  C-. a 

E s t a  a p l i c a ç ã o  f r e q u e n t e m e n t e  6 chamada  d e r i v a d a  a o  l o n g o  

d e  uma f i b r a  p o r q u e  6 o b t i d a  t o m a n d o - s e  a  d i f e r e n c i a l  d a  r e s t r i ç ã o  

d e  L em c a d a  f i b r a .  E f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  o  d i a g r a m a  a b a i x o  comu- 

t a :  



A d e s c r i ç ã o  em c o o r d e n a d a s  d a  t r a n s f o r m a ç ã o  d e  L e g e n d r e  é 

d a d a  p e l a s  e q u a ç õ e s  

1 n  
o n d e  Lq , . . . . q  , p  , . . . , p  1 s ã o  a s  f u n ç ' ó e s  c o o r d e n a d a s  em ~ 7 ~ 1 .  

1 n  

E m  d i n â m i c a  d a s  p a r t í c u l a s ,  a  t r a n s f o r m a ç ã o  d e  L e g e n d r e  em 

q u e  e s t a r e m o s  i n t e r e s s a d o s  6 a  i n d u z i d a  p e l o  L a g r a n g e a n o .  A menos 

d e  uma c o n s t a n t e  o  L a g r a n g e a n o  r e s t r i t o  a  c a d a  f i b r a  é uma f o r m a  

q u a d r á t i c a  n a s  v e l o c i d a d e s .  N e s t e  c a s o  é i n v e r s í v e l  e  a  s u a  i n -  L 

v e r s a  !,H provem d e  uma f u n ç ã o  H: T'IM) + IR d e n o m i n a d a  HamiZto  - 
n i a n o .  Quando L 6 o  L a g r a n g e a n o  podemos  i n t e r p r e t a r  a s  c o o r d e n a -  

i i d a s  pi  q u e  f o r a m  i n t r o d u z i d a s  como a s  c o q r d e n a d a s  d u a i s  d e  v =?j , 
como a  i - é s i m a  c o m p o n e n t e  d o  momentum; p o r  e s t a  r a z ã o  P 1 3 - * ~ P n  

s ã o  c h a m a d a s  c o o r d e n a d a s  d o  momentum, 

Ve jamos  com m a i s  d e t a l h e  como podemos r e e s c r e v e r  a s  e q u a  - 

çÕes  6 . 2 . 7  no c a s o  em q u e  L é o  L a g r a n g e a n o  d e  um s i s t e m a  d i n â m i c o .  

L = K - v o m  

o n d e  K e  V o ¶  s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  a  e n e r g i a  c i n é t i c a  e  e n e r g i a  po-  

1 t e n c i a l  e x p r e s s a s  como f u n ç ã o  em T ( M ) .  S e j a m  [ q  ,,.., n  , I  s , q  , * * * , 45  
c o o r d e n a d a s  l o c a i s  em T ( M ) .  Suponhamos  q u e  a m é t r i c a  r i e m a n i a n a  

( l o c a l 1  é d a d a  p o r  

icg jêg 
o n d e  o  L a g r a n g e a n o  L é d e f i n i d o  p o r  



i c ~  j c n  

e  podemos r e e s c r e v e r  6 . 2 . 7  d a  s e g u i n t e  f o r m a  

o  H a m i l t o n i a n o ,  em t e r m o s  d e  c o o r d e n a d a s  l o c a i s  é e s c r i t o  como: 

i o n d e  o s  4 s ã o  f u n ç õ e s  d o s  q t s  e  p's v i a  e-' L 

A e q u a ç ã o  6 . 2 . 9  pode  s e r  e s c r i t a  como: 

~ l é m  d i s t o ,  p o r  6 . 2 . 9  



E m  r e s u m o :  

O H a m i l t o n i a n o ,  e x t e n d i d o  a o  f i b r a d o  c o t a n g e n t e  pode  

r e e s c r i t o  numa f o r m a  i n v a r i a n t e  como s e  s e g u e :  

s e r  

o n d e  ( a , y  1 E T a ( M 1  e  < . ) a 6 a  f o r m a  b i l i n e a r  n ã o  d e g e n e r a d a  que 

d e f i n e  a  d u a l i d a d e  e n t r e  e  T' (M1.  
a. 

$63 - lTquaçÕes de H a m i l t o n  

N e s t e  ~ a r á g r a f o  vamos m o s t r a r  o  u s o  d a  t r a n s f o r m a ç ã o  d e  Le- 

g e n d r e  n a s  t r a j e t ó r i a s  d e  u m  s i s t e m a  d i n â m i c o .  T a i s  t r a j e t ó r i a s  são 

o s  c a m i n h o s  a: I R + M  , no e s p a ç o  d a s  c o n f i g u r a ç õ e s  q u e  s a t i s f a z e m  

a s  e q u a ç õ e s  d e  L a g r a n g e .  Lembramos q u e  t a i s  t r a j e t ó r i a s  podem s e r  

- 
" l e v a n t a d a s "  p a r a  o  f i b r a d o  t a n g e n t e  a t r a v é s  do  c a m i n h o  s u s p e n s o  a 

L, 

i n d u z i d o  p o r  a .  As c o m p o s i ç Õ e s  o = a s e r ã o  a s  t r a j e t ó r i a s  em 

T*(NII d o  s i s t e m a  f f s i c o .  s o l u ç ã o  do  s i s t e m a  

o b t i d o  a  p a r t i r  d e  6 . 2 . 1 0 ,  6 . 2 . 1 1  e  d a  e q u a ç ã o  d e  L a g r a n g e  



E s t a s  2n e q u a ç õ e s  são  a s  e q u a ç õ e s  d e  H a m i l t o n .  E l a s  d e s c r e -  

vem a s  t r a j e t ó r i a s  d o  s i s t e m a  d i n â m i c o  no  e s p a ç o  d a s  f a s e s  a t r a -  

v é s  d e  um s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  d e  primeira o rdem.  

Lembramos q u e  o  e s p a ç o  d a s  f a s e s  d a  m e c â n i c a  é o  c o n j u n t o  dos 

par 'es o r d e n a d o s  [ a , a l ,  o n d e  a d á  a p o s i ç ã o  no  i n s t a n t e  t d e  uma 

p a r t i c u l a  e  a a  r e s p e c t i v a  v e l o c i d a d e .  
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