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RESUMO

Nesta tese esth explicado - brevemente - o que é e para que
serve a adaptagéo de uma planta a um modelo (APM). Apbs a
apresentagéo de alguns métodos'existentes” foi desenvolvido
um ponto de vista diferente. Este novo método mostra como
encontrar condigGes - necessarias e suficientes - para a
existéneia de uma sdlugéo que consiste de trés.ponﬁos princi-
pilais: 1) Pazer a matriz de transferéncia da planta igual 3
de um modelo dado usando um controlador pars a planta que tem
como entradas os estados da planta e do modelo, e a entrada
para o modelé, 2) para entradas idénticas, "zerar" o erro
entre as saldas da planta e do modelo, resultante das condi-

coes inicials, seja do modelo, seja da planta, e, finalmente,

3) estabilizar internamente a planta.

Para eliminar o mais rhpido possivel, sobretudo sem muito
cdlculo, os pares planta-modelo, que ndo dardoc uma solugéo,
a, eondigéo para 1) fol expressa em termos de singularidades
(polos e zeros), gque em alguns casos especiais pode também

fornecer uma afirmacéo para a existéncia de uma solugdo.

Com um exemplo ilustrativo foli mostrado come os resulta-

dos tebricos se aplicam na solugdo de um problema prético.
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ABSTRACT

In this thesis is explained - briefly - what is and what
for serves the adaptation of a plant to a model (APM). After
the representation of some existing methods a different view-
point was developed. This new method shows how to find condi-
tions - necessary and sufficient - for the existence of a
solution, which consists of three main points: 1) Making the
transfer matrix of the plant equal to the one of a given model,
"using a controller for the plant which has as inputs the states
of the plant and the model, and the model-input, 2) for identi-
cal inputs, "zeroing® the error - which results from the inicial
conditions of the plant or model - between the outputs of the
plant and the model, and, finally, 3) internally stabilizing
of the plant.

To eliminate the pairs plant-model, which don't give a solu~
tion, as fast as possible -~ and without a lot of calculation -,
the condition 1) was expressed in terms 6f singularities
(poles and zeros), which in some special cases can also be

an affirmation for the existence of a solution.

With an illustrative example was shown how the theoretical
results can be applied in finding a solution to a practical

problemn.
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Capitulo 1): GERAL

1.0): IN&ERO:DUgEo

Esta tese investiga a solucdo - e condigbes para a existéncia
de uma solugéo ~ do problema de adaptagéo de uma planta a um
modelo ( APM ) .

Mas vamos antes explicar brevemente o que & APM.

Inicialmente existe sb uma planta e a ela foi aplicado um
ginal. A planta foi adaptada de uma maneira ftal que o erro
entre a saida e o sinal aplicado & nulo. Isto & o chamado
servomecanismo,

Mas com a evoluqéo tecnolbgica foi necessairio aplicar mais e
mais sinais, as vezes bem sofisticados -, e se, por exemplo,
as plantas forem muite grandes, torna-se dificil fazer ensaios
para conhecer o comportamento da planta.

Neste momento entra a seguinte idéia: esta variedade de sinais
deve ser gerada por um sistema; entdo, por que ndo construir
um sistema que produza os sinais que queremos e fazer a planta
- seguir o‘comportamento deste modelo?

Assim sendo, construimos um modelo, que pode ser testado como
queremos, modificado, etc., e tentarmos simplesmente adaptar
a planta e este modelo.

Um outro ponto deve ser mencionado agui: Quais sf8o as aplica-
qSes de um: APM, como e onde o APM pode ser utilizado?

Vamos expor s8b6 alguns exemplos, mas isto ndo quer dizer que

seja tudo; certamente existem muito mais aplicagaes, mas para
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dar uma idéia geral, os nossos exemplos serao suficientes.
Temos, por exemplo, um padrdo - uma chapa pequena com uma
forma muito irregular - e vamos construir um pequeno sistema,
que tem um apontador que segue exatamente as formas desta
chapa. Com a utilizagéo de sistemas -elétricos, pneumaticos,
hidratlicos ou mecanicos vamos transmitir o movimento deste
pequeno modelo 4 grande migquina que corta, p.e. com: um maca-
rico uma chapa de ferro 20 vezes maior que a chapa-modelo,

Um outro exemplo seria um veicule lunar. Como & certamente
dificil mandar sinais para a lua e esperar a reagéo (retafdo
dos sinais devido & distancia), serid melhor construir um modelo,
que neste caso pode ser até igual a planta, e operar o modelo
como desejarmos. Este modelo manda todas as informagGes a
planta - o veiculo na lua -, e esta segue exatamente o compor-
tamento do modelo - o velculo aqui na terra.

Com este exemplo chegamos ao ponto que justifiea é utilizaqgo
do APM nos casos onde a planta esth fora do alcance, ou numa
escala muito grande para fazer experiencias, Neste caso pode-
~-8e,p.e., construir um modelo num computador, onde pode ser
testado, e depois basta fazer a planta seguir este modelo.

Um Gltimo exemplo, bem desenvolvido, & o sistema de um servo-
manipulador. Isto & um sistema que consiste de um par de
“bragos artificiais" que esth situado numa sala de controle,

e um outro par - semelhante - que estd situado dentro, p.e.,
de um acelerador de protons. Isto significa que a planta esth
dentro de uma Area altamente contaminada e muito perigosa

para o homem. Neste caso queremos que a planta siga exatamente
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os movimentos que fazemos na central (o que & necessirio por-
que o equipamento dentro de um acelerador de protons é muito
sofisticado e sensivel).

Esperamos que estes exemplos possam dar uma idéia geral do
APM e vamos agora tratar da teoria do APM.

Como jé& foi‘ditb, queremos eondigGes para a existéncia de uma
soluqéo para o APM. Mais precisamente, isto quer dizer que
foram procuradas condigSes ~ necessArias e suficientes - para
que o '"erro" entre o modelo e a planta seja zero, com a utili-
zaqﬁo de todas as informagﬁes possiveis que pudermos obte: do
modelo (entradas, estados). E, quando poésivel, exprimir estas
condicdes em termos de singularidades (polos e zeros).

Sabemos que o problema de adaptagéo de uma planta a um modelo
(APM) tem sido estudédo h&4 16 anos pelo menos [4]. Resultados
preliminares, em termos de matriz de transferénecia, foram
apresentados por Kavanagh [4]; outros resultados, utilizande
métodos diferentes, foram encontrados por Parks [3] - utili-
zando o segundo métode de Liapunov; por Tyler [ﬁ], que fez
uma sintese do problema por controle 6timo; e Winsor & Roy

Bﬂ , que utilizaram também controle b6timo para seu projeto de
" um "de-sensitized model-following controel system"

Mas a primeira formulagéo real, chamada "exact model matching",
foi dada por Wolovich [6], que utilizou, para encontrar uma
solu%éo, um conjunto de "feedback invariants" e uma transfor-
magéo de coordenadas (que & derivada da matriz de controla-
bilidade), dependendo ainda de existir ou nao solugéo para um

conjunto de equagﬁes de matrizes polinomiais.



Um método que utiliza essencialmente as mesmas idéias que
Wolovich [ﬁ], foi apresentado por Wang & Desoer {7]; eles
transformaram o problema para resolver um conjunto de equa~
gSes lineares e algébricas.

Um método diferente foi apresentado por Moore & Silverman [S],
que utilizaram um algoritmo estrutural para resolver o pro-
blema. Eles néo necessitaram de uma transformagéo de coorde-
nadas e a existéncia de uma solugéo foi testada sequencial-
mente.

Um método completamente diferente & o de Morse ‘ﬁ], que
utilizou uma conceituacéo geométrica [5] para"a formulacéo do
problema e também para a condigéo de existir ouw n&o uma solu-
gdo.

Nesta tese também foi utilizada uma conceituaqéo geométrica,
mas a formulaqéo é diferente, visando a aplicagéo de resultados
de Bhattacharyya [13] [14] [15], Pearson [14] [15] [16] e Wonham
ﬁ4][ﬁ6][221. E sobretudo, as condigSes encontradas no dominio
geométrico - necesshrias e suficientes - foram, quando possivel,
expressas em termos de singularidades (polos e zeros).

No capitulo 2) vamos apresentar - de uma maneira hreve - asg
investigaqées de Woloviech [6] e Moore & Silverman [8], porque
achamos que estes foram os primeiros passos significantes para
o APM.

No capitulo 3) serh explicado o método de morse [5], que
serviréd como ligagéc 4 nossa formulagéo.

Finalmente, no capitulo 4), seri explicado o nosso ponto de

vista do problema. Este capitulo mostra a formulagﬁo do
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problema, seguida das solugbes para as trés questodes:
"zerar' a matriz de transferéncia, "zerar" o erro resultante
das condigées iniciais e a estabilidade interna da planta.
Também serd apresentado um exemplo ilustrativo e encerramos
o capitulo com algumas conclusdes.

No capltulo 5) vamos discutir as questoes que ficam a4 ser

regolvidas e a utilidade dos resultados obtidos.



1.1) NOTAQKO

%,% Espagos vetorials reais

X, ¥ A Elementos destes espacos

0 Espago nule, vetor nulo

dim(j) Dimensao de um espaco vetorial real

A, B Matrizes ou mapeamentos lineares (definido sobre

0s reais)

A', B! Transpostas destas matrizes

M:&h— 9 Mapeamento do espaco R para o espaco S
JTc f 0 espaco T & um subespaqo de #

MY Mapeamento restrito J — ¥ (somente se

TJch e M:R—Y)

Im(M) Imagem de M

KerM Kernel (ou espago nulo) de M , as veges também
expresso por W' (M)

Se n3o meﬁeionado diferentemente o sistema linear, fixo e

dindmico seré expresso como segue:

x(t) = A x(t) + B u(%)

y(t) = C x(%)

com os mapeamentos associados:
A:r¥ - ¥ onde dim(¥) = n

B:U — & onde dim(U)

]
B

0
o]

C:%'*+H onde dim(ﬂ)
0 espago controlével do par (4,B) , anotado por (A[#) ,

é dado por:
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(AIB) = (b + 4B+ ... + A"

B)

A Lambda ... conjunto de nlmeros.
A & simétrico se todos os elementos compiexos
de / aparecem em pares conjugados.
| & esthvel se todos os elementos tem parte
real negativa.

GEA] Sigma ... espectro de A = conjunto simétrico
de n raizes do polindmio earactéristico da
matrié A , as vezes expresso por 6€(A) .

-se U e U s80 invariantes em A e U c VU | entdo
Al(U/U) indica o mapeamento induzido no espaco

quociente U/U por A .

Dois espagos s&o chamados independentes se a intersecéo (n)

deles & zero.

A soma de dois espagos (+) & o espago gerado pela
uniao (U) das bases respectivas.
—~ A soma direita (@) & a soma de dois espacos independentes.
KerC c ¥ 0 espago nulo de C & um sﬁbespago de ¥
- Um subespago Vc¥ & chamado um subespa%o invariante
em (A,B) se U & (A + BP) - invariante para
algum T : {(A + BF)U ¢ U para algum F};
p.e.: se a classe ¥ (V) = {F:(A + EF)U’C?7¥ é
nao vazia.
F(VU) # 4 se, e somente se, Avc’v+%hﬂ.
J(A,BiKerC) Subespaco invariante em (A,B) que & contido
no espago nulo de C

f(A,Bs;KerC) Subespaco controlével de (A,B) que & contido



no KerC

* & max.?(A,BjKerC) = A* sdo os elemen—

max.J(A,B;KerC) = U
tos méximos nestas classes de subespagos, respec-—
tivamente.

f* pode também ser expresso por
(o +BF | B NV*).
- se U < J(A,B;KerC) , entdo %(4,B;V) exprime a classe

dos mapeamentos F:¥—-U tal que (A + BR)UCV.

As demais notaqus serdo introduzidas quando se figer

necessério.
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Capitulo 2): TRATAMENTO CLASSICO DO PROBLEMA DE ADAPTAQKO DE

UMA PLANTA A UM MODELO.

2.1) INTRODUQKO

Como j& foi dito no capitulo 1) sabemos que o APM tem sido
estudado desde h& muitos anos [ﬂ-—&ﬂ. Seria demasiada a
explicagﬁo e apresentagéo de todos os métodos j& utilizados.
Mas como muitas destas investigacoes - sobretudo as mais
antigas - jA foram mencionadas e utilizadas em outros traba-
lhos, achamos que serlia bastante apresentar sb dois métodos

distintos para dar uma visao geral do APM.
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2.2) METODO DE WOLOVICH [6].

O_problema

Seja um sistema linear, fixo e dindmico descrito por:

() = A x(t) + B u(t) (2.2.1a)

y(t) = € x(t) + D u(t) (2.2.198)
onde =x(t) & o vetor dos estados, y(t) o vetor da salda e
u(t) o vetor da entrada. A, B{ C, D s8o0 matrizes reais
com as dimensbes (n xn), (pnxm), (pxn) e (pxm)
respectivamente, onde B tem posto 1ns;i1.
Temos uma lei de controle

u(t) = F x(t) + G w(t) (2.2.2)
onde w(t) & a chamada "entrada externa"™ e F, G 830
matrizes constantes com as dimensdes (mx n) e (mx m)
respectivamente, com a restri§§o que G seja nfo-singular.
Aplicando esta lei de controle em (2.2.1a/b) temos a descri-

Qéo da malha fechada:

(A + BF) x(t) + B&G w(t) (2.2.3a)
(C + DP) x(t) + DG w(t) (2.2.3Db)

x(%)
y(%)

]

]

Wolovich [6] formulou o APM como segue:

"Existe um par de realimentagéo (F,G) tal que a matriz

de transferéncia da malha fechada

(¢ + DP)(sI - A - BF)~ '8¢ + DG

é identica a matriz de transferéncia Tm(s) de um

modelo? " (2.2.4)
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® caso escalar

Pars o caso escalar foil utilizada uma traﬂsformagéo de

coordenadas

do par (A,B

Q , derivada da matriz de controlabilidade

) para transformar a matriz

candnica companheira:

QAQ™ ' = A

—_ ®
.-
o 0 (¢} & s o

""é "é; -éz _é-B LI

.

n-1

A

em uma forma

(2.2.5)

A forms candnica fica a mesma depois da aplicacao da lei de

controle e & um fator bem conhecido, que - sob a hipbtese de

que (A,B)

& controlével - cada polo pode ser escolhido

arbitrariamente. Sabendo que a funcdo de transferéncia n&o

muda depois uma transformagﬁo de coordenadas, podembs expri-

A A AR A
mir T, g(s) por (& + df)(sI - A - bf)—1bg + dg , onde
b

A

b=Qb , @&

= CQ_1 e f = fQ_1 .

Ent@o vamos considerar a funcio de transferéncia, que é:

Tf,g(s)

il

(¢ + af)(sI - & - b)) Tbg + ag

.(c + df)(sI - A - bf)-1bg + dg

1—1

1

. A A A A n_ n
w (c1 +da ) + ... (cn + dan_1) 8 + 4 s
1/78[(5, - £,) (a £ ) st 4 o7
g Ie} 1 + L3 + an_1 - n s -+
r(s) ) .
— e (2.2.6)
pf,g(s)
830 os termos no vetor ¢ e f, o8 no vetor
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e introduzindo
St'(s) = [1, Sy eee, sn—1]

b, =[-8, -84, ..., 1]

podemos escrever
Tp g (8) = z(s) [pf ()]
= [as™ + (& - b )s(s)] E/g (s™) = 1/ (&, + fQ—1)S(S)] -
(2.2.7)

Vemos entdo que todos os polos podem ser escolhidos arbitra-
riamente - sob a hipbtese que (4,B) & controlhvel. Mas, o
numerador ndo pode ser influenciado e, em principio, a ordem
do sistema permanece a mesma. A excegéo ocorre sé se houver

um cancelamento entre polos e zeros.

0 caso multivaribvel

Vejamos agora o caso multivaribvel. Também aqui foi utilizada
uma transforma%éo de coordenadas Q , derivada da matriz de
controlabilidade K (ver exemplo ou.[ﬁ,p.389]) ou mais
exatamente de uma matriz "lexicografica" I, :

- [b*,Ab1,...,Amq_1bw;bb,...§...;bm,...,A“"—1bm] (2.2.8)
que & formada das primeiras n colunas independentes de K ,
arranjadas convenientemente., Calculamos dk = 2261 para

i=1

k=1,2,...m e aplicamos a transformaqéo de coordenadas Q

ao sistema. Entdo obtemos: A = [Aij] onde (2.2.9)
[ o 1 0 4e. O 0 ]
o} 1 ... 0 o}
Ajy = :
[&xq] o 0 0 vuo. © 1
S ; 4 ; ..o & ; A
ay,0;_q+17 %4 ,a,_,+2} a;,4;_,% a,,a,




o
[ o]
Ai5= |
[as5] |,
édi,dj_
Ainda B
~O
1 b
oo -
o] =
1
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. 0 ¢ é

Aplicando a lei de controle, teremos:

T G(s) = (6 + Dﬁ)(sl— A - ﬁﬁ)_1§G +
’

Introduzindo agora as definicdes:

s¥ = diag. [ssv"]

mxm

A :
A.m= ca
[mxn] d = linha
d,= linha
B = :
m .
[ xm] d 2 1inha

e ainda a definigéo

a3§ linha de

1’ 0oo’m

A7
A

>

>

&

B

> pme matriz

S(g):

U,-"‘"

d1’dm

T o>

2 m

-_— e

DG

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)
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1
8
s“ -1 o
1
S(s) = :
["me gf2=1 4
1
| s“”_dj (2.2.16)

podemos eserever - utilizando o chamado "Teorema Estrutural®
de Wolovich & Falb [24]
A A L3 A A § _1 A )
- : &l _ - .
o(8) = (C + DF)S(s){[s ] - (8 + BF)S(s)] B0 + D0

(2.2.17)
ouw, desehvolvendo, obtemos:
F G(S) = R(s) P -1(8) onde“
R(s) = { 1[% ] + (C - DB, 1Am)S(s)} e
Pp ol8) = G B {[sf’] (s:Am+3§mFQ‘1)S(s)} (2.2.18)

Vemos ent#o, que R(s) & invariante sob (¥,G) , como x(s)

no caso escalar. Vemos ainda que en PF G(s)“ o termo de mais
A v ,
alto grau em 8 em cada coluna & s% ; e os coeficientes de

67

8 em cada coluna de BF G(s) 880 iguais aos elementos da

matriz G 1B -1

, que & ndo-singular e que pode ser definida -
arbitrariamente - por intermédio de G .

A ndo-singularidade da matriz B (m x m) ,vconstituida dos
coeficientes dos termos de mais alto grau em 8 , em cada co-
luna deruma matriz polinomial, (como p.e. Pf’g(s)) sers re-

ferida como a condiggo para que esta matriz seja coluna prbd-
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pria. bai: P?,G(S) é coluna propria.
Ainda notamos que os termos de menor grau em S podem ser
fixados arbitrériamente por meio de F .
Como ndo podem ser definidos outros invariantes independentes,
é clarb que, 0S8 invariantes notados sdo suficientes para a
caracterizaqéo da classe (F,G) e podemos concluir que esta
classe & representada por:
i) R(s), que & invariante;
ii) os inteiros 5& , convenientemente postos em ordem; e,
iii) o fato que PF’G(S) é coluna proépria. (2.2.19)
Obs.: R(s) e 6 nao sfo Gnicos, mas, uma vez fixada a trans-—

formaggo Q , eles serao especificos.

Solugéo do_ APM

- Para resolver agora o APM, sabemos que qualquer matriz (poli-
nomial) de transferéncia Tm(s) pode sefvfatorada:

T (8) = R (s) B " '(s) (2.2.20)
onde Rm(s) e Pm(s) sdo primos entre s8i, (o que & equiva-
lente a dizer que o maior divisor comum 3 direita & Im )
Podemos entao escrever:

Ta(8) = I\‘f(s)[L\(S)Im]'1
onde N(s) & uma matriz polinomial e A(s) o menor denomina-
dor comum a todos o8 termos de Tm(s) .

Sabemos que uma matriz unimodular é qualquer matriz polinomial
cujo determinante & um escalar nfo-nulo (independente de s ).
Ent8o, fatorando qualquer matriz nfo-unimodular G(s) , que

depois funcionari como maior divisor & direita de N(s) e
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A(S)Im , podemos diger:

1,

Rm(s) = N(s) ¢” '(s) : - (2.2.21a)

= -1 ¢
P (8) =4,(s)I & '(8) (2.2.21Dp)
Depoisg destas definiqSés segue o resultado de Wolovich

B&,p.39o], que diz:

"Seja o sistema (2.2.1a/b), completamente controlével, e

B com posto completo, m<<n ,

e Tm(s) = Rm(s) Pm—1(s), uma matriz de transferéncia, onde

Bm(s) e Pmﬁs) séo primos entre si.

Entdo existe um par (F,G) , com G ndo-singular, para

satisfazer:
o o(8) = (C + DP)(sI - & - BP) '8¢ + DG =
- ’
_ R(s) P (s =
= R(8) Pp _(8) =
. -1, '
=R.(8) BT (s) =

se, e somente se,

para alguma matriz polinomial (ndo-singular), H(s) , as

condiqﬁes seguintes serdo satisfeitas:

i) Rm(s) & um divisor & esquerda de R(s) - p.e.

R(s) = R (s) H(s),

ii) os 67 (postos em ordem) de Pm(s) H(s) sao idé&nticos

aos de PF’G(S), e

iii)_?m(s} H(s) & coluna prbdpria.

Como a prova da suficiencia deste teorema é construtiva ,

vamos repeti-la por conveniencia:
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Fatorizando um H(s) apropriado (utilizando (2.2.22) e i)):
: -1 ; -1

R(S)PF,G (8) = Rm(s)H(s)[?m(s)H(s)] (2.2.23)

Donde, utilizando sb6 o denominador, segue que:
_ P B &Y (4 " e R
Pm(s)H(s) = PF’G(S) =G B {(s ) (Am + BmFQ )S(s)}
(2.2.24)

onde s6 G e F ndo sao conhecidos.

A
De iii) segue que a matriz G_1Bm_1

= E & nao-singular.
Com a hipbtese de que G & ndo-singular, encontramos
A

. -1

G = (EBm) .
0 F correspondente pode ser encontrado se primeiro

. — [
pré-multiplicarmos (2.2.24) com E 1. BmG' ¢ depois subtrair-
& . }

mos de ambos lados {[é‘] ~ A S(s)( .
Entao,

A F [ A _1

B, 6P (s)H(s) - | [s%] - A _5(s)} = -B_Pa 's(s) (2.2.25)

A A AT

donde BmF (e ainda F, e P = FQ) pode ser facilmente deter-
minado (este passo depende de ii) para obter a subtraqéo

completa dos termos s€ ),

A prova da necessidade tem uma passagem que & importante para
se saber como encontrar a matriz H(s) e por isto vamos
apresentar ésta prova.

Se (2.2.22) & satisfeita, entao

~Rm(s)Pm_1(s)PF’G(s) =

Ry(8)P, ()P o(s) [P ()] 7 (2.2.26)

onde Pm+(s) e le(s)l 880 a matriz adjunta e o determinan-

i}

R(s)

te de Pm(s) respectivamente.
Como R (s) e P_(s) sgo primos entre si, segue que:
(2.2.27)

M1(S)Rm(s) + Mz(s)Pm(s) = I,



18

onde M1(S) e M,(s) s50 um par particular de matrizes poli-
nomiais.
Agora multiplicando ambos os lados de (2.2.27) por
+ -
P (S)PF’G(S) , chegamos a: _
~ + + _
M1(S)Rm(s)Pm (S)PF,G(S) + MZ(S)Pm(s)Pm (S)PF,G(S) =

= Pm‘“(’s)PF’G(s) : (2.2.28)

De (2.2.26) vemos que le(s)l deve dividir R(S)Pm+(s)P?’G(s)
porque R(s) & uma matriz polinomial.
Também, como\‘Pm(s)Pm+(s) = ]Pm(s)llm segue de (2.2.28) que
le(s)! deve dividir Pm+(S)PF,G(S) .
Entao, Pm—1(S)PFrG(S) & ume, matriz polinomial nao-singular
( = H(s) ), donde:

Pp g(s) = By(s)H(s) : (2.2.29)
e de (2.2.26) temos

R(s) = Rm(s)H(s) (2.2.3%0)
Entdo (2.2.29) e (2.2.30) satisfazem as trés condigdes do
teorema, completando a prova, |
Uma Gltima observacdo: O teorema sb pode ser utilizado se
a) o sistema & transformado numa forma "candnica';
b) Tm(s) & fatorada em Rm(s)Pm—1(s) e ‘estes sdo primos

entre si; e
e) um H(s) apropriado & encontrado (que deve ser escolhido

"egtdvel", porque os polos da malha fechada do sistema 880

iguais aos zeros de Pm(s) e H(s) (ver(2.2.29)).

Para ilustrar a aplicagao do método de Wolovich [ﬁ] vamos de-

genvolver um exemplo.
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~Sejam as matrizes A , B, C e D dadas:

-4 -1 =3 1 1
A = % 1 1 B = -1 o
5 1 3 -1 -1
L - - ~
4 -1 4] [ o o]
C = o o o b= o 1

e temos ainda

1
— [¢]
1 (s) =| %
' =8 _ 1
7s+3

Tomando a matriz de controlabilidade, com as colunag postas

em ordem conveniente, encontramos I = (b1 Aby; b2)

1 o 1
L = -1 1 e]
-1 1 -1

donde 6, =2 e €é = 1.

k
Calculando dk = ) Gi s k=1,2,..,m obtemos d{ =2 e
1

=

d2 = 3 .

1

Formando agora I~ ' , e depois Q' , tal que

, . -1
Q' = (11' Al,’ 12') onde 1, = di§ linha de I~ ' encontra-

mos a matriz de transformagéo:

1 5] 1
Q = 1 6] o]
o] 17 -1

Aplicando esta transformacdo de coordenades, podemos escrever:

“ o 11 o , o o
A=qaQ”t = | -4 oo B=QB=|1 1
- Q;:Q 01
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A » [3 15-1}
¢ =¢Q = o} o? o}

e encontrar

|8 o
8% = diag.[sg7] = |
f o s
A -4 (8] -1—
Ay = -2 0 o
1 1 o
Bh = | o 1-_ gue € nao-singular;
e
1
S(s8) = |8
' o 1
. -1
De (2.2.18).“ EF{Q(S) = E(S)P?’G(?) , onde
R(s) = {oB, ™" [s°] + (¢ - pB, "4 )S(s)] e

pp o(o) = [¢718, 7 [(s) - (&, + BEQT)s()]]

R(s) pode ser facilmente calculado.

g+% =1
2 s

R(s) =

: s - -1
Agora vamos fatorar Tm(s) = Rm(s)Pm (8)

-

E A
F 1 5+3 (¢]
:—"S 1_ | o 1

Da formula R(s) = Rm(s)H(s) oo condi%éo i) do teorema,

encontramos a matriz ndo-singular H(s):

8+3 . -1
H(s) = 5243542 o
Para nao modificar Tm(s) é necesshrio também multiplicar

P,(s) por H(s) .
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s+3 o 7s+3 —15 —52+63+9 -5-3‘_

Pp(s)H(s) = [_ o 1}{52+35+2 o_l - [sz+3s+2 o ,J
Precisamos ainda igualar. Pm(s)H(s) a PF,Q(S): |
Paras satisfazer a condigéo iii) do teorema precisamos que
Pm(s)H(s) seja coluna prbpria. Tirando E desta matrisz,

encontramos E = »1 -1
‘ 1 o

gue & nao-singular; entéo Pm(s)H(s) ¢ coluna prépria; e
sabendo que os coeficientes de PF G(s) -~ como mostra a

: s
seguinte equacao

» ()(s) = 015~ {[sF] - (b, + BFQ)s(s)]

dependem sb do produto G 1 1

P L
E =G Bm

donde G = 1 o
-1 1”'

Aqui se ve porque G ‘tem a restricéo de ser nfo-singular.

, podemos dizer:

Falta entdo encontrar a matriz T :
Tomando (2.2.24) e seguindo os passos daﬁprova do teorema,
chegamos ao (2.2;25): |
: 1 f : 6 " “ - A-v _1 t
Bm,(:Pm(s)H(s) - “:s J - Ay b(s)} = -B; FQ S(s)

2 T 2 ] .
8" +3%8+2 e] . 87 +4 1 - —BmFQ—qs(s)‘
| ~38~T 8+3 .2 5 :

Observando S(s) ... (2.2.16) , que tem os termos com graus
mais altos &61—1) em s , pode-se ver a importancia do fato
que PF’G(S) & coluna prbpria (isto servird para a elimina-—
Qge dos termos com graus mais altos (6&) em 8 em cada
coluna!l). ‘

Continuando o chleulo chegamos a:
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-38+2 1 - BmFQ—1S(S)
3849 =3
donde
-65-7 4 | _ [F 1 o0
i 38+9 -3 =ls o0
| o 1
F pode ser encontrado por observagﬁo:
9 3 -3
e dai
P =] 13 4 —11j
12 =3 12}

Assim encontramos a lei de controle

~1%5 4 11| [ 1 o]
u(t) = 12 _3 12 -x(%) 129 1 w(t)

que adapta T(s) a Tm(s) .
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2.3) METODO DE MOORE & SILVERMAN [8].

Definicles e preliminares,

(Este capitulo & todo baseado nas referéncias [8],[25].)

Consideramos dois sistemas - lineares e fixos - descritos por
x(t)
y(%)

A x(t) + B u(t)
¢ x(t) + D u(t) (2.%.1)

2(t) = o 2(t) + b v(+) |

w(t)’ = Ca(t) + D v(t) (2.%.2)
onde ﬂt)éﬂs,?ﬂt)ERn,'Mt)éﬁr,‘Nt)éﬁf e
y(t) , w(t)e ¢™ . |
0 sistema (2.3%.1) vai ser chamado (ABCD) e a matriz de trans-
feréncia H(ABCD) . A notagéo para o sistema (2.%.2) serh
andloga.
A lei de controle para uma realimentagéo vai ser

u(t) = F x(t) + G v() .
Entdo, a malha fechada serid representada por

(o + BF,BG,C + DF,DG) .
Se P & um operador associado com (ABCD) e Q & o operador
correspondente de (A + BF,BG,C + DF,DG) , dizemos

p 6 g
O problema geral do APM com realimentacdo dos estados serd
determinar quando existe um par {F,G} tal que

H(ABOD) 2%, H(4BeD) (2.3.3)
Sob algumas eondicles, que s&o necessérias para a exist§ﬁéié

de uma sclugéo, podem ser calculados:
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a) um inteiro 9, («min(m,r)), e (2.3.4a)

a2 g o 5; com as dimensdes (2.3.4Dp)

b) matrizes 5; , D
9, X8 , 4, X T, Q XN, g, X r , respectivamente.
E o problema (2.3.3) terd como solugdo o par (¥,G)

se, e somente se,

H(ABC, D ) 2%, HWBY,D ) . | (2.3.4)
onde o posto ﬁ; = q, - ;
Deixemos de lado como a) € b) podem ser encontrados e
falemos sobre uma solugdo para (2.3.4):
Seja 4 = T , entdo a classe de pares de matrizes que satis-
fagam (2.%3.4) pode ser completameﬁte caracterizada por um
conjunto de equagGes lineares.

Se consideramos

(AB(;Taﬁa) (2.3.5)

«6¢.D.) (2.3.6)
sabemos que ﬁ; é ndo-singular e podemos aplicar a seguinte
lei de controle:

u(s) = 5,7 [-Ex(s) + W(w)] (2.3.7)
Aplicando (2.%.7) em (2.3.5) teremos:

x(t) = (A - BD, "1 )x(t) + BD,” W(t)

§a(t) w(t) : . (2.3.8)

s , 1
Seja AO

(4 - BDa Ca) e Bo = BDa .

Entdo, {F,c] & uma solugdo de (2.3.4) se, e somente se, o
par {F,G} & tal que
H(a, + B,F,BG,F,D G) = H(JBED ) | (2.3%.9)

onde F = Ca + DaF .
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0 problema de encontrar uma solugéo para (2.3.9) poede ser con-
vertido num problema de encontrar uma soluqéo para um conjunto

de equacbes lineares. algébricas.

o 2 50 , € 50 ” 50 os indices

de controlabilidade e observabilidade de (AB@QQa) e

Lema 2.%.1: "Definimos como §

Q}@%%ﬁ%) , respectivamente; e seja

~7=n@&(%-+30-1 sy b+ =-1) .

Entao,

H(A, + BOF,BG,EE&G) = HUbY

se, e gomente se,

Pa% = dq. (2.3.10)

— =i > A . s ,
F(a, + B,F) BG = € G i (2.3.,11)

It
o
-

=

Dai o teorema 2.3.1 [8]:

Bo como explicado.

"Seja gq_ = Tr e sejam Yg A

©
~ 7oy FyG e
intao H(ABCaQa) ? Hcﬁﬁfa

3

LB
@a) se, e somente se,

513

G = Da $a e

: =~ -1, 5 =

F =D (—Ca + F) onde

F & una solug&o das seguintes equacles lineares algébricas:

?— [Eo . Q1 ) o ey Q‘Y::] = Eadb [y f;vdo’ts ’ o s e 9 gu"ydb] (203012)
onde :

Qo = By _

Q =AQ, 4+ Boz’adl‘m p o<is<y . " (2.3.13)

Notemos que Qi é calculado em sequéncia e com isto a ndo-
existéncia de F poderd ser controlada depois de cada sequén-

cia.

Para o0 caso T =T ; qa<: r ; posto wa =q, > Moore & Silver-
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man [8] n3oc apresentam uma solugao.

Algoritmo_estrutural

Este algoritmo & definido em [25] e todo o método neste capi-
tulo & baseado nele.
Seja q, = rank D e seja ﬁ; a sub-matriz, formada das

primeiras q, linhas independentes de D . Entéo existe uma

matriz nao-singular (m x m) 5, » tal que
SOD = DO
0

Utilizando SO como uma transformaqéo da saida, obtemos uma
nofa apresentagéo do sistema inicial:

x(t) = A x(t) + B u(t)

yc(t) = O x(t) + D, u(t)

onde y (t) =8, y(t) , 6, =8C e D =8D.

0
Observando D , serl conveniente partirmos também Y, €

CO na mesma maneira.

Temos entao

Yo = | Yo Co =1 % Do =1 Do
¥, G 0
que daré Jo=Cy X + D, u
¥, =C, % .

A sequéncia restante na apresentaqéo do sistema pode ser
definida por indugéo.
Admitimes que o sistema tem a forma

i(t) = A x(t) + B u(t)

Yilt) = G x(F) + Dy u(¥)
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onde existem as partigSes seguintes:

V(b)) = | 7 (1) Cp = | O D = | D

\
¥ (6) Cy 0 (2.3.14)

e onde Dk tem qy linhas e posto Q.
Y © 6% tem Qe linhas

v e C tem m-g, linhas
k k k

Se Q<< m , pédemos definir um operador diferencial

qu é 0
My = [sees oot (2.3.15)
: Ty _
0 : m—qk(d/dt)
Entdo, aplicando M, a {yk(t) = Oy x(t) + Dy u(t)} obtemos
Ty (%) Cpe (%) Dy u(t)
}i y (.t) = e e e me e e sasa e s s - ,,.‘;..‘.-............ R R
£ (a/at) F(t) G (a/at)x(t) 0
= %(%) (2.3.16)
ou, finalmente
F,.(%) G, B |
My (8) = € o = ~kA x(t) + k u(t)
(4/dt)F,.(t) A ¢, B
(2.3.17)

Seja agora Qepq O rank da matriz que multiplica wu(t) .
Se qk+1<: m , entdo - lembrando o primeiro passo SO -

existe uma matriz nao-singular (m x m) Sk+1 y, tal que
Yy - Dy

D = S

14

k+1

<

Esta nova sequéncia serd entio definida como:
x(t) = A x(t) + B u(t)

Va1 (8) = Oppq x(8) + Dy g ult)
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onde yk+1(t) = Sy My yk(t)- (2.3.19)
e \

o g Ck ~ Ok+1 cee Qg linhas

k+1 = “k+1 - , R

Vimos entfo que a salida y(t) foi transformada com uma

sequéneia 8 Moo3 84 5 My 5 «ee 5 S5 M5 Sy s

o * Mo 3
ou, expresso diferentamente

yk(t) = Nk y(t)
X ] .

Se agora substituimos d/dt por s obtemos
A

X i Memi—1 (5)
E finalmente podemos digzger que

(s) = ;ﬁ S (2.3.20)
H(A + BF,BG,Cy + D F,DG) = ﬁsz) H(A + BF,BG,C + DF,DG)
(2.3.21)
que & uma equagdo importante para o APM.
Pode-se ver que {F,Gi & uma solugdo para (2.3.3) -
se, e somente se, |
H(ABOka) F,G, ﬁk(s) HUARCD) para k = 0,1,...

Seja agora a o primeiro inteiro tal que q, = rank Da =1m

(2.3.22)
Entdo o par
--pta I
F=-D*GC, e = [Da é g]
onde 5é+ & o inverso & direita de 5; e X & o
espago nulo de ﬁ; , | (2.%.22a)

tem um interesse especial.

z . - - _ - _+ ‘o _ —.'-
Teorema 2,%.2: "Seja A, =4 - BDa__ga e Bb = BDa .

em (2.3.1) e para todo wu(t):

Entdo temos para X(to) = X,




x(%)

it
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A, x(%) + Bo_fa(t)
F(t) = & x(%)

x(b,) = x,_

'i=0,1,..-

e dai, se

P(s) = H(Aoi§61§é’o) , Segue que

H(ABCaG)

= B(s) H(AB@%@AZ;'

Exemplo para o algoritmeo estrutural:

Seja
x(t) =

y(t) =

Aplicando
obtemos

Yo(t) =

Como 9 =

associado

Moo= 11
0

Aplicando,

My, (t)

Como agora

algoritmo e

Deste modo

-1 o_ 1
| o -2 | o

(11 1 1
1 o x(t) + | 5
1

)
1J u(t)

x(t) +

u(t)

So para obter DO

1 1| x(%) + { 1] u(t)
1 o - o o

dado.

DO - neste caso S
| 0

o

(2.3.22b)

(2.3.23)

=T -

1<<m , podemos definir um operador diferencial

(&)
a/dt

obtemos

= 6; x(t) + ﬁ; u(t)

A

i

ok

C B
[ 1 1] x(%) + [1 1] u(t)
-1 o 1 of

|

Q) q = Tank 5; =2 =m & claro que o

COB

strutural termina aqui.

encontramos o inteiro a 1 tal que

q, = rank Da =2 =m ,
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APM por_ realimentac8o dos_estados.

Aplicando este algoritmo estrutural em (2.3.1) e (2.3.2) ad-
mitimos que depois de k+1 passos chegamos aos sistemas:

(ABck})k) (2.3.24)

umk&bk) (2.3.25)
partindo como em (2.3%.14).
J4 podemos dizer, observando (2.3.714) e lema 2.3.1, que
se 5k:¥ 0 , nao haverd uma solugdo.
Admitimos agéra que 5k =0 .
O passo k+2 consiste na aplicagﬁo db algoritmo a (2.3.24)
para chegar a (ABCk+1Dk+1) e depois aplicar o operador
diferencial associado -wk+1(t) = Sk+1ﬁk wk(t) ao (2.3.25).
Com' isto definimos um nove conjunto de equagSes:

2(t) = o z(%) + b v(t)
Wi () = Oy g 2(%) + $k+1 v(t)

onde

€ .. =8 [ ¢ 3

k+1 = Skt fkﬂ, e D4 = Sy Dy
k fkﬁ

Entdo

HQA&fk+1$k+1) = Nk+1(s) H(ABCD) .
Seja a e q definido como em (2.%.22).
Se agora q, = M , segue que ﬁ; = Da ; e & claro, observando

(2.3.21), que {F,G} é unma solugéo para (2.3%.3)

se, e somente se, 51 =0 para i = o0,1,...,2=1 e que
H(aBC,D,) L% HUEED,) .
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Donde o teorema 2.3,3:

"seja § = a-1 se g, =m e

§ = n+s se qa<: m

Entdo H(ABCD) B,G, HUBYD) se, e somente se, /
P, =0, 0<i<] (2.3.26)
£
H(ABE. D) T28, mAT D ) v (2.3.27)
a_a aZa \eedecl)

(Nota: q, = T se, e somente se, (ABCD) & inversivel &
esguerda [25]. Entdo, inversibilidade & esquerda implica que
(2.3.27) pode ser resolvido como mencionado no iniciq -

ver teorema 2.3%.1 ).

Para provar o teorema,o0s autores de l}ﬂ precisam ainda de
dois lemas, que vamos repetir aqui por conveniéncia e porgque
estes lemas vao também ser necessérios para o desenvolvimento
no sub-capitulo "APM por compensagfio dindmical.

Lema 2.3%.2: "Seja um sistema (A*B*C*DY) :

a4 O z*(t)+[B’ o] u*(t)
0o o 0 b

v¥t%) = [c €] z%%) + [D 9] u*(%) (2.3.28)

z*(t)

e seja Yy o primeiro inteiro tal que qY* z= Dyf =

= posto D *  onde Di* vem da i-ésima iteragéo do algo-

8-+n

ritmo estrutural aplicado a (2.3.28).

Entao,dizemos que

q, = qy* » Se, e somente se, (2.3.29)

posto H(ABCD) = posto [H(ABCD)§ HQA&%%)J WM (2.3.%0)

Lema 2.3.%: "Seja § definido como no teorema 2.3.3.

Se %i =0 para i = 0,1,...,8 entio q, = qy* oM
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A prova do teorema, que pode-se encontrar em [8,p.494], nao
vamos repitir, porque a necessidade estld clara por causa de
desenvolvimento para chegar ao teorema, e a prove da sufi-
cilnecia nfo atribui nada de indispensivel para encontrar uma

solu%éo.

Podemos introduzir um compensador dindmico ( n integradores)

no sistema (2.%.1) e escrever:

x(t) A O x(t) B 0 ult)
. = +

X(t) 0 0 | X(t) 0 I u(t)
y(t) = ( C 0 ) x(t) + (D 0 ) u(t)

%(%) H(t) (2.3.31)
Se este sistema & representado por (ﬁﬁéﬁ) , podemos digzer
que (ABCD) pode ser adaptado dinamicamente a (AB¢d) (2.3.3%2)
se, e somente se, |

/
existe um inteiro # e (F,¢) +tal que
H(ABCD) %, HsvD) (2.3.33)
Entdo, consideremos primeiro o critério da existénecia de um |
precompensador para resolver (2.3%.32). ;

Dal o teorema 2.%.4: "Existe uma matriz (racional) K(s) tal

que
H(ABCD) K(s) = H4B?D) se, e somente se, '(2.3.34)
= ¥ n (
Eq_ - q_y . (2.3035)

LY

Isto & equivalente & condigdo (2.3.%0).

. Precisamos de mais um teorema,

Teorema 2.3%.5: "Seja w uma funqéo no espaco de (ABCD)
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em [%O,GD) para x(to) =0, e seja u a salda do sistema:

H

2(t)

u(t) = =D,

(A -BD.VC ) z(t) +BD. " N_ y(t)
+ & =+ =
C, z(t) + D" N, y(t) (2.3.3%6)

com z(to) =0,

ent8o y & a resposta de (ABCD) a u em [Eé,a>) M(2.3.37)

Seja ainda H,(s) = H(ABCD) , e seja H,"(s) = Q(s)N (s) a
matriz de transferéncia do sistema (2.3%.%6). Esta notagéo

( = pseudo-inverso ) pode ser justificada com o corolidrio:

. "Seja Hz(s) contido no espaco das colunas de H1(s) . Entdo

Hy(s)H, " (s)H,y(s) = Hy(s) ."

Segue agora o resultado principal de [8],é o teorema 2.%.6:

"Seja § definido como no teorema 2.%.3. Entao (ABCD) pode

ser adaptada dinamicamente a (4 B¥D)

se, e somente se,

§, =05 0<ig.y (2.3.38)

(Lembrar que isto é igmnal a (2.3.26), que & uma condigdo para
resolver APM por realimentagéo).

Prova: A necessidade de (2.3%.38) deve estar clara, porque o
algoritmo estrutural & invariante sob um acréscimo como em

(2.3.31) e

N, y(t) = | G Of x(%) o D, O u(t)
6£ o (%) 0 0| u(t) (2.%.39)

A prova da suficiéncia, que & importante para calcular o pre-

compensador, serad: 51 = 0 (2.3%3.38) implica que q, = qy*

b

(lema 2.3.%) e, Como consequéncia, que existe K(s) (teorema

2.%3.4). Entao HMUBYD) estd no espaco coluna de H(ABCD) .
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E, segue do corolédrio que

H(ABCD)H, "(s)HM6€D) = HIOCD) . . (2.3.40a)
Agora, como H1+(s) = Q(s)ﬁ;(s) , onde Q(s) & dinlmica, &
claro que

H,T(8)HUBLD) = Q(s)W,(s)HMAED) = Q(s)HUBE,D,)  (2.3.40D)

é& um precompensador racional que adapta (ABCD) a (JBYD)

Seja (A1B1C1D1) uma realizagéo para o precompensador

H1+(S)H6A®¥w) e digamos que k & a ordem de Ay .

Entao © =k e com
0 A, B, (2.3.41)
obtemos
H(R + BF,Ba,C + DF,D6) = HUABYD) (2.%.42)

APM (86 a matriz de transferénecia é conhecida).

——— — —e S ) ot S v S Sk Y T Y et S _———-————_—.——_————

Os autores de [8] mostrem ainda que todos estes resultados
podem ser aplicados, se sb ¥(s) - a matriz de transferéncia -
& conhecidas:

Seja ¢(é) = gP + a1sp_1 toeee tay 0 tltimo denominador
comum de todos os termos de ¥ (s)

Entao para k = o0,1,... podemos calcular Nk(s)%(s) e

expandir:

ﬁk(s)%(s) =
[1/0()] {0, 08® + 1,182 v Ll 42, )] (2.3.43)

¥, (s)

Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton, obtemos - se

(éﬁ%kﬁk) & alguma representacdo de %k(s), -



35

0
‘%k 2>k

LR R a0 20 + ...+ a 9 5 130 (2.3.44)

Entdo, partindo Vk(s) e %ki como D, em (2.3.14), ob-

temos
1[k(s) = 77];(8)_ e Wki = 171{_3’. s k= 0,100
Fy(s) _171{1
ou, eserito‘diferentemente,
0 [ 7 o] o
%k = %k _ $k
0
Ty ] )
i 7 i [ 7 ] yi=1 v ] ji-2 (5
%k = %k = [ | A8 + ay €| o B+ oo +ay $k
KR |ty D |
(2.3.45b)

Donde segue que

¥ =3

k k

e 0 passo correspondente do algoritmo.pode ser aplicado
diretamente a ¥ (s) .
Gbservaqéo: Das formulas 2.%.45a/b podem ser obtidos os
chamados "“markov moments" para resolver as equagaes (2.3.12)
e (2.3.13). |
Se q, = m , segue que § = a-1 e podemos utilizar os
teoremas 2.%.3 e 2.%.6.(lembrar a definiqéo'de a ...2.3.22a).
se g <<m , § ndo & conhecido (em geral) porque & uma funQéo
de n , que & a ordem de uma realizac@o minima.
Vamos entdo substituir a condiqéo (2.%.26):" ®i = 0 (para

0L i< nts)" pelo lema 2.3.4:
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"Seja q_<m ; seja n a ordem de uma realizagéo minima de

H(s) ; e seja P(s) a matriz de transferéncia de (AOB ¢ o),

que foi descrita em (2.3%.22c).

Entao:

j{io = 0 para O <{ig n+s

se, e somente se,

1().0=O para O <i<< a (2.3.46)

A, (s) = 2(s) A (s) .7 | (2.3.47)

Na pfova deste lema, que pode-se encontrar em [S], os autores
spresentam uma decomposicgfio de ¥ (s):

#(s) = N "1 (s) o, 1 (s)

P(s)

onde f(s) é uma matriz racional arbitréria com qa linhas,
que caracteriza a classe de todas matrizes de transferéncia que
podem ser obtidas de (ABCD) por compensagio dindmica.
Para o caso escalar ﬁa(s) = 1isa , esta classe & determinada
por

¥(s) = {1/881 %Qs) onde' %13) & um vetor (linha,racional).
Entao, a limitacdo de #(s) & que o denominador de cada termo
(ndo-nulo) deve ter um grau > (a + grau do numerador).
Também & claro que o compensador seri estével se, e somente
se, todos os zeros do numerador de (ABCD) , que ndo estao
contidos no semiplano & esquerda, forem exatamente o0s mesmos
que em ¥(s) .
Sobre a estabilidade nada de realmente sgignificante foi

apresentado,

—0_g -~
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Sejam dadas as matrizes seguintes:

A=]-1 o B=[1 o
o =2 | |0 1 ]
¢ =] 1 ] D= |
1 0 | o o |
A pergunta é:
Existe um par (F,G) tal que
H(ABCD) —2%, #(s) = [ s+
s+4
=2
(s+2)(s+4) ?

Como aqui sb #(s) & conhecido, & necessiria a expansfo

de #(s) =[1/0(s)] [, %% + 1, 1P 4 L 1P

1. s2+35+2
(s+2)(s+4) -2
_ 1 F‘lsz+3s+2
(s+2)(s+4) \|o 0 -2

Utilizando o algoritmo estrutural e aplicando o primeiro

as matrizes

passo obtemos com S, I

|

C 1

o

~/

e para o outro sistema vemos gque a condiqgo (2.%3.46)
j& & satisfeita.
Tomando agora a sequéncia nfimero O e multiplicandoe com o

operador diferencial associado

& S

M, =
0 d/dt

:7[0=0

0
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obtemos

Moy (%) = .-5; x(t) + E; u(t)
C A ¢ B
- l: 4 1J x(t) + [1 1] u(t)
-1 o 1 o
Ent8o o algoritmo estrutural termina aqui, porque D_ = D,

com g, =m = 2 (a=1).
Como agora aplicar M a #g(s) ?

Sabemos que
k
N(t) = n

Sk—il\&k—i-1 s 0 (2.3019)
= So_qMo_q_15,M_4

- [1 1][1 d/dt][1 1][1 1] B [1 d/dt]

e se substituirmos d/dt por s obtemos:

f,(2) = N, (s) % (s)

1 o— 1 | sz+35+2,
K (s+2)(s8+4) -2 .
1 (N 3 [2
52+65+8 o] & *tl-2] 5% o

donde tiramos

1(10(5) = :J(D1 = 51 = :I

i

It

Sabemos que 4, = 2 =m=1,

Ent@o podemos resolver o problema utilizando o teorema 2.3,.1:
_ 7 -1 T _ y
G = D &)a = |0 1 1 = |o
1 -1 ) 1

: = =1 - oy
F=D"" (<C, +F) =



It
[
- Q
|
- —_
| S
f |
—_———
!
. - Jare
I
o -
R
—+
A
o
N Y
~5 -
Hoo Hy
N s
N [p%)
N
|

i
-
4
H:
N
-
s
A%
N

m2+E a0 1 =Ty

onde F‘_QO} = [fa@]
ou, substituindo Q, por B D = B . ! D, obtemos

{EIRNRGS
2] - [R]

22 |

o T

0 cdlculo de F sb seri possivel se conhecermos uma realiza—
cdo minima de (qor ng—a) . Mas lembrando (2.3.44) e a parti-

Qéo de ﬂki em (2.%.45) sabemos gque "(:1(]3 é equivalente ao:

b = 9—{1;1 - 8’1$k

a

I}
—
|
N W
S|
1
(€)Y
| —
o =
| IS
i
1
|
W
| I |

-2
EntSo temos f, e f. fixos, e liber ade para escolher &

19 ¢ L4 -

Dizemos entao

ez

Introduzindo na formula para F , encontramos

i

que adapta H(s) a #(s) .
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Para mostrar a compensagéo dinfmica, vamos utilizar o mesmo
sistema, mas escolhemos um ¥ (s) diferente:

¥(s) = _‘1Z
s+

-2
(s+2)(s+4)

Seguindo os mesmos passos que noutro exemplo chegamos a

X,(s) = 511(8)7(’(8) =

Q
—_
[¢1]
N
+
| —
|
NS =
| IS
[}
+
— 1
o N
S |
S

_ 1
, (s+2)(s+4) {[o
donde tiramos (s) $ [ ]
0

Agora sabemos que existe uma solugéo (F,G) se, e somente se,
DG = ﬂa ces (2.3.70) e
= vine o 4 ,
F(Ao + BOF) BG = %afA H... (2.3.11)

Lembrando, do primeiro éxemplo, gue a 1 e que 5% = [1 1}

segue, para satisfazer (2.3.10) que G = O ; mas isto implica
que o lado esquerdo de (2.3.11) que serd nulo serd diferente
do lado direito, que - observando ‘%1(3) ~ & certamente nao
nulo. pntao ndo existe uma solugéo por realimentagéo.

Mas temos a possibilidade de regolver o caso com um précom-—
pensador dinfdmico, porque a condigéo necessaria e suficiente
para a existéncia de um précompensador dinfmico & ﬂi =0 vue
(2.3.38).

E isto & satisfeito sabendo que 10(3) = $1 = ‘:O}

‘donde $1 =0,

Entdo calculamos a matriz de transferéncia deste précompen-

sador:
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H{Ws):ﬂu@%$) ve. (2.3.40D)

P(s) =
o : s+ 'E%Z'
= | s+2 =(8+41)° »
8+3 . 843 (8+2)(8+4)
. =2(s+1)
- (s+2)(s+4)
58+6
(s+3)bs+4)

Entdo, lembrando (2.3.40a), sabemos que este P(s) & o pré-

compensador dindmico que leva H(s) a #(s) .
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Capitulo 3): TRATAMENTO GEOMETRICO DESTE PROBLEMA.

3.1) INTRODUQKO.

Como j& dissemos no capitulo 1), Morse Eﬂ foi o primeiro que
utilizou o conceito geométrico Eﬂ para a formulagéo do APM e

também para a condiqéo de existéneia ou ndo de uma soluqéo.

Morse [5] investiga o problema de encontrar um controle para
uin sistema linear e multivaridvel, tal gue a matriz da res-
posta ao impulso do sistema da malha fechada coincida com a
de um modelo pré-especificado.

A notagéo utilizada & a apresentada no capitilol1.1), e
supde-se . que j& exista familiaridade com os conceitos e
propriedades dos subespacos invaribveis em (A,B) e os

subespa%os de controlabilidade de (A,B) Ei] até {12] .
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3.2) METODO DE MORSE [5] .

Formulacéo.

Temos uma planta - linear e fixa - descrita por:
(%) = A x(t) + B u(4t) (3.2.1)
y(t) = C x(t) | (3.2.2)
e gqueremos encontrar um controle tal que a matriz da resposta
a0 impulso seja a mesma de um modelo pré-especificado, que &

descrito por:

i

x (t) = A x () + By u (%) (3.2.3)
¥ (8) = Cp x (%) (3.2.4)

|

Os espacos para a planta sao como indicados no capitulo 1.2) e
para o modelo simplesmente com o indice m . A fGnica diferenga
é que yﬁ1643 » O espago de saida da planta. Ambos, a planta
e o modelo, sBo completamente controléveis e observiveis e
Bm ¥ O . (3.2.5)
Para o controle serd utilizado um conjunto de ng elementos
dindmicos (integraderes):

Xd(t) =D ud(t) (3.2.6)

onde D: ud;e ¥y e dim(%d) = ng .

{

Agoras podemos apresentar (3.2.1) até (3.2.4) e (3.2.6) com um
finico sistema; escrevemos entdo:

¥ ¥® %a e ue =Y @)ud

e

it

para 0s espagos do estado e entrada do sistema expandido
(3.2.1), (3.2.2) e (3.2.6), respectivamente, e
X=X, @%, = X0¥; X
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para o espago do sistema composto (3.2.1) até (3.2.4) & (3.2.6).

Os mapeamentos serdo os seguintes:

E:XT—-%  AI¥ =4 E (X, ®¥3) =0
By: U X B_|U = B B llUy =D
Co: X1 Cl¥ =¢ Col (¥, ®%y) =0
Em: X—Xx Em,xm = A %!%e = 0
ﬁ;: un;+§- Eglum'= B,
Cin: f—“‘j é—ml%m = Cy C_ml%e =0
Escrevendo X! = [x'§ xd'i xm']
u,' = [u' uy'
A = Ae 0
[o A

podemos apresentar o conjunto da planta, do modelo e do com-
pensador dinfmico como:

(%) = & %(t) + B, u (%) + B u (%)

y(t) = 5; x(t)
v(t) = €, X(%) | (3.2.7)
A lei de controle seri:
ue(t) = F xe(t) + G v(t) onde X, = [ X } (%3.2.8)
*a

Os mapeamentos correspondentes sdo F: X o—=U, e Géllm—+?ie.
v(t) ¢é uma nova entrada.
Se definirmos os mapeamentos expandidos, obteremos

F:x—U Flx =F Fl¥ =0 (3.2.9)
(Nota: Observe que os estados do modelo nfo sao utilizados!)
Utilizando (%.2.8) na forma

u (t) = F X(t) + & v(t)
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obtemos a representaQéo do sistema da malha fechada, que seri:
x(t) = (& + BF) X(t) + B G v(%) + By u (%)
y(t) = C, X |

Te(t) = Cp x(%) o (3.2.10)

H
!
e
L]
ot
-

Agora, aplicando a fbdrmula para a matriz da respoéta ao im-
pulso: G(t) = C eAt B podemos escrever:

G (t) = 5& exp. (A + ﬁé@)t (EéG + B&) para o modelo (3.2.11)

_@;(t) = Cg exp. (A + ﬁg?)t (ﬁéG + ﬁ&) para a planta
' xcompensada. (%.2.12)

Entio, devemos escolher F e G tais que

(Cq = Cp) exp.(h + BF)t (B,6 + B ) =03 t >0 (3.2.13)
Para exprimir isto em termos algébricos, utilizamos o fato que
c eft oo (para qualquer +) e equivalente a

C(sI ~ A)-1B = 0 (para qualquer s) . [17,2~86]; e que
H(s) = [1/&(8)]C[§olsn'1 + (A + a1I)sn_2 + e
=1 n-2
coe + (AT e a4 e DB [17],

Se definimos

¥ = (& + B,F|In(B ¢ + B_)) (3.2.14)
notamos que (3.2.13%3) se verifica se, e somente se
¥ c KerC R com C = éé - 5@ . (3.2.15)

0 problema entdo & encontrarmos pares (F,G) que satisfagam

(3.2.14) e (3.2.15) onde a fnica restrigédo para fEff—*ue

serh | ‘
KerF Di%m ’ (%3.2.16)

0 que significa que nfo realimentaremos o8 estados do modelo.

Observando o mapeamento
B: (U EBum)-*E Téfue = By B!um = By
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& claro que S & um subespaco de controlabilidade de (4,B) .
Para satisfazer (3.2.14) e (3.2.16) temos um 1ema:

Lema 3.2.,1: "Seja ¥ € ?(K,@;Kerﬁ) dado. Ent8o existem

mapeamentos 'ﬁzi-*ile e G:U —U_  tais que (3.2.14) e

(%3.2.16) sejam satisfeitas, se, e somente se,

_@m c b+ +Vﬁ (%3.2.17)

e

g0 ¥, =0.v ‘ (3.2,18)

A prova do lema, que se pode encontrar em [5,p.348] é divi-

dida em trés partes: A primeiro parte mostra que

Y =(ha + E;Fllm(E;G + E%)) implica em ﬁm ch+d +¥,
A segunda parte, partindo de (3.2.14) e fﬁ c kerF , mostra
ﬁrimeiro que (¥ N %m) & invariante em AL € depois que
Y ﬂi%m C KerCm . Utiligando estes dois pontos juntamente com
a hipbtese que o modelo & completamente observivel, pode-se
concluir que ¥ N %m =0 .
A terceira parte, que prova que se &m c B+D + e
0%, =0 sfo verdadeiras entdo existe um
¥ € ¢(&,B;KerC) , & um pouco mais complexa, mas consiste,
em principio, do seguinte: Mostrar que Im(EéG + §£)<: s,
depois mostrar que S = (4 + %Follm(ﬁ;G + E;)) onde
F, € ¥(A,B;3) , e finalmente com uma decomposigio do mapea-
mento F mostrar que ¥ = <{A + ﬁéﬁllm(ﬁéG + E&)) que -

obviamente -~ gatisfaz o lema 3,2.1,

Este lema mostra que o problema de encontrar um par (?,G)

é equivalente ae de encontrar um subespago S que satisfaga
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o lema %.2.1 .

Entao, o APM serid o seguinte:

"Sejam ) = (C,4,B) e Z:m = (Omtémlﬁ%) dados. Encontre

condiqSes para a existéncia de um inteiro ng_© um sub-
espaco S € ¢(A,B;KerC) +tais que
Hh o ch+d+3 (3.2.19)

€

Sn¥ =0 .v . (3.2.20)

Um par (ﬁ,nd) que satisfaca isto, é a chamada soluq@b do
APM. A solugdo (3*,nd*) é minima, se cada solugéo (3,nd)

tem a propriedade ng = nd* .

Solucgo_do APM,

Sejam dados 2 = (C, A, B) e E:m = (Cm’Am’Bm) com 08

mapeamentos,como segue:

R=(X¥ox,)— (Yo%) INEZ"Y NESE
B=(Uoly) »(X¥ox,) Blu=3 Blu, = B_
6\-—'(1@"{111)_)1/1 6!96:0‘ alm=—cm

Fagamos R = max?@(R,B;Kert).
Teorema 3.,2.1: "Existe uma solu%éo do APM se, e somente se,

B.c h+R (3.2.21)

Se (3.2.21) & verdadeiro, ent@o existe uma solucdo (S,ndl

que satigfag

ng = din(R N ¥ ) , - (3.2.22)

onde ns indica o miximo nfimero dos integradores para a

construQéo de uma soluqao.“
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Teorema 3.2.2: "Se a matriz de transferéneia C(sI - A)-1B_

do sistema (C,A,B) & inversivel 3 esquerda (o que & equi-

7

valente a diger que (C,A,B) & mbnico) e (5,nd) & uma

solugdo do APM que satisfaz (3.2.22), entéo esta € a solucéo

minima." : (3.2.23)

Para o que segue, seja Q: X—X a projecao sobre (X @ %m)
segundo %a . (3.2.24)
Por sua importlAncia vamos repetir agui a prova E,p.34ﬂ do
teorema 3.2.1: Se (S,nd) & uma solugdo do APM, entBo sabe-
mos da formulacdio do problema que § € ¢(4,B;KerC) .

Como Q(Ker@) = Kera segue, com a ntilizagao do lema (5,Aj], _

que
QS € ¢(A,B;KexC) (3.2.25)
donde
Q¥ C R = max.?(A,B;KerC) (3.2.26)

Isto, e (3.2.19) indicam que
0y

m
Admitamos agora que (3.2.21) & verdadeiro. Queremos uma solu—

i

QBmCZ Qb + QD + Q¥ c B +R, que satisfaz (3.2.21).

géo que satisfaga (3.2.22)1
Seja & qualquer subespaco tal gue R =R @ ﬁ{\%;r (3.2.27)
Definamos mny = dim(R ﬂf%m) e seja %a gualquer espago

vetorial com dim(%d) =ny .

Seja H:(R.ﬂ'ym)-éi{d um isomorfismo (3.2.28)
e definamos
= (T +E@NX) +& ; onde I =1Ip. . (3.2.29)

Destas definiQSés segue que

Q8 = (T + H)(R n %) + af
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QE(R 0% ) + Qu(R N %) + Q&
=RNY_+ &
= R} (3.2.%0)
Entao, novamente utilizando [B,Aj] , Obtemos
$ € ¢(4,B;KerC) .
De (3.2.21), utilizando (3.2.3%0), segue que:
&mC h+R =B +qYy
h+]T -(IT-QfF, onde I =1I,y0z
Che'S + 9 (3.2.31)

Para completar a prova basta mostrar que S satisfaz
(3.2.20): bntao, como H:(R N gnﬂ__>%ﬁ. é¢ um isomorfismo,
podemos diger que '
 @ex)n [(F+m®NY)] =0 (3.2.32)
Utilizando (3.2.29), (3.2.32), (3,2.27) e o fato que
¥ N %ﬁ = 0 , segue que:
$0%, = [(E+mRnx) + &[0,
= [(T+HE(RNT) + Rln (xe@x,)nx,
= {&ex )n [(T+mn¥) +&])n¥,
¥o¥x, nknxy
= 0%,
=0 - (3.2.33)

H

Nota: Vimos que - se o APM pode ser resolvido - sempre existe
uma solucio (LX,nd) gque satisfaz QY =R e ng = dim(R N %m) .

Uma tal soluQéo vamos entfo chamar: regular.

Sem repetir a prova, vamos mencionar aqui o que foi utilizado
pelo autor [5]_para provar o teorema 3.2.2:

Lema 3%.2.2: "Se a condi%éo do teorema 3.2.1 & verdadeira,




entao,

XN R € Y(A,B;KerC)." [5,lema 2.1] (3.2.34)

Prova: S& observando a defini%éo de R e do mapeamento
restrito C|¥ = ¢ foi mostrado que ¥ N R C KerC.

E depois foi mostrado que (¥ N R) & invariante em (A,B) e
com isto o lema estd satisfeito.

Lema 3.2.3: "Se (Y,n é a solucao de APM, entdo

)
d
R =7 +Q¥ , onde J = max.?(4,B;KerC) ,ﬁA[B.lema 2.2] v
(%.2.3 )

Prova: Para provar que QF +7 Cc R basta sabermos que

J e QY pertencem a mesma classe, que tem como elemento

méximo o R . Ppara provar Rc Q¥ +7J o autor provou gque
bR =060 eque (b+B )NR = (b+6 )0 (QRI+7).

Estes resultados intermedidrios sdo depois utilizados para

escrever J + Q¥ =<¢4 + BR[| (B + %m) n(QY+7%)) , donde se

conclui que J + Q¥ =48/ .

0 autor depois, para desenvolver a prova do teorema 3.2.2
[5,p.350ﬂ, utilizou os dois lemas mencionados e o fato que

se (¢,a,B) & inversivel & esquerda, entao J=0 ﬁ1,teor.5].

Estrutura do sistema.

Esta parte tem dois objetivos: descrever a estrutura interna,
e saber até que ponto os autovalores podem ser ajustados.

Comecemos com uma soluqéo (Sﬁnd) dada. Do lema 3.2.1, sabe-

mos que existem mapeamentos %5;:%-*ue e G:um-*lie tais

x -
que n C KerF e

$ = (F + BF,lIn(B & + By)) ‘ (3.2.36)
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Seja agora F € ?(X,B—e;g) , onde F indica a classe de F
que satisfaz

%mC KerF . (%3.2.37)
E claro gue ﬁ‘—o € ¥ , mas a reciproea nio & necessariameﬁte |
verdadeira. Portanto, se F € T & arbitrério e

§ = (K + BF|In(B¢ + B,)) (3.2.38)
entao pode-se verificar que (g,fnd) é uma solugﬁo do APM.
Assim o sistema Ze(ﬁ) = (C_)_e,fk.;?_+ §e§,§eG) gegue o modelo

‘Zm para todo FEF.

Para estudar as propriedades sstruturais de Ze(ﬁ‘_) escreva-

mos P:¥—X¥ para a projegdo sobre ¥, segundo %m e de-

e
finamos
£ = 2% : (3.2.39)
Utilizando a propriedade
P(A + BF) = (&, + ﬁe—ﬁ‘) = (& + EGF)P , FETF (3.2.40)
podemos mostrar que
(Ie +§e§)6c6 s FEF (3.2.41)
E>(E, + B F|In(BG)) ; FEF (3.2.42)
€= (&, + BF [In(B&)) . (3.2.43)

Entdo, € & o espago controlével de Ze(ﬁo) e inclui o
espago controlével de ):G(F—) para todo F €7F ,
Consideremos agora o subespacgo
£, =8Nn%, . (3.2.44)
Com o lema seguinte podemos mostrar que €0 é um subespago
dos éstados ndo observaveis de ZG(B‘_) .

Lema 3.2.4: "Dizemos que

€,C € NKer G (5.2.45)
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e que

(E, + BF)E CE 3 FEF .v | (3.2.46)

Prova: B claro que € = PE,C PY=E€.

o
Ainda, 5@60 = 5é(§ N %é) =.C(J N %e) =0 . Enﬁéo segue que
(%3.2.45) & verdadeiro.
Agora, seja F € ¥ dado, e utilizamos (%.2.40) para escre-
ver (Ké + Eg?)(f n¥) = P(A + Eé?)(ﬁ ) %e)c: P(S N %)

= Yn¥, -
Ent8o, (3.2.46) & verdadeiro.

Isto nos permite agora reduzir §:é(§) e obter um sistema
menor: Z}(ﬁ) gque tem as mesmas propriedades de entrada e
saida que 2:e(§) .

0 espago reduzido seri E/EO . Seja F € ¥ dado e escreva-

mos A* para o mapeamento induzido em 5/50 por (K; + Eé?)/@.
Seja L E—+€iéo a projecdo canbnica; escrevamos o0 mapea-
mento 0*:6/60—>% para a solugdo finica c*1n = 5;/6 .
Escrevamos B_:U —€ ; B U, = EéG e definamos B* = LB, .
Visualigando tudo isto, obtemos o seguinte diagrama:

. 4 (Ae+ BeF)[€ € Gl
Um’/);//’ L L :::::::#%
! c*

Ele, A* Elg,

E claro que §:x(§) = (C*,A*,B*) tem as mesmas propriedades
de entrada e saida que [é(?) .

Precisamos agora da relagio entre T*(F) e o modelo E:m .

Lema 3.2.5: "Existe um isomorfismo T:fm—ﬂ E/éO tal que o

seguinte diagrama comuta:
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%, Am z,

€le, A* ek
Prova: Utilizamos o fato que
(L -2 =(a b )=% (3.2.47)
para escrever

Se¥ =3+ (I-2)F=93+p8=Y+¢€ (3.2.48)
Para construir T , seja {x1,x2,...,xﬁm} uma base para %ﬁ.
Observando (%.2.48), sabemos que existem vetores

eiE'E e sié'g tais que x; = 8; - e; ; i€ {1,2,..,nm?.
Definamos T +tal que

Tx; =L ei.; i€ 51,2,..,nmf (3.2.49)
Para provar que T tem as propriedades desejadas o autor Eﬂ
mostra primeiro que

(I - P)s = IPs ; s €3 (3.2.50)
Seja s €Y dado. Como (I - P)s € %ﬁl,:entéo existem vetores
§€¥ e e€t taisque (I ~-P)s=8-e e T(I - P)s = Le;
donde Ps - e = s - 8 ; entdo, (Ps —e)€E SN %é = 80 .

E claro que LPs = Le e (3.2.50) & verdadeiro.

Pode-se agora, éom todag estas defini%ﬁes, provar que T &
um isomorfismo e que o diagrama comuta [ﬁ,p.EBﬂ .

0 lema %.2.5 mostra que Z#(?) é uma cbpia isombrfica de

Y , e, em particular, que o espectro de a*¥ & igual ao
m

espectro de A . E isto & verdadeiro para todo F €¥F

Chegamos agora ao ponto principal: a distribui%éo dos auto-

valores do sistema.
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Para isto, escrevemos 60 = max.f(Ae,Be;EO) e Ay = Ae + Be‘ .
Lembremos que, se APM tem solucgio,

X0 R € J(A,B;KerC) ;3 (ver lema 3.2.2).
gomo R = max.?(ﬁ,ﬁ;Kera) & tinico segue que o espectro fixo

de ¥ N & - chamado M(A,B;¥ NR&) - também & hGnico.
Segue entao o resultado principal de [ﬁ]:

Teorema %.2.% [5,teor.3.1] : "Seja (S,nd) uma, soluqéo (fixa)

do APM e sejam 5, éo’ Ec ,'} e Ag definidos como antes.

Ent&o, para todo F € F,
G[Af{%e] = S[Afl(ze/é)]u G’[Aff(f/éo)]
v e Agl(E,/€0 ]V ¢ [agle,]

(3.2.51)

Se A1 e AZ sao conjuntos arbitridrios de nlmeros complexos

com dim(%eié) e dim(EO) , respectivamente, entfo existe

T € F tal que

o [agl (X, 76)] = A, (3.2.52)
e

GLAEIEC] =/, . (%3.2.5%)
Os conjuntos E{AEI(E/EO)] e 6[Afl(€o/60)] sao fixos
para todo ¥ € ¥ e gatisfazem

s[4l (€ /€] = o[a,] ;Fe¥ (3.2.54)
e

o [AF1(E,/€)] 2(a,B5 ¥ 0R) ; Fe¥ (3.2.55)

Se (3,nd) & uma solugdo regular, entdo (3.2.55) & verda-

deira com igualidade.™

0 teorema quer digzer que - para uma soluQéo fixa (3,nd) -0
espectro da planta compensada (Afl%e) pode ser escrito como

a unifo disjunta de quatro conjuntos simétricos de nlmeros
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complexos.

Dois destes conjuntos podem ser fixados livremente com um
FEF ; e dois sdo fixosvparé todo FE€F ,

Um dos iltimos dois & o mesmo que o espectro do modelo; e o
outro - 61}f4(80/50)} ~ tem sempre [(A,B;¥X NR) como
subconjunto ou, se (S,nd) é uma solugéo_regular ~ gque sempre
existe se APM tem solugéo - , se torna igual a este espectro
fixo.

H4 ainda um corolirio: "Se o APM tem solugéo entao serid possivel

construir um sistema estlvel ("stable model following system") -

6[Af!%e] ¢ ¢ (o semiplano & esquerda do plano complexo) -
gse, e somente se,

E[Am] NIrA,B;XNR) (3.2.56)

& um conjunto estével."

Observagdo: Como no final do capitulo mostramos um contra-

exemplo para este corolirio deve haver um erro de impressao
em [5] e (3.2.56) deveria ser
E[Am] U "(A,B;X N R)

como se prova facilmente.

Nota: ﬁ possivel caracterizar ainda mais o conjunto

[(A,Bs¥nR) :

Escrevamos UV = maX,U(A,B;KerC) . Se APM tem solucdo, entéo

segue do lema 3.2.2 que R N %X c VU e do lema 3.2.3, que

T c RN ¥. Mas como [((R N 9()/’3] - [?/‘/“J] , segue que
M(A,B3& n¥)c I"'(A,B3V) .

Os elementos de ["(A,B;V) - chamados os zeros da transmissio -

sdo Gnicos em relacdo a - (C,4,B) ﬁZ].
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Lema %.2.6: "Se (:S’,nd) & uma solugdo do APM, entdo

¥ N Q%€ J(A,B;KerC)

&
e [az 1 (€,/€)] =M (a,B;%nQY) ; Fe¥F." (3.2.57)
‘Nota: Se (C,A,B) & mbnico, entdo ji sabemos que J= 0 [11] .

Neste caso, utilizando o lema 3%.2.3%, temos Q¥YN¥X =RN¥ .,

- Isto e (3.2.57) implicam que (3.2.55) & verdadeiro com igual-
dade. -

Prova do lema 3%.2.6: Esecrevamos PX: Y-X para a projegé’o
sobre X segundo (¥ @%d). Se (Jyng) & uma solugdo,
entfo P_[(¥@¥)N3S] = ¥nES=20P0Q%=>P(¥0QY)
=¥N QY .

Como }”e:}’@%d e EO='£eﬂ.tS’ segue que PXEO=&"() QY .

Se P X —¥ &a projegdio sobre ¥ segundo %d’ entao

x* e e
Pe =pE =2%NnQY, (3.2.58)
Definamos os mapeamentos A4 :¥,— ¥, A, = A ¥,
Byilly =¥, B, = B—elue .

Observando que 9€e N Keré—e = KerC + ¥4 , utilizamos (3.2.44)
e o lema 3.2.4 para escrever
E, € J(A,,B ;KexC + X;) . (3.2.59)

Segue, de (3.2.58) e de um lema gque diz: "Seja o subeépa’c’;)g

UeJAB e X ) dado. Entdo QU € J(4,B;X) e o espectro

M(L,5;7) = ra,B;Q0) . [5,44] " , que, aplicando ]A?'X 8.0
(3.2.59),
%N QY e J(A,B;KerC)

e que

[(Ag,Bgs€o) = (4,85 ¥ nQY) . (3.2.60)
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£ eclaro gue

M(hgsB36,) = M(E,,B3€,) = oAz | (€, /€,) vpara FeF,
Entdo (3.2.57) & verdadeiro.

A prova do teorema 3.2.3 se divide em guatro partes. Primeiro
vamos provar a decomposiﬁéo (3.2.51): Seja (%,nd) uma solu-
glo fixa e seja Fe¥ arbitrbdrio. Sabemos de (3.2.40),
(3.2.41) e (3.2.46) que Xe, E e EO sgo invariantes sob
(Af), respectivamente. Como EC c 60 c € C‘%é , segue que
(3.2.51) & verdadeiro.
Segundo, vamos provar as condi%ﬁes (%3.2.52) e (3.2.5%):
Sejan A1 e A2 conjuntos que satisfaqam as hipbteses do
teorema %.2.%. Para construir F € F tal que (3.2.52) e
(3.2.53) sejam verdadeiros, procedamos como segue:
Utilizando outra vez o lema A1 do apéndice de [ﬁ], podemos
escolher um F1f5'¥(5;,ﬁé;ﬁo) tal que

@(AF1150) =N, . (3.2.61).
Como- Eotz‘S , podemos utilizar o lema A2 do apéndice de Eﬂ
e dizer que existe um F, € ?(E;,Eé;ﬂ) tal que |

Fol€, = FylE, © (3.2.62)
Mas como ﬁleXm = 0 , podemos escolher F, tal que

F,l% =0 (3.2.63)
7, €EF e com (3.2.41) podemos concluir que F, €'¥(Ae,Be;E) .
Como Qé é o espago controlivel de (Ké,ﬁ;) , & claro que

Ie = £ + max.f(ﬁé,ﬁé;%é) .
Entao, novamente utilizando o lema A2 do apéndice de [E],
sabemos que existe um Fg G'F(Eé,ﬁé;%é) tal que

Fl€ = Fyle | (3.2.64)
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e

G[AF3 [ (k760 =N, . (3.2.65)
Seja agora g, qualgquer subesgago, tal que

8 =% o€, (3.2.66)

~

Entao ¥ n %e = 0 , donde segue que existe um mapeamento
?‘:X-*ue tal que
FIS = 7,1% (3.2.67)

o = Fzl¥, (3.2.68)

Precisamos agora mostrar que F tem as propriedades

=l
R

necessArias: Como Eo g %e , segue de (3.2.64) e (3.2.68)

gue
De (3.2.66), (3.2.67) e (3.2.69) sabemos que

FIS = FI(S +€) =Bl (§+€) =F,l8. (3.2.70)
£ claro que

F € F(&,,B;9) (3.2.71)
Agora, como €& C Xé , Segue de (3.2.64) e (3.2.68) que

FlE = 7,l¢€ | (3.2.72)

De (3.2.48) sabemos que ¥ C Y4+ € ; entdo de (3.2.6%),
(%.2.70) e (%3.2.72) segue que

Fl%m = F21Xm =0 | (3.2.73)
Isto e (3.2.71) implicam que F € F como desejado.
Como Ec C Eo , (3.2.62) e (3.2.69) implicam que

F!Ec =Fyle, = BylE, -
Isto e (3.2.61) implicam que (3.2.5%) & verdadeiro.
Paralelamente, de (3.2.68) e (3.2.65) segue que (3.2.52) &
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verdadeiro.

A terceira parte & provada com o lema 3.2.5 que mostra que
5[Af I(E/Eo)] & fixo para todo F € F e também, que (%.2.54)
é verdadeiro, | _

Do lema 3.2.4 podemos concluir gque %'6'¥(§é,§é;éo) .

Isto, e lema A1 de lﬁ] implicam gque G[Afl (60/60)] é fixo
para todo F € F ..
"Resta ainda provar que (3.2.55) & verdadeiro: Utilizemos o
lema 3%.2.3 para escrever ¥ NR = J + XN QY .

Do lema %.2.2 e do lema 3.2.6 sabemos que ¥ N1 R e X N QY
estdo ambos no J(A,B;KerC) . Mag como J = max.C(4,B;KerC) ,
podemos escrever J= max.?(A,B; X Nk) . Entdo, com o lema
A2 de Eﬂ , Segue que

[(A,Bs X NR) c M(A,B;%X N QY) . (3.2.74)

Isto com o lema 3.2.6 implica que (3.2.55) & verdadeiro.

E, finalmente, se (?,nd) é uma solucdo regular, entdo
QY = R . Segue que (3.2.74) & verdadeiro com igualdade;
donde (3.2.55) & verdadeiro também com igualdade.

Fica assim provado o teorema principal de [5].

Para ilustrar agora o método de Morse [5} vamos considerar

uma planta descrita por:

00—

. | | [1 0
x(t) = 2 x(%) + 1| u(t)
1

y(t)

[}

? x(t)
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e um modelo, descrito por:

. -2 , ‘ 0
Xm(t) 3 ; xm(t) + ; um(t)

= [ 1071w

Formamos o sistema composto, que serh:

i

o O -

1}

-1 . 10
2 : o 1:
=-34i : opo s ulE)
X(‘t) = ......_.....-,E..-...z......--.. X(_t) + P .g .‘.'..O u (t)
: 3 o 1 m
1 i . 0 1]
\ i Pl =1 1]
V) = | o o 900 1 o1 ®®)

Para saber, se o APM teri uma solugéo (f,nd) precisamos

testar se &m c h+® ; onde R = max.f(ﬁ,ﬁ;&erﬁ) .

v X ) A ) .
Sabemos que U" & o subespaco méximo no KerC que é invarian-

te em (A,B) para algum ¥ E'?(@*) .
P4’
Entdo, calculando U* , obtemos

1 1 o o
-1 o o o
A o o o 1
* . fmerr st am am m e e e
U = 9 o 1 o 1 r
o o 1 -1
L 0 o 1 o)
7y %

AN ~ ,A ;
Como AaV* ¢ 6+ V* podemos afirmar que existe um F(V*) # @ .

Calculando agora um # tal que (A + BF)V* ¢ V¥ obtemos,

resolvendo
[ 1 : ] [ 10 10, oo £..]
o ; o 1 11 16
AT +_”9ﬂ : v¥c v¥
P2 1 o P 7
3 o 1 41 **° 46
1 o 1
L . | A
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a classe 'F(ﬁ*):

£1q1 £q4=3D] £ =y o=Qaf+i=5; £ 4a+1] —F 4420 T
To1: Tpy - ToqTogtd - T4 - "Tee™2 i Tae
Tyqi L5970 1 LgqLygm@ifaft | ~f5y 40420 ~Loeif-2: fg
fai fgqme  fyqfygretrerk=ti —fygve 0 —Tygre-t L6

Escolhemos um # € ¥ (U%):

e =% o 1 7T =5
F = o o o o -6 4
- 6 o o 2 =% 1
o 8 o o o -1
para calcular
-1 -3 o 1 T =5
0o 2 o o -6 4
- AN o o0-=-% o0 -6 4
(4 + BF) = o o o o -3 1
¢ o o o 3 -1
| o o o o o o]
Para calcular = (& + BE[(R 0 D*)) precisamos ainda
(1o Y [ 11 0 o] [o 1)
of1; -1 o o o 0o o
& n n* = 4.9__1.5..... % 1) < ooo‘I% _ J.2..0
‘1 o o 1 o 17 o 1
ro 1 o o 1 -1 1 o
o 1 o o 1 o 1 o
\: . 7 - 7 - -
E, aplicando (A + BF), obtemos
(o 1 2 16)
o o -2 =16
=20 9072 6|
o 1 -2 -6
1 o 2 6
‘;1 0o 0 0
Verificando agora (3.2.21)
r = r 3 7
.0 © 1 o ro 1 2 16
|o o o 11 o o -2 =16
1 o o o0 o0 1 -2 -6
o 1 o o0 1 o 2 6
10 1/ L0 O] 1 oo 0

vemos que @EIC B + R , que quer dizer que existe uma solugéo
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(3,nd) . Para encontrar esta solugéo calculamoes
o -2 o
X =<a_I8) = 1 o 3
m mnm 1 o 1
e formamos
(0 1 2 16ﬁ /0 0 oﬁ» fo\
1o o =2 =16 0 0 © o
(x, n&)=4°.°272 60,0 o ol jol
o 1 -2 =6 1 o of "~ 0
1 o 2 6 o 1 3 1
(1 o o o o 1 1. L1
donde segue que (3.2.22) = dim(¥ 0 R) = 1.
Seja agora R +tal que & = f o (R N ¥m) ees (3.2.27)
(0 1 2 16] {1 2 16] [o]
o o -2 =16 o =2 =16 )
Jo. o2 6l o2 blglol
o 1 -2 =6 1 -2 =6 o
{1 o 2 6 o 2 6 1
\j o 0 o} 0. © o} 1)
e Id qualquer espaco vetorial com dimensdo ng (mas
)
lembrar que Id o ¥ o gm) : 3
[}
)
2 0
:G‘
o}
uo.):

Formando o isomorfismo (%.2.28) H: (R N %m)__’%ﬁ. obtemos

(3.2.29): ¥= (I + B)(R 0%,) + g .

Entao
E Tloooos21]|\[o (0 6 ‘o)
1 | lo o 00 0 1-1 0 1+ .2 16t
1 floooo1oo o 0 =2 —16
g ]| 1. LPeetooe|Hot. o2 tel
oco1oo000||lp 11 -2 -6
1 0100000 1 o 2 6
i 1111000000/ |1 lo o o

R
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P 5
3 0 o o
o 1 2 1e&
0o 0 =2 =16
S =“9_9_f?”35¢
lo 1 -2 =6 :
1 o 2 6
1 o o o
Y .4

Verificando, se AY C Eé +9 , podemos afirmar que existe
uma classe F(%) £ ¢ .

Procuramos entio esta classe F(Y) +tal que (A + ﬁéﬁ)% cd.

Esta classe 7F(¥) seréi:

1-£,5/3-L /3 ; “Tos | oy é -fo4+f 5 fo4 foSE foe
4/5-245/3-F16/5 1 =Tyl Tyt E T4t Tys=11 5440 Ty5 0 Tqg
2/3-y5/3Ep6/3 " ~ay i Epy 1 ~Togtlagte 1oy fog fag

Escolhemos agora um F € ¥ (¥) que também satlsfa%a
1ﬁ>C KerF. (3.2.37):

_ 1 oo o o o o o
F=| 43-1 -4 =110 o o
-2/% o ) 6 o ) o

Utilizamos este F para construir (4 + Beﬁ), que vai ser:

1. o 0 0. © 0 e}
| 4/3 -2 =4 -11. o o o
-2/% o 2 6 : o 0 o
-2/% o ) 3 0 o )
e
5] 0 6] 0. 0 3 o
; 1 0 o 0
o o o o; o0 o 1] 4)3 =2 -4 —11

-2/3 0 2 6

Dai tiramos a restricdo de Aflgé =15% 6 o 3

e podemos agora verificar se HP(S,F}G) é igual a Hm(s).
Mas antes precisamos ainda calcular G , que encontramos da
formula Im(B G + Bm) .

Fazendo isto, obtemos G = 3
)
|o o] .

O =0
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Calculando HP(S,F,G) obtemos a matfiz da transferéncia da

planta compensada:

Lo 11 d] s—1 o o o -1]03
ooo 1| —-4/3 s+2 +4 +11 1 0f _
| +2/3 o s-2 -6 ool
+27/% o o s-3 oo
A2
s+2 . (s~1)(s-3)

i -2
| 0 (s-1)(s-3)

que & - como se pode facilmente verificar - idéntica a matriz

de transferéncia do modelo.

Para testar a estabilidade de Aflxe vamos calcular

F(A,B; X N R):

Entdo X = (AlIB) = | gﬁ$ _l g
lo1 o ‘

-3

e &’n B. = ri’l 0 O;" ro 1 2 16\
o 1 2 o o =2 =16
1 =3 -2 -6

ey .0.,??.“ 40..0 ........... ro= 0

0O 0 0 10 1 =2 =6
0O 0 o 1 o 2 6

0 o0 o0 ¥1 o o 0

donde [(A,B;¥NR) = O .

Seguindo corolério 3.1 de [5] Azl¥ serd esthvel se, e
somente se E(Am)(ﬁfﬁ(A,B;xv)&) & estivel.

Nesse exemplo esta intersegdo € nula, mas Aflxe nao &
estlvel! Isto pode-se facilmente verificar se calcularmos

6(Aflxe) = (8-1)(s+2)(8-2)(8-3) .
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Capitulo 4): O PROBLEMA DA ADAPTAQKG DE UMA PLANTA A UM
MODELO, POR MEIO DE INVARIABILIDADE (APM).

4.1) IDEIA

Depois destes trés capitulos explicativos podemos agora .
apresentar o nosso ponto de vista do APM.

Como j& foi visto, nada nos impede de juntar a planta e o
modelo de uma maneira tal que possamos trabalhar com um sb
grande sistema. Deste modo podemos utilizar ﬁodas as infor-
maq6es disponiveis e estas vem principalmente dos estades do
modelo. Este & um ponto divergente do tratamento de Morse Eﬂ .
Mas achamos que a utilizaqéo dos estados do modelo — que foi
por nbds construido - sb poderd ajudar a solucionar o problema.

Tomamos entéo o modelo e a planta, utilizando a entrada do
modelo, os estados do modelo e os da planta para formar um
controlador e utilizamos a saida do controlador como entrada

para a planté.

Um | Modelo - €

Controlador | Yp | Planta

Xp
|

0 que agora desejamos & que, para um dado comportamento do

modelo, a planta siga este comportamento. Isto guer dizer
que o "erro" entre as salidas do modelo e da planta deve ser

zero, qualquer que seja a entrada para o modelo e gquaisquer
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que sejam as condiQSés iniciais para o modelo e a planta.
Do ponto de vista da formulaqéo podemos entdo dizer:

a) a matriz de transferéncia entre este erro e a entrada para
o modelo deve ser igual a zero;

b) este erro deve tender a zero (com t— o) para cada estado
inicial (seja da planta ou seja do modelo); e,

¢) a planta deve permanecer, ou se tornar, internamente estével
(para as realimentaQBes escolhidas).

Com a verificagéo destas,eogdigéesfieriamoswamsolugéovdc APM,
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4.2) FORMULAGAO DO PROBLEMA

Seja a planta - um sistema linear, fixo e dindmico - descrito

por:
xp(t) = Ap xp(t) + BP up(t)
Yp(t) = Cp Xp(t) ' (4.2.1a)

onde xp(t) representa o estado, up(t) a entrada e yp(t)
a saida. Os mapeamentos - lineares e fixos - sdo os seguintes:

:3{.__..&’ N:u-—» . :a_f—_a . d' % =
Aps 7y p BprUp—= Xy, O L=y 5 (dim(E ) = n

P P p’
dim(up) =m, e dim(j) = p).
A planta deverd seguir o modelo por nbds construido e descrito
por:
xm(t) = A Xm(t) + B um(t)

onde Xm(t) N um(t) e ym(t) representam estado, entrada
e saida respectivamente e os mapeamentos sao: Az %m—+:xm ,

ﬁm: um_)%m ’ Cm:' xm_-),% com as dim(gm) - nm.

R dim(um) =m,
e ¥y e’g » 0 espacgo da saida da planta.

Para simplificar o tratamento do problems pode-se juntar os
dois sistemas e representar de uma maneira mais simples:

x(%) = A x(t) + B u (t) + By w ()

1Y
e(t) = C x(t) (4.2.2)
onde '
Xp(t)
x(t) =

x, (%)



B
AP 's) D ; 0
b= le] A Bp—~ m - "
m (o] Bm
C = (Cp —Gm)

Considerando agora a seguinte lei de controle para a planta:
up(t) =T, x(t) + F, um(t) (4.2.3)

podemos formar um sistema de malha fechada:

i}

x(t) = (& + BF ) x() + (By + BFq) w(+)

e(t) = ¢ x(%) (4.2.4)
Formando a matriz de transferéncia deste sistema vamos
encontrar:

H(s,F,,Fq) = C (sT = & - BF)™ (B + B Fy) (4.2.5)
Como j& foi dito no capitulo 4.1) o erro entre a planta e o
modelo deve ser gzero, qualquer que seja a entrada para o
modelo e qualsquer que sejam as condiqﬁes iniciais.

Temos entdo: |

H(S,FOF1) = Q0 para todo s (4.2.6)

e(t) >0 se t—w; t=0, paré cada x(o0) (4.2.7)
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4.3) "ZERAR" A MATRTZ DE TRANSFERENCIA

Realimentagéo dos_estados

e

0 primeiro problema a resolver serh:
"Sob que condig6es existenm FO ,,F1 tais que

H(S,FOF1) = 0 para todo s 2" (4.%.1)

Utilizando os resultados de [13] podemos dizer:

"Existem F_ , F, tais que H(S,Foigj) = 0 para todo s

se, e somente se,

b b + 0" (4.3.2)

onde %m' e %p sdo, respectivamente, as imagens em & dos
mapeamentos B e Bp , € (/A subespago mhximo que &
invariante em (A,Bp) e esth contido no nficleo de C .

(A existéneia e unicidade de U* foram provadas em [1ﬂ .
Também se deve lembrar que se U c ¥ , U & invariante em

(A,Bp) se, e somente se, existe um F tal que

(A + BRIVCY).

Primeiro vamos provar a necessidade de (4.3.2):
Suponhamos que existem F_ e F, tal que H(S,FO,F1) =0 .
Escrevendo A E A+ BbFo e Bo = Bm + BPF1 podemos
exprimir (4.2.4) na seguinte forma:

x(t) = A x(t) + Bo um(t) A
e(t) = € x(t) , (4.3.3)
Formando a matriz de transferéncia obtemos

H(s,F_,Fy) = C (eI - Ao)"1 B (4.3.4)

0

Sabendo que a equaqéo caracteristica de -Ao é
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Ao(s) = s 4 a1sn-1 + a,zsn"2 oee. a, =0 (4.3.5)

podemos exprimir de outro modo a matriz de transferéncia
[17 (p.301)] e [i8 (cap.4 §32] :
H(S’FO’F1) = N(S) / D(S) =

=[1/7a (e ¢[Rys™ 1 + Rys™F + oL+ R ]B,

(4.3.6)
onde
Ro = aOI
R1 = Ao + a1I
_ 5 2 . -
R2 = AO +oasA 0+ a2I = AOR1 + aZI
R = a1 e a 02y +a_L,I=AR +a_ .1
n-1 - o 10 e n-1- 7 To n-2 n-1
(4.3.7T)
A condigéo H(s,FO,F1) = N(s) / D(s) = 0 & equivalente
a N(s) = 0, que, nesse caso, quer dizer que
CR,B, = 0 para i=o0,1, «..,n~1 (4.%.8)
Substituindo Ry de (4.3.8) por (4.3.7) podemos dizer:
C(aOI)BO = 0 onde a, = 1
C(AO + a1I)Bo = 0
o(a ™1 4 oaa P2 4 +a_ ,I)B_ =0 (4.%.9)
o 170 R n-1"/"o to
que & equivalente a
CAOlBO =0 para 1i = 0,1, o¢.,n=1 (4.3.10)

Vamos agora definir o subespaqe

# = KeriGa T 1= 0,1,...,n1 (4.3.11)
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Dizendo que ﬁo é& o espago gerado pelas colunas de BO y ©

observando (4.3%.10) & claro que

ﬁo C 66 (4.3.12)
Sabemos que Ao = (A + BbFO) e utilizando o teorema de Cayley-
Hamilton [2ﬂ podemos dizer que

(A + Bpﬁ‘o)eo c b, A (4.3.13)
e que

9, ¢ KerC (4.3.14)

bonde encontramos: 06 & um espago invariante em (A’Bb) e

que estld contido no nficleo de C .

3 * [ad * .
Lembrando a deflnlﬁao de U dizemos que

& eV (4.%.15)
e considerando (4.3%.12) segue que

b, cU* (4.3.16)
Com este resultado, lembrando que BO = Bm + B§?1 , € a

utilizac@o de um lema, que diz:

"Sejam dados B , Bp e um subespago U CX ; existe um F,

tal que Im(B_ + Bp?_) cV se, e somente se, ﬁm - @p + U »

podemos dizer que

byc b, + V" (4.3.18)

Fica assim.provada a necessidade.

Antes de provar a suficiéncia do teorema vamos apresentar a pro-
va do lema: a) Nécessidade: Seja £ um vetor qualquer do
dominio de (B, + BPF1), entdo temos (Bm + BPF1)f =

= Byf + BF4f = v onde vel . |

vOu, Bmf =V - BPF1f donde

B, © U+Im(BpF1)C VU + ImB C’U+d’ap .

p
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b) Suficiénecia: Seja (u1,...,umm) Tma base para um .
; C 4 -~
Como &m Bp + U existem veteres .1:1.i € up e vicj?]
tais que Bmui = Bbui + Vo i= o,1,2,...,mm
Como o8 elementos da base escolhida sao linearmente inde-

pendentes existe, [Q], um  F,: unf_*up tal que

F1ui=—ui ,i=0,1’o.o,mm
Ent8&o teriamos

Bmui = _BPF1ui + 'V'i 3 1 = 0,1,...,mm
ou

(Bﬁ + B

1)ui=Vi ,i:=0,1,o-u,mm

:B\
b
Donde concluimos que
4 c
Im(B  + B p§‘1) .
Voltando ao teorema provamos agora a suficiénecia:
Utilizando o lema (4.3%.17) podemos escolher um F1 tal que
s N * , :
Im(Bm + Bpﬁ1) c U™ . (4.3.19)
Escolhamos um FO tal que
. % %
(A + BﬁFo)v‘ <V

Utilizando (4.3.19) na forma B cV* , onde B = In(B +B F )
_ o m-p 1

0
e a definiqéo de V*= max.J(A,Bp;KerG) , podemos escrever:
i A E3 : * * ke 2 N s
(4 + BPFO)(BO C (A + pro)v c P¥ ¢ KerC (4.3.20)
Donde, desenvolvendo, segue que:
cU¥ =0
Lg% _
C(A + BﬁFo) V" =0
in _
c(a + B?FO) &O =0
e finalmente: ‘
c(A + BpFo)l(Bm +BF,) =0 para i = 0,1,...,n~1 (4.3.21)

1Y
ou ainda
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i
C Ao BO

e a partir de (4.3%3.10) via (4.%.9) etc. chegamos ao (4.3.7),

=0 para i = 0,1,...,n-1
donde podemos concluir que:
H(S,FO,F1) = 0 para todo s .

Com esta prova da suficiénecia completames a prova de (4.3.2).

Compensador_dinfmico.

A idéia que surge agora é:
Que acontecerhd se utilizarmos um compensador dinfmico para a

planta? A condigéo pare resolver o problema sers facilitada?

Vejamos.
Temos novamente a planta (4.2.1a) [§ = (CP,AP,ﬁp) e o
modelo (4.2.1b) Zm = (C,ph B ) . '
Adicionamos & planta o compensador
xq(t) = D ug(t) : (4.3.22)
e, considerando o conjunto dos trés, temos:
xe(t) = Ae_xe(t) + Bpe upe(t) + Be ume(t)
ex(t) = Cy x (%) (4.3.23a)
coem os estados e entradas como segue: v
x5 . - wy, o= Uy (4.3.2%b)
Xe = Xd pe _ud
*n

. e 08 mapeamentos extendidos:

A: Xe_-’xe Bpe:_upe-»afe Bme‘ume_’%e

Ce: Ie—+%
com

¥o=t e 0k, e U =U ol
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representados por

A ~ _
B
b D 0 0
Ae o= o Bpe = o} Bme = 3
Am 0 0 Bm
Ge = @Cp O —Gm) (4.3.2%c)

Uma realimentag¢éo no sistema aumentado & equivalente a uma
realimentacfo mais uma compensacao dinfmica no sistema original.

A condigdo para

H(S,FOG,F16) = 0 , para todo s (4.3.24)
ou

Ce(sI - Aoe)_1BOe = 0 , para todo s (4.3.25)
onde

Aoe = Ae + BpeFoe e Bbe = Bﬁe + BpeF1e ’

serl entdo:

il

[ ec-dsp

* o
n + Ué onde o

max.U(Ae, ;Kerce) (4.3.26)

e Bpe
Se P: ge“*:¥ ¢ a projegéo de Ee sobre ¥ segundo %a
(lembrando que xe = 1@ ® 1& & Xm e X = zb ® 3&) podemos

dizer que:

- ‘ -1 \
P Xe(t) =4 P Xe(t) + Bpe upe(t) + B, ume(t) (4.3.27a)
ey (t) = Gy P lx (%) | (4.3.27b)
e tirar dai:
PAe = AP PBpe = Bb PBme = Bm

Se aplicarmos P +também a (4.3%.26):

*
P@me C Pospe + Pl

segue
b, C Gbp + PUT (4.3.28)
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Mas como Ue* & invariante em (Ae,B ) , podemos escrever:

pe
¥ * » -
Ae'lfe c Jspe +?Je onde Ve C KerC, (4.3.29)
Aplicandoe P , obtemos:
¥ ¥ ; ¥ :
PAVS ¢ Pzﬁpe + PU* onde PUF < PKerC, (4.%.%0a)
ou )
; * ¥ _
APV C asp + PU e PKerC, = KerC (4.3.30D)

14

Vemos entdo que Pvgf ¢ invariante em (A,Bp) e esth
contido no KerC .
Usando este resultado e a definigéo de V* podemos dizer que
% ¥
PU* c ¥
"Introduzindo este termo em (4.3%.28) obtemos
c *
@m %p + U
Vimos entdo que a condigéo (4.%.2) nao muda com a introdug&o

de um compensador dindmico.

Falta entdo resolver se com este resultado o comportamento
dindmico do sistema & satisfatbrio. Pode, p.e., acontecer
gue com a escolha de um FO tal que (4 + B?FO)U*C:W*
alguns autovalores figquem numa posigﬁo indesejbvel (p.e. no

semiplano direito). Isto pode eventualmente nos forQar a

calcular um U n&o miximo.

Prataremos disto no capitulo 4.5).

RelacOes das_singularidades.

.~ x . .

Embora a condigao “m c %p + U" seja bastante simples de

s . . * ~
verificar, ela tem o inconveniente do cdlculo de v e de nao
ser b6bvia 4 quem ndo estd familiarizado com este espaco.

Tentemos exprimir esta condigéo em termos das singularidades
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(polos e zeros) das matrizes de transferéneia presentes.

Caso escalar

Pemos o nosso grande sistema (4.2.2):
x(t) = A x(t) + Bp up(t) + B um(t)
e(t) ’

I}

¢ x(t)
e a condicfo para uma solug#os

b, C CBP + U*
onde V" = (€+ar€+ ... + (AN (ver [11,0.570]) (4.3.31)
A definigﬁo de 4 em (4.3.31) & a seguinte, para o caso que
(CAB) & conhecido:
di & o primeiro inteiro ndo negativo tal que GiAdiB £ 0 .

k

Se CiA B =0 para todo k<n , entéo di = n-1 [17,p.30ﬂ y

onde Cj; & a i-ésima linha de C .
Para o caso em que sb a matriz de transferéncia G(s) & conhe-
cida: vdi = min[@iferen%a entre o grau em s do denominador
e do numerador de cada termo na linha de G(s)] menos 1
[17,p.300] .
Tomando o espaco ortogonal e lembrando as propriedades
4 1
¢ +B) = dtnet e dche 420
podemos escrever:
L # 4
b D(OBPHJ )
ou
L 1 ¥ 1
(me Dﬂ’ap n
Utilizando (4.3.31) segue gque:
1 / o dwt1?t
bt 2 0. n (e v are s v )it (4.3.32)
Se un vetor x E'U*i/7 %pi , segue que X val ser uma com-

binagéo linear da seguinte forma:
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X = o el + o Ate! + a.. + dd(A')dc" ‘ (4.3.33)

E além disso:

x'By = 0 - (4.3.34)
ou A
[¢Oc' + d&A'C’ + ees + xd(A')dc’]'.Bp =0 (4.%3.35)
que podemos esScCrever como
Y d-1 a £ ¢
xoch + x1cABp + .. + Xy 4CA By + aqch Bp =0 (4.3.36)
Lembrando a definicdo de d ,
cAiB? =0 para i = 0,1,...,d=1 e
cAin #0 para i =4d
concluimos que
A Y
ddca Bp =0 e cA Bp £ 0
donde
DCd - O (40303?)
L
Entao o vetor x € @pi N V*" tem a forma:
X = oL c' + Lhtet + ..+ (a) e (4.3.38)
Agora observando (4.3%.32) segue que:
x'B =0 (4.3.39)
ou
AT a-1q.  _
docBm + £1CABm + oees + Ly 4A Bm = 0
para qualguer «, , i = 0,1,...,d-1 (4.%3,40)
Mag observando a forma matricial de (4.2.2):
Ma 0 B 0
A = P B = P B =
¢ A p 0 m B
n L m
¢ = (cp -C,)
segue que podemos exprimir (4.3.40) como
o o Cd-1y
€ CpnBy + oyC A B+ wes Ay gC A Bm_“ 0 (4.%.41)



18

Lembrando a definigéo de 4 , vemos.que se dm for maior que
d-1 entdo (4.%.41) sers sempre satisfeita.

Observando mais uma vez as matrizes (C,A,Bp) vemos que o

d , calculado para o grande sistema (O,A;Bp) é identico a
d_ , caleulado sb para a planta. Dizemos entdo

D

(4.3.42)

a,<d,

é uma condigéo suficiente para garantir uma soluqéo.

Por outro lado, admitamos que d_>d entao fazendo os

p~ “m}
passos inversos vemos que acontece o seguinte: Se, p.e.,
dm = dp-1 (lembrar que dp = d), segue que, para satisfazer
(4.3.41), L3 4 deveria ser zero; se, P.€., 4_ = dp-2, segue

m
que dd-1 = dd—z = 0 ; ete.
Entao para satisfazer (4.%.41) vemos que isto sbé acontece sob
a hipbtese qﬁe alguns « g&o zeros, Mas esta restrigéo dos
vetores x contradiz a definicdo (4.3.33) que & YéiEQa para,
qualquer vetor x € U*i n %pl . Ent8o concluimos que a con-

PR ’ . , C *
dicBlo 4 < d & equivalente a %m @p + V" .

Y

Mag gueremos exprimir este resultado em termos das singulari- '
dades:
Sabendo que uma matriz de transferéncia pode ser exprimida

H(s) = [1/A(s)]e [aOIsn_1 + (A + a1I)sn_2 + e

coo (A" aa™ oy e D]
e que d & uma indicagdo para o nhmero dos zeros (# zeros), -
P.C., ée d = 0 n3o desaparece nada, se d = 1 desaparece o
n-1

termo s , ete. -, podemos entio escrever, para 0 caso

escalar:
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* -1 - a_
i (s) ... (# zeros) ) (nP 1 p)
P
(ordem da planta) grau do ﬂp(s) (4.3.43a)
B (s) (# zeros) _ (nm -1 - dm)
m * & 8 —
(ordem do modelo) grau do Am(s) (4.3.43b)
Para que dps; d, seja satisfeito escrevenos
ordem - # zeros < ordem -~ 4 geros
s
(da planta) (do modelo) (4.3.44)
donde:

np - (np—1—dp)<; n, - (nm—1—dm)

4, <d,

que satisfaz (4.3%.42).

Caso mono-salida.

Para o caso moné—saida podemos escrever:

H(s) = [e/ne)]{[ oo oy 5[ eee Jop 5 e 5[ oen g
Entéo se, p.e., d11 =0 e dy, = 1 (onde d1j indica o
termo de d1 que depende da coluna Jj de B) nada desaparece
no termo que depende de bﬁ , mas sn_1 desaparece no termo
gue depende de b2 .Donde se vé que permanece ao menos um
termo s de ordem n-1 . Sabemos que (4.3%.41) & v&lido para
multi-entrada e que dp (ou dm) sempre seré idéntico ao
menor dos d.'s (isto se vé também da definiqao de 4 a

partir da matriz de transferéncia [17]);

Para satisfaszer dpsgé%l diZemos entao
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min dpis;jmin dmi ' (4.%.45a)

Interpretando agora em termos de polos e zeros podemos diger
que o menor d, é equivalente ao maior +# zeros,
A condigéo entao vai ser:

ordem - max, # zeros ordem - max. # zeros
(da planta) (do modelo)

(4.3.45b)
Este & um resultado que & de aplicagdo simplissima porque
sb da observagio das matrizes de transferéncia (na forma

1 x r) podemos dizer se existiréd ou nfo uma solucdo.

Caso multi-saida.

Serh de grande utilidade se pudermos aplicar este resultado
também para o caso multi-salda.
Vamos ver:

A condicao %m‘: &p + 0% & uma condicédo necesséiria e
suficiente para todos os casos. Para encontrar uma express&o
desta condigéo em termos de singularidades, foil utilizado,
para o caso mono-salda, o fato que

V¥ (L wares ...+ (an)ip)?

A idéia que surge & que, eventualmente, este processo pode
ser utilizado para cada linha.
0 primeiro passo serhd provar que

V¥e U}* n Uz* n...n qu onde q indica as linhas
de C . ' (4.3.46)

Lembrando a definiqéo de V¥ temos, para o sistema (CABP),
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it = kexc 0 A7T(B + ) (4.3.47)
e para o sistema (CiABp)
Ukj+1 = KerC, N A_1(05p +'Uij) onde i indica as linhas
de C & . (4‘0304’8)
Sabemos que
o _ o _
° = KexC e Ui = KerC,
e & conhecido que
KerC < Kerci;
entao concluimos que
o) )
1 ¢ Ui
Suponhamos que
3 c Uij onde j =pm
Vamos provar que
o+ H+1
UZARNS
Escrevemos ,
Z]/“H = KerC N A—1(05P + M)
C KerC, n A_1(Bp-+vﬂ)
- =1 _ M+
C KerC; N a (b, + V) = Uy

Provamos, por induqéo, que ’Uj C Uij para qualquer j .
Entao podemos dizer que
QJ*C 771*
c Dz*

.
L d

cly”  (4.3.49)

que & equivalente a (4.3%.46).
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Por outro lado queremos prevar que
% * ¥ #
c U
,271 n UZ A ..-h Uq
TLembrando a defini%éo de UV* = max.ﬂ(A,Bp;KerC) vamos mostrar
. *
que: a) A Wi C KerC e
; * *
b) Al QVF)e b+ C o).
Com isto teriamos que /3 Ui* & um subespago invariante em
(A,Bp) e contido no KerC , e que - obviamente - & um sub-
espago de (/A
Vejamos:
a) Sabemos que cada vi+<2 KerC, , entao
* -
R V" c Q) KerC; = KerC .
b) Notando que a condigéo b) é equivalente a
-1
* *
AUFC A (@p SARCA ) e tomando complementos
ortogonais, teriamos
% 34 n L % L
CRQUF) DA [asp n )] (4.3.51)
Vamos achar condigﬁes para que (4.3.51) se verifique.
Se um vetor x € ( /) Ui*)l =) Ui*l
L di-1 , (yai L
onde Ui = (fi + A'fi + voe + (AY) %i + (A') fi)
gegue que este vetor tem a forma

x =Z:[dolci' + ol TAe,t + +<xdil(A')dici*} (4.3.52)

Se, além disso

L * L
x € @p N (ZUi )

teriamos
x'By = (L ftley + vty Yanlic )y =0 (4.3.53)
P o i et d; i By te
Mas sabemos que todos os termos ci(A')di_1Bp =0 .

Entfo resta:
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(F g 00,772, = o

que implica, sob hi 6te§e, que posto 6 Bp = q (4.3.54)
onde "01Ad1—
c= |
_chdq_
que todos os %di =0 .

Entdo um vetor x € (gﬂé*)i n (ﬁpL + Wik) terd a forma
X =Z:iioici' + eee + ddi_1i(A')di"1ci']
ou, multiplicando por A' obtemos
A'x =2;{%01A'ci' + ee. + ddi_1i(A')dicil
¢ {[91' + A'c1' + ee. + (A')d1c1'] + e
ces + [cq' + Atc ' 4+ ... + (A')dch‘]g

q
(4.3.55)

donde

atxe (0N L N5

e donde podemos concluir que
' L ¥ 3L #y4

a0 (R 05 e (Q 0*)
ou ainda que

. ¥ *

AR V) C B+ (H 04
donde

A Ui* é invariante em (A,Bp) sob hipbtese que
posto éBp =g e entao

QAR ADISEN A

Retornando a condi%éo %m - %p + 0% e utilizando (4.%.49)
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podemos escrever

) * ¥ ¥ .
n v
hyc b+ (V70 v, N Q) (4.3.56)
Tomando o espago ortogonal '
L 1 ) ¥ L
b~ > osp N+ e+ vq ) | (4.3.57)
e continuando como no caso escalar temos
bt 2Tt V) 5 i= 1,00 (4.3.58)

Utilizando (4.%.3%1) segue que
byt o8t n [oey +arey + oo v 0]
i = 1,ooo,q_ (4‘03‘59)
Se continuarmos a aplicar (4.3%.33) até (4.3.39) encontramos

vetores x da seguinte forma

! i, i, di-1 ,
Xg = ol Tyt o TATe T L ddi_1 (AY) c;' s
i == 1’0-.’(1 ' (4‘.3.60)
Observando (4.3.59) vemos que
Xi'Bm = O (4—03.6‘”)
ou
i i i di=1y, _
oA To;B, + o, Te AB + ... + g g C4A T By =0 (4.%.62a)
para cada ji s L=1,...5,0 5 J = o,...,di—1

E devido. a forma (4.2.2) podemos escrever (4.3.62a) na
forma (exatamente como no caso escalar, sb que aqui temos
i equagSés):

Lre B o+t A B o+ ...+ g, 1lc a 81715~ o
-

o mim 1 "mi"mm mi~m n
(4.3.621)
Para satisfazer (4.3%.62b) vemos que dmi deve ser maior
do que d,-1 (que & equivalente a dpi—1 ); donde
a_, < d_, (4.%.63)

pi mi
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Ainda sabendo que cada dpi é idéntico ao menor dos dpij
(onde J indica as colunas de Bp ), podemos dizer que

min dpijsg dmi | (4.3.64).
Se expressarmos d_. em termos d (onde Xk 1indica as

mi mik
colunas de B ) podemos dizer que

d ; = min d ;. | (4.3.65)
donde segue gue \

min 4 < min d . (4.3.66)

pij
Exprimindo em # zeros podemos formular esta eondiqéo
necesslria - no caso geral, ou necessiria e suficiente - no

A .
caso em que poesto CBp = q , COmMO segue:

"(Ordem da planta) menos (max. # zeros) em cada linha

deve ser menor ou igual

(Ordem do modelo) menos (max. # zeros) na mesma linha."

(4‘-3067)

Este & um resultado que também é& muito simples de aplicar,
porque 80 por observagéo das diferentes linhas das matrizes

de transferéncia podemos dizer qual o sistema sem solu§§o ou,
A

se considerarmos o caso esgpecilal - posto CBp =4g -, qual

sistema darid uma solugéb.
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4.,4) "ZERAR™ O ERRO RESULTANTE DAS CGHDIQéES INTCIAIS

Temos novamente o sistema (4.2.2):

x(t) = & x(t) + Bp up(t) + B um(t)
e(t) = C x(t)
(4.4.1)

mas agora com x(o) = X,

T.embrando a construgéo deste sistema

U‘m Y -1 xm Ym
T B 1 (s1-4m) C
e
Fa
*p Tp
5 -1
2Py Bp S (s1-4p) G
Fo

podemos utilizar [14] e formular o problema como segue:

"Achar condiqSes para a existéneia de um mapeamento

FO: %-—*Up tal que com uma lei de controle up(t) =P x(t)

-

serdo as seguintes condig6es satisfeitas? :

a) Se e(o) = Cx_ = 0 ; entéo e(t) = O para todo t =0

(4.4.2)

b) Se e(o) # O ; ent8o para todo X, € ¥ , e(t)—0

’

se t-—o0 % (4.4.3%)

*

Mas como j& foi mencionado em [14], a condiﬁéo a) sb seria

gsatisfeita se, e somente se, X, € KerC , e ainda
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(A + BPFO)KerG ¢ KerC .

Como esta & uma condiQQO muito forte - encontrar um FO
que a satisfaca &, em muitos casos, impossivel, sobretudo se
pensarmos no caso multi-saida -~ , vamos modificar as condi-
Qées tal que possamos utilizar sb uﬁ subespago de KerC .

Dizemos ent&o que o problema serid o seguinte:

"Dado o sistema (4.4.1) e um subespago VcX , coma

propriedade (A + BﬁFO)U C ¥V para algum Fos

encontre”condigﬁes para um mapeamento Fo: x-—zup tal

que, com uma lei de controle up(t) = FO x(t) , as

condi%ﬁes que seguem serao satisfeitas:

al) Se x_ €V ; entdo x(%) €71V para todo $>=0 (4.4.4)

b1) Se X, ¢V ; entdo para todo X, ce¥ , o

min{[x(t) -z|: 2€V]—0 para t—ow ."

(4.4.5)

Definicles_necessérias.

Antes de formular um teorema para solucionar o problema
desejamos expdr algumas condigles e definigSes:

Seja ?Z(U) a classe dos mapeamentos Tt %‘—9MP tal

que A 7 C U » onde A = A + Bp?o . (4.4.6)
Seja P: ¥ — ¥/U a projecdo candnica e denotaremos
X= /. (4.4.7)

K; ¢ o mapeamento induzido por A, em X/V , donde
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segue que PAO = A_GP e podemos também escrever

Bp = PBp . (4.4.8)
Seja «(A) o polindmio minimo de A (= polindmio mbnico

o« (A) de menor grau em A . tal que «(A) = 0), que & fatora-

do tal que «()) = «T()) «7()) e onde as singularidades

de oc+(/\) estdo situadas no semiplano fechado a direita

b3

( =¢¥ ) e as de « ()) no semiplano aberto & esquerda

(=¢") . (4.4.9)
Ainda definimos &’i(A) = Ker«*(A) =
={X: x € ¥, ot(a)x = 0} , (4.4.%0)
Sabemos também que AXI(4) C ¥1(a) e que
X¥=X"(a) @ X(4) . (4.4.11)
Notamos ainda X *= (X*+71)/0 = Px™. (4.4.12)
O_teorema:
sabemos de [20] que o par (A,Bp) é estabilizbvel
se, e somente se, |
+ _ v
() (alb) | (4.4.13)
ou, exprimido de outro modo, que existe um mapeamento
ForX — U tal que 6“[1; +BF, | cC
se, e somente se,
+
x(a)c (alb ) (4.4.14)

Isto encontra-se provado em [20] .
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0 nosso problema esti bastante relacionado a este resultado,
com uma excegéo: sb precisamos estabilizar uma parte dos

modos insthveis (ver 4.4.5), donde vem a proposi%éo que

"0 par (E;,E%) é estabilizhvel se, e somente se,

¥t(a) c alny) +U . (4.4.15)

Vamos agora formular o teorema, que seri:

"Dado (4.4.6) até (4.4.12) dizemos que existe um mapea~

mento P € ?OCU) tal que @[g + Bﬁgol c ¢
se, e somente se,
X(a) e (AlB) + V. (4.4.16)

Provg_go teorema.,

Para provar este teorema vamos primeiro precisar de alguns

lemas tirados de [14] e repetidos aqui por conveniénecia:

Lema 4.4.1: "Dado (4.4.6) até (4.4.12). Entao dizemos que

existe um mapeamento ﬁ;:ff-*ﬂip tal que

_g[i-+ EEEEJ c ¢ (4.4.17)

se, e somente se,

¥7(a) c (aln ) + U .m (4.4.18)

Prova: De (4.4.14), (4.4.8) e observando o seguinte grafico
Ac on

X _
Pl 1;:
R
X
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sabemos que existe um mapeamento Fo que satisfaz

(4.4.17) se, e somente se,
BHE) < (K1) + (5!
Agora, aplicando a projecdo canbnica P:¥ —X/U ao
(4.4.18) segue que
PXT(PA) C© P(alb ) + PV
Mas como PV = o podemos escrever

¥ (n) = Px"(Pa) c Palby) = (Em_p)

Por outro lado, partindo de (4.4.19) podemos escrever

X (&) = Pxt(pa)
cfEmim)y + {5}
= P(AHSP) + PU

Donde

() c (AHSP) +V .

Lema 4.4.2: "Seja ¥ ¢ X com a propriedade

T (a) + a9 + @p c¥

Entdo para cada mapeamento F.: %’—+'Up ,

podemos dizer que

EHA + BF ) c .

Proza: Utilizando (4.4.23%) dizemos que

(& + BF )3 Cay+ (ﬁp c

=

seja Qi X—X/Y a projeclo candnica e

0 mapeamento

(4.4.19)

(404.20)

(4.4.21)

(4.4.22)

(4.4.23%)

(4.4.24)

(4.4.25)
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induzido em /8 por 4 .

A & unicamente determinado por AQ = QA (4.4.26)

Entao (A + BPFO)Q = Q(A + BﬁFo) = QA + QBPFO . Mas

como %p c 3 segue que QBPFO = 0 ; ent&o

(A + BF )Q = Qa (4.4.27)
Donde, com (4.4.26) segue que A + BPFO = A (4.4.28)
Utilizando (4.4.28) e a definic8o de que Xt = Q%4[%4],
podemos dizer que
F(h+BF) = X)) = ¥ (4) (4.4.29)
Mas observando (4.4.23) vemos que X (A) €S , entdo
segue que QY (A) = o (4.4.%0)
Isto quer dizer que na projegﬁo canbnica nenhum dos
modos insthveis aparece; segue-se que ,
6‘{13. + BPFO] c G (4.4.31)
Agora, lembrando a forma matricial depois da aplicagéo
da projecdo canbnica Q : (A + BPFO)/jg A5
0 % A + B?FO

podemos dizexr que:
ofa + BF,] = of(a + BF)/S]U [+ BF) (4.4.32)
Ainda, observando (4.4.31), podemos dizer que

+ B ; ey v
6[a + BN ¢ c efa+BF)/S] (4.4.33)

donde segue que

¥ +Br) s,

Com a ajuda destes lemas podemos finalmente provar
o teorema.

seja J = <A/ﬁp> +1 e assumimos que X¥T(a) ¢ Y (4.4.34)
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Utilizando, do lema 4.4.2, as expressoes (4.4.24) e
(4.4.27) dizemos que
+ ; ; ,
Y (A + BPFO) c 3 = <AIBP> +V = <(A + BPFO)[%p> +
para todo F,s %‘*Up
Se escolhermos F01,6‘?Q(U) sabemos do lema 4.4.1 que

para algum iozziaewp a seguinte expressao & verdadeira:

6[a + BFoq + BFp]C O A (4.4.35)

ke

Se F _, =

02 —;éP , entdo P _=F

o o1 t Foo € T,
Isto, e (4.4.35) implica que

o[A + BpFo] c ¢ (4.4.%6)

Por outro lado, se existe um F_¢€ ?o(v) para o qual
(4.4.36) é verdadeiro, entfo com a utilizaﬁéo do lema 4.4.1
podemos dizer:

+ . _ p
X(a+BEF)CAR+ Bpﬁ*olﬁp> +U = (alb)) +V (4.4.37)
Aplicando agora o lema 4.4.2.a0 (A + BpFO) e utilizando
a*definiggo do 3) como fol dado, podemos escrever que

1t (a) = g+[(A +BPy) - BPFO] c Y= <AI/BP) +r (4.4.38)

e com isto completamos a prova do teorema.

g o s

Lembrando a condiqéo do capitulo 4.3%) para “"gerar" a matriz

de transferéncia que foi 43m S @p + U*’ podemos pensar em
exprimir o teorema (4.4.16) também em termos de l’*.

E como U C'D*isto serb possivel.

Mas, por outro lado foi mencionado no fim do capltulo 4.3),que

existe a possibilidade de que devamos utilizar um Ul que nao
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é maximo.
Vamos entao primeiro resolver a terceira parte, estabilidade

interna da planta, e sb6 depois unir os resultados.
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4.5) ESTABILIDADE IITERNA paA PLANTA

Formulacdo do_problema

Lembrando os resultados do capitulo 4.4) sabemos que é
possivel que o erro resultante das condigSés inicliais seja
ZEeTO0,

Mas pode acontecer que o sistema ndo seja estivel, e estamos
particularmente interessados na estabilidade da planta. Entéo
devemos tratar este ponto sob os seguintes aspectos:

Lembrando a estrutura do sistema (ver capitulo 4.2), quere-
mos que o par

((a. + B®__),B_) , que representa a malha fechada da
P p OP p ,

planta, seja esthvel. (4.5.1)
Como queremos estabilidade interna sb para a planta e como o
controle u, sb influencia a planta podemos dizer que (4.5.1)

pode ser satisfeita, se

x ¢ B ¥ s =
S+ BF, )0 <Aplobp> 0 (4.5.2)
ou, devido a forma especial do sistema (ver 4.2.2), que
+ _ »
(4 + B, n (Amp) =0 (4.5.3)

Se satisfizermos isto, poderemos ter certeza que toda a parte’
que & controlivel serd estével.
Nota: um estado instivel, que ndo & controlivel, ndo pode -

gob hipbtese nenhuma - ser influenciado, dal a formulaqﬁo

(4.5.3).

Para desenvolver as comdigﬁes para solucionar o problema
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precisamos ainda o conceito de R* e alguns lemas, tirados
de [10],[15] .

O conceito de um subespago de controlabilidade foi introdu-
zido em [9]: Um subespago R cX & unm subespa%o de controlabi-
lidade de (A,BP) se $0(ﬂ) # @ e se para algum FO € 33(&)
temos

Ro=(a+Br)la nk) .  (4.5.4)
f & unicamente determinado para qualquer FO € ?6(&) .
se V*¥c ¥, onde V* = max.J(A,Bp;KerC) , segue que o finico
subespago méximo de controlabilidade R* < V¥ , seguindo
[9,teor.4.3] , é:

R = (0 + B I6 NV FoE F WY c K RT) . (4.5.5)

Lema 4.5.1: [10,1ema 4.1] : "Seja A, Bp, ¢, V* e R* dados.

Escrevendo A, = A + Bpgo s B¢ ?B(v*) e definindo o

o)
mapeamento E}:Ux/&*-—*'UVW* como segue: se X & a classe
lateral de x em U/R* , entdo AX = Ax , e R* e K}
sdo fnicos para cada F_ € ¥ (U%) .

Particularmente, o polinbmio caracteristico de AflU*

tem a forma ’?(A)’Tf(k) , onde T()) & o polindmio
caracteristico de E} e & fixo para todo P € ?5(@*) ;

e Tf(A) ¢ o polinbmio caracteristico de Afl&* , cujas
raizes podem ser fixadas arbitrAriamente com a escolha de

um F € 3%(@*) . (4.5.6)

Lema 4.5.2: [10,1ema 4.2] : "Sob as oondiq6es do lema 4.5.1,

seja o«()) o polindmio minimo de K} e fatorando
o«(A) = &é())éib(h) onde Jé()) e Z£(A) s80 primos entre si.
Entdo V= ' o Rg & Rb onde
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¥ ¥ - T - -
{R e} @g = Ug = {XIX € /U H o(g(Af)X = 0 { (4.5.7&)
e semelhantemente
Kok, =V, (4.5.7b)
* * » -
Os subespaqos @.@ &g e @ & @b sao fixos em rela%ao

a T ¢ ?E(U*) M

Lema 4.5.3 [15,1ema3.3] :

"ge ¥ta) c <AHSP> + U (4.5.8)
“entdo
c(a,) Nctc o(R,). . (4.5.9)

—————

Entdo Aff C $ para todo F,

Seja F_ € ?;(0*) e K} o mapeamento induzido

em X/%¥ por Ap » (4.5.10)
Z; é¢ definido como segue : se X éaclasse lateral de

x em J/0%, entdo i}§:= iiib. | (4.5.1)
A, & definido como no lema 4.5.1 .

£
Agora temos os seguintes mapeamentos induzidos:

6(ap) = 6(A,18) U 5(A,)

6 (A IV*) U 6 (Hg) U 6(Eg)

]

5 (A 10%) U 0 (Ep) U 9(A) ¥ S (hy) (4.5.12)

A visualizagdo matricial & a seguinte:

) Aflﬂ*i AT03

Ag D SR PO
f H —
L By

B
; —
: \N

b
W

7l
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Consideremos que (4.5.8) seja verdadeiro. Lembrando
o lema 4.4.3 segue que %+(Af) ¢S para todo F,
Entao F(E;) nct=¢g

e G(Af) ne¢tc G(Affg); donde

6(ay) N ¥ c 6(aLlY) .

Do lema 4.5.1 sabemos que existe um F€ ?g(v*) tal

gque G(Aflﬂf) é arbitririo. B utilizando a proposigao
que o par (K},E;) & controlével se, e somente se,

¥ = <AI@P> + 17 - substituindo 3? por J » podemos diger
a mesma coisa para V(E;).

Entdo G(Am) N ¢ C GQAf) .

Mais algumas definiqﬁes antes de formular o teorema:

Sejam WA (A\) e T()\) os polindmios caracteristices
*m

de A e A, , respectivamente. (4.5.13)
Entao, utilizando o lema 4.5.3, se (4.5.8) for verdadeiro,
chegamos a

— _ + _
T =T, Ty (4.5.14)

para algum polinbmio - y(A) que, observando lema 4.5.1, &
fixo para todo ¥ € 3;(U*) .
Fatorando 7(%) = 7+kk)7-()) , podemos escrever

TN = ’TFAm’“()\)y“L(A)y“()\). (4.5.14a)

Chamemos dg o polindmio minimo de A, € lembremos que
m

oL{N) = Jg(k)Jb(A) » que & o polindmio minimo de &A; ;
Dizemos ainda que

o_(g()\)lTAm+()\)y_()\) S ;bu)lf()\).
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0O teorema.

Com todas estas definigGes podemos finalmente formular o
gseguinte teorema:

n ¥t c <Alﬁp> + U* se, e somente se, (4.5.16)

Xra) < alb ) + T (4.5.17)

sob a hipbtese que

T P\ e 7+€A) sdo primos entre si e que
—"m

_KA]@p> =‘%p (que & equivalente a planta seja controlhvel)."

Prova: Assumimos que (4.5.16) & verdadeiro.

x E‘%+(A) implica x = x; + X, onde =x;¢€ <A}%p> e
y % .

X, e V¥ .

Da hipbtese que Wg +()) e 7+(A) sao primos entre si, segue
m

que &g()) e Zb(h) também o sfo; e do lema 4.5.2 segue que
*

X, = v* + Vg + ¥y onde y*é'm » Vg € &g e Yy € ﬂb .

Agora y, € @b implica que Jb(Af)yb e f*c ¥P .,

Partimos Yy = | Yp1

onde yb1é %p.
0

Tp2]

Utilizando aestrutura do sistema (capitulo 4.2) segue que

&b(Am)be =0 (4.,5.18)

Mas como dAm(Am) =0,e a(d) e dAm(A) sdo primos entre

si, segue, para satisfager (4.5.18), que

Ypp = 0 -

Entao Yy ¢ XP

1l

<Al@p> e podemos dizer que

Xo € <A/@p> + Vé ,, donde

Vp + (3 +y,)
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x ¢ Xt(a) c {AHSP> + ?)'g .

Por outro lado, se x € ta) c <A/ﬁp> + Ué onde
Ug Cf27*, & bbvio que (4.5.16) é verdadeiro.

" Agora dizemos - sob as condig&és do teorema, que satisfaz

automaticamente as condicbes do capitulo 4.4) - que a parte

controlével da planta - com F, € 3;&@é), - serh esthvel."

Prova: Temos - para estabilizar - o espaco quociente 276% .
_ *
~ Escolhemos um F_ ¢ 3%(17) c ?B(@%) .

Como Jg(k) e Jb(A) sdo primos entre si, segue do lema

4.5.2 que
**__ % _— m :
VRt = Ut e Uppr = 0 @ R, . (4.5.19)
que tem os polindmios minimos Qg()) e &b(A) ’
respectivamente.
Se anotarmos com A1 = E;l(vé/&*) = K}]@é (4.5.20)
e com A2 o mapeamento induzido em %/Ué por Af (4.5.21)
ent8o

it

(hp) = 6(a, V) TN,

T (apl87) v (A u e (hy) (4.5.22)
Visualigado isto, temos:

hel®* 1} A3
gl oot

Ag NE

: B
. AN

:uA:;

Tembém, do sistema original (capitule 4.2), temos para

todo Fop

(Ap) = G(Ap + BPFOP)CI t(ay) (4.5.2%)
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Lembrando o lema 4.5.1, sabemos que existe um Eo1 € QL(U*)

tal que ©(A, [R¥) c ¢~ .
o1

Escolhemos agora F_ =T , + F Q¢ ?Z(Wé)‘, onde

o1
Q: %-—>%7Ué é 2 projegéo canbnica e definimos o

mapeamento F ,: 37vé——’Up . (4.5.24)
Entao devido a este mapeamento podemos dizer que F o nao
N
tem influencia sob (A, |R¥) = ¢(A. |R*)
- o Tor
e E(Afejﬂg) = (Afo1]&g) (4.5.25)

Utilizando (4.5.17), escolhemos um ?;3 tal que
VPRSI

6(A1) consiste de ralzes de Ta He) 7—(A) e dizemos que
m

6~ indica as raizes de y—(k) .

Entao, para Foo=F g+ FBBQ , segue que

o1

‘. . ,
6LA, + BPFOP) C (A 1R%) U 6‘(/\2) U e (4.5.26)

0 que & esthvel.

Finalizando este capitulo,vejamos como seria o método de
atadué a um problema utilizando as ferramentés fornecidas
por estes teoremas.

1. Verificar se &m c &p + U e %+(A) c <Al@p> + UF .
2. Encontrar ﬁma lei de controle utilizando V% .
38, Admitir que esta lei de controle resolve as trés
condiQGGS:
i) H(s,F ,F,) =0

ii) "Erro" (das condigSés iniciais) tende a zero, e
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iii) a planta é estével,
entdo o problema j4 pode ser resolvido com F,€ 70(9*)
*
e F, tal que Im(Bm + BPF1) V" .
3b. Admitimos agora que esta lei de controle torna a planta
instével.
4. Entdao devemos decompor ¥ para encontrar um ‘Ué .
. ifi b cb_+ 7V .
5. Veri 1éamos se m D g
6. Admitimos que 5. & satisfeita, entSo podemos com
P € ?O(Ug) e ¥, tal que Im(B + Bbﬁ1) c Ug

resolver as trés condi%5es i), ii) e iii).

Vimos que podemos ter uma sclugéo completa seja com

/U* ou com Ug .
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Capitulo 5): EXEMPLO

Neste capitulo vamos mostrar um exemplo e explicar como as
diferentes condigﬁes podem ser aplicadas.

Seja a planta descrita por:

1 o o 1 o
xp(t) = o 2 1 xp(t) + 1 o 1 upkt)
i 1 o Lo o 1
1 1 o] o
y. () = x (%)
p , o o 1| p
i 0 A » z . ""1—4
1 . ~ : = 3 — _B =
A matriz de transferéncia sera HP(S) Lp(sl Ap) D
_ |1 1 o]fs=1i =1 o]=-1[o0o 1 o
o o 1 0 5 s-2 -1 1 o 1] =
o i =1 : s o o 1
[ s° A s(s+1)
(s—1)(82-2s—1) L s-1 é (3—1)(82-28-1)
B 1 o : (s=1)
i 52-25-1 0 520 i
onde §°-25-1 = (8=1+V2)(8-1=V2) .
0 modelo, por nbs construido, seri:
1 ] 1 o
> _ -2 , o 1
Xm(t) = 3 xm(t) u P um(t)
i 41 1 1
1 o o ~1]
Tp(t) = | 2 1 1 -2 | Xm(t)

e a matriz de transferéncia:

N -1
Hm(s) = Cm(sI - Am) B,
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-3 -1
\ (8=1)(8-4) | (s~4)
H (s) = :
- -6 § ~-73+16:
| (s=1)(s-4) | (s+2)(s-3)(s-4) |

Vamos antes de comegar, aplicar (4.%.67):
(Ordem da planta -~ max.# zeros em cada 1ihha)
(Ordem do modelo - max. # zeros na mesma linha)
1 (4-3) =1
1 (4-2) = 2

(3-2)
(3-2)

Entao vemos que o sistema poderia ter - eventualmente - uma

solugdo.
Para saber isto exatamente, preeisamos verificar se

‘?
b C’@p+'0’_é.

0 sistema composto seri:

(1 1 o § i [o1 o] [ ]
o 2 1 : 1 01
. o 1. 0. _ , 001 .
x(t) = - x(t) + up(t) +1797% um(t)
; -2 o 1
3 o 1
B ; 4 ] L | |1 1]
) =[5 5§15 5% 2)=®

g ¥
Precisamos construir o V' ,
Como a planta satisfaz a seguinte condiQéo
q C1Ad1B
= 2
a2

Colt B

poderemos utilizar o fato que

V=000,

. o . ‘
Mas vamos utilizar, para o cdlculo de U~ , seja
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vio) oW

P = a7y + YU
ou seja

U6L _ ot

Ut = ar sy VT

Utilizamos o segundo método:

voi :t/Vi= l{:f

Para o segundo passo precisamos LN(BP‘)’=

A}

1 0] 1 o o
1 o 1 2 1
o1 o oo
ULt=) -1 -2 + x I
o -1 : -2
o -1 : 3
.1 2] B 5 4
Vimos que U1L = UOL = U*l =‘€, donde
4)*=f 1 o o o 0\
-1 1 o o0 o
0.2 1. 1 o
< 0o 1 o o 1°¢
o o 1 o o
o o o 1 o
L o o o o 1
J

r

e W e B SR QR

] .
NSt 0 O 7

-
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Entao:

( A (0 1 o] (1000 0|

1 01 -1 1 00 o0

<o o] 1> J o2 110

....... A Lo LG
Y ™ 61001

o 1 oo0o1 00

o 1 ooo1l1o

L1 1) ( J L oooo 1) é satisfeita.

Para saber se a classe F ¢ FV*) # 9 para (& + BPFO)U* c V*,

a condiqéo AD* C &p + D" deve ger verdadeira,.

(o 1 o o o] (61 0] 1000 0]
-2 4 1 1 o 1 0 1 -11 000
Joltieenel loetl o210
o 1 o o 1 f c f*n o1 o0oo0 1>
0O o0 =2 0 o oo Too
o o o % o ooo1lo
. 0 0o o o 4] L J 0000 1]
“Agora, queremos que H(S,FO,F1) = C(s8I - AO)_1BO =
_ -4 - rw 1 : _
= C(sI A BPFO) (Bm + BPF1) =0 .

Vamos, para isto, escolher um F1 tal que Im(Bm + BPF1) c V* .

Entao
(T 7 (o1 o] [ 819 82
1 0 1 !
o0 1|1 821 822 .
S|t 839 830 | [ C v
o 1 -
o 1
Lra] L ] )

se, e somente se, a matriz F1 tem a forma

ot [5=1
- =/
0 0

0 segundo passo serid escolher EO tal que (A + BPFO)U% c U*.



11 o 1 To 1o [ £f,4 eon £, ]
o 2 1 1 01 f11 f17
o 1o c o1 21 °°° —27
1 + f31 e f37 /U* c VU
) -
3
| - 4_ — -
se, e somente se
A Ly,
R SAI T R R N AT
Fo=lf21: 0 1 i
Txq: f : : TS para f's arbitrarios;

e onde as outros f's +tem as seguintes relagﬁes:

f12 = f11 -1 + a
Tz = T1g - d -4
£44 = ~f4q + 20, —a ~ b+ 23 +5

f15 = f16 - c¢c +d + 5
f17 = f11 - 2f16 +a+ b~24 ~-¢e + 4

fop = fpq ~ &

f23 = —f26 + 4

f24 = —f21 + 2f26 +a + b ~-2d - 1
f

f3p = f39 =1

Ty = = g6 + 3

fz4 = ~f3q + 2035 = 4

L55 = 56 = 5

f37 = f31 - 2f36 -2 onde a,b,c,d,e sdo arbitririos.

Escolhemos um FO : seja f11,f21,f31,f26 = 0 3 f16 = -4 3
f36 =% 3 a,b,c,d,e = 1 .



Segue que PF_ =] o o -1
o

o -1 1

o -1 o
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-3 1 -4
-1 o o
2 =2 3

K

4]

Formando agora & matriz de transferéncia do sistema composto:

H(S,Fo,31) = C(sI -~ A - B

F, = 1 o
T a1 -
o

onde

b

o]

onde a inversa de (sl - AO)

é:

- )
FO) (Bm + BPF1) ’

_.\oo_.sio.a._\
G G ) Eoo_.‘.

1 | 8=2 2 -3 -2548
° s(s-1) s(s5-1)2 Sks—l)(8+2) S(s—})(s-B) s(s=-1)(s=4)
1 1 -3
=1 ° (s=1)2 (8=1)(s+2) (s-1)(s=3) (8=1)(s8=4)
s L -2 2 -3 8
s s(s~1) s(s+2) s(8=-%) s(s-4)
L1
s-1
1
g+2
1
-3
1
s—-4

desejado.

pode-se verificar que H(S,FO,F1) = 0 que é o resultado

Para demonstrar a aplieaqéb do capitulo 4.4) (desapareci-

mento de erros devidos a condiQEes iniciais), sabemos que

serd necessirio testar se

xt(a) c <Alﬁp'> + V*

onde X¥t(4a) = {X:X c¥ 3 xT(a)x = 0 }.

Tomando o mesmo exemplo, temos o polindmio caracteristico

.
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de A : det(sl - a) = det(sI - Ap) det(sl - Am) =

g=-1 =1 o g-1
det 0o s-2 -1} det s+2
e} -1 s s8-3%
s-4

Entdo T= (8-1)(s=1+ 2)(s8=1- 2) (8-1)(s+2)(8-3)(8-4)
O polindmio minimo de A serd o polinbmio mbnico com menor
grau tal que «<(4A) = O .
Patorando o«(A) = «T(}) «"(A) encontramos ot(a) , donde
podemos calcular o Kerq&(A) .
Utilizando o lema 4.1 de [15] sabemos que

Ker«i(A) = Ker’”i(A) .
Entdo poderiamos encontrar o ¥+(A) a partir do polinbmio
caracteristico-que é sempre mais fhcil de calcular que & ,
Aqgui neste exemplo, para verificar se TE+(A) C (Alﬁp> + V¥,

precisamos <AI%P) A

r h 3

O -0
O O =
— 3O
[
OO0 O =" N=0

COQO:I0 ==
0O =0:=00
0O-=200:=00
—~00='000

\ J

donde vemos que (Alﬁp) +0F = ¥ .

Entao a condigéo ¥(a) c <A}5p> +7* & satisfeita.

Outra parte, ainda importante, é a aplicagéo das condiqﬁes
do capitulo 4.5):

¥ta) < (AI@p) + V" se, e somente se,

¥*t) < <Alﬁp) + vé , que s8b precisariamos se a parte da
planta ndo fosse esthvel com FO € F(V*) e podemos resolver

o problema da estabilidade, eventualmente, com um FO - 7(Ug) .
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Lembrando, que gqueremos testar a parte (A + BﬁFO)/U* s
vamos construir um operador S , que consiste de
(v1*,...,v5*; r,,T,) , uma base em X

(onde v1*,...,v5* formam uma base de V7).

Mas como também precisamos a restricdo (A + BpFo)i(v*iﬂ*)
vamos primeiro calcular R* = {a + BpFol@p nv*y

A
r h g 3 r

o1 o 10000 1
1 01 -1 1000 -1
0o 1 ..()...2...1._1...0 < .- O.p
B nVE =+ ' N o1o001( =| o
p ocoo1oo e]
ooo1l1o o}
L J . 0000 1] . o ]
Calculando (4 + B.F ) 1] [ 1]
P o g -1
o} 0
Y o ) o |
o) 0
o} o
L OJ L © /
obtemos R* .
Formando S , obtemos
Jiggeaite
62110, o 1 o o o 1 o o-=1
~1 _ |0 0.0 o 1.0 0.
g: l ? g l; g g = S5 =15"% 0 0 0o 1 o
o: 6010 0o o o o o o o 1
6: 00601 oo 1 1 o-1 o o 1
- ' ‘ . o o 1 =2 -1 -1 24
.~ —
R*
L A i et
¥ indep.

Fazendo o caleculo: 871 (AL +BF ) S obtemos:

P O
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(& + BF /(WK (4 +BF)/

TR 11 =50 o]
“6'}-3"_-0 o -3 o o
of{o0 =2 o o Lo o
olo 0o 3 of o o
oo o o 4l o o
Mo+ o o o:1 1
(4 + Bp?o) oio o o o0:io o .

Calculando T()) = (s-1)(s+2)(8~%)(s-4)
que, como se pode_esperar, se dim(U*) - dim(ﬂ*) =4 ,

¢ igual ao 'WAmu

56 para mostrar como aplicar a condi¢do "primos entre siv:

— et ot + -
T = Ta TV Y

(8-1)(8=3)(s-4) 1 (s+2)
Resultando disto, vimos que para este par planta-modelo

vg =?7* e que podemos sempre encontrar um FO,F1 tal que

H(S,FO,F1) =0
e(t)— 0

a planta seri estlvel (com um F € FU")!):
Entao, o F1 serhs como foi escolhido e o FO vamos modifi-
car um pouco:

Se tomarmos a parte (Ap + B?Fo ) na forma mais geral:

P
1 + f21 . 1 + f22 ' f23 |
Tgg + E5q0 24 Syp + 5o 0 1+ L5+ T3g
£ LR P - T33
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ou levarmos em conta as res%rigSes da classe (tal que

H(g) = 0 ), obtemos

1+f21 é 1+f21—a 5 —f26+d
f11+f31 572+f11—1+a+f31—1 5 1—f16-d-4+3—f36

Entao simplesmente se escolhemos f11,f31 = 0 temos uma

matriz triangular onde os autovalores podem ser ajustados

com a escolha de f21 y 2 f36 .
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Capitulo 5): CONCLUSOES

Vimos no capitulo 4.1) gque a eliminaqﬁo dos pares
planta-modelo que nao daréo solugdo pode ser feita sb6 por
observaqéo das matrizes de transferéncia. E, em alguns casos
especiais, podemos mesmo afirmar se o par terd uma solugéo

ou nao.

Vimos também que este trabalho parece ser o primeiro que

trata da influéncia das condigﬁes iniciais para o APM,

Umn outro ponto importante a mencionar:
A solugﬁo deste trabalho permite adaptar uma planta a um
modelo, que & insthvel, e a planta fica internamente estével.
Este & um ponto interessante porque estudar o comportamento
de uma planta instével & praticamente impossivel, mas pode-
mos estudar o comportamento de um modelo, que é insthvel e
depois simplesmente adaptar a planta a este modelo, j& saben-

do quais ser&o os resultados.

Para trabalhos futuros podemos sugerir o estudo, baseado
nessas formulagGes gerais, de alguns casos espediais, como
p. €. a influénecia de zerog da matriz de transferénecia da
planta, quando eles estdo no semiplano & direita. Eles terdo
o mesmo efeito que no caso escalar, quando causavam instabi-

lidade pela necessidade de serem cancelados por polos no

gsemiplano & direita?

Também sers necessério estudar o problema da sensibili-
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dade, que, observando as classes de ¥ (U*) no exemplo, &

bastante grande.

bizemos entdo, que este trabalho fornece uma base
realistica e geral para resolver o APM, mas que tem ainda
pontos interessantes a tratar, que podem ser objeto de

estudos futuros.
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