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Nesta tese está explicado - brevemente - o que é e para que 

serve a adaptagão de uma planta a um modelo (APM). apbs a 

apresentapão de alguns métodos existentes, foi desenvolvido 

um ponto de vista diferente. Este novo dtodo mostra eomo 

encontrar condiyões - necess&rias e suficientes - para a 
existkncia de uma solupão que consiste de três pon-bos princi- 

piaia: I) Fazer a matriz de transfer&ncia da planta igual à 

de um modelo dado usando um controlador para a planta que tem 

como entradas os estados da planta e do modelo, e a entrada 

para o modelo, 2) para entradas idênticas, "zerarn o erro 

entre as saídas da planta e do modelo, resultante das condi- 

~Ões iniciais, seja do modelo, seja da planta, e, finalmente, 

3) estabilizar internamente a planta. 

Para eliminar o mais rhpido possivel, sobretudo sem muito 

cálculo, os pares planta-modelo, que não dar& uma solu$o, 

a condipão para 1 )  foi expressa em termos de singularidades 

(polos e zeros), que em alguns casos especiais pode também 

fornecer uma afirmapão para a existência de uma solupão. 

Com um exemplo ilustrativo foi mostrado como os resulta- 

dos teóricos se aplicam na solu@o de um problema prático. 
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In this thesis is explained - briefly - what is and what 
for serves the adaptation of a plant to a model (APM). after 

the representation o£ some existing methods a different view- 

point was developed. This new method shows how to find condi- 

tions - necessary and sufficient - for the existence of a 
solution, which consists of three main points: I) Fiaking the 

transfer matrix oL the plant equal to the one of a given model, 

using controller for the plant which has as inputs the states 

of the plant and the model, and the model-input, 2) for identi- 

cal inputs, ifzeroingii the error - which reaults from the inicial 
conditions of the plant or rnodel - between the outputs oP the 
plant and the model, and, finally, i) internally stabilizing 

of the plant. 

To eliminate the pairs plant-model, which donft give a solu- 

tion, as fast as possible - and without a lot of calculation -, 
the condition I) was expressed in terms of singularities 

(poles and zeros), which Ln some special cases can also be 

an affirmation for the existence of a solution. 

With anillustrative exaaple was shown how the theoretical 

results can be applied in findiag a solution to a practical 

problem. 
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Capítulo 1 ) : GERAL 

Esta tese investiga a solu~ão - e condigões para a existsncia 
de uma soluqão - do problema de adaptacão de m a  planta a um 

modelo ( APR ) . 
Has vamos antes explicar brevemente o que 6 APN. 

Inicialmente existe s6 uma planta e a ela foi aplicado um 

sinal, A planta foi adaptada de uma maneira tal que o erro 

entre a safda e o sinal aplicado é nulo, Isto 6 o chamado 

servomecanismo. 

aas com a evolugão tecnológica foi necessário aplicar mais e 

mais sinais, as vezes bem sofisticados -,, e se, por exemplo, 
as plantas forem muito grandes, torna-se difícil fazer ensaios 

para conhecer o comportamento da planta. 

Neste momento entra a seguinte idéia: esta variedade de sinais 

deve ser gerada por um sistema; então, por que não construir 

um sistema que produza os sinais que querenos e fazer a planta 

seguir o comportamento deste modelo? 

Assim sendo, cons%ruimos um modelo, que pode ser testado como 

queremos, modificado, etc,, e tentarmos simplesmente adaptar 

a planta e este modelo. 

Um outro ponto deve ser mencionado aqui: Quais são as aplica- 

gões de um APM, como e onde o APM pode ser utilizado? 

Vamos expor só alguns exemplos, mas isto &o quer dizer que 

seja tudo; certamente existem muito mais aplicayões, mas para 



dar uma idéia geral, os nossos exemplos sergo suficientes, 

Ternos, por exemplo, um padrão - uma chapa pequena com uma 
forma muito irregular - e vamos construir um pequeno sistema, 
que tem um apontador que segue exatamente as formas desta 

chapa. Com a utilizaqão de sistemas elkricos, pneumatieos, 

hidraúlicos ou mecânicos vamos transmitir o movimento deste 

pequeno modelo à gran&e máquina que corta, p.e. com um maga- 

rico uma chapa de ferro 20 vezes maior que a chapa-modelo, 

Um outro exemplo seria um veículo lunar, Como é certamente 

difícil mandar sinais para a lua e esperar a reagão (retardo 

dos sinais devido à distância), será melhor construir um modelo, 

que neste caso pode ser até igual a planta, e operar o modelo 

como desejarmos. Este modelo manda todas as informa~ões à 

planta - o veículo na lua -, e esta segue exatamente o compor- 
tamento do modelo - o veiculo aqui na terra, 
Com este exemplo chegamos ao ponto que justifica a utilizaqão 

do A214 nos casos onde a planta está fora do alcance,, ou numa 

escala muito grande para fazer experiencias. Neste caso pode- 

-se,p.e., construir wa modelo num computador,, onde pode ser 

testado,, e depois basta fazer a planta seguir este modelo, 

Um filtimo exemplo, bem desenvolvido, 6 o sistema de um servo- 

manipulador. Isto é um sistema que consiste de um par de 

tsbrapos artificiaisw que está situado numa sala de controle, 

e um outro par - semelhante - que esth situado dentro, p.e., 
de um acelerador de protons. Isto significa que a planta está 

dentro de uma área altamente contaminada e muito perigosa 

para o homem, BJeste caso queremos que a planta siga exatamente 
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os movimentos que fazemos na central (o que é necessário por- 

que o equipamento dentro de um acelerador de protons & muito 

sofisticado e sensível), 

Esperamos que estes exemplos possam dar uma idéia geral do 

APM e vamos agora tratar da teoria do APigl. 

Gomo já foi dito, queremos condipões para a existência de uma 

solugão para o APR. Hais precisamente, isto quer dizer que 

foram procuradas condicões - necessárias e suficientes - para 
que o "erro1s entre o modelo e a planta seja zero, com a utili- 

zagão de todas as informagões possíveis que pudermos obter do 

modelo (entradas, estados'). E, quando possível, exprimir estas 

condi~ões em ternos de singularidades (polos e zeros). 

Sabemos que o problema de adaptaqão de uma planta a um modelo 

( A P I )  tem sido estudado há 16 anos pelo menos [4]. Resultados 

preliminares, em termos de matriz de transferencia, foram 

apresentados por Kavanagh [4] ; outros resultados, utilizando 

mktodos diferentes, foram encontrados por Parks [3] - utili- 
zando o segundo mktodo de Liapunov; por Tyler [I], que fez 

uma síntese do problema por controle &imo; e Winsor t., Roy 

[2] , que utilizaram também controle Ótimo para seu projeto de 
um "de-sensitized model-following control systemn . 
Mas a primeira formulatão real, chamada ftexact model matchingn, 

foi dada por Wolovich [6] , que utilizou, para encontrar uma 
soluyão, wn conjunto de "feedback invariantslj e uma transf or- 

mapão da coordenadas (que k derivada da matriz de controla- 

bilidade), dependendo ainda de existir ou não solugão para um 

conjunto de equa~ões de matrizes polinomiais. 



Em método que utiliza essencialmente as mesmas idéias que 

Wolovich [ 6 ] ,  foi apresentado por Wang & Desoer [7] ; eles 

transformaram o problema para resolver uni conjunto de equa- 

yões lineares e alg&bricas. 

Um mbtodo diferente foi apresentado por noore & Silverman [8] , 
que utilizarâm um algoritmo estrutural para resolver o pro- 

blema. Eles não necessitaram de uma transformayão de coorde- 

nadas e a existência de uma aolupão foi testada sequencial- 

mente. 

Um mktoào completamente diferente & o de iuiorse [5], que 

utilizou uma conceituac$io geométrica. [9] para a formulaqão do 

problema e tambh para a condipão de existir ou não uma solu- 

Nesta tese também foi utilizada uma conceituagão geomktrica, 

mas a formulagão 6 diferente, visando a aplicapão de resultados 

de Bhattacharyya [I71 [14] [15], Pearson [I41 [15] [I61 e Wonham 

[I 41 [16] [22] . E sobretudo, as condipões encontradas no domínio 
geometrico - necessárias e suficientes - foram, quando possivel, 
expressas em termos de singularidades (polos e zeros). 

No capitulo 2) vamos apresentar - de uma maneira breve - as 
investigaqões de Wolovich [6] e loore L Silverman [8] , porque 
achamos que estes foram os primeiros passos significantes para 

o U M .  

NO capitulo 3)  será explicado o método de Iqorse [5], que 

servirá como ligapão à nossa formula?ão. 

Finalmente, no capítulo 41, será explicado o nosso ponto de 

vista do problema. Este capitulo mostra a formulacão do 



problema, seguida das solugÓes para as tr8s questões: 

"serar" a matriz de transferhcia, "zerarH o erro resultante 

das condiyões iniciais e a estabilidade interna da planta. 

~arnbbm será apresentado um exemplo ilustrativo e encerramos 

o capítulo com algumas conclusões. 

No capítulo 5) vamos discutir as questões que ficam à ser 

resolvidas e a utilidade dos resultados obtidos. 



' %26 Espapos vetoriais reais 

X, Y Elementos destes espacos L, 

O Espa4o nulo, vetor nulo 

-(I) ~imensão de um espago vetorial real 

A, 3 Ratri~es ou mapeanentos lineares (definido so  

os reais) 

A ' ,  33' Transpostas destas matrizes 

H: &-. 5 Mapeamento do espago para o espaco 3 

y c a  O espaqo 7 é um subespayo de I% 

18 1 3 Napeamento restrito J -: 3 (somente se 

J c f l  e iq:Ut-+Y) 

Imageru de Pi 

KerM Kernel (ou espayo nulo) de M , as vezes tambbm 
expresso por ~ " ( P I )  

Se não mencgonado diferentemente o sistema linear, fixo e 

dinanico será expresso como segue: 

O 

x(t) = A x(t) + B u(t) 

y(t) = c x(t) 
com os mapeaaentos associados: 

A: X --+ X onde dim(X) = 

B:U --+g onde dim(U) = m 

C: T -4q onde dim(3) = p 

O espaco controlável do par ( 8 , ~ )  , anotado por (A/&) , 
5 

6 dado por: 
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(AIO) = ( b i  + A &  + ... + ~ ~ - ~ b )  

Lambda ... conjunto de nfimeros. 
é sinétrico se todos os elementos complexos 

de A aparecem em pares conjugados. 

4 k esthvel se todos os elementos tem parte 

real negativa. 

Sigrna .., espectro de A = conjunto simétrico 

de n raizes do polinamio característico da 

matriz A , as vezes expresso por # ( A )  . 
- Se 2( e Zf são invariantes em Ã e c , então 

AI(V/U) indica o mapeamento induzido no espaco 
5 

quociente WU por a . 
- Dois espacos são chamados independentes se a interse<E;o ( I ) )  

\ 

deles 6 zero. 

- A soma de dois espapos (+) é o espayo gerado pela 

uniâo ( U )  das bases respectivas. 

- A soma direita ( e )  k a soma de dois espayos independentes. 

~ e r C  C x O espago nulo de C 6 um subespaeo de 

- Um subespato Zf c 6 chamado um subespato invariante 

em (b,B) se 27 6 (A + BF)  - invariante para 
algum F : [ ( A  -I- BF)V c 21 para algum F];  

p.e.: se a classe r(V) = [F:(A + B F ) ~  cV'] é 

não vazia. 

Y ( V )  # fl se, e somente se, AV c V + 6 [AI]. 
J(B,B;K~~C) Subespapo invariante em ( A , B )  que 6 contido 

no espap nulo de G 

~ ( A , B ; K ~ ~ c )  Subespaco contsol&vel de ( A , B )  que contido 
Z 
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m a x . 3 ( ~ , ~ ; ~ e r ~ )  = V* e m a x . f ( ~ , ~ ; ~ e r ~ )  = d* são os elemen- 

tos máximos nestas classes de subespagos, respec- 

tivamente, 

(RX pode também ser expresso por 

(A + O n v * )  ). 
- Se C ~ ( A , B ; K ~ X C )  , então Y(g,B;W) exprime a classe 

dos mapeamentos P ;  J-.U tal que ( A  + BF)ZTCV. 

As demais notaqões serão introduzidas quando se fizer 

necess&rio, 



Capitulo 2):  PUPAFENTO CLÁSSICO uo PROBLYPLA uu AAUAPTACÃO DE 
5 

UFiA PLANTA A U1Pi MODELO. 

Como já foi dito no capitulo 1) sabemos que o APH tem sido 

estudado desde há muitos anos [I] - [ 8 ] .  Seria demasiada a 

explicacão e apresenta~ão de todos os mktodos já utilizados. 
5 

Mas como muitas destas investiga~ões - sobretudo as mais 
antigas - jQ foram mencionadas e utilizadas em outros traba- 
lhos,, achamos que seria bastante apresentar sb dois métodos 

distintos para dar uma visão geral do API'~. 



Seja  umL sistema l i n e a r ,  f i x o  e d i n h i c o  descr i to  por: 

onde x ( t )  6 o ve to r  dos estados, y(tj1 o vetor  da sa lda  e 

u ( t )  o vetor  da entrada. A ,  B, C ,  U s ã o  matrizes r e a i s  

com as dimensões ( n  x n ) ,  ( n  x m), ( p  x n)  e ( p  x m )  

respe~:tivamente, onde B' tem posto m,( n . 
Temos uma l e i  de controle 

onde w ( t )  é a chamada "entrada externan e P,  G são 

matrizes constantes com as dimensões (m x n) e (m x m )  

respectivamente, com a res t r ipão  que G s e j a  não-singular. 

Aplicando e s t a  l e i  de controle em (2.2.Ia/b) temos a descri-  

pão da malha fechada: 

Woiooich [6] f ormuiou o APM como segue : 

"Existe um par de realimentagão (F ,G)  t a l  que a matriz 

de t r a n s f e r h c i a  d a  malha fechada 

k ident ica  a mat r i z  de t ransfer&ncia  T,(s) de um 

modelo? 



8 caso escalar -------------- 
Para o caso escalar foi utilizada uma transformapão de 

coordenadas Q , derivada da matriz de controlabilidade 
do par ( A , B )  para transformar a matriz A em uma forma 

can8nica companheira: 

A forma can8nica fica a mesma depois da aplica~ão da lei de 

controle e é um fator bem conhecido, que - sob a hipbtese de 
que (A ,B)  4 control&vel - cada polo pode ser escolhido 
arbitrariamente. Sabendo que a fungão de transferhncia não 

muda depois uma transformagão de coordenadas, podemas expri- 
A A A A 

mir Tf , -1 A (s) por ( 6  + af)(s1 - A - bf) bg + dg , onde 
A A 

b. = ~b , e = CQ-' e f = fQ-l . 
Então vamos considerar a funqão de transferdncia, que é: 

*f,g 
(8) = (C + df)(sI - A - b$)-'bg + dg 

h A A A A -1 1 = ( c  + df)(sl - A - bf) bg + dg 
A A A A 

. (c1 + dao) + ... + (cn + da,,) s n-' + d sn 

A A A 

(onde ci são os ternos no vetor c e fi os no vetor 

f > ,  



e introduzindo 

sf(sj = [I, s, ..., s n-l] e 

podemos escrever 

Vemos então que todos os polos podem ser escolhidos arbitra- 

riamente - sob a hipótese que ( A , B )  k control&vel. Kas -9 o 

numerador não -pode ser influenciado e, em princípio, a ordem 

do sistema permanece a mesma. A exceqão ocorre s6 se houver 

um cancelamento entre polos e zeros, 

O caso multivariável .................... 
Vejamos agora o caso multivari&vel. Também aqui foi utilizada 

uma transformayão de coordenadas Q , derivada da matriz de 
cont#rolabilidade I( (ver exemplo ou C6 ,p. 3891 ) ou mais 

exatamente de uma matriz ~llexicogr&fieaw L : 

que 6 formada das primeiras n colunas independentes de K , 
k 

arranjadas convenientemente. Calculamos dk = 5 para 
i: 'I 

k = 1,2,. ..m e aplicamos a transformayão de coordenadas Q 
A 

ao sistema. ~ntão obtemos: A , =  [iij] onde (2.2.9) 



Aplicando a l e i  de controle,  teremos: 

Introduzindo agora as deiiniqões: 

L 'm : a l i nha  de A 

e ainda a  def in i tão  de uma matriz ~ ( s ) :  

- 
Bm - . . rrn 5 linha de fi 



podemos escrever - utilizando o chamado ttTeorema Estruturalf1 
de Wolovich 8c Falb [24] : 

o=, desen~olvendo, obtemos : 

Vemos então, que ~ ( s )  6 invariante sob (F,C) , como r(s) 

no caso escalar. Vemos ainda que em (sJ o termo de mais 

alto grau em s em cada coluna é s6;' j e os coeficientes de 

s em cada coluna de PF , (s) são iguais aos elementos da 

matri~ G-'Ê[l , que 6 do-singular e que pode ser definida - 
arbitrariamente - por intermédio de G . 
A não-singularidade da matriz E (m x m) , constituída dos 
coeficientes dos termos de mais alto grau em s , em cada co- 
luna de uma matriz polinomial, (como p.e. PfPg  (s)) será re- 

ferida como a condipão para que esta matriz seja coluna prb- 



pria. Dai: PF9G (s) 6 coluna prbpria. 

Ainda notamos que os termos de menor grau em s podem ser 

fixados arbitráriamente por meio de F . 
Como não podem ser definidos outros invariantes independentes, 

6 elaro que, os invariantes notados são suficientes para a 

caraoterizagâo da classe (F,G) e podemos concluir que esta 

classe é representada por: 

i) R(s), que é invariante; 

ii) os inteiros 5 , convenientemente postos em ordem; e, 
iii) o fato que PF,G(s) k coluna prbpria. (2.2.19 j 

Obs.: R(s) e c; ngo são únicos, mas, uma vez fixada a trans- 
formagão Q , eles serão especlficos. 

Para resolver agora o APM, sabemos que qualquer matriz (poli- 

nomial) de transfer8ncia Tm(s) pode ser fatorada: 

yats) = ~~('1 pm-'(s) (2.2.20) 

onde Rm(s) e P,(s) são primos entre si, (o que 6 equiva- 

lente a dizer que o maior divisor comum Ci direita é Im ). 

Podemos então escrever: 

onde ~ ( s )  k uma matriz polinomial e b ( s )  o menor denomina- 

dor comum a todos os termos de !i!,(s) . 
Sabemos que uma matriz, unimodular k qualquer matriz polinorniâl 

' cujo determinante 6 um escalar não-nulo (independente de s ). 

Então, fatorando qualquer matriz não-unimodular G(s )  , que 
depois funcionar& como maior divisor & direita de N(s) e 



d(s)Im , podemos dizer: 

Depois destas definigões segue o resultado de Wolovich 

"seja o sistema (2.2.1a/b), completamente control&vel, e 

B com posto completo, m < n  , 
-1 e !Pm(s) = R (s) P, (s), uma matriz de transfereneia, onde m- 

Rm(s) e Pmís) são primos entre si. - 

Então existe um par (F,G) , com G não-singular, para 

satisfazer: 

= R (s) P,-'(s) = -m - 

se, e somente se, 

para alguma matriz polinomial (não-singular), A(s) , as 
colidigões seguintes serão satisfeitas: 

i) Rm(s) k um divisor d esquerda de R(s) - p.e. - 

ii) os c (postos em ordem) de Pm(s) X(s) são idênticos 

aos de Pp,G(s), e 

iii) P (s) H(s) é coluna própria. -m 

Como a prova da suficiencia deste teorema 6 construtiva , 
vamos repeti-la por coniveniencia: 



Batorizando um ~ ( s )  apropriado (utilizando (2.2.22) e i)): 

"(s)pF 9 G -' (s )  = R,(s)H(s) [P,(s)H(s)] -' (2.2.23) 

Uonde, utilizando só o denominador, segue que: 

onde só G e F &o são conhecidos. 

-IA = E k não-singular. Ue iii) segue que a matriz G B, 

Com a hipótese de que G 6 não-singular, eneontramos 

O P correspondente pode ser encontrado se primeiro 

pré-multiplicarmos (2.2.24) com E-' = B,G e depois subtrair- 

mos de ambos lados {[s6] - Â,s(s)] . 

donde Bmp (e ainda P ,  e F = $Q) pode ser facilmente deter- 

minado (este passo depende de ii) para obter a snbtraqão 

completa dos termos s ! ) . 
A prova da necessidade tem uma passagem que E! importante para 

se saber como encontrar a matriz ~ ( s )  e por isto vamos 

apresentar esta prova, 

Se (2.2.22) é satisfeita, então 

onde P,+(s) e IP~(S)( são a matriz a 

te de Pm(s) respectivamente. 

(2.2.26) 

djunta e o determinan- 

Como Rm(s) e P,(s) são primos entre si, segue que: 

M1(dRrn(s) + M2(dPm(d = 1, (2.2.27) 



onde M , ( s )  e M2(s) são um par particular de matrizes poli- 

nomiais . 
Agora multiplicando ambos os lados de (2.2.27) por 

+ Pm (s}PF G(s) , chegamos a: 
9 

Ml(s)~m(s)Pm+(s)pF I G ( s )  + M ~ ( ~ ) ~ ~ ( ~ ) ~ ~ + ( ~ ) ~ ~ , ~ ( ~ )  = 

+ 
= Pm (s)Pp. 9 G(~) (2.2.28) 

De (2.2.26) vemos que I pm(s) 1 deve dividir R(S)P~+(S)P~ G(s )  
9 

porque R(s) 6 uma matriz polinomial. 
+- Tambkm, como ' P,(s)Pm (s) = ( s )  segue de (2.2.28) que 

+ I P ~ ( S ) ~  deve dividir Pm ( s ) ~ ~  G ( ~ )  . 
I 

~ntão, Pm -1 
(S)P~,~(S) k uma matriz polinomial não-singular 

( = H(s) ) ,  donde: 

PF,~(s) = ym(s)H(s) (2.2.29) 

e de (2.2.26) temos 

R(s) = Rrn(s)H(s) (2,2.30) 

~ntão (2.2.29) e (2.2.30) satisfazem as tr&s condiqões do 

teorema, completando a prova. 

Uma filtima observa@o: O teorema só pode ser utilizado se 

a) o sistema 6 transformado numa forma "can8nica"; 
-1 bj Tm(s) 6 fatorada em Rn(s)Pm (s) e estes são primos 

entre si; e 

c) um H(s) apropriado 6 encontrado (que deve ser escolhido 

nestá~el~, porque os polos da malha fechada do sistema são 

iguais aos zeros de P,(s) e ~ ( s )  (ver(2.2.29)). 

Para ilustrar a aplicagâo do método de Wolovich [6] vamos de- 

senvolver um exemplo. 



Sejam as matrizes A , B , C e D dadas: 

e temos ainda 

Tomando a matriz 

I - 

de controlabilidade, com as colunas postas 

em ordem eonveniente, encontramos L = (b l  Abl ; b p )  

1 o 

donde õ1 = 2 e C2 = . 

d 2 = 3 .  

Formando agora L-' , e depois Qi  , tal que 

a 
Q 1  = (lIi A121 12') onde li = di- linha de L-' encontra- 

mos a matriz de transformayão: 

~plicando esta transforma@o de coordenades, podemos escrever: 



%,dS) 
R(s) pode 

R(s) = 

ser facilmente calculado. 
- - 

st.3 -1 

- 
2 S 

- 

Da formula R(s) = Rm(s)~(s) ... conditão i) do teorema, 
encontramos a matriz nGo-singular H(s): 

E(.) = [ 7 3  s +3s+2 o -' I 
Para n&o modificar Tm(s) é necessário também multiplicar 



Precisamos ainda igualar P,(s)H(s) a Pp,G(s): 

Para satisfazer a condicão iii) do teorema precisamos que 

P,(s)H(s) seja coluna própria. Tirando E dgsta matriz, 

ecotraos E = [i -11 
que 6 não-singular; entgo P,(s)H(s) 6 coluna própria; e 

sabendo que os coeficientes de PF,-,(s) - como mostra a 
seguinte equa~ão 

-1 ", -1 depende= só do produto G B, , podemos dizer: 

Aqui se ve porque . O  tem a restrigão de ser não-singular. 

Falta então encontrar a matriz P : 

Tomando (2.2.24) e seguindo os passos dad-prova do teorema,, 

chegamos ao (2.2;25): 

Observando ~ ( s )  ... (2.2.16) , que tem os termos com graus 
mais altos (õi-l) em s , pode-se ver a importancia do fato 
que PF,G(s) 6 coluna prbpria (isto servirá para a elimina- 

~ ã o  dos termos coa graus mais altos (Ci) em s em cada 

coluna! ) . 
Continuando o cálculo chegamos a: 



donde 

A 

F pode ser. encontrado por observacão: 

e dai 

Assim encontramos a lei de controle 

que adapta I ( s )  a 9,(s) . 



DeEinicÕes e ~reliainares. 
------A,------ ------------ 
(Este capitulo é todo baseado nas referências [8],[25] . )  

Consideramos dois sistemas - lineares e fixos - descritos por 

e 

L( t )  = d z(t) + 8, v(t) 
w(t) = \e 54%) + 9 v(t) - (2.3.2) 

onde x(t)E a s  , . a ( t ) E  k n ,  ~ ( t ) € $ ~  , v(t)E e 

y w  , w(t) E 41* * 

O sistema (2.3.1) vai ser chamado (ABCD) e a matriz de trans- 

ferbncia H(IIBCD) . A nota~ão para o sistema (2.3.2) será 

análoga. 

A lei de controle para uma realimentagão vai  ser 

u(t) = B x(t) + G v(t) . 
Então, a malha fechada será representada por 

(A + BP,BG,C + DE',DG) . 
Se P 6 um operador associado com (ABCU) e Q & o operador 

correspondente de (A + i3F,BG,C + DF,uG) , dizemos 
P F,G+ Q 

O problema geral do A2H com realimenta@o dos estados será 

determinar quando existe um par { F , G ]  tal que 

H(HBCD) F 9 G ,  H ( ~ A Y % )  (2.3.3) 

Sob algumas condieões, que são necessárias para a existgncia 

de uma soluyão, podem ser calculados: 



a) um inteiro qa (<min(m,r)), e (2.3.4a) 
- - - 

com as diinensões b) matrizes Ca , Da , pa , a (2 .3 .4b)  

se, e somente se, 

.h 

onde o posto Da = q, . 
Deixemos de lado como a) e b) podem ser encontrados e 

falemos sobre uma soluqão para (2.3.4): 

S e j a  qa = r , então a classe de pares de matrizes que sat is-  

fayam (2.3.4) pode ser completamente caracterizada por iam 

conjunto de equavões lineares, 

Se consideramos 

- 
sabemos que Na é não-singular e podemos aplicar a seguinte 

l e i  de controle: 

. - - 4  - - -1 - 
x(t) = (A - BD, Ca)x(t) + BDa ~ ( t )  

- - - -1 S e j a  no = ( A  - BD, Ca) e Bo = BB, , 

par { P , G ]  é tal que 

- - - 
onde F = C, + U,F . 



O problema de encontrar uma soluyão para (2.3.9) pode ser con- 

vertido num problema de encontrar uma solu?ão para um conjunto 

de equaqóes lineares algkbricas. 
- - 

~ e m a  2.3. I : "Definimos como 6 c 0  ,% 6 , e  J p o  5 os indices 
C- 

de controlabilidade e observabilidade de (ABCD) e a-a - 
ub ) , respectivamente; e seja - a-a - - 

Então, 
- - 

H ( A  + B F,BG,P,QG) = H ( . A ~ Y  9 ) 
0 0  a-a- 

se, e somente se, 

Dai o teorema 2.3.1 [8] 81: 

"Seja qa = r e sejam Ao ,- B como explicado. o - - F G - - 
~ n t ã o  H(ABC D ) 2 H(dd3 0 8) ) se, e somente se, a-a a-a 

- -1 B = D  ( -ca+P)  onde a -  - - 
- 
F é urna solucão das seguintes equaqões lineares algébricas: 

onde 

+ B Fd i-1 Q. = A $  , O S i S  f t 
-1-0-i-I o-a I A  
Notemos que Qi 6 calculado em sequênoia e com isto a não- 

existência de F poderá ser controlada depois de cada sequên- 

- 
Para o caso r = r ; qa<r ; posto 8, = q, , Moore 8e Silver- 



man [8] não apresentam uma solu$k. 

Este algoritmo é definido em [25] e todo o mktodo neste capi- 

tulo 6 baseado nele. 
- 

Seja qo = rank D e seja Do a sub-matriz, formada das 

primeiras qo linhas independentes de D . ~ntão existe uma 
matriz não-singular (m x m) S, , tal que 

Utilizando So como uma transformagão da saída, obtemos uma 

nova apresentaqão do sistena inicial: 

x(t) = A x(t) + B u(t) 

y 0 w  = C. x(t) + Do ~ ( t )  

onde yo(t) = So y ( t )  > C, = S,C e Do = SoD . 
Observando Do , ser& conveniente partirmos também yo e 

C. na mesma maneira. 

Temos então 

- - 
que dar& go = C. x + Do u 

A sequência restante na apresenta@o do sistema pode ser 

definida por indug%o. 

Admitimos que o sistema tem a forma 



onde existem as partipões seguintes: 

- 
e onde Uk tem q linhas e posto qk k - - 

yk e Cy tem qk linhas 

Fk e gk tem a-qk linhas 

Se q k <  m , podemos definir um operador diferencial 

Então, aplicando Mk a [ ~ ~ ( t )  = Ck x(t) + Lik ~(t)} obtemos 

ou, finalmente 
T 

Seja agora qk+l o rank da matriz que multiplica u ( t )  . 
Se Qk+l <rn , então - lembrando o primeiro passo So - 
existe uma matriz não-singular (a x m) , tal que 

Esta nova sequência será então definid-a como: 

x ( t )  = A x(t) + B u(t) 



'Vimos e n t ã o  que a s a í d a  y ( t )  f o i  t r ans fo rmada  com uma 

s e q u h c i a  So ; Mo ; S i  ; M, ; .. . ; Sk ; Mk ; Sk+l. i 

ou,  e x p r e s s o  d i f e r e n t a m e n t e  

Se a g o r a  subs t i t u i rnos  d / d t  p o r  s obtemos 

E f i n a l m e n t e  podemos d i z e r  que 
h 

B ( A  -i 13F,BG,Uk + u $ , D ~ G )  = N ~ ( s )  H(& + BP,BG,C + IIF,UG) 

que é uma e v a p ã o  i m p o r t a n t e  p a r a  o APiY. 

Pode-se v e r  que {F,GJ k uma so lugâo  p a r a  ( 2 . 3 . 3 ) .  

s e ,  e somente s e ,  

H(ABcyk)  'pG, ; & ( S )  H ( J w B )  p a r a  k = o,l , .  . . 
S e j a  a g o r a  a o p r i m e i r o  inteiro tal que qa = r a n k  Da = m 

Então  o p a r  

- + - 
onde Da 6 o i n v e r s o  à d i r e i t a  de  Da e K 6 0  

- 
espapo n u l o  de  Da , (2.3.22a) 

t e m  wn i n t e r e s s e  e s p e c i a l .  

= A - B D + F  - -I- Teorema 2.3.2: " S e j a  Ao a-a e B = B D a  . 
O- - 

~ n t á o  temos p a r a  x ( t o )  = xo e m  (2.3.1) e p a r a  t odo  u ( t ) :  



e dai, se P(s) = H ( A  ,B ,O) , segue que o o > a  

Exemplo para o algoritmo estrutural: 

~plicando So para obter Do = r - neste caso So = I - 
obtemos ! Q  1 
.,w = [ i  ,] t )  + [, ,I u w  

Como qk = 1 < m  , podemos definir um operador diferencial 
associado 

- 

~plicando, obtemos 

Como agora qk+, = rank 1 = 2 = m é claro que o 

algoritmo estrutural termina aqui. . 
Deste modo encontramos o inteiro a = 1 tal que 

qa = rank D = 2 = m . a, 



Aplicando este algoritmo estrutural em (2.3.1) e (2.5,2) ad- 

mitimos que depois de k+l passos chegamos aos sistemas: 

partindo como em (2.5-14). 

J& podemos dizer, observando (2.3.14) e lema 2.3.1, que 
N 

se ak O , não haver5 uma solu@o. 

ndmitimos agora que gk = O . 
O passo k+2 consiste na aplicagão do algoritmo a (2.3.24) 

para chegar a (ABCk+lDk+l) e depois aplicar o operador 

1 w (t) ao (2.5.25). diferencial associado ~~,+~(t) = Sk+l 

Com isto definimos um novo conjunto de equa~ões: 

onde 

Seja a e qa. definido como em ( 2 . 3 . 2 2 ) .  
- 

Se agora q a = m ,  segue que D a = D a ;  e 6 cl aro, 

(2.3.21 ),  que {P ,G]  é m a  solucgo para (2.3.3) 
5 

N 

se, e somente se, ai = O para i = o,l,...,a-I e 

observ 

que 



Donde o teorema 2.3.3: 

7 

Então H(ABCD) & ,G ~ ( 4 ó 3 Y 6 1 ) )  se, e somente se, 

(aota: q, = r se, e somente se, (ABcD) 6 inversivel é% 

esquerda [25] . Então, inversibilidade à esquerda implica que 

(2.3.27) pode ser resolvido como mencionado no início - 
ver teorema 2.3.1 ). 

Para provar o teorema,os autores de [8] precisam ainda de 

dois lemas, que vamos repetir aqui por con-creniência e porque 

estes  lema^ vão também ser necessários para o desenvolvimento 

no sub-eapltulo lfAPM por compensaqão dinhfiicaii. 

Lema 2.3.2: ffSeja - um sistema (A'B*c*D') : 

* e seja o primeiro inteiro tal que 
q~ 

= D  * =  Y- 
5- = posto i),+,\ onde Ui vem da i-&sima iteragão do algo- 

ritmo estrutural aplicado a (2.3.28). 

~ntão, dizemos que 

- f 
Sa-Py , se, e somente se, 
posto H(ABCD) = posto [H(ABCD) i II(dBY9 )] 

Piema 2.3.3: f2Seja 6 definido como no teoxerna 2.3.3. 
N 

Se 8 = O para i = , I , .  . , então qa = q .' i -'/-- 



A prova do teorema, que pode-se encontrar em [8,p.494] , não 
vamos repitir, porque a necessidade está clara por causa de 

desenvolvimento para chegar ao teorema, e a prova da sufi- 

cidncia não atribui nada de indispensável para encontrar uma 

Podemos introduzir um compensador din%mico ( n integradores) 

no sistema (2.3.1) e escrever: 

y(t) = ( C O 1 xit) + ( Jl Q utt) 

3 e w) (2.3.31) 
A A A A  

Se este sistema k representado por (ABCB) , podemos dizer 
que (ABCU) pode ser adaptado dinamicamente a ( J ~ ~ Y B )  (2.3.32) 

se, e somente se, 
I - 

existe um inteiro n e (P ,G)  tal que 
A A A A  

H(ABCU) F% H(JIO'PB) 

Então, consideremos primeiro o critério da exist&ncia de um 

precompensador para resolver (2.3.32). 

 ai o teorema 2.5.4: r*Xxiste m a  matriz (racional) K ( s )  tal 

que 

H(ABC1)) K[s) = ~ ( 4 ú j Y ' D )  se, e somente se, 

Isto é equivalente & condipão (2.3.30). 

Precisamos de mais m teorema. 

'Peorema 2.3.5: "Seja w uma funcão no espaco de (ABCD) 



em , a )  para x(to) = O , e seja u a saída do sistema: 

com z(to) = O , 

matriz de transfer&ncia do sistema (2.3.36). Esta notatão 

( = pseudo-inverso ) pode ser justificada com o corol&rio: 

" S e j a  Hp(s) contido no espaco das colunas de H,(s) . Então 
4 

Segue agora o resultado principal de [8 ] ,  é o teorema 2.3.6: 

"Seja 6 definido como no teorema 2.3.3. Então (ABCD) pode 

ser adaptada dinamicamente a (4 63 V%) 

se. e somente se. 

$ = O  ; o<i<i." -i (2.3.38) 

(~ernbrar que isto é igual a (2.3.26), que 6 uma condieão para 

resolver A R 4  por ~ealirnentaq~o). 

Prova: A necessidade de (2.3.38) deve estar clara, porque o 

algoritmo estrutural é invariante sob um acréscimo como em 

A prova da suficiência, que 6 importante para calcular o pre- 

compensador, ser&: = O (2.3.38) implica que qa = qy  * i 
(lema 2.3.9) e, homo con~e~uência, que existe ~ ( s )  (teorema 

2.3.4). ~ntão H ( 4 B Y b )  está no espago coluna de H(ABCD) . 



E, segue do corolário que 

H(AB~~)H~+(S)H(~~~~) = ~ ( 4 6 ~ 9 )  . (2.3.4oa) 

Agora, como lilf(s) = ~(s)c(s) , onde ~ ( s )  6 dinamita, 6 

claro que 

~~+(~)~(dfi~a) = Q(S)N~(S)H(~WP)) = Q(s)H(M'~ a 8 a ) (2.3.4ob) 

6 um precompensad-or racional que adapta (ABCD) a fsl A Y ~ )  e 

Seja (AIBICID1) uma realiza~ão para o precompensador 

H,+(S)H(J(RYB) e digamos que k é a ordem de AI . 
Entao 5 = k e com 

obtemos 

APN (só a matriz de transferência 6 conhecida). 

Os autores de [8] mostram ainda que todos estes resultados 

podem ser aplicados, se sb ?(s )  - a nstriz de transferhcia - 
é conhecida: 

Seja gjs) = sP + als + . . . + a 0 tltirno denominador 
P 

comum de todos os termos de %(s) . 
A 

Então para k = o, 1 , . . . podemos calcular N~(s)%(s) e 

expandir: 
n 

X k ( s )  = N~(s)X(S) = 

Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton, obtemos - se 
(dA~~ekP>~) é algwa representagão de l y ( s ) ,  - 



Então, partindo fk(s) e pBi como Dk em (2.3.14), ob- 

temos 

ou, escrito diferentemente, 

Donde segue que 

e o passo correspondente do algoritmo pode ser aplicado 

diretamente a 9(s) . 
~bservaqáo: Das formulas 2.3.45aJb podem ser obtidos os 

chamados itnarkov nomentsTi para resolver as equa~ões (2.3.12) 

Se qa = m , segue que h = a-I e podemos utilizar os 

teoremas 2.3.3 e 2.3.6.(lembrar a definigão de a ... 2.3.22a). 
Se qa m , i não 6 conhecido (em geral) porque 6 uma fungão 

de n , que k a ordem de uma reaiizaqão mínima. 

?amos então substituir a condipão (2.3.26):" 8 = O (para 
i 

0 4  i,( n+s)" pelo lema 2.3.4: 



"Seja qa< m ; seja n a ordem de uma realizacão mínima de 

? ( s )  ; e seja ~ ( s )  a matriz de transferência de (A B C O )  0-0-af 

que foi descrita em (2.3.22~). 

Então: 

= O para ~ g i < n + s  
-1 

se, e somente se, 

Na prova deste lema, que pode-se encontrar em [ 8 ] ,  os autores 

mresentarn uma decornposigão de 2 (s) : 

onde F(s) 6 uma matriz racional arbitraria com qa linhas, 

que caracteriza a classe de todas matrizes de transferência que 

podem ser obtidas de (ABCD) por eompensar$o dinhmica. 
A a Para o caso escalar N,(s) = 11s , esta classe 6 determinada 

Por 
- 

f (s) = I /  ( s )  onde %(s)  é um vetor (linha,racional). 

~nt&o, a limitapão de $ (s) é que o denominador de cada termo 

(&o-nulo) deve ter um grau 2 (a + grau do numerador). 
Também é claro que o compensador será estável se, e somente 

se, todos os zeros do numerador de (ABCD) , que não estáo 
contidos no semiplano&esquerda, forem exatamente os mesmos 

que e m  f(s) . 
Sobre a estabilidade nada de realmente significante foi 

apresentado, 





obtemos 

- 
Então o algoritmo estrutural termina aqui, porque Da = Da 
com qa = m = 2 (a = i). 

Como agora aplicar M, a fo(s) ? 

Sabemos que 
k 

= i- .? O Sy-lM1ç+q . e -  (2-3.19) 

e se substituirmos d/dt por s obtemos: 

8, ( s )  = "1s) fe (8) 

- 
- s 2 +6s+8 ([I s~+[-:] [ a ] )  

donde tiramos 

~ntão podemos resolver o problema utilizando o teorema 2.3.1: 



onde F [Q,] = [c&] 
ou, substituindo Qo 

" [ [ o  ;I[;-i] 
por no Sa = B 8- a-1 Ta obtemos 

O cálculo de F só será possível se conhecermos uma realiza- 

qão mínima de '?(da r d ) . flas lembrando (2.3.44) e a parti- a a 

yão de Zki em (2.3.45) sabemos que Ta!$ k equivalente ao: 

- - 
~ntão temos f12  f22 fixos, e liber ade para escolher 4 
7 - 
*ll e f 1 2  ' 

Dizemos então 

1ntroduzind.o na formula para F , encontramos 

que adapta ~ ( s )  a g(s) . 



Para mostrar a compensa7ão dinâmica, vamos utilizar o mesmo 

sistema, mas escolhemos um p(s) diferente: 

Seguíndo os mesmos passos que noutro exemplo chegamos a 

donde tiramos TI '(s) = 
= [:I 

Agora sabemos que existe uma solupão (F ,G)  se, 
- 
t i  = 3 . . . (2.3.10) e 
- i F(A~ + B~F)~BG = cvl O ... (2.3.11) . 

e somente se, 

iiembrando, do primeiro exemplo, que a = I e que 

segue, para satisfazer (2.3.loj que G = O ; mas isto implica 

que o lado esquerdo de (2.3.11) que será nulo será diferente 

do lado direito, que - observarido fl(s) - é certamente não 

nulo. ~ntão não existe uma solupâo por realirnentaeão. 

Mas temos a possibilidade de resolver o caso com um précom- 

pensador dinâmico, porque a condiqão necessária e suficiente 

para a existência de um pr6compensaãor din&mico é ai = O ... 
(2-3.38). 

E isto é satisfeita sabendo que Xlo(s) = B1 = [ E ]  
N 

donde a1 = 0 . 
~ntão calculamos a matriz de transferência deste pr6compen- 

sador : 



Então, lembrando (2.3.4oa), sabemos que este P ( s )  6 0 pr6- 

compensador din&mico que leva H ( s )  a Z(s)  . 
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Capitulo 3) : T U f  AMEBTO G E O ~ ~ F R I C O  DESTE PBOBLEFU. 

Gomo já dissemos no capitulo I), Morse [5] foi o primeiro que 

utilizou o conceito geométrico [9] para a formula~ão do APM e . 
também para a condigão de existhcia ou não de uma solu?ão. 

n o m e  [5] investiga o problema de encontrar uni controle para 

ud sistema linear e multivâriável, tal que a matriz da res- 

posta ao impulso do sistema da malha fechada coincida com a 

de wri modelo pré-especificado. 

A notayão utilizada é a apresentada no capftulol.l), e 

supõe-se _ que já exista familiaridade com os conceitos e 

propriedades dos subespa~os invariáveis em ( A , B )  e os 

subespacos de controlabilidade de ( A , B )  [q atk E121 . 
\ 



Pormulacão -------+--L 

Temos m a  planta - linear e fixa - descrita por: . 
x(t) = A x(t) + B u ( + )  (3.2.-I ) 

e queremos encontrar um controle tal que a matriz da resposta 

ao impulso seja a mesma de um modelo pr6-especifieado, que 6 

descrito por: 

Os espagos para a planta são como indicados no capitulo 1.2) e 

para o modelo simplesmente com o indkce m . A finica diferea~a 
6 que y,El , o espaqo de saída da planta. Ambos, a planta 
e o modelo, são completamente control&xeis e obsexv&veis e 

B a f o e  (3-2.5) 

Para o controle será utilizado um conjunto de nã elementos 

dinhicos (integxadores): 

onde n: Ud + Yd e dim(Td) = nd . 
/ 

agora podemos apresentar (3.2.1) até (3.2.4) e (3.2.6) com um 

bico sistema; escrevemos então: 

para os espayos do estado e entraaa do sistema expandido 

(3.2. I ), (5.2.2) e (3.2.6), respectivamente, e 



Para 0 espac(0 do sistema composto (3.2.1) até (3.2.4) i$ (3.2.6). 

Os mapeamentos serão os seguintes: 

Escrevendo 2' = [x' ; xdi i i ~m'] 
ue 1 = p / ndl] 
- 

- Am * =  r O 1  
podemos apresentar o conjunto da planta, do modelo e do com- 

pensador din%mico como: 

A lei de controle será: 

u,(t) = F xe(t) + G v(t) onde x, - 
- r x l  

Os mapeamentos correspondentes são F: X e - + U e  e G :  U,--+U,. 

v(t) é uma nova entrada, 

Se definirmos os mapeamentos expandidos, obteremos 

(~ota: Observe que os estados do modelo não são utilizados!) 

Utilizando (3.2.8) na forma 



obtemos a representa~ão do sistema da malha fechada, que será: 

Agora, aplica-ndo a fórmula para a matriz da resposta ao im- 

pulso: G(t) = C eat B podemos escrever: 
- - 

Gm(t) = < exp.(Ã + BeF)t (B,G + g . )  para o modelo (3.2.11) 
e 

- - 
G(t) = C, axp.(Ã + B ~ P ) ~  (B,G + Bmj para a planta 

d.compensada. (3.2.12) 
- 

Então, devemos escolher P e G tais que 

Para exprimir isto em termos algébricos, utilizamos o fato que 

C eAt 8 = O (para qualquer t) e equivalente a 

C(SI - A)-'B = O (para qualquer s )  . [17,2-861 ; e que 

Se definimos 

notainos que (3.2.13) se verifica se, e somente se 
- - - 

3 c ~ e r C  , com C = C, - C, . (3.2.15) 

O problema então 6 encontrarmos pares ( F , G )  que satisfagam 
- - 

(3.2.14) e (3.2.15) onde a Gnica restriqão para F:X--+Ue 

o que significa que não realimentaremosos estados do modelo. 

Observando o mapeamento 



é claro que 6 um subespago de controlabilidade de (Ã,@ . 
Para satisfazer (3.2.14) e (3.2.16) temos um lema: 

- - 
Lema 3.2.1: tiseja 3 E Y(~,~;iierC) dado. Então existem 

- - 
mapeamentos F : X - + U  e G:U -+a tais que (3.2.14) e e m e  

(3.2.16) sejam satisfeitas, se, e somente se, 

A prova do lema, que se pode encontrar em [5,p.348] k divi- 

dida em três partes: A primeiro parte mostra que 
--  

9 = ( Ã  + ~,r'/ 1m(Te~ + %)) implica em 4, c di + 8 + 5 . 
- 

A segunda parte, partindo de (7.2.14) e Zm c ~ e r F  , mostra 
primeiro que (3 f l  xm) é invariante em A, e depois que 

f n r c KerC, . Utilizando estes dois pontos juntamente com m 

a hipótese que o modelo 6 completamente observável, pode-se 

concluir que f l  = O . m 

x terceira parte, que prova que se b, c (a + 3 + 3 e 

3 íl = 0 são verdadeiras entao existe um m 

3 € Y ( X , B ; K E C ~ ~ C )  , é um pouc#o mais complexa, mas consiste, 

em principio, do seguinte: Mostrar que I~(S,G + gm) C Y , 
depois mostrar que = ( Ã  + %F~(I~(%G + 5)) onde 
Fo E Y(%,B;Y) ? e finalmente com uma decomposigão do mapea- 

- - 
mento F mostrar que = ( Ã  + BeBI1m(%~ + Q)) que - 
obviamente - satisfaz o lema 3.2.1. 

Este lema mostra que o problema de encontrar um par (P,G) 
k equivalente aa de encontrar um subespaqo 9 que satisfaca 

5 



o lema 3.2.g . 
~ntão, o APM será o seguinte: 

"Sejam i = ( O , A , B )  e 1 = ( C  ,A ,I3 ) dados. Encontre rn- rn-m-m 
condiqões -- para a existkncia de um inteiro nd e um sub- 

espace ';P c y(Ã,g;~ere) tais que - -'I - 

A c A ' f . 8 7 3  -m 

e 

i n +  o .!I 

Um par ($,nd) que satisfa~a isto, 

APM. A aolupão (JX,nd*) 6 mínima, 
* tem a propriedade nd > nd . 

(3.2.20) 

é a chamada soluy~o do 

se cada soluyão (3,nd) 

Sejam dados = (C, A, B) e = (Cm,A,,B,) com os rn 
mapeamentos,como segue: 

Teorema 3.2.1: "Existe uma so1u)ão do APM se, e somente se, 

Se (3.2.21) 6 verdadeiro, então existe urna soiyão (srndl 

que satisfaz 

onde nd indica o máximo nhero dos integradores para a 

construcão de uma solu7ão." 
\ 



Teorema 3.2.2: lTSe a matriz de transfer&ncia C(s1 - A)-'B 

do sistema (C,A,B) é imversível à esquerda (o que é equi- 

valente a dizer que ( c , A , B )  6 m8nico) e (y,nd) é uma 

solulão do APM que satisfaz (3.2.22), então esta é a solucão 
5- 

Para o que segue, seja Q: l 4 X  a projeqão sobre jx @ \) 

segundo xd (3.2.24) 

Por sua irnport$ncia vamos repetir aqui a prova [5 ,p. 3491 do 

teorema 3.2.1: Se (g,nd) k uma solugão do APM, então sabe- 

mos da f ormulagão do problema que 3 € ~(B,B;lterC) . 
b 

Como &(fterC) = KerC segue, com a utilizacão do lema [S ,A?] , 

que 

QJ E Y(Â,B;K~~C) (3.~~25) 

donde 
A A 4 QY c = max.y(~,~;~er~) (3.2.26) 

Isto, e (3.2.19) indicam que 

&, = gflmc + Q B  + Q Y  c 6 + L ,  que satisfaz (3.2.21). 

Admitamos agora que (3.2.21) é verdadeiro. Queremos uma solu- 

yão que satisfa~a (3.2.22): 

Seja ã qualquer subespa~o tal que 61 = $ dl fl me (3.2.27) 

Definamos nd = dirncA f l  Tm) e seja Xd qualquer espago 

vetoriai com di.In(%d) = nd . 
seja H:(& n y  )+Xd um isomorfismo m (3.2.28) 

e definamos 
N 

9 = (I + H ) ( &  f l  x ~ )  + ã ; onde I = Ibnx,  (3.2.29) 

Destas definitões segue que 

Q'S = Q(? + H ) ( &  n Y,) + g ã  



~ntão, novamente utilizando [5 , ~ 3 ]  , obtemos 
3 E Y(Ã,ii;~erE) . 

De (3,2.21), utilizando (3,2.30), segue que: 

Para completar a prova basta mostrar que satisfaz 

podemos dizer que 

(1 Xm) ri [(I + A )  ( R  (7 y,)] = O (3.2.32) 

Utilizando (3.2.29), (3.2.32), (3,2,27) e o fato que 

Y fi 3E, = O , segue que: 

Nota: Vimos que - se o APM pode ser resolvido - sempre existe 
uma solu$Zo (9 ,nd) que satisfaz QL9 = dl e nd = dim(8 (1 xrn) . 
Uma tal solulão vamos então chamar: regular. 

Sem repetir a prova, vamos mencionar aqui o que foi utilizado 

pelo autor [5] para aprovar o teorema 3.2.2 : 

Lema 3.2.2: "Se a condicao do teorema 3.2.1 é verdadeira, 
5 



então, 

J í i  R E 7(A,~;KerC).~j [5,lema 2.11 (3.2.34) 

Prova: S 6  observando a definicão de e do mapeamento 
5 

restrito C I X  = C foi mostrado que f l  fi c KerC. 

E depois foi mostrado que ( x n  R )  6 invariante em ( A , B )  e 

com isto o lema está satisfeito. 

Lema 3.2.3: "Se (Y,nd) é a soluqão de APM, então 

Prova: Para provar que Qy + J  c basta sabermos que 

3 e QS pertencem a mesma classe, que tem como elemento 

máximo o dl . Para pro%ar C Q '9 + ?I o autor provou que 

Estes resultados intermediários sgo depo2s utilizados para 

escrever 7 + &3= (i + BF I ( a +  '8,) íl (QY +J)) , donde se 
conclui que 2 + &'g = (R . 
O autor depois, para desenvolver a prova do teorema 3.2.2 

[5,p.3501, utilizou os doia lemas mencionados e o fato que 

se ( C  ,A,B) k inversivel esquerda, então 3 = O [i I ,  teor. 51 . 

Estrutura do sistema. 

Esta parte tem dois objetivos: descrever a estrutura interna, 

e saber até que ponto os autovalores podem ser ajustados. 

Comecemos cora uma solucão (8 $ad) dada. Do lema 3.2.1 , sabe- 
5 - 

mos que existem mapeamentos Fo: J4Ue e G:U,+Ue tais 

que \ c ICerPo e 



- 
Seja agora F E F(%,B,;Y) , onde 3 fndiea a classe de F 

que satisfaz 

Jm c ~ e r g  . .(3.2.37) 

É claro que Fo E S ,. mas a reciproca não Q necessariamente 
verdadeira. Portanto, se F E 3: 6 arbitrário e 

- - 
$? = (Ã + Bei 11rn(~,€+ t s)) (3.2.*38) 

então pode-se verificar que (frnd) 6 uma solucão b do APM. 
- - --  - 

Assim o sistema Ee(F) G (C,,A, + B,F,B,G) segue o modelo 
- 

L para todo h' E 3: . rn 

Para estudar as propriedades ss truturals de ze (2)  escreva- 

mos P:%+-Z para a proje~ão sobre xe segunndo 3 f ,  e de- 
finamos 

f = PS 
Utilizando a propriedade 

-- R - - 
P(Z + BeF) = (Ãe + B ~ F )  = (Ã  + B,F)P ,. FE 3 (3.L4~) 

podemos mostrar que 
- - - 

(Te + B,F) E C E ; F € 4 (3.2.41) 
- - 

E 3 (Ãe + B ~ F I I ~ ( ~ ~ G ) )  ; F E  T (3.2.42) 
- - 

E = (G -I- B ~ P ~  ( I ~ ( % G ) )  . (3.2,43) 

Então, E 6 o espaeo control&vel de E,(Fo) e inclui o 
C> 

espayo controlável de Ee(P) para todo F E 'T . 
Consideremos agora o subespaco 

'I 

E O E ' w % e  e (3.2.44) 

Com o lema seguinte podemos mostrar que E. 6 um subespa~o 

dos estados não observáveis de xe(@) . 
Lema 5.2,$: wDizernos que - 

Eoc é n Ker Ce 



e que -- 
- 

(ã + B,F)f  c E. ; F E 3 -e- - 0- (3*2.46) 

Prova: Ij: claro que f o  =PéOc P Y = E .  

Ainda, %E, = <(y n r,) = f l  Te) = O . ~ntão segue que 
(3.2.45) 6 verdadeiro. 

- 
Agora, seja F E % dado, e utilizamos (3.2.40) para esere- 

ver ($ + B,ã)(Y n 2, )  = P(Ã + Be%)('S II %e) c ~ ( 5 '  0 X,) 

= YnYe 
Então, ( 3.2.46) 6 verdadeiro. 

Isto nos permite agora reduzir Ee(P) e obter um sistema 
3C - 

menor: (F)  que tem as mesmas propriedades de entrada e 

saída que xe(@) . 
- 

0 espayo reduzido ser5 E / E o  . seja F E F dado e escreva- 
- - 

mos A* para o mapeamento induzido em e/Êo por (re + B,P)/~. 
Seja L: E-.é/é, a projecão can8nica; escrevamos o mapea- 

mento O * :  E/6 -.(I para a soiugão bnica C*L = Ce/E . 
O 

Escrevamos Be:Um E ; BeI '(1, = B,G e definamos B' = LB, . 
Visualizando tudo isto, obtemos o seguinte diagrama: 

d - É claro que (F) I (c*,nX ,B')  tem as mesmas propriedades 

de entrada e saída que xe(F) . 
-# - 

Precisamos agora da relagão entre L (33) e o modelo Em 
Lema 3.2.5: "Existe um isomorfismo I:%+ E/é  tal que o 

O 

seguinte diagrama comuta: 



Prova: Utilizamos o fato que 

para escreves 

Para construir T , seja (x,,x2 ,..., x ] uma base para Xm. 
Observando (3,2.48), sabemos que existem vetores 

eiE E e si € 3  tais que xi = si - ei; i €  f1,~2,~.,n~~. 

Definamos T tal que 

xi = L ei ; i €  {1,2,..,nm{ (3.2.49) 

Para provar que T tem as propriedades desejadas o autor [5] 

mostra primeiro que 

~ ( 1  - B)s = LPs ; s E 5 (3.2.50) 

Seja s C dado. Como (I - P)s E Xm , então existem vetores 
4  SE^ e e E E  tais que ( I - ~ ) s = s - e  e T(I-P)s=L~; 

donde Ps - e = s - 3 ; então, (Ps - e)€ 17 = e e O ' 

É claro que LPs = Le e (3.2.50) 6 verdadeiro. 

Pode-se agora, com todas estas definipões, provar que T 6 

um isomorfismo e que o diagrama comuta [~,~.351] . 
O lema 3.2.5 mostra que E*@) é unia cbpia isombrfica de 

t m e, em particular, que o espectro de A" igual ao 

espectro de A, . E isto 6 verdadeiro para todo ri 6 7 . 
Chegamos agora ao ponto principal: a distribuicão dos auto- 

s 

valores do sistema. 



- - - /- - - 
Para isto, escrevemos f = max.lf(~~,~,; 10,) e Af E Ãe + BeF . 

C 

Lembremos que, se ÂPH tem soluqão, 

J fi E J(A,.B;ISerC) ; (ver lema 3.2.2). 
A A 

Como = max.Y(~,~;~erC) é Único segue que o espectro fixo 

de 17 61 - chamado r ( A , B ; X / I d i )  - também 6 Único. 

Segue então o resultado principal de [5] : 

Teorema 3.2.3 [5,teor.3.1] : Irseja (s,nd) uma solupão (fixa) 

do APH e sejam , E , E , 7 e Af definidos como antes. 
O C  

- 
~ntão, para todo 3' E T ,  

Se e d2 são conjuntos arbitrários de números complexos 

com d m e  e dim(fc) , respectivamente, então existe - 

Se (y ,nd)  Q uma solu@o regular, então (3.2.55) 8 verda- 

deira com inualidade. 

O teorema quer dizer que - para uma soluyão fixa ( 3 , ~ ~ )  - o 
espectro da planta compensa,da (AyIXe) pode ser escrito como 

a união disjunta de quatro conjuntos simétricos de números 



complexos. 

Bois des tes  conjuntos poder0 s e r  f ixados  livremente com um 

E 3: ; e do is  são f i x o s  para todo @ E TT . 
Um dos Éiltinios do is  6 o mesirno que o espect ro  do modelo; e o 

subconjunto ou, s e  ( f ,nd)  é uma soi.u?ão regu la r  - que sempre 

e x i s t e  s e  API~ tem soluyão - s e  to rna  i g u a l  a e s t e  espec t ro  

f i x o  , 

H& ainda um coro l&r io :  "Se o APM tem soluqão então s e r á  poss ível  

cons t ru i r  um sistema e s t á v e l  ( " s t ab l e  model following aysternsf) - 
6[Af\Je 1 C @- ( O  serniplano d esquerda do plano complexo) - 
se .  e somente se .  

6 um conjunto e s t & ~ e l . ~  

Observação: Como no f i n a l  do cap í tu lo  mostramos um contra- 

exemplo para e s t e  co ro l á r io  deve haver um e r r o  de impressão 

em [5] e (7.2.56-) dever ia  s e r  

U I7(A9B;  T íi 6( ) 

como s e  ppova faci lmente,  
f 

Hota: E possfvel  c a r a c t e r i z a r  ainda m a i s  o conjunto 

Escrevamos = max.J(A,B;KerC) . Se ~Pivi tem solugão, então 

segue do lema 3.2.2 que 61 n % C v e do lema 3.2.3, que 
. . 

7 c d( 11 31 . Mas como [ ( L  0 3r ) / J] c [11/'3] , segue que 

O s  elementos de l7(A,I3;U) - chanados o s  zeros da transmissão - 
são Únicos em relag&o a ( c , ~ , B )  [IZ] . 



Lema 3.2.6: "Se ($,nd) k uma soluqão do APM, então 

X n Q 3  E ~ ( A , B ; K ~ ~ c )  

Nota: Se (C,A,B) 6 m8nic0, então já sabemos que J =  O [ql]  . - 
Beste caso, utilizando o lema 3,2,3,% temos Q'S /I X = R (7 X . 
Isto e (3.2*57) implicam que (3.2,55) 6 verdadeiro com igual- 

dade, 
- - 

Prova do lema 3.2.6: Escrevamos P,: T-+X para a projeqão 

sobre J[ segundo (x, O xd). Se (s9nd) 6 uma solu$ão, 

Como Je = J g J d  e E. = Je f l  3 segue que P ~ E ,  = J f l  Q3 . 
N 

se Px:Xe -+Te 6 a projegão sobre segundo 'd, então 

P E = PxEo 
X o = ~ f l ~ 3 ,  (3.2.58) 

Definamos os mapeamentos n,:Je-+ Xe Ae = G(Je 
Be:U, -. J, B, = B,JUe . 

Observando que Te f l  ~ e r c  = KerC + Jd , utilizamos (3.2.44) 
e o lema 3.2.4 para escrever 

Segue, de (3.2.58) e de um lema que diz: t f S e j a  o subehpaeo 
5 -  

~f E J (A ,B;  J c X',) dado. Então Q U E  J ( A , B ; J )  e o espectro 



É claro que 
- - - 

17(~e,~,;Eo) = I'(A~,B~;€,) = E [ A ~  para F E y .  

A prova do teorema 3.2.3 se divide em quatro partes. Primeiro 

vamos provar a decomposic$%o (3.2.51): Seja (Y,na) uma sola- 

yão fixa e seja F E % &bitr&rio. Sabemos de (3.2.40), 

f E e é. são invariantes sob (3.2.41) e (3.2.46) que e, 

( A ? ) ,  respe~tivarnente. Como Ec c é. c E c < , segue que 
(3.2,51) 6 verdadeiro. 

Segundo,vamos provar as condiyões (3.2.52) e (3.2.53): 

Sejam AI e n2 conjuntos que satiafagam as hipóteses do 
- 

teorema 3.2.3. Para construir P E  7 tal que (3.2,52) e 

(3.2.53) sejam verdadeiros, procedamos como segue: 

Utilizando outra vez o lema AI do apdndice fie [5] , podemos 
escolher um P1 E ~(G,%,;E,) ta1 que 

&(AF 1 f C  = n2 9 (3.2.61) 
1 

Como e ,  c 3 , podemos utilizar o lema 82 do apendice de 151 - 
e dizer que existe um F2 E Y(&,Be;9) tal que 

F21E0 = F I I €  o *  (3.2.62) 

Mas como = O , podemos escolher F2 tal que 
flf 

F2 € 3  e com (3.2.41) podemos concluir que F2E Y(A,,B,;~) . 
Cprno 6 o espayo controlável de ( , 6 claro que 

X e = E + max.Y(&,Be;Xe) 
Então, novamente utilizando 

sabemos que existe um F j  E 
P ~ I E  = F * I C  

o lema A2 do aphndice de [5], 

7 ( Ã e , % ; X e )  tal que 

(3e2.64) 



5 bF I (re/&)] = AI . 
3 

Seja agora 9 qualquer subesgago, tal que 
'U 

19 ='feEo 
CI 

Então 3 f l  Te  = O , donde segue que existe wo mapeamento 

F: 3C-U tal que e 

Precisamos agora mostrar que P tem as propriedades 

que 

FIE O = ~ ~ ( 6 ,  (3.2469) 

De (3.2.66), (3.2.67) e (3.2.69) sabemos que 
- h h 

FIy = F I ( ~  + Eo) = F ~ / ( Y  + E o )  = F21Y. (3.2.70) 

É claro que 
8 - r E 7(Ke,e>Be;'9) ('3.2.71) 

Agora, como C Xe  , segue de (3.2.64) e (7.2.68) que 
- 
F I E  = P ~ I E  (3.2.72) 

De (3.2.48) saãemos que c y +  E ; então de (3.2.63), 

(3.2.70) e (3.2.72) segue que 

- 
Isto e (3.2.71) implicam que P E como desejado. 

Como gc c é. , (3.2.62) e (3.2.69) implicam que 
- 
d e c  = F21Ec = FIIE, . 

Isto e (3.2.61) implicam que (3.2.53) 6 verdadeiro. 

Paralelamente, de (3.2.68) e (3.2.6S) segue que (32.52) 6 



verdadeiro. 

A terceira parte 6 provada com o lema 3,2.S que mostra que 

6 1 ~ ~  ((E/€,)] k fixo para todo % E ' Y  e também, que (7.2.54) 

6 verdadeiro, 
- 

Do lema 3.2.4 podemos concluir que F E y(Ke ,%; &) . 
Isto, e lema AI de [5] implicam que 6 [lif ( ( ~ ~ / é ~ j J  6 fixo 

- 
para todo F E 3: . 
Resta ainda provar que (3.2.55) é verdadeiro: Utilizemos o 

lema 3.2.3 para escrever 3 /1k = 7 + J f l  & $  . 
Do lema 3.2.2 e do lema 3.2.6 sabemos que J ( i  e (1 QY 

estão ambos no r(A,l3;~erC) . Fias. como 7 = max,V(~,~;lier~) , 
podernos escrever 7 = max.y(~,~;X f l  I )  . ~ntão, com o lema 
A2 de [5] , segue que 

~ ( A , B ;  2 n R c r ( a , ~ ;  x n Q Y )  . 13.2.74) 

Isto com o lema 3.2.6 implica que (3.2.55) 6 verdadeiro. 

E, finalmente, se (Yrnd) é m a  solucão regular, então 

Q'p = &. . Segue que (3.2.74) 6 verdadeiro com igualdade; 

donde (3.2.55) é verdadeiro também com igualdade. 

Fica assim provado o teorema principal Be [5] . 

Para ilustrar agora o método àe Morse [5] vamos considerar 

uma planta descrita por: 



e um modelo, descrito por: 

Formamos o sistema composto, que ser&: 

I- m 1 o :  
o 1 ;  
o i : x,(t) + 

-. . - . . . r - .  . - . - .  
i 1 0  
i 0 1  
f o l  

Para saber, se o APM terá uma soiaqâo (f$nd) precisamos 
A * 4 

testar se h m  c 4 + fl ; onde d( = max.Y(~,~;iterc) . 
A 

Sabemos que * k o subespago máximo no KerC que k invarian- 
A A 

te em ( a , ~ )  para algum $ E ~ ( c * )  . 
Então, calculando * , obtemos 

A 

Como 26' c 2 + s* podemos afirmar que existe um 7('U*) # f . 
Calculando agora um $ tal que ( Â  + 3) $ * c 5 * obtemos, 
resolvendo 



Escolhemos um 

para calcular 

) )  precisamos ainda Para calcular K = (Â + BF I ( n li* 

aplicando ( Â  + 6 ,  obtemos 

rificando agora (3.2.21) 

vemos que 8, c 0 + 6( , que quer dizer que e x i s t e  uma solucão 
5 
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- 
Verificando, se ~9 c % + 9 , podemos afirmar que existe 
uma classe T ( 3 )  f (8 

Procuramos então esta ciasse T(Y) tai que (Ã + B,F) Y c 3 

Esta classe T ( 3 )  será: 

a f +f -fo4 1-fO5/3-fo6/3 i -fo4 i 1 04 05 
4/3-fI5/3-fqã/3 
-213-f 25/3-f 26/3 

Escolhemos agora um F E 7 ( y )  que também satisfaqa 

- - 
Utilizamos este F para construir (Ã  + BeF), que vai ser: 
- 
I O o 0 : o  O O 

4/3 -2 -4 -11: o o 
-213 o 2 6 o 

o o o 0 : - 2  o o 
O o o o :  o 3 o 
O o o 0 ; o  o I o O 

- 

Dai tiramos a restrigão de A? \Te = - 2 / 3  O 
- -2/3 0 - 

e podemos agora verificar se H (s,P,ti) é igual a Hnts). 
P 

mas antes precisamos ainda calcular G , que encontramos da 

Fazendo isto, obtemos G = o 3 i: :i 



Calculando H (s,P,G) obtemos a matriz da transferçjncia da 
P 

planta compensada: 

que k - como se pode facilmente verificar - idêntica a matriz 
de transferência do modelo. 

Para testar a estabilidade de A ~ J X ,  vamos calcular 

donde r ( A , B ;  061) = O . 
Seguindo corolário 3.1 de [5] A$/ Je ser& estável se, e 

somente se r ( A  ) (1 r ( A , B ;  x n  8 )  6 sst&vel. m 
Nesse exemplo esta. interse~ão 6 nula, mas A ? J X ~  não k 

est&vel! Isto pode-se facilmente verificar se calcularmos 

6(A /X ) = (S-I)(s+~)(s-2)(~-3) . f e 



Capitulo 4) : O PROBLEftiiA DA ADAPTAC~~ DE UTU PLAN-TA A UH 
5 

MODELO, POR P E I O  DE I W A R I A B I L I D A U E  ( A P H ) .  

Depois destes três capftulos explicativos podemos agora 

apresentar o nosso ponto de vista do APH. 

Como já foi visto, nada nos impede de juntar a planta e o 

modelo de uma maneira tal que possamos trabalhar com um só 

grande sistema. Deste modo podemos utilizar todas as infor- 

magões disponíveis e estas vem principalmente dos estados do 

modelo. Este 8 um ponto divergente do tratamento de MOrSe [5]. 
Mas achamos que a utilizagão dos estados do modelo - que foi 
por nós construido - s6 poderá ajudar a solucionar o problema, 

Tomamos então o modelo e a planta, utilizando a entrada do 

modelo, os estados do modelo e os da planta para formar um 

controlador e utilizamos a saída do controlador como entrada 

para a planta. 

O que agora desejamos é que, para um dado comportamento do 

modelo, a planta siga este comportamento. Isto quer dizer 

que o "erron entre as saídas do modelo e da planta deve ser 

zero, qualquer que seja a entrada para o modelo e quaisquer 

um 
iLip 

Modelo - e - 
x m t 

1 



que sejam as condigões iniciais para o modelo e a planta. 

Uo ponto de vista da formulagão podemos então dizer: 

a) a matriz de transferencia entre este erro e a entrada para 

o modelo deve ser igual a zero; 

b) este erro deve tender a zero (com t - w )  para cada estado 

inicial (seja da planta ou seja do modelo); e, 

c) a planta deve permaneces, ou se tornar, internamente estável 

(para as realimentapões escolhidas). 

Com a verificapão destas condZq6es-teriamos a- solugão-ao APM. 



Seja a planta - um sistema linear, fixo e dinâmico - descrito 
por : 

~,(tj = cp xp(t) (4.2.la) 

onde xp(t) representa o estado, up(t) a entrada e yp(t) 

a saída. Os rnapeamentos - lineares e fixos - são os seguintes: 

dim(U ) = m  e dim(p = p). 
P P 

A planta deverá seguir o modelo por nós construido e descrito 

por: . 
xm(t) = A, x m W  + Em u m W  

y,(t) = C, x,(t) (4.2.1b) 

onde xm(t) , um(t) e ym(t) representam estado, entrada 

e saída respectivamente e os mapeamentos são: Am: xm-+ Xm , 
?im: u - xm , C,. 

111 
J --+ com as dim(J,) = nm , dim(Um) = mm 

e y, E 2 , o espa?o da salda da planta. 
Para simplificar B tratamento do problema pode-se juntar os 

dois sistemas e representar de uma maneira mais simples: . 
x(t) = A x(t) + B u (t) + Bh um(t) P P 

onde 



Considerando agora a seguinte lei de controle para planta: 

up(t) = Fo x(t) + F1 um(t) (4.2.3) 

podemos formar um sistema de malha fechada: 

. 
x(t) = (A + E F  ) x(t) + (B, + B F ) um(t) 

P 0 P -l 
e(%) = C x ( t )  (4.2.4) 

Pormando a ,matriz de transferência deste sistema vamos 

encontrar: 

Como já foi dito no capitulo 4.1) o erro entre a planta e o 

modelo deve ser zero, qualquer que seja a entrada para o 

modelo e quaisquer que sejam as condipões iniciais. 

Temos então: 

H(s,FoFq) = O para todo s 



O primeiro problema a resolver ser&: 

"Sob que condigões existem Fo , F1 tais que 
H(s,F~F~) = O para todo s ? (4.3.1) 

Utilizando os resultados de [I?] podemos dizer: 

ftExistem F , F tais que H(s,F , P , )  = O para todo s 0-1 O- 

se, e somente se, 

W c b  +21*;IV -m- P (4*3*2) 

onde bm e b são, respeotivamente, as imagens em 3 dos 
P 

mapeamentos Bm 
e B~ 

, e V' k o subespago máximo que k 

invariante em (A,B~) e está contido no núcleo de C . 
(A existência e unicidade de v *  foram provadas em [ll] . 
Também se deve lembrar que se c ,,, 6 invariante em 

( A , L ~ ~ )  se, e somente se, existe um Po tal que 

(A + B~"~)UCZT)~ 

Primeiro vamos provar a necessidade de (4.3.2): 

Suponhamos que existem Fo e F1 tal que H(S,P~,F~) = O . 
Escrevendo A, A + B F  e B o B m + B P  

P 0 P 1 
exprimir (4.2,4) na seguinte forma: 

e(t) = e x(t) 
Formando a matriz de transferência obtemos 

Sabendo que a equayão caracteristica de A, 

podemos 

6 



podemos exprimir de outro  modo a m a t r i z  de t r a n s f e d n c i a  

onde 

(4.3.71') 

A conditão H(s,Fo,F1) = N(s) / 1)(s)  = O 6 equivalente 

a ~ ( s )  = O , que, nesse caso, quer d i z e r  que 

GRiBo = O para i = o , l ,  ..., n-1 

Subst i tu indo Ri de (4.3.8) por (4.3.7) podemos dizer :  

G ( a o I ) B o  = O onde ao = 1 

C ( A o  + a l I ) B o  = O 

que 6 equivalente a 

C A ~ ~ B ~  = O para i = o , l ,  ...,n-I 

Vamos agora d e f i n i r  o subespayo 



Uisendo que h é o espa?o gerado pelas colunas de Bo , e 
O 

observando (4.3.10) é claro que 

do c %o (4.3.12) 
Sabemos que no r (A + I3 F ) e utilizando o teorema de Cayley- 

P 0 
Hamilton [2g podemos dizer que 

e que 

%o c Kerc 

uonde encontramos: é um espago invariante em 

que est& contido no n&cleo de C . 
Lembrando a definipão de 2) * dizemos sue 

e considerando (4.3.12) segue que 

- 
Com este resultado, lembrando que Bo = B, + B F 

P 1 
utilizaqão de um lema, que diz: 

"Sejam dados B a- B~ e um subespaço 'Ucx ; existe um P1- 

tal que Im(B + B F ) C se, e somente se, d) c d + .If m- P-1 m- P 
podemos dizer que 

Pica assim provada a necessidade. 

~ntes de provar a sufici$ncia do teorema vamos apresentar a pro- 

va do lema: a) Necessidade: Seja f um ~etor qualquer do 

domínio de (Bm + BpF1), então temos (B, + B F )f = 
P 1 

= B m f + B $ f = v  onde vEZf . 
P 1 

Ou, 13,f = v - B F f donde 
P 1 

1, c 21 + Im(B F ) c 21 + ImBp c W + dap  . 
I! 1 



b) Sufici&ncia: Seja u , , . u uma base para um . 
%l . r- 

Como h m C  b + V  existemveteres ui€ U e v i c V  
P P 

A 

tais que Bmui = B u. + vi ; i = o,1,2, ..., mm . 
P 1 

Como os elementos da base escolhida são linearmente inde- 

pendentes existe, [g], wn P1: U m  
A - uP tal que 

F U. = - u , i = 0,1 $...,m, 1 1  i 
~ntão teríamos 

BmuI = -B F u. + vi , i = o,I,.., $IB 
P l l  rn 

ou 

(B, + B 3' )ui = vi 
P 1 

, i = o,l,...,m m 

Donde concluimos que 

1m(Bm + B I ) C v*  . 
P 1 

Escolhamos um Fo tal 

(A + BpFo)VY C v* 
Utilizando (4.3.19) na 

e a def inigão de * = 

(A + B F )bo c (A + 
P 0 

1rn(,l3~ + B F ) c v. 
P 1 

Voltando ao teorema provamos agora a sufici8ncia: 

Utilizando o lema (4.3.17) podemos escolher um Fl tal que 

forma (8 o C v * ,  onde fio = Irn(Bm+BF ) 
P 1 

max.J(~,~ ;KerC) , podemos escrever: 
P 

13 !i? ) V *  8' C KerC 
P 0 

(4.3.20) 

ilonde, desenvolvendo, segue que: 

CW' = O 

e finalmente: 

C ( A  + B F )i(~m + B F ) = O para i = o,l,. . . ,n-I P 0 P 1 
ou ainda 



i C Ao B; = O para i = o,l, ..., n-I 
e a partir de (4.3.10) via (4.5.9) etc. chegamos ao (4.3.7), 

donde podemos concluir que: 

H(S,F~,F~) = O para todo s . 
Com esta prova da suficihcia completamas a prova de (4.3.2). 

A idéia que surge agora é: 

Que acontecer& se utilizarmos um compensador dánhico para a 

planta? A condiyão para resolver o prob-Teem será facilitada? 

Vejamos. 

Temos novamente a planta (4.2. la)  = (C ,A B ) e o 
P P P' P 

IU 

aodelo (4.2.lb) Em = (Gm,A,,Bm) . 
Adicionamos a, pla~lta o compensador 

e, comiderando o conjunto dos tr&s, temos: 

. 
x,(t) = A, xe(t) + B 

Pe (t) + Bm, ume(t) 
e,(W = c, x,w 

csm os estados e entradas como segue: 

. e os mapeamentos extendidos: 

A, : r ,  - J e Bpe pe e Bme: 'rneA2e -4 

C,: xe+y 
C om 



representados  por 

C, = (Cp 0 -Cm) ( 4 . 3 . 2 3 ~ )  

Uma real imentaqão no s i s t e m a  aumentado é equ iva len te  a uma 

real imentagáo m a i s  uma compensapão d i n h i c a  no s i s t ema  o r i g i n a l .  

à condiyão pa ra  

H(s ,Poe,Fle)  = O , p a r a  todo s 

OU 

-1 Ce(sI  - Ao,) Boe = O , para  todo s 

onde 

'e + BpeFoe 'he + BpePle 9 

s e r á  então:  
W 61 me cdl + v *  onde ve = ~ E L x . J ( A ~ , B  ;KerCe) 

Pe e Pe (4.7.26) 

Se I?: Je+ 2 6 a pro jegão de e sobre  J segundo xd 
(lembrando que xe = J @ xd e xm e J = J Zrn) podemos 

P P 
d i z e r  que : 

e t i rar  d a i :  

PA, = AP FBpe = $ PBme = Bm 

I C,P- = C ( 4 . 3 2 7 ~ )  

Se apl icarmos P também a (4.3.26):  

''me c 'Qpe + PV,* 
segue 

6, c f i p  + P D  * e 



Mas como 6 invariante em (Ae,Bp,) , podemos escrever: 
A e 21 e c bp, + v,* onde ve * C KerCe (4.5.29) 

Âpiicando P , obtemos: 
PA,~~* C ?hpe + PU,* onde 2CX c PKerCe (4.3.30a) 

OU 

apTeex C B + P ~ O  e PKerC, = KerC 
P 

(4.3e30b) 

Vemos então que P V ~  é invariamte em ( A , B  ) e sstá 
P 

contido no KerC , 

Usando este resultado e a definigão de v* podemos dizer que 
?V,* c v *  

Introduzindo este 

Vimos então que a 

de u m  compensador 

termo em (4.3.28) obtemos 

condigão (4.7.2) não muda com a introdutão 

dinâmico. 

Palta então resolver se com este resultado o comportamento 

din%mico do sistema é satisfatbrio. Pode, p.e., acontecer 

que com a escolha de um Po tal que (A + B~F~)V'C v* 
alguns autovalores fiquem numa posieão indesej&vel (p.e. no 

serniplano direito), Isto pode eventualmente nos forgar a 

calcular um não máximo. 

Trataremos disto no capítulo 4.5). 

~elacÕes das singularidades. 
----&,----------- -------e--- 

Embora a condigão hm C 4 + VX seja bastante simples de 
P 

verificar, ela tem o inconveniente dp cálculo de If* e de não 

ser Óbvia & quem não está familiarizado com este espaqo. 

Tentemos exprimir esta condipa"~ em termos das singularidades 



(polos e zeros) das matrizes de transfer&ncia presentes. 

Caso escalar ------------ 
Temos o nosso grande sistema (4.2.2): 

x ( t )  = A x(t) + B u ( t )  + Bm um(t) P P 

e a condigão para uma solyão: 

63 c 8  + V *  m P 

onde v *  = ('i? + p + .. . + (~')~r)' (ver [II ,~.570] ) (4.3.31) 

A definitão de a em (4.3.31) é a seguinte, para o caso que 

(CAB) 6 conhecido: 

di é O primeiro inteiro não negativo tal que ~ ~ ~ ~ j - 3  f O . 
k Se CiA B = O para todo Ic<n , então di = n-1 [17,~.301] 

onde Ci 6 a i-ksima linha de C  . 
Para o caso em que sb a matriz de transferdncia ~ ( s )  6 conhe- 

cida: di = min diferenya entre o grau em s do denominador L 
e do numerador de cada terno na linha de ~ ( s )  1 menos I 

Tomando o espayo ortogonal e lembrando as propriedades 

podemos escrever:, 

Utilizando (4.3.31 $ segue que: 
d I 

d ' ~ ~ I h ~  m ' f l  [ ( t + A S Y +  ... + (A*) r) ] (4.3.72) 

se um vetor x E 1" r )  db 
P 
L , segue que x vai ser uma com- 

binacão linear da seguinte forma: 
5 



E além d i s so :  

OU 
d [aOcl  + dlA 'c t  + ... d d ( A t )  C '  = O 

que podemos esc rever  como 

d + ~ C A B  + ... + CA'-~B + d d c ~  B = O 
P P d- I P P (4.3.36) 

Lembrando a de l i n iqão  d e  d , 
C A ~ B  = O para i = o , I , . , d - I  e 

P 
&B f O p a r a  i = d 

P 
concluimos que 

ddcA B = O  e C A B ~ # O  d 
P 

donde 

oca = o 

~ n t ã o  o v e t o r  x E fi L v*' tem a forma:  
'P 

Agora observando (4.3.32) segue que: 

xtBh = O 

O U  

docBm + d l c ~ B m  + ... + dd- l~d- '  Bm = O 

para  qualquer  di , i = o, l , . . . ,d-I  

mas observando a forma m a t r i c i a l  de (4.2.2): 

segue que podemos expr imir  (4.3.40) como 



Lembrando a definiyão de d , vemos que se d, for maior que 

d-I então (4.3.41) será sempre satisfeita. 

Observando mais uma vez as matrizes (C,A.Bp) vemos que o 

d , calculado para o grande sistema ( C , Á , B  ) 6 identico a 
P 

d , calculado só para a planta. Dizemos então 
P 

d <dm 
P 

(4.3.42) 

8 uma condigão suficiente para garantir uma soiuc@o. 

Por outro lado, admitamos que dp>d, ; então fazendo os 

passos inversos vemos que acontece o seguinte: Se, p.e., 

dm = d -1 (lembrar que d = d), segue que, para  satisfazer 
P P 

(4.3.41), dd-l deveria ser zero; se, p.e., d, = d -2, segue 
P 

- que dd-l - dcl-2 = O ; etc. 

~ntão para satisfazer (4.3.41) vemos que isto só acontece sob 

a hipótese que alguns são zeros. Has esta restrigão dos 
/ 

vetares x contradiz a definicão (4.3.33) que k valida para 

qualquer vetor x E V*' 11 6 . Então concluimos que a con- 
P 

di~ão d < dm k equivalente 
P' 

lyas queremos exprimir este 

dades : 

resultado em termos das singulari- ' 

Sabendo que uma matriz de transfergncia pode ser exprimida 

e que d k uma indicapão para o número dos zeros (%zeros), - 
p.e., se d = O não desaparece nada, se d = I desaparece o 

termo s n-' , etc. -, podemos então escrever, para o caso 
escalar: 



( zeros) 
Hp(sj ... - - 

(ordem da planta) 

( # zeros) 
Hm(s) ... - - 

(ordem do modelo) 

Para, que d < dm seja satisfeito 
P-' 

grau do d (s) 
P 

(4.3.43a) 

bm - 1 - dm) 
grau do A,(s) (4.3.43b) 

escrevemos 

ordem - 4F zeros ordem - # eros < - 
(da planta) (do modelo) 

donde : 

- (np -1-d ) g nm - (nm-I-dn) 
P P 

e 

d <am 
P 

que aatisf az ( 4.3. $2 ) . 

Caso mono-saída. ---------------- 

Para o caso mono-sa5da podemos escrever: 

H(s) = Lc/d(s)][[ ...I bl ; [ ... ]b2  ; ... ; [ ... ]b,] 

Então se, p . e . ,  dl, = O e d12 = 1 (onde '1 indica o 

termo de dl que depende da coluna j de B) nada desaparece 

no termo que depende de bl , mas s desaparece no termo 

que depende de b2 .Donde se v& que permanece ao menos um 

termo s de orden n-I . Sabemos que (4.3.41 ) 6 válido para 

multi-entrada e que 
d~ 

(ou d ) sempre será idhtico ao 
m 

menor dos diys (isto se v& tambhm da defini~ão de d a 

partir da matriz de transfer&ncia [I 71 ) ; 

Para satisfazer d < dm dizemos então 
P 



min dpi mia dai (4.3.45a) 

Interpretando agora em termos de polos e zeros podemos dizer 

que o menor di é equivalente ao maior #zeros. 

A condicão então vai ser: 
5 

ordem - max. zeros ordem - max. .i)" zeros < 
(da planta) (do rnodelo) 

Este k um resultado que k de aplicaqão simplissima porque 

s6 da observapão das matrizes de transfergncia (na forma 

i x r) podemos d i z e r  se existirá ou não uma solu~ão. 

Caso multi-salda. 

será de grande utilidade se pudermos aplicar este resultado 

também para o caso mlti-salda. 

Vamos ver: 

A condigão fim c 6) + v *  é uma condiqão necessária e 
P 

suficiente para todos os casos. Para encontrar uma expressão 

desta condicão em termos de singularidades, foi utilizado, 

para o caso mono-saida, o fato que 
d I V *  = ( V  + A ~ ' I ?  + ... + ( a * )  r) 

A idéia que surge é que, eventualmente, este processo pode 

ser utilizado para cada linha. 

O primeiro passo será provar que 

11*c Zilx II V; n ... /i v; onde q indica as linhas 
de G . (4.3.46) 

Lembrando a defini~ão de 1)' temos, para o sistema (CABp), 



e para o sis tema (CiAB ) P 
viJ+' = nerci fl A-' ( d p  + v i 5 )  onde i ind ica  as l i n h a s  

de C . (4.3.48) 

Sabemos que 

v 0  = KerC e v. O = KerCi 
1 

e 6 conhecido que 

KerC c IterCi j 

então eoncluimos que 

Suponhamos que 

c viJ onde j = p 

Vamos provar que 

Escrevemos 

Provamos, por induqão, que v j c vi3 para qualquer j . 
Então podemos d i z e r  que 

que é equivalente a (4 .3 .46) .  



Por outro lado queremos provar que 

v," v; ... ( ) ~ * C 2 ) *  
cl 

Lembrando a def inicso de 21% = max. ~ ( A , B  ;KerC) vamos mostrar 
5 P 

que: a) 9 ViX C K e r C  e 

Com isto teríamos que v i  6 um subespa~o invariante em 

( A , B  ) e contido no KerC , e que - obviamente - 6 um sub- 
P 

espapo de 9" . 
Pejamos : 

Sabemos que cada %C C K e r C i  , entgo 
v. * c Q KerCi = RerC . 
1 

Notando que a condicgo b) é equivalente a 
5 

Vi* C A-' ( fl + V ) e tomando complementos 
P 

ortogonais, teriamos 

Vamos achar condit6es para que (4.3.51) se verifique. 

onde = (Yi + ~ " f ~  + ... + ( ~ f ) ~ i - ' ~ ~  + (A')~~V.)' 1 

segue que este vetor tem a forma 
F 

Se, além disso 

Nas sabemos que todos os termos c~(A') 
di-I 

B p = O .  

~ n t &  resta: 



i (E [dai (8' )diciq ) t ~ p  = O 
I h 

que implica, sob hipbtese, que posto C B = q P (4.3.54) 

onde 

C = 

que todos os 4 = O . 
di 

1 
Então um vetor x E @Vi * )  f l  (hp' + vic) terá a forma 

x ==r[. 0 + ... + ddi-i )di-lcitI 

ou, multiplicando por A '  obtemos 

a'. =r k o i a y  + ... + ddi-l i i. '] 
, + c t  + e .  + c + * * .  I d ..* + [c; + A1. 9 + . * *  + A )  .cq']] 

donde 

A ' x  E (vix " 
e donde podemos concluir que 

ou ainda que 

Q vi* k invariante em (A,Bp) sob hipótese que 

posto C B ~  = q e então 

Retomando à. condigáo bm C d + v* e utilizando (4.3.49) 
P 



podemos escrever 

Tomando o espayo ortogonal 

e continuando como no caso escalar temos 

Utilizando (4.3.31) segue que 

Se continuarmos a aplicar (4.3.33) até (4.3.39) encontramos 

vetores x da seguinte forma 

Observando (4.3.59) vemos que 

para cada i 
3 ; i = l,..*,q ; 3 = o,.*.,di-l 

E devido a forma (4.2.22 podemos escrever (4.3.62a) na 

forma (exatamente como no caso escalar, só que aqui temos 

i equatões): 

Para satisfazer (4.3.62b) vemos que dmi deve ser maior 

do que ai-1 (que 6 equivalente a dpi -1 ) ;  donde 



Ainda sabendo que cada d 
pi 

é idêntico ao menor dos d 
pij 

(onde j indica as colunas de B ) ,  podemos dizer que 
P 

min dpij i 

Se expressarmos dmi em termos dmik (onde k indica as 

colunas Be B, ) podemos dizer que 

dmi = min dmik (4.3.65) 
donde segue que 

min d < min dmik 
pij 

Exprimindo em #zeros podemos formular esta condigão 

necessária - no caso geral, ou necessária e suficiente - no 
A 

caso em que posto CB = q , como segue: 
P 

"(Ordem da planta) menos (max. 8 zeros) em cada linha 

deve ser menor ou igual 

(Ordem do modelo) menos (rnax. 4P zeros) na mesma linha." 

Este 6 um resultado que também 6 m i t o  simples de aplicar, 

porque só por observaqão das diferentes linhas das matrizes 

de transferencia podemos dizer qual o sistema - sem solu~ão ou, 
A 

se considerarmos o caso especial - posto CB = q -, qual 
P 

sistema - dará uma solugão. 



Temos novamente o s i s t ema  (4.2.2):  

. 
x ( t )  = A x ( t )  + B u ( t )  + Bn u m ( t )  P P 
e ( t )  = C x ( t )  

mas agora com x ( o )  = xo 

Lembrando a construgão des te  s i s t ema  

podemos u t i l i z a r  [14] e formular  o problema como segue: 

"Achar condicões p a r a  a e x i s t ê n c i a  de um rnapeamento 

F : T - + u  t a l  que com uma l e i  de c o n t r o l e  u p ( t )  = Fo x ( t )  
-0 P 
s e r ã o  as segu in tes  condicões s a t i s f e i t a s ?  : 

a )  Se @ ( o )  = Cx, = O ; então  e ( t )  = O para  todo t > O  

(4.4.2) 

b) Se e ( o )  f O ; e n t ã o  para todo xo E X , e ( t ) - + O  

Has como já f o i  mencionado em [14], a condigão a )  s6 s e r i a  

s a t i s f e i t a  s e ,  e somente se ,  xo C KerC , e a inda  



Como esta 6 uma condigão muito forte - encontrar um Po 
que a satisfapa 6 ,  em muitos casos, impossível, sobretudo se 

pensarmos no caso rnulti-saida - , vamos modificar as condi- 
gÕes tal que possamos utilizar só um subespago de KerC . 

Dizemos então que o problema será o seguinte: 

"Dado o sistema (4,4.1) e um subes~aco c J , com a 

propriedade (A -t B F 1'2) C V para algum F ; 
P-0 o- 

encontre condi2Ões para um mapeamento Fo: X -- U tal 
P- 

que, eom uma lei de controle up(t) = Fo x(t) , as 
condicões que seguem serão satisfeitas: 

al) Se x o E W  ; então x(t)€v para todo ta0 

bl) Se xo 4 V ; então para todo x, E X  , o 
min((x(t) -z(: ZE'V~--+O para t-u, ." 

Definic6es ------*---------------- necessárias, 

~ntes de formular um teorema para solucionar o problema 

dese jamoa expor algumas condiy8es e def iniyÕes : 

Seja To(T)) a classe dos mapeamentos Po: X-Up tal 

que AoV C , onde A~ = A + B F . 
P 0 

(4.406) 

S e j a  P: Y-. X f l t  a projegão canônica e denotaremos 

;u= J,'w. 
- 
Ao é o mapeamento induzido por Ao em &W , donde 



segue que PA, = c o ~  e podemos também escrever 

Seja d ( h )  o polinômio minino de A (=  polinbmio mbnico 

oc (A ) de menor grau em A , tal. que d (A) = O), que 6 fatora- 

do tal que d ( h )  = & + ( h )  & - ( h )  e onde as singularidades 

de d + ( j )  estão situadas no semiplano fechado à direita 

( = C+ ) e as de d -0) no semiplano aberto à esquerda 

( = c - ) .  (4.4.9) 

Ainda definimos x'(A) = ~ e r  .<'(A) = 

= {x: x E J ,  d - t ( ~ ) x  = O { , (4.4e10) 

Sabemos tambéui que AZ (A) C 3€' (a) e que 

Y = x+(A) CB X'(A) . ~-.4.1n) 
4 f 

Notamos ainda x'= ( T ' + v ) / v  = P X - .  (4.4.12) 

O teorema: 

sabemos de [20] que o par 

se, e somente se, 

x + ~  c  AIA^) 
ou, exprimido de outro modo, que existe um mapeamento 

F : h + U  tal que 
-0 P 

se, e somente se, 

Isto encontra-se provado em [ZO] . 



0 nosso problema está bastante relacionado a este resultado, 

com uma excepão: sb precisamos estabilizar uma parte dos 

modos inst&veis  (ver 4.4.5), donde vem a propositão que 

" 0  par (c ,B ) 6 estabiliz&vel se, e somente se, 
o-P 

Vamos agora formular o teorema, que ser&: 

'*Dado (4.4.6) até (4.4.12) dizemos que existe um mapea- 

mento F E 7 ( V )  tal que 6. A + B F ] C C- 
O 0  [ p-o- - 

se, e somente se. 

Prova do teorema. ----------------- 

Para provar este teorema vamos priaeiro precisar de alguns 

lemas tirados de [14] e repetidos aqui por convenikncia: 

Lema 4.4.1: "~ado (4.4.6) até (4.4.12). ~ntão dizemos que 
- - 

existe um mapeaments Fo:X-+U tal que 
P 

se, e somente se, 

Prova: De (4.4.141, (4.4.8) e observando o seguinte gráfico 

Y 
A, * A,x 

I ?  



- 
sabemos que existe wn mapeamento F, que satisfaz 

(4.4.19) se, e somente se, 

-4- - i - :  
g ( a ) c  (Ã~bip} + ; O ;  . . (4.4.19) 

Agora, aplicando a projepão canônica P: X - + X / 1 )  ao 

(4.4.18) segue que 

Por outro lado, partindo de (4.4,19) podemos escrever 

-4- - a ( H )  = PJ+(PA) 

c/('iõ,, + 

+ PW = ~ ( ~ l d ~ )  

Donde 

Lema 4.4.2: "Seja C X  com a propriedade 

Então para cada mapeamento F-:  x-+ u- , 
podemos dizer que 

Frsva: Utilizando (4*4.23) dizemos que 
t 

- - 
Seja Q:  2-J/kf a proje~ão canônica e A o mapeamento 



induzido em / por A . 
- - - 
Ã k unicamente determinado por A& = &A 

~ n t ã o  (A + B H )& = Q(.A + B F ) = QA + &i3 F . R a s  
P 0 P 0 P 0 - - 

como 8 c 5 segue que Q B g o  
P 

= o ; então 

- - 
Donde, com (4.4.26) segue que A + B F = A 

P 0 (4.4.28) 
- 

Utilizando (4.4.28) e a definigão de que xt = Q T ' E ~ ] ,  
podemos dizer que 

Mas observando (4.4.23) vemos que J Ç ( f k )  c 3  , então 
segue que Q ~ ( A )  = õ 04.4.30) 

Isto quer dizer que na projep&o canbnica nenhum dos 

modos insthveis aparece; segue-se que 

Agora, lembrando a forma matricial depois da aplicayão 
P- - 

podemos dixer que: 

Ainda, observando (4 .4 ,31 ) ,  podemos dizer que 

F[A + B~F, 

donde segue que 

Com a ajuda destes lemas podemos finalmente provar 

o teorema. 

Seja S = (A/(R~) + e assumimos que Jf ( A )  C Y (4.4.34) 



Utilizando, do lema 4.4.2, as expressões (4.4.24) e 

(4.4.27) dizemos que 

para todo F,: X ->u 
P 

Se escolhermos FOI E To(v) sabemos do lema 4.4.1 que 
- 

para algum FO2: 2-?/ a seguinte expressão é verdadeira: 
P 

- 
Se Foz = Fo2P , então Fo = FOI + FO2 E 3',(V). 

Isto, e (4.4.35) implica que 

Por outro lado, se existe um Fo E ~ ~ ( 2 ) )  para o qual 

(4.4.36) é verdadeiro, então com a utiliza~ào do lema 4.4.1 

podemos dizer: 

aplicando agora o lema 4.4.2 ,ao ( A  + BpFo) e utilizando 

a definicão do 3 como foi dado, podemos escrever que 
\ 

e com isiM completamos a prova do teorema. 

Nota. ----- 

Lembrando a condiyão do capitulo 4.3) para ltzerarH a matriz 

0 c @ + v * podemos pensar em de transfer6nci.a que foi n 
f 

exprimir o teorema (4.4.16) também em termos de V *. 
E eorno 'V C v* isto será poesí~ei. 
nas, por outro Iado foi mencionado no fim do capítulo 4.3),que 

existe a po~sibilídade de que devamos utilizar um V- que não 



6 rn&ximo, 

Vamos então primeiro resolver a terceira parte, estabilidade 

interna da planta, e s6 depois unir os resultados. 



Lembrando os resultados do capitulo 4.4) sabemos que 6 

possível que o erro resultante das condiy6es iniciais seja 

zero. 

Mas pode acontecer que o sistema não seja estável, e estamos 

particularmente interessados na estabilidade da planta. Então 

devemos tratar este ponto sob os seguintes aspectos: 

Lembrando a estrutura do sistema (ver capitulo 4,2), quere- 

mos que o par 
CU ,.J 

((A + B Pop),Bp) , que representa a malha fechada da 
P P 

planta, seja estável. (4*5.1) 

Como queremos estabilidade interna só para a planta e como o 

controle u s6 influencia a planta' dizer que (4.5.1 ) 
P 

pode ser satisfeita, se 

ou, devido a forma especial do sistema (ver 4,2.2), que 

Se satisfizermos isto, poderemos ter certeza que toda a parte 

que 6 control&vel ser& estAvel. 

Rota: um estado insthel, que não 6 control&vel, ngo pode - 
sob hipótese nenhuma - ser influenciado, daí a f ormulaeão 

Para desenvolver as condigões para solucionar o problema 



precisamos ainda o conceito de R'  e alguns lemas, tirados 

O conceito de um subespa~o de controlabilidade foi introdu- 

zido em [g] : Um subespaqo fi C 35 6 um subespago de controlabi- 

lidade de (A,Bp) se (R) # $4 e se para algwn Fo E 
O 

temos 

b = ( ( A  + B /1 A) . 
P (4.5.4) 

b 6 unicamente determinado para qualquer Fo E 'Yo(dl) . 
Se v* c J , onde v* = max.J(~,~ ;KerC) , segue que o bico 

P 
subespa~o máximo de controlabilidade L' c vff , seguindo 

Lema 4.5.1: [lo,lema 4.11 : "Seja A, Bp, C, 2)' e A *  dados. 

Escrevendo = A + B F F E To($*) e definindo o p o '  o 
- - 

mapeamento af:UX/~*- V' /R*  como segue: se x é a classe 
- - - 

lateral de x em 2)'/RX , então Afx = AfX , e 1* e Af 

são hnicos para cada Fo E yo(u*) 

Particularmente, o polinômio carac teris tico de A~ 1 'ü * 
tem a forma ??(h ) Y f ( h )  , onde F( ), ) 6 o polinbmio 

característico de af e é fixo para todo Fo E Fo(v*) ; 

e rf(  h) é o poiin8mio característico de nfl  h' , cujas 
raizes podem ser fixadas arbitrárianente com a escolha de 

um P, E 'F (V*) ." o (4.5-6) 

Lema 4.5.2: [lo,lema 4.21 : "Sob as condiqões do lema 4.5.1, 
- - 

seja & ( h )  o poiinhio dnimo de Af e fatorando 
- - 
. ( ( h )  = d g ( h )  db(h) onde $ ( h )  e zb(h) são primos entre si. 
~ n t ã o  vX = k X  e A e $, onde 

Q 



e semelhantemente 

Os subespa:os e R* kb são fixos em relyão 

a Fo e r cu*) ft 

o 

então 

Prova: ------ Seja Y = (A/ B p )  + 'VX 
~ n t ã o  A~ 3 C 3 para todo Fo 

- - 
Seja Po € yo(V*)  e Af O rnapeamento induzido 

em x/$ por nf . 
- - - - 
A, é definido como segue : se x é a  classe lateral de 

- 
Af é definido como, no lema 4.5.1 . 
Agora temos os seguintes mapeamentos induzidos: 

A visualizagão aatricial é a seguinte: 



Consideremos que (4.5.8) seja verdadeiro. Lembrando 

o lema 4.4.3 segue que x + ( A ~ )  c 3 para todo Fo 

Então ~ ( q )  íi C+ = $8 

e G(Af) f l  oic c ( ~ ~ / 3 ) ;  donde 

6(Am) /I C+ c 6(Af(J) . 
Uo lema 4.5.1 sabemos que existe um Fo E J (v * )  tal O 

que 6(Af) C*) 6 arbitrário. 33 utilizando a proposipão 

que o par (Af,$) é control&vel se, e somente se, 

x= {AIB~) + - substituindo 3 por 3 , podemos dizer 
a mesma coisa para ~(c) .  

i p l a i s  algumas deilniqões antes de formular o teorema: 

Sejam ( A )  e TO,) os poiin8mios caracteristicas 
"m - 

de lim e , respectivamente. (4.5.13) 

Então, utilizando o lema 4.5.3, se (4.5.8) for verdadeiro, 

chegamos a 

(465.14) 

para algum polinômio . h ) que, observando lema 4.5.1 , 6 

fixo para todo Fo c %\v*) . 
Fatorando Y( h) = h ) r - (  A )  , podemos escrever 

7 t h )  = 7(A '(~)~'(h)~-(h). (4.5.I54a) 
m 

Chamemos d' o polin8mi.o mfnimo de Am e lembremos que 

20,) = dg(h)db(hj , que é o polinômio aínimo de ; 

Dizemos ainda que 



O teorema. ---------- 

Com todas estas definiqões podemos finalmente formular o 

seguinte teosema: 

%+(A) c (A] np) + 21' se, e somente se, (4.5.16) 

sob a hi~btese aue 

7 + ( h ) '  e f(9) são primos entre si e que 

( A I  6) ) = TP (que 6 equivalente a planta seja. ~ontroiávei).~ 
- -p- 

Prova: Assumimos que (4.5.16) é verdadeiro. 

x E x + ( A )  implica x = x, + x2 onde x, E (A/  IRp) e 

X * E  v*. 
Da hipótese que ?f ( )  e y f ( i )  são primos entre si, segue 

'm 
que 2 ( A )  e zb(h) tambh o são; e do lema 4.5.2 segue que 

Q 
xe = y* + 7, + yb onde y ' ~  R* , yg E Rg e ybg  

Agora yb 5 Rb implica que db(Afjyb E k* C X P  . 

Utilizando aatrutura do sistema (capitulo 4.2) segue que 

"~(A~)Y,~ = O (4.5.18) 

si, segue, para satisfazer (4.5.18), que 

Yb2 = 0 

~ n t ã o  yb E rP = (818 ) e podemos dizer que 
P 

yb + (y* + yg) = x2 f (A/ d ) + vg donde 
P 



Por outro lado, se x E % + ( A )  c (A/ dp) + % onde 

C v', 6 óbvio que (4.5.16) 6 verdadeiro. 

". Rgora dizemos - sob as condigões do teorema, que satisfaz 
automaticamente as condições do capítulo 4.4) - que a parte 
control&vel da planta - com F E 7 (v ) - será estável. ti o-o-g 

Prova: Temos - para estabilizar - o espago quociente X/% . 
Escolhemos um Fo € ro(g*) C e 

Gomo d ( h )  e " ( h )  sâo primos entre si; segue do lema 
€5 

4.5.2 que 

que tem os polin8mios mlnimos $ ( h )  e Zb(h) , 
respectivamente. 

- - 
se anotarmos com A, = nfl (Vg/lY) = ~ ~ l l R ~  

e com A 2  o mapeamento induzido em g/V por af 
Q 

então 

Visualizado isto, temos: 

~ambérn, do sistema original (capítulo 4.2), temos para 

todo 2' 
OP 

( A f )  = G ( A  + B F ) e i  F(A~) P P OP 



Lembrando o lema 4.5.1, sabemos que existe um BOI E yo(v") 
tal que a(Af (LY) C C- . 

01 

Escolhemos agora Fo = Foi + 5 2 ~  E %(%) , onde 
Q: J + x / v  6 a projeqão can8nica e definimos o 

Q - 
mapeamento Foz: X/Vg -) U . 

P (4-5-24) 

Então devido a este mapeamento podemos dizer que FO2 não 
A ,  

tem influencia -- - sob 6 ( A f  ]IY) = G'(Af ( R * )  
O o 1 

- 
Utilizando (4.5.17), escolhemos um Fo3 tal q-ue 

wí,) C c- . 
K(A, ) consiste de raizes de 1 +(h ) r(h) e dizemos que 

"rn 
6 indica as raizes de 7 - (  h) . 
-Então, para Fo = Po, -I- c3& , segue que 

s (np  + B ~ F , ~ )  C K(A~ i R * )  u & ( A  2 )  u 6- 
O que 6 estável. 

F i ~ ~ z a n d o  @de capitulo, vejamos como seria o método de 

ataque a wn problema utilizando as ferramentas fornecidas 

por estes teoremas. 

63 CIR + I. Verificar se 
P 

v* e $ + \ A )  C ( A J ~ ~ )  + V *  . 
2, Encontrar uma lei de controle utilizando v' , 

3a. Admitir que esta lei de controle resolve as três 

condiyões : 

ij H(s,Fo,P,) = O 

ii) "Error1 (das conditões iniciais) tende a zero, e 



i i i )  a p l a n t a  é e s t á v e l ,  

en tão  o  problema já pode s e r  r e s o l v i d o  com Fo E %(v ' )  
e F1 t a l  que Im(B, + B F ) c V *  e 

P 1 
3b. ~ d m i t i m o s  agora que e s t a  l e i  de c o n t r o l e  t o r n a  a p l a n t a  

ins t&vel .  

4. ~ n t ã o  devemos decompor 9' para encon t ra r  um 2 f  . 
Q 

5. Verificamos s e  f i m  c b p  + 0 . 
Q 

6. rdmitimos que 5. é s a t i s f e i t a ,  en tão  podemos com 

F o  E Yo(Vg) e F~ t a l  que IIU(B, + B F ) c Vg 
P 1 

r e s o l v e r  as tr&s condigões i ) ,  ii) e  iii). 

Vimos que podemos t e r  uma solucão  completa s e j a  com 

/ U f  OU com V 
Q 
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Capítulo 5 ) :  EXEMPLO 

Meste capitulo vamos mostrar um exemplo e explicar como as 

diferentes conditões podem ser aplicadas. 

Seja a planta descrita por: 

L -1 

W matriz de transferência será: 

L 

& - 

onde 

O modelo, por nQs construido, será: 

e a matriz de transferência: 

H~(s) = C~(SI - A ~ ) - I B ,  



Vamos antes de comeyar, aplicar (4.3.67):  

(Ordem da planta - max.+ zeros em cada linha) 
(Ordem do modelo - max.4Paeros na mesma linha) 

(3-2) = I (4-3) = 1 

(3-2) = 1 (4-2) = 2 

l3ntgo vemos que o sistema poderka %EX - eventualmente - uma 
solugão. 

Para saber isto exatamente, preeisamos verificar se 

O sistema composto será: 

Precisamos construir o ' V f  . 
Como a planta satisfaz a seguinte condigão 

poderemos utilizar o fato que 

2)" 90,' n v,* . 
* 

~ l a s  vamos utilizar, para o cálculo de v , s e j a  



Utilizamos o segundo método: 

r Para o segundo passo precisamos d(Bpt) = 

L 
Vimos que V, = V. L 

= u ' ~  = < e ,  d0,de 



4 satisfeita. 

Para saber se a classe F, E F(2 )  ') f @ paxa ( A  + B F ) V' c v* ,  
P 0 

a condiyão AV* c h + v* deve 
P 

ser verdadeira. 

1 0 0 0 0  

- 1 1 0 0 0  
O 2 1 1 0  . . . . - - . . - - . . . - . - . - 
0 1 0 0 1  
o o T o  o 
0 0 0 1 0  
0 0 0 0 1  

Agora, querenos que ~ ( s  , F ~ , P ~ )  = C(sI - A,)-'B~ = 

= C(s1 - A  - B F  )-'(B, + B P  ) = O 
P 0 P 1 

Vamos, para isto, escolher um B1 tal que Im(B, i B P ) C v x  . 
P I 

se, e somente se, a matriz F1 tem a forma 

O segundo passo será escolher I? tal que (A i B$o)V% v*. 
O 



se, e somente se 

e onde as outros P t s  tem as seguintes relacões: 
5 

f37 = f y  - 2f36 - 2 onde a,b,c,d,e são arbitrários. 

Escolhemos um Fo : seja flltf21~f319f26 = O ; fI6 = -4 t 

f36 = 3 ; a,b,c,d,e = 1 . 



- 
Segue que 

1°= I o 0-1 -3 I - $  I1 
0 - 1  1 -1 O 0  
o -1 o 2 -2 3 -8 1 

Formando agora a matriz de transferência do sistema composto: 

X(S,P~,~~) = C(s1 - A - B F )-'(B, + B F ) 9 
P 0 P 1 

onde P1 = 

1 1 0 ; - 1  o o 
o o li-2-1 -1 2 '1 

onde a inversa de (SI - A,) 6 :  
7 

I - - I i S-2 2 -2~+8 
s-I O s(s-1): "(s-1)2 s(s-l)(s+2) s(s-I )(s-3) s(s-I)(-4) 

I 
' I 2  
i 1 - 

o - O '- s-I :( s-I ) ís-I ) (s+2) (s-I ) (s-3) (s-7') (s-4) 
O O 

1 -2 - 2 -'3 8 
s : s(s-I) s(s+2) s(s-3) s(s-4) 

_ _ _ . , . _ . . . _ . _ _ _ . _ . _ _ _ _ _ .  - - . . - . - . - - - - - - - - - - - . - - - - - - - - - .  
: 1 , - 

s-I 
I 
s+2 

I 
s-3 

I 
s-4 

- 
pode-se verificar que H(S,F~,P~) = O que é o resultado 

desejado. 

Para demonstrar a aplicagão do capitulo 4.4) (desapareci- 

mento de erros devidos a condi~ões iniciais), sabemos que 

será necessário testar se 

Tomando o mesmo exemplo, temos o polinômio característico 



8 polinômio mínimo de A ser& o polinômio manico com menor 

det(s1 - A )  = det(s1 - A det(s1 - A ~ ~ )  = 
P 

grau tal que d ( 8 )  = O . 
Fatorando c(( h) = C%+( h) á-( A )  encontramos df (A) , donde 

s-I  
s+2 

s-3 
s-4 

a- I  -1 o 
o s-2 -1 
o -1 s 

podemos calcular o ~er~,(:+(l) . 
Utilizando o lema 4.1 de [15] sabemos que 

det 

~erd'(A) = Ker n 2 ( l )  

~ n t â o  poderiamos encontrar o Y + ( A )  a partir do polinhio 

característico que k sempre mais fácil de calcular que d e  

~ q u i  neste exemplo, para verificar se x'(A) c ( A J A  ) + v', P 
precisamos (albp) + liF : 

donde vemos que ( A  \ h p )  + 0' 
~ n t a o  a condi~ão x+(A) C ( ~ 1 8  } +v' 6 satisfeita. 

P 

Outra parte, ainda importamte, 6 a aplicalã0 das condigões 

do capitulo 4.5): 

x+(A) C ( A J B ~ )  + V* se, e somente se, 

x'(A) c (A \ h p }  + 5 , que só precisariamos se a parte da 

planta não fosse estável com Fo é % ( V * )  e podemos resolver 

o problema da estabilidade, eventualmente, com um Fo E 7(5) 



Lembrando, que queremos testar a parte (A + BpFo)/ V' , 
vamos construir um operador S , que consiste de 

iC (vl ,..., V *; r,,r2) , uma base em 2 . 5 
iC (onde vl ,..., v 

5 
f orrnarn uma base de v*  ) . 

Mas como também precisamos a restricão (A + BpFO)/(l9*/l?*) 
vamos primeiro calcular k F  = (A + B E 1 4  4 V * )  

P O  P 

Calculando 

obtemos I R h  . 
Formando S , obtemos 

V *  indep. 

- - 
1 : o s s 0 : 1 0  

- i j l o o o j o o  
2 1 1 0 1 0 1  . . O -  - - _ - - . . I  .-... .. ..... 

o ~ l o o 1 j o o  
o :  o 1 o o :  o o 
o :  o o I o :  o o 
o : o o o l : o o  - - 

Fazendo o calculo: S-I (A + B F ) S obtemos: 
P 0 

j s-I= 

- - 
0-1 o 1 o 0-1 
o o o I o 0-1 
o o o o l o o  . . - . - - - . - - - - - . - - . . - - . - - - - - . - - . - - - . 
0 0 0 0 0 1 0  
0 0 0 0 0 0 1  
I 1 0 - 1  o o I 
o o I -2 -1 -1 2 



Calculando Tr ()r ) = (s-I ) (s+2) (s-3) (s-4) 

que, como se pode esperar, se dim(3 * )  - dim(W * )  = 4 , 
é igual ao 71 Am 

36 para mostrar como aplicar a condiyão liprimos entre sin: 

Resultando disto, vimos que para este par pia-nta-modelo 

& = v* e que podemos sempre encontrar um Fo,P1 tal que 

e 

a planta será estável (com um Po E 5 ( 1 9 ' )  ! ) : 

Então, o F1 será como foi escolhido e o Bo vamos modifi- 

car um POUCO: 

Se tomarmos a parte (A + B F ) na forma mais geral: 
P P OP 



ou levarmos e m  conta as res t r i cÕes  d a  c lasse  ( t a l  que 

~ ( s )  = O ) ,  obtemos 

i -fZ6+d 

f1  2+f 1-1 +a+f 31-1 i 1-f 6-d-4+3-f 36 

i -f +g 36 I 
Então simplesmente se escolhemos f l l 9 f S 1  = O temos uma 

matriz  t r i a n g u l a r  onde os autovalores  podem s e r  a jus tados  

com a escolha de f21 , a , f36 . 



Vimos no capitulo 4.1) que a eliminapão dos pares 

planta-modelo que não darão soluqão pode ser feita só por 

observaqão das matrizes de transferência. E, em alguns casos 

especiais, podemos mesmo afirmar se o par terá uma solu~ão 

ou não, 

Vimos também que este trabalho parece ser o primeiro que 

trata da influência das condigões iniciais para o APM, 

Um outro ponto importante a mencionar: 

A solu@o deste trasalho permite adaptar uma planta a um 

modelo, que é instável, e a planta fica internamente estável. 

Este 6 um ponto interessante porque estudar o comportamento 

de uma planta instável é praticamente impossível, mas pode- 

mos estudar o comportamento de um modelo, que 6 instável e 

depois simplesmente adaptar a planta a este modelo, já saben- 

do quais serão os resultados, 

Para trabalhos futuros podemos sugerir o estudo, baseado 

nessas formulapões gerais, de alguns casos especiais, como 

p. e. a influência de zeros da matriz de transferência da 

planta, quando eles estão no semiplano à direita. Eles terão 

o mesmo efeito que no caso escalar, quando causavam instabi- 

lidade pela necessidade de serem cancelados por polos no 

semiplano a direita? 

Também será necessário estudar o problema da sensibili- 



dade, que, observando as classes de ? (v * )  no exemplo, k. 

bastante grande. 

uizemos então, que este trabalho fornece uma base 

realistica e geral para resolver o kPN, mas que tem ainda 

pontos interessantes a tratar, que podem ser objeto de 

estudos futuros. 
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